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Introduccion

La presente memoria se enmarca dentro del estudio de las relaciones topo-
logicas entre dos espacios topologicos Hausdorff a partir de las vinculaciones
algebraicas, topolégicas o de otra clase que pueda haber entre los corres-
pondientes grupos de funciones continuas evaluadas en un grupo topologico.
Pondremos especial atencién en la representaciéon de aplicaciones entre gru-
pos de funciones continuas de un espacio topolbgico en el grupo especifico T
y también entre grupos de funciones continuas de un grupo topologico en el
mismo grupo T.

Resumen historico

Podemos situar la investigacion en algebra topoldgica en dos areas: los
grupos topologicos y los grupos de funciones. La teoria de los grupos topo-
l6gicos nace como un intento de enlazar dos ramas de las mateméticas: la
teoria (algebraica) de grupos y la topologia. La convergencia de éstas fue el
resultado de la influencia de la teoria de los grupos de Lie y de varias clases
de grupos de transformaciones. Entre los temas que se incluyen en esta rama
y que estan relacionados con la tesis podemos citar la teoria de la compacta-
cion de Bohr de los grupos maximalmente casi-periédicos en el sentido de von
Neumann, la teoria de dualidad de Pontryagin (es remarcable el hecho fun-
damental en el desarrollo de esta teoria que todo grupo topologico abeliano y
localmente compacto es maximalmente casi-periodico), los grupos nucleares,
la teoria de la dimension y los grupos (localmente) pseudocompactos.

Dentro del 4lgebra topoldgica y més concretamente, dentro del apartado
de los espacios de funciones, destaca como un gran capitulo el estudio de los
espacios de funciones reales continuas definidas en un espacio topologico X .
En efecto, las distintas estructuras algebraicas en los espacios C(X ) inducidas
por las correspondientes de R, en conjuncién con diversas topologias, han

VII



VIII INTRODUCCION

dado lugar a un elenco de potentes resultados matematicos, como pueda ser
el teorema de Stone-Weierstrass.

Si se considera C'(X) como espacio vectorial y se le dota de la topologia
de la convergencia puntual o de la topologia compacta abierta se obtiene un
espacio vectorial topolégico localmente convexo, y como tal, cabe estudiar
la reflexividad. En [71], Herndndez y Uspenskij analizaron la reflexividad
en el sentido de Pontryagin de los grupos de la forma C(X) dotados de la
topologia de la convergencia puntual. Ciertamente, si X es compacto, se
anade un importante aspecto a su estructura: C'(X) con la topologia de la
convergencia uniforme en los compactos es entonces un espacio de Banach.

La importancia de los espacios C'(X) asi como la del grupo topologico
multiplicativo de los complejos de moédulo 1, T, que a continuacién comen-
taremos, nos lleva, en parte, a plantearnos el estudio de los grupos de la
forma C'(X,T), donde X es un espacio topologico, y la operacion del grupo
estd dada por la multiplicacién puntual de funciones continuas, es decir la
inducida por la operacién de T.

El toro T es un grupo topolégico abeliano compacto y conexo, que dentro
del analisis armoénico abstracto, juega un papel muy destacado, ya que la
teoria de la dualidad de Pontryagin, por ejemplo, se basa en los caracteres
de un grupo que en definitiva, son los homomorfismos continuos de dicho
grupo en T. También es fundamental en otras areas de investigacién, como
puedan ser la topologia algebraica y los sistemas dinamicos.

Es precisamente T uno de los grupos sobre los que tiene lugar el analisis de
Fourier, junto a los enteros y la recta real. Sin embargo, entre los afios treinta
y cincuenta del siglo pasado, un nimero cada vez mas grande de matematicos
se unieron a la creencia de que el marco mas apropiado para el desarrollo
de la teoria del analisis de Fourier era el formado por los grupos topologicos
abelianos localmente compactos. La relativa facilidad con la que los conceptos
y teoremas béasicos podian ser transferidos a ese contexto general, pudo ser
uno de los factores que contribuyé a acrecentar el sentimiento de algunos
de que esta extension era una disolucion de la teoria clasica. Ademas, por
aquella época existian temas clasicos que condujeron casi inevitablemente
a esta extension de la teoria. Por ejemplo, Bohr se di6 cuenta a principios
del siglo pasado de que el teorema de factorizacion para enteros positivos
nos permitia considerar toda serie de Dirichlet ordinaria como una serie de
potencias de infinitas variables, periddica en cada una de ellas, esto es, como
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una funciéon sobre el toro de dimensién infinita T«. Conocer los subgrupos
cerrados de T fue una cuestion que cobrd interés y como consecuencia, el
estudio los grupos abelianos compactos métricos.

Paralelamente a C'(X, T) podemos hablar del grupo topolégico abeliano
libre A(X), al cual remitiremos en ciertas ocasiones a lo largo de la tesis.
De hecho, si X es un espacio topologico compacto y C'(X, T) esta dotado de
la topologia compacta abierta, entonces el conjunto de los homomorfismos
continuos de A(X) en T con la misma topologia (el asi llamado grupo dual
de A(X)) es isomorfo topologicamente a C(X,T). Los grupos topologicos
libres fueron introducidos por A. A. Markov en [89] con la idea clara de
aplicar la construccién bien conocida de los grupos libres desde la teoria de
grupos a la teoria de los grupos topolédgicos. Es facil dar una definicion de
un grupo topoldgico libre desde el punto de vista de las categorias como
un tipo de objeto proyectivo en la categoria de los grupos topolégicos y
homomorfismos continuos, pero la prueba de existencia de dichos objetos
dista mucho de ser trivial. Esta es solo la primera dificultad en el camino
de estudiar los grupos topolégicos libres. Después de la prueba completa
de la existencia ([90]), otros autores como Kakutani, Nakayama y Graev,
mejoraron la construccion original. El acercamiento de Graev (|64]) parece
que es el mas provechoso y constructivo. Los grupos topolégicos libres se han
convertido en una herramienta poderosa para investigar grupos topolégicos
generales y éstos, a su vez, pueden servir como fuente de ejemplos y como
instrumento para probar teoremas.

Hay numerosos trabajos que hablan sobre los grupos topolégicos libres,
entre otros [94], [100] 6 [113]. Recordamos la definicion de grupo topolégico
libre. Para ello, sea X un espacio topolégico completamente regular y supon-
gamos que G es un grupo topolégico que contiene a X como un subespacio.
Siguiendo lo descrito por Markov en [90], se dice que G es el grupo topoldgico
libre sobre X si X genera algebraicamente a G y el par (X, G) satisface la
siguiente condicién:

Toda funcion continua ¢ : X — H de X en un grupo topoldgico H se
puede extender a un homomorfismo continuo (13 :G— H.

La notacion habitual para G es F(X) y si todos los grupos implicados
son abelianos, G recibe el nombre de grupo topoldgico abeliano libre sobre X
y se designa por A(X).

Las funciones que toman valores en un grupo cualquiera G han sido con-
sideradas en diferentes contextos (ver, por ejemplo, [56], donde se sigue el
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estudio sobre teoremas del tipo Stone-Weierstrass para funciones continuas
G-evaluadas). En concreto, cuando G = T, Varopoulos en [116] y otros auto-
res han investigado el grupo C(X, T) de todas las funciones continuas sobre
un espacio compacto X en T en conexién con ciertas cuestiones de interpo-
lacion de funciones en grupos localmente compactos abelianos. Mas tarde,
Carey and Grundling [32] han considerado la amenabilidad de algunos gru-
pos de funciones continuas que toman valores en el grupo unitario U(n). Por
otra parte, los espacios de funciones evaluadas en un espacio vectorial y que
estan definidas sobre espacios compactos han sido tratados largamente en el
analisis funcional. Por ello, parece claro que el hecho de obtener un mejor
entendimiento de las propiedades de los grupos de funciones continuas puede
ser 1util en otros &mbitos de investigacion. Una de las cuestiones en la que
hemos puesto nuestra atencién es la siguiente pregunta general: ;qué tipo de
isomorfismos definidos entre C(X,G) y C(Y,G) induce un homeomorfismo
natural entre los espacios X e Y7 La respuesta a esta pregunta esti rela-
cionada con resultados clasicos cuando G es el cuerpo de los reales o de los
complejos (ver por ejemplo, [21], [23], [48] 6 [79]), y también es conocida en
el caso en que G es un espacio de Banach (en [9], [69]). Ademaés, la cuestion
ha sido estudiada cuando G es un cuerpo no Arquimediano ([5] 6 [20]) o el
grupo de los enteros Z ([42] 6 [43]). En particular, cuando G = Z, ya en
1965, Mkrowa descubrié que la estructura de anillo de C(X,Z) determinaba
la topologia de X, si éste era un espacio N-compacto; sin embargo, con la
estructura de grupo de C'(X,Z) no ocurre lo mismo en general. En [42], Eda
y Ohta demuestran, entre otras cosas, un interesante resultado que afirma
que, si X e Y son espacios compactos 0-dimensionales, entonces C'(X,Z) y
C(Y,Z) son isomorfos si y solo si los pesos topologicos de X y de Y coinciden,
es decir, w(X) = w(Y). A su vez, en este trabajo estudian las posibles rela-
ciones entre las propiedads topologicas de X y las algebraicas de C(X,Z).
Poco tiempo después, Eda, Ohta y Kamo mejoran algunos resultados de [42]
en dos direcciones, ya que estudian los grupos del tipo C(X, A) con A un
grupo abeliano y obtienen mas informacién sobre propiedades de grupo de
C(X,Z) a partir de las propiedades topologicas de X. Sin embargo, poco se
conoce si Gnicamente se supone que G es un grupo topologico. Esta cuestion
fue propuesta por Yang en [121] pero ahi hay un error en su acercamiento
que invalida los resultados obtenidos en su trabajo (véase [122]). Poco tiem-
po después, el mismo Yang retomoé el tema y obtuvo nuevos resultados pero
con hipotesis més restrictivas ([123]).

Pero en lo que mas hemos hecho hincapié en esta memoria, es en los
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grupos de funciones continuas evaluadas en T y en la manera de obtener in-
formacion a partir del grupo topologico C'(X, T) sobre el espacio topologico
X, cuando éste tiene la propiedad de ser compacto, k- y u-espacio, comple-
tamente regular u otras propiedades. De hecho, si denotamos por C'(X) y
C(Y) a los anillos de funciones continuas complejas o reales sobre espacios
completamente regulares X e Y, la deduccién de relaciones topoldgicas entre
X e Y a partir de las relaciones algebraicas, topologico-algebraicas y de otro
tipo entre C'(X) y C(Y) tiene una gran historia y una amplia literatura.

El primero de estos teoremas que se refieren a dichas relaciones es el
resultado de Banach (1932) que afirma que para espacios métricos compactos
X e Y, silos espacios de Banach con la norma supremo C(X) y C(Y) son
linealmente isométricos, entonces X e Y son homeomorfos y la isometria
lineal T" entre ellos tiene la siguiente forma: existen un homeomorfismo A :
Y — X y una aplicacion a € C(Y') cumpliendo |a(y)| = 1 tales que

(Tf)(y) = aly) f(h(y))

para toda f € C(X) e y € Y. Generalmente, una aplicacion 7' : C(X) —
C(Y) de la forma f — a(f o h) recibe el nombre de aplicacidn composicion
con peso, siendo dicha aplicacion a el peso. Por tanto, el teorema de Banach
afirma que toda isometria lineal de la forma de 7T es una aplicacién com-
posiciéon con peso idénticamente 1 en valor absoluto. Mas atn, la conexiéon
topologico-algebraica entre C'(X) y C(Y') ha dado lugar a un enlace topolo-
gico entre X e Y. Stone (1937) generalizo el resultado de Banach a espacios
arbitrarios X e Y y di6 forma a lo que ahora conocemos como teorema de
Banach-Stone. Este teorema a solas ha generado multitud de resultados de
forma similar. Behrends lo elabora en detalle desde el punto de vista de las
M-estructuras y tiene una excelente bibliografia (|24]). Si debilitamos la re-
lacién geométrica entre entre C'(X) y C(Y), el homeomorfismo entre X e
Y se tambalea: si X es cualquier espacio métrico compacto no numerable,
entonces C'(X) es homeomorfo linealmente a C([0,1]) (Teorema de Milutin,
véase por ejemplo [119]). Pero si no debilitamos demasiado la relacion geo-
métrica y T es una biyeccion lineal tal que ||T||||T~!|| < 2, entonces X e
Y atin deben ser homeomorfos, pero si ||T||||T~!|| = 2, el homeomorfismo
falla (vease [30], [31] 6 [34]). Si T es un isomorfismo de &algebras, volvemos a
obtener un homeomorfismo. Més atn, esta afinidad algebraica entre C(X) y
C(Y) simplifica la forma del isomorfismo de anillos: debe ser una aplicacion
composicion de peso a = 1, esto es, T'f = f o h. Una hipétesis puramente
algebraica sobre C(X) y C(Y) nos lleva a una conclusion topologica sobre
X eY. En ausencia de la compacidad de los espacios X e Y, el hecho de que
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isomorfismo implique homeomorfismo no se da, pero las realcompactaciones
de X e Y si que son homeomorfas. Si T no es inyectiva, ain asi, ha de ser
una aplicacion peso ([61], pg.143). Debido al papel que juegan los operado-
res composicion en los resultados mencionados (y en otros), éstos han sido
investigados no sélo entre espacios de funciones continuas si no que también
en otra clase de espacios de funciones. Stone desplazoé el foco de atencion de
las conexiones topologico-algebraicas a una combinacién de propiedades de
orden y algebraicas. El probé que si C'(X) y C(Y') son isomorfos como lattice-
ordered groups, entonces los espacios compactos X e Y son homeomorfos. Sin
embargo, Kaplansky eliminé las hipotesis algebraicas y obtuvo un resulta-
do puramente topologico de orden. Enfocando el problema desde el punto
de vista de los reticulos, probé que C(X) caracteriza a X. De hecho, para
espacios topologicos cualesquiera, tenemos que C'(X) y C(Y') son isomorfos
como anillos si y s6lo si son isomorfos como semigrupos multiplicativos o
como reticulos ([37], [38], [68], [109]); en la clase de espacios realcompactos,
la estructura de anillo, de semigrupo multiplicativo o de reticulo de C'(X)
determinan todas ellas al espacio topologico X.

Una aplicacion aditiva T : C(X) — C(Y) se dice que es separadora, si
fg = 0implica (T f)(Tg) = 0. Estas aplicaciones, bajo el nombre de disjoint-
ness preserving maps y definidas entre reticulos vectoriales generales, han
sido consideradas por numerosos autores, por ejemplo [1], [2], [3], [4], [99],
asi como [20], en el desarrollo de un teorema de Banach-Stone para funciones
continuas tomando valores en un cuerpo, y [23], ya bajo el nombre de aplica-
cion separadora. Hay infinidad de trabajos donde han sido muy estudiadas.
Como se permite la posibilidad de definir 7" sobre una subélgebra de C'(X),
podemos encontrar ejemplos de aplicaciones separadoras, como son el ope-
rador diferenciaciéon, homomorfismos de anillos y aplicaciones composicién
con peso. La integracion no es separadora ya que lleva funciones triangulares
en funciones eventualmente constantes. Las aplicaciones lineales continuas y
separadoras son aplicaciones composicién con peso, pero existen aplicacio-
nes discontinuas entre casi todos los espacios de funciones (|79]). Las apli-
caciones separadoras también son conocidas como operadores de Lamperti,
operadores que preservan la separacion (separation-preserving), operadores
disjuntos, operadores que preservan la interseccion disjunta (disjointness-
preserving) y d-homomorfismos. Como ya hemos comentado anteriormente,
un ejemplo importante de aplicaciéon separadora es la aplicacién composicion
con peso f — w - (foh)donde f y w son funciones continuas complejas o
reales definidas sobre espacios topologicos S y T, respectivamente, y h lle-
va T en S. Extendiendo el resultado de Banach para L,(T, p) (complejos
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o reales), 1 < p < oo, p # 2, Lamperti en [84] probé que una isometria
lineal sobreyectiva H : L,(T, ) — L, (T, 1) donde p era una medida o-finita
sobre T', es a fin de cuentas una aplicaciéon composiciéon con peso, es decir
Hf =w-(foh),con feL,(Tu), h: T — T una aplicacion medible Borel
sobre casi todo punto de T'y w € Ly(T, 1) cumpliendo |w(t)| = 1 casi por
todas partes en T. Aplicaciones de este tipo son separadoras en el sentido
siguiente: si fg = 0 (u casi por todas partes), entonces (Hf)(Hg) = 0 (u
casi por todas partes). También se han considerado otros conceptos relativos
al de separador en aplicaciones que actiian entre espacios de Banach gene-
rales, como puede ser el de aplicacién que separa bases o basis separating
maps. Sean pues X e Y espacios de Banach con sendas bases de Schauder
{zn}n € {yn}n. Entonces se dice que una aplicacion aditiva H : X — Y,
Yonen M)y = > oy Hr(n)y,, es basis separating o que separa bases, si
dados dos elementos x = ) yz(n)z, ey = > nyy(n)z, de X cumpliendo
z(n)y(n) = 0 para todo n € N implica que (Hx)(n)(Hy)(n) = 0 para todo
n € N. En [22], se han desarrollado resultados analogos a los que se conocian
ya para aplicaciones separadoras entre espacios de funciones continuas (ver
[6], 18], 9], [23], [48] 6 [79]), pero en este caso para aplicaciones que separan
bases. Otro tipo de biyecciones lineales de C'(X) (con X un espacio compacto
primero numerable) con las que se han obtenido resultados del tipo Banach-
Stone son las que dejan invariante el didmetro del rango de toda funcioén,
que reciben el nombre de diameter preserving. Fueron introducidas en [66] y
toda funcién de ese tipo se puede representar como suma de una composicion
con peso y un funcional lineal de C'(X). El mismo tipo de funciones fueron
consideradas en [29] y [63], pero en estos trabajos se elimin6 la hipotesis de
X de ser primero numerable. Més tarde, en [51], los autores extendieron los
resultados del tipo Banach-Stone a una clase mas amplia de subespacios de
Co(X), con X un espacio localmente compacto.

Es, por tanto, dificil delimitar la frontera entre la topologia general y
otras disciplinas préximas. Por ejemplo, algunas cuestiones planteadas en
campos limitrofes pueden ser abordadas y resueltas con técnicas y conceptos
que surgen de la topologia general. Este fenomeno ha sido (y es) relevante y
ha estado motivado por el hecho de que muchos investigadores en topologia
general se han formado en areas colindantes como el analisis funcional o la
geometria, e incluso el algebra. La investigacion en la estructura de los ho-
momorfismos en algebras de funciones, en la extension de operadores o en
conjuntos K-analiticos y las investigaciones en aplicaciones lineales separa-
doras son un ejemplo de este fenémeno.
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Uno de los ejemplos de esta dificultad a la hora de establecer la fron-
tera entre la topologia general y otras materias son los grupos topologicos
abstractos, los cuales fueron definidos por Schreier en 1926, aunque la idea
estaba implicita en trabajos muy anteriores sobre grupos continuos de trans-
formaciones. La materia tiene sus origenes en el programa de Klein (1872)
de estudiar geometrias a través de los grupos de transformaciones asociados
a ellos y en la teorfa de Lie de grupos continuos saliendo de la solucién de
ecuaciones diferenciales. Los grupos clasicos de la geometria (grupos linea-
les generales, grupos unitarios, grupos simpléticos...) son de hecho, grupos
de Lie, es decir, son variedades analiticas y sus operaciones de grupos son
funciones analiticas. Por otra parte, Killing y Cartan probaron que todos
los grupos de Lie simples son grupos clasicos, excepto un nimero finito de
grupos excepcionales.

En relaciéon con los grupos topolégicos, en 1900, Hilbert propuso el pro-
blema, el que hacia el nimero 5 de su famosa lista, de si todo grupo continuo
de transformaciones de un espacio real o complejo finito-dimensional es un
grupo de Lie. Sin embargo, este problema acabd formuldndose de una forma
méas abstracta. Un grupo topologico es un espacio topolégico con las ope-
raciones de grupo continuas, y la pregunta es: jqué condiciones topologicas
sobre un grupo topolbgico aseguran que tenga una estructura analitica que
haga que sea un grupo de Lie? Como la integracién era una herramienta
fundamental en el estudio de los grupos de Lie, especialmente en las repre-
sentaciones, el establecimiento de la existencia de integrales apropiadas sobre
clases generales de grupos topologicos se convirtié en una cuestiéon importan-
te. Esto lo consigui6 Haar en 1933 para grupos localmente compactos con
bases de abiertos numerables. Von Neumann (1934) di6 otra prueba para
grupos compactos arbitrarios de manera que la teoria de los grupos de Lie
compactos podia aplicarse a todos los grupos compactos y pudo resolver en
este caso especial el problema planteado por Hilbert. El método de Haar de
integracion fue extendido a todos los grupos localmente compactos por Weil
(1940). Sin embargo, existen serios obstaculos a la hora de extender la teoria
de representacion a grupos localmente compactos, y no fue hasta 1952 cuan-
do el problema de Hilbert fue asentado por Gleason, Montgomery y Zippin.
Su respuesta puede formularse de la siguiente forma: un grupo topolbgico es
un grupo de Lie si, y sélo si, es localmente compacto y no tiene subgrupos
arbitrariamente pequenos, es decir, el elemento identidad tiene un entorno
compacto que no contiene subgrupos no triviales.

Y, aunque la teorfa de los grupos topoldgicos se desarrollé principalmen-
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te para estudiar grupos de tipo Lie y su impulso provino de problemas en
analisis, pronto se probd que era tutil en contextos puramente algebraicos.
Ciertas construcciones algebraicas hacen que los grupos tengan estructuras
topologicas naturales que son de alguna forma patélogicas desde el punto
de vista analista. Como ejemplos tenemos los anillos de series de potencias,
los grupos de Galois de extensiones infinitas de cuerpo y los grupos p-adicos.
Dicha patologia se sittia en la existencia de subgrupos arbitrariamente peque-
nos, pero en los casos mas importantes los grupos son, de hecho, localmente
compactos y de ahi que la integraciéon pueda llevarse a cabo sobre ellos.

Siguiendo la estela de los grupos topologicos, se sabe que una de las mas
modernas ramas del analisis armoénico que tiene sus raices a mediados del
siglo veinte es el anélisis sobre dichos grupos. La idea central que motiva este
estudio son las diversas transformadas de Fourier existentes que pueden ser
generalizadas a transformadas de funciones definidas sobre grupos localmente
compactos. Recordemos que la transformada de Fourier, llamada asi por
Jean Baptiste Joseph Fourier, es una transformada integral que vuelve a
expresar una funciéon en términos de funciones béasicas sinusoidales, es decir,
como una suma o integral de funciones sinusoidales multiplicada por ciertos
coeficientes.

Concretamente, la teoria de Fourier para grupos abelianos localmente
compactos recibe el nombre de dualidad de Pontryagin. El anélisis armoéni-
co estudia las propiedades de esta dualidad y la transformada de Fourier, e
intenta extender esas caracteristicas, por ejemplo, al caso de los grupos de
Lie no abelianos. El teorema de dualidad de Pontryagin-van Kampen (por
ejemplo, en [72], [93] 0 [104]) junto con el teorema de Bochner sobre fun-
ciones definidas positivas siguen teniendo sentido aunque no se suponga la
compacidad local y la existencia de la medida de Haar. El primero de estos
resultados afirma lo aiguiente:

Teorema de la dualidad de Pontryagin-van Kampen Sea G un grupo
topoldgico abeliano localmente compacto. Entonces G es isomorfo topoldgica-
mente a su bidual, es decir, al dual de su grupo dual G.

Se sabe que éste es valido para espacios de Banach ([111]), para productos
de grupos localmente compactos o subgrupos aditivos, y cocientes de espacios
nucleares Fréchet. El teorema de Bochner sigue siendo valido a su vez para
espacios localmente convexos sobre cuerpos p-adicos, para espacios nucleares
localmente convexos, sus subgrupos y cocientes.

Por otro lado, otras de las cuestiones mas importantes en el anélisis
armoénico que se empezaron a plantear a mediados del siglo pasado fue el
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estudio de los llamados conjuntos de interpolacion, en particular, se planted
el problema de si la unién de dos conjuntos Helson es de nuevo un conjun-
to Helson. Dado un grupo localmente compacto abeliano G, por conjunto
Helson entendemos a aquel subconjunto compacto F de G que verifica que
para toda F € C(E) existe f € £1(G) tal que F(z) = f(x) sobre E, esto
es, A(E) = C(F). Recordamos que A(G) es el conjunto de todas las trans-
formadas de Fourier f de funciones f € El(@). Con el producto puntual
de funciones y la norma Hf||A(G) = HfHEI(@), A(G) se convierte en un al-
gebra de Banach regular semisimple cuyo espacio ideal maximal se puede
identificar con G. La transformada de Gelfand viene dada, por tanto, por la
aplicacion inclusion de A(G) en Co(G) vy A(G) es denso en C,(G) bajo la
norma uniforme. En [86], Varopoulos da respuesta a esa cuestion y se basa
para ello, entre otros, en el siguiente resultado que habla sobre los caracteres
de C(K,T), cuando K es un espacio compacto totalmente disconexo (ver
también [25] y [115]):

Teorema Supongamos que K es un espacio compacto totalmente discone-
ro. Entonces, si 8 € C(K,T)", podemos encontrar ki, ks,... .k, € K y
mi,mo...,my € 7 tales que

n

0(f) =[] f(k)™, paratoda f € C(K,T)

=1

Cabe destacar que Kawai (en [81]) da una demostracion de este ultimo
resultado desde el punto de vista del analisis no estandar. El teorema sobre
la union de dos conjuntos Helson que prueba Varopoulos en [86] o en [116]
exige que uno de ellos sea metrizable; poco tiempo después, Saeki mejord y
generalizo en [106] el resultado de [116], ya que demostro que la union de dos
conjuntos Helson en un grupo abeliano localmente compacto vuelve a ser un
conjunto de Helson. Otros autores, como Lust ([87]), lo han demostrado para
G compacto. A su vez, en [86] podemos encontrar un teorema de Bochner
para C'(K,T) con K un espacio métrico compacto que afirma:

Teorema Sea K un espacio métrico compacto. Entonces la funcion p :

C(K,T) — C es continua y definida positiva si, y sélo si, podemos encontrar
p € MT(A(K)) tal que

p(0) = / (0,6)du(3).

Esta funcién continua y definida positiva p también se puede escribir de
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la siguiente forma:

D= [ o 0000 )

con p una medida positiva sobre C(K, T)". Y esto es asi, ya que bajo estas
condiciones sobre K, el grupo topolégico abeliano libre A(K) verifica la
dualidad de Pontryagin y es isomorfo a C'(K,T). Pero este resultado no es
cierto si K pierde la propiedad de ser totalmente disconexo. El funcional p de
(1) pasa a ser una expresion méas débil que la del teorema de Bochner, pero
incluso asi, dicho teorema no es cierto para K de esa forma. En cualquier
caso, si el teorema de Bochner, con el funcional p de (1), sirve para C(K,T),
entonces también es valido para C°(K, T), que es el subgrupo de C(K, T) que
se corresponde con la imagen de la aplicacion exponencial exp : C(X,R) —
C(X,T). En |55], se prueba que C°(X,T)" es isomorfo algebraicamente a
M (X)) ={p € Mr(X) : u(f) € Z, Vf € C(X,Z)}. Sean, pues, E un
subconjunto cerrado y conexo en K y xg € E; entonces, si g € C°(K,T), se
tiene que g = ae?™f con o € Ty f € C(K,R). Supongamos ademas que
f(xzo) = 0. Para conjuntos K que no son totalmente disconexos, se puede
elegir £ de tal forma que contenga una sucesion de puntos distintos (zy,)n

tal que x, ~» xg. Se define una funcién continua definida positiva 1 sobre
C°(K,T):

zb(aeme) = H cos(%f(:pn)).
n=1

En [65], se prueba que no existe una medida positiva u sobre C'(K,T)" tal
que

Y(g) = /CO(KT)A@WWM(W)-

Para grupos topoldgicos localmente compactos no abelianos, el anélisis
armoénico estd unido a la teoria de las representaciones unitarias de gru-
pos. Si estamos trabajando con grupos compactos, el teorema de Peter-Weyl
explica como se pueden obtener resultados armoénicos eligiendo una repre-
sentacién unitaria irreducible de cada una de las clases de equivalencia de
representaciones. Esta elecciéon disfruta de algunas de las ttiles propiedades
de la transformada clasica de Fourier en términos de llevar convoluciones
a productos, o de otra forma, mostrando una cierta comprensiéon de la es-
tructura de grupo subyacente. Si el grupo no es ni abeliano ni compacto, no
hay ninguna teoria satisfactoria conocida. Por "satisfatorio", nos referimos,
como poco, a un equivalente del teorema de Plancherel. Sin embargo, se han
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estudiado y analizado muchos casos especificos, por ejemplo Sl(n). En este
caso, se ve que las representaciones en dimension infinita juegan un papel
crucial.

Otro de los temas al que haremos referencia y trataremos a lo largo de
la tesis, y en el que ademas confluyen varias ramas de la matemaética, es la
teoria de las C*-algebras. Una forma de introducir esta teorfa es la siguiente:
sea H un espacio de Hilbert y sea B(H) el conjunto de operadores linea-
les y continuos sobre H. Consideramos una subélgebra A de B(H), que sea
cerrada en el sentido de la norma de operadores, cerrada para los elementos
autoadjuntos y estable para la suma. De esta forma, A es un &algebra de
Banach involutiva de un tipo particular, la asi llamada C*-algebra (concre-
ta). La teoria comienza en 1943, cuando Gelfand y Naimark sefialaron que,
al contrario que las algebras de Banach involutivas, las C*-algebras podian
ser caracterizadas por algunos axiomas simples. De hecho, toda C*-dlgebra
conmutativa A tiene la forma Cp(X), el espacio de las funciones continuas
sobre X que se anulan en el infinito, y en ocasiones esta estructura puede
ser més 1util. En concreto, podemos encontrar informacién sobre las algebras
y subalgebras de las funciones continuas reales en [27]| y [28]. Poco tiempo
después, los mismos autores Gelfand y Naimark se dieron cuenta de que las
C*-algebras jugaban un papel destacado en el estudio de las representacio-
nes de una clase muy amplia de algebras de Banach conmutativas; para toda
algebra B de esta clase se puede construir una C*-algebra A, de forma que
las representaciones de B sobre un espacio de Hilbert se pueden identificar
con representaciones de A. Para muchas cuestiones y problemas (sobre todo,
en aquellas donde intervienen los ideales), A es mas manejable que B. En
particular, esta construccion se aplica cuando se coge como B el dlgebra de
las funciones integrables sobre un grupo localmente compacto G. Asi pues,
se pasa del estudio de representaciones unitarias de G a las representaciones
de una cierta C*-algebra, llamada C*-algebra del grupo. Por ejemplo, en
[45], Effros demuestra que la C*-algebra reducida del grupo libre generado
por 2 elementos (F2), el asi llamado 2-toro "no conmutativo", denotada por
Cr 4(F2), es conexa, esto es, no tiene proyecciones no triviales (por proyec-
cion de una x-algebra A entendemos todo elemento a € A que verifique que
a = a* = a?). Esta afirmacion fue formulada por primera vez como conje-
tura por R. Kadison a finales de los afios 60 y una primera aproximaciéon a
esta cuestion se debe a R. Powers en [102]. Para probar dicha conexion en
C*-algebras, Effros utiliza métodos del anélisis funcional y de ahi que sea
necesario introducir elementos de la teoria de integracién no conmutativa.
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Todos los argumentos que se dan, se pueden aplicar a IF,,, el grupo libre sobre
n generadores. En particular, esto implica que C,,(Z) = C(T) es conexa. A
su vez, el autor plantea la siguiente pregunta: si G' es un grupo no abeliano de
torsion libre, entonces ;C ,(G) no tiene proyecciones?, es decir, jes conexa

esta C*-algebra? (basada en la conjetura de Kadison)

Resumen de la tesis

Esta memoria se divide en 4 capitulos. El primero de ellos retne re-
sultados basicos sobre el grupo C(X,T), sobre las aplicaciones separadoras
entre espacios de funciones continuas complejas o reales que actian sobre
espacios compactos, y entre espacios de funciones continuas que toman va-
lores en espacios de Banach generales, y sobre las C*-algebras conmutativas
con unidad, asi como sobre la C*-4lgebras de un grupo abeliano localmente
compacto. La mayor parte de ellos aparecen sin su demostraciéon correspon-
diente, aunque algtn resultado si que viene acompanado por ésta, con el fin
de presentar alguna técnica facilmente reconocible en capitulos posteriores.
Las principales fuentes que se han seguido son las de Engelking [46], Ga-
lindo y Hernandez [55] en la primera seccion, Font [48] y [49], Jarosz [79]
y Beckenstein, Hernandez y Narici [69] en la segunda seccion y por ultimo,
Davidson [39], Dixmier [40], Doran y Belfi [41] y Murphy [95] para la tercera
seccion.

El objetivo del segundo capitulo es mostrar el hecho de que la estructura
de grupo topoldgico de C(X,T) si que puede llegar a dar informacion sobre
el espacio X, al contrario de lo que ocurre cuando se trabaja con C(X,R)
cuya estructura de espacio vectorial no aporta informacion sobre X. Cuando
X es un espacio topoldgico compacto metrizable no numerable, el teorema de
Milutin afirma que C'(X, R) es isomorfo a C(]0, 1], R) (ver por ejemplo [119]).
Por tanto, espacios no homeomorfos entre ellos (por ejemplo, [0, 1] x [0,1]
y [0,1]) pueden dar lugar a espacios de funciones continuas isomorfos como
espacios de Banach. Primordial resulta en nuestro problema la estructura de
C(X,T) cuando X es un espacio compacto Hausdorf, que es la siguiente:

C(X,T) = C°(X,T) x n}(X),

donde 7! (X) es el grupo de cohomotopia de X (véase [55] 6 [100]). Se parte,
pues, del isomorfismo topologico H : C(X,T) — C(Y,T) y se investiga qué
tipo de relacién existe entre X e Y.
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En la primera parte de este capitulo se supone que X e Y son espacios
topologicos compactos metrizables no numerables y se subdivide en tres par-
tes mas: cuando ademas de ser compactos metrizables, X e Y son espacios
conexos, cuando son espacios totalmente disconexos y cuando éstos tienen
la siguiente estructura, K x D, con K un espacio compacto conexo metriza-
ble y D un espacio compacto metrizable totalmente disconexo. El resultado
principal de esta seccién (Teorema 2.2.18) se obtiene para X e Y espacios
topologicos compactos metrizables no numerables y se basa en lo obtenido
para espacios compactos conexos metrizables y totalmente disconexos por
separado, ya que se parten dichos espacios de la siguiente forma:

X=K1XD16Y:K2><D2, (2)

donde K; es un espacio compacto conexo metrizable y D; un compacto total-
mente disconexo para cada i € {1,2}. En [15], [16] y [17], podemos encontrar
una caracterizacién de los espacios X e Y, cuando son compactos totalmen-
te disconexos no numerables, de forma que los espacios Cp(X) y Cp(Y") son
homeomorfos entre ellos, o equivalentemente, sus grupos topolégicos libres
F(X)y F(Y) ([16]). Como consecuencia, adaptando la prueba de [15] al
contexto de los grupos de funciones continuas sobre espacios compactos eva-
luadas en T, que ahora estan dotados de la topologia de la convergencia
uniforme, obtenemos que C(D1,T) y C(D2,T) son isomorfos, siempre que
los espacios D; e D3 son ademas, totalmente disconexos metrizables no nu-
merables. Y es este dltimo hecho el que nos ayuda a la hora de relacionar
los espacios X e Y cuando tienen la forma de (2), siendo ademés, |D;| > w
(Corolario 2.2.19).

En la segunda seccién de este segundo capitulo se trabaja con grupos
topoldgicos abelianos compactos G1 vy Gs. Si G es un grupo topologico lo-
calmente compacto, éste tiene asociada una C*-algebra C*(G), que recibe
el nombre de C*-algebra de grupo. Si, ademas, G es un grupo abeliano,
entonces su C*-algebra asociada C*(G) se puede identificar con

Co(C*(G)",C) = Cy(G, C) (teorema 1.4.17).

En el caso en que estemos trabajando con un grupo discreto LCA, tendremos
que Cy(G,C) = C(G,C), ya que G se convierte en un grupo compacto. Por
tanto, el grupo de unitarios de esta C*-algebra es C’(@, T). De aqui que se
utilice la teoria de las C*-algebras conmutativas, la cual, cuando se trabaja
con grupos topologicos, aporta un nuevo punto de vista en el desarrollo de
los resultados que se han analizado en la seccién anterior. Obtenemos como
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consecuencia que dos C*-algebras asociadas a grupos discretos numerables
libres de torsién son isomorfas si, y s6lo si, sus espectros son isomorfos, asi
como los grupos de unitarios correspondientes. Més aiin, en caso en que
estemos trabajando con grupos discretos numerables generales I'y y I'g, se
tiene la equivalencia entre la existencia de un isomorfismo entre los grupos
de unitarios de las C*-algebras de grupo asociadas y la siguiente afirmacion:
si llamamos «; := w((tT';)") = [tT], entonces a; = ap y ademas, @, t% =
D., t% (tI'; representa a la parte de torsion del grupo I';). Sin embargo,
que las C*-algebras asociadas a I'y y 'y sean isomorfas entre ellas no es
equivalente a esta ultima afirmacion (Proposicion 2.3.8 y Ejemplo 2.3.9).
Los trabajos que hemos consultado para este segundo capitulo son, entre

otros: [15], [16], [52], [53], [55], [75] v [119].

El tercer capitulo esta dedicado al estudio de los homomorfismos separa-
dores entre los grupos de funciones continuas C(X, T) y C(Y,T) y ésta es una
de las diferencias con el capitulo 2, ya que alli trabajamos tnicamente con
isomorfismos topolédgicos. El Teorema clasico de Banach-Stone ha generado
numerosos resultados similares tal y como se ha descrito anterioremente, y
uno de los marcos mas utilizados ha sido el de las aplicaciones separadoras. El
primer escollo a superar es el de encontrar un concepto de aplicacion separa-
dora entre grupos de funciones continuas evaluadas en T y aqui hemos optado
por el siguiente: se dice que un homomorfismo H : C(X,T) — C(Y,T) es
separador, si dadas f, g € C(X,T) tales que para todo =z € X,

f(l’) =116 g(:c) = 1,

entonces se tiene que

(Hf)(y) =11 6 (Hg)(y) = 11
para todoy € Y.

El capitulo se divide, pues, en varias secciones segin sean las propiedades
de X e Y, y segtin sea la topologia con la que estemos dotando a los grupos
C(X,T)y C(Y,T). En la primera de ellas, trabajamos con espacios topologi-
cos X e Y compactos Hausdorff y es por ello que los dotamos de la topologia
de la convergencia uniforme que coincide con la compacta abierta. En este
caso, se obtiene un resultado del tipo Banach-Stone si nos restringimos al
subgrupo de C(X,T) que estd compuesto de aquellos elementos de C(X, T)
que son imagen de C'(X,R) por la aplicacion exponencial exp : C(X,R) —
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C(X,T) y que se denota por C°(X, T); este subgrupo coincide con la com-
ponente conexa de la identidad de C(X,T) (ver [55], [75]). Como partimos
de un isomorfismo topologico separador H : C'(X,T) — C(Y,T), éste lle-
va la componente conexa de la identidad de C'(X,T) en la correspondiente
de C(Y,T), y al revés. Por tanto, H restringido a C°(X,T) sigue siendo
un isomorfismo topolégico separador. Y es a partir de este momento cuan-
do comenzamos a utilizar técnicas de la dualidad de Pontryagin para poder
obtener un resultado del tipo Banach-Stone. Gracias a la relacion existente
entre el grupo dual de C°(X,T) y el espacio de medidas M.(X)™~ (Lema
3.2.2), cuando X es un espacio compacto, se consigue reducir en parte, la di-
ficultad técnica que conlleva trabajar con T como el espacio de llegada. Una
vez conseguido el objetivo que se resume en el Teorema 3.2.14, se aborda el
problema de representar H sobre todo el grupo topologico C'(X, T) mediante
un homeomorfismo entre los espacios X e Y de forma casi natural, ya que se
apoya en lo obtenido para el subgrupo C°(X, T). En esta parte, presentamos
un ejemplo de un isomorfismo topolédgico entre grupos de funciones continuas
evaluadas en T, que no es separador, pero si es isometria. Por tanto, con este
ejemplo motivamos aiin mas el hecho de utilizar el concepto de aplicacién se-
paradora para este tipo de grupos de funciones continuas, ya que, aunque la
propiedad de ser isometria esté presente, ésta no basta para dar un resultado
del tipo Banach-Stone cuando trabajamos con T.

La segunda seccién de este capitulo toma a los espacios X e Y como k-
y p-espacios completamente regulares Hausdorff (ver, por ejemplo, [26], [46]
para mas informacion sobre este tipo de espacios). De nuevo, suponemos que
existe un isomorfismo topoldgico separador H entre los grupos de funciones
continuas C(X,T) y C(Y,T), esta vez, dotados de la topologia compacta
abierta. Para k-espacios, se sabe que C°(X,T), esto es, el conjunto de todos
los elementos de C'(X, T) que tienen logaritmo continuo, se corresponde con
la componente arcoconexa de C(X,T). De esta forma, si restringimos H a
C°(X,T), éste lleva dicha componente arcoconexa en la correspondiente de
C(Y,T), y seguimos trabajando con esta restriccion. En esta seccion se in-
tenta seguir el patréon marcado en la Seccion 3.2, de ahi que dualicemos de
nuevo el isomorfismo topoldgico separador H, con lo que se obtiene el ho-
momorfismo dual H : Co(Y, )" — C°(X,T)". Sin embargo, aqui perdemos
el Lema 3.2.2, con lo que para cada x € C°(Y,T)", el elemento H(x) no
podemos asegurar que pertenezca al espacio de medidas M (X)™ concreta-
mente, puesto que ya no coinciden como grupos, pero si a M (X) gracias a
la Proposiciéon 1.1.10. De hecho, si restringimos H al espacio topologico Y,
para cada y € Y, el soporte de la medida I;ﬂy(y) contiene un tnico punto
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x € X. Asi pues, para y € Y y >/ € C°(X;T) se obtiene que
(HES)(y) = iy (5)(€271) = c2mruf @),

con 1, € R. Por tanto, podemos definir dos aplicaciones h : Y — X que a
cada y € Y le asigna el punto del soporte de la medida I:ﬂy(y), yG:Y — R,
que a cada y € Y le asigna el real r,. Faltan probar las propiedades de las
aplicaciones h y (3, y este proceso, hasta obtener que h es un homeomorfismo
y (B una aplicacion continua que s6lo puede tomar los valores —1 y 1, viene
acompanado de ciertas complicaciones técnicas provocadas en parte, por la
no compacidad de los espacios X e Y. Utilizamos de nuevo técnicas de la
dualidad de Pontryagin, de teoria de la medida, asi como propiedades de las
aplicaciones separadoras y de T.

En la tercera seccién de este tercer capitulo, trabajamos con espacios
topologicos X e Y completamente regulares Hausdorff, pero tanto C(X,T)
como C(Y,T) estan dotados de la topologia de la convergencia puntual. Por
tanto, el estudio de las relaciones topolégicas entre X e Y toma un rumbo
diferente, al menos en lo que se refiere al planteamiento del problema. Efecti-
vamente, tras dualizar el isomorfismo topologico separador H : Cp(X,T) —
Cp(Y,T), se utiliza el hecho de que Cp(X, T) y A(X) estan en dualidad (ver
por ejemplo [70]); como consecuencia, si dotamos a A(X) con la topologia dé-
bil sobre los elementos de C'(X,T), que denotamos por w(A(X),C(X,T)),
obtenemos que (A(X),w(A(X),C(X,T)))" = Cp(X,T) de manera que se
puede trabajar bien con Cp(X,T) o bien con el dual de A(X). A partir de
aqui, el proceso es andlogo al de la seccién anterior, s6lo que ahora no se
utilizan espacios de medidas, si no que trabajamos con A(X) o con su grupo
dual.

En la cuarta y tltima seccién, trabajamos por un lado con espacios topo-
logicos Hausdorff completamente regulares que satisfacen el primer axioma
de numerabilidad y por otro, con espacios realcompactos. Lo que tienen en
comin ambos casos es que utilizaremos la compactacion de Stone-Clech para
extender el isomorfismo topolégico separador H : C'(X,T) — C(Y,T) a

HP.C(BX,T) — C(BY,T)
fo— (Hfix),
que sigue manteniendo las propiedades de ser un isomorfismo topologico

separador, ya que tanto C' (X, T) como C(Y,T) estan dotados de la topologia
de la convergencia uniforme. Asi pues, restringimos H® a C°(8X,T), tal y
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como se hizo en las Secciones 3.2 y 3.3. De hecho, como 8X y 8Y son espacios
topoldgicos compactos, entonces podemos aplicarles los resultados obtenidos
en la Seccion 3.2: existen una aplicacion continua v : fY — {—1,1} y un
homeomorfismo biyectivo h? : 3Y — X tales que

(HP i) (w) = e2miv(w) f(hP (w)) ’

para toda f € C(8X,R). Lo tnico que queda por ver es que el homeomorfis-
mo hP sigue siendo un homeomorfismo biyectivo cuando lo restrigimos a Y.
En el caso en que X e Y son 1AN, existen unas propiedades de la compac-
tacion de Stone-Cech que son determinantes a la hora de probar este hecho,
mientras que en el caso en que son realcompactos, hay que anadir una nueva
propiedad a H y a su homomorfismo inverso H !, la de preservar funciones
que no se anulan (Definicion 3.5.11).

Para este tercer capitulo nos han servido de base principalmente los tra-
bajos de [48], [49], [50], [55], [61], [69] ¥ [70], entre otros.

El cuarto y ultimo capitulo se dedica al estudio de una relaciéon entre
espacios topologicos X e Y a partir de un homomorfismo entre los grupos
de funciones continuas que toman valores en un grupo topolégico G, esto
es, entre C(X,G) y C(Y,G). Este capitulo sigue la linea iniciada en el Ca-
pitulo 3, ya que el objetivo gira entorno a la misma cuestién: qué tipo de
homomorfismos entre los grupos C'(X, G) y C(Y, G) son aplicaciones del tipo
Banach-Stone y dan lugar a aplicaciones continuas entre los espacios X e Y.

Poco se sabe acerca de posibles teoremas del tipo Banach-Stone para los
grupos de funciones continuas que toman valores en un grupo. En los anos
setenta, J.S.Yang intent6 dar respuesta a esta cuestion en los trabajos [120] y
[121], pero su aproximacion al problema no fue del todo correcta (ver [122]),
ya que tenia algunos errores inciales. De hecho, el teorema principal de J.S.
Yang (Teorema 11 de [121]) que hemos intentado mejorar y también corregir,
afirma lo siguiente:

Sean X e Y k-espacios. Entonces todo homomorfismo continuo

h:C(X,G) — C(Y,Q)

que lleva las aplicaciones constantes sobre X en la correspondientes funciones
constantes sobre Y, induce una unica aplicacion continua j de Y en X tal
que h(f) = foj para toda f € C(X,G). Mds ain, si h es un isomorfismo
topoldgico, entonces la aplicacion inducida j es un homeomorfismo.

El propio autor volvié al problema en dos ocasiones, la primera de ellas
en [122] y la segunda, en [123], donde impuso condiciones més restrictivas
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que limitaban la aplicabilidad de los resultados, y lo que es peor, dejaban
sin respuesta la cuestion de qué homomorfismos de C(X,G) en C(Y,G) se
pueden representar mediante aplicaciones (al menos) continuas entre Y y X.

Por todo esto, nos parecia claro y razonable el intentar entender mejor
las propiedades de los grupos de funciones continuas. En este capitulo, pre-
sentamos una serie de conceptos sobre los pares (X, G) e (Y, G), como es el
de G-regular, y sobre el homomorfismo de grupos H : C(X,G) — C(Y,G),
como es el concepto de C'-homomorfismo y el de conmutar con los endomor-
fismos, que ayudarén en el desarrollo de los resultados principales acerca de
la representacion de dicho homomorfismo H mediante una aplicacién conti-
nua h: Y — X, donde en ocasiones obtendremos la continuidad automatica
de H. Por dltimo, veremos la aplicacién de estos resultados a ciertos grupos
conocidos, como puedan ser R 6 C, y T.






Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1. Algunos resultados sobre la teoria de la duali-
dad

Sea GG un grupo topologico abeliano.

Definicién 1.1.1 Se llama caracter sobre un grupo G a todo homomorfismo
de grupos continuo entre G y T. El conjunto de dichos caracteres se denota
por Hom¢ (G, T).

Entonces,

Definicion 1.1.2 El grupo de homomorfismos continuos de G en T, si le
dotamos de la topologia compacta abierta, recibe el nombre de grupo dual de

G. Se denota por G" ¢ por G.

Definiciéon 1.1.3 Un grupo G se llama maximalmente casi periodico (abre-
viado MCP) si G™ separa puntos de G.

Llamaremos a partir de ahora R := {z € T: Rez > 0}. Si ademas G es
un grupo topologico Hausdorff, se deduce de la Seccion (1.3) de [19]:

Proposiciéon 1.1.4 Una base de entornos de 1gr viene dada por los con-

juntos de la forma
K= P(K,R) = {x € G" : x(K)C R},

1
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donde K C G es compacto.
Construimos ahora una aplicaciéon canénica:
ag:G — G
g — ag(9)
donde ag(g)(x) = x(g) para todo xy € G*. Cabe destacar que la aplicaciéon
ag(g): G — T
X = x(9)

es un elemento de G™ para todo g € G, porque {g} es un subconjunto
compacto de G, esto es, para todo g € G, ag(g) es un caracter continuo de
G” en T. Asi pues, ag esta bien definida. Ya podemos dar forma al concepto
de ser reflexivo Pontryagin y éste es el siguiente:

Definicion 1.1.5 Un grupo topoldgico G se dice que es reflexivo Pontryagin

o P-reflexivo si la aplicacion ag es un isomorfismo topoldgico.

Una demostracion del siguiente teorema fundamental se puede encontrar,
por ejemplo, en [72], y éste, a su vez, se corresponde con el Teorema 23 de
[93] o con el Teorema 1.7.2 de [104].

Teorema 1.1.6 (Pontryagin-Van Kampen) Todo grupo abeliano local-

mente compacto G es reflexivo Pontryagin.

Ejemplo 1.1.7 Todo subgrupo discreto de un grupo topoldgico abeliano G

es P-reflexivo.
Por el teorema de dualidad del apartado 4 de [80]:

Teorema 1.1.8 FEl producto de grupos P-reflexivos es P-reflexivo.

Nota 1.1.9 El grupo dual de un grupo P-reflexivo G es P-reflexivo.

El siguiente resultado se puede encontrar en la Seccion 2.3 de [19], aunque
el primero que lo probo fue W.C. Waterhouse en [118]:
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Proposicion 1.1.10 Sea V un espacio vectorial. La aplicacion p : V' —
VA, f — ¥ es un isomorfismo algebraico. En particular, si V es un
espacio vectorial topoldgico Hausdorff, y tanto V' como V" estdn dotados de
la topologia compacta abierta, entonces p es un isomorfismo topoldgico.
M.F. Smith en [111] también probo esta taltima Proposicion, pero en el

contexto del cuerpo de los complejos o reales. Mas atn, en [111] podemos
encontrar el siguiente resultado:

Teorema 1.1.11 Todo espacio de Banach es reflexivo Pontryagin.

Definicion 1.1.12 Sea G un grupo topoldgico abeliano y sea H un grupo
topoldgico de Hausdorff. Todo homomorfismo continuo ¢ : G — H da lugar
a un homomorfismo continuo ¢ : H® — G , x — x 0 ¢. El homomorfismo
¢" recibe el nombre de homomorfismo dual de ¢.

Si G, es un subgrupo de un grupo topoldgico G, definimos G+ = {x €
G" : x(G,) = {1}}. Se dice que G+ es el anulador de G,.

Ahora veamos el resultado que probé M.J.Chasco en [33], que se corres-
ponde con el Teorema 1 de dicha publicacion:

Teorema 1.1.13 Sea G un grupo topoldgico abeliano metrizable, entonces

G es un k-espacio.

Por otro lado, si dualizamos un grupo discreto numerable I', obtenemos
que su grupo dual G = T es compacto metrizable. El Corolario 10.38 de
[75] afirma que todo grupo compacto se puede dividir homeomorficamente
como el producto de su componente conexa de la identidad por un grupo
totalmente disconexo. Por tanto, si llamamos tH a la parte de torsién de
cualquier grupo H, tenemos que, si aplicamos este resultado a G, con Gg la
componente conexa de la identidad de G:

G r

“E G T

x (1), (1.1)

ya que Go = g = (tT)% (en el Capitulo 8 de [75]).

A continuacién, comenzamos con una serie de resultados acerca de las
propiedades de la aplicacion ag.
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Proposicion 1.1.14 Sea G un grupo topoldgico abeliano. Entonces la apli-

cacion ag es inyectiva si, y solo si, G es un grupo MCP.

-Demostracion-
(=) Supongamos que « es inyectiva. Sean ¥, A € G tales que A # 1. Por
la inyectividad de ag obtenemos que a(v)) # a(N), luego existe y € G tal

que a()(x) # a(A)(x), es decir, x(v) # x(A).
(<) Sean ¥, A € G, 1 # \. Entonces existe Y € G cumpliendo x () # x ().

Luego, a(¥)(x) = x(¥) # x(A) = a(N)(x), para todo x € G". Es decir
a(y) # a(N) y « es inyectiva. O

Proposicion 1.1.15 Para un grupo de Hausdorff G, ag es continua si, y

sélo si, todo subconjunto compacto de G" es equicontinuo.

-Demostracion-

La aplicacién ag es continua si, y solo si, para todo K € G” y para todo
V € &(11) se cumple que a (P(K,V)) € £(1g). Pero esto es equivalente
a que dados K C G compacto y V € &(1r) existe un U € (1) tal que
U C a;'(P(K,V)) (& ag(U) € P(K,V)). En este caso, dados x € K y
x € U, obtenemos que ag(x)(x) = x(z) € V. Por tanto, o es continua si,
y s6lo si, todo compacto de G es equicontinuo. U

Corolario 1.1.16 Si un grupo topoldgico abeliano G es un k-espacio, enton-

ces ag es continua. En particular, si G es metrizable, ag es continua.

-Demostracién-
Por el teorema de Ascoli-Arzela y la proposiciéon 1.1.15, se obtiene el resul-

tado. Ademaés, obsérvese que todo espacio metrizable es k-espacio (en [46]).
O

Lema 1.1.17 Sea G un grupo MCP abeliano y sea H < G subgrupo cerrado.
Entonces, existe un isomorfismo continuo entre (G/H)" y H*, el anulador

de H en G.

Definicion 1.1.18 Un subgrupo H de un grupo topologico G se dice que estd
dualmente cerrado en G si para todo x € G\ H existe un cardcter continuo
x € Ht tal que x(x) # 17.

H se dice que estd dualmente inmerso en G si todo cardcter continuo de

H se puede extender a un cardcter continuo de G.
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En [14] por ejemplo, podemos encontrar estos resultados, muy utiles,
resumidos en la siguiente Nota:

Nota 1.1.19 1. Todo subgrupo dualmente cerrado es cerrado.

2. Sea H wun subgrupo de un grupo de Hausdorff G. Entonces H estd

dualmente cerrado si, y solo si, ag g es inyectiva.

3. Sii:H — G es lainmersion, entonces H estd dualmente inmerso en

A

G si, y solo si, i es sobreyectiva.

El siguiente resultado se corresponde al Teorema 3.1 de [97]:

Teorema 1.1.20 Sea H un subgrupo dualmente cerrado y dualmente inmer-
so de un grupo topoldgico G tal que la aplicacion ag es sobreyectiva y abierta.

St H es un k-grupo, entonces H es P-reflexivo.

Corolario 1.1.21 (Noble) Sea G un grupo topoldgico y sea H un subgrupo
de G, que estd dualmente cerrado y dualmente inmerso en G. St ag es un
isomorfismo abierto, entonces gy también lo es.

El siguiente resultado es una generalizaciéon del teorema 1.1.20 y lo en-
contramos en [14]:

Proposicion 1.1.22 Sea G un grupo de Hausdorff tal que ag es un iso-
morfismo abierto. Sea ahora H un subgrupo dualmente cerrado de G. Si
1 : H — G denota la inmersion, entonces, ap es un isomorfismo abierto si
AN

y solo si i es inyectiva.

Mds ain, si ag es continua, entonces tenemos que: H = ag(H) ®
ker(i™").

Por dltimo,

Lema 1.1.23 Sea {G;, ¢i,iy, [} un sistema proyectivo de grupos topolégicos
G; tales que, para todo i € I ag, es inyectiva. Entonces, el limite proyectivo
G, estd dualmente cerrado en [[,.; Gi. Evactamente, G, es la interseccion de
los niicleos de todos los caracteres de la forma (x;)icr — Xi, (Piyis(Tiy) — iy ),

donde x;, € GZ»A1 ey, 4o € 1.
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1.2. Algunos resultados sobre C(X,T)

En referencia al grupo C(X,T), utilizaremos los siguientes resultados y
comenzamos por uno de [100], donde va a aparecer por primera vez el grupo
topologico abeliano libre sobre X, el asi llamado A(X), que ya se describi6
en la Introduccioén.

Teorema 1.2.1 Si X es un p-espacio y Co(X,T) denota el espacio de fun-
ctones continuas dotado de la topologia compacto abierta, entonces la apli-
cacion T : A(X)N — C(X,T) , f — 7(f) = flx es un isomorfismo

topoldgico.

Nota 1.2.2 FEn relacion con los resultados de la Seccion 1.1, cabe destacar
que dado un espacio compacto X, entonces A(X) es reflexivo Pontryagin si,

y sdlo si, X es un espacio 0-dimensional (en [55] ¢ [100]).

Dado un espacio topolégico X, consideramos el primer grupo de coho-
motopia de un espacio topologico, 7!(X). Es el conjunto de las clases de
homotopia de las aplicaciones continuas de X en T dotado de las siguientes
operaciones:

» El producto de dos elementos v, ¢ € 7!(X), 7, es la clase del producto
puntual de los representantes de v y &.

= El elemento inverso de un o € 71 (X) cualquiera es la clase de cohomo-
topia de la aplicaciéon que punto a punto es el inverso del representante
de a.

Sea J el siguiente homomorfismo de grupos:
J:C(X,T) — 71(X),

que manda cada aplicacion f € C(X,T) en su correspondiente clase de
homotopia. El nicleo de J se denota por C°(X,T) y consiste en aquellas
aplicaciones homotopicas a la funcién constante igual a 1. Se dota a 7! (X)
de la topologia cociente canénica. Por otro lado, se sabe que el grupo de
cohomologia de Cech H'(X,Z) es isomorfo de forma natural a 7' (X) (por
ejemplo, en |75], pg.409). En el Capitulo 5 de [117], también podemos en-
contrar informacion acerca de este grupo.
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Denotamos por C.(X,T) al grupo C(X,T) dotado de la topologia com-
pacta abierta. Una base de entornos de la unidad de C(X,T) para esta
topologia viene dada por los conjuntos de la forma:

P(K, V) :={g€C(X,T): g(K) CV},

donde K C X varfa entre los compactos de X y V; := {e?™ : [|t| < €} con
€ > 0. Entonces, de resultados de [100] sabemos:

Lema 1.2.3 Sea X espacio topoldgico compacto. Entonces el grupo dual
A(X)" es isomorfo topoldgicamente a C2(X, T)®7!(X) y 7' (X) es un grupo

discreto.

Entonces, por el teorema 1.2.1 y el lema 1.2.3:
Co(X,T) = Co(X,T) ® nl(X). (1.2)

Por otro lado, se puede definir un isomorfismo E : C(X,R)/C.(X,Z) —
C°(X,T) C C.(X, T). De ahi que podamos denotar los elementos de C?(X, T)
mediante exp(f) con f € C.(X,R), donde exp : C(X,R) — C(X,T),

f — exp(f) es la aplicacion exponencial habitual, esto es
exp(Co(X, R)) = C2(X,T).

De igual forma, la imagen de la aplicacion exponencial, exp(C(X,R)), coin-
cide con el nucleo de J.
De [55], sabemos que:

Proposicion 1.2.4 Si X es un espacio topoldgico compacto, E es un iso-

morfismo topologico sobre C2(X,T).

1.3. Algunos resultados sobre aplicaciones separa-

doras

En esta seccion hemos recopilado una serie de resultados sobre aplica-
ciones separadoras y la hemos dividido en dos partes: en primer lugar, se
enunciaran los resultados que implican a espacios de funciones continuas so-
bre espacios topologicos compactos Hausdorff que toman valores en R o C, y
en segundo lugar, apareceran otros para espacios de Banach generales. Cabe
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destacar que existe una teoria de aplicaciones separadoras bastante amplia
para espacios de funciones continuas de un espacio topolégico localmente
compacto Hausdorff en R o C, o incluso para espacios de Banach (veése [49]
6 [50]).

Pero antes de comenzar a enunciar dichos resultados sobre aplicaciones
separadoras, recordamos algunos conceptos basicos en esta teoria:

Definiciéon 1.3.1 Sea f € C(X,R). Entonces:

1. El conjunto de los ceros de f, denotado por z(f) o N(f), estd formado
por aquellos x € X tales que f(x) =0, i.e,

2(f)={zeX: f(x) =0}

2. El conjunto de los coceros de f, denotado por coz(f), estd formado

por aquellos x € X tales que f(x) # 0, i.e,
cox(f) = X\ 2(f) = {w € X : f() £ 0}

Definiciéon 1.3.2 Sea T : C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal. Se
dice que T es una aplicacion separadora, si dadas f, g € C(X,R) tales que
fg =0, entonces (T'f)(Tg) = 0.

Esta definiciéon es equivalente a la siguiente:
Dadas f, g € C(X,R) tales que coz(f) Ncoz(g) = 0, entonces

coz(Tf) N coz(Tg) = 0.
Es claro que la composicién de aplicaciones separadoras es separadora.

Lema 1.3.3 Sean T : C(X,R) — C(Y,R) y S : C(Y,R) — C(Z,R) dos
aplicaciones separadoras, donde X, Y y Z son espacios topoldgicos cuales-

quiera. Entonces, la composicion S oT es separadora.

Recordemos que se puede definir una aplicacién evaluacién sobre un es-
pacio de funciones continuas, i.e., si X es un espacio topoldgico cualquiera y
x € X, entonces tenemos que dicha aplicacion evaluacion §, : C(X,R) — R
actia tal que asi: 0,(f) = f(x). Cabe destacar que se puede definir sobre
cualquier espacio de funciones, no necesariamente las que son reales. A su
vez, si s € R, denotaremos por s a la aplicaciéon constante de X en R igual
a s.
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1.3.1. X e Y espacios compactos
Los siguientes resultados y sus demostraciones han sido extraidos de [48]

y [79].

Definicion 1.3.4 Un subconjunto abierto V de X se dice que es un anulador
para 0, 0T cony €Y si cumple que, para toda f € C(X,R) tal que coz(f) C
V, entonces (0, 0 T)(f) = (T'f)(y) = 0.

Definicién 1.3.5 El conjunto X\U{V C X : V es un anulador para 6,07}

se dice que es el soporte de 0, o T y vendrd denotado por supp(d, oT).
Supongamos que Y = Uyrccx r)coz(T'f).
Lema 1.3.6 Sea T : C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal separadora

y sea y €Y. Entonces,

supp(6yoT) ={zx € X : YV € E(z) 3f € C(X,R) t.q. coz(f) CV y (Tf)(y) # 0}.

Recordemos antes de seguir qué es una particién de la unidad subordina-
da a un cubrimiento del espacio X. En primer lugar, decimos que una familia
(fi)ier € C(X,[0,1]) es una particion de la unidad sobre el espacio X, si

> filw)=1
el

para todo x € X. Entonces, una particion de la unidad (f;);er se dice que estd
subordinada a un cubrimiento A := (A;); ey del espacio X, si el cubrimiento
{£71((0,1]) Yser del espacio X es un refinamiento de A, i.e., para todo i € T
existe j € J tal que f;1((0,1]) C A; (definiciones obtenidas de [46]).

Proposicion 1.3.7 Sea T : C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal se-

paradora y sea y € Y. Entonces:
1. El soporte de 6, 0T es distinto del vacio.

2. El soporte de 6, o T' contiene un tnico elemento.

-Demostraciéon-
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1. Supongamos que supp(d, o T') = (). Luego para todo x € X existe
Vz € X anulador de ¢, o T tal que z € V.. Ademas

X CU{V C X : V anulador de \,}.
Como X es compacto, existe una sucesion finita tal que
X g U?:l‘/;a

donde V; C X es anulador de 6, o T

Tomamos una particiéon de la unidad subordinada a (V;)7; llamada
(fi)iy € C(X,R) que cumple 0 < f; < 1, coz(fi) C V; para toda
ie{l,...,n} yademas ) fi=1.

Sea ahora g € C(X,R); entonces obtenemos que coz(gf;) C coz(f;) C
Viy Ay(gfi) = 0. Por tanto:

(8,0 T)(g) = (8 © T)( Zfz —26 oT)(gfi) =0
=1

Y esto ocurre para toda g € C(X,R), pero 6, o T no es la aplicacion
nula 0. Contradiccion. Luego supp(dy o T') # 0.

2. Supongamos ahora que existen r, s € X, r # s tales que {r,s} C
supp(6y o T'). Por ser X un espacio de Hausdorff, existen V' € £(r) y
W e &(s) tales que VN W = 0.

Como 7 € supp(éyoT) y V € E(r), tenemos que existen f € C(X,R)
tal que coz(f) C V y (6, 0T)(f) # 0. Asi mismo ocurre con s y W,
i.e. existen g € C'(X,R) tal que coz(g) C Wy (6, 0T)(g) # 0.

Entonces, por ser ¢, o T" una aplicacion separadora, obtenemos que
fg # 0, ie, coz(f) Ncoz(g) # 0, pero coz(f) Necoz(g) CVNW = 0.
Contradiccion. Por tanto, existe un tnico € X tal que supp(d,oT') =

{z}.
O

Teorema 1.3.8 Sea T : C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal, conti-
nua y separadora, que verifica que para todo r € R, T(T) =T. Entonces eziste
una aplicacion h : Y — X tal que §,0T = by, donde h(y) := supp(dyoT).
-Demostraciéon-

Llamamos x := supp(d, o T').
En primer lugar veamos qué pasa con los nicleos de 9, y 6,07". Llamamos

N, ={9g€ C(X,R): = ¢ supp(g)}.
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= N, Cker(dyoT):

sea g € Ny, luego = ¢ supp(g) = coz(g). Es decir, z € X \ coz(g)
abierto, luego existe f € C(X,R) tal que coz(f) C X \ coz(g) y (9, o
T)(f) # 0. Como coz(g) N coz(f) = 0, i.e., fg = 0, entonces (dy o
T)(f)(6yoT)(g) = 0. Asi pues no hay mas remedio que (6,07")(g) =0
y g € ker(dyoT).

» N, es denso en ker(d,):

sean € > 0y g € ker(d,). Definimos los siguientes conjuntos:

X1 = {zeX: [g(z)| =€}
X = {reX: @)l <3}
X3 = X\XlUXQ

= {reX: %S]g(:r)|<e}.

Sea ademés ¢’ € C(X,R) tal que 0 < ¢’ < 1 tales que g|’X1 =1y
g" x, = 0. De este modo tenemos que la aplicacion ¢'g € N,, ya que
g'(z)g(z) = 0y por tanto, x ¢ supp(g'g).

Entonces
a) w e Xy : 9" (w)g(w) — g(w)| =0
DweXe:  lgwglw) - g(w) = | - gw)| < 3
JueXs: g (whg(w) - gw)] = lgw)|ly'(w) - 1] <.

Es decir que para todo w € X obtenemos que |¢'(w)g(w) — g(w)| < e.
Por tanto, N, es denso en ker(d,).

Asi pues, ker(d;) C ker(d,07T"). Las codimensiones de ker(d;) y de ker(d, 0
T) son iguales a 1, i.e., la dimension de C'(X,R) \ ker(d,) es igual a 1, ya que
como sistema generador podemos coger (1o (x r))r- Como C(X, R)\ker(d,) 2
C(X,R)\ker(d,0T), entonces la dimension de C'(X, R) \ ker(d, oT") también
serd igual a 1. Por tanto existe 8 # 0 tal que d, o T = 34, i.e., para toda
[ € C(X,R), tenemos que (0, 0T)(f) = Bo(f) = Bf(z). En particular, esta
igualdad se cumple para la aplicacién constante igual a 1:

1= (6,0 T)(T) = Bl(x) = B.

Luego, para toda f € C(X,R), (8, o T)(f) = f(z) = f(supp(s, o T)) =
On(y)(f), donde h : Y — X dada por h(y) := supp(d, o T') esté bien definida
por la proposiciéon 1.3.7. O
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Nota 1.3.9 En caso de que T no lleve aplicactones constantes sobre X en
la correspondiente sobre Y, i.e., que para todo r € R, T(T) =T, entonces se
obtiene un resultado similar al teorema 1.3.8:

Sea T : C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal, continua y separado-
ra. Entonces existen una aplicacion h : Y — X y una constante 3, # 0 tales
que 6y o T' = By0p(y), donde h(y) := supp(dy o T).

1.3.2. Espacios de Banach

Los siguientes resultados de [69] nos seran de utilidad en secciones pos-
teriores. Comenzamos por la definicién de ser separadora en espacios de
funciones continuas evaluadas en un espacio de Banach:

Definiciéon 1.3.10 Sean E, F espacios de Banach y H : C(X,E) — F
una aplicacion lineal. Se dice que H es una aplicacion separadora, si dadas

f. g € C(X,B) tales que ||f(x)|lllg(@)|| = 0 para todo = € X, entonces
[H (DI (g)]| = 0.

Las siguientes definiciones han sido extraidos de [46]:

Para una f € C(X,R), se denotara por f7 y f” a las extensiones conti-
nuas de f a la compactacion de Stone-Cech 3X y a la realcompactacion vX
de X, respectivamente. Recordamos que un par (Y, ¢), donde Y es compacto
y ¢ : X — Y es una inmersién topologica de X en Y, se dice que es una
compactacion del espacio X, si ¢(X) = Y. La compactacion mayor de un
espacio topologico completamente regular X es la llamada compactacion de
Stone-C'ech $X de X. Se dice que un espacio topologico X es realcompacto
si es completamente regular y no existe otro espacio completamente regular
X’ que cumpla las siguientes dos condiciones:

1. Existe una inmersion homeomorfa 7 : X — X’ tal que 7(X) # 7(X) =
X'

2. Para toda funcién continua real-valuada f : X — R existe una funcién
continua f’: X’ — R tal que f'o7 = f.

Entonces, para cada espacio topolégico completamente regular X podemos
construir un tnico espacio realcompacto, salvo homeomorfismos, que verifica:
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1. existe una inmersion homeomorfa v : X — vX tal que v(X) = vX.

2. para toda funciéon continua f : X — R (f : X — Y, donde Y es
un espacio realcompacto) existe una funcion continua f’ : vX — R
(f':vX =Y) tal que f'ov = f.

El espacio v X recibe el nombre de realcompactacion de Hewitt de X.
De nuevo, de [69] obtenemos:

Definiciéon 1.3.11 Sea H : C(X, E) — F una aplicacion lineal, con E y

F' espacios de Banach.

1. Un puntop € X se dice que es soporte débil para la aplicacion separa-
dora H, si para cualesquiera g € C(X,E) yU € E(p) en X tales que
f=0enUNX implica que Hf = 0.

2. Un puntop € X se dice que es soporte para la aplicacion separadora H,

st para cualquier g € C(X, E) tal que f¥(p) = 0 implica que Hf = 0.

Recordamos que, si e € F, entonces denotaremos por € a la aplicacion
constante de X en F que a cada x € X le asocia el elemento e.

Nota 1.3.12 Cuando p sea un soporte para H, se sigue que H f = H(f(p))
para toda f € C(X,E).

-Demostracion-

Sea f € C(X,E). Llamamos g := f — f(p), luego g(p) = 0. Como p es
soporte para H, se tiene que Hg = 0. Esto quiere decir que H(f —f(p)) =0
y al ser H lineal, H(f) — H(f(p)) = 0, luego H(f) = H(f(p)). O

Los siguientes dos resultados se corresponden al teorema 2.1 y al corolario
2.2 de [69].

Teorema 1.3.13 Si H : C*(X, E) — F es una aplicacion separadora, don-
de C*(X, E) es el subespacio de funciones continuas con rango relativamente

compacto, existe un unico soporte débil py € X para H.
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Corolario 1.3.14 Si la aplicacion separadora H : C*(X,E) — F es con-

tinua, entonces pg € X y es un soporte para H.

Del siguiente resultado, una implicacién sera ttil en capitulos posteriores.
Es por ello que incluimos la demostraciéon. Se corresponde con el teorema 2.4

de [69].

Teorema 1.3.15 Sea X un espacio topoldgico realcompacto y sean E, F' es-
pacios de Banach. Entonces la aplicacion lineal separadora H : C(X, E) —

F es continua, si se dan las siguientes afirmaciones:
1. VfeC(X,FE) que no se anule se tiene que Hf # 0.

2. H(C(X,E)) C H(E), donde E denota el conjunto de las aplicaciones

constantes de X en FE.
3. H\E es continua.

Si ademds, Hg es inyectiva, entonces se da la implicacion inversa, incluso

st X mo es realcompacto.

-Demostracion-

La implicaciéon que sera til en adelante es la siguiente:

(=) Supongamos que H es continua y que restringida a E es inyectiva. Que
3. se cumple es evidente. Veamos las demas afirmaciones:

2. Como H es continua, el soporte de H, p, que existe por el teorema
1.3.13, pertenece a X (corolario 1.3.14) y verifica que para cualquier f €
C(X,FE) tal que f(p) = 0 se tiene que Hf = 0, ademéas de que Hf =
H(f(p)). Por tanto, ya hemos llegado a lo que buscdbamos.

1. Sea f € C(X, E) que no se anule, es decir, que existe r > 0 tal que
||f(z)|| > r > 0 para todo x € X. En particular, lo obtenemos para x = p y
1F)l| = r.

Procedemos por reducciéon al absurdo. Supongamos que H(f) = 0 para
esta aplicacion f. Como H es lineal:

0= [[HWNI =If ) HDI =fOIHDI > rl|H D,

con lo que |[|H(1)|| = 0, i.e., H(1) = 0. Sea g € C(X, E); sabemos que
H(g) = g(p)H(1), luego H(g) = 0 para todo g € C(X, E). Pero H no es la
aplicacion cero. Contradiccion. Por tanto, H(f) # 0.
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0

Maés adelante utilizaremos la estructura del siguiente resultado, cuya de-
mostracion podemos encontrar en el lema 3.3 de [69], para probar otro muy
parecido (en el Capitulo 3).

Lema 1.3.16 Sea H : C(X,E) — C(Y, F) una aplicacion separadora con
E, F espacios de Banach. Si 6, 0 H es continua para todo y € Y, entonces

la aplicacion asociada a H

H:Y — L(E,F)
y — H(y),

donde H(y)(e) = (0y 0 H)(€) para todo e € E, es continua.

El anterior lema da pie a este teorema que habla de la continuidad de H
(Teorema 3.4 de [69]).

Teorema 1.3.17 Sea H : C(X,E) — C(Y, F) una aplicacion separadora

con E, F espactos de Banach. Entonces:

1. H es continua si, y solo si, 6, 0 H es continua para todoy €Y.

2. Si H es continua, entonces (Hf)(y) = (Hy)(f(h(y))) para todo y € Y
y feC(X,E), donde H tiene la forma del Lema 1.3.16.

1.4. (*-algebras

Introduciremos algunos conceptos relativos a las algebras de Banach y
otros resultados que nos ayudarén a la hora de tratar las C*-algebras. La
mayoria de éstos se han extraido de [40], [41], [95] y [114].

Comenzamos esta seccién con una serie de resultados basicos acerca de
las algebras de Banach conmutativas y la teoria de Gelfand, para después
describir la teoria de las representaciones de algebras sobre un espacio de
Hilbert y relacionarla con la teoria de la C*-algebras de grupo.
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1.4.1. Preliminares

Usaremos el término dlgebra para denotar un algebra lineal asociativa la
cual tendra por escalares el cuerpo de los niimeros complejos, mientras no se
diga lo contrario.

Definicion 1.4.1 Un dlgebra A se dice que es un algebra normada, si tiene
una norma que hace que sea un espacio lineal normado cumpliendo ésta las

stguientes propiedades:
(i) |labl] < [|al| - [[b]].

(ii) si A tiene identidad 14, entonces ||14]] = 1.

Definicion 1.4.2 Sea A un dlgebra normada. Se llama unidad aproximante

de A a una familia (u;)icr € A que posee las propiedades siguientes:
(a) ||uil] <1 para todo i € 1.
(b) ||uix — z|| ~ 0 y ||xu; — x|| ~ 0 para todo x € A.
Si damos un paso hacia adelante, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1.4.3 Un algebra de Banach A es un dlgebra sobre el cuerpo de
los niumeros complejos en general, cuya estructura lineal forma un espacio

de Banach y el producto satisface la siguiente condicion:

lzyll < l=[[llyl| Yo,y € A

Definicion 1.4.4 Por involuciéon o C*-operacion sobre un dlgebra de Bana-
ch A entendemos un anti-automorfismo lineal conjugado isométrico r — x*
de A en A tal que 2™ =z y (zy)* = y*z*.

Al elemento x* lo llamamos conjugado de x € A.

Un dlgebra de Banach con involucion recibe el nombre de x-&lgebra de

Banach.
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Cuando un &lgebra de Banach A tenga unidad 14, asumiremos que
[|14]] = 1 y en ese caso, recibira el nombre de unitaria. Si un algebra de
Banach no tiene unidad, se le puede adjuntar de una forma sencilla (ver por
ejemplo [95] 6 [114]).

Un elemento u € A se dice que es unitario, si uu* = u*u = 14. El
conjunto de todos los elementos unitarios de A es un grupo para la multipli-
cacion y recibe el nombre de grupo unitario o grupo de unitarios de A. Lo
denotaremos por U(A).

Definicion 1.4.5 Una C*-algebra es una x-dlgebra de Banach cuya involu-
cion verifica
laa*(| = [la|[*  (a € A)
Un elemento a € A se dice que es invertible, si existe b € A tal que

ab = ba = 14. El conjunto de todos los elementos invertibles de A se denota
-1
por A7+,

Describimos a continuacién algunas de las algebras de Banach que nos
seran de utilidad.

Ejemplos 1.4.6 1. El espacio de Banach de las funciones complejas con-

tinuas sobre un espacio topoldgico compacto X .

2. El espacio de Banach de las funciones complejas continuas sobre un

espacio topoldgico localmente compacto X que se anulan en el infinito.

3. El espacio de todos los operadores lineales y continuos sobre un espacio
de Hilbert H.

4. LYR), LYT), IY(Z) y mds general, L*(G) con G un grupo abeliano
localmente compacto.

-Descripcioén-

1. Denotamos por C'(X) al espacio de las funciones continuas complejas
que tiene la norma usual, ||f|| := sup,cx |f(x)|. El producto se define
puntualmente: (fg)(z) := f(x)g(x), y la involuciéon es la conjugacion
de los nimeros complejos f*(x) := f(x). Es facil de ver que C(X) es
una C*-algebra conmutativa con identidad, que es la funcién e tal que
e(x) =1 para todo = € X.
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Denotamos por Cy(X) a este espacio. Las operaciones algebraicas y la
norma se definen como en el ejemplo anterior. De nuevo, Cp(X) es una
C*-algebra conmutativa, pero esta vez sin identidad.

Lo denotamos por B(H). Si A € B(H), entonces llamamos A* al ad-
junto usual de A. De esa forma, B(H) es una C*-algebra. Mas atn,
cualquier subéalgebra cerrada A de B(H) que sea cerrada por adjuntos,
es decir, A* € A siempre que A € A, y que sea cerrada en el sentido
de la norma, es otro ejemplo de C*-algebra.

En primer lugar nos ocuparemos del espacio de Banach L!(R) de las
funciones integrables con la medida de Lebesgue usual sobre la recta
real y con la norma
o0
17l = [ sl
—0o0

El producto de dos funciones f y g viene definido como su convolucién:
(Fe9)t) = [ fs)glt )i

Haciendo un cambio de variable, se comprueba que f*xg = g=* f, y
usando los teoremas de Fubini y Hobson, se puede probar que

1 * gl < 1 £1lllgll-

Se sigue entonces que L!(R) es un algebra de Banach conmutativa,
pero no es una C*-algebra, aunque se pueda definir una involucion
isométrica f*(t) := f(—t).

El conjunto de las funciones integrables sobre T, L(T), se define de
forma analoga. Si parametrizamos T de la siguiente forma: {expit :
0 < t < 27}, podemos identificar funciones sobre T con funciones
periddicas de periodo 27 sobre R. La norma y el producto se definen
como antes, excepto que los limites de integracién son 0 y 27.

I1(Z) es el espacio de sucesiones {&, : —oo < n < oo} tales que
oo ., .
> [&n] converge. La norma de una sucesion x = (d,) viene dada

por
o0

lall:= 3l
—00

y el producto de = con y = (n,) es z = ({x), donde

Cr = Z 5n77k—n-
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Todos estos ejemplos son casos especiales de la situacién siguiente.
Sobre cualquier grupo topoldgico abeliano localmente compacto G se
puede definir una medida regular no negativa pu, la asi llamada medida
de Haar de G, queno es idénticamente 0 y que es invariante por tras-
laciones de la operacién de grupo: para cualquier subconjunto medible
A de G, entonces p(Az) = p(A), siendo x € G. La medida de Haar es
tnica, salvo productos por una constante (ver [67] 6 [104]).

El conjunto L'(G) de las funciones complejas que son integrables res-
pecto a la medida de Haar forma un algebra de Banach bajo la norma

IIfI\Z/GIf(t)\dt
(f = g)(t /f (s70)d

y con el producto

0

Nota 1.4.7 Todas las C*-dlgebras estdin relacionadas con alguno de los ejem-
plos anteriores: las que son conmutativas serdn como el ejemplo 1 ¢ 2, de-
pendiedno de si tienen identidad o carecen de ella, y ademds, todas las C*-
dalgebras estan contenidas en B(H) del ejemplo 3, todos ellos del Ejemplo
1.4.6.

Ahora ponemos nuestra atenciéon sobre la teorfa de Gelfand sobre la es-
tructura de las &lgebras de Banach conmutativas, una de las piezas clave
en nuestro estudio. A partir de ahora, suponemos que A es un algebra de
Banach conmutativa.

Definicion 1.4.8 Un funcional lineal multiplicativo, homomorfismo com-

plejo o caracter sobre A es un funcional lineal no nulo ¢ sobre A que verifica

P(zy) = d(z)p(y) Vo, y € A

El conjunto de todos los caracteres o funcionales se denota por Ao o(A) y

recibe el nombre, entre otros, de espectro de A.
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A continuacion veremos algunas propiedades de los elementos del espec-
tro de A.

Proposicion 1.4.9 Si ¢ € A, entonces K = ker(¢) es un ideal mazimal

de A y A/K es un cuerpo. Mds aun, si A tiene identidad 14, entonces

P(la) =1.

Proposiciéon 1.4.10 Todo ¢ € A es continuo; de hecho, ||¢|] < 1. Si A

tiene unidad, entonces ||¢|| = 1.

Proposicion 1.4.11 Si A tiene unidad 14, entonces existe una biyeccion
entre el conjunto M de todos los ideales maximales propios de A y el conjunto

de todos los homomorfismos complejos no nulos de A en C.

-Demostraciéon-
Sea M € M. consideramos la composicion de la aplicaciéon natural cociente
A — A/M y el homomorfismo del teorema de Gelfand-Mazur A/M — C.
Entonces existe un homomorfismo no nulo ¢»; de A en C con nicleo gi)i/ll (0) =
M.

Ahora supongamos que tenemos ¢ € A. Lo que vamos a probar es que el
ideal maximal correspondiente es su nticleo ¢~1(0). Sean ¢, ¥ € A tales que
#~1(0) € ¥~1(0), entonces para todo a € A4,

a—¢(a)la € ¢~1(0) C¥1(0),

de tal forma que 0 = ¥(a — ¢(a)la) = ¢¥(a) — ¢(a), ya que (1l4) = 1.
Por tanto, ¢ = 1. Esto implica en primer lugar que para ¢ € A\, »~1(0) es
maximal, porque si ¢~ 1(0) fuera un subconjunto propio de un ideal maximal
M € M, entonces el homomorfismo ¥ = ¢ tendria un ntcleo estrictamente
més grande. En segundo lugar, tenemos en particular que si ¢ y 9 tienen el
mismo niicleo, entonces son iguales. Asi pues, la aplicacion

RSN Y

—

— ¢~ '(0)

es una biyeccion. U
El espacio de homomorfismos complejos no nulos A asociado al algebra

de Banach conmutativa, A recibe el nombre de espacio de estructura de A,
espacio ideal maximal o también espectro de A.
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Para cada ¢ € A y a € A tenemos un namero complejo ¢(a). Realmente,
estamos trabajando con una aplicacion A x A — C. Mediante la siguiente
definici6n, cambiamos un poco el punto de vista, pues fijamos z € A vy los
elementos de A se convierten en la variable.

Definicion 1.4.12 Sea x € A. Entonces definimos la siguiente aplicacion:
i:A — C
— x(x),
que recibe el nombre de transformada de Gelfand de x.

Veamos algunas propiedades de la transformada de Gelfand, en el caso
que A sea un algebra de Banach conmutativa con unidad.

Teorema 1.4.13 La aplicacion a — a es un homomorfismo algebraico de A

en el conjunto de las funciones complejas sobre A.

-Demostracion-

Es pura rutina si tenemos en cuenta que cada elemento de A es un homo-

morfismo. ]
Notemos que la funcion a, con a € A, en el algebra B(A) de las funciones

acotadas sobre el espectro de A, tiene por norma

|la]| = sup [a(e)]-
PpeA
Asi pues, ||a|| < ||a|| y la transformada de Gelfand es continua de A en B(A\)
Es ademés isométrica en el caso en que estemos trabajando con C*-algebras
conmutativas.

Ahora vamos a introducir una topologia sobre A de tal forma que cada
una de las funciones # : A — C sea continuo.

La topologia de Gelfand sobre A se define como la topologia més débil
sobre A bajo la que todos las funciones & son continuas. Dados € > 0 y
F C A finito, un entorno bésico tipico de ¢g € A tiene la forma siguiente

Upe ={p € A: |i(p) —i(do)| < eVx e F}
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Equivalentemente, la topologia de Gelfand es la topologia relativa que A
hereda como subconjunto del espacio dual A* con la topologia débil estrella.
La convergencia de sucesiones con esta topologia viene dada por

¢n— ¢ & a(pn) ~a(¢) inCVae A
& ¢Ppla) ~ ¢(a) Va € A,

esto es, la convergencia de sucesiones con la topologia de Gelfand es la con-
vergencia puntual.

A partir de ahora, por espacio de estructura de un algebra de Banach con-
mutativa A entenderemos el conjunto A, que ya conocifamos, con la topologia
de Gelfand. Notemos que esta topologia es Hausdorff. Como consecuencia,
tenemos el siguiente resultado para el espectro de A:

Proposicién 1.4.14 El espacio de estructura A de A es un espacio local-
mente compacto Hausdorff. Si A tiene elemento identidad, entonces A es
compacto, Pero, si A no tiene identidad, cada una de las funciones T de A

se anula en el infinito.

Finalmente, aqui tenemos este importante resultado:

Teorema 1.4.15 (Gelfand) Dada un dlgebra de Banach conmutativa A,

la aplicacion x — z, llamada la representacion de Gelfand, es un homomor-

fismo de A en Co(A). Mds ain, si || - || denota la norma supremo sobre

Co(A), entonces ||Z||oo > ||z]|, y por tanto, x — T es continua.

Tenemos el resultado analoga para algebras de Banach conmutativas con
unidad.

Teorema 1.4.16 (Gelfand con unidad) Dada un dlgebra de Banach con-

mutativa A con unidad, la aplicacion x — I, llamada la representacion de
Gelfand, es un homomorfismo de A en C(A). Mds ain, si || - ||oo denota la

norma supremo sobre C(A), entonces ||Z||oc > ||z||, y por tanto, x — T es

continua.

En general, la representacion de Gelfand no es ni inyectiva, ni sobre-
yectiva ni preserva la norma. Sin embargo, en el caso de una C*-algebra
conmutativa se puede ver que ésta llega a ser un x-isomorfismo isométrico

~

de A en Cy(A).
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Teorema 1.4.17 (Gelfand, Naimark) Si A es una C*-dlgebra conmuta-
tiva, entonces la representacion de Gelfand, definida en el teorema 1.4.15,
T — T, es un x-isomorfismo isométrico de A en Co(fl). En particular,
(x*)N = & para todo x € A.

-Demostracion-

Ver [41]. O

Al igual que antes, existe un teorema analogo para las C*-algebras de
Banach conmutativas con unidad.

Teorema 1.4.18 (Gelfand, Naimark con unidad) Si A es una C*-dlgebra
conmutativa con unidad, entonces la representacion de Gelfand, definida en

el teorema 1.4.15, x — I, es un *x-isomorfismo isométrico de A en C(A). En

particular, (z*)" = % para todo x € A.

1.4.2. Representaciones sobre un espacio de Hilbert

Definicion 1.4.19 Sea A un dlgebra involutiva y sea H un espacio de Hil-
bert. Se llama representacion de A sobre H a un morfismo del dlgebra invo-

lutiva A sobre el dlgebra involutiva L(H).

Con otras palabras, una representacion de A en L£(H) es una aplicacion
m:A— L(H) tal que

(a) m(z +y) =m(x) +m(y)
(b) 7(zy) = m(x)7(y)
(c) m(Azx) = Am(x)

) m( m

m(x*) =

()"
parax,y € A, A € C.

La dimension de H se llama dimension de 7 y se denota por dim(w). El
espacio H se denomina el espacio de 7 y se denota por H,. Se dice ademas
que dos representaciones m y 7’ de A sobre H y H', respectivamente, son
equivalentes y se escribe m ~ 7/, si existe un isomorfismo U de H en H’
que transforma 7(z) en 7/(x) para todo x € A. De ahi viene la nocion de
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clase de representaciones, aunque por comodidad del lenguaje se confundira
a menudo ambos términos.

Sea ahora una familia de representaciones sobre los espacios de Hilbert
H;. Llamamos H a la suma hilbertiana de los H;. Si para todo = € A,
las normas ||m;(x)|| son finitas, como es el caso cuando A es un algebra de
Banach involutiva, entonces podemos formar el operador 7(x) sobre H que
induce a m;(x) sobre cada H;. Asi pues, x +— m(x) es una representacion
de A sobre H llamada suma hilbertiana de las m; y denotada por @;c;m; o
T DD ... D m,, en caso de que sea una familia finita.

Proposicion 1.4.20 Sea 7 una representacion de A sobre H. Sea ahora K
el subespacio vectorial cerrado cerrado de H generado por los w(x)E, siendo
re€Ayée H. Sea ademds K' el subespacio vectorial cerrado de H formado
por los & € H sobre los que se anulan todos los w(x). Entonces K y K' son

estables para w(A) y w(A)’, ortogonales y de suma H.

El subespacio K de la proposicién anterior recibe el nombre de subespacio
esencial de w. Ademas, se dice que 7 es no degenerada si K = H.

Veamos ahora un resultado extraido de [40] que asegura la existencia de
una representacion sobre un espacio de Hilbert de una C*-algebra:

Teorema 1.4.21 Sea A una C*-dlgebra. Entonces existe una representacion

1sométrica de A sobre un espacio de Hilbert.

Proposicion 1.4.22 Sean A una C*-dlgebra y x un elemento de A. entonces

las siguientes afirmaciones equivalen:
1. x es un elemento positivo de A.
2. Para toda representacion m de A se tiene que w(x) > 0.

3. Toda forma positiva f sobre A (esto es, f(a) > 0 siempre que a sea un

elemento positivo de A) verifica que f(x) > 0.

Ahora vamos a dar forma al concepto de dlgebra envolvente. Pero antes
necesitamos un par de definiciones. Se dice que una representacion 7 : A —
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L(H) de una algebra involutiva A es topoldgicamente irreducible, si H # 0
y si los tnicos subespacios vectoriales cerrados de H estables por m(A) son
0 y el total H. Por otro lado, si el algebra involutiva A es ademés normada,
entonces se dice que una forma positiva continua f sobre A es pura, si f # 0
y si toda forma positiva continua sobre A mayorada por f tiene la estructura
Af, con A € [0, 1].

Comenzamos, pues, por la siguiente proposicion:
Proposicion 1.4.23 Sea A un dlgebra de Banach involutiva con unidad
aprozimante. Llamamos R al conjunto de representaciones de A, R’ al con-
junto de las que son irreducibles, B al de las formas positivas continuas de

norma menor o igual que 1 y P el conjunto de los estados puros de A. En-

tonces, para todo r € A, se cumple:

NI

1
sup [|7(2)|| = sup ||7(z)|| = sup f(z",2)2 = sup f(z",z)2.
TER TER/ feB fepP

Llamamos ||z||" a cualquiera de los valores anteriores. Entonces se tiene que

l|lz||" < ||z||. Ademds, la aplicacion

A — R

z — |zl
es una seminorma sobre A cumpliendo

leyll” < 2|yl =™l = [lall’, "2l = ||=]”

para todos x, y € A.

Llamamos I al conjunto de los x € A tales que ||z||' = 0. Este es un ideal
por la izquierda y por la derecha auto-adjunto cerrado de A. La aplicacion
definida en la proposicion 1.4.23 es una norma si partimos del cociente A/T
en vez de todo el algebra A. Ademés, A/I, dotado de esta norma, verifica
todos los axiomas de las C*-algebras, aunque no es completo en general.
La completacion B de A/I es una C*-algebra y recibe el nombre de C*-
dlgebra envolvente de A. La aplicacién canoénica de A en B es un morfismo
de algebras involutivas.

Teorema 1.4.24 Sea A una C*-dlgebra. Entonces existe una familia (m;);
de representaciones topoldgicamente irreducibles de A tales que ||x|| = sup; ||m;(2)]|

para todo x € A.
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Proposicion 1.4.25 Sean ahora A un dlgebra de Banach involutiva con uni-
dad aproximante, B la C*-dlgebra envolvente de A y 7 la aplicacion candnica

de A sobre B. Entonces se tiene que:

(i) Si m es una representacion de A, entonces existe una unica represen-
tacion p de B tal que m = po1; p(B) es la C*-dlgebra generada por
T(A).

(i) La aplicacion m — p es una biyeccion del conjunto de las representa-

ciones de A sobre el conjunto de representaciones de B.

(iii) Para que p sea no degenerada (topoldgicamente irreducible) es suficien-

te que w sea no degenerada (topoldgicamente irreducible).

1.4.3. (C*-algebra de un grupo abeliano localmente compacto

Ahora vamos a intentar conectar la teoria de Gelfand y el anélisis de
Fourier sobre grupos. Los grupos mas familiares y més importantes para
el andlisis de Fourier son la recta real R, R™, los enteros Z (con la suma
como operacion) y T, los complejos de modulo 1, con el producto como la
operacion de grupo. Consideramos un grupo abeliano localmente compacto
el cual, tal y como hemos visto anteriormente, tiene una medida de Haar.
En lo que resta de seccién, todas las integraciones seran respecto de dicha
medida de Haar sobre todo el grupo y ademas, L'(G) representara a todas
estas funciones integrables sobre G. Recordamos que L!(G) es un algebra de
Banach con la convolucion como el producto,

(f * 9)(t /f (s~14)d

Asi pues,

Teorema 1.4.26 L'(G) es un dlgebra conmutativa.

-Demostracion-
Se necesita el hecho de que dado un subconjunto B de GG, entonces tanto B
como B~! = {z~!: z € B} tiene la misma medida de Haar. O
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Lema 1.4.27 Si f € L'(G) y g € LP(G), 1 < p < oo, entonces (f * g)(y)
existe casi por todas partes y f x g € LP(G) con

1 *gllp < 11fl1llgllp-

Este resultado muestra, en particular, que si T} : L*(G) — L*(G) se
define por T¢(g) = f * g, entonces la aplicacion f +— Ty es continua de
LY(G) en B(L*(@)). Es facil de ver que esta aplicacién es un homomrfismo
algebraico y que, si f* viene definida por f*(z) = f(xz~1!), entonces Ty =Ty~

Lema 1.4.28 La aplicacion de Gelfand sobre L'(G) es inyectiva.

-Demostraciéon-
Es suficiente probar que si f € L'(G) es no nula, entonces v(f) # 0, siendo
v(f) el radio espectral de f € L(G), i.e.,

v(f) = max{[A[: A€ a(f)},

donde o(f) = {A € C: f — Al no tiene inverso} es el espectro del elemento
f e LYG).
O

Vamos a establecer una correspondencia entre é, el grupo abeliano for-
mado por los homomorfismos continuos de G en T, y el espacio de estructura
o espectro de L(G). Para toda f € LY(G) definimos la aplicacién f,, con
y € G, de la siguiente forma, fy(z) := f(y~'z). Es facil de ver que, bajo
estas circunstancias,

G — LYG)
g = fg

es continua.
Teorema 1.4.29 Sea £ € G. Entonces la funcion

¢e: LN(G) — C
;o /G f(@)E@)da
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es un homomorfismo no nulo. Mds ain, la aplicacion
U:G — o(LYQ))
£ — o
es una biyeccion.

-Demostracién-

Como los caracteres de G son continuos y acotados, no hay problema respecto
a la integrabilidad en la definicion de ¢¢. Es claro que ¢¢ es lineal sobre
LY(G). Dadas f, g € L'(G), si usamos la propiedad de ser invariante de la
medida de Haar, el teorema de Fubini y el hecho de ser un homomorfismo
cada elemento de G, tenemos que

befrg) = /(f*g)( dx—//f oy dy)E@)dz

_ / / o €@)dydz — / ly / 1) E(@)da)dy
- /f / VE(yz)dz) dy—/ fly /9(2)5(2)dz

= ¢e(f)oelg)

Luego, para cada & € G, ¢¢ es un homomorfismo. Es facil de ver que si  # 0,
entonces ¥(§) = ¢¢ # 0, con lo que W es inyectiva. Veamos la sobreyectividad
de esta aplicacion. Sea, pues, ¢ € o(L'(Q)), entonces ¢ es un homomorfismo
no nulo de L'(G) en C vy, como el dual topolégico de L}(G) es L=(G),
tenemos que existe o € L*>°(G) tal que

¢(f)_/G(f(m)a(x))dx.

Sea ahora g € L'(G) tal que ¢(g) # 0. Entonces

o(olg) = o(f *g) = / (f * 9)(@)a(@)dz
://f )g(y~tz)dy)a dw—//f Ja(x)dyda
- /Gf(y)(/gg( a()dx) dy—/ F()dlg,-1)dy,

es decir, ¢(f) = @ Jo FWolg,-)dy = [ f(y) ¢(£%;) )dy. Definimos enton-
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Lo que nos preguntamos ahora es si éste pertenece a G. La continuidad es
clara y que es un homomorfismo se deduce de los siguientes célculos:

Gr=1 * Gy—1 = G(zy)~1 * G,

luego ¢(g,-1)¢(gy—1) = B(g(ay)-1)#(g9) ¥ de aqui se obtiene que {(ry) =
&(x)&(y). Falta comprobar que |{(z)| = 1 para todo x € G. Como ¢(f) =

Je fW)E(@)de y o(f)| < v(f) < [If]], entonces [£(y)] < 1, salvo en un

conjunto de medida 0. Pero acabamos de ver que ¢ es continua, luego [£(y)| <
1 para todo y € G. Ademas,

1> ¢y Dl =€) = 1<)

es decir que |£(y)| = 1 para todo y € G. Por tanto, £ € G y tal y como esté
definido, verifica que p(§) = ¢. O

Nota 1.4.30 El cociente (b(ig)l) es independiente de la eleccion de g €

LY(G), siempre que ¢(g) # 0. Este hecho se puede deducir también de la

relacion fx gy = fy * g.

El grupo G recibe una topologia de la topologia de Gelfand sobre el
espectro de L!(G) via la biyeccion del teorema 1.4.29. Esto es, un conjunto
A es abierto en G si, y solo si, {¢¢ : £ € A} es abierto en el espectro de
L'(G). Esta topologia hace que G sea un grupo topoldgico y coincide con el
concepto ya conocido de grupo dual de G:

Entonces, si f € LY(G), su transformada de Gelfand es una funcion
continua con dominio el espectro de L!'(G). Como éste y el grupo dual de
G son homeomorfos, tal y como acabamos de comentar, podemos ver la
transformada de f como una funcién continua sobre G. Asi pues,

F(€) = 6e(f) = /G F(@)E@)da

Como L!'(G) es un algebra de Banach involutiva y admite ademas una
unidad aproximante, se puede formar su C*-algebra envolvente.

Definicion 1.4.31 Se define la C*-algebra de G como la C*-dlgebra envol-
vente de L*(G) y se denota por C*(G).
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Para f € L'(G), tenemos que ||f||" = sup ||7(f)|| < ||f|l1 donde 7 recorre
el conjunto de las representaciones no degeneradas de L!(G) o equivalente-
mente, el conjunto de las representaciones unitarias continuas de GG. Asi pues,
f = |If|I' es una seminorma sobre L'(G) (proposicién 1.4.23) y asf mismo
una norma, para la que L'(G) admite una representacion inyectiva. La C*-
algebra de G no es otra que la completacién de L!'(G) para esa norma. De
acuerdo con la Proposicion 1.4.25 (en [40]) y el apartado 13.3.5 (en [40]),
donde se prueba que existe una correspondencia biyectiva entre las repre-
sentaciones unitarias continuas de G y las representaciones no degeneradas
de L'(G), entonces existe de nuevo una biyeccion entre las representaciones
unitarias continuas de G y las representaciones no degeneradas de C*(G).
Todo lo que se haya dicho en 13.3.5 para L!(G) es vélido para C*(G).

Entonces, si G es un grupo topoldgico localmente compacto, éste tiene
asociada una C*-algebra C*(G). Si, ademés, G es un grupo abeliano, enton-
ces su C*-algebra conmutativa asociada C*(G) puede identificarse con

Co(C*(G)",C) = Co(G, C) (teorema 1.4.17).

En el caso en que estemos trabajando con un grupo LCA discreto, tendremos
que CO(CAJ,C) = C’(@, C), ya que G se convierte en un grupo compacto.
Llegados a este punto, merece la pena aclarar que cuando escribimos é, sf
que nos estamos refiriendo al grupo dual de G. De hecho, como podemos
identificar G' con una C*-algebra que a su vez, es isomorfa isométricamente
a C(C*(G)",C) que tiene unidad, entonces C*(G) verifica las condiciones de
la Proposicion 1.4.10. Luego todo homomorfismo ¢ € (C*(G))" es continuo
y tiene norma igual a 1, i.e., todo homomorfismo de C*(G) (de G) en C es
continuo y su norma tiene el valor 1, luego el espectro de C*(G) coincide con
el grupo dual de G.

De esta forma, el algebra C' (@, C) tiene unidad y su grupo de unitarios
resulta ser C(G, T): la operacion # en el algebra C(G, C) es la conjugacion.
Entonces, si f € U(C*(G), tenemos que

frr=rr=1

luego f = f* = f~! y eso solamente ocurre con los elementos de T. Esto
es, si f € C(G,C) verifica que su aplicacion inversa es igual a su conjugada,
entonces f toma valores en T. Por tanto, el grupo de unitarios de una C*-

algebra de grupo C*(G) es C(@,’]I‘).



Capitulo 2

Isomorfismos de grupos de
funciones continuas: el grupo

unitario de una C*-algebra de

grupo

2.1. Introducciéon

Se necesita la estructura de algebra o de anillo de C'(X,R) para carac-
terizar al espacio topolégico X, ya que por el Teorema clasico de Milutin,
C(X,R) como espacio vectorial topologico no lo hace. Dicho teorema afirma
lo siguiente (ver, por ejemplo, [119]):

Teorema 2.1.1 (Milutin) Sea X un espacio topoldgico compacto metriza-

ble no numerable. Entonces C(X,R) es isomorfo a C([0,1],R) como espacio
de Banach.
Asi pues, espacios de funciones continuas como C([0,1] x [0,1],R) y

C(]0,1] U{2},R) son isomorfos entre ellos, mientras que los espacios [0, 1] x
[0,1] y [0,1] U {2} no son homeomorfos.

Con los resultados que mostramos en las siguientes secciones, queremos
enfatizar que, al sustituir R por el grupo T, la estructura de grupo topolé-
gico del espacio de las funciones continuas de un espacio topolégico en T,

31
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C(X,T), si que puede llegar a dar informacion sobre el espacio X, al con-
trario de lo que ocurre cuando se trabaja con C'(X,R) cuya estructura de
espacio vectorial no aporta informaciéon sobre X. En concreto, veremos que
la existencia de un isomorfismo topolégico entre C'(X,T) y C(Y,T) con X e
Y espacios topologicos compactos implica la existencia de una relacién entre
X e Y. Podremos, a su vez, aplicar los resultados obtenidos para X e Y
a grupos topologicos e incluso anadir aspectos nuevos, ya que todo grupo
topoldgico localmente compacto abeliano G tiene una C*-dlgebra asociada
C*(G) que a su vez es isomorfa al grupo de funciones continuas que toman
valores en C sobre el grupo dual de G. En particular, si el grupo G es discreto
y si consideramos el grupo unitario de C*(G), obtenemos que éste tiene la
forma C (@,']I‘), G compacto. De esta forma, veremos que el hecho de que
exista alguna relacion entre dos C*-algebras (asociadas a grupos discretos)
puede influir en la relacién entre sus grupos unitarios correspondientes, asi
como en la relacién entre los grupos discretos.

Pero antes de nada, damos a conocer una serie de resultados obtenidos o
adaptados de [119].

Definicion 2.1.2 Sean X un espacio topoldgico y xg € X.
Co(X,R) :={f € C(X,R): f(zo) =0}

Lema 2.1.3 Sean X; y Xo dos subespacios cerrados de un espacio de Ba-

nach X, ambos de codimension 1. Entonces X1 y Xo son isomorfos.
-Demostracion-

Se puede encontrar este Lema en el capitulo II.B de [119]. O

Como aplicacion directa del Lema 2.1.3, obtenemos el siguiente resultado
auxiliar:

Lema 2.1.4 Sean K1 y Ko dos espacios topologicos compactos metrizables

no numerables. Entonces:

C.(Kl,R) = C.(KQ,R), (21)
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-Demostracion-

Para llegar a (2.1), utilizaremos el Lema 2.1.3. En primer lugar, llamamos
M al isomorfismo del teorema 2.1.1 entre C'(K1,R) y C(K2,R) y lo que
falta comprobar, pues, es que tanto Ce(K7,R) como M ~(Cy (K2, R)) tienen
codimension 1 en C'(K1,R). Es suficiente que probemos que la codimension
de Co(K1,R) en C(K1,R) es 1, ya que M es un isomorfismo y mantiene el
valor de la codimensién. Llamamos o a la siguiente aplicacion:

o:C(Ki,R) — Co(Ki,R)
[ — f—f(=o).

El nicleo de o estd formado por las aplicaciones constantes sobre Ki y
ademaés es sobreyectiva. Luego

CELR) o ok, R)) = Cu(KLR),
Ik, ,R))R

donde TC(KLR) es la aplicacion constante igual a 1 sobre Kj. Por tanto,
Ce(K1,R) es un hiperplano de C(Kj,R). De la misma forma se probaria
que Co(K3,R) es un hiperplano de C(K2,R). Como M es un isomorfismo,
conserva las dimensiones y obtenemos, por tanto, que M 1 (Cy(K2,R)) tiene
codimensién igual a 1 en C(K7,R).

En ese caso, por el Lema 2.1.3,

Co(K1,R) = M™H(Ca (K2, R)),
o lo que es lo mismo,
M(Co(K1,R)) = Co(K3, R).

Por tanto, Ce(K1,R) = Co(K2,R), cualesquiera que sean K1, Ky espacios
compactos metrizables no numerables. O

Proposicion 2.1.5 Sea X un espacio topologico compacto metrizable no nu-

merable, entonces

Co(X,R) = C(X,R)
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-Demostraciéon-
En el Lema 2.1.4 hemos visto que dados dos espacios compactos metrizables
no numerables K7 y K», entonces el siguiente isomorfismo es cierto:

Co(K1,R) = Co(K2,R).

Como el conjunto de Cantor, que denotaremos por A, tiene esas propieda-
des, es decir, es compacto, metrizable y no numerable, obtenemos que para
cualquier compacto metrizable no numerable X,

Co(X,R) 2 Co(A,R) (Lema 2.1.4), (2.2)

donde Co(A,R) = {f € C(A,R) : f(1) =0}. Ademas, en [119] se demuestra
que Co(A,R) = C(A,R) (Ejemplo 22 (c¢) y Lema 23 del capitulo II.B de
[119]). De esta forma, en (2.2) se tiene que

C(A,R) =2 Co(X,R),

para cualquier espacio compacto metrizable no numerable X. Por tanto,
por el Teorema 2.1.1 obtenemos que Co(X,R) es isomorfo a C'(X,R) para
cualquier espacio compacto metrizable no numerable X. O

Recordamos del Capitulo 1 que el subgrupo C°(X,T) de C(X,T), se
corresponde con la imagen de la aplicacién exponencial

exp: C(X,R) — C(X,T)
f — €27rif,

es decir, exp(C(X,R)) = C°(X, T). De esta forma,

Definicion 2.1.6 Sean X un espacio topoldgico y xg € X.

CoX,T) :={f e C2(X,T) : f(xo) = It}

En palabras, denotaremos por C2(X,T) a las funciones elevables que se anu-
lan en un punto previamente dado.

El siguiente es el primero de una serie de resultados que describen la
estructura de C°(X, T). Cabe destacar que éste se corresponde con el Lema
7 de [100], donde aparece sin prueba.
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Proposicion 2.1.7 Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces tene-

mos que

C°(X,T) = Co(X,T) x T.

-Demostracion-
Definimos la siguiente aplicacion

A:COX,T) — CoX,T)xT
g — (g-g(z0) " g(x0)),

y veamos que es un isomorfismo:

1.
2.

A es un homomorfismo: evidente.

A es inyectiva:
Sean pues f y g € C°(X,T) tales que A\(f) = A(g). Entonces, de la
segunda coordenada se obtiene que f(zg) = g(x¢) y consecuentemente,
de la primera tenemos que f = g.
A\ es sobreyectiva:
Sea (g,2z) € C2(X,T) x T, luego g(xg) = 1. Entonces definimos la
siguiente aplicacién f :=t, o g, donde
t,: T — T
t — t-z
es la aplicacion traslacion. Veamos que f verifica A\(f) = (g, z). Antes
de nada, hay que comprobar que f € C°(X,T). Sabemos que f = t,o0g,
y como g € C2(X,T), existe ¢’ € C(X,R) tal que g = expog’, luego
f=t.o0expog’.
Ademas, existe 2/ € R tal que z = exp(z’), luego ¢, o exp = expot,
donde
R
t,:R — R

/
r o= r+z

es la aplicacion traslacion en R. Asi pues,

f=expo(tfog)
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y por tanto, f es factorizable por R. La aplicacién f con esa forma
verifica ademés A(f) = (ff(xo)~ !, f(20)) = (g, 2), luego A es sobre-
yectiva.

A es continua:

Sea (fn)nen C C°(X,T) convergente a f € C°(X,T) con la topologia
de la convergencia uniforme. Entonces converge puntualmente, es decir,
en todo punto x € X verifica que f,,(z) converge a f(z), en particular
en x = xy. Ademas, por ser C'(X, T) un grupo topolédgico, tenemos que
fnf(z0)~! converge uniformemente a ff(xq)~!. Por tanto,

M fn) = (fafa(z0) ™, falo))

converge a A(f) = (ff(xo)™t, f(z0)) y efectivamente, la aplicacion \
es continua.

A es abierta:

Para cualquier par (g,z) € C¢(X,T) x T, la antiimagen de éste por A
es t, o g. Por tanto, si tenemos una sucesion (fy, zn)n € CJ(X,T) x T
convergente a 1cg(x ), entonces hay que razonar que la sucesion (¢, o
fn)n cuyos elementos se corresponden con las antiimagenes de (fy,, z5,)
para todo n € N, converge a la aplicacion identidad 1go(x ). De esta
forma, A es abierta.

Asi pues, C°(X,T) y C2(X,T) x T son isomorfos topologicamente. [

De nuevo, el siguiente resultado aparece en [100], de hecho es la Propo-

sicién 13, pero para un espacio topologico X arcoconexo pseudocompacto.

Proposicion 2.1.8 Sea X un espacio topoldgico compacto conexo. Entonces

la aplicacion exponencial

exp: Co(X,R) — CJ(X,T)

f — e27’rif

es un 1somorfismo.

-Demostraciéon-

Cuando X es un espacio topolégico compacto, la aplicacién E:

C(X,R)
C(X,Z)
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C°(X,T) es un isomorfismo topolégico (Proposicion 1.2.4); si X es, ademas,
conexo, entonces lo que se obtiene es que

C(X,R)

Co(X,T) = ==

donde Z representa a las aplicaciones constantes de X en Z. Queremos probar
que si restringimos exp : C(X,R) — C(X,T) a Co(X,R), entonces esta
restriccidon si que es un isomorfismo topoldgico en su imagen. De igual forma,
comprobaremos que exp(Ce(X,R)) = CJ(X,T) y ya habremos obtenido lo
que buscamos.

En primer lugar, veamos que exp(Ce(X,R)) C C¢(X, T). Efectivamente,
si f € Co(X,R), entonces exp|(f)(zo) = 2™l (@0) = 11, porque f(zp) = 0
por definicion. Ademas, como la aplicacion exponencial exp : C(X,R) —
C°(X,T) es continua, abierta (por ser X un espacio compacto) y sobreyec-
tiva, entonces su restriccion a Co(X,R) también sera continua y abierta.

En segundo lugar, comprobaremos que es sobreyectiva de Co(X,R) en
C¢(X,T). Sea g € C2(X,T), en prticular g € C°(X,T), luego existe ¢’ €
C(X,R) tal que e2™9 = g. Ademas, g(xo) = 1t, luego ¢'(xo) = z € Z. Si
z # 0, definimos ¢” := ¢’ — 2 y ésta verifica que

;1 oy .,
g//(xo) =z—2=0 y 627r29 — 627”(9 z) _ 627r7,g =gq.

Si z = 0, cogemos como antiimagen de g la aplicacion ¢’. En cualquier caso,
g € exp(Cqe(X,R)). Por tanto, exp(Ce(X,R)) = C(X,T).

Solo falta ver que exp| es inyectiva. Sea f € ker(exp)), luego exp|(f) =
Tegxm) = Teo(x,m)- Asi pues, para todo z € X, e2f(@) = 11 con lo que
f(X) € Z. Como X es compacto y conexo, f se reduce a un solo punto de
Z. Pero f(xo) =0, luego f(X) = {0}, es decir que

exp| : Co(X,R) — C3(X, T)

es un isomorfismo topoldgico, tal y como queriamos demostrar. O

A continuacién, presentamos un resultado conocido acerca del grupo de
cohomotopia, denotado por 7!(X), de un espacio topolégico compacto to-
talmente disconexo que nos sera de utilidad a lo largo del capitulo. Cabe
destacar que lo hemos obtenido como consecuencia de una serie de resulta-
dos de [100]. Recordamos que 7! (X) para un espacio topoldgico cualquiera X
es el conjunto que consiste en todas las clases de homotopia de las funciones



38  CAPITULO 2. ISOMORFISMOS DE GRUPOS DE FUNCIONES
CONTINUAS: EL GRUPO UNITARIO DE UNA C*-ALGEBRA DE
GRUPO

continuas de X en T. Para X completamente regular Hausdorff, podemos
ver 71 (X) como el cociente C(X, T)/C°(X,T), por ser la aplicaciéon

J:C0(X,T) — ='(X)
f o= [f]

sobreyectiva y satisface que toda aplicacion f € C°(X,T) es homotopica a
lo(x,T), con lo que 71(X) puede dotarse de la topologia candnica cociente.
Si ademés, X es compacto, entonces C°(X,T) es un subgrupo abierto de
C(X,T), con lo que 7' (X) hereda la topologia discreta (en la Secciéon (1.2)
del Capitulo 1).

Entonces, una caracterizacion de C°(X,T) es la siguiente, siendo X un
espacio compacto:

Lema 2.1.9 Sea f € C(X,R). Entonces exp(f) € C°(X,T) si, y solo si,

exp(f) es homotdpica a la aplicacion identidad 1¢(x ).

Asi pues, probar que 7' (X) = {0} sera equivalente a probar que toda funciéon
continua f de X en T con la topologia compacta abierta es elevable, luego
tiene un logaritmo continuo, esto es, existe f' € C'(X,R) tal que exp(f’) = f.

Lema 2.1.10 Sea X un espacio topoldgico compacto totalmente disconexo.

Entonces C(X,T) = C°(X,T).

-Demostracion-
Sean f € C(X,T) y exp : R — T la aplicaciéon exponencial habitual. Lo
que queremos probar es que existe una aplicaciéon continua f' : X — R tal
que f =expof’, con lo que C(X,T) = C°(X,T). Esto implica de paso que
71 (X) s6lo se compone del elemento unidad, ya que estaremos probando que
todas las funciones continuas de X en T son elevables.

Para probar esto, definimos el siguiente conjunto:

E:={(z,r) € X xR: f(z)=exp(r)},

que es distinto del conjunto vacio, porque exp es sobreyectiva. Entonces
obtenemos que el siguiente diagrama

E - 2.,R

a e

x LT
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es conmutativo, donde p; y po son las correspondientes proyecciones de F
sobre X y R, respectivamente. En primer lugar comprobaremos que tanto pq
como po son aplicaciones recubridoras. Lo haremos para pi, andlogamente se
procederia con ps. Sea z € X, entonces tal y como esté definido el diagrama
obtenemos que existe r € R tal que f(z) = exp(r). Pero la aplicacion expo-
nencial si que es recubridora; asi pues, existe un entorno abierto A C T de
exp(r) tal que
exp”! (4) = U;Vj,

con los (Vj) abiertos disjuntos dos a dos, y ademas, expy; : V; — A es un
homeomorfismo. De igual forma, A es un entorno también de f(x) y como f
es continua, tenemos que existe un entorno abierto W, tal que f(W,) C A.
Entonces resta probar que

pl_l(Wr) = W x (U;Vj).

Una inclusién es obvia: sea, pues, (w,v) € Wy x (U;V}), entonces p; (w,v) =
w € Wy, luego pfl(Wx) D Wyx(U;Vj). Sea ahoray € W, entonces f(y) € A
y existira un tnico jo tal que exp~1(f(y)) € Vj,, ya que exp es una aplicacion
recubridora. De esta forma, p; ' (y) € W xVj,, luego p; (W) € Wi x (U;V;).
Efectivamente, se tiene que p; (W) = W, x (U;V;) = Uj(W, x V;), donde
los abiertos (W, x Vj); son disjuntos dos a dos y ademas,

P WexV; — W,
es un homeomorfismo.

Asi pues, tanto p; como po son aplicaciones sobreyectivas, continuas y
abiertas, y localmente homeomorfas por ser recubridoras. Veamos esta tltima
propiedad para la proyeccién p; que es la que realmente nos interesa: sea
entonces (z,r) € E, luego p1(z,r) € X. Como es una aplicacion recubridora,
entoces existe un entorno abierto U C X de py(z,7) tal que p; *(U) = U, V;,
con V; abiertos de E. Ademas, W := U;V; es un abierto de E tal que
Py - W — U esun homeomorfismo.

Entonces, como p; es una aplicacién localmente homeomorfa, tenemos
que para cada para (z,r) € E existen entornos abiertos W, .y C E de (z,7)
Y Upy(zr) © X de p1(z,7) tales que

p1|We : W(;E,r) - Up1(:r,r)

es un homeomorfismo. Podemos suponer que todos los entornos abiertos de
la forma U, ;) € X, escogidos anteriormente, son ademas cerrados, es
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decir, éstos son clopens de X, ya que X es un espacio compacto totalmente
disconexo, luego 0-dimensional, y tiene una base de clopens para su topologia.
Entonces, podemos recubrir £ mediante entornos abiertos de sus puntos, esto
es E'= U repWa,r)- Por otra parte, como p; es sobreyectiva, obtenemos
que

X = pl(E) = U(m,r)GE’pl(W(r,r)) = U((E,’I’)GEUpl(I,T)v

donde p1(W(,,,)) es abierto en X para cada par (z,7) € E. Por hipotesis,
sabemos que X es compacto, luego existe un conjunto finito de abiertos
(Wj)?zl - (W(:c,r))(x,r)eE' tales que

X = Ui ip(W5) = Uiy U

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los clopens (Uj)?zl son
disjuntos, porque si no es asi, siempre podemos construir a partir de ellos
clopens disjuntos de la siguiente forma:

U{ =U1\ U?ZQUj, Ué =Us \ U?:3Uj, .. ‘7U1/1 = U,.

Los seguimos llamando (U;)7_;. Ahora si que estamos en condiciones de
definir la seccién cruzada continua de X en E que es esencial para encontrar
la funcién continua real que levantara a f. Dado z € X = U?:1Uj> entonces
existe un tnico j; € {1,...,n} tal que z € U;; = pi(Wj,). Como p; es
localmente homeomorfa de W, en Uj;,, entonces existe un tinico punto w &
W, tal que z = pi(w). Definimos asi s : X — E de manera que s(z) = w.
Ademas, la aplicacién s es continua, ya que estd definida sobre conjuntos
clopens de X y su restriccién a cada uno de ellos es continua puesto que

_ -1
SlUi _pl‘UZ

para cada i € {1,...,n}. También es una secciéon cruzada para p, ya que si
(x,r) € E, tenemos que
s(pi(z,r)) = s(z) = (z,7).

Finalmente definimos f’ := py o0 s que es una funciéon continua de X en R y
ademas,

exp(f') = f.

Por tanto, cualquier funcién continua f: X — T se puede levantar.
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2.2. Isomorfismos entre grupos de funciones conti-

nuas de un espacio topolégico en T

En esta seccién trabajamos con grupos de funciones continuas de un
espacio topolégico en T. Lo que nos estamos proponiendo es estudiar qué
relaciones entre la estrucutra topologica de los espacios topologicos X e Y
se pueden deducir de la existencia de un isomorfismo topologico

H:C(X,T) — C(Y,T),

y reciprocamente: bajo qué condiciones podremos afirmar que los correspon-
dientes grupos de funciones continuas evaluadas en T son isomorfos topolo-
gicamente.

Desde el principio, estamos suponiendo que los espacios X e Y son com-
pactos Hausdorff. Aqui nos centraremos en los espacios compactos metriza-
bles no numerables. Dado que los resultados obtenidos (y las técnicas apli-
cadas) dependen en gran medida de la conexidad de los espacios, investiga-
remos en primer lugar el problema planteado anteriormento para espacios
compactos metrizables conexos (Seccién 2.2.1), mientras que en segundo
lugar, nos plantearemos la misma cuestiéon para espacios compactos metri-
zables no numerables totalmente disconexos (Seccion 2.2.2). Finalmente,
estudiaremos esa posible relacion entre X e Y a partir del isomorfismo to-
pologico entre C(X,T) y C(Y,T), y viceversa (Seccion 2.2.3), cuando éstos
tienen la siguiente forma:

X:leDleY:KQXDQ,

donde K; son espacios compactos conexos y D; espacios compactos total-
mente disconexos para i € {1,2}. La elecciéon de esta estructura K x D se
debe a que es la que aparece en el estudio de C (f, T) cuando [ es un grupo
compacto y abeliano que va a ser nuestro objetivo en la seccién siguiente. En
ella cambiaremos radicalmente el punto de vista. Gracias a que todo grupo
I' tiene una C*-algebra asociada y que el grupo de unitarios coincide con
C (f, T), enfocaremos dicha parte como una aplicacion de lo que ya hemos
visto y de la teoria de las C*-algebras conmutativas. A pesar del futuro cam-
bio, lo que pretendemos en esta seccién es plantar las bases de la nueva teoria,
ya que estd intimamente ligada con lo que estudiaremos a continuacion.
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2.2.1. Cuando los espacios son, ademas, conexos

Para cualquier espacio topologico compacto Hausdorff X sabemos que
tenemos el isomorfismo topologico siguiente (Ecuacion (1.2) del Capitulo 1):

C(X,T)=C°(X,T) x 7' (X), (2.3)

con la topologia de la convergencia uniforme, ya que en este caso coincide con
la topologia compacta abierta, al ser X un espacio topoldgico compacto. Si
ademés X es conexo, podemos aplicar algunos de los resultados de la Seccion
2.1, como son las Proposiciones 2.1.7 y 2.1.8, para obtener

C(X,T) C°(X,T) x 7 (X)
Co(X,T) x T x 71 (X)

> Co(X,R) x T x 7! (X).

12

A su vez, si anadimos a X las propiedades de ser metrizable y no numera-
ble, tenemos que por la Proposiciéon 2.1.5, esta tltima expresion se transforma
en la siguiente:

C(X,T) = C(X,R) x T x 7' (X). (2.4)

Asi pues, para X e Y espacios topoldgicos compactos conexos metrizables
(no numerables) Hausdorff, el isomorfismo H quedaria de la siguiente forma:

CX,R) x T x 7 (X) = C(Y,R) x T x 7.(Y) (2.5)

Podemos establecer un teorema que relacione el hecho de que H sea un
isomorfismo topologico con la existencia de un isomorfismo entre los grupos
de cohomotopia de X e Y.

Teorema 2.2.1 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos conexos metri-

zables Hausdorff. Entonces las siquientes afirmaciones equivalen:
1. CX,T)=C(Y,T).

2. Los grupos de cohomotopia 7 (X) y 7 (Y) son isomorfos.

-Demostracion-
1. = 2. Por lo visto anteriormente en (2.3), sabemos que

H
Co(X,T) x 7' (X) = C°(Y,T) x 7 (Y).
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Por otra parte, las componentes conexas de la identidad de C(X,T) y
C(Y,T) son exactamente los subgrupos C°(X,T) y C°(Y,T) de C(X,T) y
C(Y,T), respectivamente. Entonces H(C?°(X,T)) = C°(Y,T) al ser H un
isomorfismo topologico, y, si partimos por C°(X,T) y H(C°(X,T)) en la
ecuacion anterior, obtenemos que efectivamente 7! (X) y 7! (Y") son isomorfos
topologicamente.

2. = 1. Supongamos ahora que 7! (X) = 71(Y"). Como vimos en (2.4), sélo
falta probar que C(X,R) y C(Y,R) son isomorfos, pero esto se deduce del
Teorema 2.1.1. O

Nota 2.2.2 1. La existencia del isomorfismo topoldgico H entre C(X,T)
y C(Y,T) tiene implicacion sobre la topologias de X e Y, tras lo visto
en el Teorema 2.2.1. Esto contrasta con lo que ocurre en R, ya que
debido al Teorema de Milutin (Teorema 2.1.1) no se puede obtener

informacion entre X e Y.

2. St X eY no son conexos, pero si compactos, en el Teorema 2.2.1 la
implicacion 1. = 2. se mantiene, ya que unicamente estamos utilizando

ahi el hecho de que los espacios X eY son compactos.

De la implicacion contraria podemos decir que no es cierta si elimina-

mos la hipdtesis de ser conexo.

-Demostracion-

2. De hecho, escogemos dos espacios compactos totalmente disconexos me-
trizables X e Y, con la tnica diferencia de que X es numerable e Y no
numerable, entonces efectivamente

(X) = 7' (Y) = {0} (Lema 2.1.10).

Veamos que sus correspondientes grupos de funciones continuas evaluadas en
T no pueden ser isomorfos. Si lo fueran, entonces tendriamos que C°(X, T) =
C°(Y,T). Si dualizamos en este altimo isomorfismo, obtenemos que los gru-
pos topologicos abelianos libres respectivos también son isomorfos, esto es,

A(X) = A®Y)

ya que el grupo topoldgico abeliano libre A(X) es reflexivo Pontryagin (De-
finicion 1.1.5 y Nota 1.2.2), cuando X es un espacio compacto totalmente
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disconexo (en [55] 6 [100]). Pero A(X) es un espacio topologico numerable
(ya que | X| = w), mientras que A(Y) no.
Otro ejemplo podria ser el siguiente: sean X =T x T e Y =T x Zs, esto
es, X es un grupo topolbgico compacto conexo metrizable, mientras que Y
es un grupo topologico compacto metrizable no conexo. Como veremos més
adelante, el Teorema 2.3.1 nos asegura que 7' (T x T) & Z & Z. Por otro lado
es de facil comprobacion que el grupo de cohomotopia de T x Zy también es
isomorfo a Z@®Z (Lema 2.2.15 y Proposicion 2.2.16). Sin embargo, los grupos
de funciones continuas C(T x T, T) y C(T x Zz,T) no pueden ser isomorfos
(Teorema 2.3.7 y un ejemplo similar seria el Ejemplo 2.3.12,(1)).
O

De esta forma, parece necesario un estudio méas concreto de este problema
cuando los espacios pierden la conexidad. Las dos proximas Secciones 2.2.2
y 2.2.3 trataran ampliamente esta nueva cuestion.

2.2.2. Cuando los espacios son, ademas, totalmente discone-

X0s

Ya sabemos qué relaciéon existe entre X e Y cuando éstos son espacios
topologicos compactos conexos, tras partir de un isomorfismo topologico en-
tre sus correspondientes grupos de funciones continuas que toman valores
en T. El siguiente paso consiste en trabajar con espacios topologicos X e Y
compactos totalmente disconexos, a los que dependiendo del momento ana-
diremos la propiedades de ser metrizable y no numerable. Al principio de
esta seccion, tomaremos como base algunos resultados de los trabajos [15] y
[16], de entre los que destacamos el Teorema 2.13 de [15]. Aqui tenemos la
implicacion de este resultado que nos interesa.

Teorema 2.2.3 ([15]) Sean X eY espacios compactos 0-dimensionales me-
trizables no numerables. Entonces Cp(X) ~ Cp(Y), esto es, son linealmente

homeomorfos (isomorfos como espacios vectoriales topoldgicos).

En [16], trabajo posterior a [15], se demuestra que los grupos topologicos
libres de Graev Fg(X) y Fa(Y) de X e Y, respectivamente, son isomorfos
si X e Y son espacios topolégicos compactos 0-dimensionales metrizables no
numerables. De esta forma, también se puede probar que los grupos topolé-
gicos abelianos libres de X e Y son isomorfos, y tras dualizar, obtener que
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C(X,T) es isomorfo topologicamente a C(Y, T). El hecho es que un enfoque
similar al de [15] permite demostrar directamente que los grupos C(X,T) y
C(Y,T) son isomorfos topologicamente.

Para empezar, presentamos alguna notaciéon, que seré de utilidad en los
primeros resultados. Sea, entonces, A C X cerrado. Denotaremos por Yx 4
al espacio cociente obtenido de X cuando identificamos A con un punto de
X, que denotamos por oo. Por p : X — Yx 4 denotaremos a la aplicacion
cociente habitual. Ademas,

CAX,T) :={f e C°(X,T): f(A) ={1r}}
como también,

Co(Yxa,T) :={f € C°(Yx.a,T): f(o0) = {11}}

Proposicion 2.2.4 Sea X un espacio 0-dimensional y sea A un subconjunto

cerrado de X. Entonces tenemos que

C°(X,T) = C%(X,T) x C°(A,T)

-Demostraciéon-
Tenemos la aplicaciéon restriccion:

R:C°(X,T) — C°(AT)
f — fa
que es evidentemente un homomorfismo continuo. A su vez, como X es 0-
dimensional, existe una retraccion 7 : X — A. De esta forma, consideramos
la siguiente aplicacion:
T:C°(A,T) — C°X,T)
f— [for,
y comprobamos que esta bien definida: sea, pues, f € C°(A,T), entonces,
JI(f) € C°(X,T)? Como f € C°(A,T), existe una funcion continua g : A —

R tal que f = exp(g). Definimos G := go7 : X — R que es continua al serlo
tanto g como 7 y ademas verifica:

exp(G) = exp(goT) =exp(g)oT = for=T(f),
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luego T'(f) se puede levantar mediante una aplicacion continua de X en R.
Por otra parte, es facil de ver que es un homomorfismo y que es continuo.
Por tanto, T'(f) € C°(X,T). Por otra parte, tenemos que RoT = Idco(a ).
Ahora definimos

H:C°(X,T) — C%(X,T) x C°(A,T)
fo— (= (ToR)(f),R(f))

Veamos en primer lugar que esta bien definida: si f € C°(X,T), entonces
es evidente que Rf € C°(A,T) y que f — (T o R)(f) € C°(X,T), por las
propiedades de R y T. Ademés, si a € A, entonces

(f = (ToR)(f))(a) = R(f—(ToR))(f)a)= flala) — R(T o R)(f)(a)
= flala) = R(f)(a) = flala) — fla(a) =1

Es facil de probar que H es un homomorfismo continuo es, lo que vamos
a probar a continuacion es que es un isomorfismo algebraico.

» Veamos que H es una aplicacion inyectiva. Sea f € C°(X,T) tal que
Hf = (1CZ(X’T)’ Lgo(a,y)- Entonces, por un lado tenemos que fj4 =
Rf = 1co(a,r), mientras que por el otro lado,

(f = (T o R)(f))(x) = 1r Va € X,

luego f(r) = T(Rf)(x) = (T fja)(x) = L para todo z € X, ya que,
como acabamos de ver, la funcién f restringida a A es el elemento
neutro de C°(A,T) y T es un homomorfismo.

= H es sobreyectiva:

Sean (f,g) € C4(X,T) x C°(A,T). Definimos F := f 4+ T'(g); de esta
forma, la funcién F es elevable, esto es, tiene logaritmo continuo, ya que
tanto f y T'(g) pertenecen a C°(X,T). Veamos entonces que H(F') =

(f9):

e Por un lado, R(F) = Fijga = (f + Tg)ja = fla + (T'9)|a = g, ya
que f se anula en A.

e Por otro lado, si a € A, entonces (F — T(R(F)))(a) = F(a) —
T(Fia)(a) = F(a) = (Flao7)(a) = F(a) = F(a) = 1r

a sabemos entonces, que H es un isomorfismo continuo. Para probar
Ya sab t , H fi t P b
que H es un isomorfismo topoldgico, definimos la siguiente aplicacion
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que sera la inversa de H:

K :C9(X,T) x C°(A,T) — C°(X,T)
(f,9) — f+Tg,

que esta bien definida. Ademas, K es un homomorfismo continuo y
verifica

Ho K = Idcoxmyxcoam) v K oH =Idecox -
Asi pues, H es un isomorfismo topologico, es decir,

C°(X,T) = C%(X,T) x C°(A,T).

Sea ahora f € C9(X,T). Entonces existe una tnica funciéon continua
f :Yx 4 — Ttalque f = fop, donde p : X — Yx 4 es la aplicacion cociente
habitual; ademas, f es continua si, y sélo si, f es continua.
Por otra parte, si fj4 = {1}, entonces (fop)|A = {17}, es decir, f(o0) =
{11}, luego
feCa(X,T) & feCu(Yxa,T). (2.6)

Por tanto, podemos establecer una relacion entre los grupos Cy (X, T) y
Ce(Yx 4, T) que se refleja en el siguiente resultado.

Lema 2.2.5 Sea X un espacio compacto y sea A C X cerrado. Entonces,

Cu(X,T) = CJ(Yx,a,T).

-Demostracion-
Definimos entonces

O:CY(X,T) — CVia,T)
=1
tal que f = f op, donde f es como se ha descrito antes de este lema, y
veamos qué propiedades tiene .
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= Evidentemente, ® es un homomorfismo y ademas, cumple que @(103‘ (X.T)) =
Leg(vy am)-

= Falta probar que ® estd bien definido, es decir, si f es una funcién
levantable, entonces ®(f) también lo es. Sea, pues, f € CY(X,T),
entonces existe F': X — R continua tal que e/’ = f. Esta aplicacion F'
verifica también que existe F Yx a4 — R continua tal que F' = Fonp.
Asi pues,
foel = efor— oF oy

donde ef' € C°(Yx 4, T), y junto con lo visto en (2.6), ya podemos

afirmar que si f € C4(X,T), entonces ®(f) € C¢(Yx, 4, T), esto es, ¢
esté bien definida.

Por ahora, el homomorfismo ® es un isomorfismo algebraico. Veamos que
es topoldgico. Estamos suponiendo a lo largo de este capitulo que el grupo
topologico C (X, T) esta dotado de la topologia de la convergencia uniforme
ya que X es un espacio compacto. Sea, pues, € > 0, y formamos el entor-
no abierto de la unidad de 1go (x 1) siguiente: P(X,Ve) = {g € C3(X,T) :
g(X) C V¢}. Por otra parte, la aplicacion cociente p : X — Yx 4 es sobre-
yectiva y continua, luego P(X) = Yx 4 es un espacio compacto. De esta
manera, tenemos que el abierto P(Yx 4, Ve) € C(Yx 4, T) es un entorno de
Log(vx 1) ¥ ademds, verifica

P(Yy .1 V) C B(P(X,V,)).
Igualmente, obtenemos que ®(P(X,V;)) C P(Yx, 4, Ve), luego
O(P(X, Vo)) = P(Yx.a,Ve)

y @ es, finalmente, un isomorfismo topologico. O

Por tanto,

Corolario 2.2.6 Sean X un espacio compacto 0-dimensional y A C X

cerrado. Entonces,

C(X,T) = CJ(Yx,a,T) x C°(A,T)
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-Demostracion-
Se obtiene como consecuencia de la Proposicion 2.2.4 y el Lema 2.2.5. [

A continuacién vamos a ver el principal resultado de esta seccion, en el
que se relaciona a los grupos de funciones continuas de espacios topologicos
compactos 0-dimensionales metrizables en T.

Teorema 2.2.7 Sean X eY espacios topoldgicos compactos 0-dimensionales

metrizables no numerables. Entonces

C°(X,T) = C°(Y,T).

-Demostraciéon-
Es suficiente probar que dado un espacio compacto 0-dimensional metrizable
no numerable X, entonces C°(X, T) es isomorfo topologicamente a C°(C, T),
donde C' es el conjunto de Cantor.

Como X es un espacio compacto 0-dimensional, éste se puede considerar
como un subconjunto cerrado de C' de tal forma que

YC,X = Cu

esto es, Yo x es el espacio cociente %, donde a X lo estamos identificando

con el punto co. En [74] podemos encontrar la siguiente explicacion al res-
pecto: como X es un espacio compacto metrizable totalmente disconexo no
numerable, entonces X x C es un espacio compacto, metrizable, totalmen-
te disconexo, denso en si mismo, no numerable. Pero C' es el tinico espacio
topoloégico que cumple todas esas condiciones; asi pues,

X xC%C. (2.7)

Por otro lado, tenemos la siguiente inmersion: ¢ : X — X x C. Por tanto, la
inmersion t o ¢ es la buscada, luego X es homeomorfo a un subconjunto del
conjunto de Cantor y ademas, de (2.7) sabemos que efectivamente % ~ C.

Entonces, por el Corolario 2.2.6 se obtiene que para todo espacio com-
pacto O-dimensional Z, se da la siguiente relacion:

C°(C,T) = CJ(Ye,z,T) x C°(Z,T), (2.8)

donde Yp 7z ~ C.
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A partir de ahora, trabajaremos con 5 copias del conjunto de Cantor,
(Cy)2_,. Veamos el porqué. Por un lado, sabemos, pues, que X se puede
sumergir en un Cantor, C7, de forma que % ~ (9, siendo Cs otra de las
copias. Ademas, el espacio X contiene un conjunto de Cantor Cs por el
Teorema de Cantor-Bendixon que afirma que todo espacio que satisface el
segundo axioma de numerabilidad se puede representar como unién disjunta
de dos conjuntos, uno de ellos perfecto (o denso en si mismo) y el otro
numerables. Y para esta copia C'3, tenemos que ella contiene a otra, Cy, de
modo que g—i ~ (5.

Por tanto, para X un espacio compacto totalmente disconexo metrizable
no numerable se tiene que:

C°(X,T) = CJ(Yx,cy),T) x C?(Cs, T) (Corolario 2.2.6 con A = C3)
= C{(Yix,cy),T) x CJ(C5,T) x C°(Cy, T) ((2.8) a Z = Cy)
= CJ(Y(x,cy),T) x CJ(Cs5, T) x C°(C3,T)
= (C%X,T)x CJ(Cs,T) (Corolario 2.2.6 con A = C3)
>~ (%X, T) x CJ(Cy,T)
~ (C°C4,T) (Se aplica (2.8) con Z = X)
= CC,T).

De aqui se deduce que dados dos espacios compactos 0-dimensionales
metrizables no numerables X e Y, se tiene que

C°(X,T) = C°(Y,T).
0

Afladimos a continuacién una serie de resultados que muestran la relacion
entre un posible isomorfismo entre los grupos de funciones continuas sobre
espacios topoldgicos compactos totalmente disconexos y dichos espacios.

Lema 2.2.8 Sean Dy y Do espacios topoldgicos compactos. Si
C(D1,T) = C(Ds, T),
entonces Dy es finito si, y sdlo si, Dy es finito y en ese caso, |D1| = |Da|.

-Demostracion-
Supongamos que D; es finito, pero D2 no. Por hipétesis sabemos que

C (D1, T) = C(D2,T),
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luego, bajo estas condiciones, obtenemos
TP1 = C(Dy, T). (2.9)
Entonces, si dualizamos en (2.9), tenemos que
&\ Z = TP = C(Dy, T). (2.10)

Por otro lado, como C(X,T) & A(X)” para cualquier X compacto, enton-
ces, si se lo aplicamos a nuestro caso particular X = Dy, obtenemos que
C(D2, T) = A(D2)"; més atn, si volvemos a dualizar, este tltimo isomorfis-
mo queda asi: C(Ds, T)" = A(D2)". Esto ocasiona que el grupo topolégico
abeliano libre A(Ds) se sumerja en C'(D2, T)" (en [100], por ejemplo).

De este modo, de (2.10) se deduce que A(D3) seria discreto y esto no
se da, a no ser que Dy también lo fuera, ya que Dy hereda la topologia de
A(D3), tal y como se comenta a continuacion del Teorema 5.2 de [113], y no
es el caso. Por tanto, si D es finito, Dy también, y al contrario, luego,

TPL =~ C(Dy,T) = C(D,, T) = TP2,

esto es, |D1| = |Dal. O

El siguiente resultado de [46] (Teorema 1.1.15) nos ayudara en la demos-
tracion de la Proposicion 2.2.10:

Teorema 2.2.9 Si w(X) < m, entonces para toda base B de X existe una

base By cumpliendo |By| < m y By C B.

En la siguiente Proposicion demostramos un resultado que involucra a
C(D,T), con I un grupo discreto, cuyo enunciado tiene como origen el Co-
rolario 2.6 de [42], aunque su demostracion varia en algunos puntos.

Proposicion 2.2.10 Sea D un espacio topoldgico compacto totalmente dis-
conexo y I' un grupo discreto. Entonces C(D,I") se puede escribir como la

suma directa de w(D) veces T, i.e.,

C(D, F) = @w(D)F'
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-Demostraciéon-

Como D es un compacto totalmente disconexo, éste es, a su vez, 0-dimensional
y tiene, por tanto, una base para la topologia 5 compuesta de conjuntos clo-
pens. Ademés, sabemos que por el Teorema 2.2.9 podemos suponer que esa
base da el peso de D, esto es, |B| = w(D), ya que, si w(D) = m y para
la base B, por dicho Teorema 2.2.9 existira otra base By tal que B, C By
ademaés, |By| = m. Pero By esta compuesta de conjuntos clopens porque esta
contenida en B, luego podemos suponer efectivamente que es justo la base
B la que cumple que w(D) = |B|. Por tanto, todo clopen A € A se puede
expresar como uniéon finita de elementos de B, es decir:

A= U?i/iBi,

donde B; € B.
Sea, pues, f € C(D,T"). Entonces, para cada A € I', tenemos el siguiente
conjunto

v,
que es un clopen de D. Por tanto, podemos escribirlo de la siguiente forma:

f7'N) = Ujes, B

con Bj € By Jy un conjunto de indices finito. Es facil de probar que los
clopens de D (ffl()\))Aef(D) son disjuntos entre si, por la forma en que se
han construido.

Ademas, si j, j' € Uyep(pyJa, entonces

0= fﬁl(Aj)mfil(/\j’) = (UTGJ,\j Br)m(useb\j, Bs) = UTEJ)\J- (USEJAJ,, (BrmBs))7
esto es, para todo r € JA]. y para todo s € J)\j,,
B, N Bs = 0.

Asi pues, los clopens que generan a los (f (X)) ef(p) son disjuntos entre sf
y ademas,

f(BZ) =AVi € Jy.
A partir de ahora, es facil ver que C(D,T") = @,,(py['. A cada f € C(D,T)
le asignamos el elemento wy : B — I' de manera que dado B € B, entonces

wp(B) = 0,siBZ f'(\)VAely
wy(B) A\ si BC ).
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Definimos entonces la aplicacién
w C(D7 F) - 69w(D)F
f = Wy,

y comprobamos que es un isomorfismo de grupos. Sean, pues, f, g € C(D,T")
tales que u(f) = p(g): dado x € D, llamamos X\ a f(x) y existird s € Jy
tal que z € Bs. Como A = wy(Bs) = wy(Bs), entonces se deduce que
B C g71()\) y también g(x) = \. Luego p es inyectiva. Por otra parte, sea
w € @y(pyl'; entonces las coordenadas de w que no se anulan se correspon-
den cada una a un clopen basico de D; sean (%’)?:1 dichas coordenadas y
(Bj)?:1 sus clopens bésicos correspondientes. Podemos definir, entonces, una
aplicacién g de la siguiente forma:

9|B; =5 (2.11)

Llamamos By4+1 := D'\ Uj—1B; que es un clopen de D. Por un lado, si Bp41
pertenece a B, entonces hacemos que

g‘Bn+1 = Fyn‘i'l'

Por otro lado, si By,1 no pertenece a la base B, éste se puede escribir como
uniéon de clopens de B, i.e., Byi1 = UZ‘ZIBQH, que verifican que BQH N
UP'B; = () para todo k € {1,...,m}. Entonces definimos gp, ., := {Ir}. En
cualquier caso, la aplicacion g definida de esa forma pertenece a C(D,T’) y
verifica que p(g) = w, con lo que p es sobreyectiva.
Por tanto, p es un isomorfismo y C(D,T') se puede expresar como la
suma de w(D) copias de I'.
O

Nota 2.2.11 En el caso en que I' = n'(K), con K un espacio topoldgico
compacto y conexo, como consecuencia de la Proposicion 2.2.10 obtenemos
que,

C(D,Trl(K)) = @w(D)TFl(K).

2.2.3. Cuando los espacios tienen la forma K x D

Motivados por el estudio de las C*-algebras de grupo que afrontaremos en
la préxima Secciéon 2.3, vamos a suponer en esta seccion que X e Y adoptan
la siguiente estructura:

X:K1XD16Y:K2XD2,
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donde K; es un espacio compacto conexo metrizable y D; un compacto to-
talmente disconexo metrizable para cada i € {1,2}, de tal forma que X e Y’
son compactos metrizables no numerables. Queremos llegar a un resultado
que nos aporte informacién sobre una posible relacion entre X e Y a partir
de un isomorfismo topolégico entre C(X,T) y C(Y,T), pero con esta nueva
forma. Trabajaremos de forma que los pasos que demos ahora sean de ayu-
da mas adelante. Al final de esta seccién comprobaremos que efectivamente
existe dicha relacién entre X e Y. Pero, antes de ello, veremos una serie de
resultados auxiliares.

En primer lugar probaremos que C(D x K, T) = C(D,C(K,T)), ambos
dotados de la topologia de la convergencia uniforme, cualesquiera que sean D
y K espacios compactos. Esta relacion es completamente analoga a la que es
bien conocida que se satisface para las funciones continuas de variable real,
C(D x K,R) = C(D,C(K,R)), relacion que ademés permite representar a
C(Dx K,R) como el producto tensorial inyectivo de dos espacios de funciones
continuas, es decir que en este caso obtendriamos C(D x K,R) = C(D,R) ®.
C(K,R) (capitulo 3 de [105]). Los mismos argumentos (ver [105]) permiten
demostrar el caso para funciones continuas T-evaluadas.

Asi pues,
Lema 2.2.12 Sean D y K espacios topoldgicos compactos, entonces se da

O(D x K,T) = C(D,C(K,T))

-Demostraciéon-
Construimos la siguiente aplicaciéon
v:C(DxK,T) — C(D,C(K,T))
[ (),

donde, sid € Dy k € K, entonces U(f)(d)(k) := f(d, k), y veamos que es
un isomorfismo
» U esta bien definida:

Lo que queremos probar es que si f € C(D x K, T), entonces ¥(f) €
C(D,C(K,T)). Sean, entonces, f € C(D x K,T) y (dn), € D una
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red convergente a d € D. Nos preguntamos, pues, si ¥(f)(d,) con-
verge a W(f)(d), o bien, si W(f)(dn) — ¥(f)(d) converge a Lok ).
Dado ¢ > 0, veamos que podemos encontrar un indice n, tal que
U(f)(dn) —V(f)(d) € P(K,V,) para todo n > n,, donde P(K,V,) =
{te C(K,T): t(K)CV}.

Como (dy), converge a d, entonces, si fijamos k € K, tenemos que
(dn, k)pn, converge también, a (d, k). A su vez, f es continua sobre el
compacto D x K, luego f es uniformemente continua y por tanto,
(f(dn, k))pn converge a f(d, k) uniformemente. Esto implica que existira
n, tal que f(dy,k)— f(d, k) € V. para todo n > n, y para todo k € K.
Dicho n, depende solo de e. Asi pues, VU(f)(d,) — ¥(f)(d) € P(K,V;)
para todon > n, y ¥(f)(d,) converge uniformemente a ¥(f)(d), luego
efectivamente V(f) € C(D,C(K,T)).

Anélogamente se prueba que dados f € C(Dx K, T) y d € D, entonces
Y(f)(d) € C(K,T).

U es inyectiva:

Sean f, g € C(D x K,T) tales que ¥(f) = ¥(g). Sea d € D, luego
U(f)(d) =¥(g)(d), y si k € K, también obtenemos que V(f)(d)(k) =
U(g)(d)(k), y esto para todos d € D y k € K. Por tanto, f(d, k) =
g(d,k) paratodode D, ke K,y f =g.

U es sobreyectiva:

Sea g € C(D,C(K,T)). Parad € Dy k € K, definimos f(d, k) :=
g(d)(k). Pero nos falta comprobar que f pertenece efectivamente a
C(D x K, T). Sea, pues, ((dn, kn))n € D x K una sucesiéon convergente
a (dp, ko) € D x K. Entonces, d,, ~ dy por un lado y k,, ~ ko por otro,
y, como g es continua, tenemos que g(d,) converge a g(dp), es decir,
que dado € > 0, existe ng tal que g(d,)g(do)~! € P(K, Ve), esto es,

g(dn)(K') ~ g(do)(K') VK € K
g(d)(kn) ~ g(d') (ko) Vd' € D.

Ademés, D es un compacto, luego g(D) es compacto en C(K,T) y por
el Teorema clasico de Arzela-Ascoli, g(D) es equicontinuo sobre K.
Dado € > 0, tomamos el entorno abierto de 1, Vi’ y para este entorno
y ko € K tenemos que existe W € E(kg), entorno abierto de ko, tal
que g(d)(W) C Ve para todo d € D. Como W es entorno abierto del
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limite ko, existird mo € N tal que g(D)(km) € Ve para todo m > my.
Asi pues, si m > my,

9(d)(km)g(d) (ko)™ € VeVe C Ve,
para todo d € D. Entonces, si n, m > max(no, mo), tenemos que
Fdny k) f(do, ko)™ = f(dns k) f(doy km) ™ 1f(alo, m)f(do, ko)™
= 9(dn)(km)g(do) (k) ™" g(do) (ki) g(do) (ko) ~*
de donde g(do)(km)g(do)(ko) ™" € Ve v g(dn)(km)g(do) (k)" € Ve. Si

n = m, entonces obtenemos que, para n > max(ng, mp):
f(dn7 kn) - f(dy k) € ‘/67
luego f es continua.

= U es continua:
Sea (fn)n € C(D x K, T) tal que f, % f € C(D x K, T). Tenemos

que probar que ¥(f,) converge uniformemente a W(f), o bien que
W(fn) — ¥(f) converge a Io(p,o(k,m))-

Consideramos un entorno de I¢(p c(x 1) de la forma P(D,U), donde
U es un entorno abierto de 1¢(x ). A su vez, existe § > 0 tal que

P(K,Vs) CU.

Entonces
P(D,P(K,Vs)) € E(lo(p,c(k.T)))-

Como f, — f, dado € > 0 que escogeremos menor que J, existe un n,
tal que f,, — f € P(D x K,V,) para todo n > n,. Sean pues d € D y
k € K, luego:

V(fn)(d)(k) = W(f)(d)(k) € P(D x K, Ve) C P(D x K, Vs),

con lo que V(f,)(d) — ¥(f)(d) € P(K,V;) para todo d € D y por
tanto, W(f,) — V(f) € P(D,P(K,Vs)) C P(D,U) y ¥ es continua.

s U es abierta:

Sea (gn)n € C(D,C(K,T)) una sucesion que converge a g € C(D,C(K,T)).
Llamamos h, := ¥~ 1(g;) y h = ¥~!(g), entonces, si (d,k) € D x K,

hn(d, k) = ¥ (hn)(d)(k) = gn(d)(k) y h(d, k) = g(d)(F).
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Sea € > 0, entonces
P(D x K,Ve) € E(lo(pxk,T))-

Como ¢, — g, existe un n, tal que g, — g € P(D,P(K,V,)), por
ser este ultimo conjunto un entorno de la identidad de C(D, C(K,T)).
Luego, si (q1,q2) € D x K, tenemos que

(hn —R)(q1,42) = (9n — 9)(q1)(q2) € Ve.

Es decir que hy, <> h y WU es abierta.

Por tanto, ¥ es un isomorfismo topologico, i.e.

C(K x D,T) = C(D,C(K,T)).

El siguiente Lema auxiliar es conocido y estandar, pero necesitamos re-
cordarlo para préximos resultados.

Lema 2.2.13 Sean X, Y y Z espacios topoldgicos Hausdorff. Dotamos a los
espacios C'(X,Y x Z), C(X,Y) y C(X, Z) de la topologia compacta abierta.

Entonces el isomorfismo:
Co(X,)Y x Z) 2 C.(X,)Y) x Ce(X, Z)
es topoldgico.

-Demostracion-
Definimos la siguiente aplicaciéon
p:C(X,)YxZ) — CX,Y)x(C(X,Z2)
f — (plof7p20f)7
donde p1 : Y X Z — Y yps:Y X Z — Z son las proyecciones naturales.

Denotamos a los espacios C.(X,Y xZ), C.(X,Y) y Ce(X, Z) una vez dotados
de la topologia compacta abierta. Por pasos:



o8

CAPITULO 2. ISOMORFISMOS DE GRUPOS DE FUNCIONES

CONTINUAS: EL GRUPO UNITARIO DE UNA C*-ALGEBRA DE
GRUPO

=  es inyectiva:

Sean f, g € C.(X,Y x Z) tales que ¢(f) = ¢(g). Sea ahora z € X,
entonces ¢(f)(x) = ¢(g)(x), luego (p1 o f)(z) = (p1 © g)(z) y ademas

(p2 0 f)(x) = (p2 0 g)(x), i.e., para todo z € X, f(x)y = g(x)y y
f(z)z = g(x)|z. Efectivamente, f = g.

@ es sobreyectiva:

Sean f € Cu(X,Y) y g € Cu(X,Z). Para todo z € X, definimos
h(z) == (f(z),9(x)) y h: X — Y x Z. Falta ver que h es continua,
pero es evidente, porque tanto f como g lo son. Ademéas, ésta verifica

que @(h) = (p1 o h,p2oh) = (f,9).

( es continua:

Sea (f;)i € Ce(X XY, Z) una red convergente a f € C.(X xY, Z). Pro-
bar que (¢(f;)): converge a ¢(f) implica probar que converge coordena-
da a coordenada, es decir, que pyo f; ~ prof y también pao f; ~> poo f.
Veamos, por ejemplo, que pio f; ~ piof. Sean, por tanto, K C X com-
pacto y A C Y abierto, de forma que P(K, A) sea un entorno abierto
de = o(f) = p1 o f. Asi pues, tenemos que p1(f(K)) C A. Como A
es abierto en Y, entonces A x Z es abierto en Y x Z. De este modo,
existe un indice 7o tal que

fi(A)CAxZ

para todo ¢ > 7g. Esto nos lleva a que, dados K C X compacto y
A C Y abierto, es cierto que p1(fi(A)) C p1(A x Z) = A para todo
1 > ig9. Analogamente procederiamos con la segunda coordenada, con
lo que obtenemos que ¢ es continua.

 es abierta:

Sea ahora una red ((fi,9i))i C C.(X,Y) x Co(X,Z) convergente a
(f,9) € Co(X,Y) xC.(X, Z). Esto quiere decir que por un lado f; ~ f
y por otro, g; ~ g. La pregunta es si o~ '(f;,g:) = hi € Co(X,Y x
Z) converge a o '(f,g) = h € Co(X,Y x Z). La funcién h tiene
la siguiente forma, tal y como se ha visto en la Proposiciéon 2.2.13:
h(z) = (f(x),g(x)). Sean ahora K C X compactoy W C Y x Z
abierto, de forma que P(K,W) es un entorno abierto de h. Como
W es un abierto en un producto de espacios topologicos, existen U

y V abiertos de Y y Z, respectivamente, tales que U x V C W y
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h(K) CU xV C W. A partir de aqui, es facil seguir ya que P(K,U)
es entorno abierto de fy P(K,W) de g y ademas,

Ji; talque fi(K) C UVi>i
Jis tal que ¢;(K) C V Vi> i,

luego cogemos i > max(i1,i2) y obtenemos que efectivamente, la red
(¢~ ((fi, 9:))) converge a ™' ((f. g))-

Por tanto, la aplicacién ¢ es un homeomorfismo biyectivo. O

Aplicamos ahora el Lema 2.2.13 a C(D,C(K,T)), donde en este caso, D
es un espacio compacto totalmente disconexo y K compacto conexo, con lo
que, en particular, sabemos que se da C(K,T)) = C°(K,T)) x n(K). Por
tanto,

Corolario 2.2.14 Sean K un compacto conexo y D un compacto totalmente

disconexo. Entonces:

C(D,C(K,T)) = C(D,C°(K,T)) x C(D, 7' (K))

Lema 2.2.15 Sea X = K x D un espacio topoldgico compacto, donde K es
un espacio compacto conexo metrizable y D un compacto totalmente disco-

nexo metrizable. Entonces tenemos que

C(K x D,T) = C(D x K,R) x C(D,T) x C(D, 7' (K))

-Demostracion-
Vamos a utilizar las Proposiciones 2.1.8 y 2.1.7, los Lemas 2.2.12 y 2.2.13, y
el Corolario 2.2.14. Entonces tenemos que:
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C(D,7'(K)) (Lema 2.2.12 para R).

0

Proposicion 2.2.16 Sea X un espacio topoldgico compacto metrizable con
la estructura X = DX K, donde K es un compacto conexo metrizable y D un
compacto totalmente disconexro metrizable. Entonces la componente conezxa

de la identidad de C(D x K, T) es

C(D,C°(K,T)) = C(K x D,R) x C(D,T).

-Demostracion-

El objetivo es probar que C(D,C°(K,T)) C C(D,C(K,T)) es la compone-
nete conexa de la identidad de C(D x K, T) el cual, como acabamos de ver
en el Lema 2.2.15, tiene la forma C(D, C°(K,T)) x C(D,n'(K)). Por ello,
vamos a ir por el siguiente camino: primero probaremos que C(D,C°(K,T))
es conexo y a continuacion, que C(D,7!(K)) es discreto.

PASO 1 C(D,C°(K,T)) es conexo:
Definimos para ello la siguiente aplicacion:
Q:C(D,C(K,R)) — C(D,C°(K,T))
fo— Q)

de forma que si d € D, entonces Q(f)(d) = exp(f(d)). Comprobemos que @
es continua y sobreyectiva:
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= () es sobreyectiva:

Sea f € C(D,C°(K,T)), entonces para cada d € D, tenemos que
f(d) € C°(K,T), luego existe g4 € C(K,R) tal que f(d) = exp(ga)-
Definimos F : D — C(K,R) de la siguiente forma: si d € D, entonces
F(d) = gq. Queda por ver que F' es continua. Sea, pues, una red (d;); C
D convergente a d € D. Basta probar que

exp(P(K,] —€,¢])) = P(K, V) :

(C) Esta implicacion es obvia, ya que, si h € P(K,] — €, ¢€[), entonces
exp(h)(K) C {e™ . |t| < e} = V..

(D) Sea ahora h € P(K,V.) y como ésta, en particular, pertenece
a C°(K,T), se deduce que tiene logaritmo continuo, esto es, existe
W e C(K,R) tal que 2™ = h. Evidentemente, para cada = € K se
tiene que existe m, € Z tal que

|h(x) — m,| <e.

Asi pues, podemos describir el espacio K como unién de clopens de la
forma V,, ;== {k € K : |W/(k) —n| < €}, pero K es conexo, luego existe
un tnico m € Z tal que

| (x) —m| < e Vz € K.
Definimos, entonces, la siguiente aplicacion: G := h/ —m que pertenece
a C(K,R) y ademas verifica que

; Sl 1)
e?T(’LG _ eZﬂ'z(h m) _ e?mh —h

y de esta forma, h € exp(P(K,]| — €, ¢€)).

Como f es continua, obtenemos que dado € > 0 existe iy tal que
f(d)f(d)"'(K) C V. para todo i > ig. Pero acabamos de ver que
exp(P(K,] - 676[)) = P<K7 ‘/6)7 luego

exp(F(d;) — F(d))(K) C exp(P(K,] — €,€])) Vi > ig.

Como la aplicacién exponencial es un isomorfismo topolégico en su
imagen (K es compacto, en Proposicion 1.2.4), obtenemos finalmente
que

(F(d;) — F(d))(K) C P(K,] —€,¢€]) Vi > i,
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con lo que F: D — C(D,C(K,R)) es continua. Ademas, verifica que
sideDykeK,

Q(F)(d)(k) = exp(F(d)(k)) = exp(ga(k)) = f(d)(F),
luego () es una aplicaciéon sobreyectiva.

= () es continua:

Sea ahora unared (f;)cC(D, C(K,R)) convergente a f € C(D,C(K,R)).
Sea, ademas, ¢ > 0. Entonces, existe un indice i; tal que (f; — f)(D) C
P(K,] — €,¢€[), luego para todo d € D,

(fi= NA)(K) S ] —e e[ Vizi,
y, ademas, e2™((i=H@)(K) C V, para todo i > 4;. Por tanto,

QUQ() (D) C P(K, Vo) Vi > in,
y Q) es continua.

Asi pues, al ser C(D, C(K,R)) un espacio conexo, ya que es isomorfo a C'(D x
K,R) (Lema 2.2.12 para R), obtenemos finalmente que C'(D, C°(K, T)) tam-
bién lo es gracias a que ) es continua y sobreyectiva.

PASO 2 C(D,7'(K)) es un grupo discreto:
Gracias a que C(D,n!(K)) es un espacio de Hausdorff, sera suficiente con
que comprobemos que los puntos de C'(D, 7! (K)) son abiertos. Sea (g;)jes C
C(D, 7' (K)) unared convergente a 1o(p 1 (f))- Para cualquier V€ £(1y1(k)),
existe jo € J tal que g; € P(D,V) para todo j > jo, al ser P(D,V) un en-
torno basico de 1¢(pr1(k)) con la topologia de la convergencia uniforme.
Cogemos entonces V' = {1,1(x)}, que es entorno de la identidad de «'(K)
por ser éste discreto. De este modo, existe j1 € J tal que g; € P(D, {11k })
para todo j > j1, es decir, g;(D) = {11k} paratodo j > j1 y lared es even-
tualmente constante igual a 1o(p 1 (k). Por tanto, el conjunto {1¢(p x1(x))}
es abierto y, como las traslaciones son homeomorfismos en los grupos topo-
logicos, entonces todos los puntos de C(D,7!(K)) son también abiertos.
Supongamos ahora que existe U C C(D,C°(K,T)) x C(D,r'(K)) co-
nexo tal que C(D,C°(K,T)) x {1e(p (k) C U, luego U C pi(U) x
p2(U), donde p; : C(D,C°(K,T)) x C(D,n*(K)) — C(D,C°(K,T)) y
p2 : C(D,C°(K,T)) x C(D,m(K)) — C(D, 7 (K)) son proyecciones. En-

tonces

C(D,C°(K,T)) x {1l ()} €U C C(D,C(K,T)) x p2(U),
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vaque p1(U) = C(D,C°(K,T)). Como ademés pa(U) es conexo en C(D, ' (K))
que acabamos de ver que es discreto, entonces pa(U) = {a}, con a €
C(D, 7' (K)). Asi pues,

C(D,C(K,T)) x {lopaixy} €U C C(D,C°(K,T)) x {a},

y, como el elemento identidad pertenece a U, entonces no hay mas re-
medio que @ = lg(p (k). Por tanto, el tinico conexo que contiene a
C(D,C°(K,T)) x {lg(pa1(k))} vy que estd contenido en C(D x K,T) es
C(D,C°(K,T)), luego la componente conexa de la identidad de C'(D x K, T)
es C(D,C°(K,T)). O

Veamos un tltimo resultado auxiliar acerca de la divisibilidad de grupo
dual del espacio de Banach C(X,R) donde X sigue siendo un espacio com-
pacto, antes del Teorema principal de la seccion. Recordamos que un grupo
G es divisible si verifica la siguiente condicién: para todo n € N y para todo
elemento g € G, existe h € G tal que h™ = g. Entonces:

Lema 2.2.17 Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces el grupo dual

de C(X,R) es un grupo divisible.

-Demostracion-

Sean x € C(X,R)" y n € Z\ {0}. Por el Teorema 1.1.10 (en [19], [111] 6
[118]), dado x € C(X,R)" existe un elemento p € C(X,R)* tal que xy =
exp(p). Llamamos A := X% y estd definida de la siguiente forma: si f €
C(X,R), entonces \(f) = X(f)% = exp(u(f)/n), de donde u/n sigue siendo
un elemento de C'(X,R)*. Es de facil comprobacién que en ese caso, A €
C(X,R)" y ademas verifica que A" = x, con lo que C(X,R) es un grupo
divisible. O

Aqui tenemos ya el Teorema principal de la seccién:

Teorema 2.2.18 Sean X e Y dos espacios topolégicos Hausdorff compactos
metrizables no numerables con la estructura X = K1 x D1 e Y = Ky X
Do, donde K; es un espacio compacto conexo metrizable y D; un compacto
totalmente disconexo metrizable para cada i € {1,2}. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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1. C(X,T)=C(Y,T).

2. (a) Dy l(Ky) = D) 7 (K3), donde w(D1) y w(Ds) son los
pesos de Dy y Do, respectivamente, y

(b) C(Dl,T) = C(DQ,T),

-Demostracion-
1. = 2. Por hipétesis tenemos que

H
C(K1 X Dl,’]I‘) = C(K2 X DQ,T),
es decir, por el Lema 2.2.15,

C(D1xK1,R)xC (D1, T)xC(Dy, 7' (K1) 2 C(Dyx K2, R)xC(Dy, T)xC(Dy, 7' (K>)).
(2.12)
Asi pues, si tomamos cocientes en (2.12) por C(Dy x K1,R) x C(Dy,T)
que es la componente conexa de C(K; x D1, T) (Proposicion 2.2.16) y te-
niendo en cuenta que tanto H como su inversa llevan la componente conexa
de la identidad en la componente conexa de la identidad, obtenemos que

H:C(Dy, 7' (Ky)) — C(Dy, 7' (K3))

sigue siendo un isomorfismo topologico. De la Proposicién 2.2.10 sabemos
que

C(Dy, 7' (K1) = @) «'(K1) y también C(Dy, 7' (K2)) = @) «' (Ky).
w(D1) w(D2)
(2.13)
Como partiamos de

H

C(Dy, 7' (K1) = C(Da, 7w (Ks)),

entonces de (2.13) obtenemos
P (K1) = P (K2,
w(D1) w(Dz)

con lo que ya hemos probado la parte (a).

Falta probar la parte (b) de la segunda afirmacion de este resultado, es
decir que lo que resta es comprobar que efectivamente,

C(Dl,T) = C(DQ, T)
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Ahora, lo que vamos a hacer es restringir H a la componente conexa de
C(Dy x K1, T), y como lleva componentes conexas en componentes conexas
y su inversa también, H| queda asi,

Hy £ C(Dy, C7(K0, ) — C(Da, C*(Ka,T)),

que sigue siendo un isomorfismo topologico. Entonces, si en (2.12) restrin-
gimos H a la componente conexa de la identidad del espacio de partida,
obtenemos que

C(Dy x K1,R) x C(Dy,T) = C(Dy x K3, R) x C(Dy,T). (2.14)

Como X = D1 x K1y Y = Dy x K9 son compactos metrizables no
numerables por la estructura de los K; y D;, entonces, por el Teorema 2.1.1
la igualdad (2.14) se transforma en:

C(K,R) x C(Dy,T) = C(K,R) x C(Ds,T), (2.15)

siendo K un compacto metrizable no numerable. Dualizamos en (2.15), con
lo que obtenemos

C(K,R)" x A(Dy) = C(K,R)" x A(Ds), (2.16)

donde A(D;) y A(D3) son los grupos topologicos abelianos libres de Dy y
Do, respectivamente, los cuales verifican A(D;) = A(D;)™ = C(D;, T)"
para i € {1,2} (Nota 1.2.2 del Capitulo 1).

Para cada i € {1,2}, A(D;) es el grupo (topologico) abeliano libre sobre
D;. Los subgrupos de los grupos abelianos libres son abelianos libres, luego
son isomorfos a ®,Z. Como el grupo Z no es divisible, tampoco puede serlo
@aZ. De aqui se deduce que A(D;) no puede tener subgrupos divisibles, con
lo que A(D;) es un grupo reducido, donde ¢ € {1,2}.

Llamamos, entonces, ¢ al isomorfismo de (2.16). Ahora falta compro-
bar que o(C(K,R)" x {04(p,)}) = C(K,R)" x {04(p,)}. Como C(K,R)" x
{04(p,)} es divisible (Lema 2.2.17), ademas es el subgrupo divisible maximal
de C(K,R)" x A(Dy), y la propiedad de divisibilidad se conserva por iso-
morfismos, y tanto o = I?I| como o~ ! = ﬁjﬂ lo son, entonces o(C(K,R)" x
{04p)}) € CO(K, R)M x {04(p,)}; porque la segunda proyeccion, la que se
hace sobre A(D3), es 0 debido a que A(Dz2) es reducido, como acabamos de
ver. De la misma forma ocurre con o, luego o= (C(K,R)" x {04(p,)}) €
C(K,R)" x {04(p,)}, i-e., o(C(K,R)" x {04(p,)}) = C(K,R)" x {04(D,)}-
Partimos pues por C(K,R)" x {04(p,)} en la parte izquierda de la ecuacion
(2.16) y por C(K,R)" x {04(p,)} en la de la derecha. Asi pues obtenemos
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A(D1) = A(D»).
De esta forma, dualizando de nuevo, obtenemos
C(Dl, T) = C(DQ, T),
y ya hemos probado 2(b).

2. = 1. Ahora suponemos que

P (K1) = P 7'(K2) y C(D1,T) = C(Dy,T).
w(D1) w(D2)

De este isomorfismo @,,p,) Tl (Ky) & Dwp,) 7! (K3), obtenemos direc-
tamente que
O(Dy,m' (K1) = O(Da, ' (Ka2)),

ya que C(D;, 7' (K;)) = Do) 7l (K;) para i € {1,2} (Proposicién 2.2.10).

Falta ver, por tanto, que C(D1,C°(K;,T)) = C(Dy,C°(K2,T)), pero
esto se puede deducir del Lema 2.2.15, ya que ahi se prueba, entre otras
cosas, que

C(D;, C°(K;;, T)) = C(D; x Ki,R) x C(Dy, T),
donde i € {1,2}. Como del Teorema 2.1.1 tenemos que
C(Dy x K1,R) =2 C(D2 x K9, R),

y por hipotesis,
C(Dl, T) = C(DQ, T),

entonces

H : C(Dy,C°(Ky,T))xC(Dy, 7 (K1) — C(Dg,C°(Ko, T))xC(Dy, 7' (K>))

es un isomofismo topolédgico, tal y como queriamos probar. O
En el caso que los espacios D; y D2 son compactos metrizables total-

mente disconexos no numerables, entonces obtenemos como consecuencia el
siguiente resultado:
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Corolario 2.2.19 Sean X e Y dos espacios topoldgicos Hausdorff compac-
tos metrizables con la estructura X = K1 x D1 eY = Ky X Dy, donde K; es
un espacio compacto conexo metrizable y D; un compacto totalmente disco-
nezo metrizable no numerable para cada i € {1,2}. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. C(X,T)=C(Y,T).

2 @, (K) = @, 7 ().

-Demostracion-

Para poder aplicar el Teorema anterior 2.2.18, falta tan sélo probar una
hipotesis: C(D1,T) = C(D2,T). Pero ésta se deduce del Teorema 2.2.3,
debido a que los espacios Dy y Do son compactos totalmente disconexos
metrizables no numerables. Por otra lado, y debido de nuevo a la estructura
de los espacios D1 y Dy , éstos son 2AN, luego w(D;) = w(D2) = w. O

Pero si los espacios D1 y D2 son finitos, el Teorema 2.2.18 se reduce al
siguiente resultado:

Corolario 2.2.20 Sean X eY dos espacios topoldgicos Hausdorff compactos
con la estructura X = K1 x D1 e Y = Ko X Do, donde K; es un espacio
compacto conexo metrizable y D; un espacio topoldgico finito para cada i €

{1,2}. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. H:C(X,T)— C(Y,T) es un isomorfismo topoldgico.

2. |Di| =|Ds| =ny @, n' (K1) =P, ' (Ks).

-Demostracion-

Como los espacios topoldgicos finitos verifican que su peso coincide con su
cardinal, entonces del Lema 2.2.8 y del Teorema 2.2.18 ya obtenemos lo
afirmado en este resultado. ]

Nota 2.2.21 Si no eziste la parte totalmente disconexa ni en X ni enY en

el Teorema 2.2.18, es fdcil ver que éste se reduce al Teorema 2.2.1.
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2.3. Grupos unitarios de C*-algebras de grupo

Los resultados obtenidos anteriormente pueden aplicarse de un modo di-
recto al estudio de los isomorfismos entre grupos unitarios de C*-algebras.
Estas aplicaciones tienen especial relevancia en el caso de las C*-algebras
de grupo que a continuacién describiremos. En la Seccion 1.4, ya se intro-
dujeron los resultados basicos sobre las C*-dlgebras y la relacién de esta
teoria con los espacios de funciones continuas. Mas concretamente, si G es
un grupo localmente compacto abeliano, éste tiene asociada una C*-4lgebra
conmutativa C*(G) que se puede identificar con

Co(C*(G)",C) = Cy(G, C) (Teorema 1.4.17).

En el caso en que estemos trabajando con un grupo discreto LCA, tendremos
que CD(G,C) = C’(@, C), ya que G se convierte en un grupo topologico
abeliano compacto. Recordamos a su vez que G puede ser identificado con el
espacio de estructura de la C*-algebra de G. El algebra C (CAJ , C) tiene unidad
y su grupo de unitarios resulta ser C' (@, T), tal y como vimos en la Seccion
1.4.3 del Capitulo 1. Aqui es donde se encuentra el punto de union entre
lo que ya hemos estudiado para espacios topologicos (Seccion 2.2) y adonde
queremos llegar. Esto nos permitira ligar las relaciones entre C*-algebras de
grupo con las relaciones entre sus grupos duales.

El objetivo serd, utilizando los resultados de la Seccion 2.2, analizar qué
relaciéon debe existir entre dos grupos, cuando los grupos unitarios de sus C*-
algebras respectivas son isomorfos. Partimos, pues, de dos grupos topolégicos
discretos I'1, I's tales que los grupos de unitarios de sus C*-algebras asociadas
isomorfos topolégicamente, i.e.:

UC* (1)) =U(C* (),

0, lo que es lo mismo,

C(T1,T) = C(Ty,T).

Lo que pretendemos es encontrar alguna relacién entre los grupos I'; y
'y, o entre las C*-algebras asociadas C*(I'1) y C*(I'2), a partir del isomorfis-
mo entre los correspondientes grupos de unitarios de las C*-dlgebras, cuando
I'y y 'y son grupos topologicos discretos, y en ocasiones y bajo ciertas cir-
cunstancias, recorreremos el camino a la inversa.

En primer lugar, recordamos un resultado de [75], que se corresponde con
parte del Teorema 8.57 de dicho trabajo:
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Teorema 2.3.1 a) Sea G un grupo topoldgico abeliano localmente com-

pacto. Entonces la composicion de funciones:
Hom(T,G) ™S C\(T, G) % m1(G)

que a cada elemento de Hom(T, Q) lo lleva a su correspondiente clase
de homotopia, es un isomorfismo: cada clase de homotopia de funciones
continuas de T en G, que preservan puntos base, contiene exactamente

un homomorfismo.
b) Sea G un grupo compacto conexo. Entonces la composicion de funciones
. A incl J 1
pe G = C(GaT) e (G)v

que a cada elemento x de G lo lleva a su clase de homotopia [x], es un

isomorfismo.

La afirmaciéon del Teorema 2.3.1 que maés utilizaremos es la segunda. Es
decir que si G es un grupo compacto conexo, su grupo dual es isomorfo
al grupo de cohomotopia de G. Adaptamos la aplicacion ug del anterior
Teorema 2.3.1 a I un grupo abeliano discreto y queda de la siguiente forma:

Aqui trabajaremos con el isomorfismo pr : I' — 7!(T'), que esté relacionado
con pug de la siguiente forma: ur = ug o ar, esto es,

25T 24D,

donde ar es la aplicacion evaluacion de la dualidad de Pontryagin (Definicion
1.1.5) que en este caso es un isomorfismo topologico, ya que I' es discreto
(Ejemplo 1.1.7).

Ademas, identificaremos T con el espectro del algebra C*(T') y 7!(T') es el
grupo de cohomotopia de dicho espectro que a su vez podemos verlo, siempre
que I' sea un grupo discreto, como el siguiente cociente:

() = C(T,T)
Co(T,T)
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Como Co(f,T) es la componente conexa de la identidad, podemos identi-
ficar w1 (I') con el cociente del grupo de unitarios de C*(T) partido por su
componente conexa de la identidad:

Uuce(I))

™ 0= e,

12

En el capitulo 5 de [117] aparece ampliamente descrito el concepto de
clase de homotopia de funciones continuas entre dos espacios topdlogicos
X e Y, cuyo conjunto se denota en [117] por [X,Y]. En particular, alli
podemos encontrar el caso especial de cuando Y = T. El conjunto de las
clases de homotopia (o de cohomotopia, depende de los autores) de funciones
continuas de un espacio X en el circulo T viene denotado por H!(X), que
es un grupo abeliano, tal y como se describe en el Lema 5 de [117]. En el
Capitulo 1, podemos encontrar informacién acerca de dicho grupo, asi como
también en la seccién 2.1 de este mismo Capitulo 2.

El Teorema 2.3.1 adaptado afirma lo siguiente:

Teorema 2.3.2 Sea I' un grupo topoldgico discreto libre de torsion, entonces

la funcion
pr: T — (D)
x — [

es un isomorfismo de grupos. En otras palabras, cada funcion de TenT es
homotdpica exactamene a un caracter y el grupo de cohomotopia del espectro

de la C*-dlgebra asociada a T' es isomorfo a T

Si I' deja de ser libre de torsion, entonces pur pierde la inyectividad.

Nota 2.3.3 Sea I' un grupo topoldgico discreto. Entonces,
ker(ur) = tT,

donde tI" es la parte de torsion de I' y ademds es isomorfo al anulador de
fo, la componente conexa de f, esto es, el conjunto de todos los caracteres

de T que se anulan en Ty (Ecuacion 1.1 en el Capitulo 1).
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-Demostracion- R R
(C) Sea A € ker(ur), luego ur(A) € C°(I',T), esto es, A € C°(I',T) y si la
restringimos a I'y, seguird siendo elevable. Ademés tenemos que )‘Ifo es un

caracter de fo en T, con lo que )‘\fo € k:er(ufo). Del Teorema 2.3.2, sabemos

que fip, €s un isomorfismo, luego )\éo = 1, porque pertenece al niicleo de

1@, que en este caso, es la identidad de To. Asf pues, A(Tg) = {11}, con lo
que ya hemos obtenido que A € (fO)L, esto es, A € tI'.

D) Sea ahora A € tI". Como tI" & fo 1 ademas,
(2) y

f /\
Iy

entonces el elemento A € tI" induce un caracter

r
)\/ L= — T,
Lo
de tal forma que A = )\ o p, siendo p la aplicacién cociente p : r — fL
. 0
Como el grupo fL es compacto totalmente disconexo, existe una aplicacion
0

continua

tal que N = exp(f’). Ademas, N (To) = 1r, ya que A € (I'g)*, luego f'(Tg) C
Z.. Entonces hacemos la siguiente composicion:

f:fL LR

I

=

de forma que f := f’op es continua y verifica exp(f)(To) = exp(f'(p(To))) =
11, ya que f'(Tg) C Z. Por otro lado, la funciéon f verifica
A=XNop=exp(f')op=exp(f op)=exp(f),

luego A € ker(ur), por tener logaritmo continuo. O

A continuacion, presentamos un ejemplo con el que queremos resaltar la
importancia de la propiedad del grupo discreto de ser libre de torsién, o,
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equivalentemente la del grupo dual de ser conexo. Si no aparece dicha condi-
cion, la afirmacion del Teorema 2.3.1 o del 2.3.2 no tiene por qué ser valida.
Por otro lado, si el grupo discreto I' es de torsién, entonces ur mantiene la
propiedad de la sobreyectividad.

Ejemplo 2.3.4 La aplicacion ur del Teorema 2.3.2 no es sobreyectiva cuan-
do ' =17 X Zso.

-Demostracién-
De hecho, pzxz, tampoco es inyectiva, ya que el niicleo de esta aplicacion es
{0} x Z, tras lo visto en la Nota 2.3.3.

Veamos ahora que pzyxz, no es sobreyectiva. Recordamos que, segin lo
visto en el Teorema 2.3.2, ésta tiene la siguiente forma:

Pzxzy t DX Ly — (T X Zo)

En primer lugar, estudiamos cémo actian los elementos del grupo Z x Zo
como caracteres del grupo T x Zo. Este grupo sélo tiene dos tipos de carac-
teres:

X?(t,]) = jtn Yy Xg(tvj) - tn7
para todo par (t,7) € T x Zg, con j € {—1,1}. El caracter x} manda todo
elemento (t,7) € T x Zgy al elemento t" o a su opuesto —t", dependiendo del
valor de j € Zo, mientras que el caracter x4 manda a cada elemento (¢, j) al
correspondiente t”, independientement del valor que tenga j € Zo.

En segundo lugar, vemos que @ no es ni sobreyectiva ni inyectiva. Esco-
gemos por ello la siguiente aplicacion f € C(T x Zg, T):

si(t,j)eTx{1}: f(t,1) = t
si(t,7) €T x{=1}: f(t,—1) = 2

La pregunta que nos hacemos es si existe un caracter y € T X Zgo tal que
w(x) = [f], es decir, si x — f es homotodpico a la funcién constante igual a
17. Probamos con los dos tipos de caracteres que tenemos. Si n € Z:

o4 = 1) = =gl
&=, —1) = —t"2= 2

Asi, x1 — f restringido a la componente conexa de la identidad T x {1}, es
homotopico a 1 (esto es, tiene logaritmo continuo) si y s6lo si n = 1; en otro

caso, un homomorfismo continuo de la forma e*™ — ™™ con m # 0, no
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puede tener logaritmo continuo, ya que éste vendria dado por la aplicaciéon
r — rm por cada intervalo de periodo 1, y ésta no es continua. Asi pues, n ha
de tomar el valor 1. Pero, en ese caso, x}' — f no factoriza sobre T x {—1}. Lo
mismo ocurre para x5. Asi pues, hemos encontrado una aplicaciéon continua
f cuya clase de homotopia no incluye a ningtin caracter de T X Zs y puzxz,
no es sobreyectiva.

O

Como consecuencia del Teorema 2.2.1 de la seccién anterior, obtenemos
el siguiente resultado, pero desde la perspectiva de las C*-algebras de grupo.

Teorema 2.3.5 Sean 'y, I's grupos topoldgicos discretos libres de torsion

numerables. Entonces las siguientes afirmaciones equivalen:

1. Los grupos de unitarios de C*(I'1) y C*(I'z) son isomorfos topoldgica-

mente.
2. Los grupos C(ﬁ,’]l‘) Yy C(I/g,T) som isomorfos topoldgicamente.
3. Los grupos discretos I'y y I's son isomorfos.

4. Las C*-dlgebras C*(I'1) y C*(T'y) son isomorfas (como C*-dlgebras).

-Demostracion-

Como I'y y 'y son grupos discretos, numerables y libres de torsion, sus
correspondientes grupos duales son compactos, conexos y metrizables, es
decir, los espectros de las C*-algebras asociadas tendran esa forma. Entonces
la aplicacion pr; definida anteriormente, con j € {1,2}, es un isomorfismo
(Teorema 2.3.2). En general, si G es un grupo topologico compacto y conexo
(Teorema 2.3.1 o Teorema 8.57 de [75]), se tiene que:

C(G,T) = C°(G,T) x G.
Entonces, por el Teorema 2.3.2 podemos afirmar que
U(C™(T)) = U(C*(T}))o x T,

donde U(C*(I'j))o se corresponde a la componente conexa de la identidad
del grupo de unitarios de C*(I';) para j € {1,2}.
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Asi pues, el isomorfismo de la afirmacion (1) de este Teorema queda de
la siguiente forma:

U(C*(Fl))o x I'y %L{(C*(Fg))o x I's, (2.17)

y, como el isomorfismo de (2.17) lleva espacios conexos en conexos, ya tene-
mos lo que buscdbamos, puesto que, si partimos por la componente conexa
de la identidad en ambas partes de (2.17), llegamos a:

Pl = ]-_‘2)

y, si dualizamos en el anterior isomorfismo, obtenemos que los espectros de
las C*-4lgebras de I'; y I'y son isomorfos.

Por tanto, las afirmaciones 1. y 3. son equivalentes como también lo
son las afirmaciones 1. y 2., por definicién, ya que el grupo de unitarios de
una C*-algebra de Banach conmutativa de grupo coincide con el grupo de
funciones continuas del espectro en T (ver comentarios al comienzo de la
Seccion 2.3 o en la Seccion 1.4.3 del Capitulo 1).

Veamos ahora la doble implicacién que falta que también es conocida:
3. = 4. Por hipotesis, existe un isomorfismo (topologico)

¢ : Fl — FQ.
De esta forma, podemos construir una aplicacién

$:C(T,,C) — C(I'1,C)
fo— fo9,

y es facil de comprobar que @ es un isomorfismo. Por tanto, las C*-algebras
C*(I'1) y C*(I') son isomorfas.

4. = 1. Unicamente hay que observar que los grupos unitarios de dos C*-
algebras isomorfas A y B son necesariamente isomorfos y basta por ello que
probemos que si ¢ : A — B es un isomorfismo de C*-algebras, entonces

PU(A)) CU(B).

Analogamente se probarfa la inclusién contraria: ¢(U(A)) 2 U(B). Sea f €
U(A), luego

()" = o(f)o(f*) = o(f ) = o(1) = 1,
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asi como también ¢(f)*¢(f) = 1. Entonces se tiene efectivamente que
PU(A)) = U(B).

Por tanto, en el caso particular de las C*-algebras de grupo C*(I'1) y C*(I'2),
obtenemos

PU(C™(I'))) = U(C*(T2)),

con lo que C(Fl, T) = C(Fg, T), esto es, los grupos unitarios de las C*-
algebras C*(I'1) y C*(I'2) son isomorfos topologicamente.

0

Veamos ahora qué ocurre cuando trabajamos con dos grupos discretos
de torsiéon numerables, si suponemos que los grupos de unitarios de las C*-
algebras respectivas asociadas, o incluso estas C*-algebras, son isomorfos
entre ellos.

Lema 2.3.6 Sean T y Tb grupos topoldgicos discretos numerables de tor-

sion. Entonces las siguientes afirmaciones equivalen:
1. Las C*-dlgebras C*(T1) y C*(T») son isomorfas como C*-dlgebras.

2. Los grupos de unitarios de C*(T1) y C*(T3) son isomorfos topoldgica-

mente.

3. Los grupos T1 y 15 tienen el mismo cardinal.

-Demostracion-

1. = 2. En el Teorema 2.3.5, se probé esta implicaciéon para C*-algebras con
unidad cualesquiera.

2. = 3. Supongamos que los grupos de unitarios de C*(T7) y C*(T>) son
isomorfos topologicamente, esto es, C (ﬁ, Ty C (fg, T) son isomorfos topo-
logicamente. Entonces, por el Lema 2.2.8 de la Secciéon 2.2.2, obtenemos que
ﬁ es finito si, y so6lo si, fg lo es, y en ese caso, ambos tienen el mismo car-
dinal, llamémosle n. En ese caso, como el peso de un espacio finito coincide
con su cardinal, tenemos que

w(T;) = |Ti| = n con i € {1,2},

y ademés, w(7T}) = |T}| para todo grupo topolégico, donde i € {1,2}, enton-
ces se deduce que |T1| = |Tz| = n.
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De aqui concluimos también que si uno de ellos es infinito, el otro no pue-

de ser finito, y, como por hipétesis ambos son grupos numerables, entonces
obtenemos trivialmente que |T1| = |T3| = w.
3. = 1. Si los grupos 11 y 15 tienen el mismo cardinal, éste bien puede ser
finito bien w. En el caso que sea w el cardinal, entonces es facil construir
un isomorfismo entre C(T},C) y C(T3,C) tal y como se vi6 en el Teorema
2.3.5. Si 11 y T5 son finitos y del mismo cardinal m, entonces se deduce que
|Ty| = |T5| = m. De esta forma,

T ~ IT:
clfil =~ clal.

y las C*-algebras C*(T1) y C*(T3) son isomorfas trivialmente, en cualquiera
de los dos casos. O

Si dualizamos un grupo discreto numerable I', obtenemos que su grupo
dual G =T es compacto metrizable. En el Capitulo 1, Ecuacion (1.1), vimos
que
r

I
(tr)+

x (tI)* (2.18)

Dado que fi >~ (tI')", el isomorfismo de (2.18) queda asi:

[~ ()" x (i) (2.19)

Una vez visto esto, podemos ya establecer el principal resultado de esta
parte que se obtiene como consecuencia del Teorema 2.2.18 de la anterior
seccion.

Teorema 2.3.7 Sean I'y y I'y grupos topologicos discretos numerables. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los grupos de unitarios de C*(I'1) y C*(I'y) son isomorfos topoldgica-

mente.

2. |tT'1| = [tT'2] = « y, ademds,

GB try = tFQ'
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-Demostraciéon-

Por el Lema 2.2.15 y lo visto en (2.19), tenemos que

o —

UC™(ITy) = C((T)", R) x C((tT9)", T) x C((tL:)", (t)*+),

para i € {1,2}. Veamos ahora cada una de la implicaciones:
1. = 2. Por hipétesis y por el Lema 2.2.15, como los grupos de unitarios de
las C*-algebras asociadas a I'1 y I'y son isomorfos, entonces sabemos que

C((tT)* x (TN, T) = C((t0)* x (tTx)", T),

y por el Teorema 2.2.18, obtenemos que
P ()t =P ((ra)h),
(03 (63

y gracias al Teorema 2.3.2

—

@ (Tt = @ (o),

« «

I

que es lo mismo que decir
Iy Iy
— | = — 2.20
® ()= (r:) (220
(03 (0%
A su vez, también sabemos que C((tI'1)", T) = C((tI'9)", T) gracias al
Teorema 2.2.7, dado que los grupos (tI';)" son compactos metrizables total-
mente disconexos (no numerables). Con otras palabras, esto quiere decir que

los grupos de unitarios de las C*-dlgebras asociadas a los grupos tI'y y tI'y
son isomorfos, entonces por el Lema 2.3.6 obtenemos que

t01| = [t

si se lo aplicamos a los grupos discretos de torsiéon numerables tI'y y tI's, tal
y como aparece descrito en la afirmacion 2.

2. = 1. Supongamos ahora que

T\ T,
mi=mi=o s @ () =@ ()
(0% (0%
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—

El isomorfismo anterior se puede ver también como @, (tT'1)+ = @, (tI'2)*,

ya que para i € {1,2}, se sabe que (tI';)* = (tgl) Esto es lo mismo que

decir, por el Teorema 2.3.2, que

@ ™ tF1 @ ™ tPQ

Aplicamos, entonces, el Lema 2.3.6 y el Teorema 2.2.18, y ya obtenemos
el isomorfismo entre C(I'1,T) y C(T'2, T), i.e., entre los grupos de unitarios
UC*(I')) y U(C*(I'2)) de las C*-algebras asociadas a I'y y I'y, respectiva-
mente. O

En este altimo Teorema 2.3.7 no hemos dicho nada acerca de si el he-
cho de que las C*-algebras C*(I';) y C*(I'y) sean isomorfas es equivalente
a alguna de las afirmaciones de dicho Teorema. Para ello, presentamos un
resultado que relaciona el hecho de que estas dos C*-algebras de grupo sean
isomorfas con la afirmacion 2. del Teorema 2.3.7. Sin embargo, no son afir-
maciones equivalentes, como muestra el contraejemplo que veremos tras esta
proposicion.

Proposicion 2.3.8 Sean I'y y 'y grupos topoldgicos discretos tales que las

correspondientes C*-dlgebras C*(I'1) y C*(I'2) son isomorfas. Entonces |tI'1| =

@ tI'y @ trg

[tTa| = a y ademds,

-Demostraciéon-

Si las C*-algebras C*(I'1) y C*(I'2) son isomorfas, entonces sus grupos de
unitarios correspondientes son isomorfos (en la demostracion del Teorema
2.3.5). Por tanto, por el Teorema 2.3.7 ya obtenemos la tesis de este resultado.
O

El siguiente ejemplo es el que da a conocer unos grupos cuyas C*-dlgebras
de grupo asociadas no son isomorfas y sin embargo, sus grupos de unitarios
si lo son.
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Ejemplo 2.3.9 Sean I'y y 'y dos grupos discretos libres de torsion nume-

rables no isomorfos tales que
Hoerh=hhol,.

Entonces existe un isomorfismo topoldgico entre los grupos de unitarios de

las C*-dlgebras de grupo C*(T'y X Zg) y C*(T'y X Zs), aunque

C*(Fl X Zg) Q_ﬁ C*(FQ X ZQ)

-Demostracion- e
Llamamos A :=T'; y B :=TI's. Veamos de qué forma se descompone C(A x
Z2,T) y también C'(B x Zs, T):

C(A X Zy,T) 2 C(A x Z3,R) x C(Zy,T) x C(Zg, A),
y analogamente tenemos que
C(B x Z3,T) = C(B x Z3,R) x C(Z3,T) x C(Zs, B).
De esta forma, como C(ZQ,A\) =T ol y C(Zs, E) =Ty @Iy, v ademés,
ol =Toly
por hipétesis, entonces obtenemos efectivamente que

C(A X ZQ,T) = C(B X ZQ,T),

ya que por el Teorema de Milutin (Teorema 2.1.1) también se tiene que
C(A X Z3,R) =2 C(B x Z2,R). Sin embargo, las C*-algebras asociadas a los
grupos I'y X Zg y 'y X Zy no pueden ser isomorfas, ya que si lo fueran, este
hecho implicaria que los espectros de cada una de ellas serian homeomorfos,
esto es,

A x Z2 ~ B X ZQ,

luego, al restringir en este homeomorfismo a la componente conexa de cada
uno de los grupos, obtendriamos que

A~ B,
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~

luego w!(A) y 7'(B) tendrian que ser grupos isomorfos, y, como ! (A) = A
y analogamente, 7! (B) = B (Teorema 2.3.1), entonces A~ B.oloqueeslo
mismo, 'y = 'y (Ejemplo 1.1.7). Contradiccion, porque estamos suponiendo
que no son isomorfos. Efectivamente, las C*-algebras asociadas a los grupos
I'y X Zo y I's X Zs no son isomorfas, aunque sus grupos de unitarios si
que lo son. Por tanto, la hipétesis y la tesis de la Proposiciéon 2.3.8 no son
equivalentes.

g

Nota 2.3.10 Es posible encontrar dos grupos discretos libres de torsion nu-

merables con las propiedades nombradas en el Ejemplo 2.5.9.

-Demostracion-
Para justificar la existencia de dichos grupos, vamos a utilizar el siguiente
resultado de [53] acerca de grupos libres de torsiéon que afirma:

Lema 91.7 Para todo entero m > 2 existen dos grupos numerables libres de

torsion no isomorfos A y B tales que
Da=Ps
n n
stempre que m divida a n.

Si escogemos m = n = 2, por el Lema 91.7 de [53] tenemos que existen dos
grupos libres de torsién numerables T; y 15 tales que

el =Ty, T5.

El isomorfismo anterior T7 DT = To®T5 es un isomorfismo de grupos, pero si
suponemos que 17 y T5 son grupos discretos, entonces éste se convierte en un
isomorfismo topolégico. Por tanto, podemos encontrar grupos discretos libres
de torsiéon numerables T y 15, no isomorfos, cumpliendo las condiciones del
Ejemplo 2.3.9. g

A continuacién, presentamos una tabla con el fin de mostrar una serie de
ejemplos de grupos discretos entre los cuales habra algunos que tengan los
grupos unitarios isomorfos y otros no tienen por qué.
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r Lo | QU(CHT) 2UCH(Ty)?
Ejemplo 2.3.9 T1 X Zo T X Zo Si
Ejemplo 2.3.11 7 X ®yly | Dol X Byl Si

Ejemplo 2.3.12 (1) | ZxZy | ZxZ x Zs No

Ejemplo 2.3.12 (2) DuZ Z X Bylo No

Ejemplo 2.3.12 (3) | ®uZ X Zs 7 X @yl No

Ahora veremos la descripcién y motivacion de cada uno de los ejemplos
que han aparecido en la tabla. Comenzamos por el siguiente:

Ejemplo 2.3.11 Los grupos I't =7Z X ®,Zo y I's = ®,Z X BZs verifican

las hipotesis del Teorema 2.3.7, ya que

Pz=PH Pz y | =ty =w,

w

luego por dicho Teorema tenemos que C(T x 2¢ T) =2 C(T¥ x 2¢,T), aun-
que las componentes conexas de fl Y fg ni tan siquiera tienen la misma
dimension. De modo que los grupos f\l Y f; no son homeomorfos. De nuevo,
obtenemos otro ejemplo de dos grupos cuyas C*-dlgebras de grupo asociadas

no son isomorfas pero si lo son los grupos de unitarios correspondientes.

Los siguientes ejemplos describen los grupos topoldgicos discretos de la
tabla cuyos grupos de funciones continuas no pueden ser isomorfos entre ellos,
esto es, los grupos unitarios de las C*-algebras de grupo correspondientes,
tras lo visto en el Teorema 2.3.7.

Ejemplos 2.3.12 1. Los grupos son 'y =Z X Zo y o =7 X 7 X Zs.
2. Los grupos son I'y = @2 y 'y = ®,Zs X Z.

3. Los grupos son I'y = @©,Z X Lo y 'y = ©,Zo X Z.
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-Demostraciéon-

Seguimos la terminologia del Teorema 2.3.7:

1.

En este caso, tenemos que los grupos I'y y I's tienen la misma parte de
torsion, Zs, por lo que [tI'1| = [tT'2| = 2. Por otro lado,

I'y
@E:Z@Z

«

'y
2 —70ZOLOL
@tm DLOLDL,

[0}

y estas sumas no son isomorfas. Entonces por el Teorema 2.3.7, los gru-
pos de funciones continuas correspondientes no pueden ser isomorfos,
esto es, los grupos de unitarios U(C*(Z x Zz)) y U(C*(Z X Z x Z3)) de

las C'*-algebra asociadas, y éstas tampoco.

De igual forma calculamos tI'y y tI's, y obtenemos que I'; tampoco
tiene parte de torsién mientras que la de I's es la siguiente: tI'y = &, Zs.
Entonces, oy = 1, pero ag = w. Luego el Teorema 2.3.7 nos dice de
nuevo que C(T¥ T) y C(2* x T, T) no pueden ser isomorfos.

En este caso, la parte de torsion de I'y es Zso, luego su cardinal es
2, mientras que la parte de torsién de I'y es @,Z2 y su cardinal w.
De nuevo, por el Teorema 2.3.7, obtenemos que los grupos de unita-
rios U(C*(BwZ X Z2)) y U(C*(Z x ®,7Z2)) no son isomorfos, asi como
tampoco lo son sus C*-4lgebras asociadas.

O



Capitulo 3

Aplicaciones separadoras entre
grupos de funciones continuas

evaluadas en T

3.1. Introducciéon

La deduccién de relaciones topolégicas entre dos espacios topolégicos X
e Y a partir de las relaciones algebraicas, topolégico-algebraicas o de orden
que puede haber entre sus correspondientes espacios de funciones continuas
reales tiene una amplia historia y literatura. De hecho, el primero de estos
resultados se debe a Banach ([18]) para espacios métricos compactos, y poco
tiempo después, fue Stone el que generalizé el resultado de Banach y lo
convirtié en lo que hoy en dia se conoce como el Teorema clasico de Banach-
Stone que afirma lo siguiente:

Teorema 3.1.1 (Banach(1932), Stone(1937)) Sean X eY espacios to-
poldgicos compactos Hausdorff. Si T : C(X) — C(Y) es una isometria
lineal sobreyectiva, entonces H induce un homeomorfismo entre Y y X y

ademds, H tiene la siguiente forma:
(TH)(y) = aly) f(h(y)),
donde a € C(Y) yh:Y — X es dicho homeomorfismo.

83
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-Demostraciéon-

Un esquema de la demostracion es el siguiente:

La aplicaciéon dual de T', denotada por T™, preserva puntos extremales de las
bolas duales, que son exactamente aquellos funcionales lineales de la forma
Adz con A € K de modulo 1. Asi pues, T%(dy) = a(y)dp(,) define una funcion
escalar a : Y — K y una aplicacién h : Y — X, es decir,

(T1)(y) = aly) f(hy)),

para todo y € Y y f € C(X). Es simple rutina comprobar que h es un
homeomorfismo y que a es continua (vease, por ejemplo, [35]). O

Desde entonces hasta ahora, se ha estado investigando en la forma de
extender este Teorema a otro tipo de espacios. Para alcanzar este objeti-
vo, una de las més utiles herramientas ha sido el concepto de aplicacién
separadora o de disjointness preserving map, que va un poco mas alla del
concepto de isometria lineal usado en el Teorema de Banach-Stone, ya que
toda aplicacién de este tipo es separadora. De esta forma, se han encontrado
resultados anélogos al Teorema clésico de Banach-Stone para espacios de
funciones continuas evaluadas en R o C, en un espacio de Banach general, o
incluso para espacios de funciones sobre espacios topolégicos X e Y con pro-
piedades distintas de la compacidad, como la de ser localmente compactos o
realcompactos.

De aqui en adelante supondremos que X e Y son espacios topologicos
completamente regulares Hausdorff. En este capitulo nos centraremos en los
grupos de funciones continuas de un espacio topolégico que toman valores
en un grupo, concretamente en T, y estudiaremos si es posible encontrar
resultados analogos al Teorema de Banach-Stone en funcién de las propie-
dades de X e Y que se vayan anadiendo, como pueda ser la propiedad de
ser compactos (Seccion 3.2), k- y p-espacios (Seccion 3.3), 1AN y realcom-
pactos (Seccion 3.5), y de la topologia con la que se dote en cada caso a
los grupos de funciones continuas C(X,T) y C(Y,T), como puedan ser la
topologia de la convergencia uniforme, cuando X e Y son compactos (Sec-
cién 3.2) o realcompactos y 1AN (Seccion 3.5), topologia de la convergencia
puntual (Seccion 3.4), en el caso en que son sélo completamente regulares, y
la topologia compacta abierta (Seccion 3.3).

Para resolver el problema de extender el teorema de Banach-Stone para
aplicaciones entre grupos de funciones continuas evaluadas en T, trabajare-
mos en el contexto de las aplicaciones separadoras y ademas, emplearemos
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continuamente técnicas conocidas de la dualidad de Pontryagin. Pero la pri-
mera cuestion es elegir el significado adecuado del concepto de aplicacion
separadora para grupos de funciones continuas evaluadas en T. Para dar
forma al nuevo concepto, damos la siguiente definicion:

Definiciéon 3.1.2 Sean f, g € C(X,T). Se dice que f y g estan separadas,
si para todo x € X f(x) =11 6 g(x) = 1.

Y el concepto de aplicaciéon separadora adaptado a T es como sigue:

Definiciéon 3.1.3 Un homomorfismo H : C(X,T) — C(Y,T) se dice que
es separador, si dadas f, g € C(X,T) tales que para todo x € X f(x) =1t o
g(x) = 11, entonces se tiene que para todoy € Y (Hf)(y) =1t o (Hg)(y) =
1.

En otras palabras, un homomorfismo H se dice que es separador si lle-
va aplicaciones separadas en aplicaciones separadas, o bien, si dadas f, g €

C(X,T) tales que (f~1({11}))U(g *({11})) = X, entonces ((H f)~1({1r}))U
(Hg)"({11}) =Y.

Sea, pues, la aplicaciéon
H:CX,T)— C(Y,T),

que supondremos a largo de todo el capitulo que es un isomorfismo topolégico
separador. Dependiendo de la seccién en la que nos encontremos, H actuara
sobre C°(X,T) (vease Ecuacion 1.2 en el Capitulo 1) o sobre todo el grupo
C(X,T).

En este Capitulo 3, utilizaremos con frecuencia el siguiente argumento,
en el que denotamos por 7. la topologia compacta abierta y por t,(A) la
topologia de la convergencia puntual sobre los elementos de A.

Proposicion 3.1.4 Sean (G,7¢) y (H, ) dos grupos topoldgicos abelianos.
Sea, ademds, T : G — H un isomorfismo topoldgico. Entonces el homomor-

fismo dual:
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y el homomorfismo dual

son isomorfismos topoldgicos.

-Demostracion-
Probemos en primer lugar que el homomorfismo dual de T" es un isomorfismo
algebraico.

1. T es un homomorfismo:

Sean \, B € H. Entonces,

T(AB) = (AB)oT = (Ao T)(BoT) = T(NT(B).

2. T es un homomorfismo inyectivo:

Sea 3 € H tal que T\(ﬂ) = 1, esto es, por la definicién de homomor-
fismo dual
ol =1g,

luego para todo g € G, se deduce que 3(Tg)) = 1r. Como el homo-
morfsimo T' es sobreyectivo, entonces se tiene que 3(h) = 1t para todo
h € H, con lo que (3 es finalmente el elemento identidad del grupo dual
H , tal y como queriamos probar.

3. T es un homomorfismo sobreyectivo:
Sea 3 € G y definimos a partir de él la siguiente aplicacion [’ :=
B o T~ 1. Esta serd de hecho la antiimagen de 3 por T, con lo que
nos falta probar que §’ € (H,t,(H)) por un lado y por otro, que
g € (H,7.), segiin con qué topologia estemos trabajando. Para ello:
a) 3 es un homomorfismo: esto es asi, ya que la inversa de Ty S lo
son.

b) 4’ es continuo:

Sea pues (h;); € H una red convergente a h € H. Como T es, es
particular, una aplicacién abierta, tenemos que T '(h;) converge a
T=1(h), es decir que para todo caricter continuo p perteneciente a
(@,tp(G)) (6 a (G, 7)), tenemos que

p(T = hy) ~» (T~'h),
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en particular, para u = B3: B(T'h;) ~ B(T~1h). Esto implica que el
homomorfismo 3 es continuo, con lo que 3’ pertenece a (H,t,(H)) (a

(G, 72)).

Maés atn, el caracter 3 verifica que
T(B)=poT=(8oT ") oT=4.
Por tanto, el homomorfismo dual de T, f, es a su vez sobreyectivo.

A continuacion, veamos que T es continuo y abierto respecto de la topo-
logia de la convergencia puntual ¢,(H) y t,(G).

s T es continuo:

Sea entonces (g;); C H convergente a o € H con la topologia débil
tp(H), que proviene de la de H. Entonces, para toda h € H, tenemos
que g;(h) converge a p(h). Como T es sobreyectivo, obtenemos que para
toda g € G, 0;(Tg) converge a o(Tg). Pero o;(Tg) = t(0;)(g), entonces
T(0i)(g) converge a T(0)(g). Por tanto, T(g;) converge a T(o) en la
topologia de la convergencia puntual sobre los elementos de G 'y H.

= T es abierto:

El proceso es andlogo al del paso anterior. Sea pues (0;); C G una
red convergente a o € G en la topologia débil ¢,(G). Por tanto, la red

(05(g)) converge a o(g) para todo g € G. Como T es sobreyectivo,
obtenemos que para todo indice i existe o; € H tal que T(oy;) = 0.
Por otra parte, sabemos que existe a € H tal que

T(a) =o.
Asi pues,

T(ew)(g) ~ T(a)(g)
<:>042»(Tg) > a(Tg).

De nuevo utilizamos la sobreyectividad de T y obtenemos que, para

toda h € H,
ai(h)  ~  a(h)
= o tr{H1) a
= T o) " T (o).

Por tanto, T-1 es continua y esto implica que T es finalmente abierta.



88  CAPITULO 3. APLICACIONES SEPARADORAS ENTRE
GRUPOS DE FUNCIONES CONTINUAS EVALUADAS EN T

Queda por ver que el homomorfismo dual T también es un isomorfismo
topologico respecto de la topologia compacta abierta.

= 7" es continuo:

Sean K C G compacto y € > 0, luego P(K,V,) es un entorno béasico
de la identidad de G, donde ademés V; := {€2™ : |¢| < ¢}. Entonces,
como T'(K) es sompacto en H, elegimos como entorno de la identidad
de 15, al conjunto P(TK,V;) y éste verifica

P(TK,V.) € T(P(K,V)),
luego T es continuo.

= T es abierto:

Se prueba de forma analoga. Sean, pues, ) € H compacto y € > 0.
Entonces T~ !(Q) es un subconjunto compacto de G. De esta modo,
damos forma al entorno de la identidad de 15 y éste es: P(T71Q), Vo)
que cumple, como antes,

T(P(Q,V.)) € P(T™'Q), Vo).

Por tanto, el homomorfismo dual de T', T : (ﬁ ,Te) — ((A;, Tc), €8 Un isomor-
fismo topoloégico respecto de la topologia compacta abierta.
O

Nota 3.1.5 Sean (G,7¢) y (H,Tm) dos grupos topoldgicos abelianos. Si el
homomorfismo T' : G — H sdlo es continuo, entonces el homomorfismo

dual:

T:(H, ) — (G,71)

es también continuo, ya que en la demostracion de la continuidad respecto de
la topologia compacta abierta de la Proposicion 8.1.4 no hacia falta ninguna

propiedad mds sobre T.
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3.2. Espacios compactos

Sean X e Y espacios topologicos compactos Hausdorff. Dotamos a los
grupos C(X,T) y C(Y,T) de la topologia de la convergencia uniforme. Tras
lo visto en la Introduccioén,

C(X,T) = C°(X,T) x n'(X) (Ecuacion (1.2)),

por lo que en primer lugar restringiremos H a C°(X,T) y seguidamente, uti-
lizaremos los resultados obtenidos para aplicarselos a todo el grupo C(X, T).

En el anterior Capitulo 2, ya estudiamos el tipo de relacion que podia
existir entre dos espacios topoldgicos compactos X e Y, e incluso entre dos
grupos topologicos discretos I'1 y I'o, a partir de un isomorfismo topologico
entre los grupos de funciones continuas C'(X,T) y C(Y,T), y también a
partir de un isomorfismo entre las C*-algebras de grupo asociadas a I'y y Iy,
o entre sus grupos de unitarios. Aqui nos vamos a centrar en los isomorfismos
topologicos entre grupos de funciones continuas evaluadas en T, pero vamos a
emplear una herramienta maés: aplicaciones separadoras, que pone la base a la
existencia de un homeomorfismo entre los espacios X e Y. Sin lugar a dudas,
ambos capitulos estan relacionados; mas adn si cabe en esta Seccion 3.2,
cuando los espacios X e Y son compactos, ya que partimos de un isomorfismo
topologico separador entre los grupos C(X, T) y C(Y, T), que se corresponden
con los grupos de unitarios de ciertas C*-algebras conumutativas A y B,
siendo los espacios X e Y los espacios de estructura de éstas.

3.2.1. Restriccion a C°(X,T)

El objetivo es encontrar una relacién entre los espacios X e Y a partir
de H. Si nos restringimos a C°(X, T), entonces podremos obtener resultados
satisfactorios debido, entre otras cosas, a la relaciéon que existe entre dicho
espacio y C'(X,R) (Proposicion 1.2.4). Lo primero que cabe preguntarse es
si H(C°(X,T)) = C°(Y,T) y esto es consecuencia de la propiedad de ser un
isomorfismo topologico.

Lema 3.2.1 Sean X eY espacios topoldgicos compactos y sea H : C(X,T) —
C(Y,T) un isomorfismo topoldgico. Entonces H(C°(X,T)) = C°(Y,T).

-Demostracion-
Sabemos que C°(X,T) es un espacio conexo, por ser imagen continua del
espacio de Banach C'(X,R), luego conexo, mediante la aplicaciéon exponencial
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exp : C(X,R) — C(X,T), f — €2™f. Mas atn, es la componente conexa
de la identidad de C(X,T) y esto se puede probar de forma analoga a la
Proposicion 2.2.16 del Capitulo 2, es decir, se supone que existe un conexo
U C C(X,T) tal que C°(X,T) C U y con ayuda de la Ecuacion 1.2 llegamos
a una contradiccion.

Entonces, como H es un isomorfismo topolédgico, éste lleva la componente
conexa de la identidad de C'(X,T) en la componente conexa de la identidad
de C(Y,T). Por tanto,

H(C°(X,T)) = C°(Y,T).

La restriccion de H a C°(X, T) mantiene las propiedades topologicas que
tenia H cuando estaba evaluada sobre todo el espacio C'(X,T), es decir, el
homomorfismo H restringido a C°(X, T) es continuo y abierto, es, por tanto,
un homeomorfismo.

El procedimiento que vamos a seguir a partir de ahora se enmarca dentro
de la teoria de dualidad de Pontryagin y también dentro de la teoria de las

aplicaciones separadoras. Por ello, lo primero que haremos sera dualizar el
isomorfismo topolégico separador H:

H:Co(Y,T)" — C°(X,T)".
Ademas, de [55] tenemos el siguiente resultado,

Lema 3.2.2 Si X es compacto y M (X) denota el espacio de las medidas
de Radon con soporte compacto sobre X, entonces el grupo C2(X,T)" se

puede identificar algebraicamente con el grupo
M (X)) i={p e M(X): /X fdu € Z para toda f € C(X,Z)}.
mediante el isomorfismo x : M (X)~ — C(X,T)" dado por:
[Ox(IB() = eap(2ri [ fdp)

para toda f € C(X,R).
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Y es este Lema el que ayuda a transformar Henla siguiente aplicacion:

H: MJ(Y)™ — M (X)™.

Entonces, como consecuencia de la Proposiciéon 3.1.4 tenemos también:

Proposicion 3.2.3 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff.

Entonces, la aplicacion dual
H: (M(Y)™,1,(CO(Y,T))) —  (Me(X)™,1,(CO(X,T)))
p — poH,

de Hico(x,T) €s un isomorfismo topoldgico.

Por otro lado,

Nota 3.2.4 La aplicacion dual de H, H : (Mc(X)™,7.) — (Mc(Y)™,7)

es un isomorfismo topoldgico con la topologia compacta abierta 7.

-Demostracion-
De nuevo, se obtiene como consecuencia de la Proposicién 3.1.4. O

Es facil de ver que Y se sumerge en C°(Y, T)" de una forma natural:

Y — CO(Y,']T)/\
Yy = (5y

De hecho, se trata de una inmersién topoldgica:

Proposicion 3.2.5 Sea Y un espacio topoldgico compacto. Entonces, la in-

Mersion

J:Y — C°(y,T)"
y = 5y

es topoldgica.
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-Demostraciéon-

En primer lugar, vamos a ver que J es inyectiva. Sean entonces y, w € Y tales
que J(y) = J(w), es decir, §, = &,,. Asi pues, tenemos que dy(f) = 0y (f)
para toda f € C°(Y,T), luego

fly) = f(w) Vf e C°(Y,T). (3.1)

Si suponemos que y # w, por ser Y Hausdorff, existen entornos abiertos U,
y Uy de y y w, respectivamente, tales que U, NU,, = 0. De la misma forma
y gracias a que Y es completamente regular, como y ¢ Y \ Uy, subespacio
cerrado de Y, existe g € C(X, [0, 1]) tal que g(y) =0y g(Y \Uy) = {1}. Sea
be (R\Q)N]0, 1], luego bg(y) =0y bg(Y \ U,) = {b} y ademas,

e27ribg(y) =1ry e27ribg(Y \ Uy) _ {627rib} 7& 11,

luego €2™t9() £ 2mib9(W) va que w € Y\ U,. Pero e*™9 ¢ C°(Y,T) y ya
hemos llegado a una contradiccion con (3.1). Por tanto, la aplicacion J es
inyectiva.

En segundo lugar, veamos que J es una inmersion topologica. Sea, pues,
(yi)i €Y un red convergente a yp € Y con la topologia original de Y. Sea
ahora f € C°(Y,T), luego f(y;) converge a f(yp) con la topologia compacta
abierta. Esto es,

Oy; (f) ~ 0y (f)

puntualmente, luego con la topologia t,(C°(Y,T)). La cuestion es si la red
(0y,) converge a 6y, con la topologia compacta abierta. Sean, por tanto,
K C C°(Y,T) compacto y € > 0. El espacio K sigue siendo compacto en
C(Y,T), luego por el Teorema de Ascoli-Arzela se tiene que K es un conjunto
equicontinuo sobre Y, luego, en particular, sobre yg € Y. Dado un entorno
de 1r, por ejemplo Ve, existe U € E(yo) tal que

g(U) S Ve Vg € K.

A su vez, como U es un entorno abierto de 3, existe un indice iy tal que
y; € U para todo 7 > i;. Esto implica que g(y;) € g(U) para todo i > i1 y
para toda g € K. Entonces, si g € K,

8y;(9) = 0yo(9) = 9(yi) — 9(yo) € VeVs C Ve

Asi pues, la red (y;) C Y converge a yo con la topologia compacta abierta
restringida a Y. Esto es, J es una aplicacién continua. Como

J:Y — J(Y)(C CoY,T)")
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es una biyeccién continua en su imagen, que es Hausdorff, entonces J es
abierta en su imagen. Por tanto, la inmersién J es topologica.
O

A lo largo de esta secciéon haremos continuamente el siguiente abuso de
notacién: cuando mencionemos un elemento y de Y y calculemos su imagen
por H ly, nos estaremos refiriendo a la imagen de la aplicacion evaluacion
Xy 1 C°(Y,T) — T, tal que xy(f) = f(y) por H}y, esto es, a Hjy (xy), ya que
como acabamos de ver en la Proposicién 3.2.5, la inmersién del espacio Y en
C°(Y, T)" es topologica. En ocasiones, también identificaremos ﬁ‘y(y) con

ﬁ|y(6y), siendo ¢, la aplicacion evaluacion 6, : C(Y,R) — R.

Por tanto, si restringimos Hay
Hy 1 Y(C M(Y)™) — Mc(X)™,

tenemos que ésta es continua con la topologia original de Y, tras lo proba-
do en la Proposiciéon 3.2.5. Una pregunta natural que surge es qué tipo de
medidas en concreto contiene el conjunto Hy (Y). Hasta el momento, éste
es subconjunto de M (X)™, pero quizés podamos anadir algo mas. Efecti-
vamente, éste va a ser el caso, pero procederemos paso a paso. Por ello y
en primer lugar, investigaremos el soporte de la medida H v (y) para cada
y € Y. Cabe destacar que la propiedad de H de ser un homomorfismo separa-
dor juega un papel muy destacado en este resultado a la hora de determinar
el soporte mencionado.

Proposicion 3.2.6 Para todo y € Y, el soporte de la medida Eﬁy(y) €

M (X)™ contiene un inico elemento x € X.

-Demostracion-

Sea y € Y. Como ﬁ‘y(y) € M. (X)™ para cada y € Y, entonces su sopor-
te no puede ser el conjunto vacio, ya que en ese caso, por la inyectividad
del homomorfismo dual H , tendriamos que ¢, = y serfa la medida nula de
M. (Y)™ y evidentemente, no lo es. Asi pues, para cada y € Y,

supp(Hyy (y) = K, € X,

con K, un compacto de X, distinto del conjunto vacio.
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Supongamos ahora que supp(ﬁ|y(y)) D {x1, 22}, con x1 # x9, 7; € X.
Como son puntos distintos, existen sendos entornos abiertos Uy de z1 y Us
de x9 tales que Uy NU, = (. Por otro lado, se tiene que para todo i € {1, 2},
cada uno de ellos pertenece a U;, entornos abiertos en X, luego existen
fi € C(X,R) tales que coz(f;) CU; y

Hy(y)(fi) #£0, Vi€ {1,2},

tomando a H iy (y) como un elemento més del espacio de medidas M.(X)".
Si

Hy (y)(f1) =n1 € Z\ {0} v Hyy(y)(f2) =n2 € Z\ {0},

escogemos b € (R\ Q) N0, 1] para seguir trabajando con bf; para i € {1,2}.
Asi pues, coz(bf;) CU; y

H (20 (y) = ey WO £ 1w € {1,2),
Como H es una aplicacion separadora, entonces existe g € X tal que
627ribf1(xo) # It v 627ribf2(900) 7& 1T,

luego (bf;)(zo) ¢ Z, en particular, estas funciones no se anulan en xy € X.
Por tanto,

0 # coz(bf1) Ncoz(bfy) C U NU; = 0.

Contradicciéon. Asi pues, para todo y € Y existe un tnico z € X tal que

supp(Hyy () = {=}.
O

De esta forma, obtenemos que el homomorfismo dual de H, restringido a
Y, Hjy manda todo y € Y a una medida de M (X)™ con soporte un tinico
punto, esto es,

supp(H)y (y)) = {z}.
El siguiente resultado ayudaré a determinar déonde acaba exactamente el
conjunto H, ‘Y(Y). Para ello, utilizaremos la siguiente notacion:
RX :={rz: reR, z € X},

donde estamos identificando cada punto x € X con su correspondiente me-
dida evaluacion §, € M.(X)™; analogamente definimos ZX, pero con los
coeficientes tomados como elementos de Z.
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Lema 3.2.7
M(X)"NRX =ZX

-Demostraciéon-

So6lo es necesario demostra una inclusion, la otra es evidente.

(C) Sea, ahora, p € M.(X)~NRX. De esta forma, la medida p verifica que
wu(f) € Z para toda f € C(X,Z) y ademas, p tiene la forma p = rd,, con
reRyax e X. Sea, pues, f € C(X,Z), luego

ro:(f) = rf(z) = u(f) € Z,

con lo que r ha de ser un ntimero entero igualmente. Por tanto, M (X )™~ N
RX C ZX. ]

Por tanto,

Proposicion 3.2.8 La imagen de ﬁ|y estd contenida en el conjunto

{nz: nelZ, e X}.

-Demostracion-
Como para todo y € Y, la medida Hy (y) tiene como soporte un tinico punto
x € X, tenemos que

ITI‘Y(Y) C{rdy: reR, z € X}.

Por otra parte, para cada y € Y, la medida fAI|y(y) pertenece a M.(X)™,
luego por el Lema 3.2.7, tenemos que efectivamente,

H, |Y(Y) CZX.
O
A continuacién, resumimos ciertas propiedades de H}y que nos iran acer-

cando poco a poco a la representacion del isomorfismo topologico separador
H mediante un homeomorfismo entre los espacios compactos X e Y.
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Proposicion 3.2.9 La aplicacion

Hy:Y — MJ(X)~

Yy = Ty,

donde ny € Z, y para caday € Y, el punto x € X es justo el correspondiente

al soporte de ﬁ‘y(y), estd bien definida y es continua.

-Demostracién-
Veése la Proposicion 3.2.5, la Proposicion 3.2.8 y los comentarios hechos tras
ésta. O

Por tanto, para cada y € Y existe n € Z tal que

Hy (y) = nsupp(Hyy (y)) = nz,

donde = es un punto de X que depende tinicamente del y € Y del que se
parte. Ahora, vamos a definir las siguientes aplicaciones a partir de Hjy. En
primer lugar, definimos

h:Y — X
y +—— supp(Hy(y)),

que es justo la que manda cada y € Y al punto x € X perteneciente al
soporte de Hy (y) como medida de M (X)™. Y en segundo lugar, definimos

6:Y —7Z

de modo (y) = n, donde n, es el entero correspondiente al punto y mediante
la aplicacion Hy. Asi pues, para todo y € Y, tenemos que,

Hyy (6,) = Hyy (y) = B(y)h(y), (3:2)
mas atn, para f' = e?™f € C°(X,T) ey €Y,
H(e*™)(y) = Hy(y)(e™)
—  e2miHy (y)(f)

e?ﬂ'izf(:c)

e2miB(y) f(h(y))
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Como caso particular, si f € C(X,R) es una aplicaciéon constante, por ejem-
plo, si f =8 con s € R, tenemos que

H(e2ﬂ'i§) (y) _ 627riﬁ(y)§(h(y)) — eQﬂiﬁ(y)S (33)
para todo y € Y.

Asf pues, ya tenemos representado al isomorfismo separador H mediante
una aplicacién h entre los espacios X e Y. Pero, jqué propiedades tienen las
nuevas aplicaciones h y 87 Comenzamos con §:Y — Z.

Proposicion 3.2.10 La aplicacion B : Y — 7Z es continua y no puede

tomar el valor 0.

-Demostracion-
En primer lugar comprobaremos que (3 es continua y a continuacién, veremos
que B(y) # 0 para todo y € Y.

= Probemos, en primer lugar, que la aplicacion § es continua:

Definimos una nueva aplicaciéon que ayudara a demostrar dicha conti-
nuidad:
H:Y —T

dada por H(y)(t) := H(e2™™)(y). donde t = €2™" < T. Asf pues, tras
lo visto en (3.3), dados y € Y y t = €™ € T, la nueva aplicacion H
tiene la siguiente forma:

9]

H(y)(t) = e2mirB(y) — tﬁ(y)7

luego claramente, para cada y € Y, ﬁ(y) € 'ﬁ‘, esto es , es el caracter
que a cada elemento ¢ de T lo envia a t5®).

Ademas, si (y;); € Y es una red convergente auny € Y y t € T,
entonces

(Hyi)(t) = (HE)(y:) ~ (HD)(y) = (Hy)(?),

ya que (Ht) es una aplicacion continua, es un elemento de C(Y, T). Por
tanto, H (y;) converge a H(y) puntualmente sobre los elementos de T
y H es continua con la topologia puntual t,(T). Como ('ﬁ‘,tp(T)) =
(Z,7p), donde T representa a la topologia de Bohr, la aplicacion H es
continua con dicha topologfa, con lo que H (Y') es compacto en (Z, 7).

Por otra parte, el teorema de Glicksberg (en [62] que generaliza uno



98  CAPITULO 3. APLICACIONES SEPARADORAS ENTRE
GRUPOS DE FUNCIONES CONTINUAS EVALUADAS EN T

de [85] para grupos discretos) afirma que en un grupo topolégico local-
mente compacto y abeliano todo subconjunto compacto en la topologia
de Bohr es compacto en su topologia original, tenemos que H (Y) es
compacto en Z con la topologia discreta 7p, luego es finito. De esta
forma, H : Y — (Z,7p) es continua.

Ademas, si escribimos § como un caracter de T y llamamos j : Z — T
al isomorfismo topologico que hay entre ambos grupos, tenemos que,
siyeY yteT,

9]

(70 B)W)(t) = t7W) = 270 = H(y)(1).

Por tanto, la composicién j o § acttia de igual forma que H , luego
B =710 H es efectivamente continua.

= La aplicacion § no se puede anular en ningtn punto de Y.

Sabemos de la Ecuacion (3.2) que para todo y € Y,

Hy (y) = h(y) = By)h(y).

Eﬁ [ se anulara en un punto yg € Y, esto querria decir que la medida
Hyy (y0) € Mc(X)™ serfa la medida nula. Pero de la Proposicion 3.2.3,
sabemos que H es una aplicacion inyectiva. De esta forma, si H}y (yo) =
H)y (dy,) = 0, entonces

Oyo = Ope(v)~

hecho que es imposible. Por tanto, para todo y € Y, la aplicaciéon (3
verifica que ((y) # 0.

Proposicion 3.2.11 La aplicacion h : 'Y — X definida en (3.2) es un

homeomorfismo.

-Demostraciéon-

En primer lugar veremos que h es continua, a continuacién que es inyectiva
y por ultimo, que es sobreyectiva. Y en ese momento ya obtendremos que h
es un homeomorfismo, por ser una aplicacién biyectiva y continua entre un
espacio compacto X y un Hausdorff Y.
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= ) es continua:

Sabemos de los comentarios hechos tras la demostracion de la Propo-
sicién 3.2.9 que para cada y € Y:

Hy (y) = By)h(y),

donde ﬁly y [ ya son continuas (Proposicién 3.2.9 y Proposicion
3.2.10). Asi pues, es casi inmediato comprobar que h también es con-
tinua. Gracias a que la aplicacién § es continua, tenemos que

Y = UjezB8 ({4}),

esto es, el espacio Y es unién disjunta de los clopens 371({j}). Como
Y es compacto, existe un numero finito de éstos de manera que Y =
Uiy B~1({m;}), que coinciden ademéas con la imagen de 3. Por tanto,
probar que h : Y — X es continua equivale a probar que es continua
sobre cada uno de los clopens 371({m;}). Asi pues, trabajaremos sobre
un clopen cualquiera de la forma V; := B71({m;}). Sea, entonces,
(yi)i C Vj una red convergente a un punto yo € V;. Ademas, para cada
elemento de la red y para su limite yg, se tiene que

fllY(yi) =n;h(yi) v }AI|Y(1U0) =n,;h(yo).

Por otra parte, la aplicacion H |y es continua respecto de la topologia

de Y (Proposicion 3.2.5), luego ﬁ|y(yi) ~ I/{T‘y(yo). Entonces,
njh(yi) ~ njh(yo),
donde n; es en todo momento una constante (de Z). De aqui se deduce

que h(y;) converge a h(yo) y hjy, es continua, para todo j € {1,...,n}.
Por tanto, la aplicaciéon h : Y — X es continua.

= h es inyectiva:

Sean s, t € Y tales que h(t) = h(s). Entonces para toda f € C(X,R)
tenemos que f(h(s)) = f(h(t)), luego

B(t)

B)f(h(t)) = 2= B(s)f(h(s)),

B(s)
donde el cociente % esta bien definido ya que ((y) # 0 par atodo
y € Y, tras lo visto en la Proposiciéon 3.2.10. Esto implica que para
toda f € C(X,R), se tiene que




100

CAPITULO 3. APLICACIONES SEPARADORAS ENTRE

GRUPOS DE FUNCIONES CONTINUAS EVALUADAS EN T

o equivalentemente,

H(exp(f))(t) = Hexp(f))(s) 7.

Como H es sobreyectiva, obtenemos que para toda g € C(Y,R),

@

exp(g)(t) = exp(g)(s) 1.

=

Supongamos que s # t. Por ser Y Hausdorff, existen sendos entornos
abiertos U de s y V de t tales que U NV = (). Entonces s € U e
Y \ V es cerrado, luego, como Y es completamente regular, existe una
aplicacion continua F' : Y — [0,1] tal que 0 < F < 1, F(t) =0y
F(w) = 1 para todo w ¢ V. Sea, entonces, b € (R\ Q) N[0,1]. A
partir de ahora trabajaremos con F’ := bF', y ésta verifica a su vez que
F'(t) =0y F'(w) = b para todo w ¢ V. Pero, de la Ecuacion (3.2.1)
y teniendo en cuenta que s ¢ V, obtenemos que

It = exp(F') () = exp(F')(s) 7 = exp(b)?

(t)

@ # 1,

ya que el cociente %gt)) ¢ 7. Contradiccion. Por tanto, s = ¢t y h es
inyectiva.

h es sobreyectiva:

Por reduccion al absurdo. Supongamos que h(Y) # X, i.e., existe z €
X tal que z ¢ h(Y). Por tanto, existen abiertos U, V C X tales que
x €U, h(Y) CV, por ser h(Y) cerrado en X (sabemos que h(Y) es
compacto en X, Hausdorff, luego es cerrado), y también cl(U)Nel (V') =
0.

Sea ahora f € C(X,R) que no tome unicamente valores enteros y tal
que coz(f) C U, luego fjy = 0. Como h(y) € V para todo y € Y,
tenemos que f(h(y)) = 0. Por otro lado, sabemos que H (exp(f))(y) =
exp(B(y) f(h(y))), asi pues, para todo y € Y,

H(exp(f))(y) = 1r.

Si usamos la propiedad de H de ser inyectiva, obtenemos que exp(f) =
Loo(x,T), luego f(X) C Z. Pero esto no es posible debido a la forma a
la que hemos escogido f. Contradiccion. Por tanto, h(Y) = X y h es
sobreyectiva.
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O

Gracias a que h es finalmente un homeomorfismo (Proposicion 3.2.11),
estamos en condiciones de afirmar:

Proposicion 3.2.12 La aplicacion 8 : Y — Z sdlo puede tomar dos valores,
concretamente, B(Y) C {—1,1}.

-Demostracion-
Con la ayuda de las Proposiciones 3.2.10 y 3.2.11, veamos ahora que (YY) C
{-1,1}:

Para cada n € Z, llamamos C,, := 37(n) que es un clopen de Y. Por
tanto, Y~ queda recubierto por la unién de todos los clopens (Cy,)pen y como
es compacto, existe un nimero finito que lo recubre, Y = UszlC'r(n). De esta
forma, X = h(Y) = Uﬁzlh(Cr(n)), donde cada h(C,(,)) es un clopen de X,
al ser h un homeomorfismo.

Por otra parte, definimos una aplicacion f € C(X,R) tal que

1
finey = - €Q
n
para todon € Z\ {—1,1} y

Jineyune_y) = 0.

De esta forma, f queda bien definida ya que A es un homeomorfismo tras lo
visto en la Proposiciéon 3.2.11.
Sea ahora y € Y; entonces existe n, € {1,...,k} tal que y € Crino) ¥

1

H(exp(f))(y) = exp(B(y) f(h(y))) = exp(r(ny)—) = 17.

(n0)

Esto ocurrira siempre, para todo y € Y. Por tanto, H(exp(f)) = It. Como
H es inyectiva, obtenemos que exp(f) = I, es decir, f(X) C Z. Pero, para
todon € Z\{~1,1} sabemos que fjn(c,) = % € Q. Contradiccion. Por tanto,

BY) € {-1,1}.
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Nota 3.2.13 La aplicacion B no es mds que la que representa a los automor-

fismos de T en T, ya que los inicos automorfismos de T son los siguientes:

cp:T — T
t — t
Y
o9:T — T
t — t=t1,

que se corresponden a su vez con los dos unicos automorfismos de Z, que

son:

o7 — 7

m = m

oh:l — 7

m =  —m

Todos los resultados que hemos ido obteniendo a lo largo de la secciéon
los resumimos en el siguiente teorema, que es el principal de esta parte. Por
tanto, concluyendo,

Teorema 3.2.14 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff y
sea H : C(X,T) — C(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador. Entonces
existen un homeomorfismo h : Y — X y una aplicacion continua 3 :Y —
{—1,1} tales que, si f € C(X,R) ey €Y,

H(exp(f))(y) = exp(B(y) f(h(y))-



3.2. ESPACIOS COMPACTOS 103

-Demostracion-

Se deduce de las Proposiciones 3.2.10 y 3.2.12 que la aplicacion 8 : Y —
{=1,1} esta bien definida y es continua, de los comentarios hechos tras la
Proposicion 3.2.9 que, si f € C(X,R) e y € Y, entonces

H(exp(f))(y) = exp(B(y)f(h(y)),

y finalmente, de la Proposicion 3.2.11 que h es un homeomorfismo. Por tanto,
H es una aplicacion del tipo Banach-Stone. U

El siguiente resultado es consecuencia del anterior, pero aplicado a un ho-
momorfismo separador que tiene la particularidad de enviar funciones cons-
tantes sobre X en las correspondientes sobre Y. Esta es una propiedad a
la que haremos alusién en el Capitulo 4, cuando trabajemos con funciones
continuas evaluadas en un grupo topologico general. De esta forma,

Corolario 3.2.15 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff
y sea H : C(X,T) — C(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador. Su-
pongamos que H envia ademds las aplicaciones constantes sobre X en las
correspondientes sobre Y. Entonces existe un homeomorfismo h :' Y — X
tal que, si f € C(X,R) ey €Y,

H(exp(f))(y) = exp(f(h(y)))-

-Demostracion-
Se deduce del Teorema 3.2.14 que existe § : ¥ — {—1,1} continua y un
homeomorfismo biyectivo h tales que

H(exp(f))(y) = exp(B(y)f(h(y)))

para todo y € Y. Sea ahora r € R, entonces tenemos por un lado que, como
H(exp(T)) = expr por hipotesis,

Hy (y)(exp(F)) = (H exp(F))(y) = exp(r),

y por otro, R
Hyy (y)(exp(T)) = exp(B(y)r(h(y))).
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Asi pues,
eQﬂzﬁ(y)r _ 627rz7‘7

con lo que r(B(y) — 1) € Z, para todo r € R. Si cogemos r ¢ Q, entonces
r(B(y)—1) ¢ Z, a menos que [S(y) = 1. Por tanto, 3(y) = 1 para todoy € Y,
siempre que H lleve aplicaciones constantes sobre X en la correspondientes
sobre Y, con lo que para f € C(X,R) ey €Y,

H(exp(f))(y) = exp(f(h(y))),

y H es una aplicaciéon del tipo Banach-Stone.

0

Cuando los espacios X e Y son compactos y conexos, también obtenemos
un resultado similar al Corolario 3.2.15.

Corolario 3.2.16 Sean X eY espacios topoldgicos compactos conexos Haus-
dorff y sea H : C(X,T) — C(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador.
Entonces existe un homeomorfismo h : Y — X tal que, si f € C(X,R),

H(exp(f))(y) = exp(f(h(y))) Vy €Y,

o bien,

H(exp(f))(y) = exp(—f(h(y))) Yy € Y.

-Demostracién-
Se deduce igualmente del Teorema 3.2.14 que existe 3 : Y — {—1,1} conti-
nua y un homeomorfismo biyectivo h tales que

H{(exp(f))(y) = exp(B(y) f(h(y)))

para todo y € Y. Pero en este caso, tanto X como Y son ademas conexos,
luego en particular 3(Y) es un subespacio conexo de {—1, 1}, esto es, bien
B(Y') es constante igual a 1 o bien constante igual a —1. Esto quiere decir,
que dependiendo del isomorfismo topoldgico separador H, éste tendra una
de las estructuras siguientes: si f € C(X,R),

VyeY, H(exp(f))(y) =exp(foh)(y)

o bien,

Vy €Y, H(exp(f))(y) =exp(—foh)(y).
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3.2.2. Espacios compactos: C(X,T)

En la Secciéon anterior 3.2.1 hemos visto que cualquier isomorfismo topo-
logico separador

H:C(X,T) — C(Y,T)

se puede representar mediante un homeomorfismo entre Y y X de la siguiente
forma para exp(f) € C°(X,T) ey € Y:

(H exp(f))(y) = exp(B(y) f(h(y)))

con h:Y — X el homeomorfismoy 3 :Y — {—1,1} una aplicacién con-
tinua. El problema que cabe plantearse ahora es qué ocurre si trabajamos
con todo el grupo de funciones continuas C'(X, T), dotado como siempre de
la topologia de la convergencia uniforme.

Comenzamos con un ejemplo que servira para dar forma al problema de
encontrar resultados anélogos en T a lo visto en la teoria de las aplicaciones
separadoras entre espacios de funciones continuas cuando parten de un es-
pacio topoldgico compacto y estan evaluadas en R, en C o en otro espacio
de Banach. Gracias a él, podremos afirmar que aunque un isomorfismo entre
dos grupos de funciones continuas evaluadas en T cumpla la propiedad de
ser isometria, hipdtesis bajo la cual se satisface el Teorema de Banach-Stone
(Teorema 3.1.1), éste no tiene por qué ser una aplicaciéon composicion con
peso. Por tanto, deducimos que el hecho de que el homomorfismo H sea una
isometria no basta, hace falta otra propiedad que sea més determinante. Y
de nuevo, esa propiedad es la de ser un homomorfismo separador.

Para manejar isometrias entre espacios de funciones evaluadas en T de-
bemos definir la métrica adecuada en C(X,T). Para ello identificamos T =
[—%, %[ mediante la exponencial exp : [—%, %[—> T y definimos, ademaés, la
aplicacion N : T — R que es la que mide la distancia de t € T al 17, esto es,
sit € Tyt=exp(2mit’), entonces N mide la distancia de ¢’ al entero mas
préximo, es decir,

N(t) := min(|t'[, |1 —']).

Podemos asi introducir la estructura métrica en C'(X,T) via la siguiente
aplicacion:
Noo : C(X,T) — R

f— sup N(f(z)).
rzeX

Entonces:
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Lema 3.2.17 Si para toda f € C(X,T) se tiene que Noo(H f) = Noo(f),
entonces H : C(X,T) — C(Y,T) es una isometria.

Ejemplo 3.2.18 Damos un ejemplo de isomorfismo topologico no separador
que ademds es isometria.

Trabajamos con el grupo topolégico T x Zo. Vamos a construir dicho iso-
morfismo topologico entre los correspondientes grupos de funciones continuas

sobre T. Sabemos que
C(T x Zo,T) =2 C(T,T) x C(T,T), (3.4)
mediante el isomorfismo
C(T x Z,T) — C(T,T) x C(T,T),
[ — (firxqop firxqy)

y ademas,

C(T,T) = C°T,T)x T (Ecuacién 1.2)

=~ (C°T,T) x Z (Teorema 2.3.1),

por ser T compacto y conexo, luego

C(T x Zo, T) = C°(T,T) x C°(T,T) x (Z x Z). (3.5)

Vamos a definir el isomorfismo H entre C(T x Za,T) y C(T x Zg,T): si
(f,g) € O(T,T)? = CO(T x Zs, T), entonces definimos

H(f,9) == ((f, Xn-m): (@ xn)),

donde f = (f, Xn)Y 9= (G, Xm)y f.ge C°(T, T), mientras que X, Xm € T,
con n, m € Z son los caracteres t — t" y t — ", respectivamente.
La aplicacién

H :Zx7 — ZXxXZ

(n,m) +— (n—m,n),
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viene inducida por H tras haber tomado cocientes partiendo por la com-
ponente conexa de la identidad de C(T x Zg, T) que resulta ser C°(T,T) x
C°(T,T). La aplicacion H* es pues un homomorfismo y ademas, es inyectivo,
porque si H*(n,m) = (0,0), entonces n =0y como m —n =0, m =n = 0.
Y también es inmediato comprobar que H* es sobreyectivo, ya que dado
(n,m) € Z x Z, entonces H*(m,m —n) = (n,m). Por tanto, H* es un iso-
morfismo. Obtenemos asi que H es un isomorfismo topolégico que restringido
a C°(T x Zy,T), esto es, a C°(T, T) x C°(T, T) es la identidad de funciones
de C°(T x Za,T) en C°(T x Za,T) y sobre Z x Z es H*.

Construimos ahora dos aplicaciones de C(T x Zg, T) que estan separadas
(Definicion 3.1.2), cuyas iméagenes por H no estan separadas, y asi habremos
probado que H no es separador.

Como C(T xZga, T) es isomorfo a C(T, T) x C(T, T) (en (3.4)), una funcion
F € C(T X Z9,T) tendra la forma F' = (f1,g1), donde fi y g1 pertenecen a
C(T,T). Méas atn, cada grupo de funciones C(T, T) se descompone de modo
que queda el isomorfismo (3.5). Asi pues, elegimos una funcion (f1,g1) €
C(T,T) x C(T,T) de la siguiente forma:

g1(t) = fu(t) = fi(t)x-1(8),
donde fl € C°(T,T) y x—1 es un caracter sobre T; ademas, fl es como sigue
fi(t) =t, si Re(t) >0y fi(t) = —t si Re(t) < 0.
Analogamente, cogemos (fa,g2) € C(T,T) x C(T,T) tal que
g2(t) = fot) == fa(t)x-1(1),

donde,

fo(t) = —t, si Re(t) > 0y fa(t) =t si Re(t) < 0.

Luego, tanto fi como fo pertenecen ambas a C°(T,T). Por un lado,

se tiene que fl lleva el toro en el semicirculo de T de parte real positiva,
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mientras que la segunda, fg lleva el toro en el semicirculo de T con parte
real negativa. Veamos ahora que (f1,91) v (f2,g2) estan separadas. Como
g; = fi para i € {1,2}, basta comprobar lo que ocurre en los puntos de la

forma T x {0}; sea, entonces, ¢t € T:
» si Re(t) > 0:

(f1,90)(t,0) = fi(t) = fi®)t =t~ =1
(f2,92)(t,0) = folt) = fa(t)f = (=)t~ ' = =1

» si Re(t) < 0:

(f1,90)(t,0) = At) = A)= (-0t " =2
(f2,92)(£,0) = fot) = fa(t)f = tt~" =1¢

» si Re(t) =0:

(fi90)(t,0) = ' =1g
(f2,92)(t,0) = ' =1g

En T x {1} ocurre lo mismo que en T x {0}. Por tanto, las funciones
(f1,91) v (f2,92) estan separadas.

Hacemos actuar H sobre ambas funciones y veamos que las imagenes de
(f1,91) v (f2,g2) por H no estan separadas por lo que H no es separador. De
nuevo, trabajaremos en primer lugar en T x {0}. Asi pues, para todo t € T

tenemos que

H(fi,01)(t,0) = filthx—i-n®t) = A)y

H(f2,92)(t,0) = fa(t)x—1—(—1)(t) = fa(t)

Si consideramos los puntos (t1,71) = (e%i ,0)y (t2,42) = (e%, 0), obtene-
mos que H no separa a las funciones (f1,91) v (f2, 92), ya que, en particular,
H(flagl)(e%ao) = fi(e
H(f27g2)(€%>0) = fale

)=eT #lpy
)=—e 1 #1r.
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Por tanto, H no puede ser un homomorfismo separador, ya que hemos cons-

truido dos funciones separadas cuyas imagenes no lo estan.

Falta comprobar que H es una isometria. Como H restringido a C°(T x
Z2,T) es la aplicacion identidad de funciones, claramente es isometria. Nos
tenemos que fijar, entonces, en los elementos de C'(T x Z2, T) que no estan en
C°(TxZsa,T). Acabamos de probar que H no es un homomorfismo separador,
luego no puede ser representada mediante un homeomorfismo entre T x Z y
T X Zs, i.e., no todas las imagenes H f se pueden describir en funcién de f,
solo aquellas que pertenecen a C°(T x Zg,T).

Si f ¢ C°(T x Zsy, T), entonces tendremos que f es sobreyectiva, porque
si no fuera asi, f tendria logaritmo continuo y no es el caso. Luego Noo(f) =
1. Ademas, por ser H un isomorfismo topologico, éste lleva la componente
conexa de la identidad en la componente conexa de la identidad de C(T x
Z2,T) y su aplicacion inversa también (Lema 3.2.1). En consecuencia, si
f ¢ C°(T x Zy,T), entonces Hf ¢ C°(T x Zy, T) y ambas son sobreyectivas.
Por tanto,

Noo(f) = 1= Nos(Hf),

con lo que H es una isometria.

Nuestro objetivo es asociar a todo isomorfismo topolégico separador H
entre C(X,T) y C(Y,T), con X e Y son espacios topologicos compactos
Hausdorff, un homeomorfismo h : Y — X que represente a H. En la Seccion
anterior 3.2.1 se describe como encontrar dicho homeomorfismo entre Y y X
para representar H|co(x T), es decir, se construyen h : ¥ — X y f:V —
{=1,1} de forma que para toda exp(f) € C°(X,T),

H(exp(f)) = exp(Bf o h),

donde B : Y — {—1,1} tomaba el valor 1, si H llevaba aplicaciones cons-
tantes sobre X en las correspondientes sobre Y (Corolario 3.2.15), y en otro
caso, B(Y) C {—1,1} (Teorema 3.2.14), indistintamente.

Entonces, para encontrar un homeomorfismo h que represente a la apli-
cacion H y no so6lo a su restriccion Hco(x,T), necesitamos de la siguiente
Proposicion:
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Proposicion 3.2.19 Sea H' : C(X,T) — C(X,T) un isomorfismo topolo-
gico separador tal que H"CO(X T = Idico(x,1). Entonces:

Hl = IdC(X,T)'

-Demostracion-
Procedemos por reducciéon al absurdo y supongamos entonces que existe
feC(X,T) tal que

H'f # [,

esto es, existe g € X tal que (H'f)(xo) # f(x0). Es claro que f no puede
pertenecer a C°(X, T). Podemos asumir sin pérdida de generalidad que

(H'f)(wo) = 1,

luego f(xo) =1 # 1r.

Sea ahora I; un arco cerrado de T tal que 7, 1 € int(I;), es decir, al
interior de I;. Sea entonces I := T\ int(I;); asi pues, el toro queda dividido
en dos partes, que no son disjuntas. Llamamos By := f~!(I;) y By :=
f~Y(I2); cabe destacar que ambos son cerrados y por tanto, compactos en X.
En primer lugar, definimos la aplicacion fi, B, = f que la podemos extender
continuamente por el Teorema de Tietze-Urysohn (en [46] por ejemplo) a X,
esto es, la extension f1 : X — I es continua. Lo mismo ocurre si definimos
fg‘ By = f; tenemos que existe una extension continua a X fo : X — Is.
Definimos entonces

g1:=f1f ¥y g2:= faf.

Veamos que g1 y go estan separadas. Sea x € X, entonces x € By, x € By
0 & € B1 N Bs. En cualquiera de estos tres casos, una de ellas ha de anularse
para que sean separadas. Por partes:

= Si x € By, entonces:

gi(z) = fi(2)f(z) = f(2)f(z) = 1r
g2(z) = fa(x)f(2)

= Si x € By, entonces:

gi(z) = filz)f(z)
g2(x) = fa(2)f(2) = f(2)f(z) = It
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En conclusién, tanto si x € By como si x € Bs, siempre se anula alguna
de las dos funciones. Por tanto, las aplicaciénes g1 y go estan separadas.
Veamos ahora que, por el contrario, las funciones H'g; y H'gs no lo estan,
con lo que habremos llegado a la contradiccion.

Recordemos que el punto zg € X era el que cumplia que

(H'f)(wo) # f(x0),

siendo (H'f)(z9) = 11y f(xg) = r # 1lr. Ademas, el punto xy pertenece a
By, porque f(xg) = r € int(I1), el interior de I1. Como H' es una aplicacion
separadora, lleva funciones separadas en separadas, es decir, tenemos que, si
trabajamos en x = xq, entonces

(H'g1)(x) = 1 o bien (H'go)(z0) = 17.

Veamos si realmente se da que (H'g1)(xo) = 1r:

(H'g1)(xo) = H'(f1f)(xo)

H'(f1)(zo)H'(f) (o)

= filzo)(H'f)(x0), ya que fy € C°(X,T)
= f(xo)(H'f)(0), ya que fi, = f

= rlp=r#1r.

Entonces, como H' es separadora no queda mas remedio que (H'gs)(xo) =
1. Vamos a ver si es cierto:

(H'g2)(zo) = (H' f2) (o) (H' f)(0) = fa(ao)lr = fa(z0),

ya que fo € C°(X,T) y por hipotesis, H\,CO(X,T) = Id|co(x 1) Pero, fo(X) C
Iy y 17 ¢ Iy, luego fa(xo) # 17. Contradiccion.

Por tanto, si H|/CD(X,T) = Id|co(x 1), entonces H f = f sea cual sea f €
C(X,T). O

Nota 3.2.20 La Proposicion 3.2.19 da otra prueba de que el isomorfismo
del Ejemplo 3.2.18 no es separador, ya que éste no es la aplicacion identidad
de funciones de C(T x Za,T) en C(T x Zs3).

Regresamos a nuestro isomorfismo topolégico separador

H:C(X,T) — C(Y,T)
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Llamamos ahora
L:C(Y,T) — C(X,T) (3.6)

a otro isomorfismo topologico separador que cumple las dos propiedades
siguientes:

1. La composicién de L con H es la aplicaciéon identidad de funciones de
C°(X,T), es decir,

(Lo H)cox,) = Idco(x,T)

2. L es una aplicacion del tipo Banach-Stone, esto es, existen un homeo-
morfismo k : X — Y y una aplicaciéon continua v : X — {—1, 1} tales
que

Lf =(fok)

Veamos que este nuevo isomorfismo L existe. De la Seccion 3.2.1, sabemos
que
H(e*™ ) (y) = 2™/ (h))By)

para toda e?™/ ¢ C°(X,T) y para todo y € Y. Definimos entonces la apli-
cacion siguiente de C(X,T) en C(Y,T):

para toda g € C(X,T) e y € Y. Esta verifica que ﬁ|CO(X7T) = H y ademés
es una aplicacion del tipo Banach-Stone, ya que h es un homeomorfismo
(Proposicion 3.2.11) y § continua (Proposicion 3.2.10). Es por ello que H es
un isomorfismo topologico separador cuya aplicacion inversa verifica también
todas estas propiedades. Asi pues, definimos L := H~! y de ahi que cumpla
quesi f € C°(X,T)

(Lo H)(f)=L(Hf) = H '(Hf) = H'(Hf) = f,

como también (H o L)co(y,;r) = Idgo(y,r)- De esta forma, demostramos la
existencia de una aplicacién que cumple las propiedades anteriores.

Teorema 3.2.21 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff y

sea H : C(X,T) — C(Y,T) un isomorfismo topolégico separador. Entonces
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existe un homeomorfismo h :' Y — X y una aplicacion continua 3 :Y —
{=1,1} tales que
(H)(y) = f(h(y)’),

para toda f € C(X,T) y para todo y € Y.

-Demostracion-

Como la composiciéon de aplicaciones separadoras da lugar a una aplicacion
separadora (Proposicion 1.3.3), obtenemos que Lo H : C(X,T) — C(X,T)
es un isomorfismo topoldgico separador que verifica ademas

(Lo H)coxmy = Idco(xm),s

donde L es el isomorfismo topologico separador definido en (3.6).

Por tanto, por la Proposicién 3.2.19, tenemos que en definitiva L o H =
Id : C(X,T) — C(X,T), ya que la composicion de L con H verifica las
hipotesis de dicho resultado, es decir, para toda f € C(X,T)

(Lo H)(f)=f

y H es la inversa de L para la composicion. Como la aplicacién inversa de L
tiene esta forma
L) = (fok )7,
con v : Y — {—1,1} tal que 7/ := o k™!, entonces H también, esto es,
para toda f € C'(X,T),
Hf=(fok™")7,

siendo k7! : Y — X un homeomorfismo y 7/ : Y — {—1,1} una aplicacién
continua, por serlo también k. Asi pues, el isomorfismo topologico separador

H se puede representar mediante un homeomorfismo entre Y y X, esto es,
H es una aplicacién del tipo Banach-Stone. O

A continuacién, veamos una consecuencia sencilla de la Proposicion 3.2.19.

Corolario 3.2.22 Sea H : C(X,T) — C(Y,T) un isomorfismo topologico

tal que Hico(x T) €s una tsometria. Entonces H es isometria.

-Demostracion-
En el Lema 3.2.1 de la Seccién 3.2.1, ya se prob6 que H(C°(X,T)) =
C°(Y,T) debido a que H es un isomorfismo topolégico.
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Por hipétesis, ya sabemos que H es isometria sobre las aplicaciones de
C°(X,T), i.e., para toda f € C°(X,T),

Noo(H f) = Noo(f)-

Sea g ¢ C°(X,T), luego Hg tampoco pertenece a C°(Y, T), con lo que ambas
han de cumplir
9(X) =Ty (Hg)(Y) =T,

Asi pues,
Noo(Hg) =1 = Noo(9),

Por tanto, H es una isometria. O

3.3. k- y u-espacios

Sean X e Y espacios topoldgicos completamente regulares, Hausdorff
con las propiedades adicionales de ser k- y u-espacios y supongamos que los
grupos C(X,T) y C(Y,T) estan dotados de la topologia compacta abierta.
Sea, ademés,

H:C(X,T) — C(Y,T)

un isomorfismo topoldgico separador. Nuestro objetivo consiste en represen-
tar dicho homomorfismo H mediante un homeomorfismo entre los espacios Y
vy X. En esta ocasién, hemos perdido la compacidad de los espacios X e Y,y
esto acarreard dificultades anadidas a lo largo del proceso. Por lo pronto, nos
vamos a restringir a las funciones de C'(X, T) que tienen logaritmo continuo,
es decir, a las funciones que pertenecen a exp(C(X,R)) que denotaremos
por C°(X,T). El primer problema que surge es si H llevara dicho espacio al
correspondiente en C'(Y, T); para resolver esta cuestion tenemos el siguiente
resultado:

Lema 3.3.1 Sea Z un k-espacio topoldgico. Entonces, C°(Z,T) es la com-
ponente arcoconeza de la identidad de C(Z,T).

-Demostraciéon-

En primer lugar, veamos que C°(Z, T) es un subespacio arcoconexo de C(Z, T).
Sean entonces f, g elementos de C°(Z,T); de esta forma, existen f/, ¢’ €
C(Z,R) tales que f = e2mif’ v g = €2™9' Por otra parte, como ambas
pertenecen a C°(Z,T), son homotodpicas al elemento identidad de C°(Z,T)
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(Corolario al Teorema 7.3 de [117]). Ademas, la clase de "ser homotdpico a"

cumple la propiedad de la transitividad, luego tenemos que f y g son homo-
topicas entre si. Esto implica que existe una funcién continua de homotopia
F:[0,1] x Z — T tal que

F(0,2) = f(z) y F(L,2) = g(2).

Definimos, por tanto, el arco v que unira a dichas funciones y éste viene dado
de la siguiente forma:

~:[0,1] — C°(Z,T)
t o= (),

donde (t)(z) = F(t, z), es decir, v(0)(z) = F(0,z) = f(z) y v(1)(2) =
F(1,z) = g(z) para todo z € Z. Falta probar que 7 es una aplicacién conti-
nua. Sea, pues, una red (¢;); C [0, 1] convergente a ty € [0, 1]. Dados K C Z
compacto y € > 0, jexiste i; tal que (v(¢;) — v(t0))(K) C Ve para todo
i > 117 Sea k € K, entonces (y(t;) — v(to))(k) = F(t;, k) — F(to, k). Pero la
funcién de homotopia F' es continua en cada coordenada y sobre el compac-
to [0,1] x K, en particular, es uniformemente continua, luego tenemos que
existe un indice i; tal que F'(t;, k) — F(to, k) € Ve para todo i > i;. Asi pues,
el arco 7 es continuo, luego C°(Z,T) es un espacio arcoconexo.

Veamos a continuacién que es la componente arcoconexa de la identidad.
Supongamos que existe un subconjunto arcoconexo A de C(Z,T) tal que
A D C°(Z,T). Sean, pues, f € A\ C°(Z,T)y g € C°(Z,T). Como ambas
aplicaciones pertenecen a A que es arcoconexo, existe un arco continuo « :
[0,1] — A tal que «(0) = f y a(1) = g, a partir del cual podemos construir
una funcién de homotopia F' : [0, 1] x Z — T entre ellas de la siguiente forma:

F(t,z) == a(t)(z),

que cumple que F(0,z) = f(2) y F (1, z) = g(z). Resta comprobar que F es
continua. Sea entonces (¢;,z;) C [0,1] x Z convergente a un punto (to, z0),
luego (t;) converge a to por un lado y (z;) a z¢ por otro. La pregunta que nos
hacemos es si, dado un entorno abierto V' de F'(tg, zo9) en T, existe un indice
ig tal que F(t;,2;) € V para todo i > ip. Mas atn, como « es continua,
entonces «([0, 1]) es compacto en C°(Z,T), donde Z es k-espacio, luego por
el Teorema de Arzela-Ascoli, a([0, 1]) es equicontinuo sobre Z, en particular,
sobre el punto zg. De esta forma, dado un entorno abierto de T (cogemos el
abierto V' de antes), existe un entorno abierto W de zg tal que

a(t) (W) C vV
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para todo t € [0,1]. En particular, esto se cumple para todos los elementos
de la red (t;);. Por otra parte, como W es entorno de zy y (z;) converge a zy,
existe i1 tal que z; € W para todo i > iq1. De esta forma, si i > i1,

a(t)(z) eV
para todo i > i1 y para todo t € [0, 1]. Luego, si i > i,
F(ti, Zi) = a(ti)(zi) eVe g(F(to, ZO)).

Por tanto, la funciéon F' es continua y las funciones f y g son homotodpicas.
Pero g pertenece a C°(Z,T), con lo que es homotopica a su vez a la funcion
constante igual a 1t. Por la propiedad de la transitividad, tenemos que

F F F
J~gyg~lcozm), entonces f ~ loozT).

Contradiccion, ya que habiamos supuesto al comienzo que f ¢ C°(Z,T).
Asi pues, C°(Z,T) es la componente arcoconexa de la identidad de C(Z,T),
siempre que Z sea k-espacio. O

De esta forma, como H es un isomorfismo topolégico, si lo restringimos a
C°(X,T) que es la componente arcoconexa de C(X, T), tal y como acabamos
de probar en el Lema 3.3.1, obtenemos

H(C°(X,T)) C C°(Y,T),
y al revés también, porque H~! es continua:

H(C®(X,T)) 2 C°(Y,T),
Por tanto, H(C°(X,T)) = C°(Y,T) y ademas,

Hy: C°(X,T) — C°(Y,T)

sigue siendo un isomorfismo topolégico separador. A esta restriccion H), la
seguiremos llamando H. Dualizamos y queda:

H:C(Y,T)" — C°(X,T)".

A partir de este nuevo homomorfismo, el dual de H, vamos a obtener la
aplicacién que representara a H. Cabe destacar que el homomorfismo dual
hereda de H las propiedades de ser un isomorfismo algebraico, y ademas
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es continuo respecto de la topologia de la convergencia puntual sobre los
elementos de C°(X,T) y C°(Y,T). Mas atin, es continuo respecto de la topo-
logia compacta abierta en ambos grupos C°(Y, T)" y C°(X, T)" (Proposicion
3.1.4).

Nos basaremos en la Proposicion 3.2.5 para obtener el siguiente resultado
auxiliar:

Lema 3.3.2 SeaY un k-espacio. Entonces, la inclusion jy : Y — C°(Y,T)"

es continua.

-Demostraciéon-
Vamos a probar que para todo K C Y compacto, la inclusion

K < C°(Y,T)"

es continua, y, como Y es un k-espacio, obtendremos finalmente que jy es
continua.

Sea, pues, K C Y compacto. Entonces construimos la aplicacion res-
triccion Ry : C°(Y,T) — C°(K,T) que es un homomorfismo continuo. Lo
dualizamos y el homomorfismo dual hereda de Ry la propiedad de ser con-
tinuo (Nota 3.1.5).

Tenemos la siguiente cadena de aplicaciones:

K 25 ook, )N B co(x, T,

de forma que jy‘K = EK o ji. Pero de la Proposicién 3.2.5 sabemos que
para todo espacio compacto Z, la inmersion Z — C°(Z, T)" es topologica.
Asi pues, la inmersion jg es, en particular, continua, y de esta forma, la
composicion Rg o jx también es continua. Por tanto, como jx es continua
para todo K C Y compacto e Y es k-espacio, llegamos a la conclusion de
que efectivamente la inmersion

jy 1Y = C(Y,T)"

es continua.
O

Asi pues, el homomorfismo dual de H restringido al espacio Y es continuo.
Tomando como base los comentarios hechos antes de la Proposicién 3.2.7 de
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la Seccién 3.2.1, obtenemos de manera analoga que para cada y € Y, el ele-

mento ﬁ‘y(y) pertenece a C°(X, T)". Por otro lado, si escribimos C°(X,T)
como el cociente ggﬂzg, podemos identificar C°(X, T)" como un subgrupo
de M(X), el espacio dual de C'(X, R). Luego, para todo y € Y, se tiene que
H)y (y) es una medida de soporte compacto y por tanto, supp(Hy (y)) := K,

es un subconjunto compacto no vacio de X.

Lema 3.3.3 Para todo y € Y, el soporte de PAI|y(y) € M.(X) se compone

de un unico elemento de X.

-Demostraciéon-
La prueba de este resultado es analoga a la de la Proposicién 3.2.6. (|

Entonces, tal y como ocurria en la Seccién anterior 3.2.1, obtenemos que
luego para todo y € Y,
H|Y(y) = TyXz,

donde x, = exp(d;) y 7y es un nimero real. Ademas, si 2™/ € C°(X,T) e
y € Y, tenemos que

(HE™) () = Hy (5)() = Hmind @), (3.7

siendo x el punto del soporte correspondiente a la medida H ly (¥). De alguna
forma, estamos llegando a una representacion de H, pero todavia hay que
trabajar un poco mas para alcanzar la representacion 6ptima. Cabe destacar
que el nimero real r, asociado a cada elemento y € Y es distinto de 0.

Lema 3.3.4 Para todo y € Y, el nimero vy € R que aparece en (3.7) no

puede ser 0.

-Demostracion-
De hecho, si existiera yo € Y tal que r,, = 0, entonces tendriamos que para
toda 2™/ € C°(X,T),

ﬁ—|Y(yO)(€2ﬂ-if) = 627Ti1“y0f(;c0) — 60 _ 11]".
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Esto implica que H v (o) es el elemento unidad de C°(X,T)" y, como la
aplicacion dual de H hereda la propiedad de ser inyectiva (Proposicion 3.1.4),
obtenemos que xy,, que recordamos que acttia como la aplicacién evaluacion
usual que a cada f la manda a f(yp), es la identidad de C°(Y,T)", hecho
que es imposible porque x,, tiene soporte no vacio. O

Podemos definir, por tanto, las siguientes aplicaciones

h:Y — X

y | — $’
siendo x el punto del soporte asociado a la medida H ‘y(y), y la aplicacién

g:Y — R

) > Ty,

de forma que para todo y € Y, la medida H ‘y(y) queda representada de la
siguiente forma:

Hyy (y) = By)h(y), (3.8)

donde h(y) representa a la medida evaluacion de C°(X, T)" tal que h(y)(ef) =
ef (W) Por tanto, la Ecuacion (3.7) se transforma en

H(E™)(y) = Hy (y)(e7) = o 00, (39)

Asi pues, ya tenemos representado el isomorfismo topolégico separador H
mediante una aplicacién h : Y — X, pero lo que cabe preguntarse ahora
es qué propiedades tienen tanto § como h para poder obtener un resultado
analogo a lo que afirma el Teorema clasico de Banach-Stone, tal y como se
probo en la anterior Seccién 3.2, cuando trabajamos con espacios topologicos
compactos X e Y.

En la Seccion anterior 3.2.1, probamos que [ s6lo tomaba valores enteros,
basédndonos principalmente en el hecho de que el grupo dual de C°(Z, T) se
podia indentificar con el espacio de medidas M.(Z)™~, con Z un espacio
compacto (Lema 3.2.2). En esta seccion, como X e Y son p-espacios, esa
identificacion no se da, pero si la siguiente inclusion (en [55]):

C(X,T)" € Me(X)™.

Asi pues, el procedimiento en esta seccion sera diferente al de la anterior.
Comenzamos, entonces, con (3.
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Proposicion 3.3.5 La aplicacion  : 'Y — R toma sdélo valores enteros

distintos de 0 y es continua.

-Demostracion-
Probamos en primer lugar que 3 toma valores enteros y a continuacion que
es continua.

= Sea f: X — R la aplicacién constante igual a 1 € R. Entonces, por un
lado, si y € Y,
Hpy (y)(e®™) = Hy (y)Loxr) = H(loxm)(y) = 1r,
ya que H es un homomorfismo. Por otra parte,
Eﬁy(y)(e%ﬁ) — 2miBWI(h(y) — 2miB(y)

Entonces obtenemos que 3(Y) C Z y no toma el valor 0 por el Lema
3.3.4.

= Para probar que 3 es continua vamos a utilizar el hecho de que Y es
un k-espacio. Para ello, sea K C Y compacto y veamos que [jx es
continua. Definimos
H kK — T
tal que Hg (y)(t) := (HT)(y), es decir, que si t € T, podemos expresar
2mir v de esta forma,

Hicly)(t) = (HOy) = (He)(y) = 200 = 2mionr o)

t=c¢e¢

A partir de aqui, el procedimiento es analogo al seguido en la Propo-
sicién 3.2.10, pero trabajando con la aplicacion Hp. De esta forma,
se prueba que H k es continua para todo K C Y compacto, luego
Bk : K — Z es continua, ya que

Bk =37 'oHg,

con j el isomorfismo topologico entre T y Z, sea cudl sea el compacto
K deY. Como Y es un k-espacio, tenemos que 3 : Y — Z es continua.

O

Tal y como ocurria en la Secciéon 3.2.1, vamos a abusar un poco de la
notacién: cuando estamos hablando del elemento Hyy(y) = n - z, nos re-
feriremos indistintamente a un elemento de X o a la aplicacion evaluacién
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habitual x, : C°(X,T) — T que a cada f la envia a f(z). A ésta la podria-
mos considerar como Y, = e2™=  siendo d,, la correspondiente para funciones
continuas reales. Tras esta pequena aclaracién, tenemos el siguiente resultado
uqge asegura la continuidad de la aplicaciéon h:

Proposicion 3.3.6 La aplicacion h : Y — X definida en (3.8) es conti-

nua.

-Demostracion-
De la Ecuacion (3.8) sabemos que para todo y € Y,

Hy (y) = B(y)h(y).

Por el Lema 3.3.2 y los comentarios hechos tras éste y la Proposicion 3.3.5,
tenemos que tanto H, ly como [ son aplicaciones continuas. Por tanto, es de
facil comprobacion que h también lo es. Veamoslo. Sea, pues, (y;); C Y una
red convergente a un punto yg € Y. La pregunta que nos planteamos es si
(h(y;)) converge a su vez a h(yp). Esto es tanto como pedir que la red de
caracteres (Xp(y,))i € C°(X,T)" converja a xp(y,), siempre que (y;); lo haga a
yo. Por tanto, sea K C C°(X,T) compacto y € > 0. Entonces, jexistira i; tal
que (Xn(y,) = Xh(yo))(K£) € Ve para todo i > i1? Por una parte, sabemos que
ﬁ|y(yi) converge a ﬁ‘y(yo) con la topologia compacta abierta por ser ﬁ‘y
una aplicacién continua. Es decir, que dados un subconjunto compacto ) de
C°(X,T) y € > 0 existe un indice i; tal que (Eﬁy(yz) - ﬁ|y(y0))(Q) C V..
Podemos coger () = K y obtenemos,

e2mi(B(yi) f (R(y:))=B(yo) f (h(v0))) Ve, (3.10)

para todo i > i; y para todo elemento ¢?™/ € K. Por otra parte, como 3
es continua (Proposicion 3.3.5), tenemos que (3(y;)); converge a B(yo); esto
quiere decir que dado 0 < € < % existe un indice i3 tal que B(y;) = B(yo) para
todo i > i3. Sea, pues, i > i1 := max(ig,i3); de esta forma, G(y;) = [(yo)
para todo i > i;. Mas atn, si i > i1, de (3.10),

2B (h(u) =1 (h(w0)) ¢ 1.,

Como |5(yo)| > 1, entonces Tlyoy] < € luego para todo i > i1 obtenemos

e2milf (h(ya))=F(h(wo)) ¢ v

esto es, (Xa(y,) — Xh(yo)) (K) € Ve para todo i > i1 y la red (xp(y,)): converge
con la topologfa compacta abierta a Xp(y,)-
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Solo falta probar que el hecho de que la red de caracteres evaluaciéon
converja implica que asi lo haga la red (h(y;)); a h(yg). Es practicamente
inmediato. Como la red (xyy,)): converge con la topologia compacta abierta
a Xh(yo), también lo hace punto a punto, es decir, que para toda aplicacion
e?™9 ¢ C°(X,T) tenemos que

e2mig(h(yi)) ., o2mig(h(yo))

Supongamos que la red (h(y;)) no convergiera a h(yp); en ese caso, existiria
un entorno abierto U de h(yo) tal que h(y;) ¢ U para todo indice i. Por tanto,
podemos encontrar una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(X \U) =
{1}y f(R(yo)) = 0. Cogemos a € (R\ Q) N [0, 1]. Entonces,

e27riaf(h(yi)) ~ BQWiaf(h(ZIO))’

tal y como hemos visto anteriormente, pero esto implica, segin la construc-
cion de f y la eleccion de a, que

e27ma s 60 — 1'H"

Contradiccion, ya que el término de la red constante verfica que e2™¢ # 1.
Por tanto, la red (h(y;)); converge a h(yg), siempre que (y;) lo haga a yo, y
h es efectivamente continua. O

A continuacion, veamos que h es inyectiva y tiene el rango denso en X.

Proposicion 3.3.7 La aplicacion h : Y — X tiene el rango denso y ademds,
es inyectiva.

-Demostraciéon-

» A(Y) =X
Supongamos que existe g € X \h(Y'). Entonces existen entornos abier-
tos de xg y h(Y), U y V, respectivamente, tales que UNV = (). Luego,
como X es completamente regular, podemos encontrar una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f(z9) =0y f(X \U) = {1}. Ademas,

se tiene que 0 < f(U \ {zo}) < 1. Por tanto, como A(Y) CV C X\ U,
H(e¥™ ) (y) = 2mBWI (W) — 2mif(y)

para todo y € Y. Luego, gracias a la inyectividad de H, la aplicacion
e?™/ ha de ser el elemento identidad de C°(X,T), es decir, f(X) C Z.
Pero, f(U \ {zo}) C]0, 1]. Contradiccion. Asi pues, el rango de h es
denso en X.
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= h es inyectiva:

Esta propiedad se demuestra de forma analoga a como se hacia en la
Proposicion 3.2.11, donde X e Y eran espacios topologicos compactos.

g

Cuando X e Y son compactos sabemos por el Teorema 3.2.14 que la
aplicacién h que representa al isomorfismo topologico separador

H:C(X,T) — C(Y,T)

es un homeomorfismo. Cuando X e Y no son compactos, la aplicaciéon h
también va a ser un homeomorfismo (al menos si son p- y k-espacios, ver
Corolario 3.3.19 méas abajo), pero la demostracion se sigue de principios
diferentes al caso compacto.

Aqui resultaré relevante la topologia que C'(Y, R)” induce sobre C°(Y, T)".
Recordamos que hasta ahora hemos identificado el grupo dual de C°(Y,T)
con un grupo de medidas, un subgrupo de C(Y,R)* por tanto, pero cabe des-
tacar que las topologfas naturales de C'(Y,R)* y C°(Y,T)" son diferentes.
Es por ello que analizaremos esta situacion.

Sabemos que, a partir del isomorfismo topolégico separador
H:C°(X,T) — C°(Y,T),
podemos calcular su homomorfismo dual
H:C°(Y,T)" — C°(X,T)"

y éste hereda la propiedad de H de ser un isomorfismo topologico. Por tanto,
también podemos calcular su aplicacién inversa y ésta es la siguiente:

H™': (X, T)" — C°(Y, T)",
que también es un isomorfismo topologico.

Sea ahora K C h(Y') compacto. Por el Lema 3.3.2, tenemos que la inmer-
sion Z — C°(Z, T)" es continua, siempre que Z sea k-espacio. De esta forma,
H~1(K) es compacto en C°(Y,T)", pero, ;{podemos afirmar que H1(K) es
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compacto en C(Y,R)"? Como H=' es un isomorfismo topolégico, se tiene
que ﬁ_l(K) es compacto en C°(Y, T)". Sabemos del Capitulo 1 que la apli-
cacion exponencial exp : C(Y,R) — C°(Y,T) es continua y sobreyectiva para
todo espacio Y completamente regular. Si la dualizamos, obtenemos que el
homomorfismo dual

& COY,T)" — C(Y,R)"
X — Xxoexp

es continuo respecto de la topologia compacta abierta (Nota 3.1.5).

Por tanto,
Corolario 3.3.8 El homomorfismo dual de la aplicacion exponencial
& : C°(Y,T) — C(V,R)"
X — Xxoexp

es continuo con la topologia compacta abierta.

De esta forma, si K C h(Y) es compacto, se tiene que H!(K) es com-
pacto en C°(Y,T)" y por el Corolario 3.3.8, este conjunto mantiene su com-
pacidad en C(Y,R)". Ahora vamos a utilizar un resultado clésico que es-
té incluido en el Capitulo 1, nos referimos concretamente a la Proposicién
1.1.10, que podemos aplicar a C'(Y,R). Por tanto, el grupo dual de C(Y,R),
C(Y,R)", y el espacio de los funcionales lineales y continuos de C(Y,R),
C(Y,R)*, ambos dotados de la topologia compacta abierta, son isomorfos
topoldgicamente, tal y como afirma dicha proposicion. Asi pues, el compac-
to H-1(K) C C(Y,R)" también lo es en C(Y,R)*, es decir, H 1 (K) es un
compacto de medidas de soporte compacto, ya que C(Y,R)* = M.(Y). Asi
pues, el soporte de dicho compacto de medidas viene dado de la siguiente
manera;

supp(H ™ (K)) = Urercsupp(jue), (3.11)
con pi := H (k) para cada k € K.

El siguiente resultado forma parte de la demostracion del Teorema clasico
de Nachbin-Shirota que podemos encontrar en |77] (Teorema 5 del Capitulo
11) 6 [108] (Proposicion 111.4.3).
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Proposicion 3.3.9 Sea S C M(Y') compacto. Entonces

supp(S) = Upessupp(j)

es relativamente compacto en'Y .

-Demostracion-

En esta prueba vamos a utilizar el hecho de que Y es un p-espacio. Como
lo que queremos probar es que la clausura de U,egsupp(p) es un subespacio
compacto de Y, bastara comprobar que la clausura de supp(S) es un sub-
conjunto funcionalmente acotado en Y, es decir, que para toda f € C(Y), el
conjunto

f(Upessupp(p))

esta acotado en R. Si llamamos B := U, cgsupp(i), por continuidad es sufi-
ciente probar que f(B) est4 acotado en R para toda f € C(Y). El esquema
de la demostracion seria el siguiente:

Sea f € C(Y) y supongamos que ésta no esta acotada en U egsupp(f).
Entonces, para cada n € N, n > 2, podemos encontrar un elemento y, €

Unessupp(p) tal que
|f(yn)| >n >1 y ademés |f(ynt1)| > [f(yn)| + 1.

Definimos, ademas, para cada n € N los siguientes conjuntos abiertos de Y':

An={yeY: |f(y) >n},

luego A, N B # {) para todo n € N. Mas aun, los conjuntos (A;), forman
una familia localmente finita de Y cumpliendo que para todo y € Y existe
un entorno abierto U de y y {n1,...,ny} C N tales que

UNA; #0Vje{n,...,ny}.

Como el conjunto A; corta a B, existe una medida p; € S tal que A1 N
supp(p1) # 0. Asi pues, podemos encontrar f1 € C(Y) tal que supp(f1) C
A1 y ademas, pi(f1) # 0; supondremos que pi(f1) = 1, ya que en otro
caso, trabajariamos con la funcion m f1. Pero supp(p1) es un subconjunto
compacto de Y, luego existe ko > k1 := 1 tal que

Ay, N supp(pa) = 0.

De nuevo, como Ay, es un abierto de Y, existen una medida ps € S tal que
Ak, N supp(pz) # 0 y una funcion continua fo tal que supp(fa) C Ak, y
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u2(f2) = 1. De esta forma, podemos construir inductivamente una sucesion
(kn)n € Ny otra sucesion (pn)n C S tales que Ay, N supp(u,) # 0, pero

Ay, N supp(pi) = 0 Vi < n.

De la misma manera, construimos una sucesion (f,), € C(Y) tal que
tn(frn) = 1 para todo n € N. Definimos p; := 1 y para todo n € N,

n
prp1i=n+1= piptnia(fi)-
=1

Entonces,
(D orfr) =Y prpa(fi) = n,
k=1 k=1

ya que (in, fi) = On i, para todo k < n. Por otro lado, para todo y € Y, la
suma o prfr(y) es finita, luego la aplicacion

g:Y — R
o

y o— > prfey)
k=1

estd bien definida, ya que, para todo y € Y, existe un entorno U, que corta
s6lo un namero finito de los abiertos (A, )r y g viene representada por una
suma finita sobre U,. Se sigue que g es continua.

Como Ay, Nsupp(ptn) = 0y pn(f2) = 0 para todo I > n, tenemos también
que

pin(9) = (> _ prfi) = n,
k=1

y de esta forma, la sucesion (un), € S no esta acotada en M.(Y). Con-
tradiccién con la compacidad de S que muestra que el subconjunto B =
Upessupp(p) de Y esta funcionalmente acotado para todo S compacto en
M. (Y).

O

Por tanto,

Nota 3.3.10 Tras lo visto en la Proposicion 3.5.9, si cogemos aqui S =
HYK), con K C h(Y) compacto, entonces

L:= | supp(ur) (3.12)
keK
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es compacto en Y.

Tras lo visto en las Proposiciones 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.7, tenemos que 3 es
continua y toma valores enteros, y que h es inyectiva, continua y cumple que
m = X. A continuacién presentaremos una serie de resultados que son
esenciales a la hora de probar que h verifica las propiedades que le faltan
para ser un homeomorfismo.

Debido a la continuidad de 8 : Y — Z (Proposiciéon 3.3.5), si tomamos
antiimégenes de cada uno de los enteros, obtenemos que para todo n € Z,

Ap = ﬁ_l({n})

es un subconjunto clopen de Y. Ademaés, Y se puede describir como la unién
disjunta de esos clopens, luego Y = U,A,. Entonces, para que h sea un
homeomorfismo, es necesario que sea abierta. De esta forma, h(A,) ha de
ser abierto de X para todo n € Z. Y es en esta linea en la que se enmarca la
Proposicion 3.3.11 y resultados posteriores, hasta llegar al Corolario 3.3.14
y la Proposiciéon 3.3.18.

Para empezar con todo este proceso, lo que probamos a continuacién es
que dado un compacto K C h(Y'), éste sélo puede cortar a un ntumero finito
de conjuntos del tipo h(4;), donde, recuerdo, cada A; = 871 ({i}) para todo
1 € 7.

Proposicion 3.3.11 Sea K C X compacto tal que K Nh(Y) # 0. Entonces
existe Figy C 7 finito tal que

Kﬂh(Aj) =0

para todo j ¢ Fg.

-Demostracion-
Sea K C X un espacio compacto tal que K N h(Y) # (. Dividimos la
demostracion en 3 partes.

AFIRMACION 1 Para todo j € Z, h"{(K)N A; C L.
Sea j € Z. Sea, ahora, a; € h™'(K) N A;, luego existe k; € K tal que
h(a;) = k;. Supongamos que existe jo tal que aj, ¢ L. Como L es cerrado,
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podemos encontrar un entorno abierto U de aj, tal que UNL = (). Esto quiere
decir que dicho abierto U no corta a ningin soporte de ninguna medida
ur (Ecuaciones (3.11) y (3.12)) para ningin k € K. En particular, U no
corta a ningin soporte de las medidas correspondientes a los elementos k;
de K N h(A;), las asi llamadas p; - Trabajamos con la medida Mk, » luego
el entorno abierto U de aj, es un abierto anulador de Mk, > POr tanto, toda
aplicacion f € C(Y,R) tal que coz(f) C U cumple que ,u,;%(f) = 0. Como
Y es un espacio completamente regular, podemos encontrar una una funciéon
continua F : Y — [0, 1] tal que

Fyww = {0} vy Foy, = {1}

Escogemos b € (R\ Q) N[0, 1] y seguimos trabajando con bF que cumple
también que coz(bF') C U. Asi pues, se obtiene que Mkjo(bF ) = 0. Sabemos,
ademaés, de (3.8) que para todoy €Y, ﬁ[(y) = B(y)h(y), en particular, para
los elementos a;:

~

H(a;) = B(a;)h(aj);
como a; € $71({j}), entonces esto queda asf:

~

H(aj) = jk;.

Aplicamos la funcién inversa a esta dltima ecuacién y obtenemos,

H_l(jk'j) = aj
s jH (k) = a
<f,>ej'ukj — eéaj7

luego para todo j € Z y para toda f € C(Y,R) tenemos que

J:uk’](f) € (Saj(f) +Z,
es decir, jug,;(f) € f(a;j) + Z. Asi pues,

(5 e 184 2 (3.13)

Aplicando (3.13) a la aplicacion continua bF' que hemos construido antes y
con j = jo, obtenemos que,

b Z
0=pg, (F)eE —+ —,
Hig () Jo Jo
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y, por tanto, el elemento a ha de ser un niimero entero. Ya hemos llegado a
la contradiccion, puesto que b ¢ Q. Es decir que para todo j € Z tenemos
que a; € L.

AFIRMACION 2 Existe n € N tal que L =U",_ LN A;j :

Por la Proposiciéon 3.3.9 sabemos que L es compacto en Y y como éste es
la unién disjunta de los clopens (A;);, entonces existen {A4;,,..., A;, } tales
que

AFIRMACION 3 Existe Fyx C Z finito tal que K N h(A;) = 0 para todo
j ¢ Fk.
De la Afirmacién 1 sabemos que para cada j € Z,

Y K)NA; CL

y de la Afirmacion 2, que existe un ntimero finito de clopens de (A;); tales
que L =U} _,LNA;j . . De esta forma,

Ujezh "(K)NA; C L CUp_ A,

y se deduce que el nimero de clopens A; que cortan a h~Y(K) ha de ser
finito.

Esto completa la demostracion.

Los siguientes resultados, aunque sencillos, son esenciales en lo que resta
de Seccién.

Lema 3.3.12 Para todo n € Z, h(A,) es cerrado en h(Y').

-Demostracion-

Supongamos que existe un entero ng tal que h(Ay,) no es cerrado en h(Y),
esto es, existe (z;); C h(Ap,) convergente a un punto x; € h(Y') \ h(Ay,).
Ademas, para cada i, tenemos que por un lado

Ty = h(yl)7 con (yz)’b g An07

y por otro, 1 = h(y1) con y; ¢ A,,, pero este punto ha de pertenecer a
un dnico clopen A, de Y, ya que Y es la unién de todos los clopens de la
forma A; = 371({j}). Como A,, es, en particular, cerrado en Y, tenemos
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que existe f : Y — [0,1] continua tal que f(A4,,) = {a} y f(y1) = 0,
con a € (R\ Q)N J0,1]. Por otra parte, sabemos que H es sobreyectiva,
luego para exp(af) € C°(Y,T) se tiene que existe exp(g) € C°(X,T) tal
que H(exp(g)) = exp(af), pero H se puede representar (Ecuacion (3.9)), es
decir,

exp(B(y)g(h(y))) = H(exp(g))(y) = exp(af(y))

para todo y € Y. En particular, para los puntos y; e y1, antiimagenes de los
puntos z; y =1, luego

Blyi)g(h(yi)) = af(yi)+ 2

Bly)g(h(y1)) = af(yr) + 21,

esto es,

nog(z;) = a+z, yaque (y;); C Any,
rg(x1) = =z, yaque y € A,.
Por tanto, g(z1) = 2+ € Q y ademés, g(z;) = %OZ’ ¢ Q para todo indice

i, puesto que a es un ndmero irracional. Pero, g es una funcién continua y
como (x;); converge a x1, tenemos que

a+ z; 21
== g(i) ~ gla1) = —

no

De esta forma, la red (%)l es de Cauchy, al ser convergente. Pero esto es
imposible, ya que

a+zi_a+zj|:‘zi—zj|>i

no no no no

Por tanto, para todo j € Z, el conjunto h(A;) es cerrado en h(Y").

Lo que nos conviene es probar que h(A;) es cerrado en X para todo
n € Z. Para ello, el siguiente Lema:

Proposicion 3.3.13 Para todo n € Z, h(Ay) es cerrado en X.

-Demostraciéon-
Supongamos que existe ny € Z tal que h(A,,) no es cerrado en X. Por tanto,
existe una red (x;) = (h(y;)) € h(A,,) convergente a zg € X \ h(4,,).
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Podemos suponer que zg ¢ h(Y'), porque en ese caso, aplicariamos el Lema
3.3.12 y ya habriamos acabado.

Sabemos que A(X)" = C(X,T) para todo espacio topologico que sea
p-espacio (véase [55] 6 [100]). Por tanto, podemos pensar que la aplicacion
dual de H, sin restringirla a C°(X,T), lleva el grupo bidual de A(Y) en el
grupo bidual de A(X), esto es,

~

H:AY)YM — AX)M.

Por otra parte, ya sabemos de la Proposicién 3.3.2 que Y se sumerge de
forma continua en C°(Y, T)" de forma que cada punto y € Y es enviado a la
aplicacion evaluacion x, € C°(Y,T)". De igual forma, Y se sumerge en su
grupo topologico abeliano libre A(Y). Con todo esto,
j J
y 2 ay) 8 coy, ),

donde la aplicacion ju(yy actta de la siguiente forma: si Y 31", miy; € A(Y)
y f € C°(Y,T), entonces

n n

jaoryQ_miy) (f) = [ [ 6w (D)™ = ] flw)™,
=1

=1 i=1

de modo que Y — C°(Y, T)" es la inmersién nombrada anteriormente. Como
ademas Y es un subconjunto cerrado de su correspondiente grupo topologico
abeliano libre A(Y') (por ejemplo, en [64] 6 [113]), tenemos que A; también
lo es en A(Y), en particular, el cerrado A,,. Més aun, H ly (An, ) seréd cerra-

do en ZX, ya que H es cerrada; concretamente, ﬁ(Am) = n1h(4,,) es
cerrado en n; X C A(X), puesto que B(Ay,) = n1. Por continuidad, la red
(n1z;) = (n1h(y;)) converge a nixo, al converger (z;); a xo. Sin embargo, la
red (n1h(y;)) esta contenida en el cerrado ﬁ\y(Anl), luego su limite, njxg,
también ha de pertenecer a dicho cerrado. Es decir que existe yo € A, tal
que R

nizo = Hyy (yo) = nih(yo) € A(X),

y esto implica que n1(zo — h(yo)) = 04(x). Pero A(X) es un grupo libre de
torsion, luego g = h(yo) v xo € h(A,,). Por tanto, para todo n € Z, h(A4,)
es cerrado en X. g

Proposicién 3.3.14 La aplicacion h 1Y — X es sobreyectiva.
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-Demostraciéon-

Por la Proposicion 3.3.7, sabemos que la imagen de h es densa en X. La
demostraciéon de que h es sobreyectiva se llevarda a cabo en dos pasos. En
primer lugar, se probara que la union infinita de conjuntos del tipo h(A;)
es cerrada en X, mientras que en segundo lugar que h es efectivamente
sobreyectiva.

PASO 1 Para todo J C Z, la unién

U h(A;) es cerrada en X:

Jj€J
Como X es un k-espacio, probar que la unién es cerrada equivale a probar que
la unién intersectada con todo compacto de X es cerrada en dicho compacto.
Podemos trabajar con los compactos K de X tales que KNh(Y') # 0, ya que
si K C X\ h(Y), entonces K N (Ujezh(A;)) = 0 que trivialmente es cerrado
en K.

Sea, pues, K C X compacto cumpliendo ademéas que K N h(Y) # 0.

Entonces,

K N ((Ujezh(4;)))) = UjezK N h(A;) = U K N h(A;,),

ya que de la Proposicién 3.3.11 sabemos que K s6lo puede cortar un nimero
finito de elementos de (h(Ay))n<w. Pero, para todo j € {ji,...,Jm}, la
interseccion K Nh(A;) es un subconjunto cerrado de K, al ser h(A;) cerrado
en X (Proposicion 3.3.13). Asi pues, K N ((Ujezh(4;))) se reduce a una
union finita de cerrados de K, luego

KN ((Ujesh(4;)))
es cerrado en K para todo compacto K de X. Ya hemos llegado a lo que

buscabamos.

PASO 2 La aplicacién h es sobreyectiva:
Una vez probado el PASO 1, tenemos que

h(Y) = h(UjeZAj) = UjeZh(Aj)

es cerrado en X. Por tanto, X = h(Y) = h(Y) y h es finalmente sobreyectiva.
O

Como consecuencia de esta Proposicion 3.3.14, obtenemos un resultado
que es esencial para el resto de la secciéon. En él se prueba que los conjuntos
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de la forma h(A;), donde cada A; = 371({;j}) es un clopen en Y, también
son clopens, pero en esta ocasion de X.

Corolario 3.3.15 Para todo j € Z, h(A;) es abierto en X.

-Demostracion-
Para cualquier j € Z, podemos escribir h(A;) de la siguiente forma,

h(A;) = h(Y)\ Uijh(A,).

Entonces, se tiene que h(A;) es abierto en h(Y’). Pero h(Y) = X (Proposicion
3.3.14), luego cada conjunto h(A;) es abierto en X sea quien sea j € Z. O

De esta forma, ya hemos probado que la aplicacion h : Y — X, que
es la que representa al isomorfismo topologico separador H, esto es, para
cualesquiera f € C(X,R) ey €Y,

(He?™ ) (y) = 2P ()
es una biyeccién continua. Ademéas, B es una funcién continua que toma
valores enteros. A continuacion, veamos que solo puede tomar los valores —1
y 1. La demostraciéon es analoga a la de la Proposicién 3.2.12, pero el camino
hasta llegar a ella ha sido diferente. De hecho, para que S(Y) C {—1,1} ha
sido necesario probar que la aplicacién h es abierta en su imagen o al menos,
que la imagen por h de los clopens (A,,), es abierta en X.

Proposiciéon 3.3.16 La aplicacion B :Y — 7Z sélo toma los valores —1 y 1.

-Demostracion-
Definimos una aplicacion f : X — R de la siguiente manera:

1
finan) = —

n
Esta bien definida y es continua, puesto que h es sobreyectiva (Corolario
3.3.14) y ademas, cada uno de los conjuntos h(A;) es clopen en X (Propo-
siciones 3.3.13 y Corolario 3.3.15). Ademas, si y € Y, existe un tnico j tal
que y € Aj; asi pues,

-1
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y esto se da sea cudl sea el punto y € Y. De esta forma, como H es inyectiva,
obtenemos que >/ = Leo(x,m), €s decir que,

f(X) <z,

y esto quiere decir que A,, = () para todo n € Z\ {—1,1}. Por tanto, obte-
nemos que efectivamente, (Y) C {—1,1}. O

Con todos los datos que hemos ido obteniendo a lo largo de la seccion, va-
mos a probar que la aplicacién h es ademés abierta, con lo que ya habremos
llegado a que h es el homeomorfismo que representa a H cuando la estamos
restringiendo a la componente arcoconexa de la identidad de C'(X, T), es de-
cir, a C°(X,T). Para ello, aqui tenemos un primer resultado que nos asegura
la propiedad de separar funciones de la aplicaciéon inversa de H. Cabe des-
tacar que las propiedades que ha ido adquiriendo h a lo largo de la seccién
son esenciales para poder obtener la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.17 Sea H : C°(X,T) — C°(Y,T) un isomorfismo to-
pologico separador. Entonces la aplicacion inversa de H es un isomorfismo

topoldgico separador.

-Demostracion-

Como H es un isomorfismo topoldgico, su aplicaciéon inversa que va de
C°(Y,T) en C°(X,T) también lo es. Ademas, sabemos que existen aplicacio-
nes, una biyectiva continua h : Y — X (Proposiciones 3.3.6, 3.3.7 y Corolario
3.3.14) y otra continua 3 : Y — {—1,1} (Proposiciones 3.3.5 y 3.3.16), tales
que si 2™ € CO(X,T) ey €Y,

(H€27rif)(y) — 2miBy)f(h(y))

Falta comprobar que H~! es un homomorfismo separador. Sean, pues,
e?mif  e2mig ¢ C°(Y,T) dos funciones separadas, es decir, éstas cumplen que
para todoy € Y,

e2™if(W) = 11 o bien €29 = 1.

Como H es sobreyectiva, existen €271 ¢?™91 ¢ (C°(X, T) tales que
He?mift = ¢27if v He?™i91 = 279 Por otra parte, sabemos que H se puede
representar, luego, siy € Y,

627rif(y) — (HeQﬂ'ifl)(y) —  2miBY) f1(h(y)) y
e?m’g(y) _ (He%'igl)(y) — 2miB(y)g1(h(y))

)
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esto es,
2 W) = 2B (MW) y o2migly) = 2miB(Y)g1(h(y)),

Estamos suponiendo que para todo y € Y, las aplicaciones e*™/ y ¢>™9 estan
separadas. Asi pues, para todo y € Y,

e2miB(y) f1(h(y)) — I o bien 2miB(Y)g1(h(y)) — 1.
Como h es sobreyectiva (Corolario 3.3.14), entonces esto equivale a decir que
para todo z € X,

2B @f1(®) = 11 o bien 2P0 @)91(®) = 11 (3.14)

Por tanto, se tiene que para todo z € X, o bien B(h~'(2))fi(z) € Z
o bien B(h~Y(z))g1(x) € Z (Ecuacion (3.14)). Como también se da que
B(Y) € {-1,1} (Corolario 3.3.16), se deduce facilmente que para todo
x € X, fi(z) € Z o bien gi(z) € Z, con lo que obtenemos que para to-

doxe X
627rif1(:c) =116 627Ti91(1’) = 17,

es decir, las funciones 2™/t = (H~1e2mf) y €2™91 = (H~1e2™9) estan sepa-

radas, luego la aplicaciéon inversa de H es a su vez separadora. O

Proposicion 3.3.18 La aplicacion h :' Y — X es abierta.

-Demostracion-
Llamamos a partir de ahora K a la inversa de H y vamos a aplicarle a K
todo lo que se ha hecho con H, ya que K : C°(Y,T) — C°(X,T) también es
un isomorfismo topolégico separador (Proposicion 3.3.17). Por tanto, existen
aplicaciones v : Y — {—1,1} continua y k : X — Y biyeccion continua tales
que

(K€2m’g)(x) — 2miv(@)g(k(z))

para todos z € X y e?™9 ¢ C°(Y,T). Pero, jk es la inversa de h? En ese
caso, ya tendriamos que h es una aplicacién abierta.
Como K y H son inversas una de la otra, se tiene que

(K o H)(e*™))(x) = (K (He*™))(x)
(H 2 ()@ = (2l (E@)B(k()(2),

e27rif(a;)
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luego e2mif(z) — 2mif (h(k(x))B(k(x)1(=) para todo z € X y para toda aplica-
cion e2™f € C°(X,T); esto quiere decir que para todo = € X,

Bk(x))y(x) f(h(k(x))) = f(z) € Z. (3.15)

Supongamos que existe un punto zg € X tal que h(k(zg)) # x¢. entonces,
existen entornos abiertos U de xg y V de h(k(zo)) tales que UNV = (. Por
casos:

a) B(k(wo))y(@o) = 1:
La expresion (3.15) para z = x¢ queda asi:
f(h(k(x0))) — f(zo) € Z, (3.16)

para toda f € C(X,R). Como xg ¢ X \ U y éste es un subconjunto
cerrado de X, tenemos que existe una aplicacién continua F' : X —
[0,1] tal que F(zg) =0y F(X \U) = {1}. Si elegimos a € [0,1] \ Q,
entonces aF'(z9) = 0y aF(X\U) = {a}. Por tanto, aF verifica también
la Ecuacion (3.16):

(aF)(h(k(x0))) — (aF)(z0) =a—0=a ¢ .
Contradiccion.
b) B(k(z0)) (o) = —1:
Se procede de manera analoga al apartado anterior y obtenemos
—(aF)(h(k(z0))) — (aF)(x0) = —a— 0= —a ¢ Z.
Contradiccion.

En cualquier caso, para todo x € X se tiene que h(k(x)) = z. Andlogamente,
si se parte de la composicion H o K, obtendriamos que k(h(y)) = y para todo
y € Y. Efectivamente, k es la aplicacion inversa de h y como k es continua,
h ha de ser abierta. O

Corolario 3.3.19 La aplicacion h: Y — X es un homeomorfismo.

-Demostracion-
De las Proposiciones 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.18, y del Corolario 3.3.14 se deduce la
afirmaciéon de este resultado. O

Concluyendo,
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Teorema 3.3.20 Sean X e Y espacios topoldgicos Hausdorff completamen-
te requlares que ademds son k- y u-espacios. Sea también H : C(X,T) —
C(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador. Entonces existen una aplica-
cion continua B :Y — {—=1,1} y un homeomorfismo h : Y — X tales que,
si 2™ € CO(X,T) ey €Y,

(H€2m‘f)(y) — 627Ti5(y)f(h(y))‘

-Demostracion-

De la Ecuacion (3.9), ya sabemos que H se puede representar mediante una
aplicaciéon h entre los espacios Y y X. Ademas, por el Corolario 3.3.19 y las
Proposiciones 3.3.5 y 3.3.16, tenemos que h : Y — X es un homeomorfismo
y que f:Y — {—1,1} es continua, esto es, H es una aplicacion del tipo
Banach-Stone. O

3.4. Completamente regulares: topologia de la con-

vergencia puntual

En esta seccidon, supondremos que los espacios X e Y son completamente
regulares y dotamos a sus respectivos grupos de funciones continuas C'(X, T)
y C(Y,T) de la topologia de la convergencia puntual, por lo que los deno-
taremos de aqui en adelante por Cp(X,T) y C,(Y,T), respectivamente. La
intencioén es de nuevo encontrar una relacién entre los espacios X e Y a partir
de la relaciéon entre sus correspondientes grupos de funciones continuas. La
diferencia con las secciones anteriores radica en que aqui vamos a trabajar
directamente con todo el grupo Cp(X,T) y Cp(Y,T) y ademaés, utilizaremos
propiedades de los grupos topologicos y de la topologia de la convergen-
cia puntual, que aplicaremos a dichos grupos de funciones continuas para
obtener resultados positivos en la extension del Teorema de Banach-Stone.

Sea, entonces,
H:Cp(X,T) — Cp(Y,T)

un isomorfismo topolégico separador. Lo dualizamos y obtenemos su corres-
pondiente homomorfismo dual

H:CpY,T)" — Cp(X,T)"
X — xoH.
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Veamos a continuacién que la aplicaciéon H es un isomorfismo topologico
con la topologia de la convergencia puntual sobre los elementos de Cp(X, T)
y Cp(Y, T), la que denotamos por t,(C,(X, T)). En general, estariamos bus-
cando un resultado para G'y H dos grupos topologicos abelianos totalmente

acotados dotados de la topologia débil ¢,(G) y t,(H), respectivamente. Pero
éste se obtiene como consecuencia de la Proposicion 3.1.4. Asi pues,

Proposicion 3.4.1 Sean X e Y espacios completamente requlares. Sea H
un isomorfismo topologico entre Cp(X, T) y Cp(Y, T). Entonces, la aplicacion
dual de H, fAI, es un tsomorfismo topologico con la topologia de la conver-

gencia puntual sobre los elementos de Cp(X,T) y Cp(Y,T).

Por tanto, H es un isomorfismo topologico con la topologia de la con-
vergencia puntual sobre los elementos de Cp(X,T) y Cp(Y,T). A partir de
éste, construiremos una aplicacién entre los espacios topologicos X e Y. Ade-
més, tenemos las inclusiones naturales de X e Y en Cp(X, T)" y Cp(Y,T)",
respectivamente, esto es,

px X — Cp(X,T)"

T — Of

py 1Y — Cp(Y,T)"
y = Oy,

que aparecen en el siguiente resultado, en el cual se demuestra que la topo-
logia de la convergencia puntual ¢,(Cp(X, T)) y t,(C,(Y, T)) coincide con la
topologia de X e Y, respectivamente.

Proposicion 3.4.2 Sea (Z,77) un espacio topoldgico completamente regular
Hausdorff. La topologia de Cp(Z,T)", t,(Cp(Z,T)), restringida a Z, da la
topologia original de Z, i.e., t,(Cy(Z,T)) 7 = 72.

-Demostraciéon-

Supongamos que la red (z;); € Z converge a un z € Z con la topologia
original de Z. Sea f € C,(Z,T), entonces (f(z;)); converge a f(z) con la
topologia puntual. Luego

6z, (f) ~ 6.(f),
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esto es,la red (J,); converge a d, con la topologfa de la convergencia puntual
sobre los elementos de Cy,(Z, T). Asi pues, podemos afirmar que la red original
(2i)i converge a z con la topologia t,(Cy(Z, T))|z restringida a Z.

Supongamos ahora que la red (z;);c; converge a z con la topologia de
la convergencia puntual sobre los elementos de Cp,(Z, T). Procedemos por
reduccion al absurdo: supongamos que la red (z;); no converge a z con la
topologia de Z. Entonces existen un entorno abierto U € £(z) y una subred
(2j)jes de (2)s, donde J C I, tal que z; ¢ U para todo j € J. Como Z es
completamente regular, existe f € Cp(Z,R) tal que

1
f(z) =0y f(s)= 3 Vs ¢ U
En particular, como los elementos de la subred (z;);cs no estan en U, en-
tonces f(z;) = 3 para todo j € J. Por tanto,

i

ez = exp(f)(zj) = 6z (exp(f)) ~ d:(exp(f)) = exp(f)(y) = 1.

Contradiccion. Por tanto, la red (z;); converge a z en la topologia original

de Z. 0

Para definir la aplicacion que relacionara los espacios X e Y, necesitamos
un resultado que establezca que la aplicacion H restringida al espacio Y,
que, por otra parte, se sumerge de forma natural en Cp(Y, T)" mediante la
aplicaciéon py, lo lleve al espacio X. Para ello necesitamos algunos conceptos
desarrollados por Varopoulos que aplicaremos a C,(X,T) y Cp(Y, T). Todos
ellos han sido extraidos de [70].

Definiciéon 3.4.3 (Varopoulos) Sean G y G’ dos grupos topoldgicos abe-
lianos. Se dice que los grupos G y G’ estan en dualidad si, y sdlo si, existe
una funcion

() : G x G — T tal que

(a) (9192,9") = (91,9") (92,9) para todos g1, g2 € G y ¢ € G';

(b) (9,9195) = (9.91) (9, 95) para todos g € G y gy, g5 € G,
y también se da:

(i) si g # 1g, entonces existe ¢ € G’ tal que {(g,¢') # 1t, y andlogamente
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(ii) si g # g, entonces existe g € G tal que (g,9") # 1r.

Definicion 3.4.4 (Varopoulos) Si tenemos una dualidad (G,G'), se dice

que una topologia T es compatible con la dualidad si (G,7)" = G'.

Dada una dualidad a = (G, G'), podemos asociar a G y a G’ sendas topo-
logias débiles canonicas. La topologia w(G, G') sobre G es la topologia débil
generada por todos los elementos de G’ considerados como homomorfismos
continuos en T. La topologia w(G’, G) sobre G’ se define analogamente a
la anterior. Ambas topologias son totalmente acotadas y compatibles con la
dualidad «a.

Teorema 3.4.5 (Comfort, Ross) Un grupo topoldgico abeliano Hausdorff
(G, 1) es totalmente acotado si, y solo si, existe un subgrupo G' de Hom(G, T)

tal que (G, T) es topoldgicamente isomorfo a (G, w(G,G")).

Como consecuencia de este teorema, se sigue que todo grupo abelia-
no Hausdorff totalmente acotado (G, 7) tiene asociado un subgrupo G’ de
Hom(G,T) tal que (G,G") forma una dualidad. El grupo abeliano total-
mente acotado (G',w(G’,G)) es el grupo dual asociado a (G, 7). Més aun,
se tiene también que el grupo dual asociado a (G',w(G’,G)) coincide con

(G,w(G,G") = (G, 7).

Vamos a aplicar estos resultados a Cp(X,T) y a A(X). En primer lugar,
es de inmediata comprobaciéon que ambos grupos estédn en dualidad mediante
la aplicacién:

() : Cp(X,T) x A(X) — T
(fiw) — flw),

donde f : A(X) — T es el homomorfismo continuo asociado a f de la pro-
piedad universal de los grupos topolégicos abelianos libres que verifica ade-
mas que f|x = f. Ademas, las topologias débiles w(Cy(X,T), A(X)) sobre
Cp(X,T) y w(A(X),Cp(X,T)) sobre A(X) son compatibles con la duali-
dad formada por ambos grupos, i.e., con la dualidad (C,(X,T), A(X)), por
los comentarios hechos antes y después del Teorema 3.4.5. En consecuencia
obtenemos

(A(X)’w(A(X)7Cp(X7T))>A = C(XvT)
(Cp(XvT)vw(CP(X7T)7A(X))>A - A(X)7
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luego si dotamos al grupo topologico abeliano libre A(X) de la topologia de
la convergencia puntual sobre los elementos de Cp(X, T), obtenemos que su
grupo dual coincide con Cp,(X, T). Denotaremos a partir de ahora

Ap(X) = (A(X), w(A(X), Cp(X, T))),

para distinguir el grupo topologico abeliano libre A(X) dotado de su topo-
logia habitual, con la topologia débil sobre los elementos de Cp(X,T). Asi
pues, de aqui en adelante consideraremos que

Ap(X)" =C(X,T). (3.17)

Lo que cabe preguntarse ahora es de qué forma podemos relacionar cada
uno de los grupos duales C,(Y, T)" y Cp(X, T)" con sus respectivos grupos
topologicos abelianos libres A(Y) y A(X). En la igualdad (3.17), dotamos a
cada uno de los grupos implicados de la topologia de la convergencia débil
sobre los elementos de A(X), esto es,

(Ap(X)", w(C(X,T), A(X))) = (C(X, T), w(C(X,T), A(X))),
v si dualizamos, obtenemos
(Ap(X)", w(C(X,T), A(X))" = (C(X,T), w(C(X,T), A(X)))",
donde (C(X,T), w(C(X,T), A(X)))" = A(X). De esta forma,
(Ap(X)" w(C(X, T), A(X)))" = A(X). (3.18)

Veamos en primer lugar que Cp(X,T) = (C(X, T),w(C(X,T), A(X))). Sea,
pues, (fi); € C(X,T) una red convergente a f € C'(X,T) con la topologia de
la convergencia puntual. Sean 1 > ¢ >0y w = > iy kjzj € A(X), entonces
fitw) = fi(w) = [T fi(z;)" asi como f(w) = f(w) = [I}L, flz)".
Como (f;) converge puntualmente a f y F = {z1,...,z,} C X es finito,
entonces existe un indice i1 tal que (f; — f)(F) C V. para todo i > i1. A su
vez, como k; € Z, entonces tenemos que

k;

‘/E _ {627ritkj . ‘t‘ < E} - V“: - V;j
J

luego para todo 7 > i1 y para todo x; € F,

(fi = ¥ (x;) € Ve

Asi pues, la red (f;) converge a f con la topologia débil sobre los elementos
de A(X). De la misma forma, sea (g;) € C(X,T) una red convergente a
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g € C(X,T) con la topologia débil sobre los elementos de A(X), y sea,
ademas, F' C X finito. Todo elemento de F' también pertenece a A(X), luego
dado € > 0 y para cada x € F, existe un indice i, tal que f;(x) — f(z) € V¢
para ¢ > i;. Cogemos el maximo de estos indices, lo denotamos por iy :=
max;er (i) y obtenemos finalmente que para todo i > iy,

(fi = H)(F) C Ve

Por tanto, Cp,(X,T) = (C(X, T), w(C(X,T),A(X))) y de (3.18), obtenemos
que Cp(X,T)" = A(X), asi como también

(Cp(X, )", w(A(X),C(X,T))) = Ap(X).

Esta ultima igualdad también se verifica para el espacio topologico Y, esto
es,

(Cp(Y, )™ w(A(Y),C(Y, T))) = Ap(Y).

A continuacién, comenzamos con un resultado que ha aparecido en sec-
ciones anteriores y en el que utilizaremos en primer lugar dicha dualidad
(3.17). Vale la pena recordar ahora que aqui utilizamos el homomorfismo
dual de H siguiente: H : C,(Y, T)" — Cp(X, T)".

De esta forma:

Proposicion 3.4.6 Sean X e Y espacios topoldgicos completamente requ-
lares y sea H : Cp(X,T) — Cp(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador.
Entonces, para cada y € Y, el elemento I;ﬂy(y) pertenece a Z.X .

-Demostracién-
Tenemos el siguiente diagrama y queremos probar que efectivamente H, ‘Y(Y) -
7.X:

c,(v,T)" L oy (x, )N

o | [ex

H) ~

donde pz : Z — Cp(Z,T)" son las inmersiones nombradas anteriormente.
Procedemos por reduccién al absurdo. Para ello, supondremos que existe
y €Y tal que R

Hy(y) ¢ ZX.
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Como A,(Z)" = Cp(Z,T) (Ecuacion (3.17)), podemos suponer que dicho
y € Y verifica que H|y(y) € A(X)\ ZX, es decir que podemos suponer que
I:T|y(y) tiene la forma Y ;"  nx; € A(X), con x; # x; para todo j # i,
x; € X,n; € Zyn=|I] > 1. Cogemos el (altimo) elemento z,, de X y para
cada z; con j # n, tenemos que que existen entornos abiertos Vie&(r,)y
Uyz; € E(xy) tales que
VIinuU,, =10,
para todo j € {1,...,n—1}. Por otro lado, como cada V7 es entorno abierto

de z,, tenemos que W := ﬂ?;lle también es entorno abierto del pun-

to x,. Llamamos U; := U?:_llej; de esta forma, el conjunto de puntos
{z1,...,Zn_1} esta contenido en él y ademés verifica Uy N W = (), ya que

UnW = Uz (N5 VN Uy,

donde cada U, N (M= lvy Ccvin Uz; = 0 para todo j € {1,...,n —1}.
Por tanto, por ser X completamente regular, podemos encontrar funciones
continuas f; € C(X,R) tales que 0 < f; <1, fi(X\U;) =0y fi(x;) = a #0,
con a ¢ Q tal que 0 < a < 1. Llamamos, entonces, g; := exp(af;) y ésta
verifica g; (37 njx;) = [[—; gi(x;)™. Si i =1, obtenemos que

n n
7> njz;) = [late)m =[]
=1 j=1 ;
— XS £y,

mientras que si ¢ = 2, entonces gy(D_7_ n;7;) = g2(wy)"" = e2miann oL o,
Por tanto,

(Hg)(y) = Hy(W)(g:) =g:(Hy ()

n

= 5,(Q_nja;) # 1r,
j=1

parai € {1,2}. Como H es un homomorfismo separador, tenemos que existe
xg € X,

91(z0) # 11y g2(w0) # 1.
Esto implica que

afi(xo) ¢ Z 'y afa(xo) ¢ Z,
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es decir, que f1(zg) # 0y fa(xg) # 0. Luego, los conjuntos cocero de f1 y fa
son disjuntos, con lo que ya hemos llegado a una contradiccién por la forma
con la que se han construido cada f;. Por tanto,

H|y(y) eZX

para todo y € Y. Il

Nota 3.4.7 Gracias a la Proposicion 3.4.6, podemos definir las siguientes
aplicaciones

h:Y —- X

B:Y — 7,

de tal forma que para todo y € Y, tenemos que

Hy (y) = B(y)h(y) = na,

conneZ yzreX.

El siguiente paso a comprobar es que la aplicaciéon (§ s6lo puede tomar
los valores enteros 1 y —1. El procedimiento que seguiremos aqui es diferente
al de secciones anteriores, ya que aprovecharemos la propiedad de los grupos
A(X) y Cp(X,T) de estar en dualidad, asi como también A(Y) y Cp(Y,T).

Proposicion 3.4.8 La aplicacion B : Y — Z, definida en la Nota 3.4.7,

tiene como imagen el conjunto formado por los enteros 1 y —1.

-Demostraciéon-
Ya sabemos de la Proposiciéon 3.4.6 que ﬁ‘y(Y) C ZX. Veamos en primer
lugar que la imagen por H de ZY es exactamente ZX.

Por doble inclusion:
(C) Seany € ZY, luego H(ny) = nI?I‘ (y) = n-ma por lo que acabamos de ver
en la Proposiciéon 3.4.6. Ademas, el producto nm € Z, luego ﬁ(ny) e7ZX.
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(D) Seanz € ZX . Supongamos que existe w € A(Y)\ZY tal que H(w) = nz.
Podemos suponer que w tiene la siguiente forma: w =), n;y;, con n; € Z e
y; € Y, distintos entre si. Entonces,

ﬁ(z niy;) = anﬁﬁ (yi) = anmzlﬁz,

de donde podemos suponer que los elementos z; € X son distintos, ya que
los y; lo son y H es inyectiva. De esta forma,

nr = E ;M T4,
%

pero » ., nym;x; ¢ ZX, al ser los x; distintos, mientras que nx si que es un
elemento de dicho espacio. Contradicciéon. Por tanto, cada elemento de ZX
tiene una antiimagen por H en ZY, luego

H(ZY) = ZX,
y de aqui se deduce que ﬁ_l(ZX) =7Y.

Una vez probado este hecho, sea ahora y € Y, luego
H\Y(y) = nz,

con n € Z tal y como acabamos de ver. Como H es, en particular, una
biyeccion, entonces para el elemento nx € ZX su antiimagen y es tunica.
Podemos dividir el elemento nx de la siguiente forma: nx = (n — 1)z +x, y
cada uno de estos sumandos tendra su antiimagen en ZY', ya que H! (ZX) =
Z7Y:

A4 (0 - 1)) + A (a)
= (n—-1)H () + H ()
= (n—1)My + My

= nMy,

y=H"(n)

donde M, n € Z e y; € Y es la imagen de z por HL. Entonces, para que
nMy, sea igual al elemento y € Y, el producto n- M tiene que tomar el valor
entero 1 y ademaés, y = y1. Asi pues, como son nimeros enteros, n y M han
de pertenecer al conjunto {—1,1}. Por tanto, para todo y € Y,

ﬁ|Y(y) eXU (_X)7

es decir, la aplicacion 3 verifica que 3(Y) C {—1,1}. O
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Nota 3.4.9 En la Proposicion anterior 3.4.8, hemos visto que efectivamente
la aplicacion (3, definida en la Nota 3.4.7, toma valores de Y en {—1,1}. Por
tanto, esto nos permite relacionar los espacios X e Y a partir del isomorfismo
topologico separador H y su dual H de una forma mds natural. De hecho, las
aplicaciones h y 3, tal y como estdn definidas, verifican que, st f € Cp(X,T),
entonces

H(y)(f) = (Hf)(y) = f(h(y)) @,

donde 8:Y — {—1,1}, que hace que la imagen de f por H evaluada en un

punto y €Y sea f evaluada en h(y) o su conjugado, i.e.,

(Hf)(y) = f(h(y)) ¢ (Hf)y) = f(hy)" = F(h(y))-

Veamos en el siguiente resultado qué propiedades tiene la aplicacion h :
Y — X.

Proposicion 3.4.10 La aplicacion h definida en la Nota 3.4.7 es inyectiva,

continua y el rango de h es denso en X.

-Demostraciéon-

= La demostracion de la inyectividad es analoga a la de la Proposicion
3.2.11 en la Seccion 3.2.1 y la Proposicién 3.3.7 en la Secciéon 3.3.

= Que h es continua, es facil de ver porque h es la restriccion de Ha Y,
y ésta es continua con la topologia de la convergencia puntual sobre los
elementos de Cp(X,T) y Cp(Y,T) (Proposicién 3.4.1). Como ademés
esta topologia restringida a cualquier espacio completamente Hausdorft
Z coincide con la topologia original de dicho espacio Z (Proposiciéon
3.4.2), entonces h es continua.

» Veamos por tltimo que el rango de h es denso en X, ie., h(Y) = X.
Supongamos que existiera zg € X \ h(Y), que es abierto en X.

Como X es un espacio completamente regular, existe una funcién con-
tinua g : X — [0, 1] que verifica

g(xo) =a y Iny = 0,
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con a € (R\ Q) NJ0,1]. Definimos ahora ¢’ := exp(ag) que es de nuevo
continua. Entonces para todo y € Y, ¢'(h(y)) = 1r, luego

(Hg')(y) = g (h(y))’™ = 17,

y eso nos lleva a que Hg' = le,v;r)- Como H es un homomorfismo
inyectivo, entonces la aplicacion ¢’ habria de ser la aplicacién cons-
tante igual a 1, pero esto no puede ser ya que ¢'(zg) = 2™ # 1.
Contradiccion. Asi pues, A(Y) = X.

0

Una via para demostrar que h es sobreyectiva y abierta, y por tanto un
homeomorfismo, puede consistir en utilizar H! y construir la inversa de h
a partir de él.

Sabemos que H es un isomorfismo topolégico separador y que su inversa,
H™!: Cy(Y,T) — Cp(X,T), al menos, hereda la caracteristica de ser un
isomorfismo topolégico. Dualizamos y obtenemos:

—

H-1:Cp(X, T)" — Cu(Y,T)"
X — Xoﬂfl,

Anélogamente a la Proposicion 3.4.1 (basado en la Proposicion 3.1.4), se

demuestra que H~1 es un isomorfismo topolégico con la topologia de la
convergencia puntual sobre los elementos de Cp(Y, T) y Cp(X, T).

Veamos, pues, que h es a su vez sobreyectiva.

Proposicion 3.4.11 La aplicacion h : Y — X, definida en la Nota 3.4.9,

es sobreyectiva.

-Demostracion-

Supongamos que existe 29 € X \h(Y"). Como h(Y) = X (Proposicion 3.4.10),
entonces existe (z;)ier € h(Y) tal que z; ~ xo. Pero z; € h(Y) para todo
i € I, luego existen y; unicos (h es inyectiva, Proposicion 3.4.10) tales que
z; = h(y;) para todo i € I. Trabajamos ahora con la red (y;); C Y. Como
H 'y H~! son isomorfismos topologicos, y H y H~! son inversas una de la
otra, entonces

~ ~ ~

(H™" o H))(y:) = H ' (2:) = v
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es una red convergente en Y, ya que lared (z;); loesen X y H~! es continua.
De esta forma, existe yo € Y tal que y; ~» yp. Sin embargo, la aplicacion
h es continua (Proposicion 3.4.10), y esto implica que la red (h(y;)); ha de
converger al elemento h(yp). Como X es un espacio de Hausdorff, no queda
otra alternativa méas que

h(yo) = o.

Contradiccién, porque habiamos supuesto al principio que zg no era un ele-
mento de A(Y). Por tanto, h(Y) = X y ésta es sobreyectiva. O

Como consecuencia, para probar que h es un homeomorfismo, necesita-
remos comprobar en primer lugar que H ! también es un un homomorfismo
separador para poder construir la inversa de h a partir del dual de H~L.
Sabiendo que H es un isomorfismo topoldgico separador, jsera cierto que su
inversa H~! también tiene esa propiedad? En general, la respuesta es negati-
va. Este hecho no depende tanto de que H sea un homomorfismo separador,
sino de que admita una representacion del tipo Banach-Stone.

Es, por tanto, el resultado siguiente donde vamos a ver que H ! es final-
mente un homomorfismo separador.

Proposicion 3.4.12 Sea H : C,(X,T) — C,(Y,T) un isomorfismo topo-

logico separador. Entonces H™' es a su vez una aplicacion separadora.

-Demostraciéon-
Sean f, g € Cp(Y, T) tales que para todo y € Y,

fly) =11 6 g(y) =17

Como H es una aplicacion sobreyectiva, entonces existen f/, ¢’ € Cp(X,T)
tales que H(f') = f v H(g) = g.

De la Nota 3.4.9, sabemos que, si k € Cp(X,T), entonces H(k)(y) =
k(h(y))P®) para todo y € Y. Por tanto, obtenemos

F(h@)*@ = H(f")(y) = f(y) =11 6 ¢ (h(y))*Y = H(g')(y) = 9(y) = 1,

(3.19)
para todo y € Y. La Proposiciéon 3.4.11 afirma que h es sobreyectiva. Esto
implica que (3.19) adquiera la siguiente forma

F@) 07 @) Z 1p 6 g/ (2)P @) = 1,
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para todo x € X. De aqui se deduce que
H'(f)(@) 07 @) = 10 6 B (g)(2)® @) = 17 v € X.

Como [(Y) C {—1,1} (Proposicién 3.4.8), se tiene en cualquier caso que
para todo z € X,

H™Y(f)(x) =11 6 H™'(g)(x) = 1r,

es decir, H~! es una aplicacién separadora. O

Por tanto, podemos aplicarle a H~! las Proposiciones 3.4.6 y 3.4.8, con
lo que obtenemos

H(x) €Y o Hy(z)e~Y (3.20)

para todo z € X.

Ahora si que estamos en condiciones de definir la aplicacién k: X — Y
de forma anéloga a h:

Nota 3.4.13 Tras lo visto en (3.20), podemos definir la siguiente aplicacion
k: X — Y, que nos permite relacionar los espacios X e Y a partir del
isomorfismo topoldgico separador H™' y su dual H=1. Asi pues, para todo

x € X, tenemos que

—

H(w) = 8/ (@)k(z),
con f'(X) C {—1,1}. Cabe destacar que k, definida de esta forma, verifica
que, si f € Cp(Y,T) y x € X, entonces

(H'f) (@) = f(k(2))" ),

donde (3 estd definida como en la Nota 3.4.9 lo estaba la aplicacion 3. A su
vez, k también verifica que es inyectiva, continua y sobreyectiva (Proposicio-
nes 3.4.10 y 3.4.11 aplicadas a ella).

Como consecuencia, podemos probar que la aplicaciéon h definida en la
Nota 3.4.7 es un homeomorfismo:
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Proposicion 3.4.14 Sean X e Y espacios topoldgicos completamente requ-
lares y sea H : Cp(X,T) — Cp(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador.
Entonces, la aplicacion h 1Y — X que se obtiene en la Nota 3.4.7 a partir

de H es un homeomorfismo.

-Demostracion-
Por las Proposiciones 3.4.10 y 3.4.11, sabemos que h es una biyeccién con-
tinua. En la Nota 3.4.13, se ha demostrado que del homomorfismo inverso
de H también se puede obtener una biyecciéon continua k : X — Y que lo
representa.

Entonces, para ver que h es abierta, comprobaremos que k es la inversa
de h. Sea, pues, y € Y, luego para toda f € Cp(Y,T) tenemos que

flw) = (HoH () = HEH ()
(H () = F0(h(y)) 700,

Supongamos que existiera yp € Y tal que (koh)(yo) # yo. Podemos encontrar
entonces entornos abiertos Uy V en'Y de yg y k(h(yo)), respectivamente tales
que U NV = (). Asi pues, construimos una aplicacion continua F : Y — R
tal que

FY\V)={a}y F(k(h(y0))) = 0,

con a € (R\Q)NI0, 1]. Esto implica que €™ € C,(Y, T) y podemos aplicarle
lo visto anteriormente:

g # €20 = 2miF (o) = 2miF (k(h(y0)))B(w0)F' (h(¥0)) = 1.,
Contradiccion, luego para todo y € Y se tiene que (ko h)(y) = y. Se com-
prueba analogamente que también (h o k)(x) = x para todo = € X.

Por tanto, la aplicaciéon k, definida en 3.4.13, es la inversa de h, luego h es
un homeomorfismo. O

Aqui tenemos el principal Teorema de esta secciéon, en el que resumimos
todos los resultados que nos conducen a afirmar que H es efectivamente una
aplicacion del tipo de Banach-Stone.

Teorema 3.4.15 Sean X e Y espacios topologicos completamente regulares
Hausdorff. Sea, ademds, H : C,,(X,T) — Cp(Y,T) un isomorfismo topold-

gico separador. Entonces existe un homeomorfismo h : Y — X tal que, si
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feC(X,T)eyeY,

donde B:Y — {—1,1}.

-Demostracion-

Por las Proposicion 3.4.14, obtenemos que la aplicacién h, definida en la
Nota 3.4.7, es un homeomorfismo biyectivo de Y en X. Como ademas, para
cada y € Y, el isomorfismo H tiene la siguiente forma (Nota 3.4.9),

(Hf)(y) = Hy @) (f) = f(h(y)*®,

el teorema queda demostrado. O

3.5. Otro tipo de espacios

En esta tltima seccién, trabajaremos en primer lugar con espacios topo-
logicos Hausdorff que satisfacen el primer axioma de numerabilidad (1AN),
mientras que en segundo y tultimo lugar, tanto X como Y seran espacios
topologicos realcompactos. Las pruebas que llevaremos a cabo en esta parte
se obtendran como consecuencia de la Seccion 3.2, cuando los espacios eran
compactos.

En ambos apartados, vamos a trabajar con las compactaciones de Stone-
Cech de X e Y. Recordemos en qué consiste dicha compactacién. Para ello,
extraemos de [61] los siguientes resultados:

Teorema 3.5.1 Todo espacio completamente regular X tiene una compac-

tacion BX con las siguientes propiedades:

1. (Stone) Toda aplicacion continua 7 de X en un espacio compacto Y

tiene una extension continua T de fX en Y.

2. (Stone-C'ech) Toda funcion f € C*(X), el espacio de las funciones

reales continuas acotadas, tiene una extension a una funcion fﬁ de

C(B(X))-

3. (Cech) Cualquier par de conjuntos cero disjuntos de X tiene clausuras

disjuntas en 5X.
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Mads aun, el espacio BX es unico en el siguiente sentido: si una compactacion
T de X satisface alguna de las condiciones de la lista, entonces existe un

homeomorfismo de BX en T que fija a X punto a punto.

El espacio X recibe el nombre de compactacion de Stone-Cech de X.
De acuerdo al Teorema 3.5.1, ésta viene caracterizada como aquella compac-
tacion de X en la que dicho espacio topolégico esta C*-sumergido.

Algunas propiedades significativas de X son las siguientes:
» El espacio X es denso en X.
s X es Hausdorff.

= La aplicacion de C*(X) en C(8X), f — f?, es un isomorfismo.

Partimos de nuevo del isomorfismo topologico separador
H:Cy(X,T) — Cu(Y,T),

donde destacamos que tanto C(X, T) como C (Y, T) estan dotados de la topo-
logia de la convergencia uniforme y los denotaremos de esa forma: C,, (X, T)
y Cu (Y, T). Veremos, entonces, que se puede representar mediante un homeo-
morfismo entre los espacios Y y X. Para ello, construiremos una aplicacion:

HP . C(BX,T) — C(BY,T)
fo— (Hfix),

que acttia sobre cada f € C(8X,T) como lo hace H, con la pequena variacion
de que H actua sobre f restringida a X y luego el resultado se extiende a
una aplicacién de BY en T.

En el siguiente resultado se prueban las propiedades que hereda H” del
isomorfismo topologico separador H.

Proposicion 3.5.2 Sea H : Cy(X,T) — Cu(Y,T) un isomorfismo topolo-

gico separador. Entonces la aplicacion
HP:C(BX,T) — C(BY,T)
fo— (Hfix)’,

es un isomorfismo topoldgico separador.
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-Demostraciéon-
Como en anteriores ocasiones, la prueba se lleva a cabo paso a paso.

= Que H” es un homomorfismo es evidente. Sean ahora f, g € C(8X,T)
cumpliendo que para todo w € 58X,

fw) =11 o g(w) = 17.

En particular, esto se cumple para todo elemento de X y, como H es
un homomorfismo separador, tenemos que para todo y € Y,

(Hf)(y) = 1r o (Hg))(y) = 11.

Supongamos que existe z € fY \ 'Y tal que

(HPf)(2) # 11 y (H"g)(2) # 1r.

Por la definicién de HP, esto quiere decir que
(Hf)?(2) # 11y (Hg)?(2) # 1.

Que exista z € Y\ Y tal que (H?f)(z) # 11y (HPg)(2) # 17 implica
que el conjunto

Vi={peBY: (H°f)(p) # lr y (H’g)(p) # 11}

sea distinto del conjunto vacio. Mas atn, V es un abierto de Y, ya
que

V =4y \ (H° /)~ ({1}) U (H%9) " ({1r}).

Asi pues, obtenemos que

Vny #0.

Esto implica que existe yg € Y tal que

(HP)(yo) # 11y (Hg)(yo) # 1r,

pero esto es imposible, ya que se tiene que (HﬁF)‘y = (HFx) para
toda F' € C(BX,T) y el homomorfismo H es separador. De esta con-
tradiccion se deduce que HP hereda la propiedad de ser una aplicacion
separadora.
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= HP es inyectiva.

Sean f, g € C(BX,T) tales que HS(f) = HP(g). Esto implica que
(Hf])ﬁ = (Hg‘)ﬁ. Luego, para todo y € 8Y,

(Hf) (y) = (Hg)’(y),

en particular, para todoy € Y,

(Hf) (y) = (Hg)’(y)
& (Hf)(y) = (Hg)(y)
= fix = 9x-

Como f y g coinciden en un denso, éstas son iguales. Por tanto, H” es
inyectiva.

» HP es sobreyectiva:
Sea g € C(BY, T), luego g;y € C(Y, T). Si tenemos en cuenta ahora que
H es sobreyectiva, tenemos que existe f € C(X,T) tal que H f = gy

Llamamos F a la extension de f la compactacion de Stone-Cech de X,
que es continua y ademaés verifica,

(H°f) = (HF)? = (HF)’ = (g)y)" = g.
Asi pues, H? es sobreyectiva.

» HP es continua:

Sea (fi); € C(BX,T) una red convergente a f € C(X,T) con la
topologia uniforme, es decir, para todo € > 0 existe ig tal que f; —
f € P(BX,V,) para todo i > iy, donde recordamos que P(8X, V)
es un entorno basico de la unidad de C'(8X, T). Esto implica que, en
particular, para todo x € X tenemos que

(fi = P)(x) € Ve,

luego (fi — f)(X) C V¢ para todo i > ip. Como H es continua respecto
de la topologia uniforme en C(X,T) y en C(Y,T), obtenemos que la
red H fi‘ converge a H f| con la topologia de la convergencia uniforme,
esto es, dado € > 0, existe 71 tal que

(Hfyy — Hf)(Y) C V. Vi > ir. (3.21)
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Supongamos ahora que (H?f;); no converge a H” f; esto quiere decir
que existe ¢, > 0 tal que

(HPf; — H°f)(BY) € Ve, (3.22)

para todo indice ¢ de la red. Existe por tanto w € GY que verifica
(3.22). Como Y es denso en su compactacion de Stone-Clech, existe
una red (wj) €Y que converge a w con la topologia de fY. Pero cada
w; pertenece a Y, luego por (3.21) se tiene que existe i3 tal que

(Hfi, — Hf))((w;);) € Ve, Vi = is.

Sea i > i3. Por tanto, tenemos una red ((Hﬁfi‘ — Hﬁf)|(wj))j en T
que se acumula en V; , que podemos escogerlo cerrado, esto es, V¢, :=
{e?™ . |t| < €,}, al cual no pertenece su limite (H? f; — Hﬂf)|(w) por
lo que se esta suponiendo en (3.22). Contradiccion. Asi pues,

y la aplicacion H? es continua con la topologia de la convergencia
uniforme.

HP es abierta:

Se prueba de forma anéloga a la continuidad de H”. Sea, pues, una
red (g;); € C(BY,T) convergente a g € C(BY,T) con la topologia de
la convergencia uniforme, con lo que iy también converge a gy con
esa misma topologia, tal y como se ha visto en el apartado anterior.
Como H ™! es continua por hipotesis, tenemos que H (gi‘y) converge a
H_l(g|y). Llamamos h; := H_l(gily) y h:= H_l(g‘y), y SUpOngamos
que (h’lg ) no converge a h®. Luego, existe § > 0 tal que

(h) = hP)(BX) & Vs Vi,

Siguiendo los pasos de la parte anterior, se demuestra que en ese caso,
existe z € fX \ X que verifica la afirmacion anterior, y a partir de aqui
se deduce de forma anéloga a la demostracion del paso anterior que

(H?)"(gi) ~ (H”)"}(9)
con la topologia de la convergencia uniforme, con lo que H? es abierta.

g
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3.5.1. X eY 1AN

Pasamos de trabajar con H a trabajar con H” y los resultados que se
obtengan para esta ultima aplicacion, los relacionaremos con H. Veamos a
continuacion qué propiedades hereda H? de H para asi estar en condiciones
de aplicarle a H? los resultados de la Secciéon 3.2, ya que tanto 3X como
BY son espacios topoldgicos compactos Hausdorff.

Si restringimos H? a C°(8X,T) y gracias a que es un isomorfismo topo-
logico (Proposicion 3.5.2), tenemos que HP(C°(BX,T)) = C°(BY,T) y HP,
restringida a dicho subgrupo de C'(8X, T) sigue siendo un isomorfismo topo-
l6gico. A su vez, H? es un homomorfismo separador (Proposicion 3.5.2). Por
tanto, estamos en condiciones de aplicar a H? los resultados de la Seccion
3.2.1. De esta forma, por el Teorema 3.2.14 tenemos que existe una aplicacion
continua v : fY — {—1,1} y un homeomorfismo biyectivo h® : BY — X
tales que

(HP ™) (w) = e2mr(w)f (R (w), (3.23)

para toda f € C(BX,R). Recordamos que $X es un espacio topologico
compacto y que, por tanto, la aplicaciéon exponencial cociente:

- O(BX,Z)
f+eBx.z) — ™

C°(BX,T)

es un isomorfismo topolégico (Proposicion 1.2.4), con lo que exp(C(5X,R)) =
C°(BX,T).

El siguiente paso es comprobar que la nueva aplicacion h® restringida a
Y sigue siendo un homeomorfismo y ademas, th(Y) = X, con lo que ya
tendriamos candidato al homeomorfismo mediante el cual representaremos
a H, tal y como afirma el Teorema clésico de Banach-Stone. Pero antes de
nada, mostramos unos resultados de [61] que son ttiles a la hora de alcanzar

el objetivo planteado.

Teorema 3.5.3 Todo conjunto cero no trivial de 65X, si ademds es disjunto
de X, entonces contiene una copia de BN, y por tanto, su cardinal es como

minimo 2°€.

Corolario 3.5.4 Ningin punto de X \ X es un G5 en fX.
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A continuacién demostramos que th es un homeomorfismo.

Proposicién 3.5.5 El homeomorfismo biyectivo h® : 3Y — BX, definido
en (3.23), cumple:

1. K2

L) =X,

2. La nueva aplicacion

h::th:Y -~ X
y — ()

es un homeomorfismo biyectivo.

3. La aplicacion h verifica

(He*™ 1 (y) = 2y W) (hw)
para toda f € C(X,R) ey €Y, donde vy : Y — {—1,1} es continua.

-Demostracion-

1. Por doble inclusién.

(C)Seay €Y tal que hﬁ/ (y) € BX\X. Por ser Y un espacio 1AN, tene-
mos que el punto y tiene una base de entornos numerable (U, )p<w C Y.
Entonces, los conjuntos (clgy (Uy)),, forman una base de entornos de y

en 3Y. Como h” es un homeomorfismo, si llamamos para cada n,
V= b (clgy (Un)),

obtenemos una sucesion de conjuntos (V;,), que es base numerable de

entornos abiertos de hﬁ, ‘ﬁy

conjunto Gy. Pero, por el Corolario 3.5.4, el punto hlﬂy(y) € X\ X

(y) en BX, lo que significa que hjy.(y) es un

no puede ser un conjunto Gs. Por tanto, hﬁ,(y) € X.

(D) Sea ahora x € X tal que (h%)"!(z) € BY \ Y. Como X es 1AN,
el punto x tiene una base numerable de entornos (U,), en X. Por
argumentos similares a los mostrados en la prueba de la otra inclusién
y gracias a que h? es un homeomorfismo, obtenemos efectivamente que
(h?)~Y(x) € Y. De esta forma,

Bo

L) =X
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2. Que la nueva aplicaciéon h := h‘ﬁy es una biyeccion, es evidente tras lo
visto en el apartado anterior. E igualmente, es continua y abierta pues
no estamos mas que restringiendo h? a un subespacio suyo asi como a
la inversa de (h?), a (h%)~1.

3. Sabemos que si f € C(BX,R) y w € BY, entonces

(HP 20 ) (w) = 62Triw(w)f(h5(w))7

donde v : fY — {—1,1} es una aplicacion continua. Sean, ahora,
g € C(X,R) e y € Y. Entonces,

(He™)(y) = (H(e*™)")y (y)
o277 (1)g” (P (y))
eQﬂ'i’ﬂy (y)gﬁ (hf;y (y))
2Ty W)g/x (h(w)

2y W)g(h(y)

donde vy : Y — {—1,1} es una aplicacién continua.

Concluyendo,

Teorema 3.5.6 Sean X e Y espacios topologicos 1AN Hausdorff y sea H :
Cu(X,T) — Cu(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador, con los grupos
C(X,T) y C(Y,T) dotados de la topologia de la convergencia uniforme. En-
tonces ezisten una aplicacion continua 3 :Y — {—1,1} y un homeomorfismo
h:Y — X tales que si f € Cy(X,R) ey €Y,

(H€27rif)(y) — 2mif(h(y)B(y)

-Demostracién-
De la Proposicion 3.5.5 y de los comentarios hechos tras la Proposicion 3.5.2,
obtenemos la tesis de este resultado. O
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3.5.2. X e Y realcompactos

Suponemos en esta secciéon que los espacios X e Y son realcompactos y
Hausdorff. Por definicién, un espacio X es realcompacto, si todo ideal ma-
ximal real de C'(X) es fijo, es decir, si la interseccion de los conjuntos cero
de dicho ideal es distinta del conjunto vacio. Otra caracterizacion seria la
siguiente: un espacio X es realcompacto si, y s6lo si, todo z-ultrafiltro real es
fijo. Este tipo de espacios juegan el mismo papel en la teoria de C'(X) que los
espacios compactos en la teoria de C*(X), el espacio de las funciones reales
continuas acotadas. En [46], encontramos la siguiente definicion de espacio
realcompacto:

Definicion 3.5.7 Un espacio topologico X se dice que es realcompacto, si
X es completamente regular y si no existe ningun otro espacio completamente

reqular X que satisfaga las siguientes condiciones:

(RC1) Existe una inmersion 7 : X — X, que ademds es un homeomorfismo,

tal que 7(X) #7(X) = X.

(RC2) Para toda funcion real continua f : X — R existe una funcion continua
f:X >Rt que for = f.

Es conocido el siguiente resultado (de [61]):

Teorema 3.5.8 Dos espacios realcompactos X e Y son homeomorfos si, y

sélo si, C(X) y C(Y) son isomorfos como anillos.

Lo que vamos a probar a continuacién es el equivalente para los grupos
de funciones continuas evaluadas en T, més concretamente, para aquellas
funciones que tienen la forma €2/ con f € C(X,R). Pero antes de nada,
veremos un par de resultados que relacionan a los espacios realcompactos
con la compactacion de Stone-Cech (en [61]):

Teorema 3.5.9 Las siguientes condiciones sobre un punto p € X son equi-

valentes:

1. MP={feCX): fflp)=0}={feC(X): pe€clxZx(f)} es
real, esto es, el cociente C(X)/MP es isomorfo a R como cuerpo.
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2. Si f e C(X), entonces ésta se puede ver como una funcion continua
de X en la compactacion de Alexandroff de R. Llamamos, por tanto,
f*: 68X — R* ala extension de f a X, pero tomando valores en R*

que es compacto. Entonces,

f*(p) # 0.
para toda f € C*(X).

3. f*(p) = MP(f) para toda f € C(X), con MP(f) la clase de f en
C(X)/MP.

4. Si f*(p) =0, entonces MP(f) =0, i.e., f € MP para toda f € C(X).

El conjunto de todos los puntos de X que verifiquen una y por tanto,
todas las afirmaciones de este Teorema 3.5.9 se denota por ¥ X. Como conse-
cuencia, se puede probar también que v X es el subespacio més grande de X
en el que X esta C-inmerso y es, ademés, el espacio realcompacto més pe-
queno entre X y 8X. En particular, X es realcompacto si, y s6lo si, X = v.X.
De [46] tenemos el siguiente resultado del que incluimos la demostracion:

Teorema 3.5.10 Un espacio topologico completamente reqular X es real-
compacto si, y solo si, para todo punto g € X \ X existe una funcion
continua h : X — [0,1] cumpliendo h(zp) =0 y h(z) > 0 para todo x € X.

-Demostraciéon-

(=) Sean X un espacio realcompacto y zg € X\ X. Como X := XU{xo} C
BX verifica la condicion (RC1) de la Definicion 3.5.7, entonces no puede
verificar la otra condicién de dicha definicién, con lo que existe una funciéon
continua f : X — R que no se extiende de forma continua sobre X. Podemos
suponer que f(z) > 1 para todo x € X, luego la funcion % : X — [0,1] se
extiende a una funcion continua h : X — [0,1] que obviamente satisface
h(z) > 0 para todo z € X. Si h(xg) # 0, podriamos definir una extension
continua de f, f : X — R, de esta forma f(z) = 1/h(x). Contradiccion,
porque estabamos suponiendo que f no admitia extension continua a X. Por
tanto, h(xg) = 0.

(<) Supongamos ahora que para todo punto w € X \ X existe una funciéon
continua h,, : fX — [0, 1] tal que hy(w) =0y hy(x) > 0 para todo z € X.
Entonces, tenemos que

X = Uyepx\xhy' (10,1]),
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luego X es realcompacto, ya que las imagenes inversas de subespacios real-
compactos en un realcompacto, como lo es en este caso X, siguen siendo
realcompactos, asi como la interseccién de realcompactos (véase, por ejem-
plo, [46]). O

Al igual que en la Secciéon anterior (3.5.1), partimos de un isomorfismo
topologico separador

H:Cy(X,T) — C,(Y,T),

donde los grupos de funciones continuas C(X,T) y C(Y,T) estan dotados
de la topologia de la convergencia uniforme, de ahi que los denotemos de esa
forma. Asi pues, extendemos H al siguiente homomorfismo

HP : C(BX,T) — C(BY,T),

que acttia tal y como se describié en la Secciéon anterior, es decir, si f €
C(BX,T), entonces HA(f) := (Hf|X)*3. De hecho, podemos aplicar aqui la
Proposicion 3.5.2 y obtenemos que H” sigue siendo un isomorfismo topolo-
gico separador. De esta forma, podemos aplicarle a H? el Teorema 3.2.14,
con lo que obtenemos que existen una aplicacién continua v : 5Y — {—1,1}
y un homeomorfismo biyectivo h? : BY — BX tales que

(HP 2l () = e2rin(w)f(W (w) (3.24)

para f € C(BX,R) y w € Y. Lo tnico que queda por probar es que
hg,(Y) = X. Con el fin de obtener un resultado similar al Teorema 3.5.6,
necesitaremos, pues, la siguiente propiedad sobre el isomorfismo topologico
separador H y para ello, recordamos la notaciéon N (f) con la que llamamos
al conjunto de puntos donde f se anula, el conjunto cero de f. Cabe destacar
que en la Seccion 4.3.1 del Capitulo 4 se introducira el mismo concepto pero
para espacios de funciones continuas evaluadas en K. Por tanto,

Definiciéon 3.5.11 Se dice que un homomorfismo T : C(X,T) — C(Y,T)

preserva funciones que no se anulan, si se da:

N(f)=0= N(Tf) =0,
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Con otras palabras, si f € C'(X, T) no se anula en ningn punto, entonces
su imagen por T’ tampoco. Cabe destacar que esta propiedad esta bien defi-
nida para otros espacios de funciones continuas; de hecho, en la Seccién 4.3.1
del Capitulo 4 se introducira el mismo concepto para espacios de funciones
continuas evaluadas en K. Asi pues,

Proposiciéon 3.5.12 Sean X e Y espacios realcompactos Hausdorff y sea,
ademdas, H : Cy(X,T) — Cu(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador.
Supongamos que tanto H como su homomorfismo inverso H™' preservan
funciones que no se anulan. Si extendemos H o H® : C(3X,T) — C(BY,T),
entonces, la aplicacion hP, definida en (3.24) verifica

BB

L) =X

-Demostracion-
(C) Supongamos que existe yp € Y tal que h|ﬁ (yo) € BX\ X. Por el Teorema
3.5.10, existe una aplicacion continua g : X — [0,1] tal que

g(hlﬁy(yo)) =0 y ademas, g(z) > 0 Vx € X.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que g(z) €]0, 1], ya que en otro
caso, cogerfamos a € (R\ Q)N]0, 1] y seguirfamos trabajando con ¢’ := ag.
Entonces,

29y (o)) _ 1ty 627”9(.7)) # 17 Vx € X.

Como e*™91X (1) # 1 para todo 2 € X, esto quiere decir que N (e2™I) = ().
Entonces, como H preserva funciones que no se anulan (Definicion 3.5.11),
obtenemos que N (H (e?™1)) = (). Asi pues,

(He™9X)(y) # 13 Yy € Y,
luego,
627rig(hf (y0))
HPe™9),y (yo)

(
= ((He*™)%)y (o)
(He*™)(yo) # 1r,
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y hemos llegado a una contradicciéon, de la que se deduce que para todo
yeY, hi(y) € X.

(D) Sea, pues, xg € X, pero suponemos que xp no pertenece a th(Y), es
decir, yo := (hﬁ,)*l(wo) € BY'\ Y. Por el Teorema 3.5.10, sabemos que existe

f: BY — [0,1] continua tal que f(yo) = 0 y ademaés, f(y) > 0 para todo
y € Y. De igual forma, podemos suponer que f(Y) CJ0,1[, en otro caso
trabajarfamos con f’:=bf, donde b € (R \ Q)N]0, 1[. Entonces,

e (yo) = 1p y ™ (y) £ 1p Yy € Y,

y ademas, e?™f e C°(BY,T). Asi pues, como HP es sobreyectiva, existe
g € C°(BX,R) tal que
Hﬁ(e2m'g) _ 627rif'

Sea, entonces, y € Y,
HP(e™9)(y) = 2™/ W) £ 11
esto quiere decir que HP(e?™9 )iy # 1r, luego
(He*™91x)(y) # 17 Vy € Y.

Por tanto, N (He*™91x) = (), es decir que N(e*™91x) = (), por preservar H "
funciones que no se anulan. Pero,

e2migx(x0)  2migx ()71 @0) _ c2miv(wo)f(w0) — 1

ya que HP(e2™9)(w) = 2mif(w) — 219’ () para todo w € BY. Esto
implica que N(e?™Ix) = (). Contradiccion. Por tanto, X C hlﬁY(Y) y ya
hemos obtenido

Bo

L) =X

0

De esta forma, obtenemos que, si restringimos v y hP a Y, entonces éstas
mantienen sus propiedades, es decir, v es continua y hﬁ/ es un homeomor-
fismo biyectivo (Proposicion 3.5.12). A partir de ahora, llamaremos

h = hg, y v = Yy -

Por tanto, podemos afirmar que H se puede representar mediante un ho-
meomorfismo entre los espacios realcompactos X e Y, siempre y cuando
trabajemos con las funciones continuas de X en T que son la exponencial
de una funcién continua de X en R y esto queda resumido en el siguiente
resultado:
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Teorema 3.5.13 Sean X e Y espacios topologicos realcompactos Hausdorff.
Sea H : C (X, T) — Cy(Y,T) un isomorfismo topoldgico separador, donde
tanto C(X,T) como C(Y,T) estdn dotados de la topologia de la convergencia
uniforme. Supongamos ademds que tanto H como su aplicacion inversa H !
preservan funciones que no se anulan. Entonces existen un homeomorfismo

h:Y — X y una aplicacién continua v :' Y — X tales que

(He*™)(y) = (H ™)y (y)

_ 2rid W) (h())

para toda f € C(X,R) ey €Y.

-Demostraciéon-

Gracias a la Proposicion 3.5.2 de la Seccién 3.5.1, al Teorema 3.2.14 de la
Seccién 3.2.1 y a la Proposicion 3.5.12 llegamos a la tesis de este resultado.
O



Capitulo 4

Homomorfismos entre grupos
de funciones continuas

evaluadas en un grupo GG

4.1. Introduccién

Sea C'(X, Q) el grupo de funciones continuas de un espacio topologico
X en un grupo topologico G con el producto puntual de funciones como
operacion de grupo. En este capitulo vamos a investigar hasta qué punto la
estructura de grupo de C(X, G) influye y determina la topologia de X. El ob-
jetivo es encontrar teoremas del tipo Banach-Stone, pero la particularidad en
este capitulo radica en que las funciones continuas no estan evaluadas en T,
sino en un grupo topolégico cualquiera. Intentaremos, por tanto, encontrar
resultados anélogos a lo visto entonces (en el Capitulo 3, cuando se trabaja
en el contexto de las aplicaciones separadoras), esto es, veremos que la exis-
tencia de un homomorfismo de grupos entre C(X,G) y C(Y,G), con alguna
propiedad maés, implica que hay una aplicacién continua h de Y en X de
tal forma que H esté representado canénicamente por h. De nuevo, estamos
buscando una extensién del Teorema de Banach-Stone a grupos de funcio-
nes continuas evaluadas en un grupo topoldgico G y para ello, centraremos
nuestra atencion en la siguiente cuestion: ;jqué tipo de homomorfismos entre
los grupos C(X,G) y C(Y,G) se pueden representar mediante aplicaciones
continuas definidas entre los espacios X e Y7

165
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En el caso en que G es el cuerpo de los ntmeros reales y complejos, o
cuando G es un espacio de Banach ([9], [10] 6 [69], entre otros), la respuesta
a la pregunta planteada anteriormente es conocida, son resultados que ya se
pueden considerar clasicos. Més atun, esta cuestion también se ha estudiado
en el marco de los cuerpos no Arquimedianos y cuando G es igual a Z;
podemos dar buena cuenta de ello en los trabajos [5] y (7], y en [44], [63],
[91] y 98], respectivamente.

A partir de ahora, todos los espacios topologicos se suponen que son com-
pactos Hausdorff, a no ser que se especifique lo contrario. Consideraremos a
su vez, un grupo topologico Hausdorff cualquiera G y una serie de conceptos
que son basicos en este capitulo, entre los que hemos incluido una adapta-
cion de los mas importantes de [120] y [121]. Desde el capitulo 3 estamos
denotando por J, a la aplicacion evaluacion

0 : C(X,G) — G
[ f@),

y aqui no vamos a cambiar esa notaciéon. Llamaremos M, al nucleo de esta
aplicacion, que es

M, ={feC(X,G): f(z)=1g}.
Para toda f € C(X,G), denotaremos por

N(f) ={z e X: f(z) = 1a}

al conjunto de los puntos de X donde f se anula, es decir, el asi llamado
conjunto cero o neutral de una funcién f. Si g € G, el simbolo g designara
a la funcién constante que lleva cada punto a la constante g. El espacio
de todas las funciones constantes vendra denotado por G y en cada caso,
especificaremos si son funciones constantes sobre X o sobre Y.

Aqui tenemos las primeras definiciones:

Definiciéon 4.1.1 Sea (X,G) un par compuesto de un espacio topoldgico
X y de un grupo topoldgico G. Se dice que el par (X,G) es G-regular, si
para todos subconjunto cerrado C de X, x ¢ C y a € G, a # 1¢g, existe
feC(X,G) tal que C C N(f) y f(z) = a.
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Nota 4.1.2 Si X es un espacio 0-dimensional, entonces el par (X,G) es
G-regular para cualquier grupo topolégico G. Por otro lado, si X es un espa-
cio completamente reqular y G es arcoconexo (por ejemplo, cuando G =T),
entonces el par (X, G) es automdticamente G-regular. En particular, esto im-
plica que para {p,q} C X (0 enY ) cualesquiera cumpliendo p # q, tenemos
que M, # M,.

-Demostracion-
Cuando X es 0-dimensional, el resultado es obvio. Por otro lado, por ser X
un espacio completamente regular, dados F' C X cerrado, ¢ ¢ F y a € G,
a # 1g, entonces existe una aplicacion f € C(X,R) tal que 0 < f <1,y
ademas

fl@) =0y f(F)={1}.
Como estamos suponiendo que G es un espacio arcoconexo, entonces existe
un arco (continuo) p : [0,1] — G tal que p(0) = a y p(1) = 1g. De esta
forma, si definimos f := po f, ésta es continua y verifica efectivamente:

J(@) =p(f(z)) =p(0) = ay [(F) =p(f(F) =pQ1) = 1,

luego el par (X, G) es G-regular.

Sean ahora p, ¢ € X, p # q. Como X es, en particular, un espacio
Hausdorff, entonces existen sendos entornos abiertos U, y U, tales que U, N
U, = (. Entonces para X \ Uy, que es cerrado en X, y ¢ ¢ X \ Uy, dado
Be€G, B +#1g, existe g € C(X,G) tal que F C N(g) v g(q) = 3. Asi pues,
g es una funcién continua que verifica que g(p) = 1g, luego g € My, pero
9(q) # 1g. De igual forma, construimos una aplicacién de My, pero que no
pertenece a M,,. Por tanto, siempre podemos encontrar funciones continuas
que se anulan en un punto p € X, pero no en un punto q # p y efectivamente,
M, # M,. O

De aqui en adelante, se asumira siempre que los pares (X,G) e (Y, Q)
son G-regulares.
Aqui tenemos una nueva definicion:

Definicién 4.1.3 1. Un subgrupo normal M de C(X, G) recibe el nombre
de G-filtro, si {N(f): f € M} tiene la propiedad de las intersecciones
finitas.
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2. Un subgrupo normal M de C(X, Q) se dice que es un G-ultrafiltro, si

es maximal respecto a la inclusion de G-filtros.

Ahora presentamos algunos resultados preliminares que seran necesarios
a la hora de dar forma a los més importantes que apareceran en secciones
posteriores.

Proposicion 4.1.4 Sea M un G-filtro de C(X,G). Entonces las siguientes

afirmaciones equivalen:

1. M es un G-ultrafiltro.
2. Si feC(X,G) es tal que

N(f)NN(f1) N .. NN (fn) #0
para toda familia finita {f1,..., fn} C M, entonces f € M.

-Demostracién-
1. = 2. Supongamos que existe g € C'(X, G) tal que

N(g)AN(f1) N .. NN (fn) #0

para toda familia finita {f1,..., fn} C M, pero g ¢ M. De esta forma, el
subgrupo normal generado por {g} U M seria un G-filtro de C(X,G que
incluye a M. Sin embargo, por hipotesis sabemos que M es G-ultrafiltro.
Contradiccién. Por tanto, toda g € C(X,G) verificando las hipotesis de 2)
ha de pertenecer a M.

2. = 1. Denotamos por U el subgrupo normal generado por {f} U M. En-
tonces tenemos que un elemento arbitrario u de U se puede expresar de la
siguiente forma:

w=h(hif R 1 hafhy )R
donde {fi,...,fn} C M, {h} U{h1,....h,} C C(X,G) y {e1,...,en} C Z.

Consecuentemente, se verifica facilmente que U es un G-filtro. Por tanto,
obtenemos que U = M y esto implica que f € M. Asi pues, M es un G-
ultrafiltro. O

Por tanto,
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Corolario 4.1.5 El subgrupo M, de C(X,G), definido al comienzo de esta

seccion, es un G-ultrafiltro para todo punto p de X.

-Demostracion-
Nuestra intencion es aplicar la Proposicion 4.1.4. Para ello, sea f € C(X, G)
tal que

N()NN(f1) N . NN (fr) # 0

para toda familia finita {fi,..., fn} C M,. Lo que queremos comprobar es
que efectivamente f € M,. Asumiendo lo contrario, suponemos que f(p) =
a # 1¢; asi pues, definimos otra aplicacién de la siguiente forma: g = o' f.
Claramente, g pertenece a M, y ademas, N(f) N N(g) = (). Pero esto, a su
vez, es una contradiccién con lo que habfamos supuesto al comienzo. Por
tanto, f ha de pertenecer a M, y por la Proposicion 4.1.4 ya obtenemos que
M, es un ultrafiltro de C'(X, G) para todo elemento p € X. O

En particular, si X es compacto:

Proposicion 4.1.6 Sea X un espacio topoldgico compacto y sea G un grupo
topoldgico cualquiera. Entonces, para todo G-ultrafiltro U C C(X,G) existe
p € X cumpliendo que U = M, es decir, todo G-ultrafiltro de C(X,G) es
niicleo de una aplicacion evaluacion 6, conp € X.

-Demostraciéon-
Como X es un espacio compacto, obtenemos que

K :=nrauN(f) # 0.

Cogemos p € K, entonces p € N(f) para toda f € U, con lo que llegamos
a que U C M,. Gracias a que U es un G-ultrafiltro y M, un G-filtro por su
propia definicién (més atn, es G-ultrafiltro), tenemos que U = M, y esto
completa la demostracion. O

4.2. Representacion de homomorfismos de grupos

A lo largo de esta seccion, supondremos que tanto X como Y son espacios
topoldgicos compactos Hausdorff y G un grupo topoldgico cualquiera. Tal y
como se ha visto en anteriores capitulos, partimos de un homomorfismo

H:C(X,G) — C(Y,G)
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y queremos ver bajo qué condiciones H se puede representar mediante una
aplicaciéon continua h entre los espacios Y y X. Cuando supongamos més
adelante que H sea continua, entonces los grupos C(X,G) and C(Y,G) es-
taran dotados de la topologia de la convergencia uniforme. Notemos ademés
que si Y estd compuesto de un tnico elemento, entonces el grupo G se puede
identificar con un grupo topolégico de la forma C(Y,G).

En primer lugar, introduciremos un par de definiciones que seran nece-
sarias en lo que resta de capitulo y que conciernen a H, el homomorfismo de
grupos entre C(X,G) y C(Y,G) del que estamos partiendo.

Definicion 4.2.1 Se dice que H conmuta con los endomorfimos continuos
de G, si para todo 6 € End(G) y para toda f € C(X,G), tenemos que
H@of)=0o0(Hf).

Definicion 4.2.2 Se dice que H es un C-homomorfismo, si existe una sec-
cion cruzada continua ¥, que ademds es un homomorfismo de grupos, de
G C C(Y,G) en C(X,Q), es decir, la aplicacion H o) es la identidad de

funciones sobre G:
G5 CX,G) L CY,G) y (HoW)g=1Idg

Nota 4.2.3 Cuando H lleva aplicaciones constantes sobre X sobre las corres-

pondientes aplicaciones constantes sobre Y, es decir, cuando
H@) =«

para todo o € G, o, cuando H™' es un homomorfismo continuo, siempre se

tiene que H es un C-homomorfismo.

-Demostraciéon-
Si H lleva las aplicaciones constantes sobre X en las correspondientes sobre
Y, podemos coger como seccién cruzada continua a la aplicacién identidad
Id: G C C(Y,G) — C(X,G) que claramente verifica que H o Id = Idg.
Por otro lado, si existe la inversa de H y ademas es un homomorfismo
continuo, entonces la seccién cruzada continua para H no es otra mas que
su homomorfismo inverso, que claramente verifica que H o H~! =1 dg.
En cualquier caso, H es un C-homomorfismo.
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Definicién 4.2.4 Se dice que H es non-vanishing o no anulante, si conserva
familias finitas de funciones con conjuntos neutrales disjuntos (conjuntos
cero). Esto es: para toda familia finita {f1,..., fn} C C(X,G) cumpliendo
N(fi)N...0N(fn) =0, entonces se tiene que

N(H(f1)) N ... A N(H(f)) = 0.

El siguiente resultado es esencial a la hora de definir la aplicacién continua
estd asociada al homomorfismo H : C(X,G) — C(Y,G) que conmutara con
los endomorfismos, aquella que representaré a H como en el Teorema clasico
de Banach-Stone.

Proposicion 4.2.5 Sean X un espacio topoldgico compacto Hausdorff y G
un grupo topoldgico tales que el par (X,G) es G-regular. Si M C C(X,G) es
un G-filtro y ademds es el nicleo de un C-homomorfismo ¢ : C(X,G) — G
que conmuta con los endomorfismos continuos de G, entonces existe un unico
p € X tal que M C M,,.

-Demostracion-

Como M es un G-filtro, entonces éste esta contenido en un G-ultrafiltro por
el Lema de Zorn. Por tanto, la existencia de un punto p € X tal que M C M,
esté clara (Proposicion 4.1.6). Para probar la unicidad, vamos a proceder por
reducciéon al absurdo. Por ello, asumimos que existen p, ¢ € X, p # q, tales
que M C M,N Mgy, con M & M,y M & M,. Hacemos notar en primer lugar
que la aplicacién evaluacion

5,:C(X,G) — G
[ — flq

mantiene la propiedad de la sobreyectividad aunque restrinjamos &4 a M.
Para ello cogemos g un elemento de G distinto de la identidad 1g de G.
Como p y g son puntos distintos de X y éste es Hausdorff, podemos encontrar
entornos abiertos U, y U, de p y ¢, respectivamente, tales que U, N U, = 0.
Gracias a la propiedad del par (X,G) de ser G-regular, construimos una
aplicacion f € C(X, Q) tal que

f(X\U) ={lg}y flg) =g
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Esta aplicacion es continua y verifica que f € M, ya que p € X \U,. Ademés,
3,(f) = f(q) = g, luego 4y, restringida a M, sigue siendo sobreyectiva. Asi
pues, debido al primer teorema de isomorfia, tenemos que

M

P
Y~
M, ’

donde por ~ denotamos que el isomorfismo es de grupos, o equivalentemente,

M,

P ~q.
M, N M,

Por hipotesis, sabemos también que existe un C-homomorfismo ¢ : C(X,G) —
G y veamos que ademaés es sobreyectivo. Por ser ¢ un C-homomorfismo, exis-
te una seccion cruzada continua ¥ : G — C(X,G) tal que ¢ o U = Idg.
Entonces, si g € G, obtenemos que el elemento ¥(g) € C(X, G) es aquel que
verifica

P(¥(g) =9
Por tanto, el C-homomorfismo ¢ también es una aplicacion sobreyectiva. Por
otro lado, construimos la aplicacién ¢y

ox,q) 7 TG o, g,
M

de forma que ¢ = ¢ps 0wy, donde wp; es una aplicacion cociente. Asi pues,
podemos afirmar por el primer Teorema de Isomorfia que

C(X,G) éou

— '~
M
es un isomorfismo y también tiene una seccién cruzada continua, ya que ¢
la tenia.
Llegados a este punto y con el fin de simplificar, vamos a introducir
alguna notacion. Por &, denotamos la siguiente aplicacién cociente:

- oG
5q:(Mq) e
qu = f((:Z)v

que es un isomorfismo (primer Teorema de Isomorfia).
Por tanto, tenemos la siguiente cadena de isomorfismos (de grupos),

o5 C(X.G) st isom 9y, « il
I VA e 7 (4.1)
q ™ QSM(W)
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La informacién principal que obtenemos de esta cadena es que

oG "
¢um(37)
como también que
() 21 13
M ﬁ 7é G ( : )

M . . s . M,
ya que 57 # 1y ¢ar es inyectiva. Mas atin, de (4.2), se sigue que ¢/ (F7) #
G porque, de otra forma, tendriamos que G estarfa compuesto de un tnico
elemento y no es el caso. Lo mismo ocurre con la aplicacion evaluacion

5, :C(X,G) — G

fo= fp),
es decir, §, C(X % _, G es un isomorfismo y como antes, G =~ —&— de
My om(FE)
tal forma que
¢M( ) #lay ¢M( ) #G. (4.4)

Después de todos estos prehmlnares, ebtamOb en condiciones de construir
el siguiente diagrama conmutativo:

C(X, Q) LN G

W T

C(X,G) C(X,G)

M oty M,

donde 7y es una aplicacion candnica cociente asi como 7yy,. A partir de
ahora, nos vamos a centrar en la aplicacién

_0(x,0) C(X,G)
Tqu . T — Tq
fM — fMg,

Entonces, si f, g € C(X,G) son tales que fg~' € M, como M ¢ M,, se tiene
que fg~!' € My, luego 7y, estd bien definida. Restringimos el diagrama a
M, y de esta forma obtenemos

MPL G

W T

M, My
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Ahora le anadimos una rama mas al altimo diagrama que queda asi:

TN M Mg M,
M, TF

p
M,N1M,
¢X41T l@w Léq
drr (k) G

Asf pues, construimos la siguiente cadena de aplicaciones:

M,
M

1 o —
y Qo My Ty My 8 (4.5)

Tras lo visto en (4.4), podemos encontrar o« € G \ ¢(M,). Sin embargo,
gracias a la sobreyectividad de las aplicaciones en (4.5), existe 3 € d)M(%)
tal que

(6g 0 ar, © O3 )(B) = .
Llamamos ¥ : G — C(X,G) a la seccién cruzada continua para ¢, que
hace que éste sea un C-homomorfismo. Entonces, ¥(3) € ¢~1(8)M y, con-
secuentemente, (s o ¥)(f) = qﬁ;j (8). Por tanto,

(8g 0 7ar, o™i oY) (B) = a.

De esta forma, tenemos un homomorfismo continuo Y : G — G, definido
asi:
T := 0407, 0T 0P,
y que verifica T(8) = a. Por otra parte, sabemos que existe f € M, tal que

B = om(fM) = ¢(f), ya que [ es un elemento de (25]\/[(%). Este altimo
hecho da lugar a que

a="T(8) ="T(o(f))-
Por hipotesis, tenemos que ¢ conmuta con los endomorfismos continuos de
G, luego
a=o(Tof).
Asi pues, T o f € My, ya que (Yo f)(p) = T(f(p)) = T(lg) = 1¢. Sin
embargo, el elemento « tenia que verificar que

a € G\ ¢(Mp).

Ya hemos llegado a la contradiccién que completa la demostracién. Por tanto,
para todo G-filtro M cumpliendo las hipotesis existe un tinico p € X tal que
M C M,. O
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Cuando el homomorfismo ¢ : C(X, G) — G envia aplicaciones constantes
sobre Y en las correspondiente constante de (G, obtenemos como consecuencia
el siguiente resultado:

Corolario 4.2.6 Sea X wun espacio topologico compacto Hausdorff, G un
grupo topolégico y M un G-filtro de C(X,G). Si M es el nicleo de un ho-
momorfismo ¢ : C(X,G) — G que verifica que ¢(¢) = ¢, para todo ¢ € G,

entonces tenemos que existe un tnico p € X tal que M C M,.

-Demostracion-
El objetivo es aplicar la Proposicion 4.2.5, por lo que iremos comprobando
que se dan cada una de las hipoétesis.

En primer lugar, pues, como todo G-filtro esta contenido en algin G-
ultrafiltro (Lema de Zorn), la existencia de dicho punto p € X tal que M C
M, esté clara.

Por otra parte, la aplicacion identidad de funciones definida desde G C
C(X,G) en C(X,@G) nos lleva a una seccion cruzada continua para ¢. Por
tanto, para aplicar la Proposicion 4.2.5, tenemos que verificar que ¢ conmuta
con los endomorfismos continuos de G. Més aun, serd suficiente con que
probemos que 6 o f € M para toda f € M y para todo endomorfismo
0 € End(QG).

AFIRMACION 1 Para toda f € M y para todo 6 € End(G), se tiene que
fofeM.

Supongamos, pues, que existen § € End(G) y f € M tales que 6o f ¢ M.
Entonces obtenemos que

¢(90f):ﬁ7é1G7

ya que M es el nicleo de ¢. Luego, (6o f)3~1 € M y, como consecuencia,

(0o f)B~1 € M,
Este hecho implica que (o f) ¢ M, O M. Contradiccién. Asi pues, o f € M
para toda f € M y para todo endomorfismo 0 € End(G).

AFIRMACION 2 Para toda f € M y para todo 6 € End(G) se tiene que

¢(0o f)=(000)(f)
Sean, entonces, f € M y 0 € End(G), luego 6§ o f € M para todo
0 € End(G) por la Afirmacion 1. Entonces,

(0o f)=1g,
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ya que § o f € M = ker(¢). Por otro lado,

(00 9)(f) =0(8(f)) =0(1c) = g,
por ser f € My 0 € End(G), luego son iguales, es decir, ¢p(f o f) = (0 o
?)(f) = 1.

Finalmente:
AFIRMACION 3 El homomorfismo ¢ conmuta con los endomorfismos
continuos de G.

Por la Afirmacidn 2 ya sabemos que para los elementos de M ¢ conmuta
con los endomorfismos de G. Sea, entonces, f € C(X,G) \ M, entonces

o(f) =g # la, (4.6)

con lo que ¢(f)g~! = 1g. Como, por hipétesis, ¢ lleva aplicaciones constantes
sobre X en el elemento de G correspondiente, entonces (4.6) queda asi:

o(fg 1) = 1.

Asi pues, fg—! € M y le aplicamos lo que acabamos de demostrar para las
funciones que pertenecen a M:

(00 d)(fgh) =00 (fg™)) = lc.

Por un lado, tenemos que

(000)(fg1) = 0(6(fg71) = 8(¢(f))8(d(971)),

y por otro,

¢80 (fg71) =o((0o f)Bog1) =00 fleBogT).

Como ¢(f o g=1) = 0(4(g~)), por llevar ¢ aplicaciones constantes en esa
constante y ser # un endomorfismo de G, entonces obtenemos finalmente
que ¢(fo f) = (0o @)(f) sea cual sea f € C(X,G) y 6 € End(G), es decir,
¢ es un C-homomorfismo y ya podemos aplicar la Proposicién 4.2.5, con lo
que existe un tnico punto p € X tal que M C M,

O

Tanto la Proposiciéon 4.2.5 como el Corolario 4.2.6 fijan la demostraciéon
de [120, Remark 5], que estaba incompleta (vease [122]). Por tanto, la afir-
macion del resultado [120, Theorem 6] de Yang es finalmente correcta. A
continuacién, vamos a obtener una representacién de un cierto tipo de ho-
momorfismo de grupos definidos entre espacios de funciones continuas que
es el resultado principal de este Capitulo 4.
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Teorema 4.2.7 Sean X e Y espacios topologicos compactos Hausdorff, G
un grupo topoldgico y sea ademds H : C(X,G) — C(Y, G) un C-homomorfismo

no anulante y que conmute con los endomorfismos continuos de G.

(a) Entonces existen aplicaciones h : Y — X yw :Y — End(G) tales

que
wlyl((H f)(y)) = f(h(y))
siempre que f € C(X,G) ey €Y.

(b) Si, ademds, la seccion cruzada de H que hace que éste sea un C-
homomorfismo es no anulante, el homomorfismo H, restringido a las
aplicaciones constantes sobre X, es continuo, y G es un grupo Cech-
completo, entonces existen aplicaciones continuas h :' Y — X y
w:Y — Aut(G) tales que

(Hf)(y) = wly] " (f(h(y))),

y ademds, H es continuo.

-Demostracion-

(a) Para empezar, fijamos un elemento y € Y; si componemos H con la
aplicacién evaluacion 6, obtenemos:

dyoH:C(X,G) — G,

de tal forma, que si f € C(X,G), entonces (6, 0o H)(f) = (Hf)(y).
Denotaremos por MY el nticleo de 6,0 H, esto es, MY := {f € C(X,G) :
(Hf)(y) = 1g}, tal y como lo hicimos en el Capitulo 3. Nuestro primer
objetivo es encontrar un tnico punto p € X tal que MY C M,

Por la Proposicién 4.1.6, para probar la existencia de dicho punto p €
X, basta con verificar que MY es un G-filtro de C(X, G), es decir, si
para todo subconjunto finito FF C MY se da que {N(f): f € F} tiene
interseccion distinta del conjunto vacio. Procedemos por reduccion al
absurdo. Por ello, asumimos sin pérdida de generalidad que existen
dos funciones f, g € MY tales que N(f) N N(g) = 0. Como H es no
anulante, obtenemos que N(H f)NN(Hg) = (). Por otra parte, sabemos
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que (Hf)(y) = (Hg)(y) = 1a, de tal forma que y € N(Hf) N N(Hg),
y esto es imposible. Por tanto, MY es un G-filtro y en consecuencia,
éste esta contenido en un G-ultrafiltro ¢ de C(X,G). Aplicando la
Proposicion 4.1.6 a U, tenemos que existe un z € X tal que U = M,.
Asi pues, obtenemos que MY C M,,.

Nos queda por probar que este punto es tinico. Se verifica facilmente que
dyoH es un C-homomorfismo, al serlo H. De esta forma, la Proposicion
4.2.5 nos da la unicidad del punto z € X con la propiedad mencionada
anteriormente. De ahi que podamos definir una aplicacién b : Y — X
tal que h(y) sea el tnico punto de X que satisface MY C Mj,y).

Sean ahora f € C(X,G) ey € Y. Con el objetivo de simplificar los
pasos, denotaremos por ¢¥ a la aplicacion d,0H y a al punto ¢¥(f) € G.
Si llamamos V¥ a la seccidon cruzada continua asociada a H y tomamos
g := ¥(@) que pertenece a C(X,G), entonces tenemos que

P'(f-gt) = (SyoH)f-g ") =(Hy)(Hg Hy) =
= a(Hg ) (y) =aH(Va)(y)"" =ca(y)' = 1a,

yva que V¥ es la seccién cruzada continua de H. Como, ademés, MY C
My y f-g~' € MY como acabamos de ver, esto implica que f(h(y)) =
g(h(y)). Por tanto,

0, equivalentemente,

F(h(y)) = (Ongy) o ©) (Y (F)).
Abusando de la notacién, definimos, pues,

wly] = dp(y) 0 V.

Usando de nuevo que MY C M, es facil de ver que
w:Y — End(G)
y — wly]

esta bien definida y que w(y] pertenece efectivamente a End(G), ya
que si g1, g2 € G ey €Y, entonces

wlyl(g192) = (In(y) © V) (8182) = dn(y)(¥(81)¥(82)))
= Oy (Y(81))(¥(82)) = wlyl(g1)wly](g2)-
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Ademas, si y € Y, entonces w(y](1g) = (dny) © ¥)(1a) = du)(1a) =
1g. Luego, efectivamente para todo y € Y, w[y| es un endomorfismo
de G.

Esto prueba la parte (a).

Por el apartado (a) sabemos que existen aplicaciones h : Y — X y
w:Y — End(G) tales que

wlyl(H f(y)) = f(h(y)) (4.7)

para toda f € C(X,G) e y € Y. Recordamos que w tiene la siguiente
forma: wly] = dy(y) o ¥. Veamos que para cada y € Y, w[y] es un
automorfismo de G en G. Sea y € Y.

e w(y] es sobreyectivo:

Sea, pues, g € G y definimos ¢’ := (Hg)(y) € G. Si utilizamos la
representacion (4.7) de H, tenemos que

wlyl(g') = wly](Hg)(y)) =8(h(y)) =g

e w(y| es inyectivo:

Sea ¢ € G tal que w[y|(c) = 1. Como wly] tiene la forma dy,,) 0¥,
obtenemos que

(©)(h(y) = 1a,

esto es, N(¥(c)) # 0, y como estamos suponiendo que ¥ es no
anulante, entonces N(€) # 0, luego € = 1g.

Por tanto, para cada y € Y, w[y] € Aut(G) y como consecuencia,
podemos calcular su homomorfismo inverso que vuelve a ser un auto-
morfismo. Entonces, de (4.7), se deduce

(Hf)(y) = wly] = (f(hy))), (4.8)

para todo y € Y. Lo que probaremos a continuacién es que para cada
y € Y, el automorfismo w[y]~! es continuo. De hecho, notamos que
para todo g € G,

(Hg)(y) = wly] ' (¢9) ( Ecuacion (4.8)). (4.9)

De esta forma, como por hipotesis H, G es continua, se sigue que w[y]_l

también lo es.
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Con ayuda de esta ultima afirmacién, veamos que H es a su vez con-
tinua respecto de la topologia de la convergencia puntual. Sea, pues,
(fn)n € C(X,G) convergiendo a f € C(X,G). Como paracaday € Y,
el automorfismo w[y]~! es continuo, podemos escoger U, V entornos
abiertos de 1¢ en G tales que

wly]H(U) C V.

Por otra parte, para U € £(1g) existe ng tal que f(h(y))fa(h(y))~t €
U. De esta forma, wly] ™1 (f(h(y)) fn(h(y))~!) € V para todo n > ny,
por lo que acabamos de ver, y esto implica que

(Hf)(y)(H fa)(y)"" €V ¥n > nq,

luego (H fp)n converge puntualmente a H f.

Consideramos entonces la aplicacién
w Y — Auty(G),

que a cada y € Y le hace corresponder el elemento w[y]~! y ademaés,
sabemos que wly]~'(g) = (Hg)(y). Sea (y;); C Y una red convergente
a yo € Y. Entonces, como Hg € C(Y,G), tenemos que

(Hg)(yi) ~ (Hg)(vo),

luego w(y;]1(g9) ~ wlyo] *(g). De esta forma, w~! es continua res-
pecto de la topologia de la convergencia puntual. Asi pues, w™![Y] es
un subconjunto compacto de Hom,,(G,G). Por el Teorema de Corson-
Glicksberg (en [36]), que afirma que si todo subgrupo cerrado de un
grupo G es un espacio de Baire, entonces A C Hom.(G, K) es compac-
to si, y solo, si es compacto en Hom(Gp, K), donde K es otro grupo
topologico y Gp es G dotado de la topologia discreta, obtenemos que
w~ Y] es compacto en Hom.(G,G), ya que G es un grupo Cech-
completo. De esta forma, w™!(Y) es equicontinuo sobre G y ademaés,
H es continua respecto de la topologia uniforme. De hecho, dado un
entorno V' € &£(1¢) cogemos otro entorno abierto de 1 tal que

1

wly] N (U) CV Wy eY.

Sea ahora (fy, ), C C(X, G) que converge uniformemente a f € C(X, G),
luego existira ny tal que f(h(y))fu(h(y))~! € U uniformemente. Asi
pues, se deduce que wly] 1 (f(h(y))fa(h(y))~!) € V para todo n > ng
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(uniformemente). Por tanto, (H f,) converge uniformemente a Hf y
H es continua.

Por otro lado, veamos que la aplicacion
w:Y — Aut,(G),

es continua también. Consideramos para ello

Y Y Auty(G) < Aut,(G),
donde j(¢) = ¢~'. Las aplicaciones j y w™' son continuas, luego
w = jow ! es continua. Asi pues, como Y es un espacio compac-
to, obtenemos que w[Y] es un subconjunto equicontinuo de Aut(G),
razonando como se hizo tras la prueba de que w™! es continua. De este
hecho se sigue que la aplicacién

Yy — &
y — wlyl(Hf(y))

es continua para toda f € C(X,G). Entonces, de la parte (a) se deduce
que la aplicacion y — (f oh)(y) es continua para toda f € C(X,G). Si
(yi) €Y es una red convergente a yp € Y y suponemos que (h(y;)) no
converge a h(yp), entonces existe una subred, que seguiremos denotan-
do por (h(y;)), que converge a ¢ # h(yp). Como son elementos distintos
de X, existen entornos abiertos U y V de ¢y h(yp), respectivamente,
tales que U NV = (). Sea a # 1, entonces para h(yg) y X \ V sabe-
mos que existe una aplicacion F € C(X,G) tal que F(h(y)) = o'y
F(X\V)={lg}, por ser el par (X, G) G-regular. Luego, por un lado
tenemos que

(F o h)(yi) ~ (Foh)(yo) = a,

y por otro,
F(h(yi)) ~ F(c) = 1g,

ya que ¢ € X \ V. Como X es Hausdoff, ya hemos llegado a una
contradiccién que muestra que h es continua.

Esto completa la demostracion. O
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Corolario 4.2.8 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff y G
un grupo Cech-completo, y sea H : C(X,G) — C(Y,G) un homomorfis-
mo. Si, ademds, H y H™' son no anulantes y ambos son homomorfismos
continuos cuando los restringimos a G, entonces existe un homeomorfismo

h:Y — X y una aplicacion w : Y — Aut(G) tales que

(Hf)(y) = wly] = (f(hy))),

y ademds, H es continuo.

-Demostracion-
Si H y H~! son no anulantes, entonces tenemos autométicamente 2 secciones
cruzadas

UV:G—CX,G)
y JE—

o:G—CY,G)
definidas tal que ¥(g) := H~1(g) y ®(g) := H(g '). Esto implica que tanto
H como H~! son C-homomorfismos y las secciones cruzadas continuas son
a su vez no anulantes. Aplicamos el Teorema 4.2.7 (parte (b)) a H y H™,

y obtenemos que existen aplicaciones continuas h : Y — X, k: X — Y,
w:Y — Aut(G) y v: X — Aut(G) tales que

(H)(y) = wly] " (f(h(y)))
para toda f € C(X,G), y

(H™')(x) = vly] ™' (t(k(2)))

para toda t € C(Y,G). Falta comprobar que h y k son inversas una de la
otra. Sea, pues, y € Y, entonces, si g € C(Y,G), tenemos que

gly) = (HoH ") (9)(y) = (HH"(9)(y) =wly] " (H 'g)(h(y)))
wly] ™~ (v[h(y)] g (k(h())))),

luego wlyl(g(y)) = v[h(y)] " (g(k(h(y)))) para todo y € Y y para toda
g € C(Y,G). Como wly| y k(h(y)) son automorfismos de G, entonces g(y) =

g(k(h(y))). Si existiera yo € Y tal que y, # k(h(yo)), entonces existen entor-
nos abiertos U y V de yo v k(h(yo)), respectivamente, tales que U NV = ().
Por tanto, dado « # 1¢, podemos encontrar F' € C(Y,G) tal que

F(yo) =a y F(Y\U)={lg},
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y esto contradice el hecho de que ¢g(y) = g(k(h(y))) para toda g € C(Y,G)).
Por tanto, se deduce que para todo y € Y, k(h(y)) = y. De la misma forma,
se prueba que h(k(z)) = = para todo z € X. Por tanto, h es abierta. O

Nota 4.2.9 La tesis del Teorema 4.2.7 deja de ser vadlida si los espacios pier-
den la propiedad de la compacidad, aunque los resultados pueden ser vdlidos
para k-espacios y u-espacios. De hecho, para cualquier espacio topoldgico no
compacto X, llamaremos'Y a su compactacion de Stone-Cech 6X. De esta

forma, el isomorfismo candonico

no se puede representar mediante una aplicacion continua h :' Y — X. Al
final de esta seccion, presentaremos ejemplos de aplicaciones H que muestren

que la hipdtesis de ser no anulante tampoco se puede eliminar.

Entonces, para aplicaciones no anulantes, el siguiente Corolario corri-
ge el resultado principal del trabajo [121]| cuando trabajamos con espacios
compactos y homomorfismos no anulantes.

Corolario 4.2.10 Sean X eY espacios topoldgicos compactos Hausdorff, G
un grupo topoldgico y sea, ademds, H : C(X,G) — C(Y,G) un homomor-
fismo no anulante y que coincide con la aplicacion identidad de funciones
sobre las constantes. Entonces existe una aplicacion continua h : Y — X tal

que
(Hf)(y) = f(h(y))

siempre que f € C(X,G) ey €Y, y ademds, H es continua respecto de la

topologia de la convergencia uniforme.
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-Demostraciéon-
La aplicacién identidad sobre G define una seccién cruzada continua para
H. Por tanto, del Corolario 4.2.6 y del Teorema 4.2.7, obtenemos que para
todo y € Y existe un tnico h(y) € X tal que wy|((Hf)(y)) = f(h(y)).

Mas aun, es facil de ver que w[y] es la identidad sobre G sea cual sea
y € Y. Sea, pues, g # 1. Entonces

wlyl(9) = wly|((Hg)(y)) = 8(h(y)) =g

para todo y € Y, luego w(y| = Idg para todo y € Y. Asi pues,
(Hf)(y) = f(h(y)),

y gracias a que H es, por tanto, una aplicacion del tipo Banach-Stone, po-
demos deducir que es continua respecto de la topologifa de la convergencia
uniforme. De hecho, sea (f,)n, C C(X,G) una sucesion de funciones que
converge uniformemente a f € C(X,G). La pregunta es si (H f,,) convergera
uniformemente a H f. Sea, pues, U € £(1¢). Entonces, existe ng € N tal que
para todo n > ny

f@)fu(x) ™t €U, V2 € X.

Por otro lado, tenemos que (H f)(y)(H fa)(y) ™" = f(h(y)) fa(h(y)) ", luego,
por lo que acabamos de ver, si n > ny,

(H) W) Hfa)(y) ™" = F(hy) fulhy) ™" €U,

para todo y € Y. De igual forma, es de facil comprobaciéon que h : Y —
X es continua, al ser H una aplicacién del tipo Banach-Stone. Sea, pues,
(yi)i €Y una red convergente a yo € Y. Entonces, la pregunta es si (h(y;));
converge a h(yp). Como H f € C(Y, G) para cualquier f € C(X,G), entonces
((H f)(yi)): converge a (H f)(yo), esto es, para toda f € C(X,G),

f(h(yi)) ~ f(h(yo))-

De aqui se deduce que efectivamente, la red (h(y;)); converge a h(yp). Por
tanto, h es continua.

0

Hacemos notar que no es necesario que H sea la identidad de funciones
sobre las aplicaciones constantes para llegar a la afirmacion principal del
Corolario 4.2.10. De hecho, el resultado que sigue muestra que es suficiente
suponer que H |G sea un isomorfismo topolégico sobre G.
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Corolario 4.2.11 Sean X eY espacios topoldgicos compactos Hausdorff, G
un grupo topoldgico y sea, ademds, H : C(X,G) — C(Y,G) un homomor-
fismo no anulante. Si H\E es un isomorfismo topoldgico sobre G, entonces

existe una aplicacion continua h 1Y — X tal que

(H)(y) = He( Fh)) )

siempre que f € C(X,G) ey €Y, y ademds, H es continuo respecto de la

convergencia de la topologia uniforme.

-Demostracion-
Es suficiente aplicar el Corolario 4.2.10 a la aplicaciéon

K:C(X,G) — C(V,G)

Veamos que ésta verifica las hipotesis del Corolario 4.2.10. En primer lugar,
comprobamos que K estd bien definida. Efectivamente, sea (y;) una red de
Y convergente a yg € Y. Entonces, dada f € C(X,G), tenemos que

(K f)(yi) = (Hig o (H)(yi) = Hig (HF)(v:));

como Hf € C(Y,G) y HE es un isomorfismo topolégico por hipotesis,
llegamos a que (K f)(y;) converge a (K f)(yo), luego para toda f € C(X, G),
Kf e C(Y,G). Ademas, dado que tanto H como Hél son homomorfismos,
es evidente que K también lo es.

En segundo lugar, veamos que K es un homomorfismo y esto es evidente
debido a que tanto H como H |_§1 lo son.

Queda por comprobar que K es no anulante y que acttiia como la identi-
dad de funciones sobre las aplicaciones constantes de X en G. Que K es no
anulante es consecuencia directa de la propiedad de He de ser isomorfismo
topolégico y de la propiedad de K de ser no anulante. A su vez, si ¢ € G,
entonces, dado y € Y,

(Ke)(y) = (Hg o (HO)(y) = Hg (Ho)(y)) =(y),

es decir que K lleva las aplicaciones constantes sobre X en las correspon-
dientes sobre Y.
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Asi pues, ya estamos en condiciones de aplicar a K el Corolario 4.2.10
y obtenemos que existe una aplicacién continua h : Y — X tal que, si
feCX,G)eyey,
(Kf)(y) = f(h(y)),

y ademas, K es continuo respecto de la topologia de la convergencia uniforme.
Esto quiere decir que

(H o H)(f)=foh

Componemos en ambas partes de la ecuaciéon con Hg y queda
Hf =Hgo(foh),

luego, siy € Y, (H f)(y) = Hg(f(h(y))) que era lo que estabamos buscando.
g

Para ilustrar mejor los resultados presentados a lo largo de esta seccion
4.2, mostramos a continuaciéon un ejemplo de dos espacios compactos X e
Y no homeomorfos que verifican que existe un isomorfismo topolégico H de
C(X) en C(Y), que coincide con la aplicacion identidad de funciones sobre
las aplicaciones constantes. De hecho, podemos encontrar en la literatura
numerosos ejemplos de este tipo (veése [44, Corollary 6.17] o [123, pg. 499]).
Atun asi, hemos decidido incluir este ejemplo que muestra que las hipétesis
impuestas en el Teorema 4.2.7 y en los Corolarios 4.2.10 y 4.2.11 son esencia-
les en las afirmaciones de dichos resultados. Pero antes, denotamos por c el
espacio de Banach de las sucesiones convergentes y por X* la compactaciéon
de Alexandroff de un espacio topologico localmente compacto (no compacto)

X.

Ejemplo 4.2.12 Existe un isomorfismo topoldgico entre los espacios de fun-
ciones continuas reales C(N*U N*) y C(N*), pero los espacios topoldgicos
compactos N*U N* y N* no son homeomorfos.

Se observa que c¢ X ¢ es isomorfo topolégicamente a ¢ mediante la aplica-

cion

H:cxe — ¢

{(an,bn)} +— {dn},
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donde
dy := lima,,
dop, = an,—lima, +1limb, y
don+1 = by

A su vez, podemos identificar ¢ con el espacio de Banach de las funciones
continuas C'(N*), donde N* es la compactacion de Alexandroff de N. Como
¢ X ¢ 2 ¢, obtenemos que C'(N*U N*) = C'(N*) (aqui N*U N* denota la suma
topologica de ambos espacios). Esta aplicacion es un isomorfismo topoléogico
y lleva las aplicaciones constantes sobre N* x N* en las correspondientes sobre
N*, ya que, si llamamos d := (d,d, ...), entonces H(d,d) = d. Sin embargo,
la, aplicaciéon H no esta ligada a ningtin homeomorfismo de N*U N* sobre
N*. De hecho, H no es no anulante:

Sean
f = ((1,1,1,1,...),(1,

g = ((0,0,0,0,...),(1,

N
~—
<

~—
~—

N — DN —
W =Wl
N N N

elementos de C(N*U N*). De esta forma, como N(f) = (), entonces N(f) N

N(g) = 0. Calculamos sus imégenes por H:

= H(f)(1) = 1, (Hf)(2n) = 0 y por tltimo, (Hf)(2n + 1) =

mientras que

_1
2n+17

= (Hg)(1) =0, (Hg)(2n) =0y (Hg)(2n + 1) = 547,

luego N(Hf)NN(Hg) # 0, ya que (2n), € N(H f) N N(Hg). Por tanto, H

no puede ser una aplicacién no anulante.

4.3. Consecuencias para algunos grupos clasicos

En este apartado vamos a ver algunas consecuencias directas de los resul-
tados de la seccion 4.2 si sustituimos G por alguno de los grupos topolégicos
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més usuales, como pueda ser en primer lugar G = K, con K el cuerpo de los
nameros reales o el de los complejos (Seccion 4.3.1), o en segundo y ultimo
lugar, G = T (Seccion 4.3.2).

4.3.1. G=K

Sea K el cuerpo de los nimeros complejos o reales, y denotamos, como
siempre, por C'(X) al grupo C(X,K). Comenzamos por una definiciéon que
ya empleamos en la Seccion 3.5.2 del Capitulo 3 para grupos de funciones
continuas que toman valores en T.

Definiciéon 4.3.1 Se dice que un homomorfismo H : C(X) — C(Y) pre-
serva funciones que no se anulan, si, siempre que tengamos H f(y) = 0 para
algin y € Y, entonces f(x) =0 para algin z € X.

Elsimbolo f > 0 (resp. f > 0, etc.) significa que f(x) > 0 (resp. f(x) > 0,
etc.) para todo x € X. Dada una funciéon arbitraria f € C(X), definimos

fr=+m2y fm=0-1f/2

como es usual. A continuacion, presentamos una aplicacién para funciones
escalares continuas que nos fue comunicado por Araujo [12], que incluyo
este resultado en una carta personal. De hecho, una prueba del caso no
Arquimediano aparece en [7]. A su vez, podemos encontrar una variante
para espacios discretos en [13].

Teorema 4.3.2 Sean X eY espacios topoldgicos compactos y sea H : C(X) —
C(Y) una biyeccion lineal cumpliendo que tanto H como H~1 preservan fun-
ciones que no se anulan. Entonces, existe un homeomorfismo h :Y — X tal

que
(Hf)(y) = (HL)(y) - f(h(y)),

siempre que f € C(X) ey €Y.

-Demostracién-

Asumimos sin pérdida de generalidad que H(1) = 1. De otra forma, tra-
bajariamos con la aplicacion T = ﬁ - H. Veamos que los subconjun-
tos f(X) y (Hf)(Y) coinciden en K para toda f € C(X). Sean z € X y
f € C(X), entonces f(x) = r € R. Podemos suponer que r = 0 ya que si
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no es asi, trabajarfamos con g := f — r y gracias a que H es lineal y que
H (1) = 1, obtendriamos el mismo resultado. De este modo, como H ! pre-
serva funciones que no se anulan, existe yp € Y tal que (H f)(yo) = 0, luego
(H f)(yo) = f(x) = 0. Como consecuencia, tenemos que H f > 0 si, y sélo si,
f>0.

Ahora bien, para aplicar el Corolario 4.2.10, tenemos que probar que H
es no anulante. Sean f y g elementos de C'(X) tales que N(f)NN(g) =0y
supongamos que existe yo € Y cumpliendo H f(yo) = Hg(yo) = 0. Entonces

(H )" (yo) = (Hf) (yo) = (Hg)" (y0) = (Hg) ™ (yo) = 0.

Por otra parte, como H manda el cono positivo de C'(X) en el cono posi-
tivo de C(Y'), entonces podemos encontrar funciones positivas, llamémoslas
hi,h_, ki, k_, tales que

Hft=(Hf)" +hy, Hf™ = (Hf)” +h-,
Hg" = (Hf)" +kyy Hg =(Hg) +k_.
Por tanto,
0= (Hf)"(yo)—(Hf) (yo) = Hf(yo) = H(f*~f)(yo) = Hf " (yo)—H [ (o),
con lo que tenemos que hy (yo) = h_(yo). Andlogamente, obtenemos que

ki (yo) = k—(y0). A su vez, 0 = (H[f)"(yo) + (Hf) (yo) + (Hg)™ (y0) +
(Hg)™ (yo); esto es, si ¢ = (Hf)t + (Hf)™ + (Hg)* + (Hg)~, entonces
#(yo) = 0. En consecuencia, tenemos que existe rg € X tal que H 1¢(zg) =
0, ya que H preserva funciones que no se anulan. Equivalentemente,

[(fF=H T (h )+ (f=H (ho)) (g T —H " (k) +(g™ —H ™ (h-))](wo) = 0.

Como f*—H Y(hy) >0, f~—H '(h_)>0,g" —H (k) >0y también
g~ —H 1 (k_) > 0 por la propiedad nombrada al principio de la demostracién
de que H f > 0 si, y s6lo si, f > 0,, obtenemos que

(f* = H Y (hy))(wo) = (f~ = H ' (h-))(w0) =0
(g% = H (ki) (20) = (97 — H ' (h-))(w0) =
Luego,

flzo) = HHSY = hy) = (hf~ho)](x0)
= (ff —=H '(hp)(wo) — (f~ = H ' (h-))(xo) = 0.
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De forma similar, tendriamos que g(xg) = 0. Asi pues, z9 € N(f) N N(g),
hecho que es imposible. Esta contradicciéon prueba que H es no anulante.

El mismo proceso se puede aplicar a H~ !, ya que preserva funciones que
no se anulan y ademés, H es una biyeccién lineal. De esta forma se tiene
que H~! es no anulante. Por otra parte, estamos suponiendo que H(1) = 1,
con lo que H es la identidad de funciones si la restringimos a las funciones
constantes sobre X.

Por tanto, es suficiente con que apliquemos el Corolario 4.2.10 a H y a
H~'.Si h y k son las aplicaciones continuas asociadas a H y H~!, respec-
tivamente, entonces es facil comprobar que son inversas una de la otra. Por
tanto, ya hemos llegado a lo que afirma el enunciado. O

4.3.2. G=T

En el Capitulo 2, estudiamos los isomorfismos entre grupos de funciones
continuas sin utilizar la propiedad de ser un homomorfismo separador en
primer lugar, para mas tarde enfocar el problema desde el punto de vista
de las C*-algebras. En el Capitulo 3, investigamos las representaciones de
homomorfismos entre grupos de funciones continuas evaluadas en T, pero
dentro del contexto de las aplicaciones separadoras. En esta seccion seguimos
la linea del Capitulo 3 en el sentido que queremos encontrar una extensiéon del
Teorema clasico de Banach-Stone y por ello, el objetivo es obtener resultados
similares a los vistos en la Seccién 4.2, pero para T. Comprobaremos a su vez
que en algunos puntos es mas facil seguir otro camino a la hora de probar
los resultados. Como siempre, partimos del homomorfismo

H:C(X,T) — C(Y,T),

donde X e Y son espacios topdlogicos compactos. En el momento que sea ne-
cesario dotar a ambos grupos de alguna topologia, la elegida sera la topologia
de la convergencia uniforme, como en anteriores ocasiones.

En primer lugar, vamos a ver una variante de la Proposiciéon 4.2.5 adap-
tada al grupo T.

Proposicion 4.3.3 Sea M un T-filtro cerrado de C(X,T) tal que

C(X,T)
M

1

T.

Entonces existe un unico p € X tal que M C M,,.
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-Demostracion-

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos entonces que existen dos
elementos p, ¢ € X, ¢ # p, verificando que M C M, N M,. Entonces tenemos
que

C(X,T)
7o OXT) 8TLem =7 T
M a M, — M-
p M M
y lo mismo le ocurre a My, esto es,
T
T = Wq
M
En ambos casos, los subgrupos cociente % y % de T deben ser finitos o

. M, M

densos en T, pero, como ambos cocientes 7 y 7 son cerrados, obtenemos
M, M, . .

que tanto 7 como 3/ han de ser subgrupos finitos de T, y lo mismo le pasa

. MpNM, . . My, . .
al cociente —27—*. Veadmoslo, por ejemplo, con 7: si este cociente fuera

denso en T, eso supondria que

M,

M )

pero, este cociente es ademas cerrado, ya que M, y M lo son, el primero
porque es la antiimagen por la aplicacion continua ), del cerrado {1t} y el

segundo por hipotesis, con lo que obtendriamos que % =T, y no es el caso.
Por otra parte, definimos la aplicacion:

5. M,
UMy " M, O M,
fMyNn My +— f(q)

— T

De hecho, es muy fécil probar que (Tq‘ M, €S un isomorfismo de grupos. Pri-
meramente, si f € M, cumple que f(g) = lr, entonces f € M, N M, esto
es, f € ker 6q‘Mp. Sea ahora t # 1p. Como p # ¢, podemos encontrar dos

entornos abiertos de p y ¢ tales que U, N U, = (). Entonces, construimos una
aplicaciéon continua f : X — R que verifique que

FX\Up) ={1}y f(p) = 0.

Sea a ¢ Q cumpliendo

exp(af(X \Up)) = {t}
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asi pues, definimos f’ := exp(af) que es también continua y toma valores
en T. Esta aplicacion es tal que f'(¢) =ty f'(p) = 1r, luego f' € M,y
fidemés, O, M,,( 1) = f'(q) = t. Consecuentemente, la aplicacion O, M, €S un
isomorfismo, esto es,

M,
T M o o
M,N M,  MOM~
M
hecho que es imposible, ya que % % son ambos subgrupos finitos de
T. Por tanto, para todo T-filtro M de C(X,T) verificando que
C(X? T) g T,
M
existe un tnico p € X tal que M C M,,. O

Corolario 4.3.4 Sean X e Y espacios topoldgicos compactos Hausdorff.
Sea, ademds. H : C(X,T) — C(Y,T) un homomorfismo continuo no anu-
lante cuyo rango contenga a las aplicaciones constantes. Entonces, para todo

y €Y existe un tinico x € X tal que ker(d, o H) C M.

-Demostracién-
De forma analoga a como se demostré en el Teorema 4.2.7 de la Seccion 4.2,
podemos probar aqui que MY := ker(d, o H) es un T-filtro, puesto que por
definicion, si f, g € MY, entonces y € N(Hf)NN(Hg) y de esta forma, MY
es un T-filtro. Por otro lado, MY es cerrado ya que es la antiimagen por una
aplicacion continua del cerrado 17, esto es, MY = (6, 0 H) "1 ({1r}).

Para y € Y, hacemos la siguiente composicion

dyoH:C(X,T)—T

y veamos que es sobreyectiva. Sea, pues, t € T y ademas t # 1T, entonces,
como las aplicaciones constantes pertenecen a la imagen de H, el elemento
H~L(t) es efectivamente un elemento de C'(X, T). Como

orrv(H™H(E) = H(HT'(8))(y) = t(y) = ¢,

obtenemos que 0, o H es sobreyectiva.
Por el primer Teorema de Isomorfia, el T-filtro cerrado MY verifica que
C(X,T)

Vv ~ T, (4.10)



4.3. CONSECUENCIAS PARA ALGUNOS GRUPOS CLASICOS 193

mediante la aplicacién cociente obtenida tras partir en
dyoH:C(X,T)—T

por su nicleo MY.
Por tanto, basta aplicar la Proposicién 4.3.3 y se deduce que para cada
y € Y existe un tnico x € X tal que

ker(dy o H) C M,.

Nota 4.3.5 En el anterior Corolario 4.3.4, podemos asumir que H es un
C-homomorfismo y reemplazar las hipdtesis de que el rango de H contenga

a las aplicaciones constantes y que sea continua.

La prueba del resultado principal de esta secciéon difiere un poco de la
del Teorema 4.2.7, ya que aqui no estamos suponiendo que H sea un C-
homomorfismo, pero si continuo. Ademaés, supondremos que X es un espacio
0-dimensional. El resultado principal afirma lo siguiente:

Teorema 4.3.6 Sean X e Y espacios compactos, y sea H : C(X,T) —
C(Y,T) un homomorfismo continuo no anulante, cuyo rango contenga a las
funciones constantes sobre Y. Suponemos que X es, ademds, 0-dimensional.

Entonces existen aplicaciones continuas h : Y — X yw :Y — Z tal que

(H)(y) = f(h(y)“,
siempre que f € C(X,T) ey €Y.

-Demostracion-
Gracias al Corolario 4.3.4, sabemos que para cada y € Y existe un dnico
x € X tal que

ker(d, o H) C M,, (4.11)

y de aqui se deduce que supp(d,) = {z} C supp(dy o H).
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Por otro lado, como X es un espacio compacto 0-dimensional, entonces
C(X,T)=C°(X,T) (Lema 2.1.10 o también en [55], [100]). De esta forma,
C(X,T) es conexoy H lleva C(X, T) en la componente conexa de la identidad
de C(Y,T), que es C°(Y,T) (Lema 3.2.1). Esto implica que la imagen de H
esta contenida en C°(Y,T). Dualizamos H y obtenemos

H:Co(Y,T)" — C(X,T)",

que sigue siendo continuo, pero respecto de la topologia de la convergencia
compacta abierta (Nota 3.1.5). Aqui volvemos a restringir, pero esta vez a
Y, entonces queda

H:Y — C(X,T)",

que de nuevo sigue siendo un homomorfismo continuo. Sean, pues, y € Y y

f e C(X,T), luego
Hy (y)(f) = (Hf)(y) = (6,0 H)(f),

esto es, ﬁ‘y(y) = (0, o H). Entonces se tiene que

supp(d,) = {a} C supp(Hyy (y)),

asi como ker(I;ﬂy(y)) C M,. El objetivo es probar que

supp(Hyy (y)) = {w}.

Para cada y € Y, el soporte supp(f[ iy (y)) ha de contener un niimero finito
de puntos, ya que se deduce de la prueba del Teorema 3.7 de [55] para X
un espacio compacto totalmente disconexo que C(X,T)" = C°(X,T)" =
x ({0 : = € X)), siendo 1y : M(X)~ — C(X,T)" el isomorfismo del
Lema 3.2.2, con lo que el soporte de cualquier medida de M (X)™ no puede
ser infinito. Lo que estamos diciendo es que para todo y € Y, la medida
H v (y) € A(X), ya que es P-reflexivo bajo estas condiciones sobre X (ver
Nota 1.2.2), y su soporte ha de ser finito. Supongamos, entonces, que

supp(ﬁ‘y(y)) = {xvxlv s 7'7;71}7

donde los puntos z;,  de X son distintos entre si. Esto es, si f € C°(X,T),
entonces

Hy (y)(f) = f(@)" flz)™ ... f(@a)™",
con {m,mi,...,mp} C Z. Sea, ahora, x; € {x1,...,2,}. De esta forma,
podemos encontrar entornos abiertos U, y V; de x y de z;, respectivamente,
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tales que U, N'V; = 0 y ademas, z; ¢ U, UV; para todo ¢ # j. A su vez,
por completa regularidad (o por T-regularidad), construimos dos funciones
continuas f y g con la siguiente estructura:

f(z)=a y N(f)C
glr)=b y N(g)CVj

&

<

siendo a una raiz mj-ésima de la unidad y b una raiz m-ésima de la unidad.
Ademés, f y g han de cumplir que f(x;) = g(z;) = a;, donde para cada
1 # j, el elemento a; es la raiz m;-ésima de la unidad. Tal y como las hemos
contruido, estas funciones continuas de C' (X, T) verifican que N(f)NN(g) =
() y como H es no anulante, tenemos que N(H f) N N(Hg) = 0. Pero,

(Hf)(y) = By ) (f) = f@)™ f@)™ ... f@,)"™ = 1n,

asi como,

(Hg)(y) = Hiy (y)(9) = g(z)"g(z1)™ ... g(xn)™ = 1r,

luegoy € N(Hf)NN(Hg). Y de esta contradiccion se deduce que para cada
y € Y, existe un tinico x € X tal que supp(Hy (y)) = {z}.
Por tanto, si aplicamos lo visto en la Seccién 3.2.1, obtenemos que

Hy(Y) CZX,

con lo que existen aplicaciones h: Y — X y w : Y — Z tales que para todo
y €Y, Hy(y) = B(y)h(y), ast como

(H)(y) = Hy y)(f) = f(h(y)"Y),

para toda f € C(X,T) y para todo y € Y. De aqui se puede deducir que w
no se anula en ningtn punto, ya que si existiera y; € Y tal que w(y;) = 0,
entonces ﬁ‘y(yl)(f) = 0 para toda f € C(X,T). Escogemos, pues, F =
exp(a) con a ¢ Q, luego

N(HF) # 0,

y como H es no anulante, N(F') # (), pero esto es imposible, porque F' no
se anula nunca. Por otro lado, podemos obtener la continuidad de A y de w

como consecuencia de las Proposiciones 3.2.10 y 3.2.11.
O
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