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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectfu 3.5. Fase II

Continuo fent-los observar que aquesta expressio és un limit de velocitats mitjanes que
no s6n meés que taxes mitjanes de variacié quan la funcié considerada és la que ens dona
I’espai a partir del temps. Mentre faig aquestes observacions vaig posant a la pissarra la
columna de I’esquerraiamb gestos vaig assenyalant I’expressio de la velocitat instantania,
I’expressi6 de la velocitat mitjana i la funcié d(?) (de baix a dalt).

_ Fisica Matematiques
funcio d(?) fx) funcié qualsevol
d(-d(t _

velocitat mitjana ( ) () S)Aa) taxam. dev.

ot A x-a

d()-d(t _ ,
velocitat instantania lim ——(—)———(—Ol lim M derivada

t=t, 1 —tO x-a xX-a

A continuacié comento que, amb la notacié de matematiques d(f) es converteix en fx);
la velocitat mitjana, en la taxa mitjana de variacio; i la velocitat instantania, en la derivada
en un punt. Per tant, si escrivim la velocitat instantania amb la notacié habitual en

matematiques, obtenim I’expressid lim f)AD) , amb la qual cosa tenim que
x~a x-a

la velocitat instantania no és més que un cas particular de la derivada..

Continuo recordant-los que, després de definir la derivada en un punt com una
generalitzacié de la velocitat instantania, vam treballar la interpretacié geométrica de la
derivada i vam veure que la derivada en un punt, d’una banda és el limit de les taxes
mitjanes i, d’altra banda, és el pendent de la recta tangent (mentre faig aquest comentari
~ escric, i assenyalo a la pissarra, el seguent)

rendent de la recta tangent = tg o = f

(a) = lim f(x)"f(a)‘ = lim Ra+h)-fla)
x~a  X-a 10 h

Continuo dient que un cop sabem alld que és la derivada en un punt, cal preguntar-se com
es calcula la derivada en un punt. B¢, doncs aquesta igualtat ens en dona diferents

im £1))

h-0

procediments. La primera consisteix a calcular aquest limit

Aquest procediment era el que s’havia d’aplicar en la pregunta 3a de I'examen i
I’anomenarem meétode simbolic o analitic. Simbolic perqué usa simbols i analitic perque
a vegades s’usa com a sinonim de simbolic. Un altre procediment consisteix a fixar-se en
la interpretacio geométrica de la derivada, (pendent de la recta tangent) i utilitzar-la en
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase 11

situacions on tinguem la grafica de la funci6 i la recta tangent. En aquests problemes basta
buscar graficament el pendent de la recta tangent per obtenir la derivada en el punt
(mentre faig aquests comentaris dibuixo el segiient esquema a la pissarra)

1) Utilitzant limits
. h)-
Com es calcula Calculant £’ (a)= l;m &%—Z—(@*
-0
f@? | 2) Geométricament (graficament)

Calculant el pendent de la recta tangent

Continuo explicant que en les activitats anteriors hem utilitzat aquests dos métodes i que
el geométric (grafic) només es pot aplicar quan tenim dibuixades la grafica de la funcid
ilarecta tangent, perqué ens pot permetre trobar la derivada molt rapidament,encara que
per ser visual, en alguns casos pot ser poc precis. També comento que el calcul del limit

: a+h)-fla ' .
1hmg ﬂ-ﬁ—*h)-jil és un métode que, en principi, es pot aplicar sempre que tinguem
la formula de la funcid.

Després comento que quan vam calcular f'(a) buscant el limit, ho vam fer sempre amb
funcions molt senzilles (paraboles) en les quals bastava desenvolupar el quadrat d’una
suma, aplicar la distributiva i després simplificar per calcular el limit. Ara bé si intentem

im 00

h~0

buscar el limit quan les funcions sén una mica més complicades
(exponencials, logaritmiques o trigonométriques), com per exemple en Pactivitat 23 en
que tenim la funci6 sinus, resulta que calcular-lo no és facil, per la qual cosa convé
conéixer un métode aproximat per a calcular derivades amb la calculadora (completo
I’esquema de la pissarra posant el segiient:)

1) Utilitzant limits
. a+h)-fla
Com es calcula Calculant [’ (a)= lhmg L;)l—i(-‘)‘
S (@7 2) Geométricament (graficament)

Calculant el pendent de la recta tangent
3 Aproximadament

Utilitzant la calculadora
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase I

Continuo fent-los observar que en Pactivitat 23 ens donen la funcio sinus i ens pregunten
la derivada en x = 0,5 i, com que no tenim dibuixada la grafica de la funcié ni la recta
tangent, no podem utilitzar el segon métode. Per tant, només podem intentar calcular

0,5) = lim sin(0,5+A)-sin(0,5)
/10,5) fim .

Ara bé, calcular aquest limit és molt.

complicat perqueé s’han d’aplicar unes formules trigonomeétriques que converteixen una
diferéncia de sinus en un producte d’un sinus per un cosinus que encara no saben. Bé,
doncs la pregunta és: qué faig si no tinc dibuixada la recta tangent i resulta massa
complicat buscar aquest limit? Doncs en aquests casos, en comptes de calcular aquest

sin(0,5 +A)-sin(0,5)

h

limit lhln(f)l Y , que és el valor al qual s’aproximen
) sin(0,5 +h)-sin(0,5 . .
aquestes fraccions ( )-sin(0,5) ,quan / es va fent petit, és a dir quan

h és una décima, una centésima, una mil-Iésima, etc, el que es fa és donar un valor molt
petit a h, per exemple una millésima ,i amb la calculadora es calcula
sin(0,5+0,001)-sin(0,5)

0,001

,que €és una bona aproximacio de f(0,5) (poso a la

pissarra el segiient)

£(0,5) = fim Sn(O5+h)=sin(0,5) _ sin(0,5+0,001)-sin(0,5)
, 0 h 0,001

sin(0,5+0,001)-sin(0,5)
0,001

no és la derivada, pero sera un valor molt proxim a
la derivada

Dic que ara poden intentar fer I’activitat 23 i reparteixo calculadores als alumnes que no
en porten. També dic que han de tenir la calculadora en mode RAD.

A: Estan una bona estona intentant fer Pactivitat 23. Molts em pregunten dubtes sobre
la utilitzacié de la calculadora.

P: Al cap d’una estona poso a la pissarra la seqiiencia de tecles que han d’utilitzar quan
h=0,1

[0.5][+][0.1] [sin] [Min] [0.5] [sin] [+ ][Mr] [<] [O.1] 4 [0.852157]
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

1 pregunto si han obtingut aquest resultat.

A: Molts alumnes diuen que si."

P: Dic que repeteixin el mateix procés amb 4= 0,01 i que el resultat ha de ser 0,875175.
A: La majoria dels alumnes obtenen aquest resultat o un de molt semblant.

A: Alguns em pregunten per qué no obtenen exactament el resultat que he posat a la
pissarra.

P: Els dic que depén del tipus de calculadora, en concret del nombre de xifres decimals
amb queé treballa la calculadora. A continuacid comento a tota la classe que segons el
tipus de calculadora que utilitzin les Gltimes xifres poden ser diferents del resultat que he
posat a la pissarra. Després dic que repeteixin el calcul amb 2 = 0,001 i que comprovin
que surt 0,877342703. Mentre els alumnes feien els calculs amb la calculadora he anat
completat la taula segiient a la pissarra:

sin(0,5+0,1)-sin0,5

0,1 _
, o1 - 0,852167
in(0,5+0,01)~8in0, 5
0,01 sin0,5+0,0)7sin0,5 - _ ) 975175
0,01
in(0,5+0,001)~sin0, 5
0, 001 sin(0,5+0,00)=sin0,5 _ ) 67342703

0,001

P: Comento que ara repetiré tot el procés que hem fet perqué tothom el tingui clar i dic
que en I’activitat 23 ens donen la funci6 sinus i ens pregunten la derivada en x = 0,5 i, com
que no tenim dibuixada la grafica de la funcié ni Ia recta tangent, no podem utilitzar el
segon métode. Per tant, només podem intentar calcular

sin(0,5 +#)-sin0,5

Jf0,5) = lim A Ara bé, en comptes de calcular aquest
B0
. in(0,5 +h)-sin0,5 .
limit lim S0(0.5* )-sind, es déna un valor molt petit a A, per

h=0 h
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

exemple una mil-lésima i amb la calculadora es calcula
sin(0,5+0,001)-sin0,5
0,001

,que és una bona aproximacié de f'(0,5) (poso ala

pissarra el seglient)

£(0.5) = lim sin(0,5+h)~sin0,5 _ sin(0,5+0,001)-sin0,5
ke h 0,001

£7(0,5) = 0,877342703

= 0,877342703

Continuo dient que en I’apartat b de I’activitat 23 ens pregunten una aproximacio de -
/'(0,5) amb 3 xifres decimals i pregunto als alumnes quina és la resposta.

A: Alguns alumnes diuen que 0,877.

P: Dic que efectivament és aix{ perqué la quarta xifra és un tres, i poso a la - pissarra
J(0,5) =0,877. Continuo dient que 0,877 és una aproximacio i que si, en comptes
d’agafar 2 = 0,001, hagués agafat # = 0,0001 o & = 0,0001, hauria obtingut millors
aproximacions i els dic que tornin a fer els calculs amb 4 = 0,000001.

A: Es posen a fer els calculs amb 4 = 0,000001 i alguns d’ells diuen que les tres primeres
xifres son iguals.

P: Comento en general que, en el cas de treballar amb tres xifres decimals, no s’obté una
millor aproximacio pel fet d’agafar valors de 4 més petits.

A: Alicia M. reclama la meva atenci6 i observo que té dos tipus de problemes, d’una
banda té dificultats en IGs de la calculadora i d’altra banda no té clar el procés que s’ha
de seguir per arrodonir,

P: Explico a Alicia M. com es fa I’arrodoniment i que ha de treballar amb I’opcié RAD
a la calculadora. A continuacié em dirigeixo a tota la classe i comento que amb aquest
métode aproximat hem trobat que la derivada del sinus en x = 0,5 €s 0,877 ,i dic que si
haguéssim calculat el limt hauriem arribat al resultat segiient: cos 0,5 (escric a la
pissarra):

Meétode aproximat

= 0,877342703 = 0,877
h-0 h 0,001

Meétode exacte
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

0,5) = fim sin(0,5+A)~sin0,5
F0) h-0 h

Dic als alumnes que busquin amb la calculadora el valor de cos 0,5.

=c¢co0s 0,5 =7

A: Els alumnes busquen cos 0,5 amb la calculadora i observen que les tres primeres xifres
son les mateixes.

P: Substitueixo a la pissarra I'interrogant per 0,877 i els faig observar que, en el cas de
treballar amb tres xifres decimals, el métode exacte i I’aproximat donen el mateix resultat.
També remarco que aquest métode aproximat pot ser util en I’examen de selectivitat
perqueé en les PAAU esta permeés portar calculadores cientifiques. Per tant, en el cas que
s’hagi de buscar la derivada en un punt d’una funcié que esta en les tecles de la
calculadora (logaritmes, arrels, trigonométriques, etc) o bé d’una funcio que és el resultat
d’operacions senzilles amb aquestes funcions, es pot utilitzar aquest métode. Per acabar,
remarco en qué consisteix aquest métode (poso a la pissarra)

fla) = tim f@N Q) farh)-fa)
v h-0 h h &

Per calcular £’ (a) s’ha de calcular el limit 1}:“3

fla+h)-fla)
h

Doncs si es calcula aquest quocient per un valor de 4 prou petit com una millésima, una

fla+h)-fa)
h

que és el valor al

farh-fa)
h

qual s’aproximen els quocients quan A es va aproximant a zero.

deu mil-lésima, etc resulta que el quocient , que és la taxa mitjana
de variaci6 de la funcié entre a i a+h, és un valor no gaire diferent del de la derivada
[’ (a). Insisteixo que no cal fer una taula com a lactivitat 22 siné que basta anar
directament a I"altima fila i donar un valor prou petit a 4. A continuacié dic que apliquem
aquest procediment en les activitats 24 i 25.

A: Es posen a treballar activitat 24 i 25.

P: Al cop d’una estona (10 minuts aproximadament) pregunto si ja han fet 'activitat 24.
A: Jordi L. diu que si.

P: El faig sortir a la pissarra.

A: Jordi L. posa a la pissarra el segiient;
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

_4 _
£(2) = « D@02 4 4099875

107

P: Pregunto als altres alumnes si hi estan d’acord.
A: Molts alumnes responen que si.
P: A continuacid explico que I’apartat a de I’activitat 24 demana la derivada de la funci6

logaritmica de base el nombre e , en el punt d’abscissa ¥ = 2 i que, per buscar aquesta

. In(2+h)-1n2
derivada, hem de buscar el limit lhlm In(2+h)~ln2 . Ara bé, buscar aquest limit
-0
no és facil ja que s’han d’aplicar les propietats dels logaritmes, per la qual cosa
‘ f2+h)-A2)
h

h prou petit, com per exemple una deu mil-lésima (poso a la pissarra)

aproximem aquest limit per la taxa mitjana de variaci amb

£1@) = lim @A)-In2 _ 1n(2+0,0001)-In2

= 0,4999875
o h 0,0001

Per fer aquest calcul amb la calculadora escrivim 2,0001, després premem la tecla In, a
continuacio restem al resultat In 2, i finalment dividim per 0,0001 i obtenim 0,4999875.

A: Patricia F. diu que a ella les Gltimes xifres li surten diferents i d’altres alumnes diuen
que a ells també.

P: Comento que aix0 passa perque les seves calculadores son diferents de la d’en Jordi
L. 1 que segons el nombre de xifres amb qué treballa la calculadora, les Gltimes poden ser
diferents perd que aixo no té cap incidéncia en la resposta de ’apartat b de I’ activitat 24.

In(2+0,0001)-In2
0,0001

A: Pilar G. pregunta a Sandra D. per qué és la taxa mitjana de

variacié i després m’ho pregunten a mi.

P: Com que crec que d’altres alumnes poden tenir la mateixa dificultat, faig I’explicacio
per a tota la classe i poso a la pissarra |
In(2+0,0001)-In2 _ A2+0,0001)-A2)
0,0001 2+0,0001-2

Comento que en aquest cas la funci6 és la funci6 logaritmica de base el nombre ¢, i que
els dos valors sén 2+0,0001 i 2 i, per tant, la fraccié de I’esquerra resulta ser la taxa
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

mitjana de variaci6 de la funcid In x entre 2+0,0001 i 2. A continuaci6é pregunto quina €s
la resposta de I’apartat b

A: Alguns alumnes responen que 0,5.

P: Poso la ma en vertical entre el 9 i el 8 en el nombre 0,4999875 de la pissarra i
pregunto quina és la xifra que segueix al 9 i jo mateix contesto que és el 8. Assenyalo
1"altim 9 i dic que hem d’augmentar-lo en una unitat i que, per tant, passa a 10. Aixo fa
que el segon 9 i el primer també passin a 10 i que el 4 passi a 5. Per tant, si arrodonim
0,4999875 en tres xifres decimals, obtenim el nombre 0,5 , de manera que la derivada de
la funcio6 Inx en x =2 és 0,5 i poso a la pissarra

J (2)=05
Segueixo comentant que si  hagués buscat  f(2) calculant el limit
. In(2+h)-1n2 ' o .
Ihmg In(2+h)-In2 aplicant les propietats dels logaritmes, bauria obtingut també 0,5.

A continuacié els faig observar que en aquest cas, si bé cap xifra coincideix, quan fem
Parrodoniment si que obtenim el mateix resultat, i escric a la pissarra el segiient:

Meétode aproximat

@) = lim In(2+A)~In2 _ 1n(2+0,0001)~In2
h=0 h 0,0001

= 0,4999875 = 0,5

Meétode exacte

0,5

)

, . In(2+h)-In2
2) = lim ———~2—= =
12 i ;

A: Esther E. reclama la meva atencié perqué el resultat li surt negatiu.

P: Dic als alumnes que facin I’activitat 25.

A: Es posen a fer-la.

P: Vaig a la taula on esta Ester E. i li indico els passos que ha de fer amb la calculadora.
A: Esther E. segueix les meves indicacions i obté el nombre 0,4999875 a la pantalla.

P: Al cap d’una estona i mentre els alumnes fan ['activitat 25, els recordo que han de
pagar el dossier i els adverteixo que si no paguen, després de Nadal no repartiré¢ més

dossiers i dictaré apunts.

A: hi ha comentaris i bromes sobre el pagament dels dossiers.
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase 11

A: Alberto C. i Javier F. Reclamen la meva atencid particular per preguntar-me uns dubtes
sobre la utilitzacio de la memoria de la calculadora.

P: Després de resoldre els dubtes d’aquests dos alumnes comento per a tota la classe que
en P'activitat 25 la funci6 és la funcio arrel quadrada i que apartat a d’aquesta activitat
demana la taxa mitjana de variaci6 entre 3 i 3 més una deu mil-lésima i poso a la pissarra
el segiient:

Sx)Ax) _ favh)-fla) _ farh)-fa) _ 3+0,0001-/3
X, =X, a+h-a h 0,0001

remarcant que primer vam calcular la taxa mitjana de variacio entre x, i x, amb la notacié
de la primera fraccio. Ara bé, si x, = a+h ix, = a, la primera fraccioé es converteix en la
segona i com que a+h-a = h , resulta que la segona es converteix en la tercera. Si a més
resulta que la funci6 és la funcié arrel quadrada, a =3 i 2 =0,0001 tenim que la tercera
fracci6 es converteix en I’Ultima (mentre faig aquests comentaris vaig assenyalo les
fraccions de la pissarra). Finalment pregunto quin és el valor d’aquesta Gltima fraccid.

A: Responen un nombre queno acabo d’entendre.
P: Faig repetir el nombre a Eva P,
A: EvaP. diu que és el nombre 0,2886728.

P: Poso a la pissarra el segiient:

F£0) = lim V3+Z“/§ . 3r00001-/3 _  eeerng
h-0

0,0001

I comento que, si bé aquest limit és menys complicat de calcular que els de les dues
activitats anteriors, també té la seva dificultat, per la qual cosa convé aproximar-lo per la
taxa mitjana de variaci6 de la funci6 arrel quadrada entre 3 i 3,0001 i que aquest nombre
arrodonit a tres xifres decimals és 0,289 perqué la quarta xifra decimal és superior a cinc.
A continuacid poso a la pissarra el segiient:

Métode aproximat

£@3) = lim V3+Z”\/§ . Y3+0,0001-y3 _  re067g - 0,289
h-Q

0,0001

Meétode exacte
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase Il

w2y - e V3th-Y3 1
J@) = lim ==— 2

1
I dic als alumnes que trobin amb la calculadora el valor de E‘ﬁ

1 ,
A: Els alumnes comproven amb la calculadora que ‘2“7_3“'“ . arrodonit a tres xifres

decimals és 0,289.

P: Toca el timbre i els desitjo un bon Nadal i dic que és convenient que facin durant les
vacances les activitats 1-17 de <<Per practicar més>> que encara no estiguin fetes.

Valoracions

1) Després d’aquesta classe 1’alumnat entén que hi ha diferents maneres de calcular la
derivada en un punt. '

2) Els alumnes tenen clar que les calculadores cientifiques permeten trobar
aproximadament la derivada de les funcions que apareixen a les tecles de la calculadora
itambé que aquest métode els pot ser Gtil quan no poden calcular la derivada a partir del
calcul del limit de les taxes mitjanes de variaci6, la qual cosa fa esperar que en
produccions posteriors dels alumnes aparegui aquest procediment.

3) He observat forga interés dels alumnes en I's de la calculadora.

4) També he observat que els alumnes tenen dificultats en I’as de la calculadora i alguns
no tenien clar el procés d’arrodoniment.

5) He notat que hi havia alumnes que tenien dificultats per entendre que el quocient

fa+h)-fa)

P és un nombre que és la taxa mitjana de variacio de la funcio entre

a ia+h. Crec que després de les meves explicacions ha quedat clar que aquest quocient
és la taxa mitjana de variacio, la qual cosa crec que facilitara, més endavant, entendre

Jo+h)-fx)
h

com la funcié t.m.v. entre x i x-+h.
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

5.2.14. Subseqiiéncia 7. Funcio derivada

Aquesta subseqiiéncia esta formada per les activitats 34-35 i pretén aconseguir com a
resultat del procés d’instruccio els segiients ftems del subobjectiu 3.3:

45

46
47
48
49

50

51

52

53

Entendre, a partir d’una taula amb els valors de les derivades de la funcio f{x) =
x* per a diferents punts, que per a la funcié f{x) =, la funcié y = 2x és una funcié
que associa cada abscissa x amb la derivada de la funci6 en aquest punt, i que pot
utilitzar-la per calcular la derivada en diferents punts.

Entendre els avantatges que presenta la utilitzacié de la funcié derivada per
calcular la derivada d’una funcié en un punt.

Entendre que aquesta funcié s’anomena funcié derivada de f{x) i es representa
per f(x).

Distingir entre Ja derivada d’una funcié en un punt i la funci6 derivada.

Utilitzar la funcié derivada, fins i tot abans de conéixer-ne la definicié formal, per
trobar un punt de la funci6 f{x) en que la derivada pren un valor determinat o bé
per trobar el pendent de la recta tangent.

Entendre que f '(a) es pot calcular directament per tres métodes diferents:
utilitzant limits, a partir de la recta tangent o aproximadament utilitzant el

fa+h)-fla)

quocient T amb A prou petit. I indirectament a partir de

substituir en la funcié derivada x per a.

f/(x) lim ﬂx +h) f(JC)

Entendre que la funcid derivada és p
-Q

Calcular la funci6 derivada d’una funci6 a partir de I’expressio

Fe)=lim LEDA0)
h

h-0

Entendre que el cialcul de la funcid derivada a partir del

. . x+h)-fx . ,

limit S(x)=lim J—J(———z—l(—l pot resultar molt dificultés per a
h-0 :

determinades funcions i que, per tant, és convenient disposar d’altres métodes

alternatius que facilitin el calcul de la funcid derivada.

L’apartat <<Funci6 derivada>>comenca amb una reflexié sobre el fet que a vegades cal
calcular la derivada d’una funcié en molts punts diferents. En Iactivitat 34 I’alumne
disposa d’una taula amb els valors de les derivades de la funcié f(x) = x* per a diferents
punts que s’han calculat a les activitats 15, 18 i 26. L’objectiu d’aquesta activitat és que
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I’alumnat observi, a partir de la taula, que per a la funcié f{x) = x*, que la funcidé y = 2x
associa cada abscissa x amb la derivada de la funci6 en aquest punt, i que ,a 1’apartat 5,
la utilitzi per calcular f'(-7),f'(21) if’(40). Aquesta funcio s’anomena funcié derivada
de f{x) i es representa per f '(x).

En aquesta activitat I’alumne ha de fer la traducci6: Taula de f'(x) = Expressi6 simbolica
de f'(x).Ha d’utilitzar la funci6 derivada f '(x) i ser conscient dels seus avantatges
abans de donar-ne la definicio.

Segueix una explicaci6 que té per objectiu que I’alumnat entengui que per calcular £ '(a)
primer ha de calcular la funcié derivada f '(x) i després ha de substituir la x per aala
formula de la funcioé derivada. També ha d’entendre que la funcié derivada també es pot
utilitzar per trobar un punt de la funcid f{x) en qué la derivada prengui un valor
determinat. En I’apartat a de I’activitat 35 s’ha d’utilitzar la funci6 derivada per trobar
un punt de la funcié f{x) en que la derivada pren el valor 16. En els apartats b ic la
pregunta €s la mateixa, perd ara es formula en termes de pendent de la recta tangent
perqué I’alumnat entengui que la funci6 derivada també es pot utilitzar per trobar el
pendent de la recta tangent. Per tltim, en ’apartat d, s’ha d’utilitzar la funcié derivada per
calcular ’equacié de la recta tangent.

Després d’aquesta activitat es completa ’esquema del calcul de f ‘(a) amb un quart
métode, basat en la utilitzaci6 de la funci6 derivada.

Després que I’alumnat hagi utilitzat la funci6 derivada de la funcié f(x) = x* en I’activitat
35,1ino abans, la definirem de la segiient manera: s’anomena funcio6 derivada d’una funcié
Sx) (o també derivada) a la funcid que fa correspondre a cada abscissa x la derivada de
la funicio fx) en el punt d’abscissa x. La funcié derivada normalment es representa per la
funcio  f'(x).

F/6e)=lim Jee+h)-fx)
-0 h

A continuacio6 es remarca la idea que la derivada d’una funci6 en un punt és un nombre
que ens dona el pendent de la recta tangent a la funci6 en aquest punt, mentre que la
funcié derivada és la que ens dona, per a cada valor de 1’abscissa, el pendent de la recta.
També cal remarcar que moltes vegades no es precisa prou si és la derivada de la funci6
en un punt o és la funcio6 derivada (en aquests casos el context és el que ens indicara quin
és el significat que se li dona).

Un cop definida la funci6 derivada, se li explica a I’alumne que per calcular- la s’ha de

. x+h)~fx : o
calcular  lim JL-—h)-—J—{Q ,1que, en substituir / per zero, s’obté¢ la indeterminacio
B0
{ % . A continuaci6 se li explica, utilitzant com a exemple la funcié f(x) = x?, quin

{26



Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase 1T

procediment s’ha de seguir per eliminar-la. En Pactivitat 36 s’ha de repetir aquest
procediment per a tres funcions diferents. Els tres apartats estan graduats de més a menys
dificultat i serveixen perqué I’alumnat intueixi que el calcul de la funcio derivada a partir
. - fle+rh) Ax . .
de I’expressio f(x)=lim ]—i(———h)"—ﬂ—l , per a determinades funcions, pot ser
h=0
molt complicat. Es el moment de comentar que la funcié derivada es pot calcular també
per d’altres meétodes i explicar que les activitats que segueixen tenen per objectiu calcular,
per diferents métodes, la funcié derivada de les families de funcions estudiades a les
unitats anteriors i unes regles de derivaci6 que permetran calcular la funcié derivada d’una
manera més rapida. ’

Sessio del 1-8-98

Planificacio

Aquesta és la primera classe després de les vacances de Nadal.

1) Fer les activitats 32133 que no es van poder treballar abans de I’examen. Perqué els
alumnes recordin el que haviem fet abans de vacances i puguin resoldre les activitats 32
133, també repetirem activitat 29.

2) Introduir i utilitzar la funcié derivada f'(x) abans de donar-ne la definicio.

3) Repetir i completar I’esquema iniciat en la sessié del 17-12-97 per respondre la
pregunta: com es calcula la derivada d’una funcié en un punt?

Transcripcio6 de la sessio

La transcripcio de la sessié gravada en audio queda recollida a la 4a columna. La 2a
columna recull el que es va escriure a la pissarra, mentre que la 3a son comentaris
aclaridors o bé observacions que no queden recollides en la gravacio.

La primera columna recull indicacions sobre la utilitzacié de:
1) Les formes de representacié de les funcions f(x) i f '(x) ostensives.
2) Les traduccions entre les formes de representacio.
3) Els esquemes complets, o bé alguna part, que han servit per organitzar la
unitat.
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Bé, anem a comengar. Sobre tot anem a situar-nos una mica a on estavem,
e¢h. Vaig a situar-me a la pagina 334, activitats 29 i 30. Sén activitats que
ja estan fetes, perd les recordaré una mica perqué vos aneu situant a on
estavem (...cops pissarra...). :

En I’activitat 29 tenim una grafica, llavors observant la grafica es pot treure
molta informaci6 sobre la derivada, i a I’inrevés, sabent coses sobre les
derivades tenim molta informacié sobre la grafica de la funcidé. Anem a
recordar rapidament el problema 29. El problema 29 és un problema molt
rapid de fer perqué només observant la grafica ja es pot dir que en els punts
d’abscissa x= a, qué val la derivada en el punt d’abscissa x=a ?

Qu¢ val la derivada en el punt d’abscissa x= @ ? Qué podeu dir de la
derivada en el punt d’abscissa x= a?

(Jordi L) no existeix

En Jordi diu que la derivada no existeix, per qué no existeix?

Per qué no existeix la derivada?

(Patricia F) perque no és continua.

Perqué és discontinua. Efectivament. Sempre que vosaltres observeu un tall
o0 una ruptura, una discontinuitat, no hi ha recta tangent i no hi ha denivada.

Llavors en el punt d’abscissa x=d, Jaume (G), qué es pot dir de la
derivada?.
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horitzontal sobre el punt

J £ ) d’abscissa x= b
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(Jaume G) Que no existeix.
Per qué no existeix?

(Jaume G) Perqué té forma de punxa

Perque t¢ forma de punxa. Efectivament perque quan té forma de punxa no

hi ha derivada. D acord? Per tant, només observant la grafica podem saber
quan hi ha derivada i quan no n’hi ha. Pero bé, en els casos en qué n’hi ha,
el que és molt facil és dir el signe de la derivada. Per exemple, en el punt
d’abscissa x=c¢, Laura (A), en el punt d’abscissa x= ¢ quin signe té?

(Laura A) Es negativa.
Es negativa. D’acord? I en el punt d’abscissa x= ¢? Tu inateixa.
(Laura A) Es positiva.

Es positiva. Només mirant la inclinaci6 de la recta tangent pots saber si és
positiva o negativa. En x= 4 qué passa?

(a coro) és zero.

Que és zero, (..cops pissarra. .) 10 és ni positiva ni negativa perqué la tangent
¢s horitzontal. D’acord? Bé. Tot aixd fa que un pugui establir una relacié
entre el signe de la derivada i la grafica de Ia funcio, que és el que vam fer
en les activitats 29 i 30. Anem a fer les activitats 32 i 33.
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....(comentaris d’alumnes entre ells).......... 15°s

A partir de la grafica d’una funci6, nosaltres podem escriure una taula que
ens informa sobre la variaci6 i el comportament de la funcié, 1 a inreves,
a partir d’una taula pots saber, més o menys, com és la grafica d’una funci.

En ¢l problema 32 teniu una grafica i heu de completar la taula a partir de
la grafica. Transformar, traduir la informacio de la grafica a una taula..
Teniu aquesta grafica, llavors situeu-vos a la taula. (..cops de pissarra..).

Aquesta taula es diu una taula de variaci6 de la funcid. T’explica com varia,
com es comporta la funci6. Es una taula que en la primera fila té els valors
de I’abscissa, els valors de les x, a Ia 2a fila teniu els valors de la imatge, de
Ax). Per tant, podeu saber quan la funci6 augmenta, disminueix, etc. Perdo,
en la segona fila teniu la derivada, el signe de la derivada, i a la tercera fila,
teniu la funcid, la imatge A{x). Per tant, podem saber el comportament dela
funcié a la tercera fila i a la segona fila teniu la derivada; aquesta taula
relaciona el signe de la derivada i el comportament de la funcid.

Si jo estic a I"interval (- , -1) vol dir que jo estic a I’esquerra del -1, tot el
que vulguis. Perd si jo estic a Uesquerra del -1, siem situo molt a I’esquerra,
i des de I’esquerra me’m vaig cap a la dreta, és a dir vaig en aquesta
direccio, qué fa la funcié? La funcio és creixent, si jo me’n vaig cap a la
dreta les imatges se’n van cap a dalt. Llavors quan la funci6 ¢és creixent es
representa per la fletxa ~ . Ila derivada, com €s? (...cops de pissarra...) Si
jo poso diferents rectes tangents, com és el pendent d’aquestes rectes? la
pendent sempre €s...7 '

( a coro) positiva
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Es positiu, d’acord?. Llavors a la taula teniu positiu i creixent. Anem a
completar el que ve a continuacié. El punt -1, aquest punt d’aqui, és un punt
que ¢s un maxim i la recta tangent és horitzontal. Per tant, la derivada val
zero. En un maxim, abans la funci6 és creixent, la derivada és positiva; i
després del maxim, com és la derivada? Si Jo faig rectes tangents (...cops de
pissarra..) la derivada sera...?

('a coro) negativa
(Albert C) positiva

Sera negativa i la funcid sera decreixent, per tant has de posar un menys i
una fletxa per avall, d’acord? D’aquesta manera seria decreixent fins que

arribem aqui. Aqui fixeu-vos que la tangent encara és negativa, i quan arriba
N -l 1 {cLv (12 (12.2) | 2 @+=) | Acabo de a %2 la tangent és horitzontal, tenim un minim. Abans la funcig és decreixent
. 0 i . Complet 1 després la fimci6 és creixent. Per tant, aqui hauria de posar, a I'un mig, la
S @) N 0 ' 0 ar la derivada val zero i tenim un minim, i a Uinterval (1/2 , 2) la funcié és
£ » | maxim | minim | - maxim | | taula de creixent 1 la derivada és positiva. D’acord? Llavors en x = 2 teniem un
Pactivitat maxim, i del 2 cap a la dreta la funcié és decreixent i Ia derivada és negativa.
32. En el 33 el que es tracta és de fer una taula semblant 2 Ia del problema 32
que expliqui el comportament de la grafica del problema 33
Dibuixo 1la grafica de
Pactivitat 33 i faig sortir (Soroll de fons amb comentaris d’alumnes parlant entre ells que no
/ Sandra Donoso a fer la s’entenen; ....cops de pissarra (meus).... ; ....cops de pissarra (Sandra D))..
taula a la pissarra Observo
i ) que la majoria ho fa bé i 7 minuts aproximadament
- -4 ) y responc a les preguntes que P: B¢ la qiiestio6 és veure si esteu d’acord amb la taula que fa
N e fan. ) la Sandra, o no. Sembla que si?
PR N B T S WO (L0 |0 02 |2 @9 =) |
) " o |+ 0 + 0 + 0 - * A: (Patricia F.) En la primera columna por qué es menos
_ - . , mnfinito?
f(x) N minim ~ maxim “ minm » maxim ‘s.

ST
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¢(Por qué es menos infinito?.Es una pregunta interessant, perque hem posat
(== , -3). Es un tema una mica discutible, perqué a mi en donen aquest tros
de grafica, per tant, no em donen tota la grafica de la funcio. Ara bé, en
aquest tipus d’exercicis has de suposar que allo que no-veus de la grafica té

" un comportament semblant a la part que tens de la grafica. D’acord? Per

tant, puc deduir que d’aqui cap a Iesquerra la funci6 creix, perque és lo que
ja esta indicat a la grafica, id’aqui cap a'la dreta, lo mateix, la funci6 torna
a créixer. He de suposar que d’aqui cap 2 - tindra el mateix comportament
queeltros quehihaa la grafica. M’explico amb aixo, o no? Era aixo el que
em preguntaves?

(Patricia F.) No.

Que és el que preguntes?

(Patricia F.) Bueno yo be puesto -+, pero no sé.
Quan jo vaig cap a I’esquerra vaig cap a -°
(Patricia F.) Pero la grafica va para arriba.

La grafica si que és allo que t’indica la fletxa de baix,..., <<la grafica va
para arriba>> si tu te’n vas de la dreta cap a I’esquerra, la grafica se’n va
cap a dalt, pero si vens de Uesquerra cap a la dreta?, tu t’has de situar a
’esquerra del tot 1 anar cap a la dreta. Si véns de ’esquerra cap a la dreta,
la funcio lo que fa és ?...

(Eva P.) bajar

Baixar. Ho veus, aixo? per entendre aquestes taules, tu t’has de situar ¢
’esquerra del tot i anar cap a la dreta. Si vas de la dreta cap a I’esquerra to
va al revés. D’acord?
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D’entrada he contestat a una pregunta que no em feies, perd és important el
que he dit abans. Vosaltres teniu aquesta grafica, llavors tot el tros de la
grafica d’aqui cap aqui puc suposar que el comportament que tindra la
grafica és el mateix que t¢ en el tros que veig. Per tant, com que en aquest
tros fa aixi, jo he de suposar que aquest sera el seu comportament. Per tant,
si d’aqui a aqui és decreixent. puc suposar que en el tros de 1’esquerra fa el
mateix. I aqui 1gual. Aixo es pot continuar aixi tot el que vulguis. Sino fos
aixi ja em donarien la grafica més ampliada perqué si hi hagués alguna cosa
que no fos aquesta quedés recollida. Queda clar el que estic diguent, o no?
vosaltres heu de suposar que el comportament que t€ la grafica en el tros que
no estd dibuixada és el mateix que el que té en el tros dibuixat. Es una
suposici6 que a vegades pot ser equivocada, perd que d’entrada suposarem
aix0. Bé doncs, alguna pregunta més respecte d’aquesta taula?

No

No. Doncs ara apunteu alguns exercicis per fer, que jo no faré a classe, pero
que estan relacionats amb aquest tema. Podeu fer ¢l numero 6 de la pagina

363,1el 161 17 de la pagina 355. 16 1 17 de la pagina 355. Son exercicis

que relacionen el signe de la derivada amb la grafica o bé permeten calcular
graficament la derivada. Jo no els faré a classe aquests, perd convindria que
els féssiu per reforgar aquests conceptes, d’acord?. Amb aixo hem recordat
I"altim que haviem fet abans de vacances.

Anem a continuar ja amb coses noves. Observeu el segiient: aquesta taula
surt de la grafica. Es a dir, que de la grafica hem fet una taula ....(cops de
pissarra)..... Més endavant, més endavant, el que farem nosaltres és fer una
taula com aquesta, d’una taula com aquesta, nosaltres podrem fer I"esbos de

* la grafica. Ara de moment hem fet un petit exercici en el que de la grafica

hem fet la taula. Després, el que realment es fa, és una taula com aquesta,
1a partir d’una taula com aquesta, es fa I’esbos de la grafica.
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Fs representen funcions a partir de taules com aquestes. Llavors, per poder
representar una funcid a partir d"una taula com aquesta, el que necessitem
saber és el signe de la derivada en tots cls intervals. Es a dir, hauriem de
calcular moltes derivades, hauriem de calcular la derivada en infinits punts.
I, a ’hora de calcular la derivada de molts de punts, infinits punts, hi ha un
petit problema en 12 manera com calculavem fins ara les derivades. Perque,
amb la manera com calculavem fins ara les derivades, no tindriem temps de
fer-ho. Anem a veure un sistema que permetra calcular molt rapidament la
derivada, o com a minim el signe de 1a derivada, en molts de punts diferents.
Anem 2 veliTe una eina que permeti trobar la derivada en moltissims de punts
d’una manera molt rapida. Aixo és el que farem ara. Quan tingui aquesta
eina, que permetra trobar la derivada en tots els punts que vulgui, podré fer
taules com aquestes, i a partir de taules com aquestes podrem fer grafiques.
Perd el que necessitem per continuar avangant ¢s tenir un sistema rapid,
potent, per calcular derivades en molts de punts.

Recordeu que per calcular la derivada en un punt haviem de calcular el limit,

haviem de fer molta feina per calcular 1a derivada en un punt. Siamés, hem

de calcular la derivada en moltissims de punts, aixo seria una feina de moltes
hores, Per tant, el que necessitem és un instrument, una eina, que ens permeti
calcular rapidament moltissimes derivades en molts de punts diferents.
D’acord? Per fer aix0 passem jaa la pagina seglient i comengarem amb el
tema de la funcio derivada. Aixo €s propiament lo nou’

(Jordi C) Qué pagina?
................. (soroll de fons amb comentaris d’alumnes) 50s

Bé anem a comentar el paragraf que teniu en aquest apartat. En aquest
apartat tinc la funcid fx) = 2, i vull trobar la recta tangent en diferents
punts, per exemple en x = -7, vull trobar I’equacio de la recta tangent, en X
= 21, vull trobar ’equacid de la recta tangent, i en x = 40, vull trobar
I’equaci6 de la recta tangent, &s 2 dir he de trobar I’equaci6 de la recta
tangent en tres punts.
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Si recordeu com es trobava 1’equacié de la recta tangent, el pendent de la
recta tangent seria la derivada. Per tant, per trobar ’equacié de tres rectes
tangents hauria de trobar 7'(-7), f'(21)1 f'(40) .(cops de pissarra)..ia
partir d’aqui acabar de trobar ’equacid de la recta tangent.

Com es troba la derivada en aquests punts? Si recordeu el que vam fer,
podiem calcular un limit, podiem fer-ho amb la calculadora, podiem fer-ho
graficament, tema aquestes tres alternatives. Pero ho he de fer aqui, ho he de
fer aqui 1 fer aqui. Si, per exemple, he optat per limits hauria de calcular tres
linats. Aixo fa que sigui bastant pesat i bastant lent contestar aquesta
pregunta. B¢ doncs, abans de calcular aquestes tres derivades, abans de
calcular els tres limits, per exemple, ..(cops de pissarra)... Abans de calcular
aquest limut, després calcular aquest i després calcular aquest, anem a fer
una cosa molt senzilla que és ¢l segiient: agafar els valors de la derivada en
diferents punts d’aquesta funcié que han sortit en exercicis anteriors i
col-locar-los en una taula, i llavors fem aquesta taula d’aqui ...(cops de
pissarra)..

Per la funci6 f{x) = x* nosaltres podem fer aquesta taula i posar aqui
I’abscissa, és a dir la x, i aqui la derivada en el punt en qiiestid, en I’abscissa
concreta, ..(cops de pissarra)... llavors en els problemes niimero 15, 18126
vam calcular diferents derivades en diferents punts de la parabola f{x) = x*.
En el problema namero 15, concretament en el niimero 15, varem calcular,
per aquesta funci6 ..(cops de pissarra)..varem treballar amb la funcié d(f) =
£ que era I’espai en funci6 del temps. Si aixd ho escrivim en la notacié
habitual és la parabola f{x) =x° . Aqui varem trobar la velocitat per diferents
punts, varem trobar la velocitat en el punt 2, 314 . (cops de pissarra)..virem
trobar la velocitat en els punts 2, 3 14 ..(cops de pissarra). és a dir, quan x
= 2 vam trobar que la velocitat, que era la derivada, valia 4. Per tant, 2 2, la
derivada val 4; a 3, varem trobar que la velocitat en aquest problema era 6,
perque la velocitat ¢s la derivada,.aix6 és 6, 1 aqui era 8. Es a dir, aquest 4
eraf'(2), aixo és £ '(3) 1 aix0 és £ '(4).
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En el problema 18, no sé quin era el problema 18, en ¢l problema 18 varem
calcular, per a la parabola fx)=x",1a derivada en el punt d’abscissa x = 1,
i varem veure que era 2. L en ¢l problema 26, varem calcular graficament
diferents derivades per a la parabola f{x) = »enels punts -1, 012. En2va
sortir el mateix, en 0 va sortir 0 i aqui va sortir -2, Val? en aquesta taula jo
el que he fet és posar per a la funcié flx) = 2 diferents valors, €l punt
d’abscissa -1, el punt d’abscissa 0, etc. Pel punt d’abscissa -1, f'(-1la
varem calcular en el problema 26 i vam veure que era -2, la vam calcular
graficament. Després, en aquest mateix problema, varem calcular 1 '(0)
graficament i ser 0. En el problema 18 vam trobar /'(1)1vaser 2. La varem
fer per aproximacions numériques calculant el limit. I en Paltre problema
vam calcular f'(2) que va ser 4, f'(3) que va ser 61 f'(4) que va ser 8.
D’aquesta és com hem completat aquesta taula, d’acord? Si recolliu totes les
derivades en diferents valors que han anat sortint en una taula podreu fer el
problema 34 rapidament. '

................. (soroll de fons amb comentaris d”alumnes) 1m

Aqui teniu les abscisses 1 aqui teniu la derivada en cada una d’aquesta
abscissa, la derivada en cada un d’aquests punts. Observeu aixo d’aqui, a
veure si podeu trobar una formula que vos relacioni aquesta fila amb
aquesta.

................. (soroll de fons amb comentaris d’ alumnes) 10s

Com es troba aquesta fila a partir de la de dait ?

................. (soroll de fons amb comentaris d’ alumnes) 20s
Quina formula permet trobar la fila de sota a partir de la fila de dalt ?
................. (soroll de fons amb comentaris d’alumnes) 10s

Trigueu moltissim a trobar la formula, Silvia (V) quina ¢s la formula?

(Silvia V) Dividiendo por dos la derivada da la abscisa.
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£(50) = 2-:50 =100

Funcid Funcid derivada

fx)=x S =2x

f’(x)=2x també es pot escriur f(x) =2x

COMENTARIS

p:
Si bé cap alumne ha fet
aquesta pregunta, si que ho
van fer alumnes de cursos
anteriors. Per aixo
considero important fer

aquest comentari A:

P:

A:

P:

A0
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D’acord? Fixeu-vos de quina manera mes rapida, de quina manera més
rapida hem trobat aquestes tres derivades i no hem hagut de calcular limits
ni fer grafics ni utilitzar calculadora ni res. D’acord? :

" Anem a treure conclusions del que hem fet. Que és el que teniu a

continuacio. Vosaltres teniu la funcié que és ..(cops de pissarra) f{x) = X
Hem posat diferents valors en una taula. A partir de la taula hem tret una
formula i hem arribat a la segiient conclusio: que laformula y=2xésla
formula que per cada valor de I’abscissa em dona la derivada en aquest valor
de ’abscissa. Es a dir, si jo vull trobar la derivada en el punt 50, el que he
de fer és 50 per 2, sera 100. Aquesta formula ..(cops de pissarra) es sol
posar aixi. Aquesta formula es sol posar d’aquesta manera: [ (x)=2x, 1es
diu funcié derivada ..(cops de pissarra).

I per qué es posa f ' (x)? Aqui hi ha una pregunta que seria logic fer, que
seria la segiient: si €s una funcid, nosaltres a les funcions, quina notacio
utilitzem habitualment per les funcions? '

(Rail B.) lay.

La y, perd més que la y utilitzem sempre...... que?
(Judit P.) £ (x)

La f(x). Per tant, la funci6 derivada és una funci6, quan la represento no li
poso el que seria 10gic 1 habitual que és posar 1 (x), sind que li poso f ).
Bé, per qué es fa aixo? Es fa aixo per distingir aquesta d’aquesta, 1 que
quedi clar que una és la funcié inicial i Ialtra és la derivada, la funci6
derivada . Perd, seria perfectament legitim utilitzar aqui f(x) = 2x, no posar
la <<prima>>, el que passa que hi ha el costum de que quan tens una funci6
derivada, en comptes de posar allo habitual per una funci6 que és f(x) es
posa f'(x) perqué ésla derivada. D’acord?
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/@4 =1
F4)= 224 =48

Com calcular f"(a)?
) = tim @ 7@
h-0 h :
O bé:
1 Calcular la funcié derivada /" (x)

2 Substituir la x per a a la formula de
la funci6 derivada.
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Fixeu-vos bé que teniu la funcié £ (x) = x2 i tinc una altra funcio que és
aquesta que em dona per cada valor de I’abscissa la derivada de la funcio
inicial en aquest valor de I’abscissa, i aquesta funcio, aquesta formula es diu
la funci6 derivada, d’acord? Pero per s qué serveix? Per a que serveix tenir
la derivada? Doncs és molt important tenir una formula com aquesta perqué
si tens una formula com aquesta t’estalvies moltissima de feina. Per
exemple, si jo ara vull trobar la derivada en el punt 24, si Jjo sé aquesta
formula, I"unic que he de fer és substituir: ..(cops de pissarra).. 2 per 24 que
¢s 48. Per tant, amb aquesta férmula ens trauriem moltissima feina de
calcular limits. Per tant, fixeu-vos bé que, a partir d’ara, si jo vull trobar per
una funcié  f(a) , el que puc fer és el segiient: ..(cops de pissarra).. O bé
fer aixo ..(cops de pissarra).O bé fer aixo altre: primer calcular  f'(x) i
segon ..(cops de pissarra)..substituir x per a que és el que he fet aqui. Si jo
vull trobar la derivada en el punt 24 d’aquesta funcié el que puc fer és
agafar la funcié derivada /"'(x) = 2x i substituir. Es un sistema molt rapidi
sino el que hauria de fer és calcular el limit aquest . O bé calculo Ia derivada
d’aquesta manera, o bé tinc la funcié derivada i substitueixo. No sé si veieu
els avantatges de tenir la funcio derivada. En tot cas anem a fer un petit
quadre que seria el segiient: ..(cops de pissarra)..

................. (soroll de fons amb comentaris d’alumnes) 2m 10s

Vos faig aquest esquema, abans de continuar. En relacié al que haviem fet
abans de vacances, a la pregunta: com es calcula la derivada en el punt
d’abscissax = a? Ara hem afegit un nou procediment respecte dels anteriors,
que ja haviem vist. Qué haviem vist abans de vacances?
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Com es calcula f'(a)?
1) Calculant el limit:

f’(a) = lim f(a."h)_j(a)
h-0 h

(activitats 20, 211 22)

2) Trobant un.valor aproximat amb la calculadora:

S - feifa

(amb % prou petit)

(activitats 23, 241 25)

3) Graficament calculant el pendent de la recta tangent
(activitat 26)

4) Calculant primer la funcié derivada f "(x) i després
substituing la x per a a la férmula.
Exemple:
fx)=x =  fx)=2
F(5)=25=10

COMENTARIS

El que faig és completar
I’esquema de la classe del
17-12-97 amb un quart
métode

A més de
comentar aquest
esquema faig
observar que els
tres primers
metodes soén
meétodes directes
perque vaig a
buscar la derivada
f (@ que em
pregunten, mentre
que el metode de
la funci6 derivada
és un metode
indirecte ja que en
comptes de buscar
directament f "(a)
primer busquem la
funcié derivada
gue serveix per
gualsevol valor de
a.

També faig observar que la

funci6 derivada variard en
variar f{x)
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Per calcular una derivada, es podia fer calculant limits, per exemple a
I’examen, és una manera de calcular la derivada. Vaig explicar també com
es podia calcular la derivada amb la calculadora, que no calculavem
directament la derivada siné que féiem una aproximacié a la derivada posant

* aquest quocient amb # prou petit, amb la calcnladora sortia, si ho recordeu
aixd era una altra manera de trobar la derivada. Hi havia una altra
alternativa que era trobar la derivada graficament; si teniem dibuixada la
recta tangent, calculavem el pendent de la recta tangent. Aquestes eren les
tres maneres amb qué haviem calculat la derivada. Pero ara s’afegiria una
quarta, que, amb el temps, sera la més important. Més endavant sera la que
més utilitzarem. Aquesta quarta és ...

Gravacio 45 m

Final de la gravacio. La classe continua 5 minuts més en els que continuo comentant
I’esquema de la pissarra

Total 50 m




Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

5.2.15. Subseqiiéncia 4 d’avaluacio. Qiiestionari 5.

En els cursos anteriors haviem observat que la definici6 de la funcié derivada a partir de
la derivada en un punt no era gens evident, ja que els alumnes tenien dificultats per
entendre el significat de la funcid derivada, és a dir tenien dificultats per entendre: 1) que
la funci6 derivada és una funcié i 2) que la funcié derivada és una funci6 que a cada valor
de I’abscissa x li fa correspondre la derivada de la funcié en el punt d’abscissa x . Aquesta
dificultat es manifestava en la confusioé entre la derivada en un punt i la funcié derivada,
la confusi6 entre la funcié i la funci6 derivada, etc.

La dificultat que representa la introducci6 de la funci6 derivada ens va portar a analitzar

tres alternatives per introduir-la;

. La primera és la que habitualment es troba en els llibres de text i consisteix a
definir-la com //(9)=lim J&) )

-0 h

. La segona consisteix en trobar una condicid que compleixen totes les tangents i,
a partir d’ella, calcular la funci6 derivada. Aquest segon métode és el resultat de
la transposicié d’un procediment present en el periode historic que va de
Descartes a Barrow.

. La tercera consisteix en construir una funci6 derivada a partir d’una taula abans
de donar-ne la definicié per limits

Les funcions semiotiques implicades en aquestes tres maneres diferents d’introduir la
funcio derivada es poden considerar com una mesura indirecta del grau de dificultat de
cada un d’aquests procediments i ja han estat analitzades en el subobjectiu 1.2

Vam decidir combinar les tres alternatives per tal d'aconseguir una bona comprensi6 del
contingut "funcio derivada".

L’alumnat només havia treballat la funci6 derivada en 1’Gltima part de la sessio del 8-1-98.
Concretament havia treballat que la derivada de la funcio f (x) =x* és f (x) = 2x
utilitzant aquest tercer procediment i no havia treballat encara la definicio per limits. Per
a la sessio del 9-1-98 vam dissenyar un qiiestionari (el nim 5) per avaluar la capacitat que
tenien els alumnes per a calcular la  funcid derivada de la funcid f(x) = x* per dos
metodes diferents. El primer era una variacié del tercer métode i I’altre era el segon
meétode.
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Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase Il

QUESTIONARI 5

1 A la figura segiient tens un punt P que es pot moure. Ara bé sempre es mou subjecte
a determinades condicions. Comengarem per esbrinar quines son aquestes condicions.

2.4

5.9

a) Mou el punt F de manera que el punt P quedi en diferents posicions. Per a cada posicio
observa la mesura del segment £P i la de PF. Estas d’acord amb I’afirmaci6 segiient: e/
punt P es mou de manera que la seva distancia a l'eix d’abscisses és el quadrat de la
seva distancia a I'eix d’ordenades?

b) Escull opci6 traga d’un punt i marca amb el cursor del ratoli el punt P. Mou el punt
F cap a’esquerra i cap a la dreta i obtindras una grafica, quin tipus de grafica és?

¢) st OF = x, quines s6n les coordenades del punt P?

b) Quina és la formula de la funcid que té per grafica la que resulta de fer la traga del punt
P.

1)

et
e
-
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3 A la figura segiient tornes a tenir el punt P. En aquesta figura, a més de la condicio de
que P sempre es mou de manera que la seva distancia a I’eix d’abscisses és el quadrat
de la seva distancia a I’eix d’ordenades, hem afegit la condicié que P sempre esta sobre
la recta GP, essent G el punt que fa que EG= PH=2PF ‘ '

a) Mou el punt F amb el cursor del ratoli i comprova que el punt G compleix la condici6
EG=PH=12PF.

b) Escull I’opci6 traga d’un punt i marca amb el cursor del ratoli el punt P. Mou el punt
F cap al’esquerra i cap a la dreta i comprova que surt la grafica de la funcié f (x) = x*.

¢) Queé pots dir de la recta GP?

d) Calcula el pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1,8

3.2
0 F 6.4
& H
e) Mou el punt F'1 completa la taula segtient:
1 1,5 2 2,5 3 3,5

f) A partir de la taula anterior troba la formula de la funcié derivada de la funci6 f(x) =

X2,
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3 El fet que la recta tangent en qualsevol punt compleixi la condicio EG= PH= 2PF
permet trobar la derivada de la funci6 £ (x) = x* en qualsevol punt d’abscissa x = a. Per
calcular-la contesta:

a) Si OF = a, justifica que GH = a, PF=a*i PH =24’

b) Utilitzant que la derivada de la funci6 en un punt és el pendent de la recta tangent,
calcula f'(a).

¢) Demostra que la derivada de la funcid £ (x) = x> és la funcié f'(x) = 2x.

Aquest giiestionari es va passar els dies 9-1-98 a una meitat de la classe i el dia 16-1-98
al’altra

Sessi6 del dia 9-1-98
Planificaci6 prévia

1) Passar el quiestionari num 5.
2) Comentar les respostes al qiestionari nim 5.

Faltes: Jordi L
Incidéncies: Aquesta sessid es va poder fer a I’aula d’informatica i cada alumne estava sol

en un ordinador i tenia a la pantalla les figures de les activitats. La meva intervencio fou
una breu explicaci6 sobre el programa Cabri (cal dir que molts alumnes ja el coneixien de
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cursos anteriors). No vaig tenir temps de comentar-los les seves respostes.

El tutor ha decidit canviar de grup a Alberto C a I’hora B pel seu mal comportament a
les classes a fi de separar-lo d’Alex A.

Analisis de les respostes dels alumnes
Respostes

Pregunta 1

Apartat a

1PN el

Tots els alumnes responen que si. Les respostes van des d’un simple “si” fins a un “si
acompanyat de mesures dels segments EP i FP . Per exemple David R. contesta:
<<Verdadera. 1-1, 2-4,1,3-9,1,4~16,1 >>

Apartat b

Parabola Abscissa ax-+b

17 (89%) 1(5%) 1(5%)

. L’alumna que ha respost <<abscissa>> és Elia G . Va faltar la meitat del trimestre
anterior per malaltia i s’ha incorporat després de vacances. Tinc la sensaci6 que
el seu problema és la manca de domini dels continguts treballats durant el temps
que va estar malalta. Es posara al dia rapidament.

. L’alumne (David R.), que ha respost ax+b , confon una parabola amb una recta.

Apartat ¢

() | ) |FE=y | (/%) -(x )

10(53%) | 7(37%) 1(5%) 1(5%)

o 18 alumnes (95%) responen correctament.
. L’alumne que respon FE =y és Toni G.
. Es de destacar que el 42% respon (x, f(x)); en canvi, en una pregunta semblant del

questionari 1, cap alumne va donar aquest tipus de resposta.
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Apartat d

y=x° fo=E |y= f)RE | ¥ X =x

2(11%) | 14(74%) | 1(5%) 1(5%) | 1(5%)
. 17 alumnes (90%) responen correctament.
. 14 alumnes (79%) utilitzen la notacié f{x)=x*i només 3 (16%) utilitzen la notacid
y=x- '
Segona pregunta
Apartat a

Si Blanc

17(90%) 2(10%)

. Els dos alumnes que responen en blanc sembla que ho fan perqué interpreten que
la longitud 6,4 correspon a la longitud FH (s’ha de tenir en compte que a la
pantalla de I’ordinador no hi ha les fletxes que hi ha a la figura del qiiestionari).
Aixo es dedueix de la seva resposta a [’apartat d.

Apartat b

Si Blanc
16(84%) 3(16%)

. Els dos alumnes (David M. i Alicia M.) que responen en blanc I'apartat a també
responen en blanc ’apartat b. L’altra és Maria L. V. (Es probable que no hagin
respost per dificultats en I’opcié traga del Cabri).

Apartat ¢
La recta tangent la derivada
16(34%) 3(16%)
. 3 (Sergi G., David R i Lluis J. G.) alumnes confonen la recta tangent amb la
derivada. El seu error és confondre la tangent de la recta tangent (derivada) amb
la recta tangent.
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Apartat d

6,4/1,8=3,56 19,6/1,8=53 |3,2-1,8=1,4 |3,2/1,8=1,78 | -6,4/1,8 = -3,56

11(63%) 4(21%) 1(5%) 2(11%) 1(5%)

. 11 alumnes (63%) saben calcular el pendent de la recta tangent a partir de la
figura.

. 7 (32%) alumnes saben que el pendent és la variaci6 vertical dividida per la
variacio horitzontal, perd s’equivoquen en la lectura d’aquestes variacions.

. Només un alumne (David R) sembla que no sap com calcular el pendent de la
recta tangent.

En aquest moment vaig decidir intervenir per comentar-los a cada un el seu error. Als 4
alumnes que havien respost 5,3 els vaig fer observar que el 6,4 inclou al 3,2. Als que
havien respost 1,78 els vaig fer observar que 1’1,8 era DF'ino la base del triangle d’altura
3,2. A la que s’havia equivocat en el signe només li vaig preguntar per qué agafava la
longitud PH negativa. 1 a I’alumne que havia comes I'error greu li vaig dir que li
preguntaven el pendent i que s’havia de respondre buscant la relacié entre la variacié
vertical 1 horitzontal tal com havien fet abans de vacances. Aquesta intervencié fou
suficient perque tots s’adonessin del seu error i intentessin corregir la seva resposta. Els
vaig dir que no ho fessin.

Apartat e

Completen la taula correctament

19 (100%)

. Un cop advertits dels seus errors, tots els alumnes van poder completar la taula
correctament. Sense la meva intervencié el resultat hauria estat del 63% en
comptes del 100%

Apartat f
f)=2x | flr)=2x y=2x y=x f(x)=2¢
3(16%) 9(47%) 5(26%) 1(5%) 1(5%)

. 17 (90%) alumnes troben la férmula i només dos (10%) no se’n surten.

. Només 4 (21%) alumnes utilitzen la notaci6 f (x).

Els dos alumnes que no han trobat la formula son dels 8 que s’havien equivocat en -
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Papartat d Per tant, un 63% dels alumnes han pogut trobar I'expressié de la funcid
derivada seguint aquest procediment. El poc 1Gs de la notacié f (x) s’explica pel fet que
va ser introduida a la classe per primera vegada en la sessi6 anterior.

Tercera pregunta

Apartat a

Justificaci6 que OF = a

| Ben Justificat | Mal justificat | Sense justificacio

1 10 (53%) 2 (11%) 7(37%)
Justificacié que PF = o

Ben Justificat | Mal justificat | Sense justificacio

1 6 (32%) 5 (26%) 8 (42%)
Justificacié que PH = 24°

| Ben Justificat | Mal justificat | Sense justificaci6

{7 (37%) 5 (26%) 7 (37%)

El poc éxit en respondre correctament 1’apartat a de la tercera pregunta s’explica, d’una
banda perque I’alumne ha d’escriure les lletres de la grafica de la 2a figura a la grafica de
la 3a pregunta, i d’altra banda, perqué no estan acostumats a donar justificacions.

Apartat b

Justificacio correcta | Justificaciod incorrecta

12 (63%) 7 (37%)
. Les 12 justificacions correctes son respostes del tipus f (@) = 2d°/a = 2a
. Cal destacar que dues de les respostes incorrectes han intentat calcular f (a) per

limits
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Apartat ¢

| Justificacio correcte | Justificacio incorrecta | Blanc

4(21%) 10 (53%) 5 (26)

Les 10 justificacions incorrectes es poden classificar de la manera segiient:

Un intent de fer la justificacio per limits (Elia G.)

Una justificaci6 a partir de la regla de derivaci6 f (x) = ax™! (Anna G. alumna
repetidora) '

Una descripcio: <'<La derivada de la funci6 f (x) = x* és la funcié f (x) = 2x
perqué la derivada de £ (x) = x” és igual a 2x (Oscar T.)>>.

Una justificacié en base a la taula de I’apartat e de la pregunta 2 (Laura N.)
(Aquesta resposta es podria considerar correcta, perd no ho fem, perqué la
majoria dels alumnes van interpretar la pregunta en el sentit que havien de fer una
demostracid i que no n’hi havia prou de dir que aquesta férmula sortia de la taula)
6 justificacions incorrectes que, implicitament, consideren que la condicid que
compleix la recta tangent en el punt d’abscissa a, es compleix en qualsevol punt
d’abscissa x. La millor d’aquestes justificacions és la de Angela L.<<PH = 2GH
siempre, por lo tanto, la pendiente de la recta tangente siempre sera 2 y la
derivada 2a’/a = 2a: >,

Les 4 respostes correctes han suposat que @ és un valor qualsevol de la variable x o bé han
repetit el calcul de apartat anterior amb x. La resposta meés completa és la de Silvia V.

,0) Demostra que la derivada de la funci6 £ (x) = x* és la funci6 f(x) = 2x.

ey

@;&H =& tequl b e & et

draTineia,

-D[:a,az]?'I PE = 42 ?Wluk & imalfe de a
% eh @ gwhé*-‘(‘? g@():x’l_ & oF.
NI L | = 28 i o o die do
L
i;
= b) 'r’*%f'": e
e j'(a.} z da

C) =X
- ZJLZ Z)(

- ————

S’(x)=zx

559



Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase II

Valoracions

1. El primer procediment per trobar la funcié derivada I'ha acabat el 63% de
I’alumnat 1 amb la meva intervencio el 100%. '

2. El segon procediment I’ha pogut finalitzar el 21%. Aquest resultat podia haver

augmentat si no fos perqué era I’tltima pregunta de I"Gltima hora de I'Gltim dia de
la setmana. Crec que aquest qilestionari, passat en un altre moment en qué els
alumnes no haguessin estat tant cansats, hauria donat millors resultats. De tota
manera, cal destacar que 4 alumnes han pogut trobar la funcio derivada ells sols.

3. Sembla que el primer métode resulta més facil d’entendre per als alumnes que no
pas el segon. El fet d’haver de calcular el pendent amb lletres, en comptes de
calcular-lo numéricament no sembla que sigui la causa d’aquesta dificultat sin6
que més aviat sembla que la causa esta en el fet d’entendre el punt d’abscissa a
primer com un punt fix i després suposar que és un punt qualsevol.

4, Com ha resultat del procés d’instruccid es pot esperar que, quan passi aquest
qiiestionari al segon grup de la classe, augmenti la utilitzacio de la notacié f '(x),
aixi com el nombre d’alumnes que utilitzen els limits i el percentatge d’exit,
perqué aquest procediment per trobar la funcié derivada a partir de trobar una
condicié que compleixin totes les tangents també I’aplicarem per trobar la funcio
derivada de les funcions de proporcionalitat directa i les afins

5.2.16. Subseqtiencia 7. Funcio derivada (continuacio)
Sessio del 13-1-98

Falten: Angela L, Mike D. i Toni G.

Planificacio

1) Acabar de treballar la definicié de funcio derivada

2) Completar I'esquema per al calcul de /(@) amb un quait métode basat en la utilitzacio
de la funci6 derivada. '

3) Comengar el calcul de la funcié derivada.

Desenvolupament de la sessio

P: Comengo recordant la introduccid de la funcié derivada de la sessid del 8-1-98. Dic
que teniem la funcié f(x) = x* i que en activitats anteriors haviem calculat derivades en
diferents punts d’aquesta parabola. En el problema nimero 15, vam calcular la derivada

en els punts d’abscissa 2, 3 14, 1 vam obtenir els resultats 4,6 i 8. En el problema 18 vam
calcular, per a la parabola f{x) = x*, la derivada en el punt d’abscissa x = 1, i vam veure
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que era 2. I en el problema 26, vam calcular graficament les derivades per a la parabola
Ax)=x"en els punts -1, 0i 2. En 2 va tornar a sortir 4, en 0 va sortir 0i en -1 va sortir
-2. Tots aquests resultats els vam recollir en una taula (mentrestant he posat a la pissarra
la taula segiient) ‘

A partir d’aquesta taula vam fer la hipotesi que la segona fila, la derivada, es pot trobar
multiplicant la primera fila, I’abscissa, per 2. El fet de suposar que aquesta formula ,y
= 2x , és valida sempre ens va permetre contestar rapidament el problema 34, ja que
aquesta formula dona, per a cada valor de I’abscissa x, la derivada de la funci6 f{x) = x*
per aquest valor de ’abscissa. Basta calcular el doble de I’abscissa. Per exemple, si vull
calcular la derivada en x =250, basta fer (escric a la pissarra)

. 250+h)-£(250
f(250) =2-250 =500 en comptes de calcular f/(250) = l;rg J250+ })1 A ) _

Insisteixo molt en I’economia que representa disposar d’aquesta férmula. A continuacio
remarco que la formula y = 2x és una funci6, perqué a un valor de I’abscissa, li fa
correspondre el nombre que és la derivada de la funcio f(x) = x* per a aquest valor de
Pabscissa, i també que aquesta funci6é s’anomena funci6 derivada. A continuacio escric
a la pissarra:

Funcié Funcid derivada

Sy =x" S )=2x

Després comento que, donat que la funci6 derivada és una funcié, allo que seria normal
és representar-la per f{x)= 2x tal com hem fet fins ara. Ara bé, en aquest cas es fa una
excepcid i es representa per [ ‘(x) = 2x . Seguidament em pregunto per a qué serveix
tenir la funcié derivada i jo mateix contesto dient que €s per calcular derivades en
diferents punts molt rapidament, perqué basta substituir I’abscissa del punt en la formula
de la funcio derivada (escric a la pissarra el segient:)

Per calcular £ '(a) basta seguir el procés segiient:
1 Calcular la funcio derivada f'(x)
2 Substituir la x per a a la formula de la funcié derivada.

També comento que la funcié derivada permet fer el procés contrari, és a dir, saber per
a quin valor de I’abscissa la derivada agafa un valor determinat i passo a comentar
’exemple de la pag 337 de la unitat. Dic que en aquest exemple tenim la parabola f(x)
= x” { volem saber en quin punt aquesta funcié té una recta tangent que formi un angle
de 45° amb ’eix d’abscisses, basta buscar el valor de I’abscissa tal que la derivada en
aquest punt valgui 1. A continuacié pregunto a Jordi C. quina relacio hi ha entre I’angle
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que forma la recta tangent amb 1’eix d’abscisses i el pendent de la recta tangent.
A: Jordi respon que la tangent de 45° és el pendent de la recta tangent.

P: Dic que efectivament €s aixi i pregunto a tota la classe quin nombre és la tangent de
45°,

A: la majoria sembla que no se’n recorda que la tangent de 45° és 1 1 alguns, pocs,
responen que €s 1. :

P: Els recordo que tots haurien de saber que la tangent de 45° és 1. Seguidament comento
que és el mateix preguntar: <<en quin punt la recta tangent forma un angle de 45°>>,
<< en quin punt la recta tangent té un pendent igual a 1>>, << en quin punt la derivada
val 1>> o per a quin valor 2x val 1. Escric i dibuixo a la pissarra-el segient:

f(x)=2x
y = 1x+b
=1=x=1/2
\ / 45 B g5 =1
S A2y=2r12=1 \ ¢ \ pendent de la recta tangent = tangent
: I '”2 de I'angle que forma la recta tangent
amb I'eix d"ahscisses.

també remarco que no confonguin la tangent de I'angle que forma la recta tangent amb
la part positiva de ’eix d’abscisses, que és un nombre, amb la recta tangent que €s una
recta. A continuacio dic que facin I’activitat 35 i que utilitzin que f "(x) = 2x és la derivada
de la funci6 f{x) = x*.

A: Bs posen a fer activitat 35 i molts alumnes reclamen la meva atenci6 particular per
fer-me preguntes sobre I’activitat.

P: Al cap de 10 minuts faig un comentari per fer-los observar que I’apartat c és quasi igual
a I’apartat b.

P:Al cap de 5 minuts aproximadament, quan crec que la majoria ja ha fet I’activitat 25,
Pexplico a la pissarra per a tots. Comengo explicant que en aquesta activitat les preguntes
a, b ic son tres maneres diferents de preguntar el mateix. A continuacié comento que en
I’apartat a la pregunta és per a quin valor de I’abscissa la derivada val 16, i que només cal
trobar un valor de I’abscissa tal que el seu doble sigui 16 (escric i comento a la pissarra
el segiient:)

f)=2x =2x=16= x=8 =f'(8)=28=16
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L’apartat b pregunta el mateix d’una manera diferent, ja que en comptes de preguntar-nos
per a quin valor de I’abscissa la derivada val 3, pregunta per a quin valor de I’abscissa la
recta tangent té pendent 3. Ara bé, com que sabem que la derivada en x =3 és el mateix
que el pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 3, hem de fer el mateix que en
I’apartat anterior (escric i comento a la pissarra el segiient)

F)=2x =2x=3 = x=3/2 = f'(3/2)=23/2=3

Continuo comentant que en I’apartat ¢ també ens fan la-mateixa pregunta ja que si ens
pregunten per a quin valor de I’abscissa la recta tangent és paral-lela a la recta y = 6x+ 54,
ens estan preguntant per a quin valor de I’abscissa el pendent de la recta tangent val 6, ja
que les rectes paral-leles tenen el mateix pendent (dibuixo i comento la grafica i els calculs
seglients a la pissarra)

///y=ﬁx+54
<
y=bxth
- |
A ?

.f'(J?):Zx =2x=6=x=3 =f'(3)=23=6

En relacio a ’apartat ¢ comento que el calcul de I'equacio de la recta tangent és una
pregunta que ha anat sortint al llarg de la unitat i ara la novetat és que el calcul es fa més
rapid perqué podem utilitzar la funcié derivada. Escric a la pissarra mentre ho comento
el segient:

!
/ recta tangent
y=axth
[/ f5)=2-5=10

¥y = 10<x+hb
S 25 = 10:[51+b
-2h=h
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La recta tangent, pel fet de ser una recta, té una equaci6 del tipus y = ax + b. El pendent
d’aquesta recta és la derivada de la funci6 en x = 1. Com que sabem que f'(5) =2-5=10,
tenim que ’equacio de la recta tangent és y = 10x + b. Aquesta recta passa pel punt de
tangéncia (5 , 25), la qual cosa vol dir que les coordenades d’aquest punt compleixen
aquesta equacio, ¢s a dir, que si substituim la <<x>>> per la primera coordenada i la
<<y>> per la segona, la <<5>> ha de ser un nombre que compleixi 25 = 10(5) + 4, d’on
s’obté b =-25.

Insisteixo en el fet que aquest problema sense la formula de la funci6 derivada £ '(x) = 2x
hagués resultat un problema forca més complicat de resoldre.

A: Javier F. pregunta si puc tornar a explicar ’apartat c.

P: Repeteixo I'explicacio de 'apartat ¢ i torno a insistir en el gran avantatge que
representa poder utilitzar la funcio derivada, perqué d’aquesta manera tenim un metode
comode i rapid per a calcular la derivada en un punt. A continuacid escric a la pissarra i
comento |’esquema del calcul de la derivada en un punt amb un quart métode:

1) Utilitzant limits

Calculant  f" (a) = 1;?; M)_”f,@l

2) Graficament

Calculant el pendent de la recta tangent
Com es calcula
f(a)? Directament
3) Aproximadament

h -
3.1) Calculant ﬂ_‘ﬂ_}_)}___f_(_{’l

per a un valor de 2 molt petit
3.2) Considerar que

fla+h)y-fa) _lim fa+h)-Ra) _ fa
h ‘ h ’

h-0

Indirectament | 4) Utilitzant la funcié derivada

1) Calcular 1 (x)
2) substituir x per a
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Remarco que els tres primers métodes son directes, en el sentit que anem directament a
calcular la derivada en el punt d’abscissa a, mentre que en el quart métode, primer
busquem quelcom que no ens pregunten,( la funcié derivada), i després busquem f” (@)
substituint x per a. Els faig observar que aquest altim métode és el més rapid, per la qual
cosa dic que a partir d’ara trobarem la funcié derivada de les diferents families de
funcions que hem treballat en els diferents cursos: les funcions de proporcionalitat directa,
les afins, els polinomis, les funcions racionals, les exponencials i logaritmiques, etc. També
comento que abans definirem la funci6 derivada de la manera segiient: s’anomena funcié
derivada d’una funcio f(x) (o també derivada) a la funci6 que fa correspondre a cada
abscissa x la derivada de la funcié f{(x) en el punt d’abscissa x. La funci6é derivada
normalment es representa per la funcié f ‘(x). |

f’(x) =lim .f(x +h) —ﬂx)
B0 h

La funcié derivada s’anomena aixi perqué es troba a partir de la funcié f(x). Es a dir,
deriva de f{x).

A: Laura N. pregunta quina diferéncia hi ha entre la definicié de funcié derivada i la

definicio de derivada en un punt.

iqueen

P: Li responc que la derivada en un punt és S /(a):lhin(r)l f—(g%)—i@)-
aquesta expressio la a €s fixa, no varia, alld que varia és la 4. En canvi, en el cas de la
funci6 derivada, primer has de suposar que la x no varia siné que només varia la A per
obtenir /'(x), i després has de suposar que la x varia. Per tant, quan calcules la derivada
en un punt el resultat és un nombre, mentre que quan calcules la funcié derivada, el
resultat és una formula d’una funcio.

Insisteixo en el fet que la derivada d’una funcié en un punt és un nombre que ens dona

el pendent de la recta tangent a la funci6 en aquest punt, mentre que la funcié derivada

és una funci6 que ens dona, per a cada valor de I’abscissa, el pendent de la recta tangent.

També remarco que moltes vegades es parla de la derivada sense precisar si és la derivada

de la funci6é enun punt o és la funcid derivada; en aquests casos el context ens indicara

quin és el significat que se li dona. A continuacié dic que per calcular la funci6 derivada
Joxe+h)-fx)

f '(x) s’ha de calcular lhim T . Si substituim 4 per zero, s’obté la
-0

. . ., 0 .. , . . , .
indeterminacio e Per eliminar-la convé seguir el procediment que s’explica en

I’exemple segiient i dic que mirin d’entendre aquest exemple
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A Els alumnes el llegeixen.

P: Al cap d’uns minuts I’explico a la pissarra 1 dic que, per calcular la funcié derivada de
la funcié f{x) = x*, s’ha de calcular el limit segiient (escric a la pissarra, mentre explico
com es fa aquest calcul)

) = [ E X)) x2+2hx+h?-x?
h

h-0

B0 h P h

Per eXplicar els passos d’aquest exemple utilitzo la taula

x Sx)
x Jx)=x
x+h fix+h)y=(+h?=x"+2hx + H

Primer remarco que surt una formula i després que és la que ja sabiem. A continuacio
dic que intentin fer el problema 36 de manera andloga a I’exemple.

A: Es posen a fer I'activitat 36 i molts alumnes reclamen la meva atencio particular.

P: Al cap de 5 minuts toca el timbre, dono els resultats que han de sortir en els tres
apartats de U'activitat 36 i dic que acabin aquest problema a casa seva.

Valoracions

1) Crec que haver introduit primer la funcié detivada de la funcid f{x) =x” abans que la
definici6 de la funcié derivada ha facilitat forga la comprensié de la funcié derivada.

2) La funcié derivada és un dels continguts dificils per als alumnes i necessita una
introduccid molt més pautada del que normalment es troba en els llibres de text.

3) Els alumnes tenen dificultat per distingir la derivada en un punt de la funcio derivada.
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5.2.17. Subseqiiéncia 8. Funcié derivada de les funcions de proporcionalitat directa i
afins

Aquesta subseqiiéncia esta formada per les activitats 34-35 i pretén aconseguir com a
resultat del procés d’instruccio els segiients items del subobjectiu 3.3

54 Entendre que les funcions afins compleixen la propietat segiient: que la recta
tangent en qualsevol punt és la mateixa funcio, i que, per tant, el pendent de totes
les rectes tangents sempre és a, la qual cosa implica que f (x)=a

55 Arribar a aquest mateix resultat calculant el limit.

A TPapartat a de 'activitat 37, D’alumnat ha d’observar que les funcions constants
compleixen que la recta tangent en qualsevol punt és la mateixa funcié constant, i que, per
tant, el pendent sempre és zero. A Papartat b, s’ha d’utilitzar que el pendent de la recta
tangent en qualsevol punt sempre val zero, per concloure que la funcié derivada de la
funcio constant és f'(x) = 0. L’activitat 38 és analoga a la 37 i té per objectiu concloure
que la funci6 derivada de la funci6 de proporcionalitat directa és f'(x) =a.

En Pactivitat 39 I’alumnat ha de demostrar graficament, seguint un raonament semblant
al de I’activitat anterior, que la funcio derivada de la funci6 afi fix) =ax +bés f'(x) =
a. A continuaci6 ha d’arribar al mateix resultat analiticament (calculant el limit).

El motiu de dedicar tres activitats per obtenir un resultat que, calculant el limit es pot fer
rapidament, és que les investigacions en didactica de les derivades han posat de manifest:
1) que molts alumnes, malgrat que saben calcular funcions derivades d’una manera
mecanica, no entenen que el fet que derivada de la funci6 afi fix)=ax+bés f‘(x)=a
implica que la recta tangent en qualsevol punt és la mateixa funcié afi. 2) Es important
que I’alumnat sapiga traduir els resultats analitics a resultats de tipus grafic i a 'inrevés
1 3) creiem que aquesta manera grafica de trobar les funcions derivades de les funcions
afins és una manera de combatre I’entrebanc <<la tangent toca a la corba només en un
punt>>.

L’activitat 40 té per objectiu aplicar els resultats obtinguts a les tres activitats anteriors.
Després de ’activitat 40 convé fer una reflexié de tipus general perqué I’alumnat entengui
que una de les maneres de trobar la funcié derivada consisteix a trobar primer una
condici6 que compleixen totes les tangents i després calcular-ne la funcié derivada a partir
d’aquesta condicio.
Sessio del 14-1-98

Planificacid

1) Acabar de treballar el calcul de la funcié derivada per limits (activitat 36).

567



Capitol V. Tercer objectiu. Subobjectiu 3.5. Fase I

2) Treballar el calcul de les funcions derivades de les funcions afins (activitats 37-40).
3) Comengar a treballar les regles de derivacio.

Desenvolupament de la sessio

Falten: Mike D.

P: Comengo recordant que havien de portar feta 1’activitat 36 i, com que observo els
alumnes molt alterats (discuteixen entre ells de com han d’organitzar les festes per
aconseguir diners per al viatge de final de curs), decideixo explicar jo 'apartat a en
comptes de fer sortir un alumne a la pissarra. Comento que havien de trobar la funcié
derivada de la funcié (x) = 3x* + 3 a partir de la definici6 de funcio derivada (escric a la
pissarra) :

2.7 (22 2 2y _2,.2
lim 3(x+h)*+3-(3x“+3) _ fim 3(x*+2hx+h)-3x* _
b0 h B0 h

f/(x) = lim f(x*h)Vf(x) -
h-0 h

2
= lim M = lim 6x + 3h= 6x
A0 h b0

Comento que el procés consisteix a fer el mateix que per calcular la derivada en un punt,
perd en comptes de fer-ho per a un valor numéric concret, es fa per a un valor x, que
primer es considera fix i després variable. Per explicar els diferents passos escric a la
pissarra la taula segiient

x Sx)
X Sx)=3x*+3
x+h Six+ ) =30+ h)?+3=3(x* + 2hx + h*) +3

A continuacié demano que aixequin el brag els que ho tinguin bé.
A: 14 alumnes aixequen el brag.

P: Pregunto als altres si no ho han fet perqué no n’han sabut o bé perqué no ho han
intentat.

A: Alguns diuen que ho han intentat i que no els han pogut fer.

P: A continuaci6 faig el calcul de £ '(1) per a la funcié £ (x) = 3x* + 3 perqué I"alumnat
vegi la diferéncia entre calcular la derivada en un punt concret i calcular la funcié derivada
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i els faig observar les diferéncies entre els dos calculs.
- 2.7 (.12 2 . 2\_1.12
£11) = lim Z(l“i’});l(l_) g 303-(1743) L 3(P 2 1eh?)-3 1%

B0 h 70 h
~7 2
=1im-6h—+3h—:lim6+3h:6
h-0 h h-0

h-0

Insisteixo que per calcular la funcié derivada, primer considerem x com 1’abscissa d’un
punt fix i després considerem que x pot ser I"abscissa de qualsevol punt. A continuacid
faig sortir Sergi G. a la pissarra per fer I’apartat b.

A: Sergi G. escriu la resposta a la pissarra correctament, perd deixa de fer alguns passos.
Li dic que posi els passos intermedis i al final queda de la segiient manera.

F) = lim SO A (erh) +3(e+h)-1-(x2+3x-1) _
-0 h

B0 h
lim (x2+2hX+h2)+3(X+h)“1“(x2+3x_1) = lim M = lim 2x +h +3= 2x+3

B0 , h h-0 h -0

P: Dic que és correcte i pregunto si ho han entés,
A: Cap alumne pregunta res i molts d’ells diuen que ho han enteés.
P: Pregunto qui ha fet 'apartat .

A: Alex A.. surt a fer Papartat c i escriu a la pissarra la resposta correctament, perd deixa
de fer alguns passos. Li dic que posi els passos intermedis i al final queda el segiient ala

pissarra.
. 1 —_——1‘
£y = tim JEA gy Xh X gy X0
h-0 h 10 h n-0 x2h+h3x
- -h . -1 -1
= lim ——— = = lim =
h-0 x*h+h%x n0 x%+hx  x?

A: Laura N pregunta d’on surt el primer pas.

P: Li dic que en aquests tipus de problemes convé fer una taula i escric a la pissarra
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X Sx)
x Jix)=1/x
x+h Sfix+ h)y=1/(x+h)

Insisteixo que si poden llegir la formula en paraules, resulta més facil trobar les imatges
de lletres i dic que amb paraules aquesta funcio fa correspondre a cada nombre el seu
invers, i que per tant al nombre x+/ li correspon com a imatge el nombre 1/(x+#) 1
continuo comentant els altres passos.

A: D’altres alumnes (Anna GiPilar G., etc) em reclamen atencio particular per preguntar-
me dubtes sobre alguns passos d’aquest calcul.

P: Comento que en els apartats a i b la funcid derivada és més senzilla que la funcio
inicial, ja que passem de funcions que sén paraboles a funcions derivades que son rectes,
pero en I’apartat ¢ passa el contrari, perqué la funci6 és més senzilla que la seva funcid
derivada. Per tant, de vegades obtindrem, en derivar, funcions més senzilles que les que
derivem 1 en d’altres casos, més complexes Seguidament dic que en els tres apartats de

Pactivitat 36 hem calculat la funci6 derivada calculant el imit lhm(;l Mz—ﬂﬂ ,
pero que el calcul d’aquest limit per a determinades funcions pot ser molt complicat, per
la qual cosa es busca la funcié derivada per d’altres métodes, tal com vam fer amb la
derivada en un punt. Acabo dient que ara buscarem la funcio derivada de les diferents
families de funcions que han estudiat en els cursos anteriors, comengant per les més
senzilles de totes i pregunto als alumnes quines creuen que son.

A: Alguns alumnes responen que les rectes.

P: Dic que ara buscarem la funci6 derivada de les funcions més senzilles de totes: les
rectes. Ho farem per raonaments grafics i dic que estan relacionats amb una pregunta de
I’examen que preguntava quina era la tangent a un punt que pertanyia a un segment de
recta. Acabo dient que facin les activitats 37-40.

A: Es posen a fer-les.

P: Mentre els alumnes fan I’activitat 37, dibuixo la recta a la pissarra.
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o B

Do
=)

A: Continuen treballant.

P: Al cap d’una estona faig el problema 37 a la pissarra. De primer comento que en aquest
problema tenim una funcid constant, com per exemple, y=3,y=4, y =7, etciun punt
d’abscissa x, com, per exemple, x, =2 , x, =3 , etc. Pregunto quina és la recta tangent en
el punt (X, , b) remarcant que a ’examen hi havia una pregunta semblant en qué s’havia
d’escollir entre respondre que no tenia sentit parlar de recta tangent perqué coincidira en
la funcié en infinits punts o bé respondre que la recta tangent era la mateixa recta. Per
contestar heu de pensar que la recta tangent és la recta que en les proximitats del punt -
més s’aproxima a la recta. Acabo preguntant quina és la recta tangent.

A: Els alumnes responen majoritariament que és la mateixa recta.

P: Dic que efectivament és aixi i els recordo que, a la pregunta de I’examen, una mica més
de la meitat va respondre que no tenia sentit parlar de recta tangent perque coincidira en
la funcid en infinits punts. A continuacié insisteixo que el fet que la recta tangent toqui
en més d’un punt (en infinits punts en aquest cas) no té cap importancia, perqué allo que
és essencial és que ha de ser la recta que en les proximitats del punt més s’aproxima a la
funci6. Per tant, la resposta a la primera pregunta de ’apartat a és que la recta tangent
és la mateixa recta y =b. Tot seguit pregunto quin és el pendent d’aquesta recta.

A: Els alumnes responen que és zero perqueé és horitzontal.

P: Pregunto com podem justificar que la funci6 derivada de la funcio f(x) =2 és f (x)
=0idemano si algl pot justificar aquest resultat. Com que cap alumne es decideix a
parlar li dic a Jordi C. que respongui ell, que és un home amb facilitat de paraula.

A: Els alumnes riuen i fan comentaris sobre la facilitat de paraula de Jordi .

P: Li dic a Jordi que s’imagini que jo no ho sé i que m’ho ha d’explicar.

A: Jordi diu que ell ho veu molt clar i fa la segiient explicacio <<como la pendiente és
Cero, es esto>>, ‘

P: Pregunto si algd pot millorar I’explicacié <<pues es esto™>> i li dic a Sergi G. que ho
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expliqui ell, que és una persona encara amb més facilitat de paraula que Jordi C.

A: els alumnes continuen rient i Sergi respon que la derivada en tots els punts sera zero
ila funci6 derivada sera f (x) = 0, perqué el pendent sempre és zero.

P: Poso diferents abscisses sobre la grafica i faig observar que per a cada una d’elles la
tangent és la mateixa recta horitzontal de pendent zero i escric i comento la taula segtient:

x |

1 f (1) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 1 =0

2 S (2) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 2 =0
3 3= pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 3 =0

4 | f£'(4) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 4 =0

a | f (a) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa a =0

D’aquesta taula es dedueix que, per a qualsevol valor de 1’abscissa la derivada val zero,
és a dir, que la formula de la derivada és f (x) = 0.

A: Jordi C. diu <<pues es esto>>.

P: Li dic que no basta dir <<pues es esto>> 1 que s’ha d’intentar explicar amb més detall.
Que s’ha de poder explicar que el punt d’abscissa x, s’ha de considerar com un punt
qualsevol, la qual cosa ens porta a observar que totes les tangents compleixen una
determinada condici6; la de ser horitzontals i 1’analisi d’aquesta condicio ens porta a
concloure que tots els pendents compleixen la condicié de valer zero i, per tant, a la
formula f '(x) =0. Acabo dient que de manera molt semblant es fan les activitats 38139,

A: Els alumnes es posen a fer aquestes activitats i dibuixo la recta de I'activitat 38 a la
pissarra.

P: Al cap d’una estona li demano a Judit P. que respongui I’apartat a.
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A: Judit P. respon que la recta tangent és la mateixa recta i que el pendent és a.

P: Pregunto com podem justificar que la funcio derivada de la funcié f(x) = ax és

Jx)=a
A: Continuen treballant i alguns reclamen la meva atencio particular.

P: Torno a preguntar com podem justificar que la funcio derivada de la funci6 f(x) = ax
ésf (x) =a, és adir: sila funcié és £ (x) = 5x, la funci6 derivada és f (x) = 5; si la funci6
és f(x) = 10x, la funcié derivada és /' '(x) = 10, etc. Li dic a Jordi C. si vol una nova
oportunitat per millorar la seva explicaci6 anterior.

A: Jordi es limita a fer una explicacié que no passa de descriure que la funcié derivada
de la funci6 f(x)=ax ésf (x) =a. A continuacié intenten justificar aquest resultat Laura
N. i Sandra D. amb forga més éxit que Jordi C.

P: Faig observar que tots ho tenen clar, perd no tots ho poden explicar. Comento que una
manera d’explicar aquest resultat és adonar-se que el punt €s un punt qualsevol i que, per
tant, totes les rectes tangents son la mateixa recta de pendent a. Poso diferents abscisses
sobre la grafica i faig observar que per a cada una d’elles la tangent €s la mateixa recta de
pendent a . Escric i comento la taula segiient:

x |

1 f (1) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 1 =a

2 f (2) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 2 =a

3 f '(3) = pendent de la recta tangent en el punt d’abscissa 3 =a

D’aquesta taula es dedueix que per a qualsevol valor de ’abscissa la derivada val a, és a
dir, que la formula de la derivada és / (x) =a. Continuo comentant que el punt d’abscissa
x, ’ha de considerar com un punt qualsevol, la qual cosa ens porta a observar que totes
les tangents compleixen una determinada condicid: la de coincidir amb la recta £ (x) = ax
i I’analisi d’aquesta condicid porta a entendre que tots els pendents compleixen la
condicié de valer a i, per tant, a la formula f (x) = a. Acabo dient que responguin
Pactivitat 39 de manera semblant. '

A: Es posen a fer Pactivitat 39 i molts veuen clarament que f (x) = a. Molts alumnes
reclamen Ja meva atencié particular per preguntar-me que vol dir aixo6 de trobar la funcio

analiticament.

P: Dibuixo a la pissarra una recta que no passa per I’origen de coordenades i comento per
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a tota la classe que la recta tangent a aquesta funcié en qualsevol punt és ella mateixa i
que, per tant, en qualsevol punt el pendent de la recta tangent és a 1 en conseqiiéncia

f=a

" ffx)=axtb

/|

-

A continuacié dic que ara es tracta d’arribar al mateix resultat utilitzant que
. x+h)~-f(x
1) = 1hlm ﬁ—-}l)*& i que la funcid f (x) en aquest cas és f (x) = ax + b.
k=0
Després escric a la pissarra i comento la taula segiient:
x Sx) .
x Slx) =ax+b
x+h S + h) = a(x+h)yth = ax-+ah+b

A: Es posen a calcular aquest limit,
P: Faig sortir a la pissarra Sandra D.

A: Sandra D. escriu a la pissarra

fx) = lim oSO _ oy axrahrboaxbh g ah
B0 h B0 h PR

P: Els faig observar que hem arribat al mateix resultat utilitzant dos procediments
diferents. Primer hem buscat una condicid que compleixen totes les rectes tangents i
després hem calculat el limit. A continuacié dic que els resultats dels problemes 37,38 i
39 estan recollits a la taula del <<Recorda>> de la pagina 340 i que ara es tracta d’aplicar
aquests resultats en ’activitat 40 a fi d’estalviar-nos el calcul de la funci6 derivada per
limits. També comento que la funcié y=3 és una funcio horitzontal (activitat 37), y=2x una
recta que passa per I’origen de coordenades (activitat 38 i les altres dues son rectes que
no passen per 1’origen de coordenades (activitat 40)

A: Observo que la majoria ho fa bé
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P: Toca el timbre i escric els resultats a la pissarra

Sx)=3 J'x)=0

Jo)=2x _ Jx)=2

Sx)y=5x+3 ‘ f'(x)=5

fx)y=-0,4x -7 f'(x)=-04
Valoracions

1) En relaci6 al calcul de la funci6 derivada per limits, els alumnes tenen les mateixes
dificultats que tenien en el calcul de la derivada en un punt (desenvolupament de quadrats,
simplificacions, etc)

2) Encara que tenen bastants dificultats per distingir la derivada de la funci derivada, crec
que va augmentant la comprensi6 d’alld que és la funci6 derivada.

3) En relaci6 als items 54 1 55 del subobjectiu 3.3 crec que:

ftem 54 Els alumnes tenen més dificultats de les previstes per entendre que les
funcions afins compleixen la propietat segiient: que la recta tangent en
qualsevol punt és la mateixa funcio, i que, per tant, el pendent de totes les
rectes tangents sempre és a, la qual cosa implica que f (x) = a.

ftem 55 Sibé I’alumnat pot arribar al resultat anterior calculant el limit, no tots son
conscients de la relacio entre els dos resultats. Es a dir, hi ha alumnes que,
si bé troben per limits que f ‘(x) = @, no sOn conscients que aquest
resultat implica que la recta tangent en qualsevol punt és la mateixa recta.

4) Crec que considerar <<la recta tangent a una grafica en un punt com aquella que toca
a la grafica solament en aquest punt>> és un entrebanc per entendre que <<la recta
tangent és la que en les proximitats del punt s’aproxima més a la grafica>>, i que aquest
entrebanc es manifesta amb més for¢a quan la recta tangent toca a la grafica en un nombre
infinit de punts. ‘

5) Crec que I’existéncia d’aquest entrebanc justifica I’opci6 de calcular la funcié derivada
de les funcions de proporcionalitat directa i afins graficament buscant una condicié que
compleixen totes les tangents (tal com es fa en les activitats 37-40) ja que d’aquesta
manera s’ataca aquest entrebanc directament.

6) Els alumnes tenen molta dificultat per entendre que vol dir justificar una afirmacid i fins
i tot alguns no en veuen la necessitat.
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5.2.18. Subsegqiiencia 9. Regles de derivacié

Aquesta subseqiiéncia esta formada per les activitats 41-43 1 pretén aconseguir com a
resultat del procés d’instruccio els segiients items del subobjectiu 3.3:

56 Entendre que hi ha unes regles de derivacid que faciliten el calcul de la funcid
derivada.

57 Seguir un raonament que demostra, utilitzant la deﬁmc1o de funci6 derivada, que
(¢f) (x) = ¢f ‘(x).

58 Seguir un raonament que demostra, utilitzant la definici6 de funci6 derivada, que
la funcié derivada de la funcié suma és la suma de les funcions derivades:
(f+2) (x) =f (x) + g’(x). I que el mateix raonament permet demostrar, canviant
el signe + pel signe -, que la derivada d’una diferéncia de funcions és la diferéncia
de les funcions derivades.

59 Acceptar, sense cap demostracid, que la funci6 derivada del producte de dues
funcions és: (£g)'(x)=f (x) g(x) + g'(x)A(x). I que la férmula de la derivada
d’un quocient és

(f) () = 16)80) - 2’(x)f(X)
(5()

60 Superar ’error tipic de calcular la derivada d’un producte fent el producte de
derivades, i la derivada d’un quocient fent el quocient de derivades.

L’objectiu d’aquest apartat és que I’alumnat entengui que hi ha unes regles de derivacio
que faciliten el calcul de la funcié derivada. Primer es demostra, utilitzant la definicié de
funcio derivada, que (cf) (x) = cf (x). Després, utilitzant la definicié de funcié derivada,
es demostra que la funcié derivada de la funcié suma és la suma de les funcions derivades:
(f+2) () =f (x) + g'(x). L es fa observacid que, per demostrar que la derivada d’una
diferéncia de funcions és la diferéncia de les funcions derivades, s’ha de seguir el procés
anterior, substituint el signe de la suma pel signe de la resta.

Seguidament s’enuncia, sense fer la demostracid, que la funcié derivada del producte de
dues funcions és la que resulta en multiplicar la derivada de la primera funcié per la
segona i sumar-li el producte de la derivada de la segona perla primera (fg) (x)=
S (x)g(x) + g'(x):f(x) .De la mateixa manera, la funci6 derivada del quocient de dues
funcions és igual a la derivada del numerador pel denominador sense derivar, menys la
derivada del denominador pel numerador sense derivar, dividit tot pel quadrat del
denominador.

(f] () = L5 - 8 g'(0)A%)
()
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El'motiu que no es facin les demostracions de les dues regles anteriors és que aquest tipus
de demostracio resulta massa formal per a molts alumnes. Aquesta seqiiéncia esta pensada
per ser ampliada amb les activitats 35, 36 i 37 de 'apartat <<Per saber-ne més>>, la
resolucio de les quals permet arribar a demostrar les formules de la derivada de la funcié
producte i de la funcid quocient.

Les regles de la derivacio del producte i del quocient entren en contradiccié amb una de
les idees intuitives que normalment tenen els alumnes sobre la derivacio, ja que en general
esperen que la derivada del producte sigui el producte de derivades, i que la derivada del
quocient sigui el quocient de derivades. Cal insistir molt que aquesta suposicié no és
valida.

En les activitats 41, 42 i 43 I’alumnat ha d’aplicar les regles de derivaci6 en operacions
amb funcions polinomiques de primer i segon grau.

Aquesta subseqiiéncia es va desenvolupar en la sessio del 15-1-98 i del 20-1-98.

Sessio del 15-1-98

Planificacio

1) Comengar a treballar les regles de derivacio en les activitats 41-43.
Desenvolupament de la sessi6

Falten: Toni G. 1 Angela L.

P: Comengo recordant que, per trobar la derivada d’una funcid en diferents punts, era
molt util tenir la funci6 derivada i que alld que farem a partir d’ara és trobar la funci6
derivada de les diferents families de funcions que s’han treballat durant els cursos

anteriors. A continuaci6 recordo que Ialtre dia vam trobar la funcié derivada de les
funcions afins i escric a la pissarra les formules del <<Recorda>> de la pagina 340.

Funci6 | Funcio6 derivada
S =b J'®)=0
SAx) = ax | f=a
Sx)=ax+b f®)=a

També recordo que la derivada d’una funcié en un punt €s un nombre, mentre que la
funcio6 derivada és una funci6 que ens dona, per a cada valor de I’abscissa, el valor de la
derivada en aquest valor de I'abscissa. Insisteixo que moltes vegades es parla de la
derivada sense precisar si és la derivada de la funcié en un punt o és la funci6 derivada,
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en aquests casos el context ens indicara quin és el significat que se li dona. Anuncio que
a partir d’ara utilitzaré el terme derivada per referir-me tant a la derivada en un punt com
a la funcié derivada.

A continuaci6é dic que ells, en els cursos anteriors, han estudiat no sols families de
funcions sind també les operacions amb funcions (suma, producte, divisio, composicio,
etc) 1 que ara veurem com §’ha de calcular la funcid derivada de funcions que sén el
resultat de fer operacions amb d’altres funcions més senzilles de funcié derivada
coneguda. Il'lustro aquesta idea amb I’exemple segiient a la pissarra:

Jx)=x* ig(x)=sinx
s6n dues funcions a partir de les quals es pot construir la funcié suma

h(x) =x*+sinx

B¢, doncs ara cal veure com es fa la derivada d’aquesta funci6 a partir de les derivades
de les funcions f{x) =x*1 g(x) = sin x. Aquestes técniques que permeten trobar la derivada
d’una funcié que és el resultat de fer operacions amb d’altres funcions més senzilles a
partir de les derivades d’aquestes tltimes, s’ anomenen regles de derivaci. A continuacio
dic que comengarem demostrant que la derivada de la funci6 producte d’un nombre per
una funcid és igual al nombre per la derivada de la funcié. (¢f) (x) = ¢f ‘(x). Seguidament
poso a la pissarra dues columnes: una amb el cas general i I’altra amb un cas concret.

Cas general Cas particular
funcio f(x) fix)=cosx
Nombre ¢ c=17
Funci6é producte d’un nombre per una funcié ¢ -f{x) ¢ f(x) ="Tcos x

I comento que, quan tenim una funci6 com y = 7cos x, la podem interpretar com la funcié
que resulta de multiplicar 7 per la funcid cosinus, €s a dir, com una funci6 producte d’un
nombre per una funci6. B¢, doncs, si sabem derivar la funcié cosinus resulta que, per
trobar la funcié derivada de la funcié y = 7cos x, basta multiplicar 7 per la derivada de
la funcié cosinus.

Explico que per calcular la funcid derivada (¢f)'(x) s’ha de calcular

lim (efHx+h)—(cHx)
20 h

s’ha de recorrer a d’alires tecniques. Els recordo I’activitat 39, on van trobar la funci6
derivada calculant aquest limit i també a partir d’'una condicio que complien totes les
tangents. A continuacié escric a la pissarra i comento el calcul segiient:.

. D’entrada s’intenta calcular aquest limit i sino es pot,

@) = tim DENEDE _ e fD) o SBLRD ey
B0 h h

Ao h 70
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El primer que faig és desencapsular la funcié suma, explicant que per trobar la imatge
d’un nombre per la funcié producte d’un nombre per una funcio, el que cal fer primer és
buscar la imatge del nombre per la funci6 i després multiplicar-la pel nombre, També poso
un exemple concret i el relaciono amb el cas general i remarco les propietats de les
operacions amb limits que s’utilitzen en aquests calculs.

funcié flx) = x*
Nombre c¢=32

(A = hm (cj)(x+h) (eHx) _ fim 32+(x+h)*-32x?
B0 h

_ o 32x+64xh+32R2-32x . 64xh+32h%
= c¢lim : = lim = 6dx

) h 70 h

A continuaci6 escric a la pissarra i comento com s’aplica la regla de denvacm en aquest
exemple, fent-los observar I’economia d’esforg que implica

funcio flx) = x*
Nombre ¢ =32

Funcid producte d’un nombre per una funcié ¢ -f(x) = 32 x*
Funcié derivada  (cf) (x) = ¢f (x) =32:(2x) = 64x

' 3
A continuaci6 dic que calculin la funci6 derivada de la funcid f{x) = ; x2

A: Responen que és 3/2 per 2x

P: Poso ala pissarra

f)=2 = ="

g)=3x+2 - g'(x)=?

I pregunto als alumnes quines son les funcions derivades.

A: Responen 2x1i3.

P: Comento que seguidament veurem que la derivada d’una suma és la suma de funcions
i poso a la pissarra I’exemple segiient:

fx)=x* - f(x)=2x
gx)=3x+2 ~ g'(x)=3
(Frg)x) = x*+3x+2

(frg) ) =f'(x) + g'(x) = 2x+3
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A continuacié faig i comento a la pissarra la demostracié que la funci6 derivada de la
funci6 suma és la suma de les funcions derivades:

(f+8) () =f () + g'(x)

(Frg)(e) = Erﬁl (f+g)(x+h)h- (o)) _ ]hmf)’ Focrh) + g(x-!—]f;l) - fx) - g _

= [im ﬂx+h) _f(x) + g(X+h) _ g(x) = lim f(x+h) _ﬂx) + lim g(x+h) _ g(x) =f’(x) + g/(x)
=0 h h h-0 h h

El primer que faig observar és que quan la funci6 és la funcid suma, el limit

fim LD comverteixen  lim 2RO
h-0 -0

Després cal desencapsular la funcié suma explicant que, per trobar la imatge d’un nombre
per la funcié suma, primer s’ha de buscar la imatge del nombre per a cada una de les dues
funcions i després fer la suma de les dues imatges. La tercera observacio té per objectiu
que la fraccid de 'esquerra és igual a la suma de les fraccions de la dreta, perque per
sumar fraccions amb el mateix denominador s’ha de posar el denominador i sumar els
numeradors '

Joxth) + gleth) ~ fix) - gx) _ fle+h) - fix) | glxe+h) - g(x)
h h h

La quarta observacio pretén recordar-los que el limit d’una suma és la suma de limits i que
els dos limits son les funcions derivades de f (x) i g(x). Finalment els faig observar que,
si prescindim de passos intermedis, tenim: (f+g) '(x) =f (x) + g'(x)

A continuacioé comento que, per demostrar que la derivada d’una diferéncia de funcions
és la diferencia de les funcions derivades, s’ha de seguir el procés anterior, substituint el
signe de la suma pel signe de la resta (f~g)'(x) =f (x) - g'(x). Després explico que la
derivada de la funcié producte d’un nombre per una funcié és igual al nombre per la
derivada de la funcid, i que la derivada d’una suma és la suma de funcions . Pregunto
quina creuen que serd la derivada del producte. ‘

A: Silenci (és la classe de les 8 del mati i els alumnes estan molt poc actius) i al final
alguns responen que és <<la multiplicacio>>.

P: Dic que els alumnes solen suposar que la derivada d’un producte és el producte de

derivades i que la derivada d’una divisié és la divisio de derivades, pero ,malauradament,
el calcul de la derivada del producte i de la divisi6 no és tan simple. A continuacio faig
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una analogia amb els radicals i els recordo que, com que el producte de radicals és el
radical del producte i la divisié de radicals és el radical de la divisio, molts alumnes
consideren erroniament que el radical d’una suma és la suma de radicals, la qual cosa no
és veritat. Continuo dient que la funci6 derivada del producte de dues funcions no és el
producte de derivades, sind la funcid que resulta en multiplicar la derivada de la primera
funcio per la segona funcid i sumar-li el producte de la derivada de la segona funci6 per
la primera funcio. Mentrestant escric a la pissarra el segiient:

(F8) ()= 1 ‘(x)gx) + g')Ax)

I que en el cas de la divisi6, la funci6 derivada del quocient de dues funcions ésigual a la
derivada del numerador pel denominador sense derivar, menys la derivada del
denominador pel numerador sense derivar, dividit tot pel quadrat del denominador. Escric
a la pissarra el segiient:

(f) @ = f’(x) g(x) - g'®)Ax)
(g())?

Insisteixo en el fet que les regles de la derivacio del producte i del quocient entren en
contradiccio amb una de les idees intuitives que normalment es tenen sobre la derivacio,
ja que normalment s’espera que la derivada del producte sigui el producte de derivades
1 que la derivada del quocient sigui el quocient de derivades, i escric les regles de
derivaci6 en una taula a la pissarra

Funcio Funci6 derivada
of(x) (Y ()= of ‘()
(f+ g)(x) ' () () =1 () + ()
) (R () =f () - £ (%)
(f2)(x) () (=1 (x)g(x) + &' (x):Ax)
7 ® (f) o - L0E0) - 2O
GO

A continuacio6 dic que aquestes regles de derivacié permeten calcular rapidament funcions
derivades que seria forga complicat calcular aplicant la definici6 de funcié derivada, tal
com poden observar en I’exemple que tenen a la pagina 342. Continuo fent-los veure que
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2x + 1
3x + 4

enaquest exempletenimla funcié  fAx) = ivolem trobar la funcid derivada.

Continuo dient que una manera de trobar aquesta funci6 derivada consisteix a calcular

lim Joe+h)-flx) . .y _ 2+ 1
P n onf{x) serialafuncio  f(x) T

i els faig observar

que el calcul d’aquest limit seria for¢a complicat, tot i que es pot fer. Seguidament dic que
tenim una altra alternativa que consisteix a aplicar la regla de la divisio d’un quocient, ja
que basta interpretar la funcid f{x) com el resultat de fer la divisi6 de dues funcions de les
quals coneixem la derivada, ja que el numerador y = 2x + 11 el denominador y = 3x +
4 son rectes Si interpretem la funcidé Ax) com un quocient de funcions, basta aplicar la
regla de derivacié de la derivada d’un quocient que diu que la funcio derivada del
quocient de dues funcions ¢és igual a la derivada del numerador pel denominador sense
derivar, menys la derivada del denominador pel numerador sense derivar, dividit tot pel
quadrat del denominador (mentre escric 1 assenyalo a la pissarra el segtient):

oy =& D"(3x+4) - Bx+4)"(2x + 1)

/ (3x+4)>

A continuacié calculo les derivades i simplifico:

_2x(3x+4) - 3x(2x + 1)

S = _
(3x+4)?
/ - 6x +8 - 6x - 3 - 5
S o i)

A continuacié comento que he donat la regla del producte i de la divisié sense cap
demostracio6 i els faig observar que la funcié derivada del producte de funcions i la

Jix+h)-fx)
h

derivada del quocient també es poden trobar calculant lim , pero
. h-0

la seva demostraci6 és forga complicada per la qual cosa la demostracié d’aquestes dues

regles de derivacié estan proposades com a problemes d’ampliacié. Tot seguit dic que,

com a treball voluntari que tindre en compte de cara a la nota final de I’avaluacio, facin

les activitats 35, 36 i 37 de I’apartat <<Per saber-ne més>>.

A: Els alumnes busquen aquestes activitats i em pregunten fins a quin dia les poden lliurar
i com les puntuaré.
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P: Responc que tenen un termini de quinze dies i que aquest treball pot augmentar la nota
entre un i mig punt.

Per ultim dic que calculin les funcions derivades de les activitats 41, 42 i 43 aplicant les
regles de derivacio.

A:Es posen a fer aquestes activitats i alguns alumnes reclamen la meva atencié particular.

P: Al cap d’una estona dic que han d’interpretar la funci6 com el resultat d’operacions
amb funcions més simples, de les quals coneixem la derivada, i explico que, per calcular
la derivada de la funcié fix) = -5x* + x + 3 de I'apartat a de I’activitat 41, han d’interpretar
aquesta funcié com la suma de funcions més simples de derivada coneguda .Escric ala
pissarra  f{x) = (-5x* ) + (x + 3) i pregunto quina classe de funcid és la segona part.

A: Laura N. respon que és una recta.

P: Dic que efectivament és una recta i que ells ja saben trobar la derivada de les funcions
afins 1 pregunto quina classe de funcid és el primer sumand 1 si el sabem derivar.

A: Sandra D. diu que és una parabola.

P: Dic que efectivament és una parabola i que, si la considerem com el producte del
nombre -5 per la funcio ics elevat al quadrat, si que la saben derivar perqué la derivada
és -5 per la derivada de la funci6 ics elevat al quadrat (escric a la pissarra)

JxX)=-5x"+x+3

Sy = (-5¢* )+ (x +3)

FE) =) +(x+3) =-503) +(x+3) =-5(20) +1=-10x+ 1

Remarco que han de segmentar la funcid en trossos de dertvada coneguda i després
aplicar les regles de derivacio, i comento que en I’exemple anterior primer hem aplicat les

regles de derivacio segiients: (f+g)'(x) =f () + g '(*) i (c¢f)'(x) = cof "(x).
A: Alex A., que és repetidor, pregunta si cal fer tot aixo.

P: Liresponc que jo he fet tots els passos intermedis perqué quedi més clar, pero que ells
ho poden fer directament.

A: Els alumnes es posen a fer els altres apartats. Alguns reclamen la meva atencio
particular i observo que molts cometen I’error en I’apartat ¢ de considerar que la derivada
d’un producte és el producte de derivades.

P: Faig sortir Isabel G.a la pissarra a fer ’apartat b.

A: Isabel G. escriu el segiient: g'(x) =82x-7=16x-7
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P: Pregunto si alga té dubtes i, com que cap alumne pregunta res, faig sortir JordiL. ala
pissarra a fer I’apartat ¢ de ’activitat 41.

A: Jordi L escriu a la pissarra el resultat final : A'(x) = -96x> + 63x* +72x
A: Alguns alumnes diuen que han obtingut un resultat diferent.

P: Observo que alguns s’han equivocat perqué han aplicat que la derivada d’un producte
és el producte de derivades i d’altres s’han equivocat en fer les operacions. A continuacio
explico a la pissarra amb molt de detall que per fer aquesta derivada, primer s’ha d’aplicar
la regla de la derivada del producte
h(x) = (8x* -Tx -12)(-3x%)
h(x) = (83 -Tx -12) *(-3x%) + (-3x%) (8x -Tx -12)

i que per calcular la derivada del primer factor, s’ha d’aplicar la regla de la derivada de
la suma, i que per trobar la derivada del primer sumand del primer factor, s’ha de
considerar la funcié y = 8x* com el producte de la constant 8 per la funci6 y = x* i
aplicar la regla de derivacié, que diu que la derivada del producte d’una funci6 per una
constant és el producte de la constant, 8, per la derivada de la funci6, 2x en aquest cas,
i que per trobar la derivada de y = -3x* s’ha de considerar la funcié y = -3x* com el
producte de la constant -3 ila funcié y = x*itornar a aplicar aquesta regla . Mentrestant
escric i comento a la pissarra el segiient:

R '(x) = (8-2x -7 -0)(-3x%) + (-3-2x)(8x% -7x -12)

h(x) = (16x -7)(-3x2) + (-6x)(8:2 -Tx =12)

B (x) = -48x3 + 212 -48x3 + 422 +72x

h'(x) = -96x° + 63x* +72x

A continuaci6 dic que facin I’activitat 42.

A: Alguns alumnes reclamen la meva atencié particular per aclarir alguns dels passos del
calcul anterior. Els altres es posen a fer I’activitat 42.

P: Comento que normalment no es deriva per derivar sind que el calcul de la funci6
derivada és un pas necessari per solucionar un problema, per la qual cosa s’ha de calcular
la funcié derivada i s’ha de simplificar la seva expressi6. Ara bé, en aquestes activitats,
I’ objectiu és aplicar les regles de derivacié i n’hi ha prou d’aplicar les regles de derivacio
i no cal que facin la simplificaci6. Al cap d’una estona faig sortir a Victor B. a la pissarra
perqué faci I’apartat a de 1’activitat 42.

A: Victor B. Escriu el segiient:
h(x) = (-15x* ) (x+1)
h(x) = (-30x)-(x +1) + (1)(-15x%)
h'(x) =-30x*-30x -15x* = -45x* -30x
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P: Explico que Victor ha aplicat la regla del producte i que, per calcular (-15x%)", s’ha de
considerar la funci6 y = -15x* com el producte de la constant -15 per la funcio y=x* i
aplicar la regla de derivacié que diu que la derivada del producte d’una funcié per una
constant €s el producte de la constant, -15, per la derivada de la funcid, 2x en aquest cas.
I que per trobar (x +1) s’ha d’aplicar que la derivada d’una suma és la suma de derivades.

També explico que es pot considerar la funcié y = -15x* com el producte de les funcions
y=-151 y= x’iaplicar la regla de derivacié del producte de funcions
=15 ()
S @) =(-15)"() + (%) (-15)
Jx)=0-(x* + 2x-(-15) = -30x

i els faig observar que la regla (¢f)'(x) = ¢f "(x) és un cas particular de la regla (fg)'(x)=
S (x)g(x) + g'(x):fx) si considerem que la funcid c¢f{x) és el producte de la funci6 y=c
per la funcid f{x). A continuacié faig sortir David M. a la pissarra per fer ’apartat 4 i dic
que no cal que simplifiquin el resultat, que basta que apliquin les regles de derivacio

A: David M posa el segiient a la pissarra
g(x) = (8x* + 3x)(-3%)
g(x) = (-16x)(-3x) + (16x + 3)(-3x)

P: Toca el timbre i comento molt rapidament la resposta de David M. i dic que facin
I’apartat ¢ de Iactivitat 42 i ’activitat 43 a casa seva.

Valoracions

1) En relaci6 als items 56-60 crec que:

ftem 56 Van entenent que les regles de derivacid son tils perqué faciliten el calcul
de la funci6 derivada.

ftem 57 Sén capagos de seguir un raonament que demostra, utilitzant la definicio
de funci6 derivada, que (¢f) (x) = ¢f (x).

ftem58 Sén capagos de seguir un raonament que demostra, utilitzant la definicio

de funci6 derivada, que la funcié derivada de la funcio suma és la suma de
les funcions derivades: (f+g)'(x) = f (x) + g(x). I que el mateix
raonament permet demostrar, canviant el signe + pel signe -, que la
derivada d’una diferéncia de funcions és la diferéncia de les funcions

derivades. ‘
ftem59  Accepten, sense cap demostracid, la regla de la derivada del producte i la
del quocient.
ftem 60 Moilts alumnes cometen els errors tipics de considerar que la derivada

d’un producte és el producte de derivades i que la derivada d’una divisio
és la divisio de derivades.

3) Encara que no m’agrada gaire he pres la decisio que els alumnes no simplifiquin les
derivades a fi d’anar més rapid.
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5.2.19 Subseqiiencia 4 d’avaluacio. Qiiestionari 5 (Continuacio)

Sessio del dia 16-1-98

Faltes: Mike D. i David G.

Planificacio

Treballar amb el segon grup el qiiestionari 5 a I’aula d’informatica.

Desenvolupament de la sessic

Aquesta sessio es va poder fer a ’aula d’informatica, de manera que cada alumne estava
sol en un ordinador i tenia a la pantalla les figures de les activitats. La meva intervencio
fou una breu explicacio sobre el programa Cabri (cal dir que molts alumnes ja el coneixien
de cursos anteriors).

Analisi de les respostes dels alumnes

Pregunta 1

Apartat a

Tots els alumnes responen que si. Cap de les respostes va acompanyada de mesures dels
segments EP i FP.

Apartat b

Parabola

18 (100%)
. Tots els alumnes reconeixen la traga com la grafica d’una parabola
Apartat ¢

%) |6 Ax) [FE=y |(f0))-x") |y | (OFAOF)

9(50%) 3(17%) | 1(6%) 3(17%) 1(6%) | 1(6%)
. 17 alumnes (94%) responen correctament (considerant com a correcta la resposta
(x.3) |
. L’alumne que respon FE = y és Javier F.

. Es de destacar que el 44% respon (x, x)) 0 bé (x,y) o bé (OF, AOF) mentre que
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en una pregunta semblant del qiiestionari 1 cap alumne va donar aquest tipus de
resposta.,

Apartat d

y=x* Syt | y=xt o= b

4(22%) 12(67%) | 1(6%) 1(6%)
. 17 alumnes (94%) responen correctament.
. 13 alumnes (72%) utilitzen la notacié fx)=x>inomés 5 (28%) utilitzen la notaci6
y=x
Segona pregunta
Apartat a i Apartat b

Com que en el quiestionari del dia 9-1-98 vaig observar que alguns alumnes no havien
contestat I'apartat ¢ de la tercera pregunta per falta de temps vaig dir-los que no
responguessin aquests dos apartats. -

Apartat ¢

La recta tangent blanc

17(96%) 1(6%)

. Només Raul B. respon en blanc i cap alumne confon la recta tangent amb la
tangent de la recta tangent (derivada).

Apartat d

6,4/1,8=3,56 |32 3,2/1,8=1,78

9(50%) 1(6%) | 8(44%)
o Cap alumne dona la resposta 9,6/1,8 = 5,3 perqué vaig insistir que en el segment
6,4 de la figura ja estava inclos el segment 3,2.
. 9 alumnes (50%) saben calcular el pendent de la recta tangent a partir de la figura.
. 8 (44%) alumnes saben que el pendent és la variaci6 vertical dividida per la
variacio horitzontal, perd s’equivoquen en la lectura d’aquestes variacions.
. Només un alumne (Alfonso D.) sembla que no sap com calcular el pendent de la

_recta tangent.
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En aquest moment vaig decidir intervenir per comentar-los a cada un el seu error. Als que
havien respost 1,78 els vaig fer observar que I’1,8 era DF i no la base del triangle d’altura
3,2. Tal’alumne que havia comes I’error greu li vaig dir que li preguntaven el pendent
i que s’havia de respondre buscant la relacio entre la variacié vertical i horitzontal, tal com
havien fet abans de vacances. Aquesta intervencio6 fou suficient perque tots s’adonessin
del seu error i intentessin corregir la seva resposta. Els vaig dir que no corregissin la seva
resposta. -

Apartat e

Completen la taula correctament

18 (100%)

. Un cop advertits dels seus errors, tots els alumnes van poder completar la taula
correctament. Sense la meva intervencid el resultat hauria estat del 50% en
comptes del 100%. '

Apartat f
y=2x
1(6%)
. 18 (100%) alumnes troben la formula.
. Només 1 (6%) alumne que repeteix curs utilitza la notacié y =2x. Tots els altres

utilitzen la notacié f (x)=2x.

Per tant, un 50% dels alumnes han pogut trobar I’expressi6 de la funcio6 derivada seguint
aquest procediment sense la meva intervencié i un 100% amb la meva intervencio.

Tercera pregunta
Apartat a

Justificacié que OF = a

Sense justificacio

9(50%)
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Justificacio que PF = &

Ben Justificat | Mal justificat | Sense justificacio

4 (22%) 1(6%) 13 (72%)

Justificaci6 que PH = 24°

Ben Justificat | Mal justificat | Sense justificaci6

10 (56%) 1 (6%) 7 (39%)

El poc exit a respondre correctament 1’apartat a de la tercera pregunta s’explica d’una
banda perque I’alumne ha d’escriure les lletres de la grafica de la 2a figura a la grafica de
la 3a pregunta, i d’altra banda perqué no estan acostumats a donar justificacions de
resultats que consideren evidents. |

Apartat b
Justificacié correcta | Resposta correcta | Justificacio
sense justificacio incorrecta
13 (72%) 2(12%) 3 (22%)
o Les 13 justificacions correctes son respostes del tipus f (@) = 2d’/a = 2a
. Cal destacar que cap de les respostes incorrectes han intentat calcular f (a) per

limits. 2 alumnes (Radl C. i Javier F.) han substituit a per un nombre, i I’altre,
Rail B, confon la funcid amb la seva funcid derivada.

Apartat ¢

Justificacio correcta | Justificacid incorrecta | Blanc

10 (56%) 4 (22%) 4 (22%)

Les 4 justificacions incorrectes es poden classificar de la manera segiient:

. Una justificacio en base a la taula de I’apartat e de la pregunta 2 (Jaime G.) ( Tot
ique aquesta resposta es podria considerar correcta, no ho fem perqué la majoria
dels alumnes van interpretar la pregunta en el sentit que havien de fer una
demostraci6 de per qué a la taula sortia la formula f (x) = 2x i que no bastava dir
que aquesta formula sortia de la taula),

. 2 justificacions incorrectes que utilitzen que la derivada en un punt és el pendent
de la recta tangent en el punt d’abscissa a (Albert C. i Jessica C.).
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