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Notes finals

17
Donat que les asimptotes son raigs dobles de la involuci6 de diametres conjugats, separen
harmonicament cada parella d’elles. Tragada una secant qualsevol s i considerant el
diametre d paral‘lel a ella, la recta diametral d’ conjugada passara pel punt mitja M del
segment LK interceptat per s entre les asimptotes.. Donat que M també és el punt mitja
de la corda PQ, interceptada en la hipérbola, (veure Puig Adam, 1981, 33,§ 5, pags. 253-
254) resulta LP =KQ. Per tant: Els segments d’una secant qualsevol compresos entre les
asimptotes i la corba sén iguals

Si es dona, doncs, les dues asimptotes i un punt P d’una hipérbola, aquesta propietat
permet construir tants punts d’ella, R, S, ....com es vulgui.

El mateix raonament aplicat a la tangent ¢ en un punt A porta a la conseqiiéncia segiient:
El punt de contacte d’una tangent qualsevol a una hipérbola biseca el segment RS
interceptat en ella per les asimptotes, la qual cosa permet una senzilla construcci6 de la
tangent en un punt de la corba quan es coneixen les seves asimptotes.

Aquesta demostracid esta en Puig Adam, 1981, 34,§ 4, pags. 260. La demostracio de
“Donat que M també és el punt mitja de la corda PQ, interceptada en la hiperbola, resulta
LP = K(Q)” es troba en Puig Adam, 1981, 33,§ 5, pags. 253-254.

18
Citat en Andersen 1984, pag. 33.

19
Citat en Gonzalez Urbaneja (1992, pag. 202).

Capitol 4

1
Citat en Azcarate, Bosch, Casadevall i Caselles (1996, pag. 24-26)
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Introduccio a les derivades

1Introduccié
| .

El mén que ens envolta es caracteritza perqué esta canviant continuament,
Un cop d’ull als problemes que estudien les ciéncies de la naturalesa o les
ciéncies economiques posa de manifest que una de les qiiestions preferents
és I'estudi de la manera com varia una magnitud en canviar una altra magni-
tud. El tema que ara estudiaras, les derivades, et donara els instruments
matematics per descriure i predir aquests canvis en determinats fenomens.

Una mica d'historia {
L'analisi infinitesimal moderna nasqué al principi del segle. xvit amb el des-| [
cobriment de la relacié entre el calcul de funcions derivades i el calcul d’in-| |
tegrals. Aquesta relacid la descobriren simultiniament Néwton i Leibniz.

Aquesta nova branca de les matematiques va pennetre resoldre tres dels grans
problemes que més interessaven els matemadtics d’aquella época. El primer
estava relacionat amb el progrés de la cinematica, a la qual havia contribuit
Galileu. Els conceptes més caracteristics de la cinemitica, com els de veloci-
tat i acceleraci6, necessitaven ser considerats com una relacié entre la varia-
cié d’una magnitud i Ia ?Xafira,giéA d’una altra.

El segon d’aquests problemes.erd de natura geométrica i consistia en la deter-
minacié de la tangent a una corba en un punt. El tercer problema estava rela-
cionat amb el calcul de longituds, arees i volums.

La solucié dels dos primers problemes porta al cilcul de derivades, mentre
que el tercer porta al cilcul d’integrals.
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Introduccié a les derivades

Comengcarem aquesta unitat recordant el concepte de pendent d’una recta.

(D Pendent d'una recta

En cursos anteriors has treballat situacions en qué la grafica de la funcié que
representa la relacié entre dues variables és una recta que no necessariament
passa per I'origen de coordenades.

Activitat

1 a En un mateix sistema d’eixos cartesians dibuixa la grifica de les fun-

cions seglients:
y=2x+2 y=2% y=2x-3
b Qué tenen en comi aquestes grafiques i quines coses les diferencien?
¢ Quina relacié hi ha entre €l nombre que multiplica la xi ’angle que
forma la recta amb I'eix d’abscisses?
d Representa en un mateix sistema d’eixos cartesians les funcions seglients:
y=-2x+3 y=—x+3 y=x+3 y=3x+3

Qué hi observes? De qué depén que la funcié sigui creixent o decreixent?

Recorda

fi0)=a.0+b=b

f(l}=a-1+b=a+b «+——— Lalongitud d'aquest segment

a determina la inclinacié de la
rectai és el pendent de fa
funcié




Introduccid a les derivades

Activitat

2 Dibuixa la grafica de la funcié y = 5x + 1 i digues si s6n correctes o no els
segilents comentaris d’uns alumnes:

DANIEL:

Si ens situem en un punt qualsevol de la recta i ens desplacem
1 unitat cap a la dreta, després ens hem de desplacar 5 unitats
cap amunt en vertical per poder tornar a tocar la recta.

Si ens situem en un punt qualsevol de la recta i ens desplacem
1 unitat cap a la dreta, ens hem de desplagar b unitats cap avall

Si ens situem a l'origen de coordenades i ens desplacem 5 uni-
tat cap a la dreta, ens hem de desplacar 1 unitat cap amunt en

Si ens situem en un punt qualsevol de la recta i ens desplacem
2 unitats cap a la dreta, després ens hem de desplagar 10 unitats

Si ens situem en el punt de tall de la recta amb 1’eix d’ordena-
des i ens desplacem 3 unitats cap a la dreta, després ens hem de
desplacar 15 unitats cap amunt en vertical fins a tocar la recta.

MIRIAM:
en vertical per tocar la recta.
Josee:
vertical per tocar la recta.
ANNA:
cap amunt en vertical per tocar la recta.
ADRIA:
CRISTINA:

Si ens situem en un punt qualsevol de la recta i ens desplacem
un nombre d’unitats en horitzontal cap a la dreta, per tornar a
tocar la recta ens hem de desplacar 5 unitats cap amunt per
cada unitat de desplacament horitzontal.

Per obtenir el pendent n’hi ha
prou de situarse en un punt de la
recta, traslladar-se un nombre
d’unitats en horitzontal, a conti-
nuacié traslladarse un nombre
d’unitats en vertical fins a tornar a
trobar la recta i, per dltim, dividir
el desplagament vertical pel des-
placament horitzontal. El pen-
dent ens déna, per cada unitat
horitzontal desplagada cap a la
dreta, el nombre d’unitats que cal
desplacar-se en vertical per poder
tornar a la recta, amb signe + siva
cap amunt, i amb signe - si va cap
avall.
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b Entre els punts (77, 140) i (80 , 380) la grafica es pot considerar un
segment de recta? Quin n’és el pendent?

a En quins quildmetres es troben els dos ports de I'etapa?
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Introduccid a les derivades Unitat 8| Cradit 3

¢ Entre els punts (87, 380) i (90, 510) la grafica es pot considerar un
segment de recta? Quin n’'és el pendent? _ .

d Per qué creus que el primer port és de tercera categoria i en canvi el
segon és de quarta?

En el problema anterior hem considerat el pendent de la grafica entre dos va-
lors de la variable independent x, i x, tals que la grafica entre aquests dos
valors era un segment de la recta. En general, sempre que tinguem una gra-
fica formada per segments de rectes podem considerar el pendent entre dos
valors de la variable independent x, i x, tals que la gréifica entre aquests dos va-
lors sigui un segment de recta.

fixg) fremmmmmSQommmmmmmmmn s e mma oo
fixg) - flx)
L R N <A

' '
N ¥
¢ )
t 1
' '
! ]
v '
' \
' '
1 '
1 '
1 '
§ '
' '
' '
' t
1 +
1 '

X1 X2 .

. flxg) = flx))
pendent entre x; i x; =
X2= X1

Slxe) = f(x1)

Xy — Xy ]
dependent per unitat de la variable independent i coincideix amb el pendent
de la recta que resulta de perllongar el segment.

El quocient amb x, < xy, ens déna la variacid de la variable
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iintroduccid a les derivades

[Activitat

|5 La grafica seglient relaciona la temperatura d’'un malalt amb I'hora del dia.

temperatura

40°

39

38°

37

36°

] L 1 1 1 ] (5 1 1

15 16 17 18 19 2 21 2 23 24 hores

‘a Entre les 19 i les 21 hores, quant va augmentar la temperatura? 1 quin
és I'augment per hora?
b Quant va augmentar la temperatura entre les 15 i les 19 hores? I quant
va augme'ntﬁr per hora? _
¢ Ente les 16 i les 18 hores, quina va ser la variacié de la temperatura
» per hora?
d Quin va ser 'augment de la temperatura entre les 19 i les 23 hores?

En els apartats b i ¢ de I'activitat anterior, has vist que el quocient &i—:—z}l’—c'—),
amb x; < xy, no varia quan els punts {x;, y) 1 (xz', y2) estan sobre el mateix
segment de recta i que el valor d'aquest quocient ens déna el pendent de la’
recta que s’obté en perllongar el segment. D’altra banda, a 'apartat d has vist
Jlxy) = f(x1)
Xy — X
sén sobre el mateix segment de recta. A I'activitat seglient veuras que aquest
quocient també s’ha de calcular per funcions que tenen per grafica una

corba.

que de vegades cal calcular el quocient entre dos punts que no

Activitat

314

6 Quan es fan prediccions del temps, el que interessa és conéixer les varia-
cions brusques de la pressié atmosférica. Es a dir, que no només importa
la variacié de la pressi6é atmosférica sind també el temps que ha trigat a
ferda. Aix{ doncs, tenim que:
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—Una caiguda de pressié atmosférica que duri més de tres hores i que
sigui, de mitjana, superior a 1,7 mil-libars per hora anuncia mal temps.
Sija en fa, el mal temps continuara. .

—~Un augment de pressié atmosférica que duri més de tres hores i que
- sigui de mitjana superior a 1,7 mil-libars per hora anuncia bon temps. Si
ja en fa, continuara el bon temps.

—-Una pressié atmosférica estable no comporta cap canvi de temps.

Donada Ja grafica seglient, obtinguda en un observatori meteoroldgic, podem
observar que la variacié de la pressié atmosférica entre les 0 h i les 6 h ha estat
de -20 mbar. Durant aquest interval de temps (de 6 hores) la variacié per
hora ha estat de -20/6 = —3,3 mbar/h. Aixd vol dir que a les 6 h de la mati-
nada, I'observatori podia predir el mal temps.
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1010 fg-----+
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o
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—
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18 24 ih)

a Troba la variacié per hora de la pressi6 atmosférica entre les 6 h i les
12 h, entre les 12 hiles 18 h, i entre les 18 h i les 24 h.

b Partint de la variacié per hora de la pressié atmosferica entre les 6 h i
les 12 h,les 12 hiles 18 h, i entre les 18 h i les 24 h, quin pronéstic podra
fer 'observatoriales 12 h,ales 18 hiales 24 h?
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* fixo) — f(x,} = variacié de la funcid entre x;— ¥,
jActivitats
7 Donada la funcié f(x):
PR PUISE (S PO DU D L DO [RPSY N o) RYSpy: SRpRpUY R . P
oo r“"7 a Troba la variacié de la
TV W77 funci6 entre -2 0.
R VA E B A R A A A R 717 b Troba la taxa mitjana
wmmmdm e abnwd e - o mhon oy » s 2 :
P 0w de variacié entre ~21 0.
IR R S T 19cid
AR s { i 1 1 ¢ Trobalavariacié de la
N A i1 4 1 funcib entre 11 4.
R R R T 5 .
_;__4___:_7‘?_;___;?_;__,{ i 4% 1% d Troba la taxa mitjana
) 1 1 ] [] ] + ) t 1]
B T T T R OO RO SO AL e | SO AU S R O N i__i__i__i devariacié entre 114
8 Troba la taxa mitjana de variaci6 entre 115 i entre 11 4 per a cada funcié:
f(x) =2x-3 g{x) = x? hix) =x>-3
9 Creus que la taxa mitjana de variacié d’una funcié entre dos valors de Ia
variable independent depén dels valors escollits ? Hi ha algun tipus de fun-
ci6 en la qual la taxa mitjana de variacié no depengui dels valors escollits?
Una caracteristica molt important que distingeix les funcions que tenen una
recta per grifica de les que tenen una corba per grafica és que, per a les pri-
meres, la taxa mitjana de variacié entre dos valors de la variable independent
sempre és constant, mentre que, per a les segones, canvia al llarg de la corba.
316
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(3 Interpretacié geometrlca de la taxa mitjana de variacié d’una
funcio

Activitat

10 a La recta secant que passa pel punt A (a ,f(a)) iB(b ,f(b)), quin pen-
dent té?
b Quina és la taxa mitjana de variacié de la funcié_f(x) entre x=a i x=0?
€ Quina relacié hi ha entre la taxa mitjana de variacié de la funcié f(x)
entre x=a i x=0b iel pendent de la recta que passa pels punts Ai B?

o
f(b)

2.2

f(a)

/ 1t

Recorda |

La taxa mltjana de vanacno d'una funcio f(x) entre x; i x2, amb x; < X2,

f(Xz) f(x1)
v XZ_Xlg

és eI pendent de la recta secant ala graflca de la funcno f(x ) que passa pels
punts (Xy, ,(Xl))l(Xz, f(x2)). : :

f()(g)

f(Xl)

X X2
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Introduccié a les derivades

JActivitat

11 Donada la funcié f(x) = x* calcula:

a El pendentde la recta secant que passa pels punts (1, f(1)) i (3, f(3)).
b L'equacié de la recta secant que passa pels punts (1, (A0 i(3, f(3)).
¢ Repeteix els apartats a i b per a la funcié f(x) = x* + 2x - 1.

@ Aplicacions de la taxa mitjana de variacio

Vivim en un mén caracteritzat per canvis continus. Aquest fet fa que el con-
cepte de taxa mitjana de variacié d'una funcié entre dos valors de la variable
independent sigui molt present en la vida diaria i que molta gent I'utilitzi,
sense adonar-se’n, per treure conclusions sobre la variacié d'una variable res-
pecte d'una altra variable. Per exemple, els excursionistes i els ciclistes han
de fer més esfor¢ per pujar una muntanya amb molt de pendent, i no comp-
ta tant I’altura com la inclinacié. Els metges també determinen moltes vega-
_des taxes mitjanes de variacié. Per exemple, un electrocardiograma repre-
senta, mitjangant una grafica, el comportament del cor. Si el pacient fa‘exer-
cicis gimnastics, el cor batega més de pressa i canvia la forma de la grafica. A
partir d'aquest canvi de la grafica es fa el diagndstic.

Les companyies eléctriques també utilitzen les taxes mitjanes de variacié, ja
que el consum d’energia eléctrica es registra en forma de grifica d'acord
; amb el temps; un augment sobtat del con-
sum indica la necessitat d’augmentar Ja
poténcia. Un cas interessant d’interpretaci
d’una taxa mitjana de variacié és el detector
de mentides: un canvi sobtat de pols o de
respiracié indica un canvi en I'estat emo-
cional de la persona, i d'aquest canvi s'ex-
treuen conclusions sobre la veracitat de les
respostes donades. '

En Peconomia també s'utilitza molt la taxa
mitgana de variacié. Per exemple, la taxa
mitjana de variacié de I'index de preus al
consum s'obté dividint 'increment de I'IPC
en tant per cent per l'interval de temps con-
siderat. Un altre exemple és el cost margi-
nal, que és la taxa de variacié de la funcié
cost d'un producte entre una produccié de
xunitats i de x + 1 unitats.

Algunes taxes de variacié tenen noms propis. Per exemple, la taxa de varia-
ci6 de la funcié que relaciona 'edat amb el creixement d’una persona s’a-
nomena taxa de creixement. També es parla de la taxa de natalitat, la taxa
de creixement d’una poblacid, etc. Una de les taxes de variacié amb nom .
propi més important és la velocitat.
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(®) Relacié entre la taxa mitjana de variacié i la velocitat mitjana
f(x2) _f(xl) ‘

Xy — X
riors, també apareix quan considerem funcions que expressen la relacié entre
P’espai recorregut i el temps transcorregut. Aquest és el cas, per exemple, de
la caiguda d'un cos que s’ha deixat anar des d’una certa altura.

El quocient » amb %) < xy, que ha aparegut en les activitats ante-

Activitat |

12 L’espai recorregut, en metres, per una pedra que deixem anar des del
capdamunt d'un edifici de 272 m en funcié del temps, en segons, és donat
perla férmula d(¢) = 4,9 t? (per comoditat utilitza 5 en comptes de 4,9).

a Quin espai ha recorregut la pedra quan el crondmetre marca 4 s? 1
quan marca 6 s?

b Quin és I'espai recorregut per la pedra entre t=4si¢=6s? I el temps
transcorregut? .

¢ Calcula la velocitat mitjana de la pedra entre els instants t=4sit=6s.
d Calcula també la velocitat migana entre els instants t= 3sit=bs,i
entre els instants t=2si t="7s.

€ Quina és la velocitat mitjana de la pedra al llarg de la caiguda?

Recorda l

Sid(t) és la formula que ens dona I’espal recorregut per un mobil en funcno del
temps, anomenarem velocitat mltjana d'uh mobil entre els instants t; ityel
quocient entre I’espal recorregutl el temps transcorregut entre aquests dos ins-
tants.,

' e’s’pai’ recorregut  _ dlt) - d(t))
temps transcorregut ~  t-t

Vi (t, ) =
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Crédit 3 |Unitat 8.7 Introduccid a les derivades

Taxa instantania de variacio

o derivada d'una funcido en x = a
[ .

En una autopista multen un conductor perqueé va a 150 km/h en un moment
determinat. Aixo vol dir que ha anat a una velocitat mitjana de 150 km/h? A
continuacié treballarem el concepte de velocitat instantania, que et permetra
contestar aquesta pregunta. :

(D Velocitat instantania

En Pactivitat 12 hem calculat la velocitat mitjana d’una pedra que cau durant
un determinat espai de temps. També podem calcular la velocitat mitjana per
espais de temps cada cop més petits.

iActivitat

113 a Per a l'instant ¢ = 2, completa la taula segtient:

3 2,5 2,1 2,01 2,001 2,0001 -2

->?

€ Quina ésla velocitat instantania de la pedra a l'instant 4 = 2?
b La velocitat que marca el velocimetre d'un cotxe en un instant deter-
minat, és una velocitat mitjana? Com s’anomena aquesta velocitat?

320

En lactivitat anterior has observat per a la funcié d(z) = 5¢% i linstant & = 2,
que quan t — 2, les velocitats mitjanes entre 2 i ¢ s’aproximen a 20 m/s.
Aquest comportament es representa de la manera segtient:

v(@) = lim v, (2, 1) = lim ) - d@)

[y t-2 =20m/s
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El nombre 20 m/s ens déna la velocitat instantinia de la pedra per a 'instant
ty = 2 i es representa normalment amb v(2).

Recorda 1

Si d(t) és la formula que ens déna I'espai recorregut per un mobil d'acord amb
el temps, anomenarem velocitat instantania a linstant t, el nombre v(to) al
qual s’aproximen les velocitats mitjanes vy, (to, t) quan t — to. '

Vit) = lim v (to, B = im — g -dldl
totb testo t_ tO ~

Activitats , [
14 Sabent que d(t) = 5¢°, troba la velocitat instantania en 4 = 3.

15 Sabent que d(z) = £*, troba la velocitat instantdnia en # = 25, =35 i f=4s.

(2) Taxa instantania de variacio o derivada de la funcié f(x) en el
punt d’abscissa x = a

La necessitat de calcular la veloci-
tat instantinia d'un cos ens ha
portat a 'expressié del «Recorda»
anterior. Si apliquem aquesta
expressié a altres funcions, com
ara la pressié atmosférica, el crei-
xement d’una poblacié, etc., ob-
tenim: '

i L) = f(a)

x> a x—a

Aquest fet justifica la definici6
segilient:

Recorda ' — : -
R it S ey f(x) - f{a)
Donada la funcio f(x) i un punt d'abscissa x = a, el valor del lim ——7
oA N - e LT X—=a -
s'anomena taxa instantania de variacié de f(x) en ‘el punt d'abscissa x = a,
0 també‘derivada de la funci6 f(x) en el punt d’abscissa x = a i es repre-
sentaamp f{a). ‘ ~

Fla) = lim M
X—a X-a
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llnterpretacié geometrica de la derivada
1 R .

.

(D Recta tangent

Aixi com hi ha una relacié entre la taxa mitjana de variacié d'una funcié
entre x=a 1 x=) iel pendent de la recta secant a la grafica de la funcié que
passa pels punts d’abscisses a1 b, també hi ha relaci6 entre la derivada d'una
funcié en x=aiel péndent de la recta tangent‘ a la funcié en el punt d’abs-
cissa x= a. Ara bé, per estudiar aquesta relacié, primer convé aclarir qué ente-
nem per recta tangent a una funcic en el punt d'abscissa x = a.

En geometria elemental, la
y corba que més s’estudia és la
circumferéncia, i per a ella es
defineix la recta tangent com
una recta que t¢ només un
punt en comu amb la corba. A
la unitat 2, quan hem estudiat
la concavitat i la convexitat
d’una funcié, i a la unitat b,
quan hem vist les propietats
grafiques de les funcions ex-
ponencials i logaritmiques,
hem utilitzat el concepte de
tangent d’una manera intuiti-
va, i en aquests casos la recta
tangent també tocava la grati-
ca només en un punt. Aquest fet pot portar a creure que la condicié necessa-
ria perqué una recta sigui tangent a una grafica en un punt és que només tin-
gui aquest punt en comii amb la grafica. D’aquesta manera arribariem a la
conclusié que la recta de la figura de 1'esquerra ng seria tangent a la grafica,
mentre que una pardbola tin- ' '
dria dues rectes tangents en
qualsevol dels seus punts,

Per tant, la definicié que im-
plicitament hem utilitzat fins
ara de recta tangent a una
corba en un punt com aque-
lla que només talla la corba
en el punt, s’ha de revisar. El
concepte valid de recta tan-
gent té relacié amb la idea
d’aproximacié: de totes les
rectes que passen per un
punt de la corba, la recta tan-
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En efecte, en la figura seglient hi ha repre-

Els graficadors informatics permeten fer zooms per representar la grafica en

N

Introduccid a les derivades - Unitat 8| Credit 3
gra

-

(almenys en un veinatge del punt). Vegem
6.

ficat d’aquesta definici

1 signi

-

ara quin és ¢

les proximitats d’un punt. Aquests graficadors poden ajudar a entendre que

vol dir que la recta fangent és la recta que més s’aproxima a Ja

gent és la que més s’hi aproxima
funcié en un veinatge del punt.
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ntroduccio a les derivades

‘;('\:::1

y:aXZ

JActivitat

------------- Ala, fla)

16 Digues, per a cada grafica, quina és la recta tangent a la funcié en

X = 4.

fa)

Ala, fla))

324

(2 Pendent de la recta tangent

Un cop aclarit el concepte de recta tangent, veurem un métode per trobar-ne

el pendent.

——(p—
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Introduccié a les derivades Crédit 3
Activitat |
17 a La recta que passa pel punt A d’abscissa x = @ és la recta tangent a la
funcié f(x) en x = a? Per qué? Quin és el pendent d’aquesta recta?
{41 fix)
A E i
fa) f---> (C s '
P4t
/ |
a
b Si considerem un altre punt B d’abscissa % en la grafica de la funcié
f(x) 1 dibuixem la recta secant que passa per Ai B, la figura anterior es
converteix en la figura segtient:
325
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¢ Les figures seglients sén el resultat de man-
tenir el punt A fixat i de moure el punt B
sobre la grafica de’'la funcié f(x) de manera
que es vagi apropant a A. A quina recta s'a-
proximen aquestes rectes secants?

D fommmme e em oo
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d Posa el resultat obtingut a I'apartat b a la primera fila de la taula
seglient i completa les altres files a partir de les figures de 'apartat ante-
rior. Digues també a quina recta s’aproximen les rectes secants i a quin
nombre s’aproximen els pendents de les rectes secants.

Recta secant AB

Recta secant AB’

e

Rectes secants — Recta ... Pendents de.les rectes secants — Pendent
delarecta ....coivivnincitivn. = ..

€ Quina és la derivada de la funcié f(x) en el punt d’abscissa x = a?

AT'activitat anterior has vist la relacié que hi ha entre el pendent de la recta tan-
gent a una funcié en el punt d’abscissa x = a i la derivada de la funcié en x = a.

Per determinar graficament la recta tangent a la grafica d'una funcié f(x) en
el punt d’abscissa a, es pot procedir de la manera segtient: dibuixar un altre
punt B’ d’abscissa b. Els punis Ai B’ determinen una recta secant. Si mante-
nim A fixat, en moure Bsobre la grifica de f(x) de manera que es vagi apro-
pant a A, obtenim diverses rectes secants que s'aproximen a una recta deter-
minada: és aquesta la recta tangent a la funcié f(x) en el punt d’abscissa x= a.
En el dibuix hi ha representada I'aproximacié a A per la dreta (8', B, B”, ...),
i també per I'esquerra (4°, A", A™, ...).

tangent '3a secant

2a secant

1a secant

e A, A e m e ———————-— }-

|
]
)
]
]
1
)
1
'
i
|
'
i
1
ll
1
]
t
'
]
i
1
|
1
1

B
\
P\t
)

b
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Aquest procediment per trobar la recta tangent a la funcié en un punt per-
met també precisar la idea intuitiva de recte tangent que hem utilitzat fins ara,
de manera que en podem donar una definicié: la recta tangent a la grafica de
la funcié f(x) en el punt A és la recta a la qual s’aproximen les rectes secants
que passen per A i per un altre punt B de la grafica quan B s’aproxima a A.

Ara repetiras el procés de I'activitat 17 sense I’ajut de les imatges d’ordinador.

JActivitat
18 Dibuixa la funcié f(x) = x* tot fent una grafica amb paper mil-limetrat.

a Dibuixa la recta secant a la grafica en els punts d’abscissa x=11 x= 3.
Troba'n el pendent.

b Fes el mateix pera x=11 x=2, ipera x=11 x=15.

¢ Introdueix els resultats trobats en una taula com la segiient i completa
els que falten.

3 2 1.5 i1 1,01 1,001 1,0001

d Dibuixa la recta secant a la grifica per als punts d’abscissa x=1 1 x=-1;
itroba'n el pendent.

e Fesel mateixpera x=11i x=0, ipera x=1 i x=0,5.

f Introdueix els resultats trobats en una taula com la segiient i completa
els que falten.

-1 0 0,5 0,9 0,99 0,999 0,9999

() - f(1)

x—1

g Quan x— 1, cap a quin nombre s’aproximen els quocients
de les dues taules?

h Quin és el pendent de la
recta tangent a la grafica en
x=1?

i Quina és la derivada de la
funcié f(x)en x=1?

j Quines sén les coordenades
del punt de tangéncia?

K Quina és1'equaci6 de la rec-
ta tangent a la funcié en
x=1?

328
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Recorda ' |

La derivada de la funcié f(x) en x = a, f'(a), és igual al pendent de la recta tan-
gent a la funcié f(x) en el punt d'abscissa x = a.

fa) = lim —i(i)-i—g—al—’ = pendent de la recta tangent a la fgncié enx=a

X—a X -

flal=tgo=m "

Ale

0

® fommmmmom oo

Si a l'expressid de Ja derivada fem el canvi x = - a+nh,.
Hlavors h = X—a,lquan x— a, es compleix’ que h ,_> O
‘ f( ) = lim . f(x) - f(a) = lim f(a+h) f(a)

(® Relacio entre les diferents interpretacions de la derivada
d'una funcio f(x) en el punt d abscissa x = a ‘

Activitat y 3 e
19 Utilitzant la nova expressié de la derivada i els conceptes segilents, com-| & .77 \
pleta els punts suspensius de la taula amb: ‘\.‘ N

— Velocitat mitjana
— Pendent de la recta tangent
— Derivada de la funcié en x = a

d(t) f{x) Grafica de f(x)

Taxa mitjana de variacio |Pendent de la recta secant

dito + B -dlt)|  fla+ h) - fla)
h

Vm(to, to + ) = n

Velocitat instantania

vity) = fim Qo x M =dlt) g jm {112
h-0 h h
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IC Icul de la derivada d’una funcio en un punt
]

330

Ara calcularem la derivada d"una funcié en un punt per diferents procediments.

(@ Calcul de la derlvada d'una funcié en x = a a partir de
la definicio

Per calcular f(a) s’ha de calcular hrn) L_a_+_h_-_—_f_(_a_ Si substituim A per
h=t

zero obtenim la indeterminacié nE Per eliminarla, cal seguir el procediment:

Exemple

Donada la funcié  f(x) = x* + 2, calcula f12).

f@ = tim L22DZI@) _ iy (2+7)?+2-(22+2) _

In—)() T h
) ' ';‘ T
= lim 2Py dh+ B2+ 92— 2-—2 4h+ h = lim h(4+h) 1m(4+h) 4
ho 0, ‘ h /;—>o =0 =0
Activitats

|20 Donada la fiincié flx) =2x* + 3, calcula f
21 Donada la funcié f(x) = W+ 2x+ 1, calcula f(1).

22 Donada la funcié f(x) = ~2x* + x — 1, calcula f(~2). Calcula també I’e-
quacié6 de la recta tangent en x = —2.

(2 Calcul aproximat de la derivada d'una funcié en x = a
utilitzant la calculadora

Hi ha funcions per a les quals pot ser dificil calcular el limit

lim Lt ) = f(a)
h

A0

Per a aquestes funcions trobaras un valor aproximat de f'(a) amb la calculadora.

Act|V|tat

23 a Donada la funcié f(x) =sinx, completa, utilitzant la calculadora, la
taula seglient. Recorda que la calculadora ha d’estar en mode RAD per-
queé agafi el 0,56 com a 0,5 radians.

.
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0,1 0,852167
0,01 -0,875175
0,001

b Déna un valor aproximatlde f(0,5) amb tres xifres decimals.

Per a un valor A molt petit, com ara 107, 107, 107, ..., la taxa mitjana de variacié
(a+ hiz —[(a) és un valor molt proxim a f(a) = }‘im) (a h}z /(@) i, per tant,
-1

per trobar un valor aproximat de f'(a) només cal calcular la taxa mitjana de
variacié pel valor de % escollit, amb & prou petit.

Activitats |

24 a Calcula la taxa mitjana de variacié de la funcié f(») =Inx entre 212+ 10™.
b Calcula un valor aproximat de f%(2) amb tres xifres decimals.

25 a Calculala taxa miana de variaci6 de la funcié f(x) = \/x entre 313 +10™.
b Calcula un valor aproximat de f%(3) amb tres xifres decimals.

@) Calcul grafic

Si tenim grafiques en qué la recta tangent en un punt esta dibuixada, també
es pot trobar graficament la derivada, tenint en compte que f{a) és el pen-
dent de la recta tangent.

Activitat

tangents a la funcié en x=-1, x= 0
ix=2:

-
i

1]

1

L

.. D . )

26 Donada la funcié y = #* i les rectes !
'

)

]

)

L

t

1

a Calcula f(-1), £(0) i f(2).
b Troba l'equacié de la recta tan- r--
genten x= 2, .

Il
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Introduccid a les derivades

(@ Punts d'una funcié en els quals no existeix la derivada de la
funcio .

Activitat

27 a A partir de la grafica segiient, troba f(a) i f(b).
b Intenta ara trobar graficament f%(c), amb quina dificultat topes?
¢ En els punts en qué la funcié f(x) és discontinua, existeix la derivada
de la funcié? Per qué? :

fix)

i . { i

a b ¢ X

A

lRecorda

En els punts d'abscissa x = a en els quals la funcié f(x) és discontinua no existeix

f'a). Per tant, si una funcio f(x) té derivada en x = a, la funci6 és continua en x = a.

f(x}

Activitat

332

28 a Troba graficament f’(1) a partir de la figura de la pagina segiient.
b Troba la grifica de la funcié g(x) = |x* - 1|.
¢ Tres alumnes han intentat calcular graficament la derivada de la fun--
cié g(x) en x =1, 1 han arribat a les conclusions seglients:
Joan: g'(1) =2
OrioL: g'(1) =-2
MaARiA: g’ (1) no existeix

—b—
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Hx)

/Activitat

29 a Digues per a quins valors de I'abscissa no existeix la derivada de la funcié.

334

b Per als valors en qué existeix la derivada de la funcid, calcula’n grafi-
cament el signe.

Relacio entre el signe de la derivada
i la grafica de la funcio

Activitats

30 La il- lustracxo secruent ens mostra com s’ho passa de bé un esquiador.

a En quin d’aquests tres moments li costa més esquiar? Per que?

b Utilitza un regle i perllonga els esquis de I'esquiador en els punts A, B
i C. Quines rectes has obtingut?

€ Si considerem que el perfil de les muntanyes és la grafica d’una fun-
cié, quant val la derivada de la funcié en A? Quin és el signe de la deri-
vada de la funci6 en els punts Ci D?

d Un esquiador fa el recorregut seglient: primer es para en un punt de

derivada zero, després esquia un tram en queé tots els punts tenen derivada .

positiva, fins que arriba a un altre punt de derivada zero. Després esquia un
tram en qué tots els punts sén de derivada negativa fins que arriba a un altre
punt de derivada nula, on es torna a parar. Fes-ne un esbés del recorregut.

-
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31

D’entre les grafiques segtients, identifica aquelles que puguin ser, grafiques
de les funcions, les caracteristiques de les quals donem a continuacié.

a La funcié f{x) compleix f(-2)
per Vorigen de coordenades.

b La funcié g(x) compleix que la seva derivada en qualsevol punt sem-
pre é€s positiva. : :
€ La funcié h(x) compleix que la derivada en qualsevol punt de 'inter-
val (-3, 1) és més gran que zero, i que la derivada en qualsevol punt de
Iinterval (1, 3) és negativa.

d La funcié i(x) compleix que la seva derivada en qualsevol punt és posi-
tiva, excepte en x = 0, que val zero. '

€ La funcié k(x) té un sol punt en qué la derivada val zero. Abans d’a-
quest punt la derivada sempre és més gran que zero, i després sempre és
negativa.

=0, presenta un minim en x = 2 i passa

3k 3}
2k 2L 2
1k 1L 1L
<R A e s
-1 -1l -1t
-2k -2 A -2}
1
73
|
(f (c) > 0 amb ¢ € (a b)) Ia funcio és crelxent en aquest interval.
Sien tots els punts d'un mterval (a ' b) la denvada d’una funmo és negatlva
(f'{c) < O ambce(a,b)la funCIo es decre|xent en aquest mterva!
En els max;ms i els mmlms relatlus Ia derlvada val zéro (f'(c) = Q).
335
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Al llarg d’aquesta unitat has vist que en els maxims i els minims relatius la deri-
vada val zero. Ara bé, no tots els punts en qué la derivada val zero sén maxims
o minims. Per exemple, la funcié de I'apartat d de l'activitat 31 no té cap
maxim ni cap minim relatiu, perd en x= 0 es compleix que la derivada val zero.

Activitats

32 A partir de la grafica de la funcié f(x), completa la taula seglient:

-1

~1,1/2)

(1/2,2)

(2, +e)

0

maxim

33 Resumeix en una taula com I'anterior el comportament de la funcié que
té la grafica segiient:

336
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Funcio derivada
|

Si ara volguéssim trobar les rectes tangents a la funcié f(x) = x* en diferents
punts (per exemple en x=~7, x = 21 i x = 40) hauriem de calcular la deriva-
da de la funcié en cada un d’aquests punts ( f(-7), (21) i /(40)). Bé doncs,
abans de calcular totes aquestes derivades completarem la taula seglient amb
els valors de les derivades de la funcié f(x) = »? per a diferents punts que s"han
calculat a.les activitats 15, 18 i 26, la qual cosa ens permetra trobar una altra
manera de resoldre la qiiestio.

Activitat

34 a A partir de la taula troba una férmula que, sabent el valor de l'abscis-
sa, ens permeti calcular la derivada de la funcxo Sflx).= x* per a aquest
valor de I'abscissa.

b Utilitzant aquesta férmula troba f(-7), f(21) 1f(40)

A Pactivitat anterior has vist que per a la funcié f(x) = x* la funci6 y= 2x asso-
cia cada abscissa x amb la derivada de la funcié en aquest punt. Aquesta fun-
cié s’anomena funcid derivada de f(x) i normalment es representa amb f(x).

Funcié - ‘ _ . Funcid derivada
fl) = o (%) = 2x
Coneéixer la funcié derivada és un métode indirecte molt Gtil a 'hora de cal-

cular la derivada de la funcié €n un punt, En efecte, per calcular f° (a) n’hi ha
prou de seguir el procés seglient:

1 Calcular la funcié derivada S,

2 Substituir la x per a a la férmula de la funcié derivada.

La funcié derivada també es pot utilitzar per trobar un punt de la funcm Sf(x)
en qué la derivada prengui un valor determinat.

Exemple 1

Si volem saber en quin punt la funcié f(x) = x* té una recta tangent que forma
un angle de 45° amb l'eix d’abscisses, n’hi ha prou a buscar el valor de 1'abs-
cissa tal que la derivada en aquest punt val 1. Recorda que el pendent és la
tangent trigonométrica d’aquest angle (tg45° =1).

fx) = 2x x=1= x=1/2 £(1/2) =1

337
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/Activitat
35 Donada la funcié f(x) = x*

a Per a quin valor de I'abscissa la derivada val 16?

b Per a quin valor de I'abscissa la recta tangent té pendent 3?

¢ Per a quin valor de I'abscissa la recta tangent és paral-lela a la recta
y=06x+ 547

d Troba I'equacié de la recta tangent a-la funcié en x = 5.

Recorda

S'anomena funcié derivada d'una funcié f(x) o derivada, la funcid que fa
correspondre a cada abscissa x la derivada de la funcié f(x) en el punt d'abs-
cissa X. La funci6 derivada normalment es representa amb f(x),

‘ ‘ 3 f(x + h) = f(x)

fx) = LITO h

La func’ié derivada s'anomena aixi perqué es troba a partir de la funcié f(x). Es
a dir, deriva de f(x). Aquest fet determina que una funcié i la seva funcié deriva-
da estiguin estretament relacionades. '

La derivada d'una funcié en un punt és un nombre que ens déna el pendent.
de la recta tangent a la funcié en aquest punt, mentre que la funcié derivada
és una funcié que ens déna, per a cada valor de I'abscissa, el pendent de la
recta tangent. Sovint es parla de la derivada sense precisar si és la derivada de
la funcié en un punt o és la funcié derivada; en aquests casos el context és el
que ens indicard quin és el significat que se li déna.

Calcul de la funcio derivada

Per trobar la funcié derivada f'(x) s’ha de calcular’

b0 h

Si substituim A per zero, obtenim la indeterminacié R Per eliminar-la convé
simplificar I’expressié com es veu en 'exemple: ‘

Exemple
Donada la funcié f(x) = %%, calcula f(x). .
v o [ R —flo) L (e )Poat L x4 2kt AP &
S = }.13}) h " }xlino h - }xl-g}) : h
2
o lim 2 g B M 9k ) = 26
h— ) h=-0 L= 0

338
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Activitat , : |
36 a Donada la funcié f(x) = 3x% + 3, calcula f(x). .

b Donada la funcié f(x) = x* + 3x~ 1, calcula f*(x).

¢ Donada la funcié f(x) = " calcula f(x).

El calcul de V'expressié f(x) = }m’
- (

cions pot resultar molt complicat. En els apartats segiients trobarem, per dife-

per a determinades fun-

(x+ k) = f(x)
h

rents métodes, les funcions derivades de les funcions estudiades a les unitats

anteriors i unes regles de derivacié que permeten calcular la funcié derivada
d’una manera més rapida.

Funcié derivada de les funcions de proporcuonahtat
dlrecta i de les funcions afins

Activitats N |

37 a Donada la funcié constant y=4&1un punt qualsevOl'H’abscissa xy, quina
és la recta tangent a la funcié en aquest punt? Quin n’és el pendent?
b Justifica que la funcié derivada de la funcié constant és f'tx) = 0

y

y=

{xg, b}

Pl
(=]
>

38 a Donada la funcié de proporcionalitat f{x) = ax i un punt qualsevol
d’abscissa xy, quina és la recta tangent a la funcié en aquest punt? Qum
n’és el pendent?

y f(x)=ax

f(a) . (xg, axg)

Xo X

339
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b Justifica que la funcié derivada de la funcié de proporcionalitat
f(%) = ax és la funcid f(x) = a.

39 Demostra graficament i analiticament que la funcié derivada de la funcié
afl f(x) = ax +b ésla funcié f(x) = a.

40 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:
y=3 y=2x y=5x+3 y=-0,4x~"7

Recorda

|

fix) = ax flx)=a
fix\=ax+b fix) = a

Regles de derivacio
1

En aquest apartat veurem com trobar la funcié derivada de funcions que sén
el resultat de fer operacions amb altres funcions més senzilles.

(D) Funcié derivada del producte d'un nombre per
una funcio

La derivada de la funcié producte d'un nombre per una funcié és igual al
nombre per la derivada de la funcié. £

(c-f)(x)=c- f’(x)

Per calcular la funcié derivada (¢« f)’(x) s'ha de calcular:

(- lx+h) = (c: [)(x)
- h

lim
h-0

(6 () = tim LD = (NG _

"0 h P

e (flx+B) - flx) _
h

= ¢ lim
k- 1)

[ D= iy

340
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(@ Funcio derivada de la suma i de la diferéncia de funcions

A continuacidé demostrarem que la funcié derivada de la funcié suma és la
suma de les funcions derivades: B

(f+8) (%) =f(x) + g (%)

(f+@'(#) = lim LFQEHH = [+ X)

h=0 h
- Hm.f(xﬂ}- hy + g(x +hh) = [(x) = g(x) _
h=0
e flet ) —flx) | gle+ h) —g(x)
- }.1-% h * h -
= fim HEER=LD 4 gy £EEB2L - i 4 g9

Si prescindim de passos intermedis tenim: (f+ g)’(x) = f(x) + g'(x)

Per demostrar que la derivada de la diferéncia de funcions és la diferéncia de
les funcions derivades, s’ha de seguir el procés anterior, substituint el signe de
la suma pel signe de la resta.

(f--8) () = f1(x) - g'(x)

(3 Funci6 derivada del prodiicte de dues funcions

La funcié derivada del prochicte de dues funcions és la funcié que resulta en
multiplicar la derivada de la primera funcié per la segona funcié sense deri-
var i sumar-i el producte de la derivada de la segona funcié per la primera
funcié sense derivar.

9 (%) =f(x) - g(x) + & (%) - f()

@) Funcié derivada del quocient de dues funcions

La funcié derivada del quocient de dues funcions és igual a la derivada del
numerador pel denominador sense derivar, menys la derivada del denomina-
dor pel numerador sense derivar dividit, tot, pel quadrat del denominador.

(L) o - [+ )~ g () f()
§ (g (x)*

Les regles de la derivacié del producte i del quocient entren en contradicci6
amb una de les idees intuitives que normalment es tenen sobre la derivacid,
Jja que normalment s’espera que la derivada del producte sigui el producte de
derivades i que la derivada del quocient sigui el quocient de derivades.

341
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342

La funcié derivada del producte de funcions i la derivada del quocient de

dues funcions també es poden trobar calculant 1lim (2t h})L_ () , perd

k=0

"demostrar-ho & complicat. Per aixo les demostracions d’aquestes dues regles

de derivaci6 estan proposades com a problemes d'ampliacié.

Recorda ‘ -
‘ € M=c-fi
(f+ gl'(x) = fix} + g'lx)
(f- g)(x) (f-gl{x) = flx) - g'(x)
{f- gx (f- g'ix)= fix) - glx) + g'(x) - f(x)
£ £V o X g - 2K - flx)
[£)w [£]w (g1

Aquestes regles de derivacié, de moment, només les podem aplicar en opera-
cions amb funcions polindmiques de primer i segon grau.

[Exemple

Calcula la funcié derivada de la funcié f(x) = ix: i

N ’hxhaprou dfjﬁterpretar la funcié f(x) com un quocient de funcions i apli-
car la regla de derivacié de la derivada d’un quocient:
(2x+1)" - (Bx+4) - (Bx+4) - Qx+1)

S = (B + 4)°
, 2 (3x+4) =3 - 2x+1)’ -
: Sx) = —— . l
I simplificar: R (3% + 4)*
yoy _ bx+8-6x-3 5
SO =TT T G 4)?

Activitats

41 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:
a f(x) ==bx*+x+3
b g(x) =8x*-7x-12
C h(x) = (8x" ~7x~12) - (-3x?)

42 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:
a f(x) = (=16x%) - (x+ 1)
b g(x) = (8x*+ 3x) - (-3x)
C h(x) = (8x" ~x-1) + (-3x*+ 3x)

.
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43 Calcula la funcié derivada de les funcions seglients:

%*=3 4x% ~5x+1 7x% = 3x
aJm="5 bgl) = AT

Derivada de les funcions polinomiques
i de les funcions racionals.
I

Per derivar les funcions polindmiques i les racionals, a més de les regles de
derivacié de 'apartat anterior necessitem la derivada de la funcid f(x) = x"

Derivada de la funcié f(x) = x"

Activitats
44 a Completa la taula seglient:
f(x) = x f(x) = x! fix)=1=1x°
f(x) = x? flx) = x2 f(x) = 2x = 2x'
fix) = x3 f(x) = x? - x fx)=2x-x+ 1 x%=2x%+ x? = 3x7
f(x) = x* flx) =x3 - x f(x) =
fix) = x5 '
f(x) = x"

b Quina derivada té la funcié f(x) = x"?

45 Calcula la derivada de les funcions seglients:

afi=+« b f=x® ¢ f(®=3¢ dflx)= % 2

Recorda N ‘ ‘ ]
La derivada de la funcié f(x) = x"(amb n un nombre natural) és la funcié f'(x) = nx""*

Conéixer la derivada de la funcié f(x) = x" i les regles de derivacié ens permet
trobar la derivada de les funcions polindmiques i racionals.

Activitats ‘ '
46 Calcula la derivada de les funcions polindmiques seglients: l

a f(x)= -4x° +3x+3
b g(x) =18x" - 7x* 12
C h(x) = (x*=~Tx-12) - (-3x%

343
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47 Calcula la derivada de les funcions racionals seglients:

%"~ 3x —x*=3x+17 - ~Tx" — S
I c kLA N W Ak B Y B(x) = X228
a f( X+ 1 g —2x%+ 2 ¢ () ~x"+8x -5

344

Derivada de les funcions exponencials i logaritmiques
I .

En aquest apartat trobarem les derivades de les funcions exponencials i loga-
ritmiques que s’han treballat a la unitat 4.

(D Derivada de la funcié f(x) = e*

En estudiar les propietats de la funcié f(x) = ¢ a la unitat 4 hem vist la propie-
tat seglient: per a qualsevol punt d’abscissa x = «, la subtangent sempre val 1.
Aquesta propietat permet calcular graficament la derivada de la funcié f(x) = ¢*.

Activitats

48 a Utilitzant el triangle que té per base la subtangent, calcula f¥a).
b Demostra que la derivada de la funcié f(x) = e* és f(x) = ¢*

‘(a, e?)
D oes
flx)=ex X
—p1 ¥
/ a
49 Calcula les derivades de les funcions segtients:
a f)=x'-3¢+1 b g(x)=(x*=3x) - ¢ C h(x) =~

(2 Derivada de la funci6 f(x) = In x

Com que la funcié f(x) = In x és la inversa de la funcié g(x) = ¢% la propietat
que la subtangent sempre val 1 es trasllada a la funcié logaritmica de la mane-
ra seglient:

——
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f(x} = In x

(a, ina)

a X

Activitats , |
50 a Utilitzant el triangle ABC de la figura anterior calcula f(a).
b Demostra que la derivada de la funcié f(x) =In x és f(x) = —1—-
X

51 Calcula les derivades de les funcions segiients:

a f(x) =—2x"~1n x+12 c h(x): 1
In x

b g(x) = (x*-Inx) & d z'(x)=——ef—t—3—x—-—
Inx -

(3 Derivada de la funcié f(x) = log.x

En estudiar la familia de les funcions logaritmiques, hem observat que totes

sén el resultat de fer una dilatacié a la funcié f(x) = Inx. Es a dir, que qualse-

vol funcié logaritmica compleix log,x = k - In x. Per tant, la funcié derivada

de la funci6 f(x) =log,x sera:

)=k (Inw' =h—=-X
' x

XI»—A

. : . . P ' , 1
Ara bé, en estudiar el canvi de base, hem vist que % és igual alog, ¢ o hé —
na

Per tant:

(loga x), = 1_ogxa—e o} bé (log,, x)’ =

xln a

Aquestes dues expressions de la funcié derivada, s’utilitzen indistintament.

Activitat . A |
52 Calcula les derivades de les funcions seglients:
a f(x) =—x"—logs x + 12 ¢ h(x) = 28X
In x
b gx)=(x*~Inwn) logsx -~ di(x)= le__'l*_lggi
nx
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Crédit 3 [Unitat’ i Introduccid a les derivades

@) Derivada de la funcié f(x) = a*

Quan hem estudiat les propietats de la funcié exponencial de base « a la uni-
tat 4, hem vist la propietat segiient: per a qualsevol punt de la grafica de la
funcié, la subtangent sempre val el mateix nombre k.

) e

_jActivitat

53 a Udlitzant el triangle de base k, calcula f’(¢).
b Demostra que la funcié derivada de la funcié exponencial de base a és
la funcié f'(x) = -L—;—.
4

Per tenir completament determinada la derivada de la funcié exponencial de
base @, només cal saber el valor de k. Aquest valor es pot calcular utilitzant el
fet que la funcié exponencial de base @ té per inversa la funcié f{x) = log, x.

Y

ﬂx) = IOga X
{c,log,c}

1
]
I
'
'
'
)
)
t

c
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Credit 3

Introduccié a les derivades

Activitat |

54 a Explica per qué el segment BC té la mateixa longitud & que la subtan-
gent de la funcié exponencial de base a.

. 1 -
i 1 f X)) = ——, = . i

b Utilitzant el fet que (log_ x) oo demostra que k na

Un cop sabem que k= lria , tenim:
o a_x_ _x _1_ — %,
(a*)' = . a Pl a*+Ina

Activitat _ |
55 Calcula les derivades de les funcions seglients:

a f(x) = 4"~ logs x + 27 c h(x)=—19§xg—x-

b g(x) = (5*~Inx) - logyy d i(x) = ?-@‘—‘;ﬁgﬂ
Recorda

f(x) = e fix) = e*

fix) = a* S fix) = a*-Ina

fd=lx . | flx) = L
X

fix) = log, x fix) = _lggxa_e_ obé flx) =

xlna

En aquest apartat trobarem les derivades de les funcions trigonométriques
que s’han treballat a la unitat 5.

Derivada de la funcid f(x) = sinx
El calcul de la derivada de la funci6 sinus a partir del limit

. sin (x + &) - sin x
lim
50 h
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Crédit 3 |Unitat 8 !Introducci6 a les derivades

€és una mica complicat. Per aquest motiu, en aquest curs ens limitarem a
donar una justificacié intuitiva de les férmules de les derivades de les funcions
sinus i cosinus.

Per trobar la funcié derivada de la funcié sinus utlitzarem un graficador de
funcions. Per a un valor 4 molt petit, com ara 107% 107, 107%... 1a funcié taxa
mitjana de variacié entre xi x + &

sin (x+ h) —sinx
h

€s una funcié que és quasi igual que la funcié derivada

, . sin (x + h) —sinx
=1
J1#) /.lino h

i, per tant, per trobar una funcié que tingui la grafica quasi igual que la fun-
ci6é derivada, només cal representar en un graficador de funcions la funcié
taxa mitjana de variacié entre xi x+ h per a un valor de % petit.

Per exemple, si en un graficador representem la funcié taxa mitjana de varia-
ci6 de la funcié f(x) =sin xentre xi x + 0;5, obtenim la grafica 1 (blava); si és
entre xi x + 0,1, obtenim la glléﬁcil 2 (verda); entre x1 x + 0,01, obtenim Ja
grafica 3 (vermella); i per a qualsevol valor de A més petit que 0,01, tornem a
optenir la grafica 3.

T ) 4
o 3.333333

Finestra

« Ty o
Eixos -

"+ Zoom -

- Escala

Netejar

-4

-3.33333 -

Xf"
Jae

» fi{x} -

f

f(x) :

Desfer

y = flx} = (sin(x+0,0;} - sin{x)}/0,01 f
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Introduccié a les derivades Creédit 3

sin(x + 0,5) - sinx
0,5

Grafica 1 {color blau)

sin{x + 0,1) - sinx
0,1

Grafica 2 (color verd)

sin(x + 0,01) - sinx

0.01 Grafica 3 (color vermell}

Torna a sortir la grafica 3

sin(x + h) - sinx
h (amb < 0,01) {color vermell)

Per tant, podem suposar que la grafica de Ia funcié derivada de la funcié sinus
és la grafica de color vermell (grafica 3). Si podem trobar la férmula de la fun-
ci6 que té per grafica la grafica 3, haurem trobat la férmula de la funcié deri-
vada de la funcié sinus.

Si observem la grafica de color vermell i recordem el que hem vist a la unitat 5
sobre les grafiques de les funcions trigonomeétriques, tot fa pensar que la gra-
fica de color vermell és la funcié cosinus. Per confirmar aquesta suposicié
només cal representar amb el mateix graficador la funcié cosinus i observar
que torna a sortir la grafica de color vermell

i

Derlvada de les funcions f(x) = cos X, f(x)= tg x i f{x) = cotgx
Recorda

Activitats i
56 a A partir de la grafica de la funcié f(x) = sinx, dibuixa la grifica de la
funcié f(x) = —sin .
b En un graficador hem representat la funcié taxa mitjana de variaci6 de
la funcié y = cos x entre xi x + 0,001, i hem obtingut la grafica segtent:

; . ; T preeny——— [essspessepmmsapmmmapawan prmmepe-mepevmvqemesqo=-

' ' ' t ' 1 ' [} ' 1 ' ] 1 ' 1

} ' : : : 1 ¢ [} [ 1 : | : v :

' ' ] | ¢ '

L i [l [} Il ' ] i ' ] L}
S Bt suol SULEY SESRI S NS dennnt._COs(x+0,001}cos(x) L Attt SESE SRS IS

1 ] ] ' ' '

' ' ' ] ' ' ' 1 \ ' ] '

' ' ‘ ) ' ' ' s O'QOI ' 1 ' t ' i

s Levcwbvanad oeoadaaaad ) $ 1 ) ! 3 -4 edacnadaas
mevmbemeat $ R ERbt RO ET P RLE LRt EE LT EE T 1

] 1 ] [} ' 1 1 3 ' 1 1 : 1 1

3 1 ' L] 1 1 1 ' 1 ] ! i ’ )

1 ] P ) H 1 1 ] 1 ) ' ' 1 '

1 1 ] L) ] 1 t t ] ] ) [} I t

v v ¥ i T 1 i ¥ T T T T T T

] ) 1 1 1 3 ‘ ] 1 ' 1 ' 3 i

i 1 1 t 1 1 ] 1 ] 1 ] ] ' ¢

+ 1 : : -1 1 1 1 ] 1 : : | :

1 X ' s 1 ! !

- AEETRE PEETE EEETE SEELS ETEIN LR R LAt LT P cOr R EE T

1 i 1 * | v ] ) [ 1 ] ] ' ' 1

] 1 i ] 1 ] ' 1 ] 1 1 ] 1 ¢ '

1 1 1 i i + : 1 [ i i ] 1 ' 1
[FUDIY REPVDIF SRS [P SIPIPIY JUSUGUpI: PORpUS! PUUPUUN: SUPRIDS: PRV PRURVIN SPRRPN JPROUSt SRS JUPUPN SRR N

Un alumne diu que la derivada de la funcié f(x) = cosx & la funcid
f(x) = —sinx. Estds d’acord amb aquesta afirmacié? Per qué?
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Crédit 3 [Unitat 8. Introduccid a les derivades

sin x
cosx
calcula la derivada de la funcié tg x i simplifica el resultat. Fixa't que po-
den sortir dos resultats equivalents.

57 Udlitzant la regla de la derivada d’un quocient i el fet que tgx=

cosx -
sinx
calcula la derivada de la funcié cotg x i simplifica el resultat, Fixa't que
poden sortir dos resultats equivalents.

58 Utilitzant la regla de la derivada d'un quocient i el fet que cotgx=

59 Calcula la derivada de les funcions seglents:

a f(x) =3x" + cos x d i(x) = (* +tgx) - e
- 3 . _ . - e x
b g(x) =3x"+sin x—cosx e j(x) ——D—sinx
C h(x) =(x"+cosx) -sinx f kix - —cotgx
. cos x + 4x
Recorda

fix) = sinx f(x) = cos x

f(x} = cosx fx) = -sinx _
= e l‘l" ! = ] ‘ : ! = 2
: £x) = tg x flx) = — obé flx)=1+tg°x
flx)'= cotgx fix) = -1 obé f{x) =-1-cotg’x
sin®x

350

IDerivada de la funcié f(x) = x”"

En aquest apartat veurem com la regla que hem obtingut per derivar la fun-
cié f(x) = x™ amb n un nombre natural també és valida quan I’exponent és-
una fraccié. .

(D) Derivada de la funcié f(x) = V/x

Aquesta funcié derivada es pot calcular a partir de la derivada de la funcié

producte. ‘
(Va)'=x & Ve Vi =z

D
3
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Introduccié a les derivades

Crédit 3

Si calculem la derivada dels dos costats de la igualtat tenim:

(V- V)= (o
(V) Ve + Ve - (Va)'=1
2 (V) Va=1 ‘
) 1 =
Vo) v

Si escrivim el resultat anterior en forma de poténcia d’exponent fraccionari
tenim:
A
x 2

Activitat |
60 Creus que la férmula (x")’ = n #*~! continua sent valida pera n=1/2?

raf—

1
=5

(2 Derivada de la funcié f(x) = \/x™

A P'activitat anterior has comprovat que la férmula (x")’ = 7 ™~! és valida quan
n=1/2. En el curs vinent veuras que aquesta férmula és certa per a qualsevol
valor de I'exponent. Ara ens limitarem a utilitzar-la per calcular la funcié deri-

m .,

vada de la funcié y = \"/;

Exemple

() Derivada de la funcié f(x) = x™

Exemple

Activitat v |

61 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:
T
a y="& b y=5.V& ¢ y= L V&
sin x
12 1 ) 4
d y=—t— e y=— fy==

In x x x

351
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Crédit 3 troduccio a les derivades
El procediment per trobar la recta tangent a la grafica d'una funcié f(x) en
x=a és el seglient: N
b fla)
@
1 Buscar f*(a), que és el pendent m
de la recta tangent, de la manera
seglent:
1.1 Calcular la funcié derivada
f(x).
1.2 Substituir x per a en la f6r-
mula de la funcié derivada.
2 Buscar la segona coordenada del
punt de tangéncia (e, f(«a)) subs-
tituint x per a en la férmula de la
funcié.
3 Trobar = sabent que la recta tan-
gent passa pel punt de tangéncia. ;
&
Activitats
62 a Troba I’equaci6 de la recta tangent a la funcié y = »* en el punt d’abs-
cissa x = 1.
b Troba I'’equacié de la recta normal a la funcié en x = 1. La recta nor-
mal és la perpendicular a la recta tangent.
63 Troba l'equaci6 de la recta tangent i de la normal a la funcié y=sin x en
el punt d’abscissa x = %
64 Troba I’equacié de la recta tangent i la de la normal a la funcié y=1In x
en el punt d'abscissa x = e.
352
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Introduccié a les derivades - Unitat 8 | Cradit 3

Per practicar més
I

1 Donada la funcié f(x), troba: !

A
a La variaci6 de la funcié entre -2 1 0. ’ . '
. . . . . !
b Un nombre a tal que la variacié entre « i 1 sigui zero. ===~
t
¢ La taxa mitjana de variacié de la funcié entre x=-11 |
-' -----
x=2,

w
[P .

3

]

1

'
R e

¢

€

il

1

PRI SR S

2 Quina de les expressions seglients representa el pendent
de la recta secant que passa pels punts P (4, f(—4)) 1 Q
(-8, f(-3)) de la figura?

Q[ p [RS8 B-(4)
f=4) -3 -(-4) S=3) = f(-4)

d Cap de les anteriors. R

N
w

P SO A SO SN I A
=
E

B et Bt L e e P e T
—

[l A ¥
1 '

3 Donada la funcié f(x) = x* + 2x— 3, calcula:
a La taxa mitjana de variacié de la funcié entre x=11 x= 3.
b El pendent de la recta secant que passa pels punts (1, (1)) i (3, f(3)).
¢ L’equaci6 de la recta secant que passa pels punts (1, f(1)) i (3, f(3)).

4 Sabent que d(t) = 5¢* + 3t — 1 ens déna 'espai recorregut per un mobil
al cap de ¢ segons, troba la velocitat instantinia en t=21i t=4s.

5 Donada la funcié f(x) = 2x* + x + 3, calcula () i f(4).

6 Donada la funcié f(x) = -2 + 3x— 5, calcula:
a f1(3)

b L’equacié de la recta tangent en x = 3.

7 Troba en quin punt de la paribola f(x) = 4x* + 5 la recta tangent té pen-
dent 8.

353
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“ntroduccio a les derivades

354

8 Donada la funcié f(x) = x* + 3x + 1:

a Per a quin valor de I'abscissa la derivada val 20?
b Per a quin valor de I'abscissa la recta tangent té pendent 5?

¢ Per a quin valor de I'abscissa la recta tangent és paral-lela a la recta
y=10x + 54?

9 Determina una funcié polinomica de segon grau, sabent que la grafica
passa pel punt (3, 4), i que el pendent de la recta tangent en el punt
(=1, 1) val 1.

10 Donada la corba d’equacié y = 3x° - 5 i la recta y = 4x + b, troba el valor
de b perqueé la recta sigui tangent a la corba. Determina també el punt de
tangéncia.

11 En quin punt la funcié f(x) = x* + 3 té una recta tangent que forma un
angle de 60° amb I'eix d’abscisses?

12 Troba I'equacié de la recta tafxgent a la funcié f(x) = —«* + 3x+ 3 en el
punt d’abscissa x = 1.

x-1

13 Donada la funcié f(aé) = , calcula f(1) 1 f(4).

14 En llancar una pedra enlaire verticalment a
una velocitat inicial de 12 m/s, l'altura en
metres que assoleix al cap de ¢ segons és dona-
da per la férmula d(t) = 12¢ - 5¢%

a En quin instant la velocitat de la pedra sera
0m/s? )

b En quin instant la velocitat de la pedra sera.
1,2 m/s?

¢ Troba la férmula que déna la velocitat ins-
tantinia en funcié del temps.

15 a Troba l'equacié de la tangent a la corba
de la funcié f(x) = logs x en el punt d’'abscissa
x=b, :

b Troba l'equacié de la tangent a la corba-
de la funcié f(x) = cosx en el punt d’abscissa
x=7/2.
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Crédit 3 |Unitat 8 Introduccié a les derivades

18 Calcula la funcié derivada de les funcions segtients:

a f(x) =-5x*+2x+3 - d i(x):-ﬁff—;il

b g(x) = (8x"’-5x-12) . (—4x2) e ](x) - x—Inx

X

x* -3

c h(x)=x.2+3 f k(x)=x"—-3¢ +sinx

19 Calcula la funcié derivada de les funcions segtients:

5-logx

=_ 6 AN o
a f(x) =-6x"~Inx+2 g h(x) 9 Inx
b g(x) = (' ~Inx) - (¢*+ V) h i(x) = 201087 %
Inx—2x
2 . x
¢ h(x) = x i’j(x)=26 +l?gux
In x 9°
d h(z) =23 i k(x) =5"—logs x+ Vx
Inx-~2x
e i(x) =—42" ~ logy x + sin x k g(x) = (5"—1Inx) - logi #

f gl =(x'~Inx) - (logsx+2) | zz(x)='*4’1085—,x

20 Calcula la funcié derivada de les funcions seglients:

a f(x) = (x"-37 - 2¢" b g(x) =3x"+tgx

356
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Introduccié a les derivades  Unitat 8 | Credit 3

c h(x)=3x3+231nx—co'sx g y=\7/;’
d i(x) = (x* + cosx) - cotgx hy=5.‘r’x4
. . /2
i(x) =4 (2x" + tgx) i y=
- cosx
f k( ) COtg x j y:: ex. ﬁxl‘z
sinx - ' logx

|Per saber-ne meés
|

(D Per pensar una mica més

21 Un diposit d’aigua té forma cilindrica amb unes dimensions d'1 m de
radii 4 m d’altura. Troba la taxa mitjana de variacié entre dos nivells d’al-
tura qualssevol.

22 Suposem que l'altura % (t) d'un projectil, tisegé‘ns després de ser llangat
a una velocitat inicial de 30 m/s, menyspreant la friccié de I'aire i la varia-
ci6 de la gravetat, és donada per la funcié h(¢) = 30t - 5¢%

a Calcula la velocitat del projectil en un instant ¢ qualsevol.
b Calcula en quin o en quins instants la velocitat s’anul-la.
€ A quina velocitat torna 2 la Terra?

23 El desplacament de dos cossos que es mouen en una mateixa direccié
respecte d'un origen O és donat, en funcié del temps, per les equacions:

di() =100+ 5t dy(2) =_;_ e

A quina velocitat s’allunyaran I'un de I'altre un cop s’hagin trobat?

24 a Troba l'equacié de la tangent a la corba y = In x en el punt d'intersec-
ci6é amb 1’eix d’abscisses. .
b Fes el mateix per a P(x) = (x— 1) (x—2) (x—4).

25 La corba y = ax® + bx + ¢ passa pel punt (1, 3) i és tangent en l'origen a
la bisectriu del primer quadrant. Determina a, b1i .

26 Troba I'’equacié d’una funcié quadratica sabent que:

1 Passa pel punt (0, 3).
2 f(0) =

3 Té un maxim en x= 1. .

357
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Credit 3 |Unitat 8. Introduccid a les derivades

27 L'agulla d'un tocadiscos antic té una seccié parabolica com la que s’indi-
ca a la figura. Expressada en décimes de mil-limetre, la funcié que ens
déna aquesta seccid és f(x) = 4x”. Si el solc del disc té la forma de V; tal
com es veu en la figura, de manera que els costats sén dues rectes de pen-
dentsigualsa 1,5 i -1,5, respectivament, troba els punts on ’agulla fara
contacte amb el solc.

y

s v e e
28 a Representa la funcié f(x) = | x|. ,
b Per a quin valor no existeix la derivada? Pex qué?
¢ Calcula I'equacié de la recta tangent a la funcié en el punt d’abscissa

=-3.

% six<0

29 Determina per a quin valor de I'abscissa, la funcié  f(x) = 9x+1 six>0

no té derivada.

30 Calcula les derivades de les funcions seglents:

_ 4V _ 5 VA"

ay + (cosx) - Inx c -
log x ' sin x
. 5 S, » 2-—
by=(3'\/§) (- 2x+3) d yodr log s 2
sin x In %

31 Sabentque la funcié derivada d'una funcféf(x) és f(x) =2x+ B, troba f(x).

358
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Introduccié a les derivades - Unitat 8| Credit 3

32 Una de les dues funcions de les grafiques se-
glients és la funcié f(x) = x* - x.

..............

J PR R

a Identifica quina de les dues grafiques és la
de la funcié f(x) = x* - x. f
b Comprova sil'altra grafica correspon a f(x). + """

-
]
'
]
]
1

.

no

B o et T R

E-N

33 Creus que la funcié g(x) és la funcié derivada
de la funcié f(x)? Per que?

i il Sttt bl
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1
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34 ElI cost total ocasionat per la pvroduccic’) de 7 articles mensuals en una
fabrica petita és donat per: ~
f(n) =9.000 + 700n - n*/100

a Calcula f(26) - f(25).
b Calcula f%(25) i compara’l amb el resultat anterior.

De f'(n), se’'n diu cost marginal, i & aproximadament la quantitat que aug-
menta el cost total si la produccié s’incrementa una unitat. Troba'l quan
n=181quan » = 35. :

(2) Derivada de la funcié producte i de la funcié quocient

Recorda bé que la derivada d'un producte no és el producte de derivades.
L'activitat seglient permet demostrar la férmula de la derivada del producte
de dues funcions.

35 Considera les funcions f(x), g(x) i (f+ g)(x). Demostra que si f(x) i g()
sOn derivables en x = a, llavors (f - g)(x) també és derivable en aquest
punti (f+ @' (a) = f(a) - g(a) + g{a) * f(a).

Per aixd:
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a Escriu la taxa mitjana de variacié de (f- g)(x) entre ai x=a+ A

b Comprova que: :

fla+h) “gla+ h) - fla) - gla) =fla+h) - gla+h) —1(a) - gla+h) +

+ fla) - gla+h) - f(a) - g(a) '

¢ Utilitza I'apartat anterior i fes les transformacions que calguin fins a acon-
seguir separar la taxa mitjana de variacié de (f- g)(x) entre ai x=a+ A,
en una suma de dues fraccions, en una de les quals hi hagi la taxa mitja-
na de variacié de f(x) i en l'altra la de g(x).

d Calcula (f- @)’ (a) aplicant les propietats dels limits i Ja definici6 de fun-
cié continua en un punt.

La derivada d’un quocient no és el quocient de derivades. Les dues activitats
seglients permeten demostrar la férmula de la derivada del quocient de dues
funcions.

: -, Ny o _—
36 a Calcula la taxa mitjana de variacié de la funcié -(—)— entre aia+ h

b Trasforma 1'expressié de 'apartat anterior fins a arribar a I’expressié
seglient:

fla+ b) -f(a) 1
h fla+h) - fla)

¢ Aplicant les propietats dels limits i la definicié de funcis continua en un
punt demostra:

1Y =f®)
f& ()

d Per qué creus que hem d'exigir que f(a) # 0?

37 Utilitzant el fet que (-éé

1 ) PR
(%) = flx) - %—(7)—, la regla de la derivacié d'un
producte i e} resultat de 'activitat anterior, demostra que:

[+ () = L0 g /() - ()

gl (g(x))?




[
I
i
?

£

C3 u2

21/7/97 14:24 Pégina 361 $

"Unitat 8| Creadit 3

Introduccid a les derivades

(3 Derivades de les funcions exponencials i logaritmiques

A la unitat 4 hem vist que les funcions exponencials de base « presenten la
propietat seglient: per a qualsevol punt de la grafica de la funcié, la subtan-
gent sempre val el mateix nombre k. Aquesta propietat, juntament amb el fet
que la funcié exponencial i la logaritmica s6n inverses 'una de ’altra, ens ha
permés calcular graficament la derivada de les funcions exponencials i loga-
ritmiques.

Un altre cami per trobar les funcions derivades de les funcions exponencials
i logaritmiques és:

1 Calcular la derivada de la funcié f(x) = In x a partir del calcul del limit
lim In (x+A) —In x
B0 _ h

2 Utilitzant el fet que f(x) = In x és la funcié inversa de f(x) = ¢"i que
S(x) = 1/x demostrar que la funcid f(x) = ¢* té la propietat segliient: per
a qualsevol punt d’abscissa x = a, la subtangent sempre val 1.

3 Calcular la derivada de la funcié f(x) = e~ }
4 Calcular la derivada de la funcié f(x) = log, x utilitzant el fet que qual-
sevol funcié logaritmica compleix log, x=% - In x.

5 Utilitzant el fet que f(x) = log, x és la funcié inversa de f(x) = a*i que
(log, x)' = JM, demostrar que la funcié f(x) = a* té la propietat

seglient: per a qualsevol purt d'abscissa x = a, la subtangent sempre val
log, e

6 Calcular la derivada de la funcié f(x) = a

A continuacié desenvoluparem el primer pas:

von s (x+RB) =flx) .. In(x+h)-Inx _
e =g, LB -y Inleefhoin,
1 x+h
= lim ad =i ln( )h—ln Iim <]+——)h-—
50 h b0 k=30

~1In lim (1 ' %)T +=In lim [(1 .

A=t X

x]l_
T ¥=
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Autoavaluacio
|

1 Donada la funcié f(#) troba:

a Lavariacié de la funcié entre 0 i 2.
b Un nombre a tal que la variacié entre-0 i a sigui zero.
€ La taxa mitjana de variacié de la funcié entre x=01 x= 2.
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2 Donada la funcié f(x) = 2x* + x - 1, calcula:

a La taxa mitjana de variacié de la funcié entre x=11 x= 3.
b El pendent de la recta secant que passa pels punts (1, f(1)) i (3, f(3)).
¢ L’equacié de la recta secant que passa pels punts (1, f(1)) i (3, f(3)).

3  Sabent que d(t) = 10¢% + 3t— 5 ens déna I'espai recorregut per un mobil
al cap de tsegons, troba la velocitat instantania en t=31it=5s.

4 Donadala funcié f(x) = —x" + x—1, calcula £1(2) i1'equacié de la recta tan-
genten x= 2,

5 Donada la funcié f(x) = 2x* + x + 3:

a Per a quin valor de I'abscissa la derivada val 25?

b Per a quin valor de I'abscissa la recta tangent té pendent 5?

€ Per a quin valor de I'abscissa ]a recta tangent és paral-lela a la recta
y=15x+ 104?
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6 Calcula graficament, si és possible, la derivada de la funci6 f(x) en els

punts d’abscisses a, b, c,d, e, f i g.
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7 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:

a f(x)=-8x"+12x+4

C (~4x? + 4)

b g(x) = (8x" ~5x-12)

9x% -8

C h{x) =

_ -3t
x% + 2x
2x —

d i(n)

In x

e j(x) =

r
on
&
+
®
O
2]
1

f k(x) =«°

8 Calcula la funcié derivada de les funcions segiients:

log x
In x
f k(x)=(x*-3%

e j(x)=

a f(x) =—6x"—In x+\/;

b g(x) = (x*~logs ) V&

- 2¢"

X
2+1Inx

g I(x) =3x" + cotgx

C hix) =

d i(x) =-4x"~log; x +sin x

5x® + 2tg x — cos x

h m(x)
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