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120 Dindmica de la estructura temporal de tipos de interés

a través de factores cuyas ecuaciones diferenciales estocasticas tienen pardmetros
dependientes del tiempo, de manera que éstos se calibran para que el modelo se
ajuste a la estructura temporal actual. Ambos tienen la ventaja de replicar, perfec-
tamente, la estructura temporal de tipos de interés inicial. Sin embargo, esta ventaja
se vuelve desventaja cuando se considera que la estructura temporal actual debe ser
estimada, ya que no se posee informacién de todos los tipos de interés de todos los
vencimientos. De esta forma, estos modelos consistentes requieren de métodos de

interpolacién para estimar rendimientos de bonos que no se negocian en el mercado.

Por otra parte, estos modelos consistentes se basan en la hipdtesis de que no
existen oportunidades de arbitraje en la estructura temporal actual y esta hipétesis
es cuestionable?”. Asi, la metodologia de estos modelos consistentes no detecta la
existencia de oportunidades de arbitraje y puede llevar a una infravaloracién de

ciertos activos derivados.?®

2.4 Teoria de las expectativas

En la estructura temporal de tipos de interés estan implicitas las expectativas sobre
los tipos de interés futuros. La teoria de las expectativas recoge esta idea y en su

formulacién més pura afirma que el perfil de los tipos forward refleja, exactamente,

2"Cornell y Shapiro (1989) demuestran empiricamente la presencia de arbitraje en bonos
del Tesoro del gobierno inglés debido, aparentemente, al comportamiento: de ciertos inversores

japoneses.
BFernandez Navas (1998) demuestra empiricamente que los modelos consistentes replican mejor

que los no consistentes los precios de los bonos, pero, sin embargo, valoran peor ciertos activos
derivados. En concreto, los dos modelos unifactoriales no consistentes mas populares, Vasicek
(1977) y Cox, Ingersoll y Ross (1985) los compara con e] modelo consistentes de Hull y White
(1990) en la valoracién de bonos, opciones sobre bonos, caps sobre tipos de interés y swaptions,

para el mercado espaifiol.
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las expectativas sobre los futuros tipos de interés a corto plazo

£(t, T) = Bfr(T)]. (2.29)

Ademas, y en un contexto de total certidumbre, los futuros tipos de interés
a corto plazo esperados tienen una influencia directa sobre los tipos de interés al
contado a largo plazo, existentes en un momento dado, dada la relacién entre los

tipos a largo plazo v los tipos forward.

En este contexto de certidumbre, la funcién de descuento P(¢,T') aplicable en ¢
para un plazo 7 = T — ¢, y el tipo de interés al contado vigente en ¢ para un plazo

T, se relacionan a través de:

P(t,T) = exp{—R(t,T)(T — t)} (2.30)

y la relacién de esta funcién de descuento con el tipo de interés instanténeo forward,

viene dada por:

P(t,T) = exp{— /t " b, 8)ds) (2.31)

Asi, se deduce:

R(t,T) = -T—}—_t / " b, 5)ds

que el tipo de interés al contado para un plazo 7 se puede concebir como una especie
de media de los tipos de interés instantaneos forward prevalecientes para ese plazo.
De esta forma y segiin la formulacién pura de la hipdtesis de las expectativas, si
en la anterior expresidn se sustituyen los tipos forward por los tipos de interés al

-
contado esperados para los periodos sucesivos hasta T, el tipo de interés al contado
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para un plazo 7 es resultado de las expectativas sobre los futuros tipos de interés a

corto plazo esperados.

Sin embargo, la relajacién de la hipétesis de plena certidumbre en cuanto a los
tipos de interés futuros da lugar a las diferentes versiones de la hipétesis de las
expectativas. A continucacién se formalizan las distintas versiones de la hipdtesis

de las expectativas en su forma pura, es decir, en ausencia de primas de riesgo (Cox,

Ingersoll y Ross (1981), pp.774-777).

1. Teoria pura de las expectativas insesgadas (Unbiased exzpectations hy-
pothesis), asume que los tipos forward son iguales a los tipos de interés a corto

plazo esperados para el futuro

f(t, T) = E¢[r(T))] (2.32)

es decir, esta versién considera que los tipos de interés forward son estimadores
insesgados de los tipos de interés futuros. Dada la definicién de los tipos de
interés forward instanténeos en funcién del precio de la obligacién cupén cero

libre de riesgo de insolvencia, la anterior relacién se puede expresar

__3P,(t.T)

Ty = BT (233)

Se ha utilizado el subindice u, P,(t, T'), para denotar que es la estructura de

precios implicita en esta versién de la hipétesis de las expectativas.

2. Teoria local de la hipdtesis de las expectativas (Local ezpectations hy-
pothesis), establece que el rendimiento instantineo esperado en ¢ para una

obligacién con vencimiento en T, coincide con el tipo de interés instantineo
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actual

3P (t,T)

E }ﬁ—fjj' =T(t) (234)

Ya que r(t) es una variable cierta y conocida y la eleccidén del vencimiento
de la obligacién es arbitraria, la anterior relacién implica la igualdad en-
tre los rendimientos instantaneos esperados de las obligaciones de todos los

vencimientos.

En este caso P(t,T) denota la estructura de precios relativa a la versién local

de la hipétesis de las expectativas.

3. Hipétesis de rendimientos al vencimiento (Returns to maturity hypothe-
sis), establece la igualdad entre los rendimientos de dos estrategias de inversién
alternativas. Los activos financieros con distintos plazos de amortizacién son
perfectamente sustitutivos y asi, se obtiene el mismo rendimiento ante una
obligacién con vencimiento en 7', que ante la posibilidad de ir realizando fu-

turas reinversiones en cada instante®

73:(:"—1,—) =E [eXp /tT r(s)ds] (2.35)

Es decir, el rendimiento de mantener la obligacién cupdn cero que vence en T'

298¢ respeta en este apartado la formulacién de Cox, Ingersoll y Ross (1981), pero la anterior

relacién en la nomenclatura que se viene utilizando en esta teis doctoral, se podria expresar

T
-IB;(tL,’IT) =E [exp-/2 I, s)ds}

ya que estos tipos instantdneos, excepto el del instante de observacién, son todos tipos forwaerd.
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hasta su vencimiento es igual al rendimiento esperado para la serie de obliga-

ciones que vencen en cada instante a lo largo de este plazo.

En este caso, la funcién P(t, T') se expresa P,(t,T), para indicar que los
precios deducidos a través de esta relacién son los implicitos a la hipStesis de

rendimientos al vencimiento.

4. Hipdtesis de tantos al vencimiento ( Yields to maturity hypothesis)

—InB,(t,T) = E [Ti_—t I r(s)ds] (2:36)

El tanto de interés al contado en t para un plazo 7 es equivalente a la serie de
tantos de interés esperados para los sucesivos plazos instantineos de todo el

horizonte 7.

Sien esta expresidn se derivan ambos lados de la igualdad respecto al vencimiento

T, se llega a:

__8P(t,T)
L = E;[r(T)]

P(t,T)
y, por tanto, esta ltima relacién coincide con la formulacién de la hipdtesis
pura de las expectativas insesgadas. Por ello, en adelante, slo se consideraran
las tres primeras formulaciones de la hipStesis de las expectativas, ya que como
se ha podido comprobar, la (ltima versién presentada coincide con la hipétesis

pura de las expectativas insesgadas.

Resulta ficil demostrar que bajo un ambiente de total certidumbre todas las

versiones de la hipdtesis de las expectativas son equivalentes. Ahora bien, y como
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se verd a continuacién, cuando se relaja esta hipdtesis las diferentes versiones son

incompatibles entre si.

Las distintas formulaciones de la teorfa de las expectativas son inconsistentes
entre si, ya que en el mercado sélo se observa un conjunto de precios para las obli-
gaciones cupén cero libres de riesgo de insolvencia. Por lo tanto, sélo se puede dar
una de estas versiones para un mercado particular, porque segin la desigualdad de
Jensen, que sera enunciada a continuacién, cada una de ellas implica una estruc-
tura de precios diferente. En el contexto de estas teorias, las diferentes estructuras
de precios son debidas a la aleatoriedad de los tipos de interés futuros y quedan

caracterizadas por la desigualdad de Jensen.

La desigualdad de Jensen®® afirma:

sl ¢ es una variable aleatoria
~— Efg(z)] > g (E[2])

y 9(z) es una funcién estrictamente convexa de z

¥, por otra parte

sl £ es una variable aleatoria
— Elg(z)] < g (E[])

y g(z) es una funcién estrictamente céncava de =

La estructura de precios que se deriva para cada una de estas versiones de la

hipétesis de las expectativas es la siguiente:

1. Teoria pura de las expectativas insesgadas:

_9Pu(tT)

?,;({%)— = Ey[r(T)]

30Anderson, N. et. al. (1996), pp.173-174.
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integrando ambos lados de la igualdad

T BPuit,s T
— s —
Boria /t E,[r(s)]ds

T
InP,(¢,T) — InPy(t, t) = — /t E,[r(s)]ds
T
InP,(¢,T) = — /t E,[r(s)]ds

Py(t,T) = e~ Ji Belrtolls

P(t,T) = exp {—Et [ /t ! r(s)ds]} (2.37)

2. Teoria local de la hipdtesis de las expectativas

3P18t!t .T)
. [Pz(t, T)] =)

integrando la anterior expresién

T QPIB!S,T! T
E A PI(S,T)dS =/t r(s)ds

T
E[nP(T, T) — InP(t, T)] = /t r(s)ds

E[-InP(t, T)] = / " ()ds

t

| P(4,T)=E [exp {~ ft Tr(s)ds}] (2.38)
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3. Hipétesis de rendimientos al vencimiento

F,.(—tl,_TS —E [exp Ji ’ r(s)ds}

1

B, 1= E [exp T r(s)ds]

(2.39)

Dada la estructura de precios deducida para cada version de la hipétesis de las

expectativas, la desigualdad de Jensen lleva a la siguiente relacién

B(t,T) > P,(t,T) > P.(t,T) ¥t<T (2.40)

y como que en el mercado sélo se observa una estructura de precios, las tres versiones
de la hipétesis de las expectativas no pueden generar, simultdneamente, los precios
existentes en un momento dado en un mercado particular. Las tres versiones de
la hipétesis de las expectativas son mutuamente inconsistentes entre si. Ademas,
Cox, Ingersoll y Ross (1981) demuestran que la tnica versién de la hipétesis de las
expectativas compatible con la ausencia de oportunidades de arbitraje es la teoria

local de las expectativas.

A continuacién, se definen las primas temporales y las relaciones de éstas con las
diferentes versiones de la hipdtesis de las expectativas. La estructura temporal de
tipos de interés definird unas determinadas primas temporales que van a permitir

decidir sobre la consistencia de las distintas versiones de la teoria de las expectativas.

2.4.1 Primas temporales

La estructura temporal de tipos de interés de equilibrio asi como el proceso es-

tocastico del precio de la obligacidn definen, en cada instante, unas primas tempo-
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rales. Las distintas versiones de la hipétesis de las expectativas implican diferentes

valores para estas primas.

En la literatura financiera no hay mucho acuerdo sobre el término prima tempo-
ral. Segiin Anderson et al. (1996) las primas temporales se pueden clasificar en dos

tipos:

e Prima de rendimiento instantdnea o instantaneous holding premium

e Prima a plazo instantdnea o instantaneous forward premium

La prima de rendimiento instantdnea o prima de riesgo instantanea
describe, en cada instante, la diferencia entre el rendimiento instantaneo esperado
en ¢ para la obligacién con vencimiento en T y el tipo de interés instantdneo vigente
en t. De esta forma, esta prima recoge, en cada instante, el exceso de rendimiento que
los inversores exigen como compensacién por la incertidumbre existente en cuanto

a los rendimientos esperados de sus inversiones

h(t,T) = u(t, 3(t), T) — r(t) (2.41)

En esta relacién la prima a plazo instantdnea se ha denotado por A(t,T) y
p(t,9(t), T) representa el rendimiento instantdneo esperado para la obligacién cupén
cero que vence en T' y, como ha quedado explicitado en la seccién 2 de este capitulo,
depende en cada instante de las variables de estado consideradas en la modelizacién
de la estructura temporal, asi como del vencimiento de la obligacic’;n. Por otra parte,

7(t) es el tipo de interés instantineo libre de riesgo.

Cada una de las versiones de la hipétesis de las expectativas implica un valor di-

ferente para p(t,d(t), T). Sise considera la hipdtesis de rendimientos al vencimiento

PTUIT'T_) —E [exp / ! r(s)ds]
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v se deriva respecto al momento de observacién ¢, se llega a

A rim)
E [—17(%} = —r(t)dt

Aplicando el lema de It6 al proceso T’Z%T)’ se obtiene la siguiente ecuacién dife-

rencial estocéstica

d(p(t )

P(t )

= (=p(t,8(t),T) + 0*(1,5(t), 7)) dt — o(t,5(2), T)dz(t)
donde o(t,9(t),T) es la variacién no esperada en el rendimiento de la obligacién

debida a cambios aleatorios de las variables del modelo.

Considerando

d( (t, ))
P(t,T)

y la anterior ecuacién diferencial estocdstica, se deduce el siguiente valor para el

u(t, 5(t),T) = E —r(t)dt

rendimiento instantaneo esperado de la obligacion

ult, 3(2), T) = r(t) + o*(t, 3(t), T) (2.42)

De esta forma, y bajo la hipdtesis de rendimientos al vencimiento, se espera que
el rendimiento instanténeo de la obligacidn cupén cero exceda del correspondiente

tipo de interés instantdneo libre de riesgo en o2(t,3(t), T).
Si se considera la hipStesis pura de las expectativas insesgadas

_OReT)
(t T)

y se deriva con respecto al momento de observacién t y se toma esperanza matematica,

= E[r(T)]

se llega a

E [dInP(t,T)] = r(t)dt
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Por el lema de It6, el proceso estocastico InP(¢,T') se desarrolla en el tiempo

segin la siguiente ecuacién diferencial estocdstica

anP(s, T) = (lt,70),T) — 501, 56),T) ) d + o1, (0), T)e=(2)

lo que conduce a afirmar que también la hipStesis de las expectativas insesgadas
conlleva que el rendimiento esperado de la obligacidn exceda del tipo de interés

instantineo sin riesgo

(t,3(2), T) = r{t) + 50°(3,3(2), T) (2.43)

Por 1ltimo, cabe recordar que la versién local de las expectativas afirma que el
rendimiento instantaneo esperado de la obligacién cupén cero coincide con el tipo

de interés instantaneo sin riesgo

ut,5(2),T) = r(t) (2.44)

Asi, dado que r(t) es conocido y, segiin los diferentes valores deducidos para el
rendimiento instantaneo esperado de la obligacién, se establece la siguiente relacién

de la prima de riesgo para cada una de las versiones de la hipétesis de las expectativas

hi(t,T) < hu(t,T) < ha(t, T) . (2.45)

Evidentemente, 7;(t,T) es nula. Es decir, la versién local de la hipdtesis de las
expectativas implica una prima de riesgo nula. Por lo tanto, las primas de riesgo
asociadas a la teorfa pura de las expectativas insesgadas (h,(t,T)) y a la versién de

rendimientos al vencimientos (h,(¢,T)) tomardn valores estrictamente positivos.

La prima a plazo instantanea da, en cada instante, la diferencia entre el tipo
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de interés instantaneo forward y el tipo de interés instantédneo esperado para un

momento futuro

(8, T) = f(t,5(), T) — Eefr(T)] (2.46)

Un valor positivo de esta prima indica que el tipo forward instantineo excede

del correspodiente tipo de interés instantdneo esperado.

La relacién existente entre el tipo instantaneo forward y la prima de rendimiento

instantanea es positiva

g{—g:—%— >0 (2.47)

Al aumentar la prima de riesgo, es decir, al aumentar el rendimiento instantdneo
esperado, disminuye la funcién de descuento y asi, para obtener un precio de la obli-
gacién menor, los tipos forward instantineos han de aumentar. De forma anéloga,
al aumentar los tipos de interés forward, el precio de la obligacién o funcién de
descuento disminuye y ello implica un aumento del rendimiento instantaneo espe-
rado de la obligacién, ya que para obtener una funcién de descuento menor, ha de
aumentar el tipo al que se descuentan los flujos de caja futuros. De esta forma y
dado que las diferentes versiones de la hipétesis de las expectativas no especifican el
tipo de interés instantdneo esperado para un momento futuro, la relacién existente
entre las primas de riesgo segin las distintas versiones de las expectativas, conlleva

la siguiente relacién entre las primas forward

(4, T) < my(t,T) < 7. (¢,T) (2.48)

En este caso, la teoria de las expectativas insesgadas implica una prima forward

nula. Por lo tanto, segin la anterior desigualdad, la versién local de las expectativas
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insesgadas define una prima forward negativa, mientras que la versién de rendimien-
tos al vencimiento define una prima forward estrictamente positiva. Por 1ltimo, se
hace constar que dado que la teoria de las expectativas insesgadas y la versién local
son mutuamente inconsistentes, la prima de riesgo y la prima forward nunca seran

simultaneamente nulas.

La tnica versién de la hipétesis de las expectativas que implica que los tipos
forward reflejan exactamente los tipos a corto plazo futuros es la teoria pura de
las expectativas insesgadas. Esta teoria sélo se cumple en un ambiente de total
certidumbre. Entonces, si las expectativas actuales se deducen a través de otra
versién de la teoria de las expectativas, es decir, si se considera la existencia de
incertidumbre en el mercado, existird una prima forward. En este sentido, cabe
sefialar que la existencia de arbitrajistas en el mercado harfa que los tipos de interés
forward no difieran mucho de los tipos de interés al contado existentes en fechas

futuras.

Como se ha comentado anteriormente, la 1inica versién de la teoria de las expec-
tativas compatible con un equilibrio de no arbitraje es la local®, que implica, una
prima de riesgo nula. Asi, por definicion, la existencia de primas de riesgo contradice
la versién local de la hipétesis de las expectativas, que requiere la igualdad entre el
rendimiento instantdneo esperado de cualquier obligacién con el tipo de interés ins-
tantaneo sin riesgo. Existe, sin embargo, una versién ajustada al riesgo de la teoria
local de las expectativas, que se cumple en un equilibrio de no arbitraje, cuando la
prima de riesgo instantdnea es proporcional a las volatilidades del rendimiento de la

obligacién

Wty B(0), T) = (t) = SN (¢, 38) i (¢, 9(2), T)

i=1

31Cox, Ingersoll y Ross (1981) demuestran la inconsistencia de la teorfa de las expectativas
insesgadas y de la versién de rendimientos al vencimiento con un equilibrio en el mercado financiero

de ausencia de arbitraje.
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siendo A;(t,0(t)) los precios de mercado del riesgo asociados a cada uno de los

factores evolutivos de la estructura temporal de tipos de interés.

La estructura de precios de las obligaciones estd determinada, en este caso, por

esta versién ajustada al riesgo de la teorfa local de las expectativas

P(,T)=E [exp {— / ! r*(s)ds}} (2.49)

donde r*(s) es igual al tipo de interés instantdneo actual en el momento ¢, r*(t) =
7(t), y para cada instante futuro se determina a través del proceso del tipo de interés

ajustado al riesgo

dr*(s) = (B(t,r(t), T) — A(t,r(t),)o(t,r(t), T)) dt + o(t,r(t), T)dz(t)  (2:50)

proceso diferente del verdadero proceso de difusién del tipo de interés instantaneo.
El proceso dr*(s) no es mas que una herramienta para determinar el precio de las

obligaciones ajustado al riesgo y en ningdn caso es observable en el mercado.

Con la hipdtesis local de las expectativas, la prima de riesgo se anulaba y la
prima forward tomaba un valor negativo. Con la versidn local ajustada al riesgo,
la prima de riesgo es diferente de 0 y, por lo tanto, no existe una relacién univoca
entre el signo de ésta y el signo de la prima forward. El signo de la prima forward
dependeré, dada la relacién positiva entre los tipos forward y la prima de riesgo, del

valor absoluto de la prima de rendimiento instantdnea.

133



CAPITULO II1

Modelo trifactorial de la estructura
temporal de tipos de interés



Capitulo 3

Modelo trifactorial de la
estructura temporal de tipos de

interés

En este capitulo se presenta un modelo dindmico de la estructura temporal
de tipos de interés, basado en la teoria de valoracién por ausencia de opor-
tunidades de arbitraje, que considera tres variables de estado o factores que
conducen la evolucién de la curva de tipos. Estas tres variables son un tanto
de interés al contado a largo plazo y dos spreads entre tipos de interés al con-
tado: diferencia entre corto y medio y diferencia entre medio y largo plazo.
Con la definicién de estas tres variables de estado se incorpora informacién

de diferentes tramos de la curva de tipos al contado.

Los dos spreads se modelizan mediante procesos Ornstein-Uhlenbeck para per-
mitir que ambas variables puedan tomar tanto valores positivos como negati-
vos. El tanto de interés a largo plazo se describe a través de un proceso raiz
cuadrada, evitdndose, en este caso, que este tipo de interés alcance un valor

negativo y permitiéndose también que la volatilidad del proceso varie con el
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nivel de la variable. De esta forma se puede recoger, en la modelizacién de

esta variable, la heterocedasticidad de la serie del tipo de interés a largo plazo.

Este modelo trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés, al no
partir de un equilibrio general de la economia, exige determinar de forma
exégena los precios de mercado del riesgo de los factores del modelo. La
evidencia empirica pone de manifiesto la variabilidad de estos precios en el
tiempo, por ello, se modelizan como funciones que dependen del valor de la

variable.

Se asume que los tres factores del modelo son independientes, lo que permite
la obtencién de una solucién analitica. De esta forma, se facilita la imple-
mentacién prictica del modelo y ademds se pueden estudiar, analiticamente,

las propiedades que se derivan de la estructura temporal de tipos de interés.

A continuacidn, se analizan las primas temporales asociadas al modelo: la
prima a plazo instantdnea y la prima de riesgo instantdnea. La obtencién de
estas primas permite decidir sobre la consistencia de las diferentes versiones de
la hipétesis de las expectativas. Se rechazala hipdtesis pura de las expectativas
insesgadas y se comprueba que se verifica la hipétesis local de las expectativas

ajustada al riesgo.

Finalmente, se analiza la gestién del riesgo de tipo de interés en el contexto
del modelo desarrollado, obteniéndose unas medidas de duracidn y convexidad
relacionadas con los factores evolutivos de la estructura temporal de tipos de
interés. Asi, se obtiene una duracién trifactorial que permite, en el contexto de
un modelo de equilibrio de la estructura temporal, cuantificar riesgos derivados

de desplazamientos no paralelos de la curva de tipos.
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3.1 Planteamiento de un modelo trifactorial de

la estructura temporal de tipos de interés

En esta seccién se plantea, en una economia en tiempo continuo y bajo las hipétesis
inherentes a la existencia de un mercado perfecto!, un modelo dindmico-estocéstico
de la estructura temporal de tipos de interés, que incorpora 3 variables de estado.
Este modelo, que queda enmarcado dentro de los no consistentes o factoriales, des-
cribe la evolucién estocdstica del precio de la obligacién cupdén cero imponiendo
la condicién de no arbitraje en el mercado y, por tanto, imponiendo un equilibrio

parcial en la economia.

Se define P(t,9(t),T,w;) €l precio en ¢ de una obligacién cupén cero libre de
riesgo de insolvencia, que paga una unidad monetaria en su fecha de vencimiento T,
como una funcién que en el momento de valoracién ¢, t € [0,T] € R*, depende del
vencimiento de la obligacién T, T' =t + 7,T > t, del vector de variables de estado
¥(t) y de w; € Q, donde 2 representa el espacio de probabilidad subyacente. Para
simplificar la notacién P(t, 9(t), T, w;) = P(t, 9(t), T).

El vector de las variables de estado #(¢) es un vector de dimensién tres

6(t) = {s1(t), s2(t) , 1)} ‘ (3.1)

ya que se considera que, en cada instante del tiempo, existen 3 fuentes de riesgo o

LVer capitulo 2, apartado 2.2.1.
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incertidumbre representadas por las 3 variables de estado siguientes:

s1(t): primer spread
s3(t) : segundo spread

I(t): tanto de interés al contado a largo plazo

La definicidén de estas variables de estado es la siguiente

s1(t) = r(t) — m(t) (3.2)

el primer spread se define como la diferencia entre dos tantos de interés al contado
sin riesgo, r(t), que es el tanto de interés instantdneo y, por tanto, es un punto del
inicio de la curva de tipos de interés al contado y m(t), tanto de interés a medio

plazo y que representa un punto del tramo medio de la curva.

Por otra parte

sa(t) = m(t) — U(t) (3.3)

el segundo spread da la diferencia entre el tanto de interés al contado a medio plazo
(considerado también para la definicién del primer spread) y un tanto de interés al
contado a largo plazo, que se corresponde con un punto del final de la estructura

temporal de tipos de interés.

La evolucién en el tiempo de las variables del modelo queda recogida en el si-
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guiente conjunto de ecuaciones diferenciales estocdsticas

ds1(t) = k1 (1 — s1(t)) dt + o1dz1(t)
dsa(t) = ko (g — sa(t)) dt + 02dze(2) (3.4)

di(t) = ks (ps — I(2)) dt + o51/1(t)ds(2)

que recoge el comportamiento de un proceso de Markov conjunto con trayectorias
continuas. Estos procesos estocdsticos son estacionarios y, por tanto, las soluciones

de las ecuaciones diferenciales estocasticas son independientes del tiempo.

Los dos primeros factores, el primer y segundo spread, se modelizan mediante
un proceso Ornstein-Uhlenbeck, proceso con reversidn a la media y de varianza
constante. Asi, k; (41 — s1(t)) es la tendencia instantdnea esperada de los cambios
en el primer spread y k; (2 — s2(¢)) lo es para el segundo spread. Este término
tendencia refleja un comportamiento del proceso con reversién a la media, de manera
que el proceso tiende con una velocidad de ajuste k; > 0 (¢ = 1,2) hacia un valor

medio a largo plazo p; (¢ =1,2).

Por otra parte, al ser el coeficiente de difusién de la ecuacién diferencial es-
tocdstica un término constante (o; > 0,: = 1,2) la volatilidad de los spreads no
se ve afectada por los niveles de las variables. Ademds, este proceso permite tanto
valores positivos como negativos para los spreads, que para nuestro caso es total-
mente iddneo, ya que estas variables de estado no son tipos de interés al contado,
sino diferencias entre éstos y, por tanto, estas diferencias pueden ser tanto positivas

como negativas.

La variable s;(u) condicionada por su valor en ¢, s1(t)( ¢ < u) se distribuye como

una normal y la esperanza y varianza condicionadas del proceso son las siguientes
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(Vasicek (1977), p.185)

E; [Sl (u)] = Sl(t)e"h(u——t) + (1 _ e—kl(u—t))
: (3.5)
Van [Sl(u)] = (%:1—) (1 — e—2k1(u—t))

Vi<u

El segundo spread ss(t), se distribuye también de forma normal y tiene las mis-
mas expresiones para su esperanza y varianza condicionadas, con sus pardmetros

especificos

Et [Sz(u)] = 32(t)e—k2(u—t) + po (1 - e—kz(u-—t))

2 (3.6)
Vare[sy(u)] = (5£) (1 - e72a(-9)

2ko
Vi<u

Para estos dos factores, el primer y segundo spread, se puede comprobar que
cuando la velocidad de ajuste del proceso k; (¢ = 1,2) tiende a infinito, la esperanza
condicionada de la variable de estado correspondiente tiende a g; (¢ = 1,2) es decir,

tiende al valor medio a largo plazo y la varianza condicionada del proceso tiende a

0.

Por contra, cuando la velocidad de ajuste se aproxima a 0, la esperanza condi-
cionada del proceso tiende al actual valor de la variable de estado y la varianza

condicionada a ¢?(u — t). Formalmente

blim Eisi(uw)]=p ¢=12 lim Var[s(u)]=0 i=1,2

(3.7)
klimo E [si(u)]l =s(t) ¢=1,2 klimo Varg[s;(u)] = o2 (u—1)i=1,2
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La dindmica de la tercera variable de estado (%), el tanto de interés al contado

a largo plazo, se modeliza mediante el siguiente proceso de difusién

dit) = ks (s — (2)) dt + o31/1(£)dzs(2) (3.8)

proceso raiz cuadrada que, al igual que el proceso Ornstein-Uhlenbeck, presenta
reversién a la media con una velocidad de ajuste k3 > 0 y un valor de la tendencia
esperada a largo plazo ps > 0. En este proceso la volatilidad instantdnea de los
cambios de la variable es un término no constante y no lineal 03\/1—(—{) (65> 0)y
sensible a los niveles de la variable. Es decir, el proceso especificado permite que
la varianza de los cambios en {(t) sea proporcional al nivel de la variable. Asi, este
proceso de difusién modeliza el comportamiento heterocedastico del tipo de interés
al contado a largo plazo. Ademds, el proceso posee una barrera reflectante en 0,
pero si adicionalmente se impone la condicién 2ksu3 > o2 se asegura que la variable

I(t) sea estrictamente positiva (Cox, Ingersoll y Ross (1985b), p.391).

La variable {(u) condicionada por su valor en t, {(¢) (t < u) sigue una distribucién

x? no centrada, con esperanza y varianza (Cox, Ingersoll y Ross (1985b), p.392)

By ll(u)] = U(t)e @D 4 p5 (1 — e7Re(-9)

Var: [I(u)] = I(2) (%3) (e-ks(u—f) - B—Zka(u—t)) + p3 (%) (1 — ‘e—ks(u—t))z
Vi<u
(3.9)

Las propiedades de la distribucién de los futuros tipos de interés a largo plazo
son también las deseadas. Asi, cuando la velocidad de ajuste del proceso ks tiende
a infinito, la esperanza condicionada del tanto de interés a largo plazo tiende a

Us, es decir, al valor medio a largo plazo del proceso y la varianza condicionada se
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anula. Cuando la velocidad de ajuste se aproxima a 0, la esperanza condicionada
del proceso tiende al actual valor de la variable de estado y la varianza condicionada

a l(t)od(u — 1)

kaligloo Et [l(U)] = M3 kali—l;r»loo Vart [I(U)] =0
(3.10)
Jim Bliw) =1t) Jim Var,[i(w)] = i(t)od(u—?)

Por otra parte, dz1,dz; y dz3 son procesos estdndard Gauss-Wiener y presentan

las propiedades habituales

E [dzl] =F [dZQ] =F [d2’3] =0
(3.11)
(dz)? = (dz3)* = (dzs)® = dt

Ademds, para facilitar una solucién analitica del modelo, las tres variables de

estado se suponen ortogonales y ello implica

E [dzydzy) = E [dz1dz3) = E [dzadz3] = 0 (3.12)

Las tres variables del modelo se han modelizado a través de procesos con reversién
a la media. Existe cierta evidencia empirica de este comportamiento tanto para tipos
de interés al contado como para diferencias entre éstos?, aunque algunos trabajos
concluyen que esta evidencia empirica no es muy fuerte (Chan, K:‘arolyi, Longstaff y
Sanders (1992))). Ademas, es més probable que un spread tenga reversién hacia un
valor medio a largo plazo, que un tipo de interés al contado (Brennan y Schwartz
(1982)). Al respecto cabe mencionar que este comportamiento se exige a los tres

factores no tanto por la evidencia empirica que se deduce de algunos trabajos, sino

%Fontanals, H. y S. Zifiiga (1999).
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més bien para asegurar una distribucién adecuada de las variables. Es decir, con este
comportamiento de reversién a la media se pretende evitar una excesiva dispersién de
los factores del modelo y, por otra parte, se pretende recoger también una propiedad
deseada para la distribucién de las variables y es que valores elevados vayan seguidos

maés por decrementos que por incrementos y a la inversa.

A partir de las hipétesis formuladas se llega a la siguiente ecuacién diferencial es-
tocdstica para la evolucidn en el tiempo del rendimiento instantaneo de la obligacién

cupén cero

dP(t)sljsz,l, T)_
Pl 61,0, T = #1502, 1, T)dt+

+P1 (ta S1, 82, Z5T)dzl(t)+p2(t7 81, 82, la T)dzZ(t)Jf’p?:(t, S1, 82, la T)dzB(t)
(3.13)

en la que

p(t,s1,82,0,T): rendimiento instantdneo esperado en ¢ para la obligacién

con vencimiento en T' (T > t).

p1(t, s1,82,1,T): volatilidad en ¢ del rendimiento de la obligacién con ven-
cimiento en T (T > t) debida a cambios no esperados del

primer spread.

pz2(t, s1,82,1,T): volatilidad en t del rendimiento de la obligacién con ven-
cimiento en T (T > t) debida a cambios no esperados del

segundo spread.
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ps(t, s1, 82,1, T): volatilidad en ¢ del rendimiento de la obligacién con ven-
cimiento en T (T > t) debida a cambios no esperados del

tanto de interés al contado a largo plazo.

Por el lema de It

p(tysn, 80,1, T) = gy lealpa — s1(8))Poy + ka(ps — 2(8)) Py + bz = U(t)) Pt
+102P,ysy + 102Psys, + L03U(1) Py + Py

p(t,s1,8,0,T)= rl(‘,jﬁpsl

p2(t,s1,82,0,T)= }—,l(f)azPs2

p3(t,81,32, l, T) = 73-1(7)-03 l(t)_P[

(3.14)
donde
8P ap(- 8P aP(-
=Py 5P=PR, HP=R =P
(3.15)

2 P() 3%2P(1) 3%P())
352 = Psls;\ = Pszsz =Py

asz T
tal y como es habitual en la literatura financiera.

A continuacién se considera una cartera formada por cuatro obligaciones cupén
cero con diferentes vencimientos Ty =t+n,Ih=t+n, I3=t+myIy=1t+7
y con proporciones relal;ivas que se denotan por ,, 23, £3 ¥ &4, respectivamente,
y que han de verificar Y #; = 1. La cartera debe estar formada por 4 obligaciones

i=1
cupén cero porque el modelo es trifactorial y, por tanto, incorpora tres fuentes de
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incertidumbre.

El valor de la cartera en t, V(t, z;, 81, s2, [, T) viene dado por

4
V(t,.’l)i,Sl,Sz,l,T)-:ZIE,'P(t,Sl,Sz,Z,T;') (316)

i=1

y el rendimiento de la misma presenta la siguiente dindmica estocdstica

avi(t, z;, 81, 82,1, T 4. dP(t, sy, 80,1, T;
=3
V(t’xia31a327l?T) P(taslashl)Ti)

i=1

(3.17)

Sustituyendo en la anterior expresién la variacién, en términos relativos, del

precio de cada una de las cuatro obligaciones, se llega a

d V(t;mi;SI;SZ;l; T) —
V(t;xi;sl)SZ)l’ T) B

(3.18)

4

3
= Z:Ei ﬂ(ty S$1, 32, l, :rz)dt-l' ij(ta 81, 327 Z? T;)dzj(t)jl
=1

i=1

La cartera se ha formado para imponer un equilibrio en el mercado financiero
consistente en evitar oportunidades de arbitraje. Por ello, se considera que en cada
instante el rendimiento de la cartera, que se ajusta de forma continua y de manera
que cualquier cambio en la composicién de la misma se financia internamente, es
cierto. Por tanto, las proporciones a invertir en cada una de las cuatro obligaciones
han de ser tales que, por un lado, se eliminen las variaciones en el rendimiento
de la cartera debidas a cambios no esperados de las variables de estado, vy por
otro, se iguale el rendimiento instantaneo esperado de la misma al tanto de interés

instanténeo sin riesgo, 7(t). Asi, las proporciones a invertir en cada obligacién han
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de ser tales que verifiquen el siguiente sistema de ecuaciones lineal y homogéneo

4
ZIE,‘pj(t,Sl,Sz,l, Ti) =0 J=123

i=1
(3.19)
4
Z Zi (.u(ta 51, 52, Za TZ) - T(t)) =0
=1
cuya matriz de coeficientes del sistema asociada es:

P1(t,6(t), Tl) pl(ta U(t)’TZ) pl(t’i}‘(t)’Tii) pl(taa(t% T4)
p2(t7 U(t)’ Tl) p2(t7 6(t)a T2) P2 (ta B(t)a TS) p2(ta U(t)a T4)
ps(t, 9(t), Tr) pa(t, U(t), T») pa(t, ¥(t), Ts) pa(t, ¥(t), Ts)

(3.20)

Para que este sistema de ecuaciones tenga solucién diferente de la nula se debe
asegurar que el rango de la matriz de coeficientes del sistema sea menor que 4. Asi,
se exige que el determinante de la matriz de coeficientes sea nulo y para ello, debe

o
existir un vector A de dimensién 3 y componentes

X = (Mt 81,82,0) , Aoty 51,52,0) , Aa(t, 81,52, 1)) (3.21)

que verifique

,Lb(t, S1, 82, l,, T) - T(t) = /\1(75,31, 52, l)pl (t, 51, 32, l, T)+‘

+ /\g(t, 81, 89, Z)pg(t, 81, 82, l, T) + /\3(t,31, S2, l)p;;(t,sl, 82, l, T) (322)

)

/"(t’{)‘(t)aTl) - T(t) /‘(ta 8(t))T2) - T’(t) f‘(t7 6(t)aT3) '— T(t) ﬂ(t’ﬁ(t)7T4) - T(t) )
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es decir, que verifique que la tltima fila de la matriz de coeficientes del sistema
es combinacién lineal del resto. Hay que destacar que las componentes del vector
X son independientes del vencimiento, puesto que los vencimientos de las cuatro
obligaciones que forman la cartera han sido elegidos de forma arbitraria y, por tanto,

se ha de cumplir esta relacién para cualquier vencimiento.

La ecuacién (3.22) expresa la prima instantdnea de riesgo (u(t, 51, 2,1, T) — (1))
de una obligacién cupdn cero para cualquier vencimiento. Esta prima es la suma
de 3 componentes py(t,s1,52,0,T), pa(t, 81,82, ,T) ¥ p3(t,s1,52,,T) es decir, las
volatilidades del rendimiento de la obligacién debidas a cambios aleatorios en las

tres variables de estado, ponderadas por Ay (2, s1,89,1), Aa(t,s1,82,1) ¥ As(2, 81, 82,1).

La prima instantinea de riesgo recoge el exceso de rendimiento sobre el tanto
de interés sin riesgo que requieren los agentes como compensacién por el riesgo
asumido frente a una posible variacién en el precio de la obligacién, debida a una
variacién no esperada de cada una de las variables de estado. Por ello, las fun-
ciones A1(t,1,82,1) , Aa(t, 81,92, 1) ¥ As(t,$1, 89,{) se interpretan como los precios
de mercado del riesgo asociados a cada uno de los tres factores del modelo. Asi
por ejemplo A(t,s1,82,1) es el precio que el mercado da al riesgo asociado a la
primera variable de estado, el primer spread, ya que p;(t, sy, 2,1, T) es la variacién
no esperada en el rendimiento de una obligacion que vence en Ty que viene inducida
por cambios inesperados de s;(¢). De forma anéloga, la segunda y tercera compo-
nente del vector ), es decir, A2(t, 81, 82, 1) ¥ As(2, 81, 82, 1) se conocen como el precio
de mercado del riesgo asociado al segundo spread y al tanto de interés al contado a

largo plazo, respectivamente.

Normalmente, p; (%, s1, 82,1, T), pa(%, 81,82, 1, T) v p3(2, 51, 82,1, T) son negativas®,

3Ver (3.14) y propiedad 5 de la funcién de descuento (capitulo 3, apartado 3) y Richard, S.F.
(1978), pp-48.
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por lo tanto, la relacidén, en cuanto a signo, entre la prima instantinea de riesgo
(u(2, 81, 82,1, T) — r(¢)) y los precios que el mercado da a las tres fuentes de riesgo
del modelo es inversa. Las funciones Ai(t,s1,2,1), A2(2,91,82,0) ¥ As(2,81,82,1)
dada su definicién, dependen de la estructura preferencial del decisor, es decir, de
su funcién de utilidad. Dado que este modelo no parte de un equilibrio general de
la economia, el vector X debe ser determinado de forma exégena. En la seccién 3 se

especifica su forma funcional asi como las implicaciones que tiene para el modelo.

Sustituyendo en la ecuacién (3.22) u(-), p1(+), p2() y p3(-) por (3.14) se obtiene

la siguiente ecuacién en derivadas parciales cierta de segundo orden

% [G-%PSISI + U%Pswz + agl(t)Pll] + [k (11 = 81(2)) = M(t, 81,82, 0)o1] Py +

+ [k2 (/‘2 - Sz(t)) - )‘2(t>31,32, 1)02] P32+
(3.23)

+ [ks (3 = 1(t)) — As(t, 81, 8,0) l(t)aa] P+
+P; — r(t)P(t,81,82,,T) =0

La solucién de esta ecuacién en derivadas parciales sujeta a la correspondiente
condicién de contorno, proporciona la expresién del valor en ¢ de una obligacidén

cupén cero libre de riesgo, para cualquier vencimiento.

3.2 Obtencidn del precio de una obligacién cupon

cero

Para obtener la funcién de descuento, es decir, la expresién del precio en ¢ de la

obligacién cupdn cero, es preciso solucionar la ecuacién en derivadas parciales (3.23)
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sujeta a la condicién final de que al vencimiento la obligacién paga 1 unidad mone-

taria, es decir

P(T,s1,80,, T) =1 (3.24)

Previamente, es preciso especificar la forma funcional de los precios de mercado

del riesgo asociados a cada una de las tres variables de estado.

Existe evidencia empirica de la variabilidad en el tiempo de los precios de mer-
cado del riesgo (Brennan y Schwartz (1982), Campbell (1986), Moreno (1997) y
Gémez-Martinez (1999)). Por ello, en este trabajo se asume la siguiente estructura

funcional

)\1(t, 51) =a+ bsl(t)
Az(t,82) = ¢+ dsy(t) | (3.25)

/\B(ta l) = &@

I3

Para los dos spreads se supone una variacién lineal con el objetivo de que estos
precios dependan de los niveles de las variables y asi, como primera aproximacién,
se elige la variacién lineal.* Para el tanto de interés a largo plazo se asume el precio
de mercado del riesgo propuesto por Cox, Ingersoll y Ross (1985b) ya que {(t) sigue
el mismo proceso de difusién que la variable de estado considerada por estos autores

en su modelo.

Asi, sustituyendo en la ecuacidn en derivadas parciales (3.23), las funciones

4En Schaefer y Schwartz (1984) asumen para el spread un precio de mercado del riesgo constante,
pero indican que sin mucha dificultad, el modelo se podria generalizar para incluir el caso de funcién

lineal como precio que el mercado pone al riesgo asociado al spread.
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M2, 81, 82,0) , Xa(t,51,82,1) ¥ As(t, 81,52,) por (3.25) se obtiene

L[02 Paysy + 03 Puys, + 031(t) Pul + [k1 (11 — $1(2)) — (a + bs1(t)) o1] Py +
+ [ky (g2 — 82(t)) = (¢ + dsa(t)) 0a] Py + [ks (s — 1(8)) = MU P+ (3:26)

+ P — T(t)P(t,Sl,Sz,l, T) =0

A partir de (3.2) y (3.3) se deduce que el tanto de interés sin riesgo es suma de los

tres factores del modelo. Es decir

r(t) = s (t) + s2() + 1(£) (3.27)

Sustituyendo r(t) por la suma de las tres variables del modelo en (3.26) y rea-

grupando términos, se llega a

1[02Pyysy + 03 Pays, + 03U Pl + a1 (fir — 51(2)) Poy + ¢z (fia — 52(2)) P+

+4s (fia — U(1)) Pr + P — (s1(2) + 52(t) + 1(2)) P(t, 81,82, 1, T) 0

(3.28)
donde
q1 =k + boy ﬁ1=ﬁm§:ﬂl
Go=ky+doy  fi, = Farme2 (3.29)

g3 = ks + A7 i = e
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Dado que por hipétesis las variables de estado son ortogonales, por separacién

de variables, P(¢, 3y, $9,{,T) se puede descomponer en el producto de 3 procesos

P(t,51,85,0, T) = X(t,51, T) - Y(t,2,T) - Z(t,1,T) (3.30)

de manera que X(t,s;,T) es solucidn de la siguiente ecuacién lineal en derivadas

parciales

1 .
"2'0']2_.X3151 + a1 (/11 - Sl(t))Xsl + Xt - Sl(t)X(t, Sl,T) =0 (331)

sujeta a la condicién final

X(Tys1,T)=1 Vs (3.32)
cuya solucién es (Vasicek (1977), pp.185-186)

X(t,81,T) = Ay(r)e B 7= ¢ (3.33)
donde
0,2
Ay(T) = exp {—-Z;—BZ(T) + s (B(r) — T)} (3.34)
1
— =17
B(r)=1=¢" (3.35)
Up1
y
2
" . fos
$1=H1— ﬁ (3.36)

Para solucionar la ecuacién

1 .
—2-0-]2.X3131 +a (/"1 - sl(t)) Xsl + Xf - sl(t)X(t,sl’T) =0
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sujeta a la condicién final

X(T,s1,T)=1 Vs

se efectda la sustitucién 7 = T — ¢, quedando

1 N
§0§X81S1 + a1 (fa — 51(2)) Xy — X5 — 81(1) X (7,51) = 0

X(O,Sl) =1 VSl

y se postula la siguiente solucién

X(7,81) = MD0NH 0

Asi, las derivadas parciales de X(7,s;), son

X, = —n(r)X
Xgs =n%(1)X

X, = (m/(r) = n'(T)s1 ()X
en las que se ha obviado la dependencia de la funcién X(r, s1) para no recargar la

resolucién.

Sustituyendo el valor de estas derivadas parciales en la ecuacién en derivadas

parciales, se llega a

20307 — gy ~ @1 () ()X = (m(7) = 1 (P)sa()X = s:()X =0

y dividiendo por X y reagrupando términos se obtiene

Sotn?(r) = qafan(r) = () + (@an(r) — 1+ n'(r))sa(8)) = 0
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Se trata de una ecuacidn lineal en s;(t) que se anula cuando los correspondientes
coeficientes son 0. Asi, esta ecuacién es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden
gn(ty—=14n'(r)=0 n(0) =0

%Ufnz(T) —qjun(r)—m'(r)=0 m(0)=0

La primera ecuacién se soluciona por separacién de variables. Asi, se tiene

n' = —(qin(r) — 1)
dn _
an(r) -1
que integrando, directamente, ambos lados de la igualdad conduce a

—dT

—1—1n(q1n(7') - =—-7+c¢
a1

Despejando la funcién n(7) y determinando el valor de la constante de integracién

se llega a

n(r) = l(c”e"q” +1)
Q1

que con la condicién n(0) = 0, se convierte en

1] —e 07
n(r) = ————
Uit

Para solucionar la segunda ecuacién del sistema, se sustituye n(7) por la ex-

presién obtenida

1 .
m'(T) = 503712(7') — qifiyn(T) =
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1 ,/1—-e®7 : . 1 —e™ 7
=30\ T ) T@kT—— =
q

Q1 1
_ _1_021 — 2e~NT 4 2017 o 1 —e 017 _
=35% Z 11 @ =

_az2h @b o, 0l e
2q¢ a 2q¢

Aplicando el método de variables separables e integrando ambos lados de la

igualdad se llega a
2 _ 9,24 25 _ 2 2
o 22?1’“7 _ G —0i g, 115 2T L g
2q; @G 4q

y considerando que en 7 = 0, m(0) = 0, entonces

m(r) =

20— g2 o2
1.0 Sl S U

@ 4¢3

4qijn — 303
c= ———a=
4q7

Finalmente

25 2 2 _ 9427 25 2 2
_ A =307 | o =2 @l =01 g O _gns
< - <

m(7) = T
) 4¢f 24} it 4qt

Por tanto, sustituyendo m(7) y n(7), en la funcién X (, s,(t))
X(T, 51) — em(7)~n(‘r)sl (?)

se obtiene

25 9.2 2 _ 924 25 2 2
4qifn — 301 | 01 — 2¢5jn B Lt Sl W L) o207 _

X(1,8) = exp{ T
(7o) i 2 7 i
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()0}

Para simplificar la notacién se considera que

1—e a7

B(r) = Q1

gifn —30% | of —2¢tin  @iia —0f _or _ 9F ogr
Al(T)zeXp{ @ T2 g o T

Esta tultima funcién A;(7), se puede reescribir en funcién de B(7), efectuando

las signientes simplificaciones

i 30%) (a% ) < a} fn) car_ i s }
A(T) =ex — ——=]+4 7+ Lo )e ™7 o Leg=2nTh
() p{<ql 4q3 27 G @ dq?

P 2 2 2 2 2 » 2
M oy o1 o1 01 . %1 M) _-ar_ 91 27
=expy |l ———<—-——=1|+ ) +(———+———~——)e'“———e }
{ (q1 4¢3 2qi") (2q1 e 2¢  2¢7 @ 4¢3

2 2 2 » P 2 2 2
— _ 03 0y g7 _ 01 a7 lu_l _ :u__l_ ~q17 _ 01 Ul 73
e"p{ TS it T et ThTTagtagtt Tag

—‘11’7' + "‘—‘T}

— ox i(l—e“’17)2+ ( 0%) (1—e“117 —'r)
P 4q Ul = 243 Uil

donde
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Por otra parte Y (¢, s2, T') se obtiene solucionando la siguiente ecuacién en derivadas

parciales, de forma analoga a la anterior ecuacién

1 N
§J§Ysm + g2 (1 — 52(t)) Yo, + Vi — 52(2)Y (2,52, T) = 0 (3.37)

sujeta a la condicién

Y(T,55,T)=1 Vs, (3.38)

con (Vasicek (1977), pp.185-186)

Y(t,89,T) = Ay(1)e 020 = 7= ¢ (3.39)
donde
0.2
Ay(7) = exp {—4—;-02(7) + 85 (C(7) = 7')} (3.40)
2
— o927
oy =12 (3.41)
92
y
* ~ 02
5 = fig — 2—;% (3.42)

Y Z(t,1,T) es solucién de
1 N
§a'§l(t)Zu +a3(fis—I(t) 21+ Z, — (1) Z(¢,[,T) =0 (3.43)

Z(T,,T)=1 VI (3.44)
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con (Cox, Ingersoll y Ross (1985b), p.393)

Z(t,L,T) = Ag(r)e™PHO | 7 =T ¢ (3.45)
donde
_ 2gexp { (¢ + 9)5 } El
A= | Gt o) Cexplort - D7 29 (3.46)
D(r) 2 (exp{gr} —1) (3.47)

7= s+ 9) (exp{gr} — 1) + 2

g=(d+ 2a§)% (3.48)

Para solucionar la tercera ecuacién se considera 7 = T — ¢ y la ecuacién en

derivadas parciales queda

1 .
§U§l(t)Zu +q3 (,L&s — Z(t)) Zy— 72, — l(i)Z(t, 1 T) =0

z(0,h) =1 Vi
A continuacidn, se postula una solucién del tipo

Z(r,1) = ™ORN

donde

Zl = —n(T)Z

Zy=n*1)Z

Z, = (m'(r) —n/(7)I(¥))Z
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacidn en derivadas parciales y simplifi-

cando, la ecuacién a resolver es

%agl(t)nz(r)z — (gafts — gsl(t)) n(7)Z — (m/(7) = ' (DIE)Z - 1) Z =0

(-;wagnz(T) +gan(r) -1+ n'(r)) I(t) = gsfta —m'(7) =0

ecuacién lineal en () que se anula sélo cuando el coeficiente que acompafia a la
variable y el término independiente son 0. Asi, se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

n'(r) = —102n?(r) — gan(r) +1 n(0) =0

m/(r) = —gsfisn(r) m(0) =0

La primera ecuacién del sistema es una ecuacién de Ricati y se puede solucionar

completando el cuadrado

1 2.2
—50:n’ (1) —gan(r) +1 =7 p p

2
5(%&%&)_@+%y

De esta forma y después de separar variables la primera ecuacién queda

2
dn o3

= =dr
2 7\ 2 2 2
(FE) (o1 )
e integrando ambos lados®

2 2 2

03 -1 93 gs o3
————tgh ————<n+—-—> =—=74c

V& +20% JE+2wi\ /] 2

5f dz =i_tgh—1%

aZ_ad
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La constante de integracién se determina utilizando la condicién n(0) = 0

c= a§ tgh‘1 [ %3 }
V& + 203 V& + 203

3 tgh™1 [agn(r) +¢Z3} _ g;;iT o3 teh-1 [ g3 }

V& + 203 V& + 20% ¥ Va3 + 203 s V@& + 203

2 2
. . 1. . . g5 +20: . .
Para despejar n(7) se multiplica la anterior ecuacién por =~ , simplificando
3

y tomando tgh en ambos lados de la igualdad®, la ecuacién se convierte en

a3n(r) +¢s V8 + 203 -1 93
=tgh | *———7+tgh™ | —=
V& + 203 2 V@& + 203

A continuacién se efectia la siguiente transformacién: 2y = (/g2 +20% y la

ecuacién queda

ogn(r) +¢s _ 1| %
(e [2])

o3n(T) + g3 = 27tgh (VT +1tgh™ [;—i])

1 By
n(r) = = (—qa + 2ytgh (’rr +tgh™ {%D)

La anterior ecuacién se puede simplificar teniendo en cuenta

_ tgha4tghbd
teh(a+b) = T o ten s

Stgh (tgh~'a) = a
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resultando
1 tghy7 + tghtgh™ |£
n(r) == |—g+2 _1[27] =
o3 1+ tghyTtghtgh [g;ﬂ
1 49 2 +tghyr _1 5 £ + coshy7 +senhy7r}
~ o} 43T 477 + g-f;tgh yr | o} gs coshyr + g?y-senh yr |

17 £ + coshyr + ysenhy7)
2 |\ 7B ycoshyr + Lsenhyr |

—223- + senhy7 + 2y%senhy7 )
ycoshy7 + Lsenhyr B

1 (—-%’21 + 272) senh y7
02 \ ycoshyr + Lsenhyr |

y como que 27 = /g2 + 202% entonces % = 2y% — gf‘ y la funcién n(r) queda

_ senh 47
~ ycoshy7 + Lsenhyr

n()

Para determinar m(7), se soluciona la segunda ecuacién del sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden, sustituyendo n(r) por

1
n(r) = ;:2; (—Q3 + 27tgh (’)’T + tgh™! [%D)

v asi, separando variables

gafts -1| %
dm = 7 (—Qs, + 2vtgh (77’ + tgh™? [%D) dr

3
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e integrando ambos lados’

A

m(t) = — 931;3 <——q37- + 2log cosh (71' +tgh™? {E_i])) +e
03 27

Con la condicién m(0) = 0, se determina el valor de ¢

c= 2iz¢log cosh tgh™? [—qi]
03 2

y sustituyendo y simplificando

_ 2ashs (4 119 1%
m(r) = p ( 5T log cosh (’y‘r + tgh % + log cosh tgh oy

) gcosh (77 + tgh™! [12’%]) -

y utilizando la propiedad de la funcidn trigonométrica del coseno hiperbdlico

cosh (a + b) = cosh a cosh b + senh a senh b
la anterior ecuacién se transforma en

N @, -
_ 2q3u310g e? " coshtgh™ [% _
o} cosh y7cosh tgh"1 [%] + senh ~y7senh tgh_1 [g%y—] ’

y teniendo en cuenta

z

L -1
— y senhtgh™ z = i

de la dltima expresién se calcula

coshtgh™ z =

REI !

-1
cosh tgh o — (&)2

" [tgha dz = logcosha

163
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que por la relacién antes establecida de que 2y = /@2 + 202, conduce a

2
coshtgh™ & _ 275—
2y 03
Se procede de la misma forma para
%
senh tgh™ ~2(—1—3— =2 = = EERA
— (% g3
1 (2'7)

De esta manera, la expresién de m(r) se simplifica de la siguiente forma

" Dr2P
m(r) = 2ok il _
- 2 =
a3 2;’é—cosh NT + %félsenh ~NT
. Lro
_ 2g3fts N
o2 fg-cosh y7 + fjg—senh yT
Finalmente
2gsfis ’7322&7
m(r) = lo
(7) ol ycoshy7 + Lsenhyr

La solucién completa de la ecuacién diferencial asociada al proceso Z(7,I(t)) es

2qsfis 7e$23'7 senh yr
Z(r,1(t)) = 1 - t
(1,1(t)) = exp { o3 og ycosh 47 + Lsenh yr ycoshy7 + Zsenhy7 1)

Para adaptar esta solucién a la utilizada en este modelo trifactorial de la estruc-
tura temporal de tipos de interés y a la obtenida en Cox, Ingersoll y Ross (1985b),

se efectdan los siguientes pasos:

\

senh~7

n(r) = ycosh y7 + Lsenhy7
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y teniendo en cuenta que

e€—e?  e7(F 1)
2 2

senhz =

e:z:_l_e—:z: _ e % (e2a:+ 1)
2 2

coshz =

entonces n(7) se puede expresar

e 7 ﬁe_’“’;_l-l
n(T) - ye= 1T L___Zeh; + + gzie-wg_—_leh;_l

_ 2(e —1) _ 2(eH™ - 1)
T 2y(em —1+2)+ga(em — 1) (27+¢s) (e — 1)+ 4y
Y ya que
'g=\/(k3+)\*)2+a§ = \/%4-20%:27
se llega a

_ em{ed=D)
"= ) e lgr] = T2g )

Por otra parte

2qsfis ye®7

3

= l =,

m(7) o2 °8 ycoshyr + %senh y7
,-yeqa/ 27

2g3ji
_ 32 310g

24T 297 =
T3 e~ ﬁ__e +1) + BT u} !
v 2 2 2

2qajis 4yelss/2t)T
T By (@142 48 (e 1)

165
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_ 2q3ﬂ310 478(93/2""7)7 _
o3 (27 +%) (e — 1)+ 4y

_ 2q3ﬂ3 log 2ge(Q3+g)T/2 -
o (gtg)(em—1)+2

1o ogexp {(gs+9)7/2} | & i
=! [(st-i—g) (exp{gT}—1)+2g] = logAs(7)
Finalmente
_ 2gexp {(gs +g) 7/2} 2‘?3& e
AB(T) = [(% + g) (exp {gT} - 1) + 29] =] gAs(T)

Asi, la expresién del precio en t de la obligacién cupén cero es

P(1,31,3892,1) = A1(7)As(7)As(7)exp {—B(7)s1(t) — C(7)s2(t) — D(7)I(t)} (3.49)

Para simplificar A;(7)A2(7)As(T) = A(7) y asi, la funcién de descuento se puede

expresar como

P(1,81,82,1) = A(1)exp {—B(7)s1(t) — C(7)s2(¢) — D(7)I(t)} (3.50)
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3.3 Estudio del precio de una obligaciéon cupén

cero

La funcién P(t,s1,52,1,T) = P(7,s1,52,1) es el precio en ¢ de la obligacién cupén
cero, libre de riesgo de insolvencia, que paga 1 unidad monetaria en la fecha de
vencimiento T'. Por tanto, representa la funcién de descuento que permite calcular
el valor actual de cualquier pago futuro, multiplicando su valor nominal por la

funcién de descuento apropiada en cada momento.

A continuacién se analiza esta funcién de descuento obtenida para comprobar
su adecuacién a las propiedades analfticas y financieras propias de una funcién de

descuento.

No se puede afirmar nada sobre el signo de los coeficientes de las funciones repre-
sentativas de los precios de mercado del riesgo de las tres variables, pero en cuanto
a los pardmetros utilizados en su modelizacién dindmica, se puede asegurar que si
existe reversién a la media, los coeficientes de la velocidad de ajuste de los procesos,

hacia el valor esperado a largo plazo, son positivos

k>0 i=1,2,3 (3.51)

y ademaés, por definicién, los coeficientes de difusién de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas son pardmetros positivos, asi como la media esperada del tanto de in-

terés al contado a largo plazo

o;>0 i=1,2,3 (3.52)

p3 >0 (3.53)

Las propiedades que verifica la funcién de descuento obtenida en este modelo

trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés son
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1. La funcién de descuento es una funcién positiva para plazos de vencimiento

estrictamente positivos

P(T, 81, S92, l) - A(T)e—B(T)81(t)—O(T)52(t)—D(T)l(t) > 0 (3.54)
Ya que

1—e 97
B(T)=———q———>0,V’r>0
1

con independencia del signo de ¢; = &y + boy.

1 — e %7
C(r) = ———>0,¥r>0

q2

con independencia del signo de g, = k;y + do,.

2(exp{gr} = 1)
g3+ g) (exp{gr} — 1)+ 2g

con independencia del signo de g3 = k3 + A*.

D(T)=( >0,¥r>0

Por otra parte

Ay(T) = exp {—455—132(7') + 87 (B(r) — 7-)} >0,Vr>0

Yy
0'% 2 * X
Ay(7) = exp —Z;C (T)+s5(C(r)—=7)p>0,Yr>0
2
Y finalmente
20343
2gexp {(gs + 9)3 } “
A = >0,Yr>0.
Sl [P T pr g "
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2. El precio de la obligacidén cupén cero a su vencimiento es igual a la unidad
P(0, s1, 82,1) = Tl_ig}()P(T, $1,82,1) =
= limo A1(1)As(7) A3(7-)e—B(T)31(T)—C(T)sz(T)—D('r)l(T) =1 (3.55)
ya que

A1(0) = A4(0) = A5(0) = lim A7) =1 i=1,2,3
B(0) = lim B(r) =0
C(0) = lim C(r) =0

D(0) = lim D(r) =0

7—0

3. La funcién de descuento se anula para valores muy elevados de las variables

de estado

lim P(r,s1,82,0) = lim A(7)e”Bs0-0(=0-D® - o
§1 ==+00 51 ——+00

lim P(r,s1,85,0) = lim A(r)e”PM10-00=0-DOIO =0 (3.56)
S = §g ==t OO

lim P(r,s1,85,0) = lim A(r)e~BIn®-CrI@-DO)E = g
l—t00 {——c0
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4. Se comprueba que la funcién de descuento aumenta cuando una de las tres

variables de estado tiende a 0

lim0 P(7,81,82,1) = A(1)e"C(Me2()=-DIY) P(r,81,32,1)
51—+

lim P(7, sy, 89,1) = A(1)eBa®)=-Dnie) P(1,81,82,0)

s2—0

(3.57)

Ilin%) P(7,51,83,1) = A(r)e” B2 -C2() 5 p(r 5, s, D

5. El precio de la obligacién es una funcién decreciente y convexa respecto a los

tres factores del modelo

9%P(,)

2
0s?

%’l = P(7,81,82,1) (—B(7)) <0

%Z%l = P(1, 31,892, 1) (—C(7)) < 0 a;}:g(.)
2}5;1;l = P(r,81,82,0)(—D(7)) <0 823};2(.)

= P(7,81,32,)B*(t) > 0

= P(1, 51,85, )C*7) > 0 (3.58)

= P(r, 1,52, 0)D*7) > 0

Asimismo, las expresiones de las derivadas parciales cruzadas son

ZEQ _ 220 _ p(r, sy, 65, 1) (<B(r)) (~C(r)) > 0

85108y — Os20s1

SR = £L0 = P(r,s1,55,1) (—B(r)) (=D(r)) > 0

05101 818s,

(3.59)

ZPO) — 2P0 = P(1, 84, 89,1) (~C(7)) (=D(r)) > 0

95281 ldsz
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6. Para vencimientos elevados (7 — o) la funcién de descuento se anula

P(OO,SI,Sz, l) = 'r!—izvnoo P(Ty Sl,SZaZ) =

Tim_ As(r) Ag(r) Ag(r)e BIRO-CIRO-DON — 0 (3.60)

va que

C(o0) = lim C(r) = lim ———=—>10

y aplicando Hopital

= lim )= lim 2(elor} — 1) =
D(o0) = TLc’oD( ) Tl__m (g5 +9) (e57 —1) +2¢

2e97g 2

= Hlm = >0
T (g3 +g)esTg gzt g

Ademds

2
Ag(oo) = lim Ay(r) = lim exp {—{;Bzm + 53 (B(r) - ﬂ} =0

2
o) = i 4(7) = i oo {0 +530lr) =) =0
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’ 9gelts+9) Yo
As(00) = lim As(r) = lim i ]"3=
3( ) =500 3( ) T—00 [(q3+g) (eg'r _ 1) +2g

resolviendo por Hépital el anterior limite, se llega a

2/43 g o
(so+9)F e\ o2 fhags
= | lim ———————“2ge TR 32 Po= ( lim e(43+9)22-"97) 73 =
T—500 (Q3 + g)eg"'g T=500
g
= ( lim e(qa'g)§> E
T —+ 00

El valor de este limite depende del signo de (g3 — g), de manera que

qg—g>0 e TknwA3(T) = 0
si
B—g<0 — lim As(r)=0
asi, se exige

B—g<0 — g@3<yg

y como que g = 1/¢2 + 202 siempre se cumplird esta condicién.

Finalmente, resulta
2
Asz(o0) = (TILIZ%O e(qa‘9)5> P =0

Se comprueba, por tanto, que el precio de la obligacién para vencimientos muy

elevados se anula

Jim  P(r,s1,50,1) =



Modelo trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés 173

= A1(00)Az(o0)As(c0)exp {—B(00)s1(t) — C(00)sa(t) — D(o0)i(t)} =0

7. El precio de la obligacién es una funcién decreciente (creciente) respecto al
plazo hasta el vencimiento (al tiempo o momento de valoracién). Para com-
probar esta propiedad se calcula el signo de la derivada de la funcién de des-
cuento respecto al plazo hasta el vencimiento de la obligacién ( 7 ) y respecto

al tiempo calendario ( ¢ ), respectivamente

81(;() — AI(,T).e—B(r)s;(t)—C'(’r)sz(t)—D(T)l(t)_I_A(T)_[e—B('r)sl(t)—C'('r)sg(t)—D('r)l(t)]I _
T

_A()
A(r)

- [A(7)e BORO=Cn-DINE) 1 A(r) . =Bl =0 l=DIE),

(=B(r)s1() — C'()sa(t) — D'(n)(2))]

aP() - A,(T) ’ ! '
7 = P('T, 81, S2, l) A(T) — B (T)Sl(t) - (T)Sg(t) - D (T)l(t):l ? 0
3.61)
ya que

P(T,31,$2,l) >0
48 - B(D)si(t) - C'(n)sa(t) = D'(1)I(1)] <0

A continuacién se calculan las derivadas que aparecen en la anterior expresién
para demostrar el signo negativo de la misma y, por tanto, el decrecimiento

del precio de la obligacién respecto del vencimiento.

B(r)=e® — B(r)>0,¥7r>0
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C'(r)y=e%" — C'(7)>0,¥7>0

4e97 g2
[(gs + g)(e7” — 1) + 2g]*

D(r)= — D'(t)>0,Yr >0

A(r) _
A(r)

(A1 (1) As(7) + Ax(7) A3(7)) As(r) + As(7)As(T) A4(7)
Ay(1)Ax(7)As(7)

_ A1(7)Ax(7) As(7) + A (1) Ay(7) As(T) + Ax(7) As(7) A5(7)
A1(7) Aa(r) As(T)

Alr) _ A 4 Ay(r) | As(r)
A(r) A1) As(r)  As(r)

donde

Ay(r) = Au(7) [—24%1%3(7)3'(7) + 83 (B'(7) — 1)] <0,¥r>0

y asi

A7)
1(7)

P

= [—2%B(T)B'(T) + 87 (B'(1) - 1)} <0,¥r>0.

Por otra parte

Ay(T) = Ag(7) [—2%(1(7)0'@) +83(C'(r) - 1)] <0.,¥r>0
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v asi

Ay(r) [ 9% , .

Ax(7) [_24q20(7)0 (M +s5(C'(r)—1)] <0,¥r>0.
Finaimente

. (aat+a)r 2%52“1
dyr) = ofole | 2oe 3
® 02 [(gs+g)(e” —1)+2g

' [2gem¥t ‘*’%ﬂ] [(g3+9)(e*” — 1) + 2] — [ZQeQ#E} [(g5 + 9)e’ 9]

[(gs + g)(es” — 1) + 29]°

reagrupando términos

N 93+9)T -1
AI — 2ﬂ3q3A .
3(7') 0'% 3(7') (Q3 +g)(e—‘V — 1) + 29

[2geg%‘m %ﬂ] [(gs + 9)(e*" — 1) + 2g] - [2geg"“§ﬂ] [(g3 + 9)e* 9]

' (g3 + g) (e = 1) + 2¢]°

y asi

A4(r) _ 2 {(9%1) [(gs + 9)(& = 1) +26] ~ [(gs + g)eﬂfg]} _
As(r) 3 (s +9)(e —1)+2g

simplificando

_ 20ags (819P (697 — 1) 4 (g5 + g)g(1 — &)
(ga+9)(e” —1)+2¢
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_ 20ags [(e” — 1) [(opel - (q3+g)g]} _

o3 (gs+9)(e” = 1)+ 29

_ 9jisgs | (€ = 1)(as + ) (%52)
B (ga+9g)(es —1)+2g

y finalmente

Ag(r) _ fags [ (g5 - 1)
(

- +g)(e —1)+2g

As(r) o2 } <0,¥r>0

ya que

g=1¢i+g , entonces ¢ < g*.

Asi, se llega a

A(r) _ 4(r)
A(r) T ()

A3(r)
Az(T)

(r)
(r)

As
+ + <0,Vr>0.
As

En este punto se matiza la primera propiedad deducida para esta funcién
de descuento que aseguraba la positividad de la funcién. Efectivamente,

P(7, 51,80, 1) = A(1)e~Ba1()=C(2()=D)() > 0 pero ademds como
P(O, 81, 89, l) =1

P(oco,81,82,1) =0

v la funcidén es decreciente respecto al plazo hasta el vencimiento, se puede
afirmar que el precio de la obligacidn serd una funcién comprendida entre 0 y

1

0< P(T, 51, 82, l) — A(T)e—B(T)S1(t)—C(’T)SZ(f)—D(T)I(t) <1. (362)
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Ademds, también se demuestra por el signo deducido para las anteriores deriva-
das de las componentes del precio de la obligacién, que ésta es una funcién

creciente respecto al momento de valoracién ¢

820 = P(t,81,5,1, T) [- 555 + B'(7)s1(2) + C"(n)sa(t) + D'(7)1(8)] > 0

Vr>0
(3.63)

Para analizar la funcién de descuento ha sido preciso estudiar el valor y signo de
cada una de sus componentes para plazos de vencimiento estrictamente positivos,
nulos y para plazos de vencimiento que tienden a infinito. También ha sido pre-
ciso estudiar el valor y signo de las primeras derivadas de estas componentes. Los

resultados obtenidos se resumen en los siguientes cuadros

Cuadro 1

>0 |71—0|7— 00
B(r) | B(t) >0 0 = >0
Ay(r) [ Ay (1) >0 1 0
C(r) | C(r) >0 0 =>0
Ay(1) | Aa(r) >0 1 0
D(r) | D(r)>0 0 2= >0
A3(T) A3(‘T) >0 1 0
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Cuadro 2
>0 |7—0 T — 00
B'(r) | B'(r)>0 1 0
C'(r) | C'(r)>0 1 0
D'(r)|D(r)>0 1 0
AAI(:) ﬁlAjl(;)l <0 0 |22(gs—g)—si—s}

En el cuadro 2 se han incluido también los valores, para plazos hasta el vencimiento
nulos e infinitos, de las derivadas de las componentes de la funcién de descuento,
ya que éstos seran utilizados, posteriormente, en el estudio de los tipos de interés al

contado y forward. Estos resultados se muestran a continuacién:

B(0)=1

B(t)=e%7
B/(OO) — T@w e~ BT =)
C'(0)=1

C'(r)=e"%"
C'(c0) = lim e™*" =0
D'(O) Z=1

T 42
D'(r) = 179 4e97g?

[(gs + g)(eo™ — 1) + 2" | D'(00) = nglw qs+g)(2ear_1 )+29°

=l e e T @ T
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Alr) _ Ai(r) | A(n)
A(r) A1) As(7)

Aj(r)
As(r)

+

= [-22 B()B/(r) + 51 (B(r) — 1)]

Al(f) 4q1
(40 - [22 B0)B/(0) + 53 (B'(0) ~1)] =0
i‘i‘%i‘—;%al_isnw[ 2 (r)B'(T)+s:<B'(r>—1>] =
= [~2 B(00) B(00) + s (B'(00) — 1)] = —st
20 = [-2gk o) + s(C'(n) - 1)]

40 [22.C(0)0(0) +53(C'(0) - 1)] =0

 Ae) iy [ 2-—0( )C'(T)+s;(0’(7)—1)] =

Az(0) T——300 q2

= [-20(00)C"(00) + 53 (C'(c0) = 1)] = —5;

492

Aa(r) _ gg? [ (~g?)(e 1) ]

As(r) — (ga+9)(€97 ~1)+2¢

)(€s°—1)

Az (0) _ (
20 = bap [l =0

6 iy fop [ ==y )
Az(0) T s 500 0—3 (qs+g)(e9"—1)+2g

fiags (95 — ¢°) _ fiags (

1m = —_
T of (s+g) o3 9

179
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Asi

(A©) _ A0) | AYO) | AYO) _
=2t Eg tie =0

Al(co it A,(T)

A = 20 A7)

A'(r)

A(T)
_ oy () g A(n) o As(T)
= Thrréo A,(r) +Tlm(1>° () + Thn}m A7) =

= —sj— 53+ B8(g: — g)

3.4 Obtencién y estudio de la curva de tipos de

interés al contado: estructura temporal de

tipos de interés

La estructura temporal de tipos de interés puede ser especificada, alternativamente,

a través de los precios de las obligaciones cup6n cero libres de riesgo, de los tipos de
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interés al contado o de los tipos de interés implicitos. Asi, si
P(t,s1,82,1,T): precioentde la obligacién cupén cero que paga 1 unidad
monetaria en su fecha de vencimiento T'
R(t,s1,82,1,T): tipo de interés al contado en ¢ para el plazor =T — ¢
f(t,s1,s2,1,T): tipo de interés instantdneo implicito en ¢ y aplicable en
T para el plazo dt
la relacidn entre estas tres funciones es la siguiente

P(ta 81,4 82, laT)=exp{_ftTf(t,31,32a la u)du}=
(3.64)

=exp{—~R(t, 31, S2, Z’T)(T—t)}

Se trata de determinar a partir de la funcién de descuento obtenida en la seccién
anterior, la curva de tipos de interés al contado, a través de la siguiente transfor-

macién

R(t,s1,8,1,T)=R(1,51,8,)=—tInP(r,s1, 5,1

R(r,s1,8,)=~1n [A(T)e‘B(T)sl(t)'o(f)sz(t)—D(")’(‘)] = (3.65)

= —lndin 4 B, (1) 4 ks, (1) + 2D(r)

A partir de los resultados de los cuadros 1 y 2 del apartado anterior, se demues-

tran las siguientes propiedades para la curva de tipos de interés al contado:

1. El tanto de interés al contado para un plazo infinitesimal coincide con r(¢). Es
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decir, la curva de tipos de interés al contado empieza en el valor del tanto de

interés instantdneo sin riesgo

R(O,Sl,SQ, l) =TlinoR(T,51,32,l)=

=Hm( lnA{r) | ()(ﬂ+cﬁ)(ﬂ Df%m)

7—0

y resolviendo por la regla de L’Hopital las anteriores indeterminaciones
R(O, 81, 82, l) =

. Alr . e .
= lim —_Z((—T% + lim B'(1)s1(t) + Jim, C'(7)s9(t) + Jim D'(NIi@) =

= 51(t) + s2(t) + I(2) = r(2) (3.66)
2. El tanto de interés al contado para plazos muy elevados es independiente de

las variables de estado

R(co, 51,83, 1) = lim R(7,s1,8,0)=

= lim (——l—llé’r(—T)- + B—E_Tzsl(t) + -Cl:lsz(t) D(r) l(t))

T—00

y por la regla de L’Hopital

R(oo731>32’l)=

= lim —14A—,((—))- + lim B'(r)si(t) + lim C'(r)sy(t) + lim D'(r)it) =

=si+s +&&@ g3) (3.67)
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3. El tanto de interés al contado es una funcién lineal y creciente respecto a las

variables de estado del modelo

BR(7,s1,8,0) 8%R(r,s1,8,0) _
OR(1,81,82,1 BT§7'2>0 8R1‘a.:§ 82,1 =0
1

331 -

] J— 2 3 3 —
6R§7lass12 s2,1) — _C_gl >0 ol R!‘ra.zézsz 13} =0 (368)

8R(7,s1,82,0) __ D(71) 32R§T,51,32,l[ _
il - 7 >0 312 =0

3.5 Obtencion y estudio de la curva de tipos de

interés implicitos

En esta seccién se deduce la curva de tipos de interés implicitos o forward asociada

al modelo, a partir de la definicién

8P(r,81,8,1
f(t,sl,sz,l,T)=f(T,31732,1)=—m (3.69)
Por tanto
Fros o) = =50 + B@a)+ C0na@) + DO (370)

A partir de los resultados de los cuadros 1 y 2 se deducen las siguientes propie-

dades de la curva forward

1. Lafuncién f (7, s1, sz, l) es estrictamente positiva para plazos hasta el vencimiento
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estrictamente positivos

f(r,81,8,)= —&)— + B'(7)s1(t) + C'(7)s2(t) + D'(7)I(¢) > 0, Y7 > 0

A(7)
(3.71)

2. Aligual que el tanto de interés al contado, el tipo de interés implicito coincide,

en el origen, con el tanto de interés instantdneo sin riesgo

f(0,31332al)=7_]-_i_1310f(7—731,32’l)=

= lim Alr) (1)1 (1)s (1 =
—}_,O(A(T)+B() (t)+C()2(t)+D()z(t)>

= 51(2) + sa(t) + I(t) = r(2) (3.72)

3. El tanto de interés implicito tiende al mismo valor asintético que el tanto de

interés al contado

f(007 513527l)=TE£%of(T>31a52al)=

= lim Afr) ‘()s "(1)s (r =
= tim (550 4+ B+ Creat) + D)

=si+s+ 0 - 0) (3.73)
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4. El tanto de interés forward es funcién lineal y creciente respecto a los tres

factores del modelo

3f§’f,;;;$2 1) - BI(T) >0 32f!7',a:1,32,1! =0
1

8f(ras,8,0) C"(T) >0 32]’!71512.52,11 =0 (3.74)
932 8%

81’!1,.9811132,1! - D'(T) >0 yt!'f,;[;,sz,l) =0

Se puede comprobar que el comportamiento de la curva de tipos al contado
y la curva forward es muy similar. Ambas empiezan en r(t) y presentan la misma
asintota. Ademds, la variacién del tanto de interés al contado respecto al plazo hasta

el vencimiento también estd ligada al tanto de interés forward, ya que se cumple:

8R(Ta 81,82, l) _ f(Ta 51, 82, l) . R(T: 51, 82, l)

or T

(3.75)

3.6 Analisis de las primas temporales

Las expectativas de mercado sobre los futuros tantos de interés pueden deducirse
del precio de las obligaciones cupdn cero y de la actual estructura temporal. Asi,
para nuestro modelo, el proceso estocdstico del precio de la obligacién y la curva
forward implicita en la estructura temporal de tipos de interés definirdn, en cada
instante, unas primas temporales. Estas primas nos van a permitir decidir sobre la

consistencia de las diferentes versiones de la hipétesis de las expectativas.

Segiin Anderson et al (1996), las primas temporales se pueden clasificar en dos

tipos:
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1. Prima a plazo instantdnea o instantaneous forward premium

2. Prima de rendimiento instantinea o instantaneous holding premium

La prima a plazo instantanea 7 (t, sy, $,, [, T) se define como la diferencia entre
el tanto de interés forward instantdneo y el tipo de interés instantdneo esperado para

un momento futuro

ﬂ‘(t, 81, 82,1, T) = 7r(7-7 51, 82, l) = f(t, 81, 82,1, T) - Et[r(T)] (376)

El valor esperado del tipo de interés instantaneo es
E[r(T)] = E¢ [s1(T) + 82(T) + UT)] = Ee[s1(T)] + Ee[so(T)] + E[U(T)] = ®

= (1 - e“ki") g4 e M7 (1) + (1 - e“k”) po +e7R2T s, (1) +

+ (1 - e'k”) ps + e TI(t) (3.77)

8Las variables s3(T"), s2(T") condicionadas por su valor en £, s1(2), s2(2)( ¢ < T) se distribuyen

como una normal y, como se planted en el primer apartado de este capitulo, las esperanzas condi-

cionadas de estas variables son las siguientes
Efs(D] = s1(0)e "0 4 (1-e™BT9) v

Ey[s2(D)] = s2(0)e T~ gy (1= 7500wt < 7

La variable {(T') condicionada por su valor en ¢, I(t) (t < T') sigue una distribucién x? no

centrada, con la siguiente expresién para su esperanza condicionada

B ()] = 1)e™ T 4 g (1- 00) e <7
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Sustituyendo este valor y el obtenido para el tipo de interés forward en la

definicién de esta prima se obtiene

7 (T, 81,82,1) = —il((:)) —I-B'(7')31(t)+C"(T)32(t)+D'(T)l(t)+(e—k” - 1) pi—e M7 sy (1) +

4 (e—sz — 1) py — e "5y (1) + (e—k” - 1) ps — €7RI(2)

y reagrupando términos

7(7, 81,89, 1) = — A(7) + (e‘le - 1) K+ (e‘kz'r — 1) i + (e“kaT — 1) 3+

+ (Bl(r) — 787 s1(8) + (C'(r) = e™07) sy(t) + (D'(r) = e7P7) U(t)  (3.78)

El valor y signo de esta prima dependerd, en cada instante, de los valores de
las tres variables de estado del modelo asi como del vencimiento de la obligacion.
Ademds, al no ser nula se puede afirmar que no se verifica la hipétesis pura de las
expectativas insesgadas, que implica que los tantos forward reflejan exactamente los
tantos de interés futuros esperados. Esta versidn de la hipdtesis de las expectativas

s6lo se cumple en ausencia de primas de riesgo.

Las propiedades que se derivan de esta prima son

1. En el origen la prima a plazo instantdnea se anula

7(0, 81, 82,1) = Tli_n}() 71, 81,82,0) =

i, (<D (o) (67 1) (e 1)
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+(B'(1) = e™m7) s1(t) + (C'(r) = e757) sy(t) + (D'(7) — ™7} U(1)) = 0
(3.79)

2. Para plazos hasta el vencimiento muy elevados esta prima no depende de las

variables de estado

7(00, 81, 82,1) = Tli_r+n°07r(T, 81,89,1) =

+ (B'(T) - e"‘”) s1(t) + (C”(T) - e'k”) s2(t) + (D’(T) - e'k”) l(t)) =

H3g3

* *
=8 ts+ 5
03

(9= g3) — (k1 + pa + ) (3.80)

3. La prima a plazo instantdnea es lineal respecto a las variables del modelo

an{r,s1,52.0) B’('r) — e~k Fr(rsi,ead) 0

9s1 ds?

8#!7,83312,52,12 — C’('T) _ e.._k27 827r§7;z:,52,l! =0 (3.81)

dr(rsis2) _ —k Pr(nsisel)
2 = D'(1) —emT 5 =0

En cuanto al crecimiento o decrecimiento de esta prima respecto a los factores

del modelo se puede argumentar lo siguiente. Si se considera, por ejemplo, la
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primera variable de estado, el primer spread s:(t), se observa que la primé a

plazo tendrd una relacién lineal creciente o decreciente en funcién del signo de

67r(7-, 81, 82, l)

—_— / - —klf
3o, = B'(7) e

es decir

cuando B/(7) >e ™" la prima es creciente respecto s;(¢)

cuando B'(7) < e M7 la prima es decreciente respecto ss(t)

Asi, teniendo en cuenta que

B(r)=e™a"
se debe analizar el signo de

on (1, 81,89, 1)

881

—e U7 _ e—k;’r
como que ¢; = k; + boy, resulta

on (7, s1,82,1)

— e-—(k1+bal)'r _ e—k;l‘r — e—k1‘r (e—btn'r _ 1)
631

De manera que

esib< 0 — et 51 — M&?&Q>O,ylaprimaaplazo

instanténea es una relacién lineal creciente respecto al primer spread.

0sib>0 — 0<e™" <1 — Qﬂ%%ﬁ&l<0,ylaprimaaplazo

instantanea es una relacién lineal decreciente respecto al primer spread.
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Ademds, cuando esta prima a plazo sea una relacién lineal creciente respecto
al primer spread, el precio de mercado del riesgo asociado a este factor serd

una relacién lineal decreciente respecto a s1(¢), ya que

/\1(t, 51) =a-+ bS](t)

y, por tanto, el coeficiente b es la pendiente de esta funcién lineal que se ha

supuesto para el precio de mercado del riesgo del primer spread.

Por contra, cuando la prima sea una relacién lineal decreciente respecto al
primer spread, el precio de mercado del riesgo asociado a esta variable serd

una funcién lineal creciente respecto a la misma.

En el anélisis de la relacién entre la prima a plazo instantdnea y el segundo

spread se llega a las mismas conclusiones. Asi

On(r, 81, 89,1)
832

= 92T _ e—kzv' —

—_ e—(k2+d¢72)7' — ek — e~k (e-—baz'r _ 1)

De manera que

. _ ) 52,1 .
esid <0 — e >1 — ﬂ%zsz—l > 0, la prima a plazo
instantdnea es una relacién lineal creciente respecto al segundo spread y
el precio de mercado del riesgo asociado a este factor es una funcién lineal

decreciente respecto a sy(t).
esid>0 — 0<e ¥ <1 — %3'3—;2’”—”1 < 0, la prima a plazo
instantdnea es una relacién lineal decreciente respecto al segundo spread

v el precio de mercado del riesgo asociado a este factor es una funcién

lineal creciente respecto a s(t).
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En cuanto a la variabilidad de la prima respecto al tanto de interés al contado

a largo plazo sélo se afirma que

o si D'(1)>eh" — 8—7@‘;—}’&9- > 0, y la prima a plazo instantdnea serd

una relacién lineal creciente respecto a I(t).

e si D'(t) <e k™ — M—’-’%‘—SM < 0, y la prima a plazo instantinea serd

una relacién lineal decreciente respecto a I(t).

Por otra parte, la prima de rendimiento instanténea, A(t,s;,s2,!,T) que
también se conoce como prima de riesgo, recoge el exceso de rendimiento que los
inversores exigen como compensacién por la incertidumbre existente en cuanto a los

rendimientos esperados de sus inversiones

h(t, 81, 82, l, T) = h(T, 814 82, Z) = /J,(t, 81,82, l, T) - T'(t) (382)

Por definicién del modelo

ﬂ(t, 81, S2,4 l, T) = )\1(t, Sl)pl(t, 81482, l, T) + /\z(t, Sz)pz(t, 81, 82, l, T)+ (383)

+a(t,Dps(t, 51,92, 1, T) + r(2)
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y calculando py(t,s1, 82,1, T), pa(t, 1,2, 1,T) y ps(t,s1,52,1,T), por su definicién®
pi(7,81,82,1) = }—:%)011331 = —B(t)o1 <0
pa(T, 81,82, 1) = 5502Ps, = —C(7)a, < 0 (3.84)

pa(T, 81,82,0) = }T}_—)aa\/l(_t)_]’l = -—.D(T)O‘g\/l(_t)_ <0

se obtiene

p(Ty 81, 82,1) = (a + bs1(2)) (—B(1)o1) + (¢ + dsa(t)) (—=C(7)o2) +

ALY (- D(T)ae,\/@) +7(t) (3.85)

O3

Finalmente, la expresién de la prima de riesgo instantdnea es

h(r,$1,82,1) = —B(7)o1(a + bs1(t)) — C(r)oa(c +dsa(t)) — D(T)A*I(t)  (3.86)

Se observa que el signo de esta prima depende del que a su vez tengan los precios
de mercado del riesgo asociados a cada una de las tres variables de estado. Asi,
cuando todos estos precios son negativos (positivos) la prima es positiva (negativa).
Sin embargo, cuando estos precios toman diferente signo, a priori no se puede afirmar
nada sobre el signo de la prima, ya que éste dependerd también del valor de cada

uno de estos precios.

La existencia de esta prima contradice la versién local de la hipétesis de las

expectativas que implica que los rendimientos esperados de obligaciones de todos los

®Es interesante recordar el valor negativo de las volatilidades del rendimiento de la obligacién,
propiedad que implicard una relacién inversa, en cuanto a signo, entre la prima de riesgo instanténea

y los precios de mercado del riesgo de los tres factores, cuando todos éstos presentan el mismo signo.
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vencimientos son iguales. Sin embargo, existe una versién ajustada al riesgo de esta
hipétesis, que es la que verifica nuestro modelo, y que se cumple en un equilibrio
de no arbitraje, cuando la prima de riesgo es proporcional a las volatilidades del

rendimiento de la obligacién.

Las propiedades que se derivan de esta prima son

1. En el origen la prima de rendimiento instantinea se anula

h(07 S1, 82, l) = Tl-iis»nO h(Ta 51, 82, l) =

= lim (—B(7)oi(a + bsy(t)) — C(7)oa(c + dsa(t)) — D(T)A*I(t)) = 0 (3.87)

T—0

2. Para plazos hasta el vencimiento muy elevados esta prima depende del valor

de los precios de mercado del riesgo de las variables del modelo

h(OO, 81,82, l) = TI.LI"DOO h(T, 814 82, l) =

= lim (~B(7)oi(a + bs1(t)) — C(r)oz(c + ds2(t)) — D(7)A*1(2)) =

T—00

2X*
ga+g

=~ Hatba(0) = et dss(t) - 1) (3:88)

q1
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3. Cuando b, d, \* < (>)0 esta prima de rendimiento instantdnea es lineal y

creciente (decreciente) respecto a los factores del modelo

Ah(T,s1,82,1 92h(7,51,82,0
Soged __p(rop  Pzmed

82

Sh 'r,asl,sg,l — —C(T)O‘zd 82hgg::,32,l! =0 (3.89)

Bh(r,51,52,0) 2h(7,51,82,1)
T;}S2 =—D(7‘)A* 3’11’37;321 =0

Es decir, cuando los precios de mercado del riesgo de los dos spreads decrezcan
(crezcan) linealmente, esta prima crecerd (decrecerd) también linealmente res-
pecto a estas variables. Para el tanto de interés a largo plazo, cuando el precio
que da el mercado al riesgo asociado a esta variable sea negativo (positivo),

esta prima crecerd (decrecerd) respecto a esta variable.

4, Cuando los precios de mercado del riesgo asociados a las tres variables del mo-
delo sean todos ellos positivos (negativos), la prima instantdnea de rendimiento
ser4 una funcién decreciente (creciente) respecto al plazo hasta el vencimiento.
Cuando los precios que el mercado da al riesgo de cada uno de los factores
del modelo tomen diferente signo, no se puede decir nada en cuanto a la
variabilidad de la prima en el tiempo, ya que ésta dependera también del valor

de cada uno de estos precios.

Oh(T, 81, $2,1)

220 - o T b3y (£))B(7) — o+ dsy(1))C'(7) — NI D' (7)

(3.90)
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3.7 Gestion del riesgo de tipo de interés

La dindmica de la curva de tipos de interés en el tiempo genera el denominado
riesgo de tipo de interés. Es un riesgo estrictamente financiero que el mismo
mercado provoca y que afecta, directamente, a las carteras compuestas por titulos

de renta fija y activos derivados sobre tipos de interés.

Una variacién en los tipos de interés provoca, por una parte, una variacién en el
precio de los activos, porque la oferta y demanda del mercado hacen que el precio
de un titulo se ajuste para adaptarse al mercado. Por tanto, la valoracién de una
cartera fluctda en funcién de los tipos de interés. Pero, por otra parte, una variacién
de los tipos también afecta a la futura retribucién de los flujos de capital que genera
la cartera y que se reinvierten, a medida que se producen, a los tipos de interés

vigentes en cada momento.

Asi, el riesgo derivado de la variacién de los tipos de interés tiene dos vertientes:

e ¢l riesgo de precio que afecta a los inversores cuando han de vender un activo
al precio actual del mercado. Este precio es el resultado de descontar los flujos

futuros del activo a los tipos de interés vigentes en el mercado.

o y el riesgo de reinversién que surge frente a la necesidad de reinvertir los
cobros periddicos de los diferentes activos a los tipos de interés vigentes en el

mercado.

En definitiva, la incertidumbre sobre la evolucién futura de los tipos de interés
hace que el inversor tenga que asumir una variacién en la valoracién de sus activos

a lo largo del tiempo.

Afortunadamente, el efecto que una variacién de los tipos de interés causa sobre
el valor del titulo es inverso al que se produce por la reinversién de los flujos de la
cartera. Es decir, el riesgo de tipo de interés se puede descomponer en dos efectos de

signo contrario, que bajo ciertas hipétesis incluso se pueden llegar a compensar. Es
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como si el mismo problema, el riesgo de tipo de interés, tuviese implicita la solucién,

que se centra en el concepto de duracién.

En el contexto de los modelos dinamicos de la estructura temporal, este riesgo
de tipo de interés, normalmente, se considera que hace referencia al riesgo de
mercado y al riesgo de la curva cupén cero.!® El primero es el originado por
cambios en nivel de la estructura temporal de tipos de interés, es decir, es el riesgo
asociado a una variacién uniforme de todos los tipos de interés al contado. Por otra
parte, el riesgo de la curva cupdn cero es el asociado a variaciones no paralelas de
la curva de tipos de interés, es decir, el asociado a variaciones no uniformes de los

tipos de interés.

La ventaja del modelo desarrollado en esta tesis doctoral es que al considerar tres
factores estocasticos en la dinamica de la estructura temporal, se pueden considerar
cambios de nivel, pendiente y curvatura en los movimientos de la curva de tipos y
asi, se contempla no sdlo el riesgo de mercado, sino también el denominado riesgo
de la curva cup6n cero, es decir, el ocasionado por variaciones no uniformes en los

tipos de interés.

Tradicionalmente, la gestién del riesgo de tipo de interés de carteras de renta fija,
se ha limitado al uso de la duracién convencional. En este sentido, la duracién de
Macaulay mide la sensibilidad de un activo respecto a cambios del tipo de interés,
bajo la hipdtesis de desplazamientos paralelos, en términos infinitesimales, de la
estructura temporal de tipos de interés. De esta forma se cubre, eficientemente, el

que se ha definido como riesgo de mercado.

En los dltimos afios ha adquirido importancia el riesgo de la curva cupén cero,
que es significativo, sobre todo, en carteras donde se incluyen derivados sobre tipos
de interés. Surgen numerosos trabajos que se centran en el desarrollo de medidas del

riesgo de tipo de interés asociado a variaciones no uniformes de los tipos de interés
p

10Chen, L. (1996), pp.74-75.



Modelo trifactorial de la estructura temporal de tipos de interés 197

(Bierwag, Kaufman y Toevs (1980), Gultekin y Rogalski (1984), Elton, Gruber y
Michaely (1990), Leibowitz, Krasker y Nozari (1988), Klaffky, Ma y Nozari (1992),
Waldman (1992) y Ho (1992), entre otros). El principal problema de todas estas
medidas desarrolladas en las dos iltimas décadas es que no estdn basadas en un
modelo de estructura temporal de tipos de interés. La estructura temporal y la
forma funcional de los desplazamientos de la curva se especifican de forma arbitraria
y ello puede ser inconsistente con la dindmica de la curva de tipos e incluso con el

principio de ausencia de oportunidades de arbitraje.

Por consiguiente, el modelo trifactorial de la estructura temporal presentado en
esta tesis ofrece un contexto idéneo para el desarrollo del concepto de duracién
multifactorial, acorde con los movimientos paralelos y no paralelos de la curva de

tipos.

A continuacién, los conceptos de duracién y convexidad se extienden al modelo
de estructura temporal desarrollado, para medir el riesgo de tipo de interés respecto

a los factores estocésticos del modelo.

3.7.1 Duracién factorial

El precio en t de una obligacién cupén cero que paga una unidad monetaria a

su vencimiento T', es una funcién que depende de las tres variables del modelo

s1(8), s2(8) ¥ 1(2)

P(1,81,82,1) = A(t)exp {—B(7)s1(t) — C(7)s(t) — D(7)I(t)} (3.91)

Utilizando el lema de It8, la ecuacién diferencial estocdstica que indica el cambio

relativo del precio de la obligacién cupén cero para un periodo infinitesimal, igual
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que en (3.13), es
dP(t,51,52,1,T) = (ka(p1 — 51(8)) Poy + ka2 — 52(2)) Pe, + ka(pss — I(t)) Pt

1 1 1
4502 P + 503 Py + 5080 Py + B,) it

-+ 0'1P31 dzl(t) + 0'2P52 ng(t) + O34/ l(t).P{dZQ,(t) (392)

La componente determinista de esta ecuacién y(t, s1, sz, [, T) se corresponde con

el término tendencia de la misma y, por tanto, denota el rendimiento instantdneo

esperado de la obligacién cupdn cero. Asi si

u(t, 81582, 1, T) = (kl(»ul - Sl(t))PS1 + ky(p2 — 8(t)) Py, + k3(/‘3 - l(t))PH"

1 1 1
+'2'0'§Pslsl -+ ‘Z'U;Psﬂz + 'z'dgl(t)Pu + Pt) (393)
y considerando la forma funcional deducida para la funcién de descuento
P(7,s1,82,1) = A()exp {—B(7)s1(t) — C(7)s5(t) — D(7)I(2)}

entonces los valores de las derivadas parciales del precio de la obligacién son ((3.58)

y (3.63))

PS1 = —B(T)P(T7 51a32)l) P3151 = Bz(T)P(Ta 31732,1)

P,, = —C(7)P(r, 51, 82,1) Py, s, = C¥(1)P(7, 31, 82,1)
(3.94)
P, = —D(1)P(1, 313 82,1) Py = D*(1)P(1,s1,5,1)

P, = P(r,s1,55,1) [-455 + B(r)s1(t) + C"(7)s(t) + D'(7)1(t)]
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v la expresién para el rendimiento esperado de la obligacién es
(b, 81,8, L,T) = [~ka(fia — 51(£))B(7) = ka(fi2 — 52(2))C(7)—
. 1
—ks(fis — 1(8))D(7) + 3 [afBz(r) + 02C%(r) + U§D2(¢)l(t)] -

A/
_% + B'(1)s1(t) + C'(1)s2(t) + DI(T)l(t)] P(r, 51, 89,1) (3.95)
El rendimiento esperado de la obligacién recoge las tendencias instantdneas es-
peradas de los cambios en los factores del modelo asf como los términos de segundo
orden, en los que aparecen las varianzas de las variables. Dado el objetivo de este

apartado se va a obviar, en adelante, la forma funcional de u(-), sin perder por ello

generalidad en el andlisis.

Asi, la dindmica del rendimiento de la obligacidn se expresa como

dP(t, 81,82, l, T) = u(t, 81,52, l, T)dt + 0’1P31 dzl(t) + 02P52dz2(t) + o3\/ l(t)PdeQ,(t)
(3.96)
y si ahora se considera el precio de la obligacién en funcién del tanto de interés al

contado (3.64)

P(ta 51, 82,1, T) = €Xp {—R(t$ S1, 52, l? T)(T - t)} (397)

los valores de las primeras derivadas parciales de la funcién de descuento son
P, = —(T — t)R;, P(7, 51, 82,1) = —7Rs, P(7, 51, 83,1)
Psz = ——(T - t)Rszp(T, 81, 32,1) = —TR52P(7', 51,52, Z) (398)

P = —(T - t)R,P(r,51,82,1) = —TRP(7, 81, 82, 1)
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y la ecuacién diferencial estocastica asociada al rendimiento de la obligacién

dP(t,s1,82,,T) = p(t, s1, 82,1, T)dt — (T — 1) P(t, 31, 82,IT) [01.R,,dz1 (t)+

+o3 R, dz(t) + aa\/@}z,dzg(t)] (3.99)

en la que

— ath,Sl,SZ,IyZ!
R'sl - 951

R, = BR(2,51,52.1,T) (3.100)

- Js2

— 9B(ts1,5,LT)
Rl 3Ris1alsle

Por otra parte, una obligacién que vence en T y que paga n cupones ¢; en
t;,7=1,2,...,n(t, =T), se puede considerar como una cartera formada por n

obligaciones cupén cero, cuyo precio en t, P*(t, sy, 83,1, T) es

P*(t,81,82,1,T) = P*(1,81,82,1) = >_ ¢; P(t, 81, 82,1, ;) (3.101)

=1
y cuya dindmica en el tiempo viene dada por la siguiente ecuacion diferencial es-

tocéstica

dP*(7,81,892,1) = Z c;p(t, s1, 82,1, t;)dt—

i=1

e

il
=3

Cj(tj — t)P(t, 81,82, l, tj)aleldzl (t)—

J

cj(tj - t)P(t7317 82, l, tj)O'stdeZ(t)—

e

Il
-

J
n

- ch(tj - t)P(t7 81, 52, l, tj)US\/iERleB(t) (3102)

i=1
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Ecuacién que se puede expresar como

dP*(t, 81, 82, l, T) _ 1
P(t,51,50,,T)  P*(t,51,80,L,T)"

*(t, 81, 82, l, T)dt+

-+ Ps; aldzl(t) + (P520'2d22(t) + L1034/ l(t)dz:g(t) (3103)
donde

y*(t, 81, S2, Z, T) = Z Cj/-‘(ty 81, 82, l) tj)
j=1
P = — e 2 Cilti — P 51,50, 1, 1) Ry
i=1
(3.104)

n
Por = — P 2o Cilts = DP(t, 51,82, L 17) Rey
j=1

n
o1 = — Pty 2 Cilts — )Pt 51,52, L) Ry
i=1

Los pardmetros ¢, , 5, ¥ ¢; miden la sensibilidad del rendimiento de la obli-
gacién respecto a cambios de los factores del modelo. Esta duracién es diferente de
la duracién convencional en dos aspectos. Por una parte, tenemos tres duraciones,
una para cada factor evolutivo de la estructura temporal y, por otra parte, hay un

término extra en cada una de estas duraciones

Rsl __ BR(t,51,52,l,t;)

- 351
Rs2 —_ AR, t131152111t') (3‘105)

Os2

— R t,31,§2,i,t' s
Rl——l——ﬁal j=1,2,...,n
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que mide la sensibilidad del tanto de interés al contado respecto a cada uno de los

tres factores estocésticos del modelo.

De esta forma, se ha definido una duracién multifactorial que permite gestionar
el riesgo de tipo de interés debido a fluctuaciones no uniformes de la estructura
temporal. En la actual literatura financiera, estas duraciones factoriales se han

venido denominando duraciones funcionales o duraciones parciales.

Para el caso de la obligacién cupén cero P*(t,$1,32,l,T) = P(t,81,82,,T) y

cn =1y ¢; = 0Vj < n, las expresiones de ¢;, , ¢, ¥ ¢ son'?

o oR ty ] 1er) — 1 8P(tys 38 ,I,T —

PYs; = _(T - t) { ?sz = P(t,s1,52,1,T) 81312 ) — _B(T)
_ OR(t,s1,52,T) _ 1 8P(tsi,sdT) _

oy = —(T — ) 2Ebgld) - Pt o0 0T) ( weald) = —C(r) (3.106)
—_ dR(t,51,82.0.T) 1 8P (t,s1,82,L,T) __

Pr= “(T —1) ¢ 83132 = P(ts1,50,L7) ( 533132 O=-p (1)

ya que segin (3.58)

PPlesrmdd) o — P(t, 51,8, 1, T)B(r)

Os1

—1——13}) TR = —P(t, 81,82, l, T)C(T)

Osz

taanlT) — _ P4, 5y,8,1, T)D()

YUEn el anexo III se puede comprobar, empiricamente, que las funciones B(7), C(7) y D(7)
toman un valor muy aproximado al plazo de la obligacién. No es de extrafiar, pues, el resultado

de estas tres duraciones.



