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Conclusio

En la Introducci6 hem explicat que el desenvolupament de la logica
matematica en el periode 1850-1920 es pot dividir en quatre ¢poques. Tal com hem dit alli,
una primera ¢€poca s’inicia amb la publicacid, d’'una banda, de les obres de G. Boole: 4
Mathematical Analysis of Logic (1847) 1 Investigation into the Laws of Thought (1854) 1,
d’una altra, dels articles d’A. De Morgan: “On the Structure of the Syllogism, and on the
Application of the Theory of Probabilities to Questions of Argument and Authority” (1846) 1
“On the Syllogism, n° IV, and of the Logic of Relations” (1860). L’obra de Boole s’emmarca
en el context del desenvolupament de 1’algebra abstracta en el si de I’escola analitica anglesa,
en el qual hi participaren, entre d’altres, G. Peackok, D.F. Gregory i W. R. Hamilton. En
aquest sentit, I’objectiu de Boole és construir, prenent com a model 1’algebra numeérica, un
algebra de simbols susceptible de ser interpretada logicament, és a dir, un algebra de la
logica (Cf. supra, cap. I, § 1). Leibniz havia concebut des de ben jove la idea d’una mena
d’alfabet del pensament huma que havia de ser alhora una lingua o characteristica
universalis 1 un calculus ratiocinator, en el sentit que permetés expressar els conceptes
fonamentals de totes les ciéncies d’'una manera precisa i fos, al mateix temps, un mitja de
descobriment i resolucié de totes les disputes i controversies filosofiques. Aixi, per exemple,
Leibniz considera el seu descobriment del calcul infinitesimal una mostra de la importancia
de posseir un simbolisme adequat en matematiques i una prova de la necessitat de
desenvolupar una characteristica universalis que permetés penetra en el laberint de les altres
ciencies. Pel que fa a la logica, conscient que aquesta ciéncia, amb els seus termes,
proposicions i sil-logismes, presentava una analogia formal amb la ciéncia de 1’algebra, amb
les seves lletres, equacions 1 transformacions, intenta presentar la primera com un calcul i, en
algunes ocasions, 1’anomena mathesis universalis o matematica universal. El que Leibniz
tenia al cap era una mena de feoria general de les formes que servis de fonament a les
diferents branques de les matematiques i fes possible nous descobriments en el domini de les
matematiques. De fet, al llarg de tota la seva vida desenvolupa diferents calculs logics, entre
els quals destaca el “Calculus de Continentibus et Contentis” que presenta notables analogies

amb el calcul logic de Boole. El punt de vista de Boole, tal com hem vist en el primer capitol
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de la nostra exposicid, no era gaire diferent del de Leibniz. Segons Boole, en efecte, “la
Logica descansa, com la Geometria, en veritats axiomatiques, i els seus teoremes estan
construits sobre la doctrina general dels simbols, que constitueix el fonament de 1’analisi
reconegut”.! Pero, tant a Mathematical Analysis of Logic com a Laws of Thought, Boole no
enuncia les lleis a les quals estan subjectes els simbols de la logica com a veritats a priori
d’aquesta “doctrina general dels simbols”, és a dir, com les lleis de combinaci6 a les quals
han d’estar subjectes necessariament els simbols de algebra simbolica, sind que les dedueix a
partir de la seva interpretacié logica com a simbols de classe® i, basant-se en ’analogia entre
I’algebra logica i I’algebra numerica, incorpora els processos de raonament d’aquesta ultima
a la primera 1 basteix aixi un calcul o algebra logica. Tal com hem vist, en efecte, per a Boole
hi ha també, com per Leibniz, una clara analogia entre I’algebra logica i 1’algebra aritmetica
tant pel que fa a llurs operacions com pels que fa a les lleis a les quals estan subjectes
aquestes operacions. La unica diferéncia rau en la llei de dualitat x*> = x, que és valida en
I’algebra logica perd no és valida generalment en 1’algebra aritmeética. Amb tot, com que
aquesta llei és satisfeta pels nombres 0 i 1 i, doncs, en la subalgebra {0,1} de I’algebra
aritmetica comuna, Boole considera plenament justificat importar a 1’algebra logica tots els
processos de raonament emprats habitualment en 1’algebra comuna (Cf. supra, cap. 1, § 2).
Aquests processos son essencialment el desenvolupament o expansio, la eliminacio 1 la
reduccio 1 és gracies a ells que el sistema de la logica de Boole esdevé un calcul efectiu de
classes o proposicions (Cf. supra, cap. 1, §§ 4 1 5). Boole, en efecte, distingia dos tipus de
proposicions: les proposicions primaries i les secundaries, distincidé que coincideix
essencialment amb la distincié habitual en la seva ¢poca entre proposicions categoriques i
hipotetiques (Cf. supra, cap. 1, § 3). Com que ambdos tipus de proposicions poden
formalitzar-se amb els mateixos simbols, subjectes en un i altre cas a les mateixes lleis de
combinacio, el mateix calcul o algebra sera aplicable a la logica categorica o hipotetica 1
només la diferent interpretacio dels seus signes determinara el seu ambit d’aplicacié (Cf.
supra, cap. 1, § 6). Podriem dir, doncs, que Boole presenta algebricament la logica i d’aquesta
manera assoli 1’ideal leibnizia de construir un calcul logic capag¢ de resoldre tots els
problemes de la logica tradicional, aixo és, un calculus ratiocinator.

Tal com veura molt bé Peirce, un dels grans merits de Boole, fou que va ser el primer

en dissenyar un sistema de notacio efectiu per al calcul logic. Hem vist, en efecte, que la

! Boole 1916, 58.
2 De fet, tal com hem vist, a partir d’una barreja de consideracions psicologiques i logiques
prou sorprenent per a un partidari de 1’algebra abstracta com ell.
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quantificacid del predicat duta a terme per Hamilton i De Morgan 1 la introduccid per part
d’aquest darrer de la nocié d’univers del discurs i dels termes negatius, portaren a ampliar el
nombre de proposicions categoriques (Cf. supra, cap. I, § 1). Calia, doncs, un sistema de
notacid que permetés expressar simbolicament aquests enunciats de manera que es pogués
bastir a sobre seu un veritable calcul de la logica. A tal efecte, Boole introdui el signe 1 per
denotar /'univers del discurs de De Morgan, gracies a la introduccio6 del qual 1 a la del signe
per a la resta o subtraccid booleana, fou capa¢ de simbolitzar també els termes negatius de
De Morgan. L’altra pega clau del sistema de notacid de Boole era el simbol de classe
indefinida v, gracies al qual Boole fou capa¢ de representar simbolicament els judicis
particulars. En definitiva, gracies als signes anteriors, els signes per a la suma booleana, el
producte logic 1 la igualtat, Boole fou capa¢ d’expressar equacionalment els vuit tipus
diferents de judicis categoric de Hamilton i De Morgan (Cf. supra, cap. 1, § 3). Ara bé, el
preu pagat per Boole per aconseguir aixo fou molt alt. Car el fet que els signes + i — hagin de
representar operacions inverses, per analogia amb el que s’esdevé a I’aritmetica, restringeix
la interpretabilitat de 1’addici6 als casos en que els termes units mitjangant aquesta operacid
representen classes disjuntes (Cf. supra, cap. 1, § 2). La conseqiiencia fonamental d’aixo ¢s
que algunes de les lleis més importants que caracteritzen el que avui en dia anomenem
algebres de Boole no son interpretables o no son valides en el sistema de la logica de Boole

(Cf. supra, cap. 1, § 8). Aixi, per exemple, una de les lleis de tautologia o idempotencia:

a+a=a,
la llei

a+1=a,
una de les lleis d’absorcio:

atab=a

1 una de les lleis distributives:

a+bc=(a+b)a+c),
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no son interpretables. Aquesta darrer llei expressa el principi de distribucié de la suma sobre
el producte, que no és valid generalment en 1’algebra logica de Boole, com tampoc ho és en
’algebra aritmética.! Veiem, doncs, que si bé la llei de tautologia aa = a, la llei a0 = 0, la llei
d’absorcid a(a+b)=a 1 la llei distributiva a(b + c¢) = ab + ac sén valides en 1’algebra de la
logica booleana, els seus duals a+a=a, a+1=1,a+ab=a i a+bc=(a+b)a+c) no ho
son. Doncs bé, la substitucié de la suma booleana per I’addicié logica, en assegurar la
interpretabilitat 1 validesa d’aquestes darrers lleis, permet presentar una perfecta
correspondéncia o dualitat entre les lleis de 1’addicié 1 les del producte. Aquest fet és
important no solament per I’elegancia que es desprén de la simetria observada entre les lleis
del producte 1 la suma, sin6 fonamentalment perque permet una correcta caracteritzacio de les
algebres de Boole, les quals constitueixen la contrapartida algebrica del calcul proposicional
classic. El primer en adonar-se que la substitucid de la suma booleana per la suma logica
permet establir un perfecte paral-lelisme entre les lleis que satisfan I’addicid i el producte
logic fou Ch. S. Peirce (Cf. supra, cap. 1I, § 3). Aquest avantatge sera reconegut per E.
Schroder a través de I’anomenat principi de dualisme (Cf. supra, cap. III, § 4) 1 explotat
sistematicament per ell mateix a Vorlesungen iiber die Algebra der Logik (1890-1905) en
disposar en columnes paral-leles els teoremes duals relatius a 1’addici6 i el producte logic.

Els exemples anteriors son només un botd de mostra de les nombroses expressions
que sorgeixen inevitablement en el sistema de la logica de Boole i que, tanmateix, son
ininterpretables. Tal com deéiem abans, el problema de la interpretacio de les expressions
ininterpretables logicament és un dels problemes principals que planteja 1’algebra logica de
Boole i que, de fet, ocupa el nostre autor els anys subsegiients a la publicacid de Laws of
Thought (Cf. supra, cap. 1, § 7). Un altra dels problemes principals que planteja la logica de
Boole és la introduccié del simbol v per representar les proposicions particulars. El problema
principal que planteja aquest simbol és la incompatibilitat entre la seva definicid com a
simbol de classe sense restriccions -susceptible, doncs, de ser interpretat com la classe nul-la-
i el seu import existencial en les proposicions particular afirmatives, que Boole simbolitza a
través de 1’equacid vx = vy 1 on el simbol v no pot ser eliminat (Cf. supra, cap. 1, § 3). Per un
altre costat, hom es pot preguntar amb Peirce, si la representacio dels enunciats categorics a
través de la relacio d’igualtat ofereix una analisi logica correcta d’aquesta mena d’enunciats

1, en definitiva, si la representacio de la copula a través de la relacioé d’inclusié no ofereix una

! La llei distributiva només ¢és interpretable quan bhc =0 0 a = 0 1 és valida només en el cas que

b=01c=0. Analogament, la segona llei d’absorcié només és interpretable i valida quan ab =0; és a
dir, les lleis anteriors només sén interpretables i valides en els casos trivials.
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analisi més acurada d’aquests enunciats (Cf. supra, cap. 1, § 2). Per exemple, la presentacid
equacional d’una proposicid particular afirmativa com ara Alguns homes son vegetarians
converteix aquesta proposicid en la proposicio Alguns homes son alguns vegetarians, la qual
conté una referéncia a quatre classes: homes, vegetarians i les dues classes denotades per les
dues ocurréncies d’alguns! Analogament, en el camp de la logica hipotética, la presentacio
equacional de les proposicions i el desig de fer aplicable tota la potencialitat del seu metode a
aquesta logica, fa que Boole hagi de recorrer a la idea del temps per tal d’interpretar les
proposicions hipotétiques 1 representi, per exemple, els enunciats condicionals de forma
analoga a com havia representat les particulars afirmatives. D’aquesta manera, Boole dissipa
la important distinci6 entre logica categorica i1 hipotética, que ja havia estat copsada
correctament per Aristotil 1 els estoics, 1 basa la logica hipotética en la categorica, tot just al
contrari del que fara Frege 1, amb ell, tota la logica contemporania. En definitiva, tal com ha

assenyalat Dummett:

No hi ha dubte que [Boole] mereix un gran credit pel que va aconseguir, en el
sentit que en aquelles circumstancies historiques el que va fer devia ser molt dificil de
fer. Pero, si ens preguntem pel significat historic i, en particular, per I’interés present
dels escrits de Boole, s’ha de donar una altra resposta. Els descobriments que separen
la logica moderna dels seus precursors son clarament 1’us dels quantificadors (o, més
generalment, d’operadors que lliguen variables i poden ser aniuats [nested]) i el
concepte d’un sistema formal, els quals son tots dos deguts a Frege i no estan

presents, ni tan sols en forma embrionaria, en 1’obra de Boole.'

Boole, és cert, t¢ una gran importancia historica pel fet que va originar el corrent o
tradicio algebrica al qual cal adscriure autors tan importants com ara Peirce o Schroder.
Aquesta tradicid algebrica ha donat lloc, a través de 1’obra de Birkhoff i Tarski, a la logica
algebrica 1 I’algebra universal contemporanies, que constitueixen avui en dia un dels focus
més importants de recerca i on se segueixen fent contribucions importants en el camp de la
logica. En particular, Boole va enunciar per primera vegada algunes de les lleis algébriques
que constitueixen el que avui en dia anomenem algebres de Boole, que tenen
importantissimes aplicacions no només en I’estudi algebric de la logica proposicional
propiament dita, sind que constitueixen un dels topics fonamentals de I’algebra universal amb

importants aplicacions en la teoria de models 1 la teoria de computacio contemporanies. Ara

! Dummett 1959, 205.
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bé, pot ser la caracteristica més destacada de la logica moderna ¢és el paper central que juga
en ella la logica quantificacional de primer ordre -per exemple, en la teoria de models o en la
teoria de conjunts. Doncs bé, tal com afirma Dummett, Frege va ser capac no solament de
desenvolupar correctament una teoria de la quantificacié on I’abast dels quantificadors
quedava completament delimitat, sind també de presentar la seva logica quantificacional -de
primer i segon ordre- com un sistema formal. Aixo ¢€s suficient per poder afirmar que Frege
¢s el veritable pare de la logica moderna, no pas Boole. Amb tot, tal com veurem més
endavant, Frege no va atorgar a la logica de primer ordre un stafus especial, sind que la va
desenvolupar conjuntament amb la logica de segon ordre, perque el seu objectiu fonamental
era fonamentar logicament les matematiques 1 en la expressio de molts dels conceptes
d’aquesta hi intervé de forma natural la quantificacid sobre predicats o conjunts. A més, la
nocié d’interpretacio que és, juntament amb la nocid de sistema formal, la nocié més
important del que hem anomenat en la introduccio6 la concepcié model-teorética o semantica
de la logica actual és aliena a I’obra de Frege.

Tal com deiem en la Introduccio, I’obra de De Morgan no pretén, com la de Boole,
reinventar la logica sobre una base completament nova, sin6 reformular la vella sil-logistica
aristotelica, de manera que pugui donar compte dels diferents tipus d’inferéncies valides que
no s’adaptan al canon sil-logistic. Amb aquest objectiu, De Morgan construira una teoria de
relacions que constituira la base de nombrosos estudis posteriors. Entre aquests, cal destacar
els articles de Ch. S. Peirce: “Description of a Notation for the Logic of Relatives” (1870) i
“Note B: The Logic of relatives” (1883). En el primer dels articles citats, Peirce intenta
estendre els metodes de Boole per tal de fer-los aplicables a la logica de relacions, pero el
model algebric de Peirce ja no son les varietats algeébriques de Peackok o Gregory, en les
quals s’havia basat Boole, sin6 les algebres associatives recollides per B. Peirce, son pare, en
la memoria Linear Associatives Algebras (1870), entre les quals s’inclouen, per exemple, les
algebres de quaternions de Hamilton (Cf. supra, cap. 1I, § 4). Aixd, d’una banda, crea
nombrosos problemes a Peirce, com ara el fet que molt dels processos de raonament emprats
no fossin interpretables logicament, perd també obri nombres perspectives com, per exemple,
la representacid matricial dels relatius. L’objectiu fonamental de “Description of a Notation
for the Logic of Relatives” és, tal com de¢iem abans, presentar un sistema de notacid algebrica
que estengui el sistema de Boole 1 el faci aplicable no només a 1’estudi dels termes absoluts
(classes), sind també a 1’estudi del termes relatius (relacions), iniciat uns anys abans per De

Morgan. Una de les tesis més importants d’aquest article és la tesi de reduccid, que podem
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reformular en els termes segiients: (i) les relacions d’aritat 2 no poden, en general, ser
reduides a relacions d’aritat 1; les relacions d’aritat >3 no poden, en general, reduir-se a
relacions d’aritat 1 o 2 1 (ii) tota relacio d’aritat > 3 pot reduir-se a relacions d’aritat 3. D’aqui
que, en definitiva, el desenvolupament efectiu de la logica de relacions només requereixi tres
tipus de termes: els termes absoluts, els termes relatius simples i el termes conjugatius -amb
dos correlats. En I’article de 1870 sobre la logica de relatius, Peirce comenga definint
Iunivers del discurs com un conjunt no buit i1 arbitrari d’individus a partir del qual
s’interpretaran els simbols propis 1 els signes algebraics de relacid i operacio. Aquesta nocid,
I’origen de la qual es remunta a D’article de De Morgan de 1846, és una de les nocions
basiques de la concepcio semantica de la logica predominant avui en dia. En la presentacid
del calcul de relatius, Peirce distingeix clarament entre sintaxi 1 semantica 1, de fet, podriem
dir que el punt de vista Peirce és essencialment semantic, si més no en el sentit que el nostre
autor és ben conscient, en desenvolupar el calcul de relatius, que els seus raonaments soén
sobre un model del llenguatge abans explicitat. En I’article “The Logic of relatives” de 1883,
Peirce deixara de banda les analogies matematiques i construird un algebra de relacions (Cf.
supra, cap. II, § 8) on, en paraules de Tarski, Peirce “introdui i precisa tots els conceptes
fonamentals de la teoria de relacions i formula i establi les seves lleis fonamentals”.! En
I’origen de la logica de relatius exposada per Peirce en els articles de 1870 1 1883 hi ha no
solament I’intent d’exposar un calcul o algebra de relacions, sind també el d’abordar el
problema de com expressar les proposicions particulars i1 hipotétiques d’una forma més
apropiada que en el sistema de Boole i el de com justificar determinades inferéncies que no
s’adeqiien al canon sil-logistic 1 no poden validar-se tampoc en aquell sistema. Les
proposicions particulars i1 hipotetiques, com la resta dels enunciats de la logica categorica i
hipotética tradicionals, son expressables emprant una petita part de la logica quantificacional
moderna, a saber, la logica de predicats monadics. Ara bé, la logica de relatius permet
expressar una amplia varietat d’enunciats quantificacionals que cauen fora de 1’abast de la
logica de predicats monadics 1 que només son expressables en el marc de la logica de
predicats poliadica, aixo és, la logica de primer ordre o logica quantificacional moderna. Per
exemple, els enunciats doblement quantificats que comencen amb un quantificador universal
son tots ells expressables en la logica de relatius peirciana; hom no pot, en canvi, expressar
en el marc de la logica de relatius els enunciats doblement quantificats que comencen amb un

quantificador existencial, per la senzilla rad que aquests son negacions d’enunciats que

! Tarski 1941, 73.
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comencen amb un quantificador universal i la logica de relatius de Peirce no té negacid
proposicional (Cf. supra, cap. 1I, § 8). Podem concloure, doncs, que I’expressié de les
proposicions particulars o enunciats existencials, tant si es tracta d’enunciats que contenen un
sola quantificacié o una quantificacidé multiple, constitueix 1’escull més important en I’intent
peircia per expressar els diferents tipus d’enunciats en el marc de la logica de relatius. Peirce,
d’una altra banda, veia la logica de relatius essencialment com un mitja per representar
raonaments que inclouen enunciats quantificats existencialment o universalment. Ara bé, en
I’article de 1883 sobre la logica de relatius, ell mateix fa referéncia en diverses ocasions a la
complicaci6 de les regles de 1’algebra de relacions, sobretot quan les operacions relatives i no
relatives apareixen juntes, i a la dificultat per expressar uniformement els enunciats
quantificacionals en que¢ es combinen predicats de diferent aritat. Aquestes apreciacions
critiques envers ’algebra de relacions contrasten clarament amb les relatives a la simplicitat
de les regles de I’algebra general de la logica o logica quantificacional i amb els nombrosos
exemples a través del qual Peirce demostra la capacitat d’aquesta per expressar uniformement
enunciats quantificacionals en que es combinen predicats de diferent aritat (Cf. supra, cap. 11,
§ 8). Tots aquests fets constituien signes evidents no només de la poténcia deductiva i1
expressiva de I’algebra general de la logica, sind també del seu caracter sistematic 1 uniforme
enfront de 1’algebra de relacions. Peirce desenvolupara 1’algebra general de la logica al final
de Dl’article “The Logic of Relatives” de 1883 1, sobretot, en 1’article “On the Algebra of
Logic: A Contribution to the Philosophy of Notation” de 1885. En aquest article, a més
d’introduir els elements essencials del llenguatge de la teoria quantificacional moderna i
algunes regles de transformacié i1 reduccid per als quantificadors, Peirce presentara una
axiomatitzacié de la logica proposicional basada en les connectives —, —, un procediment de
decisi6 per a la mateixa logica basat en 1'us de valors de veritat, I'us de la forma normal
prenexa en logica de primer ordre i, fins i tot, una definicié6 de nombre cardinal en logica de
segon ordre (Cf. supra, cap. 11, §§ 9, 10 1 11). Tal com hem vist en la nostra exposicio, en
efecte, Peirce introdueix en ’article de 1885 els elements essencials de la notacié6 moderna
dels quantificadors: els termes relatius, que es corresponen amb els anomenats avui en dia
simbols de predicat o relacid; els indexs, que es corresponen amb les variables individuals
modernes 1 s’afegeixen als quantificadors 1 als simbols de predicat i relacid i, finalment, els
signes 2 1 Il que denoten respectivament el quantificador existencial i universal i s’entenen
com operadors que lliguen les variables que figuren com arguments en els simbols de

predicat 1 relacio (Cf. supra, cap. II, § 9). Tal com hem observat en el nostre treball, la
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interpretacié semantica que Peirce fa dels enunciats quantificacionals 2, x; i I'l; x;, a saber, “x
¢s vertadera d’algun dels individus denotats per i” i “x és vertadera de tots aquests individus”
respectivament, pressuposa la idea que una formula atdbmica amb una variable lliure com ara
x; no és vertadera o falsa, pero que esdevé vertadera o falsa en assignar un valor a aquesta
variable, i que el valor de veritat dels enunciats quantificacionals 2; x; 1 I'l; x; resta definit en
funcié dels objectes que satisfan o fan vertadera la formula atomica x;, car hom té
efectivament que X; x; -respectivament I1; x;- és vertader si, i només si, hi ha com a minim un
objecte -respectivament, fot objecte- de 1’univers del discurs que satisfa la formula atomica x;
. Si a aquesta idea peirciana segons la qual la veritat dels enunciats 2;x; 1 Il;x; s’ha de
definir en funci6 de la satisfaccié de la formula atomica x;, li afegim la idea segons la qual el
rang de valors de les variables o, el que és el mateix, I’univers del discurs, no és fix sin6é que
pot ser diferent en cada ocasid, resulta que en Peirce ja trobem els elements essencials de la
idea basica 1 informal que subjau a la definicio model-teorética moderna de veritat -en una
estructura- dels enunciats quantificacionals (Cf. supra, cap. 1I, § 9). Una altra qiiestid
important que hem remarcat en la nostra exposicio €s el fet que Peirce consideri inicialment
la interpretacio dels enunciats quantificacionals que acabem d’explicar com una interpretacio
de les equivaléncies 2;x; = x; +x; +x; + etc 1 I[1;x; = xx;xy, etc 1, per tant, consideri 2;x; 1
I1;x; com equivalents de facto a una suma 1 producte logics, encara que després afirmi que
aquesta identificacid no és exacte perque en els casos en que I'univers és infinit, hom hauria
d’identificar X;x; 1 I1;x; amb una disjuncidé o conjuncid infinites, 1’existéncia de les quals
Peirce sembla finalment rebutjar per analogia amb el que s’esdevé amb la suma i el producte
algebrics (Cf. supra, cap. 11, § 9). Peirce, en definitiva, va introduir el llenguatge de la logica
de primer ordre i va especificar algunes regles de transformacio i reduccid, pero no va definir
formalment els conceptes de formula o de demostracio, per la qual cosa la seva presentacid
de la logica de primer ordre esta lluny de la seva presentacié com a sistema formal habitual
avui en dia. D’una altra banda, si bé és cert que Peirce va distingir clarament entre logica de
primer ordre i de segon ordre, no €s menys cert que es mou constantment entre les dues, per
la qual cosa seria arriscat afirmar que va concebre la logica de primer ordre com un sistema
autonom i separat de la logica de segon ordre (Cf. supra, cap. 11, § 9).

L’objectiu fonamental del programa de recerca plantejat per Schréder a Vorlesungen
iiber die Algebra der Logik consisteix en el desenvolupament del calcul o algebra de relatius,
que ell considerava la disciplina basica a la qual podia reduir-se 1’algebra de la logica

sencera, que inclou tant el calcul de dominis com el calcul de relatius d’ordre superior. En
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aquest sentit, Schroder pressuposa la tesi segons la qual els relatius ternaris 1 d’ordre superior
poden reduir-se als binaris, que Lowenheim enunciara i demostrara per primera vegada en el
seu article de 1915. L’interés de Schroder en ’algebra de relatius binaris, desenvolupada per
primera vegada per Peirce en el seu article de “Description of a Notation for the Logic of
Relatives” de 1870 i refinada en articles posteriors, particularment en 1’article “The Logic of
Relatives” de 1883, sorgia del fet que Schroder veia aquesta algebra com el calculus
ratiocinator d’una mena de llenguatge 10gic universal o pasigrafia, una lingua universalis o
characteristica, les categories de la qual constituien els conceptes fonamentals als quals
podien reduir-se tots els conceptes de la logica general i la matematica pura -I’aritmetica i la
geometria (Cf. supra, cap. 1II, § 12). Tal com hem explicat en la nostra exposicid, el
programa de Schroder en el tercer volum d’Algebra der Logik consisteix a estudiar o
desenvolupar 1’algebra de relatius en el marc de la logica de relatius i, per tant, s’assembla
molt al programa encetat per Peirce en I’article de 1870 1 desenvolupat fonamentalment en
I’article de 1883 (Cf. supra, cap. III, § 8). Amb tot, com ja sabem, aquest darrer autor
abandonara en aquest mateix article I’estudi de 1’algebra de relatius a partir de la logica de
relatius 1 convertira el fragment de primer i segon ordre d’aquesta ultima, 1’algebra general
de la logica, en el seu propi objecte d’estudi. Per contra, Schroder considerara sempre el
calcul de relatius com el seu objecte preferent d’estudi, i la logica de relatius com una mena
de recurs auxiliar per demostrar els seus teoremes, mai com un objecte digne d’estudi per si
mateix. Aix0 ¢€s degut essencialment al paper basic que, tal com hem explicat, jugava el
calcul de relatius en el programa schroderia de reduccio de les matematiques a la logica. Com
ja sabem, Lowenheim manllevara el seu programa de logicitzacio [Logisierung] de les
matematiques de Schroder, la qual cosa influira decisivament en la seva manca de
perspectiva alhora de valorar adequadament la importancia de la logica de primer ordre que
ell mateix demarca en el seu article de 1915 1 dels resultats que alli obté sobre les formules de
primer ordre (Cf. supra, cap. VII, § 1). Schréder tenia una nocid prou clara de la majoria de
les nocions semantiques com ara interpretacio, model, conseqiiencia logica o satisfactibilitat
(Cf. supra, cap. 111, § 2). Aixi, per exemple, Schroder demostra la independéncia de les lleis
distributives a partir dels axiomes del calcul idéntic mitjangant el meétode d’exemplificacio
[Exemplification] que, tal com el mateix Schroder explica, consisteix en la construccid d’un
model que faci vertaderes els axiomes del calcul idéntic 1 falsa les lleis distributives (Cf.
supra, cap. III, § 4). Aquest metode és el mateix que Schroder havia esmentat ja en la

introducci6 a Algebra der Logik com I’inic metode valid per demostrar que una inferéncia
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logica no és logicament valida [logisch gultig]. Segons Schroder, en efecte, tota inferéncia
[Schluss] respon a un esquema [Schemal, que expressa el que Peirce havia anomenat principi
conductor, del qual en depen la validesa de la inferéncia en qliestid. Una inferéncia sera
logicament valida [logisch gultig] si el seu esquema “mai no porta de premisses vertaderes a
una conclusié falsa™ i logicament no valida [logisch ungultig] en cas contrari. D’acord amb

Schroder:

L’esquema de la inferéncia s’obté substituint els noms particulars de les coses
de les quals parla la inferéncia per simbols o lletres de significat general, de manera
que totes les relacions, pressuposades o afirmades explicitament pels components de
la inferéncia (premisses i conclusid) en relacié a aquelles coses, puguin expressar-se

analogament.’

Per tant, per demostrar que una inferéncia no ¢s logicament valida sera suficient
“trobar un exemple per al seu esquema, en el qual les premisses es reconeguin vertaderes,
mentre que la conclusié es mostri falsa”.* Veiem, doncs, que Schroder entén per una
infereéncia logicament valida o no valida, essencialment el mateix que entenem avui en dia
per conseqiiencia logica i independencia logica i que Schroder no només fou capac de
formular amb una notable precisi6 el concepte model-teorétic d’independéncia logica, sind
que a m¢s fou capag d’aplicar-lo amb ¢xit en la demostracié de la independéncia de les lleis
distributives. Per un altre costat, com ja sabem, Schroder esmenta com a precursors del seu
metode d’exemplificacid els treballs de Beltrami, Cayley i Felix Klein referents a la no
demostrabilitat de 1’axioma d’Euclides a partir de la resta d’axiomes de la geometria
euclidiana (Cf. supra, cap. III, § 4), la qual cosa mostra que estava al corrent d’aquests
resultats, de tanta importancia per al desenvolupament de les recerques model-teorctiques de
Hilbert (Cf. supra, cap. VIII, § 1). Aquests autors forniren un model -anomenat sovint model
de Beltrami-Klein- de la geometria hiperbolica desenvolupada per Lobacévskij i Bolyai de
resultes de la negacid de ’axioma cinque d’Euclides, el famos postulat de les paral-leles.
Amb aquest model, els autors havien demostrat certament la consisténcia de la geometria no
euclidiana i, per tant, la independéncia del postulat de les paral-leles (P) de la resta d’axiomes

de la geometria euclidiana (), car si X U {—=P} €s consistent, llavors efectivament X k= P, aixo

! Schréder 1966 1, 114.
2 Ibid., 117.
3 Ibid., 117.
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¢s, P és independent de X. Pero, el que és nou en el cas de Schroder és I’aplicacid d’aquest
metode semantic a la logica. De fet, tal com hem explicat, es tracta de la primera demostracid
de tipus semantic de la independéncia d’una llei logica de la qual tenim referéncia 1, per tant,
no ens ha d’estranyar que Peano qualifiqués la demostracié de la independencia de les lleis
distributives com “un notevolissimo risultato dovuto allo Schréder” (ja citat, cf. supra, cap.
III, § 4). Ara bé, una cosa ¢s afirmar com hem fet abans que Schréder tenia una noci6 clara de
la majoria de les nocions semantiques com ara interpretacio, model, conseqiiéncia logica o
satisfactibilitat 1 una altra, molt diferent, seria afirmar que Schroder fou capac¢ de definir
correctament aquestes nocions o concebre la possibilitat que aquestes nocions fossin
aplicables en el context de la logica de primer ordre.

Hem vist al llarg de la nostra exposicid que en el desenvolupament del calcul de
relatius a Algebra der Logik es barregen sovint dues lectures o interpretacions, una lectura o
interpretacio algebrica i una lectura o interpretacio logica o, com de vegades també es diu,
proposicional. Com que Schroder entén el calcul de relatius des d’un punt de vista
estrictament algébric, és a dir, com un llenguatge d’un determinat tipus i un conjunt
d’axiomes sense interpretar, la doble interpretacio a que ens referim afecta essencialment al
que abans hem anomenat logica de relatius, €s a dir, al llenguatge logic a través del qual
s’estudia el calcul de relatius. Tal com hem vist, en efecte, Schroder mateix s’encarrega de
destacar la possibilitat d’interpretar proposicionalment els coeficients de relatiu, els moduls 1
les operacions identiques 1 els signes I11X (Cf. supra, cap. 1lI, § 6). En particular, la
interpretacid proposicional dels coeficients permet, tant en el cas de Peirce com en el de
Schroder, eliminar els constituents i1, en darrer terme, els moduls ideéntics del llenguatge
propiament dit de la logica de relatius. Com que, a més, els moduls i les operacions de relatiu
son definibles a partir dels de les operacions idéntiques, els coeficients de relatiu i els
quantificadors de primer nivell, hom pot demarcar un fragment de la logica de relatius que
coincideix essencialment amb la logica de primer ordre i que, en un principi, seria
interpretable en un sentit analeg a com ho és el llenguatge de primer ordre d’avui en dia. De
fet, en la logica de relatius de Schroder hi ha tots els elements essencials per a la definicid
moderna d’interpretacio 1 de satisfactibilitat o veritat en una estructura. Hi ha, en primer
lloc, un domini no buit d’objectes (domini pensable) i elements en el qual s’interpreten els
simbols propis del llenguatge: les constants individuals i de relacid (els relatius). En segon
lloc, una interpretacié proposicional que fixa el significat dels simbols logics: les operacions

identiques 1 els quantificadors, d’'una forma completament analoga a com ho fariem avui en
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dia. Aquests elements permeten una definicid de satisfactibilitat de les férmules del
llenguatge en el domini en el qual s’interpreten. Pero, malauradament, encara que Schroder
distingeix clarament entre quantificacid de primer i segon nivell, no separa en cap moment el
fragment de primer ordre de la ldgica de relatius i, per tant, no el converteix mai en el seu
objecte d’estudi. En aquest sentit, doncs, hom no pot esperar trobar en 1’obra de Schroder una
nocio, encara que sigui informal o intuitiva, de les nocions d’interpretacié o satisfactibilitat
aplicades al llenguatge de la logica de primer ordre i a les seves formules, encara que en la
seva obra puguem trobar tots els elements necessaris per aixo. El merit d’haver estat el
primer en delimitar en el si de la tradici6 algebrica el fragment de primer ordre de la logica de
relatius, haver-lo convertit en objecte d’estudi 1 haver plantejat respecte a ell qiiestions de
tipus semantic, com ara la de la satisfactibilitat de les seves formules en dominis de diferents
cardinalitat -la qual cosa suposa una concepcid clara, si més no a nivell intuitiu, de les
nocions d’interpretacio i satisfactibilitat-, correspon a Lowenheim. Cal remarcar, a més, que
si bé és cert que en el calcul i la logica de relatius d’Algebra der Logik es barregen la
interpretacio algebrica i la interpretacio logica o proposicional de les féormules, no és menys
cert que la interpretacié dominant €s la interpretacio algebrica. Un signe inequivoc d’aixo és,
per exemple, que al llarg d’aquesta obra Schroder identifica sovint els quantificadors
existencial i universal amb una suma i producte possiblement infinits d’individus o relacions.
Aixi mateix, en el segon volum de I’obra Abriss der Algebra der Logik, publicada per E.
Muller a partir dels Nachlass de Schréder -malauradament perduts en la segona guerra
mundial-, hom defineix el quantificador existencial i universal de forma completament
analoga, a saber: Si P(x) ¢és una proposicid sobre un conjunt numerable d’individus (amb
noms xp,xz,...), llavors I'l, P(x) és vertadera si, i només si, P(x1).P(x2) ... se satisfa i 2, P(x)
¢s vertadera si, i només si P(x;)+ P(xz) ... se satisfa. En les definicions anteriors de tipus
algebric, el nombre de factors o sumands de I’expansié o desenvolupament del quantificador
depen de la cardinalitat del domini que constitueixi I’abast del quantificador en qiiesti6. Aixi,
si el domini és finit, infinit numerable o infinit no numerable, llavors els quantificadors
existencial 1 universal donaran lloc a sumes 1 productes finits, infinits numerables o infinits
no numerables respectivament. D’aquesta manera, les regles emprades habitualment per
operar amb sumes i producte de tipus finit s’apliquen també en el cas infinit. Ara bé, tal com
explicara Lowenheim més endavant, aquestes regles només estan definides pel cas finit 1, per
tant, la seva extensio al cas infinit no esta en absolut justificada (Cf. supra, cap. VII, § 1).

Aquest problema sorgeix d’una forma molt evident en la demostracié schréderiana del canvi
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d’ordre dels quantificadors (Cf. supra, cap. III, § 3). Tal com hem vist, en efecte, en aquesta
demostracié hi juga un paper basic I’esquema (39) que identifica els “misteriosos operadors”
IT1,(I1,,)111,(X,,) amb successions de quantificadors universals i existencials, on el nombre
de quantificadors depén del domini. Aixi, Schroder es veu obligat a distingir tres casos,
segons que el domini sigui finit, infinit numerable o infinit no numerable, emprant en aquests
dos darrer casos regles que només estan justificades pel cas finit. L’aspecte positiu de la
caracteritzacio schroderiana dels quantificadors com a sumes o productes possiblement
infinits d’individus o relacions és que incorpora implicitament la nocié d’univers del discurs
de De Morgan i, per tant, permet operar amb aquests operadors semanticament, ¢s a dir,
raonant directament sobre 1’univers del discurs sobre el qual es defineixen. Aix0 €s important
en relacio a la demostracio de Lowenheim del seu important teorema sobre la satisfactibilitat
de les formules de primer ordre. En primer lloc, perqu¢ Lowenheim empra en la seva
demostracié del teorema de la forma normal I’esquema (39) de Schroder -’anomenat a
vegades metode de desenvolupament de Schrioder-, el qual no demostra tot i les seves propies
adverténcies sobre 1'is indegut de les regles per operar amb conjuncions i disjuncions
infinites 1 el fet que la seva demostracid per part de Schroder €s del tot insatisfactoria. En
segon lloc, perqué Lowenheim pensa sovint la satisfactibilitat de les formules en forma
normal en termes de la seva satisfactibilitat de les seves expansions en dominis finits i aixo el
permet, en darrer terme, demostrar el seu famos teorema (Cf. supra, cap. VII, § 3). En
general, tal com hem vist en la nostra exposicid, I’enfocament de Lowenheim és purament
semantic 1 en aixo hi juga un paper basic el fet que el llenguatge porti sempre incorporat, per
dir-ho aixi, el domini al qual fa referéncia aquest llenguatge. Aixo també €s cert de 1’obra de
Schroder, perd en aquesta no només hi ha una utilitzacid constant de la interpretacid
algebrica de les formules, sin6 també un clar predomini del punt de vista o enfocament
algebric en general. Aquest punt de vista es manifesta no només en la presentacié purament
algebrica dels diferents calculs: el calcul de dominis, el calcul d’enunciats i el calcul de
relatius, sind tamb¢ en la naturalesa dels problemes tractats a Algebra der Logik en relacio a
ells. Tal com hem explicat en el nostre treball, els problemes principals estudiats per
Schréder en relaci6 al calcul de dominis i de relatius a Algebra der Logik son els problemes
de I’eliminacio 1 sobretot el de la resolubilitat de les equacions dels calculs respectius (Cf.
supra, cap. 111, § 9), dels quals Boole ja se n’havia ocupat abastament en relaci6 a la seva
algebra logica. Es cert, tal com hem vist, que la definicié de resolubilitat per a les equacions

de relatiu té una certa similitud dia amb la definicid moderna de la satisfactibilitat de les
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formules de la logica de primer ordre amb alguna variable lliure, perd no ¢€s cert, tal com
afirma Goldfarb, que en el calcul de relatius de Schroder “sigui recercat el segiient tipus de
questio: donada una equacid entre dues expressions del calcul, pot satisfer-se aquesta equacio
en diferents dominis -aixd0 és hi ha relacions en el domini que facin aquesta equacid
vertadera?”.! Més aviat el tipus de qiiestio que es planteja €s, com hem explicat en la nostra
exposicio, la segilient: quines son les condicions generals de resolubilitat d’aquesta equacio?
I, si és resoluble, quina és la forma general de la solucidé? Per tant, encara que Schroder
s’ocupa abastament del problema de la resolubilitat de les equacions del calcul de dominis o
de relatius amb alguna incognita, el cert és que el seu plantejament no és de tipus semantic,
sin6 de tipus algebric (Cf. supra, cap. III, § 9). Per un altre costat, les recerques de Peirce i
Schroder sobre les algebres de relacions influiran decisivament en el desenvolupament a
partir dels anys 40 de I’anomenada teoria de les algebres de relacions de Tarski. En concret,
tal com hem explicat, molt dels problemes plantejats per Tarski en I’article “ On the Calculus
of Relations” de 1941, d’un clar regust model-teorctic, tenen el seu origen en 1’obra de
Schréder (Cf- supra, cap. 111, § 13).

Tal com explicavem en la Introduccid, una segona ¢poca pel que fa al
desenvolupament de la logica matematica entre els anys 1850 1 1920 s’inicia amb la
publicacio de Begriffschrift (1879) de G. Frege i Was sind und was sollen die Zahlen? de R.
Dedekind (1888), obres en les quals es defensa la tesi segons la qual les matematiques
-essencialment I’aritmetica 1 I’analisi- son reductibles a la logica. El “logicisme” dedekindia
descansa en la possibilitat d’una construcci6é purament logica del concepte de nombre, sense
apel-lar a les intuicions d’espai 1 temps, la qual cosa només és possible gracies a la nocid
d’aplicacio (Cf. supra, cap. IV, § 1). Tal com hem vist, en efecte, Dedekind defineix a partir
de la nocié d’aplicacio la nocié de sistema simplement infinit 1, per abstraccio de la
constitucio particular dels elements que pertanyen a tot sistema d’aquesta mena, el sistema
dels nombres naturals (Cf. supra, cap. IV, §§ 51 6). Com afirma el propi Dedekind en 1’obra
abans esmentada, és només gracies a aquest procés d’abstraccido que hom pot anomenar els
nombres una lliure creacid de I’esperit huma i subordinar els conceptes aritmetics als
conceptes generals de la logica, aix0 ¢€s, definir-los en termes de les nocions basiques de la
seva teoria de sistemes [Systemlehre]: sistema, pertinenca o inclusio 1 aplicacid (Cf. supra,
cap. IV, § 8). L’interes historic de 1’exposicid de la Systemlehre de Was sind rau en el fet que

és probablement el primer intent, juntament amb I’article “Uber unendliche lineare

! Goldfarb 1979, 354.
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Punktmannigfaltigkeiten” (1883) de Cantor, per enunciar explicitament principis intuitius en
la formaci6 de conjunts, els quals Zermelo adoptara més endavant en la seva axiomatitzacio
de la teoria de conjunts. Dedekind defineix a partir de la nocié d’aplicacidé la nocid de
cadena, la qual ¢és a la base de la construcci6 dedekidiana dels nombres naturals i constitueix,
juntament amb les nocions de ideal 1 tall, una de les nocions més innovadores i fructiferes de
la matematica dedekindiana (Cf. supra, cap. IV, § 4). Si ¢ és una aplicacio de Sen S1 K< S,
llavors Dedekind dira que K és una cadena [Kette] si p(K) =K' < K. Dedekind remarca de
seguida que aquesta definici6 fa intervenir ’aplicacid ¢ i que “en relacid a una altra aplicacid
del sistema S en si mateix, K pot perfectament no ser cap cadena” (ja citat: Cf. supra, cap. 1V,
§ 4). A partir de la noci6 de cadena, Dedekind defineix la nocié de cadena d’un sistema A4 o,
simplement, la cadena de A: Si A C S, llavors la cadena de 4, en simbols A, és la interseccid
de totes les cadenes -relatives a una aplicacié ¢@- que contenen 4. Dues propietats importants
de la cadena de 4 demostrades per Dedekind sén (4g)' €4 i (4o) =(4")o, és a dir, que la
imatge de la cadena d’un sistema esta inclosa en aquest sistema i1 és la cadena de la seva
imatge, car d’elles se segueix que (4do)' < Ao, (4o) < Ao, (do) < Ao, etc. Com hem explicat
en la nostra exposicio, aquesta possibilitat d’iteracio infinita és basica per a la construccié de
la serie dels nombres naturals, car N és intuitivament la cadena del 1 per I’aplicacié successor
1 la definicié dedekindiana dels nombres naturals el que fa és reflectir aquest fet (Cf. supra,
cap. IV, § 4). Les definicions basiques per a la construccié de la série dels nombres naturals
son la definicid de sistema infinit (Cf. supra, cap. IV, § 5) 1 sistema simplement infinit (Cf.
supra, cap. 1V, § 6). Un sistema N és diu simplement infinit si hi ha una aplicaci6é semblant ¢
de N en si mateix, tal que N ¢és la cadena d’un element que no esta contingut en @(). Si
designem aquest element amb el simbol 1, llavors un sistema simplement infinit N satisfa les

condicions a, f3, 7,0 segiients (Cf. supra, cap. IV, § 6):

a. N' € N.
p. N=1y.
y. L’element 1 no esta contingut en N'.

0. L’aplicaci6 ¢ és semblant.

Tal com observa el mateix Dedekind, d’a, S,y 10 se segueix immediatament que tot
sistema simplement infinit és infinit. Hom obté també facilment que tot sistema infinit conté

un sistema simplement infinit. Aquest teorema i el teorema d’existéncia d’un conjunt infinit
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(Cf- supra, cap. 1V, § 5) asseguren 1’existéncia de conjunts simplement infinits, a partir dels
quals Dedekind podra definir per abstraccid la série dels nombres naturals o ordinals. Veiem,
doncs, que Dedekind no defineix explicitament els nombres naturals, sin6 que defineix unes
estructures de tipus conjuntista -els sistemes simplement infinits- a partir de les propietats
que hom atribueix habitualment als nombres naturals i, finalment, obté aquests per abstraccio
mental. Aquesta practica definicional i, en particular la definicié de la série dels nombres
natural, sera criticada per Frege (Cf. supra, cap. V, § 1) i Russell (Cf. supra, cap. IV, § 6).
Pero, en qualsevol cas, s’ha de tenir en compte que la definicio dedekindiana només resta
completament justificada un cop demostrat que tots els sistemes simplement infinits sén
semblants -equipotents- a N i, per tant, son semblants entre si i que tot sistema Q semblant a
un sistema simplement infinit -i, per tant, a N- és també simplement infinit, car d’aqui resulta
que, en paraules del mateix Dedekind, “tot els teoremes sobre els nombres, és a dir, sobre
elements #» del sistema simplement infinit V ordenat per 1’aplicacid ¢ [...] posseeixen també
validesa general per qualsevol altra sistema simplement infinit ordenat per una aplicacio6 ¢ i
els seus elements v’ (ja citat: Cf. supra, cap. IV, § 6). Aixi doncs, 1’objecte d’estudi de
I’aritmetica son els enunciats que son vertaders en qualsevol conjunt simplement infinit. Dit
d’una manera més técnica, l’aritmeética o teoria de nombres és la teoria d’una classe
d’estructures K -els conjunts simplement infinits- isomorfes entre elles i axiomatitzades per
les condicions a, f,y,0. Per a Dedekind, la série dels nombres naturals N sera llavors un
model abstracte o formal d’aquesta classe d’estructures, encara que en alguna ocasié parli
també de N com un model particular dels axiomes a, 8, 7,0 -aix0 €s, com ’estructura (N, ¢, 1),
on N és la cadena del 1 per I’aplicacié successor ¢. Per a Dedekind, en definitiva, els
nombres naturals o ordinals son “els elements abstractes d’un sistema ordenat simplement
infinit” (ja citat: Cf. supra, cap. IV, § 6) 1 no tenen, per tant, cap altra propietat que la seva
posicid en una serie o progressio 1 les propietats que es deriven d’aquesta. Com ja hem
explicat, el problema que planteja aquesta concepcid formalista dels nombres €s si amb ella
s’aconsegueix definir els nombres naturals com objectes d’alguna mena. Segons Russell,
Dedekind no hauria reeixit en assolir aquest objectiu (Cf. supra, cap. IV, § 6). Russell
rebutja, en efecte, que hom pugui identificar els nombres tUnicament en termes de les
propietats estructurals que posseeixen en virtut de la seva posicid en una serie o progressio,
car aquestes no ens permeten distingir els nombres naturals o ordinals dels elements d’una
altra progressio qualsevol -per exemple, els ordinals transfinits o els cardinals. Tal com hem

vist, en efecte, Dedekind defineix implicitament -a través d’axiomes o postulats- els nombres;
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perd aquesta mena de definicions només defineixen un concepte estructuralment, aixo és,
especificant-ne les seves propietats formals o estructurals. D’aqui que aquestes definicions no
permetin definir els nombres, tal com voldria Russell, com “una classe d’entitats que tenen, o
son, per si mateixes, d’una naturalesa genuina, i son logicament independents de la manera
com s’han definit” (ja citat: Cf. supra, cap. IV, § 8). D’una altra banda, tal com hem explicat
en la nostra exposicid, aquestes definicions son ambigiies pel que fa a la seva interpretacio,
perque hi ha infinits sistemes d’objectes que satisfan les condicions a, 5, 7,0 de Dedekind, i
encara que tots aquests sistemes siguin isomorfs, sempre sera possible argumentar a la
Russell que aquest axiomes no permeten capturar de forma univoca el sistema dels nombres
naturals, aix0 ¢€s, definir-lo com un sistema d’objectes genuins i univocament determinats.
Per aix0 caldria interpretar “1” com el nombre 1 1 “p” com I’aplicacid successor, 1 definir els
nombres naturals com la cadena del 1 per I’aplicacio successor. Tal com hem explicat en el
nostre treball, aixd evidentment no és incompatible amb la tesi logicista de Dedekind, que
consisteix essencialment a desenvolupar 1’algebra 1 I’analisi a partir dels conceptes de la seva
Systemlehre, sempre 1 quan puguem definir I’element fonamental 1 ’aplicacid successor en
termes de la seva teoria de conjunts o Systemlehre 1, de fet, és el que és fa habitualment avui
en dia en el marc de la teoria de conjunt de Zermelo-Fraenkel. Perd, com ja hem explicat,
Dedekind no pretén en cap moment definir els nombres naturals en aquest sentit i dificilment
podria fer-ho, donat que en la seva Systemlehre no introdueix el conjunt buit ni la distincid
entre element 1 singletd, que son basics per definir I’element fonamental i 1’aplicacid
successor. De fet, aquest punt de vista conjuntista, si bé és present d’alguna manera a Was
sind -com ho demostra el fet que alguna vegada Dedekind identifiqui els nombres naturals
amb la cadena del 1 per ’aplicacié successor i que el mateix Zermelo reconegui haver-se
inspirat en aquella obra a I’hora de desenvolupar la seva teoria de conjunts-, es troba
clarament superat pel punt de vista estructuralista o formalista -i, en aquest sentit, no és
d’estranyar que Peano hagi reconegut haver-se inspirat en aquesta obra per tal de
desenvolupar la seva coneguda axiomatitzacié de 1’aritmética (Cf. supra, cap. IV, § 6). Es
cert, d’una altra banda, que el conjunt d’axiomes de Peano-Dedekind (de segon ordre) per a
I’aritmetica és categoric, alld que fa que tots els teoremes valids en una estructura siguin
també valids en qualsevol altra estructura que sigui un model dels axiomes. Com hem
explicat en la nostra exposicid, aquest és un resultat important, que demostra 1’adequacid de
la caracteritzacié dedekindiana dels nombres naturals per a certs proposits, perd no pas per a

una fonamentaci6 logica de les matematiques com la que cerquen Frege o Russell, la qual
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requereix que els nombres es defineixin com objectes d’un tipus determinat, a saber, com
objectes logics. Un altre tema important de la filosofia de la matematica dedekindiana és la
preeminencia dels nombres ordinals sobre els cardinals (Cf. supra, cap. IV, § 8). La definicid
de nombre cardinal se segueix del teorema segons el qual: “Un sistema % és finit o infinit,
segons que hi hagi o no un sistema Z,, semblant”. En efecte, si X €s un sistema finit, llavors hi
haura un segment Z, semblant a X 1, donat que tots els segment semblants a 2 son semblants
entre ells 1 hi ha un #nic nombre n corresponent a tots i cada un d’aquests segments, se
segueix d’aqui que hi haura un Unic nombre n que expressi el nombre d’elements de X, al
qual Dedekind anomenara el nombre cardinal d’aquest sistema. Tal com reconeix Dedekind
en una carta al seu amic Weber, sempre ha considerat “el [concepte de] nombre ordinal, no
pas el de nombre cardinal, com el concepte basic de nombre”, la qual cosa 1’ha dut a
concebre “el nombre cardinal com una aplicacié del nombre ordinal” (ja citat: Cf. supra, cap.
IV, § 8). De fet, donat que Dedekind identifica els nombres ordinals amb “els elements
abstractes d’un sistema ordenat simplement infinit” i, per tant, amb els nombres naturals, la
dependencia dels nombres cardinals respecte als ordinals resulta clarament de la definicid
d’aquests (Cf. supra, cap. IV, § 8). Com hem explicat en la nostra exposicid, hom podria
seguir evidentment el cami invers i identificar els nombres naturals amb el nombres
cardinals, definint-los com la classe de tots els sistemes finits semblants (Frege, Russell),
perd aquest no és, segons Dedekind, el cami correcte. Dedekind considera, en efecte, que la
propietat essencial dels nombres naturals és la “d’estar en un cert ordre determinat” -1’ordre
habitual induit per 1’aplicacid successor- i que aquest ordre és pressuposat en el mateix
procés de contar, car quan volem determinar el nombre d’elements d’un conjunt finit
arrangem aquests elements en un ordre: primer, segon, tercer ... préviament donat. Aixi
doncs, la propietat dels nombres naturals d’estar ordenats en una série ¢és la propietat
essencial dels nombres naturals, mentre que el fet que aquests nombres serveixin per contar
els elements d’un conjunt no és més que una “aplicacid” seva. D’aqui que Dedekind
consideri el concepte de nombre ordinal anterior i més fonamental que el de nombre cardinal
i identifiqui els nombres naturals amb els ordinals. Per contra, com ja sabem, Frege
identificara els nombres naturals amb els cardinals, donat que per aquest autor la propietat
essencial dels nombres naturals és la de permetre contar els elements d’un conjunt i és, en
definitiva, aquesta propietat la que ha de reflectir la seva definicid (Cf. supra, cap. V, § 5).
Remarquem finalment que, en les dues darrers seccions del capitol dedicat a Dedekind, ens

hem fet resso de la influéncia d’aquest autor en I’axiomatitzacié de 1’aritmetica duta a terme
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per Peano (Cf. supra, cap. IV, § 9) 1 en I’axiomatitzacid de la teoria de conjunts realitzada per
Zermelo (Cf. supra, cap. IV, § 10), de la qual ens hem ocupat amb una mica més de detall en
la seccid dedicada especificament a 1’estudi d’aquesta ultima (Cf. supra, cap. VIII, § 10).

Els objectius i interessos de Frege a Begriffschrift, obra en la qual es duu a terme una
segona refundacié de la logica, son completament diferents als de Boole. Aixi, mentre que
I’objectiu fonamental de Boole és fornir una logica abstracta en base al fet que “la validesa
dels processos de I’analisi no depenen pas de la interpretaci6 dels simbols que hi son emprats,
sind només de les seves lleis de combinacid” (ja citat: Cf. supra, cap. I, § 1), I’objectiu
fonamental de Frege és fornir un llenguatge que sigui capac d’expressar el contingut de les
diverses ciéncies 1 fonamentar-les més solidament en base al fet que les seves lleis sén
completament generals i no depenen de les caracteristiques especifiques dels objectes de cada
ciencia (Cf. supra, cap. V, § 2). En particular, I’interés de Frege se centra sobretot en la
fonamentacid /logica de 1’aritmética i, per aix0, Frege afirma sovint que aquesta es troba en
I’origen de la seva Begriffschrift. Per provar que els judicis de Dl’aritmeética poden ser
demostrats amb mitjans exclusivament logics, cal elaborar un llenguatge logic -1I’escriptura
conceptual o conceptografia, que dona titol a I’obra- que permeti introduir amb tota exactitud
els conceptes basics de I’aritmetica i demostrar amb el major rigor possible els seus teoremes,
tot evitant qualsevol salt en elles que pugui interpretar-se com un recurs a la intuicid, és a dir,
a quelcom de naturalesa no estrictament logica. Conforme a aixo0, en les dues primeres parts
de Begriffschrift, Frege exposa un sistema logic, en el qual formula explicitament el
llenguatge logic, els axiomes i les regles d’inferéncia a partir dels quals introduira en la
tercera part alguns conceptes fonamentals de ’aritmeética 1 demostrara les seves propietats
basiques. Tal com hem explicat en la nostra exposicid, el sistema logic exposat en les dues
parts de Begriffschrift abasta tant la logica proposicional com la de primer ordre amb
identitat, encara que Frege admet també que les lletres funcionals puguin considerar-se
arguments i, per tant, que es pugui quantificar sobre elles. Aixo és necessari per algunes de
les definicions 1 teoremes més importants de la tercera part, per la qual cosa el
desenvolupament d’aquesta requerira, a més dels axiomes i regles del sistema logic exposat
en les dues primeres parts, alguns axiomes o regles especifics de la logica de segon ordre. Pel
que fa a la filosofia de la matematica, exposada en la tercera part de Begriffschrift, els
resultats més importants sén aquells que enuncien la transitivitat 1 connectivitat de
I’ancestral, propietats que també compleix la relacidé menor que, definida de la forma

habitual en els nombres naturals, la qual és 1’ancestral de la relacid segueix o precedeix
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immediatament a (Cf. supra, cap. V, § 3). Frege introduira aquesta relacié a Grundlagen der
Arithmetik, la qual, junt amb la definici6 del nombre 0, el permetra definir els sencers
naturals o nombres finits com els nombres 7 tals que 0 < » 1 demostrar la infinitud de la série
dels nombres naturals (Cf. supra, cap. V, § 5). Aix0 indica clarament que la defensa de la tesi
logicista passa a Begriffschrift per exposar una teoria general de series, en la qual, partint
d’una série f qualsevol, es defineix una relacid, la relacio ancestral, que indueix en aquesta
série una estructura d’ordre completament analoga a la induida en la scrie dels nombres
naturals per la relacio menor que. En aquest sentit és interessant remarcar que, tal com hem
explicat en el nostre treball, ’ancestral juga en la teoria general de séries fregeana i en la
ulterior construccid dels nombres naturals a partir d’ella, un paper completament analeg al
paper jugat per la nocid de cadena en I’analisi dedekindiana del concepte de nombre.
Exactament, la relaci6 entre les f-séries i les cadenes de Dedekind ve donada pel fet que, si f

¢s injectiva, ’extensio de la propietat fXax és precisament ao, la cadena de a, aixo és:

ao=MN{X:(X,f) ésuna cadenaia e X},

per la qual cosa la construccié fregeana dels naturals com la seérie f'que comenga amb el 0 -on
f¢és la relaci6 successor- té una similitud evident amb la definicié de Dedekind dels naturals
com la cadena del 1 (Cf. supra, cap. V, § 3). Recordem, en aquest sentit, que el procés seguit
per Frege per demostrar la tesi logicista havia de consistir, segons reconeixia el mateix autor,
“en intentar reduir primer el concepte d’ordre en una serie al de seqiiencia logica, per avangar
d’aqui al concepte de nombre” (ja citat: Cf. supra, cap. V, § 2). Ara bé, Frege només escomet
a Begriffschrift 1a primera part del pla previst, demostrant a més alguns principis basics que
aquestes series o seqiiencies comparteixen amb la serie dels nombres naturals. La segona, la
definici6 del concepte de nombre, I’escomet a Grundlagen der Arithmetik i recull a nivell
formal a Grundgesetze der Arithmetik. A Grundlagen, Frege defineix el concepte de nombre 1
demostra informalment alguns de les lleis basiques de I’aritmética -en particular, I’axioma de
I’infinit, que Dedekind també intentara demostrar a Was sind. La idea de Frege a Grundlagen
¢s fer plausible la possibilitat de reduir I’aritmetica a la logica, definint tots els conceptes
aritmetics en termes estrictament logics 1 demostrant algunes de les lleis basiques de
I’aritmetica sense apel-lar en cap moment a la intuicid, aixo é€s, a partir de regles logiques.
Aquest és també el projecte de Grundgesetze der Arithmetik, en la tercera part de la qual

Frege exposa també la teoria dels nombres reals a partir d’un esquema molt semblant a
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I’emprat per als nombres naturals a Grundlagen. Frege interromp perd bruscament
I’exposicié d’aquesta teoria i introdueix en un apendix la paradoxa que Russell li havia
comunicat per carta el 1902. De fet, tal com hem vist en la nostra exposicid de Begriffschrift,
en la segona part Frege substitueix les variables individuals per variables funcionals sense
cap restriccio i, en la tercera part empra implicitament una regla de substitucid que el permet
substituir una lletra de propietat qualsevol per una formula del tipus f*xa. Ara bé, com ja
sabem, la definici6 de f* -I’ancestral de f~ conté un quantificador de segon ordre i, per tant,
aquesta relacid esta definida de forma impredicativa (Cf. supra, cap. V, § 3). Aixi doncs,
Frege es troba ja a Begriffschrift a un pas de la paradoxa de Russell, en la qual hi acabara
caient inexorablement a Grundgesetze -curiosament per la via extensional, perque la jerarquia
de nivells de funcions i conceptes d’aquesta obra evita les paradoxes intensionals. L. origen
d’aquesta paradoxa rau, en efecte, en 1’axioma V de Grundgesetze, ’axioma de
comprehensio, que és el que permet introduir les classes com a extensions dels conceptes. La
importancia d’aquest axioma rau en qué permet introduir les classes com a objectes logics,
aixo és, com objectes obtinguts a partir d’un axioma logic -sense recorrer, doncs, a processos
psicologics com ara ’abstraccio- a partir d’objectes logics: els conceptes (Cf. supra, cap. V,
§§ 81 10). En aquest sentit, la comunicacié per part de Russell que aquest axioma portava a
una contradiccid havia de significar per a Frege la impossibilitat de reduir les matematiques a
la logica i, per tant, ’abandé del programa logicista. Frege no va veure mai els conjunts com
objectes que existeixen de forma independent dels conceptes i que poden generar-se
mitjangant operacions sobre els elements de conjunts préviament existents, per la qual cosa
Frege no podia operar amb extensions arbitraries, tal com havien fet Cantor o Dedekind.
Aix0 ens mostra, en definitiva, que Frege no tenia el concepte modern de conjunt o, com se
sol dir avui en dia, la concepcio iterativa de conjunt, que les teories axiomatiques de Zermelo
1 Von Neumann van desenvolupar.

Pel que fa a les contribucions de Frege a la historia de la logica, podem afirmar que la
seva obra Begriffschrift marca un abans i un després en la historia d’aquesta disciplina i és
una de les seves obres cabdals. En aquest sentit, no sembla exagerat dir que Frege és el pare
de la logica moderna i que la data de naixement d’aquesta coincideix amb la publicacié de
Begriffschrift. En aquesta obra, en efecte, es presenten, per primera vegada en la historia, la
logica proposicional i1 quantificacional com un sistema formal o logistic, és a dir,
especificant-se, a banda de tota consideracio referent al significat de les expressions, els

simbols primitius, les regles de formacio 1 deduccio i els axiomes logics. D’aquesta manera,
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totes les deduccions es duen a terme d’acord amb la forma de les expressions, deixant-se de
banda tot recurs al seu significat o a la intuici6. A més, ambdues 10giques -proposicional i
quantificacional- apareixen nitidament diferenciades. En efecte, tal com hem vist, Frege
introdueix primer el calcul proposicional a través de la definicié del condicional 1 1a negacio,
la regla de modus ponens 1 els axiomes (1), (2), (8), (28), (31) i (41). Després, un cop
introduides les nocions de funcio 1 quantificador, trets distintius de la logica quantificacional
respecte de la proposicional, introdueix el calcul quantificacional amb identitat a partir dels
axiomes (52), (54) 1 (58) (Cf. supra, cap. V, § 2). En aquest sentit, cal fer un parell
d’observacions importants: en primer lloc, que la notacidé introduida per Frege per a
I’expressio dels enunciats quantificacionals, particularment la concavitat i les lletres gotiques,
permet expressar amb precisio 1’abast dels quantificadors i donar rad de tota mena
d’enunciats quantificacionals; segonament, que els tres axiomes només donen rad de la
quantificacié de primer ordre i la igualtat, perd no de la quantificacié de segon ordre, la
possibilitat de la qual és observada ja per Frege en la primer part de Begriffschrift 1 emprada
abastament en la segona part. Finalment, cal recordar que tot aixo ¢és exposat amb un rigor i
claredat que ultrapassa amb escreix el dels seus contemporanis i successors immediats. Com
hem explicat en la nostra exposicid, en la conferencia “Funktion und Begriff” de 1891, Frege
precisara i ampliara la nocid de funcio, introduint els objectes en general -en els quals
s’inclouen els valors de veritat- com a possibles arguments 1 valors d’una funcié. Aixi, Frege
definira el concepte com una funcid el valor de la qual és sempre un valor de veritat i
reinterpretara els signes més importants de Begriffschrift com a signes funcionals. Finalment,
Frege defineix en aquesta conferéncia de forma expressa, per primera vegada en la historia, la
negacio 1 el condicional com a funcions de veritat, aix0 és, com funcions 1’argument i el
valor de les quals és un valor de veritat -0, més exactament, com un concepte 1 una relacid
que prenen també valors de veritat com arguments (Cf. supra, cap. V, § 7). Tant la jerarquia
de funcions esbossada a “Funktion und Begriff” com la teoria semantica exposada en ’article
“Uber Sinn und Bedeutung” de 1892 (Cf. supra, cap. V, § 8) son recollides en la magnum
opus de Frege: Grundgesetze der Arithmetik. Pel que fa al desenvolupament de la logica
quantificacional en aquesta obra, hi ha alguns aspectes que, des del nostre punt de vista,
mereixen ser destacats. En primer lloc, pel que fa als axiomes a través dels quals Frege
introdueix la logica quantificacional, cal destacar que les novetats principals respecte a
Begriffschrift soén la introduccié d’axiomes especifics per a la quantificacid sobre funcions,

les descripcions definides 1 d’un axioma que permet la introduccié d’extensions a partir dels
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conceptes (Cf. supra, cap. V, § 9). Aquest darrer és I’axioma V de Grundgesetze 1 és el
culpable que el sistema logic de Grundgesetze sigui inconsistent, tal com demostrara Russell
ben aviat. En segon lloc, cal destacar que la jerarquia de funcions exposada per Frege a
Grundgesetze és un clar antecedent de la jerarquia funcional de la teoria simple de tipus de
Russell i, en general, dels desenvolupament posteriors de les logiques d’ordre superior.
L’objectiu principal cercat per Frege amb la construccid d’aquesta jerarquia de funcions és
donar ra6 dels diferents tipus de noms de funcid (conceptes i relacions) que apareixen a
Grundgesetze. Tal com hem explicat en la nostra exposicio, un tipus particularment important
de noms de funcid son els quantificadors, els qual la jerarquia de funcions permet definir amb
precisio, tant des del punt de vista sintactic com des del punt de vista semantic. En concret, el

quantificador universal

1L ~Er gay’

¢s, des d’un punt de vista sintactic, el nom d’un concepte de segon nivell Qz(4(p)) 1, per tant,

un operador que lliga les variables individuals que constitueix 1’argument del concepte de

primer nivell ¢( ). Des d’un punt de vista semantic, el quantificador universal -~ #(a) és

un concepte de segon nivell el valor del qual és el vertader si I’argument és una funcié de
primer nivell que té com a valor el vertader per qualsevol argument de primer tipus, és a dir,

si el seu argument ¢és un concepte de primer nivell ®(&) que és vertader per a qualsevol
objecte. Altrament, ~ 2~ #(a) és el fals (Cf. supra, cap. V, § 9). Tal com hem explicat en el

nostre treball, aquesta especificacidé de les condicions de veritat d’un enunciat quantificat
universalment és una clara anticipacié de les condicions de veritat estipulades per Tarski per
al mateix tipus d’enunciat, si bé Tarski no concep a la Frege els quantificadors com a
predicats d’ordre superior -de seguida tornarem sobre aquesta qiiesti6. Els dos unics noms

primitius de funcié de segon nivell introduits per Frege a la Begriffschrift de Grundgesetze

sén “~2r d@) i “ ~28~Er ¢(a, ), car tota la resta d’enunciats quantificacionals de

primer ordre considerats per Frege a Grundgesetze es poden introduir com a noms de
conceptes de segon nivell, emprant a tal efecte els dos noms primitius de conceptes anteriors i

els noms primitius de funcié de primer nivell -amb un o dos arguments. Aixi, per exemple:
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2' 13 -r\aJ-l- ¢(a)9’ i 3' (13 a W(a) 2

son noms de conceptes de segon nivell amb un argument de segon tipus, que tenen com

arguments el concepte i la relacié de primer nivell:

2. —1— D) i 3. —EEII)((CQ))

El primer nom de concepte de segon nivell és especialment important, perque
mitjangant ell s’expressen les proposicions existencials. El segon nom de concepte de segon
nivell expressa la subordinacié de dos conceptes de primer nivell. Veiem, doncs, que els
noms de conceptes de segon nivell es caracteritzen per tenir un lloc argumental que, en ser
completat o saturat per un nom de funcid de primer nivell, transformen aquell nom de funcid
en un nom d’objecte: el Vertader o el Fals. D’aqui que Frege expliqui el seu valor semantic
en termes de la seva saturacidé mitjangant una funcioé de primer nivell. Aixi, tal com explica
Frege, el quantificador existencial (2) és un nom de concepte de segon nivell que denotara el
vertader si hi ha algun objecte que cau sota el concepte de primer nivell (2°) a través del qual
saturem (2); el quantificador (3) és un nom de concepte de segon nivell que denota el
vertader si (3°) denota el vertader per qualsevol objecte que caigui sota aquest concepte, etc.
Ara bé, €s interessant observar que aquest esquema interpretatiu no funciona plenament en el
cas dels enunciats en els quals es barregen els quantificadors universal i existencial. Per
exemple, un enunciat del tipus Vx3yR(x,y) és, d’acord amb el que hem vist abans, un
concepte de segon nivell, perd no es pot explicar semanticament en els termes proposats per
Frege, aixo és, en termes exclusivament de la saturacid de la relacid R(x,y) amb determinats
objectes. Aix0 no és pot arreglar a no ser que abandonem la jerarquia de funcions i conceptes
de Frege, amb la qual cosa les definicions semantiques de Frege dels quantificadors
esdevenen equivalents a les definicions tarskianes de veritat en una estructura d’aquests
operadors -només que en el cas de Frege, hauriem de parlar de veritat en /’univers i no en
I’univers d’una estructura, com en el cas de Tarski-; o considerem que JyR(x,y) és el
concepte de primer ordre al qual s’aplica el concepte de segon ordre Vx(), perd aixo
equivaldria a introduir diferéncies d’ordre entre els quantificadors d’un mateix nivell i, en

definitiva, a convertir la jerarquia de funcions i conceptes fregeana en una jerarquia molt
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semblant a la jerarquia ramificada de tipus de Russell. Es important remarcar també que si
identifiquem 1’extensié d’un concepte de primer nivell amb la classe de n-tuples d’objectes

que cauen sota ell, llavors ’extensio dels quantificadors (1)-(3) esmentats abans és:

V,={XCU:X=U}
3,={XSU: X+2}
All, ={<X,Y> XCUANYC UAXC Y},

on U ¢és la classe de tots els objectes. Doncs bé, tal com ha assenyalat D. Westerstahl en
I’article “Quantifiers in Formal and Natural Languages” (1989), “apart del fet que I'univers
aqui ¢és fix (i massa gran per ser l’element d’una classe), aquestes extensions son
quantificadors generalitzats [generalized quantifiers] en el sentit model-teorétic del terme”.!
Aixi doncs, la definicié fregeana dels quantificadors com a conceptes d’ordre superior esta
intimament lligada amb la moderna teoria dels quantificadors generalitzats, encara que és
poc probable que Frege acceptés una concepcid extensional dels quantificadors com
I’anterior -més endavant tornarem sobre aquesta qiiestid. Per acabar, cal observar també que
els dos noms primitius de conceptes de segon nivell a través dels quals Frege introdueix els
quantificadors de primer ordre només sén suficients per introduir la logica quantificacional
monadica 1 diadica, perd €s evident que hom podria considerar també conceptes de segon
nivell que tinguessin com possibles arguments relacions de primer nivell de qualsevol aritat,
amb la qual cosa hom estendria el sistema logic de Grundgesetze per tal que inclogués la
logica quantificacional poliadica. Com ja sabem, els segilients noms primitius en la jerarquia
de funcions considerats per Frege son els noms primitius de funcié de tercer nivell, els quals
permeten introduir en el sistema logic la quantificacio de segon ordre (Cf. supra, cap. V, § 9).
Com ja hem dit, Frege no introdueix noms primitius de funcié d’un nivell superior, perque les
definicions que després donara dels conceptes aritmetics requereixen com a molt la
quantificacié de segon ordre. D’aqui també que els axiomes postulats en la primera seccid de
la Begriffschrift de Grundgesetze només donin rad de la quantificacido de primer i segon
ordre. En qualsevol cas, ¢és evident que hom podria estendre facilment la jerarquia de
funcions anterior per tal de donar rad de la quantificacié d’ordre superior, amb la qual cosa

hom obtindria quelcom molt semblant a les exposicions modernes de les logiques d’ordre

! Gabbay i Guenthner 1989, 12.
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superior. Se segueix evidentment del que acabem de dir, que la logica quantificacional
exposada per Frege a Grundgesetze inclou tant la ldogica de primer ordre com la de segon
ordre. En altres paraules, Frege no considera en cap moment la logica de primer ordre com un
sistema formal separat i independent de la logica de segon ordre.

Tal com haviem explicat en la Introduccid, una tercera época en el desenvolupament
de la logica matematica en el periode estudiat s’inicia I’any 1902, amb la carta que Russell li
envia a Frege i en que li comunica el descobriment de les paradoxes de la logica i la teoria de
conjunts. Aquest descobriment i les diferents solucions aportades per Russell a les paradoxes
constitueixen, sens dubte, 1’eix principal a través del qual es desenvolupa 1’obra de Russell.
L’altre eix basic ¢s la seva filosofia de les matematiques: el logicisme. Tal com hem vist, en
efecte, la particular versio del logicisme adoptada per Russell i, en particular, algunes de les
seves tesis basiques com ara la teoria de la variable universal, jugaran un paper clau en el
desenvolupament dels diferents sistemes logics que el nostre autor proposara com a solucio6 a
les paradoxes. La primera obra important de Russell sobre logica i fonaments ¢és The
Principles of Mathematics (1903). En aquesta obra, Russell exposa publicament la seva tesi
logicista, les paradoxes que préviament havia comunicat a Frege 1, finalment, esbossa una
primera versid de la teoria simple de tipus com la solucié més satisfactoria a aquesta
paradoxa (Cf. supra, cap. VI, § 7). Com ja sabem, 1’objectiu principal de Principles és la
demostracié informal de la tesi logicista, la qual requereix I’existéncia d’un reduit nombre de
conceptes logics a partir dels quals es puguin definir-se la resta de conceptes matematics i la
demostracidé que totes les proposicions de les matematiques poden deduir-se a partir d’un
petit nombre de principis logics fonamentals (Cf. supra, cap. VI, § 1). L’argumentacid de
Russell a Principles a favor del logicisme té una certa semblanca amb I’argumentacié de
Frege a Grundlagen der Artihmetik. En primer lloc, I’argumentacié en ambdos casos €s de
tipus informal, en el sentit que no utilitza el raonament simbolic, perd és forg¢a acurada i
exhaustiva. En aquest sentit, les dues obres juguen un paper semblant respecte a les obres
immediatament posteriors d’ambdds autors: Grundgesetze der Arithmetik 1 Principia
Mathematica, on es procedeix formalment a la demostracié de la tesi logicista. En segon lloc,
hi ha una coincidéncia bastant acusada en els punts claus de 1’argumentacié a favor del
logicisme de tots dos autors, encara que el mateix Russell reconeix que els autors que
influiren més decisivament en la seva obra foren Cantor i1 Peano i que va coneixer I’obra de
Frege en un estat for¢a avancat de 1’elaboracidé d’aquesta obra, per la qual cosa, I’tnica

manera de fer-1i justicia era dedicar-li un apéndix (Cf. supra, cap. VI, § 1). Com hem explicat
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en el nostre treball, la influéncia de Peano en Russell és certament molt acusada no solament
en matematiques sin6 també en logica, encara que en ambdos casos Russell es mostrara critic
1 aportara innovacions importants en alguns aspectes essencials. El motiu fonamental de la
influéncia de Peano sobre Russell en logica és el paper central que tots dos autors
concedeixen a aquesta disciplina en el proposit compartit de fonamentar les matematiques
sobre bases més segures que la intuicid -encara que, com €s ben sabut, Peano no pretenia
reduir les matematiques a la logica. Aixo va fer, segons Russell, que la logica de Peano fos
molt més ductil 1 apropiada per formalitzar les proposicions primitives i definicions de les
matematiques que no pas I’algebra de la logica de Boole 1 els seus seguidors i, per tant, fos
adoptada per ell mateix en els seus trets essencials en detriment d’aquesta. La logica de
Peano abastava tant la logica proposicional com el calcul de classes 1 I’exposicio que Russell
fa d’ambdues disciplines a Principles evoca constantment la de Peano. Tanmateix, segons
Russell, la logica de Peano presenta un defecte essencial: no reconeix el caracter irreductible
de les proposicions de tipus relacional, en considerar que totes elles son reductibles a
proposicions del tipus subjecte-predicat. Aquest seria el motiu pel qual, segons Russell,
Peano no va desenvolupar la logica de relacions. Ara bé, segons Russell, els diferents tipus de
relacions entre qualsevol mena d’entitats determinen les distintes branques de les
matematiques i constitueixen, en definitiva, els veritables objectes d’estudi d’aquesta ciéncia.
Els primers que s’adonaren de la gran importancia de la logica de relacions foren Peirce i
Schroder pero, assenyala Russell, els seus metodes estaven inspirats en la logica de Boole, la
qual cosa feia practicament impossible la seva aplicacid a la tasca de fonamentaci6 de les
matematiques. La tasca reservada a Russell sera, doncs, estendre el llenguatge simbolic de
Peano a la logica de relacions, la qual cosa dura a terme en I’article “The Logic of Relations”
(1901), en el qual es basara I’exposicio de Principles. Tal com hem explicat en la nostra
exposicio, la importancia de la logica de relacions per a la fonamentacié de les matematiques
prové basicament de la rellevancia de la nocié d’ordre en les matematiques modernes i del
paper clau que juguen les relacions d’equivalencia en la definicié de nombre (Cf. supra, cap.
VI, § 1). Segons Russell, en efecte, les relacions d’ordre generen les series infinites
d’objectes -nombres naturals, punts, etc- que conté cada branca de les matematiques
-aritmética, geometria euclidiana, etc-. Ara bé, aquestes relacions no poden ser reduides a
predicats, per la qual cosa tots els filosofs anteriors -i, en particular, Kant- no haurien
desenvolupat una “filosofia de les matematiques satisfactoria” 1 esdevé necessari el

desenvolupament formal de la logica de relacions. En aquest punt, doncs, 1’analisi historica
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de Russell esta totalment justificada. Per demostrar la tesi logicista, Russell es basa en els
treballs previs de Cauchy, Dedekind i, sobretot, Cantor. Aquests autors havien mostrat, en
efecte, que els nombres reals es poden introduir a partir dels nombres racionals 1 que aquests
es poden introduir a partir dels nombres sencers. En tots dos casos, la reduccio utilitzava la
teoria de conjunts, que Cantor havia desenvolupat considerablement, convertint-la aixi en la
base de les matematiques modernes. Les dues tasques pendents eren llavors la reduccio dels
nombres sencers a la teoria de conjunts i la reduccidé d’aquesta a la logica pura. El primer pas
en la reduccio de I’aritmetica a la logica consisteix en la definicid, en termes purament logics,
de la nocid de nombre. Segons la proposta de Russell, “el nombre cardinal d’una classe u sera
la classe de classes semblants a u” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 1). Aquesta és precisament
la definici6 que Russell adoptara a Principles 1 derivara de I’anomenat principi d’abstraccio.
Es tracta, en definitiva, de la mateixa definicié que Frege havia donat de nombre natural i a la
qual Russell hi arriba independentment a través de la reflexio i critica a les definicions per
abstraccid de Peano. Aquesta definici6 de nombre cardinal permet, segons Russell, la
deduccié de totes les propietats usuals dels nombres, tant finits com infinits. Finalment,
Russell procedeix a la reduccido de I’aritmética de Peano a la logica. Peano havia
desenvolupat I’aritmética finita en el seu Formulaire des mathématiques (1895-1908) a partir
de tres idees matematiques primitives: nombre natural, zero i successor -a les quals calia
afegir-hi evidentment les idees primitives de la logica- i els seus coneguts axiomes. A partir
d’aquests indefinibles 1 axiomes, junt amb els axiomes per a la igualtat aritmetica, Peano
defineix les operacions aritmetiques basiques i estableix a partir d’aqui les propietats usuals
dels nombres naturals. Aixi, per a la reduccié de I’aritmetica finita a la logica, calia definir en
termes de la logica pura les tres nocions primitives abans esmentades i demostrar els cinc
axiomes de Peano-Dedekind per a I’aritmetica. En la nostra exposicio hem esbossat les linies
mestres de la reducci6 de I’aritmetica a la logica realitzada per Russell a Principles i no cal
referir-nos-hi aqui de nou (Cf. supra, cap. VI, § 1). Tal com hem explicat també¢ alli, per a la
reducci6 de les altres branques de les matematiques, Russell es basa en aquest resultat i en els
principals resultats assolits al llarg del segle XIX en analisi i geometria per Weiertrass,
Cantor 1 Dedekind.

Com ja sabem, en la carta a Frege de 16 de Juny de 1902, Russell havia plantejat a
Frege dues paradoxes o, si preferim dir-ho aixi, havia enunciat dues formulacions de la seva
famosa paradoxa: una formulacio intensional, referida a predicats, i un altra extensional,

referida a classes. En la seva versio extensional, la paradoxa de Russell, aix0 és, la paradoxa
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de la classe de totes les classes que no es contenen pas a si mateixes, no nom¢s atacava el cor
del programa logicista de Frege, sin6 també la teoria intuitiva de conjunts de Cantor i
Dedekind. La paradoxa de Russell sorgeix efectivament en considerar la classe w dels x tals
que x ¢ x, és a dir, la classe de tots les classes que no es pertanyen a si mateixes, a la qual
Russell hi arriba aplicant a la classe de tots els objectes el raonament emprat per Cantor per
demostrar u < P(u). D’aqui dedueix Russell que w e w < w ¢ w 1, per tant, que w no és cap
classe, contrariament al supoOsit basic de la teoria cantoriana de conjunts que associa una
classe o conjunt a cada propietat. Si, en efecte, formalitzem la teoria cantoriana de conjunts
en un llenguatge quantificacional estandard, les variables del qual tenen com a rang individus
1 conjunts, les constants no logiques del qual son les lletres de predicat “S™, que s’interpreta

(194 b (194

intuitivament com “és un conjunt” 1 “€”, que s’interpreta com “és un element de”, llavors

Russell demostra que la senténcia:

—()(SYy AVx(x ey o (Sx Ax € x)))

¢s logicament valida en la teoria cantoriana de conjunts, un dels axiomes de la qual ¢és la

senténcia:

@Sy A Vx(x €y < (Sx A p(x)))),

d’on s’obté per substitucié que:

@) Sy A Vx(x € y < (Sx Ax € x))),

1, per tant, que la teoria cantoriana de conjunts €s inconsistent. Calia doncs, imposar certes
restriccions a la concepcid cantoriana de conjunt que associava a cada propietat ben definida
un conjunt, de manera que s’evitessin les paradoxes i, al mateix temps, es preservessin les
diferents aplicacions matematiques de la teoria de conjunts. Una possible via per eliminar la
paradoxa de Russell proposada per ell mateix a 1906 seria /imitar la mida d’alld que hom
anomena conjunt, impedint la formacid de conjunts massa grans com, per exemple, el conjunt
de tot els conjunts o el conjunt de tots els conjunts que tenen tal o qual propietat. Aquesta és
la idea basica de la teoria de conjunts de Zermelo 1, en particular, de I’axioma de separacio,

el qual limita els casos en qué hom pot associar un conjunt a una propietat a aquells en que
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els elements que tenen aquesta propietat pertanyen ja a un conjunt donat préviament, amb la
qual cosa hom només pot obtenir un subconjunt del conjunt inicial (Cf. supra, cap. VIII, §
10). Pero, com ja sabem, la solucido de Russell no va anar en aquesta direccio, sin6 en la
direccio de imposar certes restriccions tipologiques a les variables que poden figurar com
arguments en una funcié proposicional, de manera que només les funcions que tinguin un
argument adequat puguin determinar una classe. Aquesta teoria és coneguda com la feoria de
tipus 1 Russell en presenta dues versions: la teoria simple 1 la teoria ramificada de tipus.
Aquesta ultima teoria, juntament amb la no classes theory, constitueix la solucié definitiva
proposada per Russell a les paradoxes i és exposada en I’article “Mathematical Logic as
Based on the Theory of Types” (1908) i en la seva magnum opus Principia Mathematica
(1910-13).

Russell esbossa a Principles dos métodes per eliminar les contradiccions que suposen
respectivament els primers esbossos de la teoria zig-zag 1 de la teoria de tipus, encara que
Russell passa continuament d’un metode a ’altra 1, finalment, considera la segona teoria com
la tnica solucié acceptable (Cf. supra, cap. VI, § 7). Segons la “doctrina dels tipus logics”,
les funcions proposicionals del tipus ¢(u), on u és una variable de classe, només son
significatives si substituim # per un objecte del mateix tipus que les classes. Pero els
individus i les classes unes son d’un tipus diferent del de les classes d’individus i, per tant, no
poden ser substituits “salva significationem” per u. Ara bé, aixo és el que s’esdevé amb les
funcions com ara x € x 0 x ¢ x que donen origen a I’antindmia. Aquestes funcions sén, com
ja sabem del tipus ¢(K4) on K4 representa una classe una -car x €s una classe i la relacié €
requereix que el referent sigui d’un tipus inferior al del correlat. Aquestes funcions son,
doncs, no significatives, car si ¢ és una funcio els arguments de la qual son classes
d’individus, llavors els seus arguments possibles han de ser del mateix tipus logic que
aquelles i no poden ser consegiientment classes unes. Russell exposara en detall la teoria de
tipus en I’Apeéndix B de Principles. Russell estableix alli quatre jerarquies diferents de tipus,
corresponents a les classes, les relacions, els nombres i les proposicions. Com ja hem explicat
en la nostra exposicio, la definicié del concepte de nombre en termes de la nocid de classe fa
que els nombres es puguin introduir a partir de la jerarquia de classes, per la qual cosa no
caldria introduir especificament una jerarquia de tipus de nombres -aquest ¢s el punt de vista
adoptat per Russell en les versions posteriors de la teoria de tipus. Les proposicions, en canvi,
formen un tipus especific perque, segons Russell, “només les proposicions poden

significativament ser afirmades com a vertaderes o falses” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 7).
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A partir d’elles s’aixeca llavors una jerarquia de tipus formada pels rangs o classes de
proposicions, les classes de classes de proposicions, etc. Perd aquesta jerarquia de tipus fa
reapareixer de nou la contradiccid, que la teoria havia precisament d’eliminar. Russell sembla
haver arribat a aquesta paradoxa per un cami molt semblant al que 1’havia conduit a la
paradoxa relativa a la noci6 de classe i, aparentment, no ¢€s distingeix pas d’ella. Pero, tal com
hem explicat en detall en la nostra exposicid, aquesta paradoxa fa referéncia en realitat
unicament i exclusiva a la noci6 de proposicio. Russell suggereix a Principles com a solucid
a aquesta contradiccid la possibilitat que “les proposicions elles mateixes siguin de diversos
tipus” pero, al mateix temps, considera aquesta idea “brutal 1 altament artificial” (ja citat: Cf.
supra, cap. VI, § 1). Es tractaria, en definitiva, d’una ramificacio dels tipus de proposicions,
la qual adoptara ja en la teoria substitucional ramificada exposada I’any 1906 i posteriorment
en la teoria ramificada de tipus de I’article “Mathematical Logic” i de Principa Mathematica.

Durant els anys 1903 i 1904 Russell buscara la soluci6 a la paradoxa de classes en dos
fronts: D’una banda, Russell intentara desenvolupar criteris formals per tal de separar
aquelles expressions funcionals legitimes d’aquelles que porten a contradiccions. Es tracta,
doncs, de diversos intents en els quals Russell vol desenvolupar la teoria zig-zag esbossada a
Principles. En un altra direccio, completament diferent a 1’anterior, Russell centrara els seus
esfor¢os en la teoria de la denotacid, amb I’esperanca que el qliestionament de la vella teoria
de la denotacido aportés -directament o indirecta- alguna Ilum sobre com solucionar
I’antindomia de classes tal com, de fet, va passar i explicarem de nou a continuacid. El
descobriment de la contradiccié va dur Russell, en efecte, a replantejar-se alguns topics de la
vella teoria de la denotacio i, a la llarga, a substituir-la per una nova teoria, que exposara en
la seva forma definitiva en I’article “On Denoting” (1905) (Cf. supra, cap. V1, § 8). En aquest
article, Russell trencara amb la distincio fregeana entre sentit i significat i proposara el que
anomena definicions contextuals dels enunciats que contenen frases denotatives com ara les
descripcions definides. La importancia d’aquestes definicions rau en el fet que permet
construir una teoria que contingui expressions denotatives sense haver d’acceptar les seves
denotacions 1 aix0 és el que fara la no classes theory -teoria sense classes- respecte a les
expressions de classes. Aixi, per exemple, de la mateixa manera que la teoria de les
descripcions d’“On Denoting” permet donar ra¢ del valor semantic dels enunciats que
contenen descripcions definides, sense haver d’assumir la denotacid d’aquestes -la qual cosa
¢s especialment important per donar rad dels enunciats com ara “El rei de Franga €s calb”, la

teoria sense classes permetra construir un sistema logic en el qual hom pugui expressar tots
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els axiomes i teoremes de la teoria de classes sense haver d’assumir 1’existéncia d’aquestes.
Aix0 mostra, en definitiva, que la idea d’una teoria sense classes que explicarem tot seguit ¢s
una conseqiiencia directa del descobriment de la nova teoria de les descripcions.

En Particle “On Some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers and Order
Types” (1905), Russell centra la seva atencid en les paradoxes sorgides en I’ambit de la
teoria dels nombres transfinits i deixa de banda altres paradoxes com, per exemple, la
paradoxa relativa a la nocié de proposicio -aix0 €s bastant sorprenent si tenim en compte que
aquesta és precisament I’unica paradoxa que la doctrina de tipus de Principles era incapag de
resoldre (Cf. supra, cap. VI, § 9). Aquestes contradiccions son essencialment la paradoxa de
Cantor i la de Burali-Forti, que fan referéncia respectivament a les nocions de nombre
cardinal i ordinal. Tal com hem explicat en la nostra exposicio, 1’analisi d’aquestes paradoxes
porta Russell a la conclusio que aquestes paradoxes tenen un origen logic -i, per tant, no son
especifiques de la teoria dels nombres transfinits- i que totes elles responen a una mateixa
forma logica que apunta a l’existéncia del que Russell anomena processos o classes
autoreproductives, aix0 és, a que “hi ha certes propietats mitjangant les quals, donada una
classe qualsevol de termes que tinguin tots ells una propietat d’aquesta mena, podem definir
sempre un nou terme que tingui la propietat en qiiesti6. D’aqui que no puguem recollir
sempre tots els termes que tenen la dita propietat en un tot [whole], perque sempre que
confiem tenir-los tots, la col-leccié que tenim procedeix immediatament a generar un nou
terme que tingui també la dita propietat” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 9). Russell proposa en
I’article abans esmentat tres teories per evitar el I’aparicié de paradoxes en 1’ambit general de
la logica, a les quals ja ens hem referit préviament: la teoria zig-zag, la teoria de la /imitacio
de la mida, 1 1a no classes theory. Com ja sabem, la teoria zig-zag havia estat ja esbossada per
Russell a Principles, en suggerir que les funcions quadratiques (ara anomenades no
predicatives) no determinen mai una classe 1 caracteritzar aquestes com funcions d’un tipus
determinat. Com hem dit abans, aquesta teoria havia centrat bona part dels esforgcos de
Russell dels anys 1903 1 1904 per solucionar les paradoxes, perd Russell no aconsegui arribar
mai a una teoria satisfactoria. Només cal afegir ara que la idea russelliana de la teoria zig-zag
sera represa i reelaborada alguns anys més tard per Quine en l’anomenada teoria de
[estratificacio. Ja ens hem referit abans també a la teoria de la /limitacio de la mida, respecte
a la qual el mateix Godel ha afirmat que “la teoria axiomatica de conjunts tal com va ser
desenvolupada més tard per Zermelo i altres pot considerar-se com una elaboracio d’aquesta

idea pel que fa a les classes” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 9). En qualsevol cas, com ja
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sabem, a partir de 1906 Russell deixara de banda aquestes dues teories i s’inclinara
definitivament per la tercera, la no classes theory que, tal com diu el mateix nom, “es basa
simplement en 1’abstinéncia d’una suposicié dubtosa”, a saber, la referent a I’existéncia de
classes (Cf. supra, cap. VI, § 9).

Com hem dit abans, la idea d’una teoria sense classes t¢é el seu origen en la teoria de
les descripcions de 1905 i respon a una certa analisi de les paradoxes segons la qual I’origen
d’aquestes es trobaria indefectiblement en alguna mena de cercle vicids. En la seva analisi
sobre la paradoxa de Richard, Poincaré havia arribat a la conclusid que les paradoxes
apareixen només quan definim un conjunt de forma circular, és a dir, quan el conjunt que
hom defineix ocorre no només en el definiendum, sind també en el definiens de la definicid
en qiiestio. Russell esta d’acord amb Poincaré en qué totes les paradoxes provenen d’alguna
mena de cercle vicids i, tal com hem explicat, aquesta idea ja és present en els manuscrits
russellians de 1904 i esta present ja en la descripcié de la forma general de les paradoxa que
Russell realitza en I’article “On Some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers and
Order Types”. Pero en I’article “Les paradoxes de la logique” (1906), Russell discrepa de
Poincaré respecte a la manera d’evitar aquests cercles viciosos, car per aixo “cal recérrer de
totes totes a una reforma aprofundida dels principis logics, més o menys analoga a la meva

9999

teoria “sense classes™ (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 9). Essencialment, la idea d’una teoria
sense classes consisteix a analitzar els enunciats referents a classes com enunciats
quantificacionals d’un cert tipus, de manera que els enunciats referents a classes
contradictories esdevinguin enunciats mal formats, aixo és, enunciats sense sentit. En altres
paraules, els simbols de classes hauran de ser considerats com simbols o expressions
incompletes, que no tenen significat per si soles i, doncs, com meres facons de parler.
Conseglientment, hom haura d’abstenir-se de suposar que aquests simbols representin classes
1 considerar aquestes com a simples ficcions logiques. De fet, la mateixa noci6 russelliana de

cercle vicios de I’article “Les paradoxes de la logique” només rep un significat precis en el

marc de la teoria sense classes. Segons Russell, en efecte:

Els cercles viciosos apareixen quan una frase que conté les expressions fof o
algun (aixo és, que conté una variable aparent) sembla representar un dels objectes als

quals s’aplica I’expressio tof o algun (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 9).
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Aixi, segons Russell, per evitar els cercles viciosos, caldra observar el principi

segiient:

Tot allo que conté una frase denotativa amb ot 0 algun no ha de ser un dels

objectes denotats per aquesta frase denotativa.

0, equivalentment:

Tot alldo que conté una variable aparent no ha de ser ell mateix un dels valors

possibles d’aquesta variable.

Tal com hem explicat en la nostra exposicid, Russell reservara a “Les paradoxes de la
logique” el nom de principi del cercle vicios (PCV) a aquesta ultima formulacio, la qual
conservara literalment en el seu conegut article “Mathematical Logic” de 1908. Es important
remarcar que el PCV no s’aplica exclusivament a les classes, sind “a tota expressié que conté
una variable aparent” i, segons Russell, aquestes comprenen no solament les (expressions de)
classes i relacions, sind també les descripcions definides i1 les proposicions generals. Prou
significativament, en aquesta llista no hi apareixen les funcions proposicionals, a les quals
s’aplicara preeminentment una nova i ampliada versio del PCV a “Mathematical Logic” i a
Principia Mathematica, pero aixo es degut al fet que a “Les paradoxes de la logique” Russell
considera que pot prescindir dels simbols de funcid i substituir-los per les anomenades
matrius -aquesta ¢s la idea basica de la teoria substitucional desenvolupada 1’any 1906; en
canvi, a partir de 1908, Russell considera que les funcions proposicionals son entitats de ple
dret -juntament amb els individuals- 1 consegiientment el PCV s’aplicara essencialment a
elles -aquesta és la idea basica de la teoria de tipus de “Mathematical Logic” 1 Principia
Mathematica. D’altra banda, cal observar que el PCV és un principi purament negatiu, que
“no és per ell mateix la solucid de les paradoxes de cercle vicios, sind només la conseqliencia
que una teoria ha de fornir per aportar una solucio” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 9). Aixi
doncs, si la teoria sense classes ha de solucionar les contradiccions, haura de ser una teoria
que sigui capa¢ d’evitar que es produeixin els cercles viciosos que l’originen. Per tant,
continua Russell, “cal construir una teoria de les expressions que continguin variables
aparents que tingui com a conseqiiéncia el principi del cercle vicios” (ja citat: Cf. supra, cap.

VI, § 9). Tal com hem explicat en la nostra exposicid, el problema de construir una teoria
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d’aquesta mena rau en que el PCV sembla, si més no a primera vista, incompatible amb la
vella i venerable feoria de la variable universal russelliana. En efecte, si, com postula el
PCV, els objectes que contenen una variable aparent no poden ser ells mateixos un dels
valors d’aquesta variable, llavors el rang d’aquesta variable no podra comprendre tots els
objectes. Aixi, qualsevol sistema logic que tingués com a conseqiiéncia el PCV hauria de
tenir diferents tipus de variables -individuals, funcionals, ...-. Es tractaria, doncs, d’un
sistema logic essencialment analeg a la doctrina de tipus de Principles. Perd, com ja hem
explicat, la teoria de la variable universal €s a la base de la concepcid russelliana de la logica
com un llenguatge universal i de la possibilitat de reduir les matematiques a la logica (Cf.
supra, cap. VI, § 1). Aixi, I’exigencia d’universalitat imposada ja per Russell a Principles i
que explica la seva insatisfaccio amb la doctrina de tipus alli exposada roman encara intacta a
“Les paradoxes de la logique”. Ara bé, ;és possible construir una logica que satisfaci la doble
exigencia de tenir com a conseqiiéncia el PCV 1 satisfer la teoria de la variable universal?
Russell respon afirmativament aquesta pregunta. Més en concret, perque una logica satisfaci
la doble exigencia abans esmentada, caldra, en primer lloc, restringir el rang de les variables
als individus 1 considerar aquests com les uniques entitats vertaderes, tot definint
contextualment la resta d’entitats -classes, relacions, proposicions, ...-, de manera que (i)
esdevinguin meres ficcions logiques i (if) la substitucié d’un dels simbols incomplets,
mitjancant els quals hom ha introduit aquestes entitats, per una variable individual esdevingui
un absurd, una expressio sense significat (Cf. supra, cap. VI, § 9). Aixo és el que fara en bona
mesura la teoria substitucional -si més no, la seva versido més sofisticada-, amb la qual cosa
aquesta teoria sera no només una teoria sense classes, sind també sense cap mena d’objecte
que contingui una variable aparent.

Russell exposa la teoria substitucional a “Les paradoxes de la logique”. De fet, en
aquest article hi trobem dues versions d’aquesta teoria (Cf. supra, cap. VI, § 10), la primera
de les quals és exposada en la segona part d’aquest article només a manera de recordatori.
Aquesta teoria, en efecte, havia estat esbossada ja a “On Some Difficulties in the Theory of
Transfinite Numbers and Order Types” de 1905 i exposada amb tot luxe de detalls en una
conferéncia titulada “On the substitutional Theory of Classes and Relations”, llegida el 1906
davant la London Mathematical Society. Pero, la constatacid que aquesta teoria era
vulnerable a les paradoxes va fer que Russell renunciés a la publicacio del text d’aquesta
conferéncia i1 proposés una segona versié de la teoria, que exposa en la tercera part de “Les

paradoxes de la logique”. Tanmateix, aquesta teoria ja no presentara per a Russell els
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mateixos atractius que la primera, per la qual cosa ’abandonara i la substituira en ’article
“Mathematical Logic” de 1908 per la feoria de tipus -encara que en aquest article trobem de
bell nou aquesta teoria exposada com una mera possibilitat tedrica. La versio de la teoria de
tipus presentada en aquest article coincideix essencialment amb la versio del capitol II de la
Introduccié de Principia Mathematica i la de 1’article “La théorie des types logiques” (1910),
que ¢€s essencialment una traduccié al frances del capitol II de la Introduccié de Principia,
publicada a Revue de métaphysique et de morale com a réplica a un article anterior de
Poincaré aparegut en la mateixa revista i on aquest autor criticava alguns aspectes de 1’article
de 1908 abans esmentat. En el nostre estudi ens hem fet ress0 fonamentalment d’aquesta
versié de la Introduccié de Principia, la qual cal distingir, tal com assenyala Russell en el
Prefaci (p. vii), de la versié presentada en el capitol XII de la mateixa obra (Cf. supra, cap.
VI, § 11). La teoria dels tipus logics €s, com la teoria substitucional, una teoria que té com
objectiu principal evitar les paradoxes, 1’origen de les quals rau invariablement, segons
afirma Russell d’enca 1905, en alguna mena de cercle vicids. Aixi doncs, €s evident que, tal
com s’esdevenia amb la teoria substitucional, el PCV jugara també un paper fonamental en la
formulaci6 de la teoria de tipus. Ara bé, mentre que en la teoria substitucional es deduia del
PCV una jerarquia de ficcions logiques -classes o funcions, relacions i1 enunciats generals-, en
la teoria de tipus es deduira a partir del PCV una jerarquia d’entitats logiques -funcions
proposicionals i proposicions. La rad per la qual el PCV ddna lloc a dues menes de jerarquies
de naturalesa tan distinta és ben senzilla: a “Les paradoxes de la logique” Russell considera
tota expressio que conté una variable aparent un simbol incomplet, per la qual cosa el PCV
duu a una jerarquia dels simbols incomplets o ficcions logiques, els quals s’haurien
d’introduir contextualment a partir de les entitats 1ogiques propiament dites -els individuals 1
les proposicions elementals. En canvi, a partir de 1908 es recuperen les funcions
proposicionals -que havien estat reemplagades en la teoria substitucional per les matrius- i les
proposicions -tant elementals com generals- com entitats legitimes. I, donat que tant les
funcions proposicionals com les proposicions poden contenir variables aparents, una
formulacio essencialment analoga del PCV a la de “Les paradoxes de la logique” duu a
“Mathematical Logic” i Principia a una jerarquia d’aquestes entitats logiques.

La teoria de tipus presentada per Russell a “Mathematical Logic” 1 Principia és una
teoria ramificada de tipus. La idea basica d’aquesta teoria és que 1’ordre o tipus logic d’una
funcio proposicional esta determinat per dos principis: (i) una funcid proposicional és d’ordre

superior a qualsevol dels seus valors possibles 1 (ii) una funcidé proposicional ¢€s d’ordre
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superior a qualsevol objecte que pertanyi al rang de qualsevol quantificador que ocorri en
ella. La jerarquia ramificada de funcions proposicionals que aixi s’obt¢ constitueix el moll de
I’0os de la teoria dels tipus logics proposada a ‘“Mathematical Logic” 1 Principia, els trets
essencials de la qual hem explicat en detall en la nostra exposicio (Cf. supra, cap. VI, § 11).
Es interessant remarcar que la nostra interpretacio de la jerarquia de funcions de Principia
difereix essencialment de la interpretacid classica, segons la qual, en paraules de Quine, “la
jerarquia d’ordre és sobreimposada [a la jerarquia de tipus], de manera que les funcions
proposicionals poden diferir quant a 1’ordre tot i ser del mateix tipus”.' Aixi, segons aquesta
interpretacid, les funcions proposicionals es divideixen originariament en tipus -entesos com
a rangs de significacid de les seves variables lliures, €s a dir, com a tipus simples- 1, després,
aquests tipus es ramifiquen donant lloc als ordres. Perod, tal com hem explicat en la nostra
exposicio, una funcid proposicional pot contenir no tan sols variables reals o lliures, sind
també variables aparents o lligades i, en definitiva, quantificadors. Per tant, una funcid
proposicional pressuposara no nome¢s els valors possibles dels seus arguments, sin6 també els
de les variables aparents que figuren en ella. Aixi, pel principi del cercle vicids, el tipus d’una
funcio estara determinat no nomeés pel seu rang de significacio, sin6 també pel que hem
anomenat la seva profunditat de quantificacid. Russell anomenara ordres als tipus logics
entesos en aquest sentit, per distingir-los aixi dels tipus entesos com a rangs de significacio
(Cf. supra, cap. VI, § 11). En definitiva, en la nostra interpretacio, la divisidé originaria
operada pel PCV déna lloc als ordres -els veritables tipus logics de que parla Russell a
Principia-, a partir dels qual hom pot obtenir els tipus simples -perd no els tipus logics de
Principia- com a rangs de significaci6 de la funcio en qiiestid.?

D’acord amb la teoria ramificada de tipus, no és possible parlar de totes les funcions
d’un determinat argument, sindé que cal especificar 1’ordre de les funcions en qiiestid. Aixi,
per exemple, no es pot parlar significativament de “totes les funcions de a”, on a és un
individual, sind que només es pot parlar de “totes les funcions de primer ordre de a”, “totes
les funcions de segon ordre de a”, etc. Ara bé, en logica i en matematiques s’utilitzen
constantment generalitzacions sobre totes les funcions o propietats d’un argument determinat
o, equivalentment, sobre totes les classes a les quals pertany un determinat objecte, per la
qual cosa la reconstrucci6 de les matematiques en el marc de la teoria de tipus sembla prima

facie impossible. Doncs bé, per solucionar aquests problemes Russell introdueix, tant a

! Quine 1966,, 25. Vegeu també, entre d’altres, Kneale 1962, 659.
2 Per a una interpretacid semblant, vegeu Rouilhan 1996, 247-250 1 Grattan-Guinness 2000,
396.
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“Mathematical Logic” com a Principia, la nocid de predicativitat 1 I’axioma de reductibilitat
(Cf. supra, cap. VI, § 12). D’acord amb Russell, “definirem una funci6é d’una variable com a
predicativa si €s de ’ordre immediatament superior al del seu argument, i.e. si €s de I’ordre
més petit compatible amb tenir aquell argument. Si una funcio té distints arguments, i I’ordre
més gran de les funcions que ocorren entre els arguments és el n-¢sim, anomenarem la funcié
predicativa si és de ’ordre n+1, i.e. de nou, si és de I’ordre més petit compatible amb tenir
els arguments que té¢” (ja citat: Cf. supra, cap. VI, § 12). La importancia de les funcions
predicatives rau en el fet que si bé és cert que no és possible, d’acord amb la teoria
ramificada de tipus, generalitzar sobre totes les funcions d’un argument d’un tipus
determinat, si es possible, en el marc de la mateixa teoria, generalitzar sobre totes les
funcions predicatives d’aquest mateix argument, perqué¢ aquestes funcions sén totes del
mateix ordre. Per tant, si per tota funcid proposicional existis una funcid predicativa
equivalent -coextensiva- amb ella, podriem solucionar els problemes esmentats relatius a
generalitzacions il-licites en el marc de la teoria de tipus, pero totalment indispensables per a
la reduccié de les matematiques a la logica. Doncs bé, aixo €s el que enuncia precisament
I’axioma -o, millor dit, els axiomes- de reductibilitat. Per exemple, en el cas de les funcions
els arguments de les quals son individuals, aquests axiomes serien per tot n>0 1 m > 1, els

seglients (en notacié moderna):

VAgIVX1, o Xn(fX1, ey Xn © X1, .0 X0),

on f¢és una funcié n-adica de I’ordre m-¢sim 1 g una funcié predicativa -i, per tant, en aquest
cas, una funcié de primer ordre. I, per qualsevol altra tipus d’arguments, tindriem axiomes
similars, en els quals f representaria sempre una funcidé d’ordre més alt que el requerit pels
seus arguments i g una funcié de I’ordre més baix compatible amb ells. En definitiva, tal com
hem explicat en la nostra exposicid, la reduccié de les matematiques a la logica requereix
només la jerarquia de funcions predicatives, en la qual es pot interpretar la teoria simple de
tipus tal com aquesta es presentada en la majoria d’escrits sobre els fonaments de les
matematiques. De fet, com es ben sabut a partir dels anys vint, a partir d’aquesta teoria es
poden reconstruir les matematiques classiques sense problema, per la qual cosa també es pot
dur a terme aquesta reconstruccid a partir de la teoria ramificada de tipus plus 1’axioma de
reductibilitat. Ara bé, tal com hem explicat en la nostra exposicio, per aixo es requereixen

encara un parell d’axiomes més: 1’axioma multiplicatiu 1 ’axioma de [’infinit. Com és ben
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sabut, el primer axioma ¢és equivalent a 1’axioma d’eleccid de Zermelo, la qual cosa ens ha
donat peu a estudiar, en la secci6 dedicada a 1’estudi del desenvolupament de la teoria de
conjunts per part de Zermelo, la relacio entre ambdds axiomes i la recepcid per part de
Russell de I’axioma d’eleccid (Cf. supra, cap. VIII, § 10). Pel que fa al axioma de I’infinit, tal
com hem explicat en la nostra exposicio, la seva admissioé suposa un reconeixement de facto
que els teoremes de les matematiques no poden ser demostrats exclusivament en termes de
principis logics, la qual cosa hauria de dur a una reformulacio de la tesi logicista, que afirmés
no ja que les matematiques son reductibles a la logica, sind que les matematiques son
reductibles a la logica si a aquesta hi afegim I’axioma de I’infinit. En el capitol dedicat a
Hilbert hem vist, finalment, que Hilbert renunciara explicitament al programa russellia de
reconstruccid de les matematiques a partir de la teoria ramificada de tipus al-legant la manca
de validesa logica dels axiomes de reductibilitat i infinit, la qual cosa ens ha portat a discutir
amb una mica més de detall el caracter no logic d’aquests dos axiomes (Cf. supra, cap. VIII,
§9).

La contribucid més important de Russell al desenvolupament de la logica
contemporania és, sens dubte, la mateixa teoria de tipus. Com ja sabem, Russell esbossa a
“Mathematical Logic” i Principia una teoria simple de tipus, pero les paradoxes de tipus
intensional el porten a postular la teoria ramificada de tipus com la seva proposta definitiva
d’un sistema formal a partir del qual es puguin reconstruir les matematiques senceres. En
qualsevol cas, en la deécada dels vint, autors com L. Chwistek i P. Ramsey proposaren la
teoria simple de tipus com a soluci6 a les paradoxes, donat que aquesta teoria és suficient per
resoldre les antindmies de tipus conjuntista, amb la qual cosa pogueren prescindir de
I’axioma de reductibilitat, que fou des del primer moment ’axioma més controvertit de la
teoria ramificada de tipus. El punt fort de la teoria ramificada de tipus rau aixi en el fet que
permet evitar no solament les paradoxes extensionals o conjuntistes -les paradoxes de
Russell, Burali-Forti, etc-, sind també les intensionals o semantiques -les paradoxes del
mentider, de Richard, etc-; per contra, el seu punt feble rau en que per desenvolupar les
matematiques classiques a partir d’aquesta teoria cal afegir-li un parell d’axiomes que
dificilment hom pot catalogar com axiomes logics, ’axioma de [’infinit 1 1’axioma de
reductibilitat, per la qual cosa la pretesa reduccié de les matematiques a la logica queda en
entredit. Més encara, com que l’axioma de reductibilitat pressuposa 1’acceptacido de
I’existéncia d’una serie de propietats primitives, hom pot preguntar-se perqué no acceptem

equivalentment 1’existéncia de conjunts i desenvolupem les matematiques en base a la teoria
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axiomatica de Zermelo, la qual sembla estar més d’acord amb els intents inicials de
fonamentacié de I’aritmética i 1’analisi engegats per Cantor i Dedekind. Aquesta seria, a la
llarga, la via escollida per la majoria dels matematics, la qual cosa ha fet que la teoria
axiomatica de conjunts hagi jugat un paper clau en les recerques sobre fonaments de les
matematiques i1 hagi esdevingut també un objecte d’estudi prioritari en les recerques
model-teorctiques. Amb tot, al llarg dels anys vint i trenta, la teoria de tipus -simple o
ramificada- sera el sistema formal preferit per la majoria dels matematics que cercaven
reconstruir les matematiques sobre un fonament més ferm que la teoria intuitiva de conjunts
de Cantor 1 Dedekind o la logica de Frege. Tal com ha explicat Ferreirds a Labyrinth of
Thought. A History of Set Theory ant its Role in Modern Mathematics (1999), “fins la década
dels vint, pocs autors adoptaren el sistema de Zermelo explicitament, i, fins 1 tot entre aquells
que preferiren el punt de vista formal axiomatic, molts es mostraren favorables a la teoria de

' De fet, tal com ha esmentat el mateix autor, només “a partir de 1928

tipus”.
aproximadament, Principia deixa de ser la principal obra de referéncia, data en la qual
apareixen obres com Grundziige der theoretischen Logik de Hilbert i Ackermann”,® encara
que “la teoria de tipus continuara essent molt influent al llarg de la década dels trenta”.’
L’exit de la teoria de tipus com a sistema logic es pot confirmar a partir dels escrits dels
logics més importants del periode, com ara Hilbert, Carnap, Godel o Tarski, i, una mica més
endavant, Church o Quine, els quals escolliren una o altra versié de la teoria de tipus com a
sistema formal a partir del qual desenvoluparen les seves recerques sobre 10gica i fonaments.*
Un altre aspecte digne de remarcar per tal d’entendre la influéncia de Principia en les
recerques posteriors sobre logica i fonaments de les matematiques és 1’adequacid del sistema
logic presentat en aquesta obra per “digerir” la Mengenlehre de Cantor 1, a partir d’ella, les
matematiques ‘“senceres”. La reduccidé de les matematiques a la logica duta a terme per
Russell 1 Whitehead a Principia ha estat poc estudiada. L’excepcid a la regla és el llibre de
Grattan-Guinness The Search for Mathematical Roots, 1870-1940 (2000) esmentat en la
introduccio, el qual dedica una seccid (7.9: Types and the treatment of mathematics in
Principia Mathematica) a aquest tema. En el nostre treball tampoc no ens hem fet resso

especificament de la reduccié de les matematiques a la logica duta a terme per Russell i

Whitehead a Principia, per la qual cosa potser valgui la pena fer ara alguns comentaris al

Ferreiros 1999, 337.

1bid., 353.

1bid., 356.

Vegeu Ferreiros 1999, cap. X, § 4.

AW N -
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respecte. Els tres volums de Principia es divideixen en les parts segiients: . Mathematical
Logic; II. Prolegomena to cardinal arithmetic; III. Cardinal arithmetic; IV.
Relation-arithmetic; V. Series; VI. Quantity (El segon volum comenca en la seccid II1A 1 el
tercer volum en la secci6 VD). Com podem veure, doncs, les matematiques que
desenvoluparen Whitehead 1 Russell a Principia sén essencialment (deixant de banda
naturalment la teoria de conjunts): I’aritmetica cardinal, I’aritmética ordinal (finita 1 infinita) i
la teoria dels nombres reals. Aqui ens limitarem a fer algunes observacions sobre les
definicions més importants de la teoria dels nombres cardinals, per tal de poder comparar la
reduccid de la teoria de nombres duta a terme per Russell i Whitehead a Principia 1 la
reducci6 de la mateixa realitzada per Frege a Grundlagen 1 Grundgesetze. Russell i
Whitehead defineixen “el nombre cardinal d’una classe a” Nc‘a com la classe de totes les
classes semblants a a: ﬁ(ﬁ sm a) (¥100.01). El seu tipus logic és immediatament superior al
de a (%100.1), perd f pot ser, en principi, de qualsevol tipus logic. Per aixo, els autors
defineixen el “cardinal homogeni” Noc‘a (¥103.01), per al cas en que el tipus de f és ‘a
(¥63.01), aixd és, quan f és del mateix tipus que a. La definicié dels diferents nombres

comenga amb la definicid de 0 com la classe unitaria de la classe buida A:'

%
%x54.01 0= 1°A, Df

1 com la classe de classes unitaries:

_)

%¥52.01 l=a{(3x)-a= I ‘x},Df

2 com la classe de parells desordenats:

- -

%*54.02 2={Fx,y)x+y-a=1‘xU [ ‘y}, Df

.. o -2
! En les definicions segiients, 1’operador “ / < permet transformar un element en la classe que

té aquest Unic element, de manera que 1’expressio “—I>‘x” denota la classe unitaria de x (Cf. supra, cap.
VI, § 4). Russell només empra circumstancialment aquest simbol i s’inclina generalment per un
simbol que reflecteix el fet que aquest operador denota 1’operacid inversa a la que denota 1’operador
per a les descripcions definides, que permet seleccionar d’una classe 1’tinic element que té una
determinada propietat.
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1 aixi successivament (x100 — 102). La suma de dues classes a, f es defineix com la uni6 de

dos conjunts equinumerics amb ¢ i f 1 mituament disjunts:

- -
(*¥110.01) a+pf=4 (ANP“ I “aU(ANa) +1“p, Df
i la suma de dos cardinals homogenis es defineix de la seglient manera:
(¥110.02)  p+c.v=E{(Fa,f)-u=Noc‘a-v=Noc‘f-Esm(a+p)}, Df

(la subtraccio es defineix a (¥119.01)). Els exemples anteriors son només un botd de mostra
de com procedeixen Russell i Whitehead per reduir les matematiques a la logica, perd
mostren clarament la diferéncia entre la reduccid de les matematiques duta a terme per
aquests autors i la de Frege. En primer lloc, Russell i Whiteheada defineixen els nombres
cardinals, no pas els nombres naturals com havia fet Frege, i la definicid dels diferents
nombres ¢€s distinta de la que havia donat Frege. Segonament, donat que Russell 1 Whitehead
defineixen els nombres com a classes, les quals han estat definides contextualment a partir de
les funcions proposicionals i, per tant, no son entitats logiques de ple dret, és evident que el
logicisme de Russell i Whitehead no descansa en la possibilitat de construir els nombres com
objectes logics, tal com s’esdevenia en Frege. Finalment, tal com ens mostren les definicions
anteriors, la reduccid de les matematiques a la logica duta a terme per Whitehead 1 Russell
segueix molt de prop la reduccid a la teoria de conjunts endegada per Cantor 1 Zermelo, la
qual cosa I’allunya de nou de la reduccié de les matematiques duta a terme per Frege. Tal

com ha assenyalat B. Linsky a “Russell’s Metaphysical Logic” (1/999):

[Russell i Whitehead] no fan cap intent de reduir el contingut matematic o
conjuntista de les definicions com va fer Frege. El que Russell i Whitehead presenten
a Principia és un desenvolupament completament senzill de les relacions, funcions i

nombres en I’estil de la teoria axiomatica de conjunts de Zermelo.'

Per exemple, tal com hem vist en la nostra exposicid, a Grundgesetze Frege havia
evitat les extensions en la mesura del possible en la seva demostracid de les lleis basiques de

I’aritmetica 1, de fet, només les havia emprat per demostrar el principi de Hume, la qual cosa

! Linsky 1999, 132.
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permet reconstruir la seva demostraci6 dels axiomes de Peano-Dedekind per a I’aritmeética a
partir del principi de Hume (el “teorema de Frege”) en termes de la seva teoria de conceptes,
sense apel-lar a extensions. Per contra, tal com assenyala Linsky en el text anterior, Russell 1
Whitehead no intenten reduir el contingut conjuntista de les definicions matematiques (de
nombre cardinal, dels diferents nombres, de la unié de conjunts, etc) a un llenguatge
estrictament l0gic com havia fet Frege, sind que el que fan és desenvolupar I’aritmetica
cardinal a partir de la Mengenlehre de Cantor en el llenguatge de la teoria de classes de
Principia. De fet, si alguna cosa sorpren al lector modern és la similitud de la reduccio de la
teoria de nombres a la logica a Principia amb la reduccid habitual avui en dia a partir de la
teoria axiomatica de conjunts de Zermelo. En definitiva, 1’adequacid del sistema logic de
Principia per “digerir” la Mengenlehre de Cantor 1, a partir d’ella, la teoria de nombres, 1 el
fet que aquella fos una epoca en la qual regnava una “atmosfera d’inseguretat” (en paraules
de Ferreirds) explica que, tal com haviem dit abans, en els anys subsegiients a la publicacid
de Principia la teoria de tipus de Russell fos preferida per la majoria dels logics a la teoria
axiomatica de conjunts de Zermelo per dur a terme les seves recerques sobre logica i
fonaments.

Una quarta epoca en el desenvolupament de la logica matematica en el periode
1850-1920 s’inicia, tal com de¢iem en la Introduccidé, amb la publicacié de I’article de
Lowenheim “Uber Moglichkeiten im RelativKalkiil” (1915) i amb les llicons impartides per
Hilbert a la universitat de Gottingen titulades “Prinzipien der Mathematik™ (1917-18). Tal
com hem vist en el nostre treball, els articles de Lowenheim i els articles de Skolem anteriors
a 1920 continuen el programa de recerca desenvolupat per Schroder a Vorlesungen iiber die
Algebra der Logik, al qual van contribuir d’una forma molt notable, fins al punt de
reorganitzar-lo completament 1 plantejar en el seu marc alguns dels problemes més
importants de la logica contemporania (Cf. supra, cap. VII, § 115). En el seu article de 1915,
Lowenheim, com ja havia fet Schroder en el tercer volum d’Algebra der Logik, distingeix
entre la quantificacid sobre individus i la quantificacid sobre relatius. A les formules en que
només hi figura el primer tipus de quantificacidé, Lowenheim les anomena expressions de
primer ordre [Zdhlausdriicke]. Doncs bé, la gran novetat de ’article de 1915 és que en ell
I’atencio se centra en aquesta mena de formules, és a dir, en el que avui en dia anomenariem
formules de la logica de primer ordre amb igualtat. Aixi, per exemple, Lowenheim
demostrara teoremes tan importants sobre la logica de primer ordre com ara el teorema de

Lowenheim-Skolem o el teorema que afirma la decidibilitat del seu fragment monadic (Cf.
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supra, cap. VII, § 1). Amb tot, tal com hem vist, Lowenheim no defineix exactament que cal
entendre per una expressio o formula de primer ordre, sind que cal deduir-ho pel context. A
mes, aquestes expressions apareixen sempre en el context del que Lowenheim anomena
equacions de primer ordre [Zdhlgleichungen], les quals constitueixen, en darrer terme, les
expressions a les quals fan referéncia els diferents teoremes enunciats al llarg de 1’article (Cf.
supra, cap. VII, § 2). Finalment, en el mateix article de 1915, Lowenheim només remarca la
importancia del teorema 6, que enuncia la reduccié del calcul de relatius d’ordre superior al
binari i, en cap moment, valora els teoremes 2 i1 4 que afirmen respectivament la
satisfactibilitat de les férmules de primer ordre no contradictories en dominis de cardinalitat
finita o infinita numerable i la decidibilitat del fragment monadic de la ldgica de primer ordre
(Cf. supra, cap. VII, § 1). Aixdo mostra clarament, d’una banda, la inserci6é de I’article de
Lowenheim en el programa de recerca schroderia i, més en concret, en el seu programa de
logicitzacio o schroderitzacié de les matematiques. Tal com hem pogut comprovar, en efecte,
el teorema 6 juga en aquest sentit un paper basic, donat que en ell es fonamenta la possibilitat
mateixa d’expressar les matematiques senceres en el calcul de relatius binaris de Schroder.
D’una altra banda, tal com ha assenyalat Goldfarb, mostra també que “Lowenheim no sembla
reconéixer la importancia del fragment de primer ordre que ell tot just ha demarcat™.! A més,
si bé és cert que el teorema 2 de Lowenheim €s un teorema sobre la satisfactibilitat de les
féormules de primer ordre 1 que, per tant, podem afirmar que Lowenheim centra la seva
atencid en la logica de primer ordre, no €s menys cert que aquesta no €s entesa en cap
moment per Lowenheim com un sistema formal, amb uns axiomes i regles especifiques 1 una
nocio de demostracié formal. Aix0 fa que els resultats s’hagin d’obtenir sense possibilitat de
fer cap referéncia a un sistema formal i, per tant, a partir de consideracions estrictament
semantiques sobre les formules de primer ordre. L’abséncia d’una concepcid més o menys
clara de la logica de primer ordre com un sistema formal axiomatic €s la principal limitacid
que presenta l’article i, en definitiva, tota la tradicié algebrica de Peirce, Schroder i
Lowenheim, car aixo fa literalment impossible que es plantegin en el seu si les qliestions
metalogiques que constituiran el cor de les recerques logiques contemporanies a partir de
Godel. Tal com hem vist en el capitol cinque, Frege fou el primer en presentar la ldogica com
un sistema formal axiomatic, per a la qual cosa distingi d’'una forma bastant clara entre el
llenguatge objecte (la logica de primer i segon ordre) i el metallenguatge emprat per parlar

del llenguatge objecte (emprant, a tal efecte, variables metalingiiistiques o sintactiques per

! Goldfarb 1979, 355.
835



referir-se a les formules logiques). Aquesta distincid entre llenguatge i metallenguatge, que
esta indissolublement lligada a la concepcio de la logica com a sistema formal axiomatic, és
completament absent en I’article de Lowenheim 1 en tota la tradicio algebrica. La
conseqiiencia fonamental d’aixo és, tal com ha observat Goldfarb, que Lowenheim no pot
comprendre de forma adequada “el rol del llenguatge objecte en la formalitzacid de les
matematiques™ i, per tant, el rol de la logica de primer ordre com un sistema formal a partir
del qual és possible axiomatitzar les diferents branques de les matematiques. Com que la
logica de primer ordre no es presenta com un sistema formal axiomatic, la qiiestié de si una
determinada sentencia és conseqiiencia logica o és independent d’un conjunt d’axiomes no es
pot plantejar mai i, en definitiva, no té sentit preguntar-se per la preséncia d’una definici6 de
la nocid de conseqiiencia logica per a la logica de primer ordre. A més, la manca de distincio
entre llenguatge i metallenguatge faria impossible una definicié adequada d’aquesta nocio.
Aix0 no vol dir evidentment que Lowenheim no tingués una noci6 bastant clara d’aquesta
nocio, sind simplement que aquesta nocio no tenia sentit per a Lowenheim en el context de la
logica de primer ordre que ell, d’alguna manera, havia demarcat per primera vegada. Com ja
hem dit, en efecte, Lowenheim no concep la logica de primer ordre com un sistema formal
axiomatic, sin6 que “simplement” es pregunta per la satisfactibilitat de les seves formules 1,
en aquest context, sense axiomes ni regles d’inferéncia, la nocid de conseqiiéncia logica
aplicada a la logica de primer ordre perd bona part del seu interes intrinsec. Aixo és
interessant perque, tal com hem vist en el capitol tercer, Schroder té una clara concepcié de
les nocions d’interpretacié o model i de conseqiiencia logica i, de fet, és el primer en emprar
aquestes nocions en el marc estricte de la logica en demostrar la independéncia de les lleis
distributives respecte de la resta d’axiomes del calcul idéntic. Immediatament després de
Schroder, els autors més importants de 1’escola de Schroder com ara Voigt, Korselt o Luroth
presentaren també noves proves de tipus semantic sobre la independencia de les lleis
distributives. Sembla logic pensar, doncs, que si Schroder o algun dels seus seguidors, com
ara el mateix Lowenheim, haguessin concebut la logica de primer orde com un sistema
formal axiomatic i haguessin estat capacos de copsar la importancia del paper de la logica de
primer ordre per a la formalitzacid i axiomatitzacié de les matematiques, s’haguessin
plantejat inevitablement les qiiestions relatives a la dependéncia o independéncia dels
axiomes i teoremes de la logica de primer ordre i Lowenheim, en particular, hagués valorat

d’una forma adequada el seu teorema sobre la satisfactibilitat de les formules de primer

! Ibid., 355.
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ordre. Pero, com ja hem vist, Lowenheim considera en el seu article de 1915 com a principal
aplicacié del seu teorema la decidibilitat de totes les qliestions relatives a la dependéncia o
independeéncia del calcul de dominis de Schroder i altres en un domini numerable! D’una
altra banda, aix0 mostra que Lowenheim veia el problema de determinar si un enunciat era
conseqiiencia logica o no d’un conjunt d’enunciats com un problema que es podia reduir al
de determinar si una equacid era satisfactible o no en un cert domini, problema al qual era

aplicable el seu teorema. En paraules de Lowenheim:

En les recerques sobre la independéncia, s’ha de decidir si un determinat
axioma se segueix d’un altre. Pero si aquest €s el cas, aix0 €s pot expressar a traves
d’una equacio de relatiu, que hom pot fer primaria. Aixi doncs, en les recerques
d’aquesta mena es tracta de decidir si una determinada equacio de relatiu i, en
particular, en vista del precedent, si una equacié de primer ordre, se satisfa
idénticament o no. Pero si aquest no ¢s el cas, llavors, d’acord amb el teorema 2, sera

possible donar ja un contracxemple en un domini finit 0 numerable.'

Pel que fa a les principals nocions semantiques que apareixen en ’article de 1915
-interpretacid, validesa, satisfactibilitat, ...- cap d’elles és definida és definida explicitament
per I’autor, encara que, tal com s’esdevenia amb la nocié de formula de primer ordre, el seu
significat es pot deduir facilment per la manera i el context en qué¢ son emprades per
Lowenheim. D’una altra banda, la profunditat dels resultats assolits per Lowenheim en
relacid a la satisfactibilitat de les férmules de primer ordre i la desimboltura amb qué maneja
en la seva demostracié les diferents nocions semantiques abans esmentades, mostren
clarament que tenia un concepte clar i precis d’aquestes nocions. Sembla clar també que
Lowenheim entén que el lector coneix aquests conceptes en la mesura que pressuposa que
esta familiaritzat amb 1’obra de Schroder (Cf. supra, cap. VII, § 2). Tots els conceptes
anteriors ja son presents, en efecte, en 1’obra de Schroder. Ara bé, entre el paper que juguen
aquests conceptes en 1’obra de Schroder 1 el que juguen en 1’obra de Lowenheim hi ha un bon
tros. Tal com hem vist, en efecte, encara que Schroder s’ocupa abastament del problema de la
resolubilitat del que ell anomena proposicions sintétiques generals, aixo és, de la resolubilitat
de les equacions del calcul de dominis o de relatius amb alguna incognita, el cert és que, tal

com hem dit abans, el seu plantejament ¢s eminentment de tipus algébric, seguint en aixo a

! Lowenheim 1915, 458 (Van Heijenoort 1967, 242). Van Heijenoort explica en una nota a peu

de pagina que una equacio de relatiu €s primaria si no conté cap condicional o equivaléncia a dreta o
esquerra del signe d’igualtat (Van Heijenoort 1967, n. 6).
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Boole, no pas semantic. Es digne de remarcar, d’una altra banda, la generalitat del
plantejament de Lowenheim pel que fa a la qiiestio de la satisfactibilitat de les formules de
primer ordre. Tal com hem vist, en efecte, Lowenheim classifica semanticament les
equacions de primer ordre en termes de la seva validesa en dominis de diferent cardinalitat i
enuncia respecte a un del tipus resultant d’aquesta classificacio, les equacions progressives,
¢s a dir, les equacions que no son universalment valides perd, en canvi, son finitament
valides, el seu famos teorema (Cf. supra, cap. VII, § 2). Es a dir, el punt de partida de la
recerca de Lowenheim son les equacions valides en qualsevol domini d’una certa cardinalitat,
no pas valides en a/gun domini d’una certa cardinalitat, ¢s a dir, satisfactibles stricto sensu.
En Tarticle “Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfuilbarkeit oder
Beweisbarkeit mathematischer Sdtze” (1920), Skolem empra essencialment la mateixa
notacié i terminologia que Schroder i Lowenheim. Aixi, per exemple, el concepte de
Zihlaussage de Skolem és correspon exactament amb el concepte de Zdlhausdruck de
Lowenheim, tal com el mateix Skolem reconeixera en aquest article (Cf. supra, cap. VII, §§ 2
1 6). Ara bé, tal com hem explicat en la nostra exposicid, Skolem centra des d’un primer
moment la seva atencid unicament en els enunciats de primer ordre [Zdhlaussage] 1 s’oblida
per complet de les equacions de relatiu [Relativgleichungen] 1 de primer ordre
[Zdlhgleichungen], que constituien el veritable objecte d’estudi de I’article de Lowenheim
(Cf. supra, cap. VII, § 6). D’una altra banda, al llarg de I’article de Skolem no apareixen
simbols especifics per a la classe nulla i la classe universal i, el que és més important, els
quantificadors no s’assimilen o expliquen a través de sumes o productes. Tot aixo fa que la
interpretacié algebrica de les expressions del llenguatge, molt important en [’obra de
Schroder i present també, encara que en menor grau, en la de Lowenheim, desaparegui
completament de I’article de Skolem i s’obri pas d’una manera inexorable la interpretacio
proposicional o logica. En definitiva, en ’obra de Skolem no només trobem una definici6
clara i precisa de la noci6 de férmula de primer ordre, sind també una semantica o
interpretacié de la logica de primer ordre completament analoga a la que trobem avui en dia
en qualsevol manual de logica. Tot aix0 fa que la feoria de la quantificacio o, més
exactament, la logica de primer ordre pugui esdevenir el veritable objecte d’estudi en els
articles de Skolem posteriors a 1920 1 que Skolem sigui, en definitiva, el primer autor en la
tradicio algebraica que va destacar explicitament la importancia del llenguatge de la logica de
primer ordre en les recerques de tipus semantic o metalogic. De fet, si ens fixem en la llista

de les principals contribucions de Skolem a la logica que dona Hao Wang en la Introduccié a
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Selected Works in Logic del mateix autor, veurem que bona part d’elles fan referéncia a la
teoria de la quantificacid i, en particular, a la ldogica quantificacional de primer ordre (Cf.
supra, cap. VII, § 5). Per un altre costat, com ¢s ben sabut, Skolem fou un dels agents
principals en la presa de conscieéncia respecte a la importancia de la logica de primer ordre
per a la formalitzacid de les diferents branques de les matematiques. En particular, el seu
article “Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der Mengenlehre” (1922) és un
clar alegat en defensa de la tesi segons la qual axiomatitzar la teoria de conjunts significa el
mateix que donar una formalitzacid de la mateixa en el llenguatge de la logica de primer
ordre -recordem, a tal efecte, la seva definicid en aquest article de I’expressid enunciat ben
definit de Zermelo (Cf. supra, cap. VIII, § 10), encara que Skolem no arriba a enunciar
explicitament aquesta tesi. La major part d’aquestes contribucions de Skolem al cada cop més
evident protagonisme de la logica de primer ordre en el context de les diferents recerques
sobre logica i fonaments son posteriors a 1920 i, per aix0, només han estat esmentades en
passé en el nostre treball, donades les limitacions que ens hem autoimposat en el mateix.
Amb tot, cal tenir-les en compte per obtenir una visid correcta de la importancia d’aquest
autor en la génesi 1 desenvolupament de la logica quantificacional moderna.

La importancia de Hilbert pel que fa al desenvolupament de la ldogica matematica
contemporania i la concepcid model-teoretica predominant avui en dia ens sembla fora de tot
dubte 1 esta intimament lligada a I’aplicacié del metode axiomatic a la logica. Com ja sabem,
la génesi del metode axiomatic hilbertia es pot retrotreure a 1’obra Grundlagen der Geometrie
(1899), en la qual Hilbert aplica el métode axiomatic a la geometria (Cf. supra, cap. VIII, §
2). En aquesta obra, en efecte, Hilbert planteja per primera vegada, els problemes de la
independencia 1 consisténcia d’un sistema axiomatic. Tal com hem explicat en la nostra
exposicid, les demostracions de Hilbert de la consistéencia 1 independéncia mutua dels
axiomes de la geometria son relatives, perque Hilbert apel-la per a les seves demostracions al
model fornit per la geometria analitica cartesiana. Aixo posa en el punt de mira de Hilbert el
problema de la demostraci6 de la consistencia de sistema dels nombres reals en primer pla.
Doncs bé, a “Uber den Zahlbegriff”, Hilbert axiomatitzara ’analisi, caracteritzant el sistema
dels nombres reals com un cos ordenat arquimedia 1 maximal, aixo ¢és, no extensible a un
altre cos del mateix tipus que el contingui (Cf. supra, cap. VIII, § 4). Aquest requisit de no
extensibilitat [ Nichterweiterbarkeit]| s’expressara a través de I’axioma de completesa [Axiom
der Vollstdandigkeif]. Hilbert afegira a partir de la segona edicid6 de Grundlagen der

Geometrie un axioma analeg a aquest a la llista d’axiomes presents en la primera edicio,
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I’axioma de completesa lineal, gracies al qual podra bijectar els punts d’un recta amb el
sistema dels nombres reals i introduir el concepte de mesura. Com hem remarcat en el nostre
treball, una conseqiiencia immediata de I’afegit de I’axioma de completesa és la categoricitat
dels sistemes d’axiomes a través dels quals Hilbert caracteritza els nombres reals a “Uber den
Zahlbegriff” i la geometria euclidiana a Grundlagen der Geometrie 1, per tant, la completesa
de les teories respectives (Cf. supra, cap. VIIL, § 4). Aixo explica que, encara que a “Uber
den Zahlbegriff” Hilbert destaqui la importancia de demostrar la completesa dels axiomes de
qualsevol teoria, en els anys segiients Hilbert centri tots els seus esfor¢os en la demostracio
de la consisténcia dels axiomes de I’analisi -1, en menor grau, en la demostracio de la seva
independéncia. Aixi, en la conferéncia titulada Mathematische Probleme, llegida en el segon
Congreés Internacional de Matematics a Paris de I’any 1900, Hilbert posara en el segon lloc
de la seva famosa llista de problemes, la qiiestié de si €s possible una demostracio6 directa de
la no contradiccié o consisténcia dels axiomes que determinen 1’estructura dels nombres
reals, que ell anomena simplement axiomes de [’aritmetica. Hilbert confiava en trobar una
rapida i facil solucio al problema de la consisteéncia de 1’analisi, perd aquesta confianga es va
veure afectada pel descobriment per part de Zermelo 1 Russell de les paradoxes de la logica 1
la teoria de conjunts. Frege 1 Dedekind, en efecte, creien haver fonamentat d’una forma ferma
1 segura I’aritmeética sobre la logica pura i la teoria de conjunts respectivament. Pero el
descobriment de les paradoxes mostrava que tant I’una com 1’altre eren inconsistents. Aixo
va dur Hilbert a pensar que una demostracio dels axiomes de I’aritmetica era impossible, si
més no a través dels mitjans de la ldogica pura -tal com havia proposat el 1900- o de la teoria
de conjunts i, en definitiva, a replantejar el seu programa de fonamentacié de les
matematiques i la seva concepcid de la relacid entre aritmetica i logica. Aquest
replantejament ja és manifest en la coneguda conferéncia “Uber die Grundlagen der Logik
und der Arithmetik” (1904) pronunciada en el tercer Congrés Internacional de Matematics
celebrat a Heidelberg de 1904, en la qual Hilbert esbossa també, per primera vegada, una
solucio al segon problema plantejat el 1900 (Cf. supra, cap. VIII, § 4).

En les llicons titulades “Logische Principien des mathematischen Denkens” (1905),
Hilbert intentara desenvolupar la idea, formulada en la conferéncia de 1904 sobre els
fonaments de la logica i ’aritmetica, d’un desenvolupament conjunt d’aquestes dues ciéncies
1 aclarira algunes de les idees programatiques esbossades en la conferéncia anterior (Cf.
supra, cap. VIII, § 4). En concret, Hilbert no havia especificat en la conferéncia de 1904 el

sistema logic que requeria el desenvolupament conjunt de logica 1 aritmetica a partir del qual
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pensava abordar la demostracid de la consisténcia de 1’analisi. En canvi, en les llicons de
1905 abans esmentades, Hilbert especificara un sistema logic i aclarira amb un cert detall les
relacions entre logica 1 aritméetica. Aixo duu Hilbert a aplicar, per primera vegada, el metode
axiomatic a un sistema logic i a plantejar-se en el seu marc, per primera vegada en la historia,
algunes qiiestions metalogiques tan importants com ara la qiiestid relativa a la independencia
o no contradiccio dels axiomes d’aquest sistema logic o la decidibilitat dels seus teoremes.
Les limitacions d’aquestes llicons provenen del fet que Hilbert només axiomatitza el calcul
proposicional 1, en conseqiiencia, només planteja les qiliestions metalogiques esmentades en
relacidé a aquest sistema logic. Per un altre costat, si Hilbert no avanga gaire en aquestes
lligons en relacio al seu projecte d’un desenvolupament conjunt de la logica i I’aritmetica per
tal d’atacar la demostracié de la consisténcia de 1’analisi, fou segurament perque confiava en
que Zermelo fos capa¢ d’axiomatitzar la logica i la teoria de conjunts i resoldre d’aquesta
manera les paradoxes de la logica i la teoria de conjunts descobertes de forma independent
per Russell 1 el mateix Zermelo. L’any 1908, en efecte, Zermelo publicaria I’article
“Untersuchungen tiiber die Grundlagen der Mengenlehre”, on, prenent com a model
I’axiomatitzaci6 de la geometria duta a terme per Hilbert el 1899, exposava la seva coneguda
axiomatitzacio de la teoria de conjunts que permetia evitar les paradoxes de tipus conjuntista.
El mateix Zermelo reconeixeia en aquest article que el seu objectiu havia estat mostrar “com
tota la teoria [de conjunts] elaborada per Cantor 1 Dedekind pot reduir-se a algunes
definicions 1 a set “principis” o “axiomes” aparentment independents els uns dels altres” (ja
citat: Cf. supra, cap. VIII, § 10). Com hem dit abans, en efecte, la teoria de conjunts sobre la
qual Cantor 1 Dedekind havien bastit les seves recerques s’havia mostrat inconsistent tot just
comengar el segle XX. En particular, la paradoxa de Russell (en la seva versio extensional)
atacava el cor de la teoria intuitiva de conjunts de Cantor 1 Dedekind, en no fer referéncia
més que als conceptes de conjunt i element. En aquest sentit, la idea basica de Zermelo sera
imposar certes restriccions a la concepcid cantoriana de conjunt que associava a cada
propietat ben definida un conjunt, de manera que s’evitessin les paradoxes i, al mateix temps,
es preservessin les diferents aplicacions matematiques de la teoria de conjunts. Es tractava,
en definitiva, de determinar o definir la noci6 de conjunt mitjangant uns pocs axiomes o
principis a partir dels quals hom no pogués derivar les antindomies conegudes fins llavors.
Aixi doncs, la teoria de conjunts de Zermelo s’inscriura, d’una banda, en el programa
dedekindia de fonamentar “logicament” les matematiques a partir de la teoria de conjunts i,

d’una altra, en el programa hilbertia d’axiomatitzacio de les diferents branques de les
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matematiques. L’any 1908 Zermelo aborda també el problema de 1’axiomatitzacié de la
logica en una llig6 impartida a la universitat de Freiburg titulada “Mathematische Logik”,
perd no va més enlla de presentar un conjunt d’axiomes per al calcul proposicional i de
classes. D’aqui que, en unes llicons de 1910 titulades Elemente und Prinzipienfragen der
Mathematik, Hilbert pugui afirmar que la paradoxa de Russell havia estat solucionada en la
seva versid conjuntista per la teoria axiomatica de conjunts de Zermelo, perd que “encara no
havia estat resolta d’una forma satisfactoria com antinomia logica” (ja citat: Cf. supra, cap.
VIII, § 6). No ens ha d’estranyar, doncs, que alguns anys despres Hilbert exalcés en diversos
indrets I’axiomatitzacié de la logica duta a terme per Russell i Whitehead a Principia
Mathematica i la seva soluci6 a les paradoxes logiques a través de la teoria de tipus. Com ja
sabem, en efecte, Hilbert lloara en la conferéncia Axiomatisches Denken de 1917
I’axiomatitzacid de la logica duta a terme per Russell i Whitehead a Principia i la consegiient
reduccio, gracies a la teoria de tipus alli exposada, de la teoria de nombres i la teoria de
conjunts a la logica (Cf. supra, cap. VIII, § 6). En aquesta conferéncia i en les llicons de
1917-18 a la universitat de Gottingen Hilbert accepta, en principi, el programa logicista de
Frege i1 Russell, aixo ¢s, la reduccid de la teoria de nombres 1 1 la teoria de conjunts a la
logica. Aix0 posava evidentment els axiomes de la logica quantificacional 1 les qiiestions
relatives a la independéncia, completesa i no contradiccié d’aquests axiomes en el punt de
mira de la recerca hilbertiana. Hilbert 1 Bernays aniran precisant aquestes qiiestions
metalogiques al llarg dels anys vint, fins donar-lis la forma definitiva que trobem en la
segona edicid del llibre de Hilbert i Ackermann de 1928, que constituira el punt de partida de
les recerques metalogiques de Godel en els anys immediatament segiients. El plantejament de
les qliestions metaldogiques abans esmentades requereix evidentment convertir la mateixa
logica en objecte d’estudi 1, per aixo, cal veure-la com un sistema purament formal de signes,
desproveits de tot significat o contingut, al qual es pugui aplicar el meétode axiomatic. Doncs
bé, aquesta és una idea basica que apareix per primera vegada en les lligcons titulades
Prinzipien der Mathematik, impartides en el semestre d’hivern del curs de 1917-18, la qual
romandra practicament intacta en el llibre de 1928 escrit amb la col-laboracié de Ackermann
(Cf. supra, cap. VIII, § 7). La importancia d’aquestes llicons ¢s digne de remarcar, perqué en
elles Hilbert presentara, per primera vegada en la historia, la logica de primer ordre com un
sistema separat 1 independent de la logica d’ordre superior i li aplicara el metode axiomatic.
En aquest context, Hilbert definira recursivament en el metallenguatge el concepte de

formula de primer ordre i plantejara en relacid a aquest sistema logic tota una serie de
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qiiestions metalogiques que constituiran un dels objectes fonamentals d’estudi de la logica
contemporania (Cf. supra, cap. VIII, § 9).

Tal com hem vist en la nostra exposicio, Hilbert distingeix clarament en les lligons de
1917-18 entre el calcul funcional i el calcul funcional ampliat, és a dir, entre la logica de
primer i segon ordre (Cf. supra, cap. VIII, §§ 7 1 9). Tal com assenyala el mateix Hilbert, la
funcid basica del calcul funcional és la presentacio de les teories matematiques des d’un punt
de vista axiomatic. Pero la logica no té com a unic objectiu la formalitzacié de les diferents
branques de les matematiques, sind també la fonamentacid de les matematiques 1, per aixo, €s
necessari “ampliar” el calcul funcional i admetre la quantificacié sobre funcions. En el marc
d’aquest calcul funcional ampliat, Hilbert procedeix a la reduccio a la logica de la teoria de
conjunts 1 I’aritmetica, perd 1’amenaca de la paradoxa de Russell -en la seva versio
intensional, donada la reduccié de la teoria de conjunts a la logica de segon ordre- porta el
nostre autor a postular un calcul de nivells, que no ¢és altra cosa que la teoria ramificada de
tipus de Russell. Amb tot, com veu molt bé Hilbert, la reduccié de les matematiques a la
logica requereix ara ’axioma de reductibilitat, la naturalesa logica dels quals €s posada en
dubte ja en les mateixes llicons de 1917-18. En les llicons de 1921-22, Hilbert observa que
I’axioma de reductibilitat no se satisfa en un domini arbitrari d’individus i1 propietats i
relacions basiques entre ells, per la qual cosa hom ha d’expandir “el sistema de propietats i
relacions basiques” de manera que I’axioma sigui satisfet. Aixo porta el nostre autor a
abandonar “I’objectiu d’una fonamentaci6 logica de I’aritmética i 1’analisi” 1 a “retornar al
punt de vista axiomatic” (Cf. supra, cap. VIII, § 9). En definitiva, Hilbert sembla haver estat
el primer autor en veure 1’adequacio de la logica de primer ordre per a la formalitzacid de les
teories axiomatiques i en veure les dificultats que entranyen els axiomes de reductibilitat i de
I’infinit, la qual cosa el portara a I’aband6 del programa logicista de Russell. Sembla
plausible pensar, doncs, que aquests fets, juntament amb la proposta de Skolem de
formalitzar la teoria axiomatica de conjunts de Zermelo en el llenguatge de primer ordre,
contribuiren de forma decisiva al creixent protagonisme de la logica de primer ordre i la
teoria de conjunts en les recerques sobre logica i fonaments a partir de la década dels trenta
enfront de la teoria de tipus de Russell.

Pel que fa al plantejament de les qiiestions metalogiques en les llicons de 1917-18, cal
recordar primer de tot que la propietat més important que, segons Hilbert, havia de posseir un
sistema axiomatic era que fos no contradictori o consistent. En el cas de la logica, inicialment

s’esdevenia el mateix, perd a partir de les llicons de 1917-18, Hilbert ja no considerara la
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consistencia com la propietat més important, sindé la completesa (Post-completesa). En el
nostre estudi ens hem fet ressd de com Hilbert anira precisant el concepte de completesa
sintactica o Post-completesa d’una teoria logica 1 de com el concepte de completesa
semantica apareix formulat amb tota precisio en 1’Habilitationschrift de Bernays (1918), que
fou publicada parcialment alguns anys més tard a Mathematische Zeitschrift amb el titol
“Axiomatische Untersuchung des Aussagen-Kalkuls der “Principia mathematica™” (1926)
(Cf. supra, cap. VIII, § 8). Aixi doncs, en 1’Habilitationschrift de Bernays trobem, per
primera vegada en la historia, una formulacio explicita del problema de la completesa d’un
calcul logic i, més en concret, del calcul proposicional. En relacio a la presentacidé que fa
Bernays d’aquest calcul en la seva Habilitationschrift de 1918 convé remarcar algunes
diferéncies importants respecte a la presentacido que en fa Hilbert en les llicons de 1917-18.
En primer lloc, Bernays presenta primer el sistema formal i després la seva interpretacio, la
qual cosa indica una clara separacid entre sintaxi i semantica que contrasta clarament amb la
practica habitual de Hilbert de presentar-les conjuntament. En segon lloc, la interpretacié que
fa Bernays del calcul proposicional és una interpretacié veritativo-funcional, la qual cosa
contrasta de nou amb la interpretacio aritmetica que en fa Hilbert. Finalment, en base a la
distincid entre sintaxi i semantica, Bernays remarcara la necessitat de distingir rigorosament
la noci6 de férmula generalment valida [allgemeingiiltig] de la nocié de férmula demostrable
[beweisbare], distincid que havia estat obviada per Hilbert en parlar habitualment de
formules correctes [richtige], sense precisar en cap moment aquesta nocid. Com ja sabem, la
finalitat de Bernays en fer aix0 era poder demostrar que tota formula demostrable de 1a ldogica
proposicional és generalment valida (teorema de correccid) i, reciprocament, que tota
formula valida de la logica proposicional és demostrable (teorema de completesa). Aixi
doncs, Bernays va estar el primer en definir precisament els conceptes de férmula
demostrable 1 férmula valida que son necessaris per un correcte plantejament del problema
de la completesa semantica del calcul proposicional. De fet, ell és també el primer en
delimitar aquesta nocid, en atorgar al problema de la completesa del calcul logic la
importancia que avui en dia hom li atorga generalment i, en definitiva, en resoldre aquest
problema d’una forma satisfactoria (Cf. supra, cap. VIII, § 8)." Aquest resultat també fou
obtingut de forma independent per E. L. Post en I’article “Introduction to a General Theory
of Elementary Propositions” (/921), el qual constitueix, de fet, el primer article publicat que

conté una demostracio de la completesa semantica del fragment proposicional de Principia.

! La demostracio6 de la completesa semantica del calcul proposicional ja es troba, si bé de forma

implicita, en les lligons de Hilbert de 1917-18 (Cf. supra, cap. VIII, § 7).
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Amb tot, quan Godel afirma a D’article “Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkélkuls” (1930), que “aquest problema s’ha decidit en sentit positiu per al domini
de les formules de la logica proposicional, aixo €és, hom ha demostrat que, de fet, tota formula

proposicional correcta se segueix dels axiomes donats a Principia Mathematica”,'

aquest
autor fa referéncia inicament a I’article de Bernays de 1926.

El problema de la completesa sintactica i la consisténcia dels axiomes del calcul
funcional restringit també son resolts per Hilbert en les llicons de 1917-18, per la qual cosa
cal retrotreure a aquestes llicons el primer plantejament d’aquestes qiiestions metalogiques en
relacid a la logica de primer ordre (Cf. supra, cap. VIII, § 9). El problema de la completesa
semantica del calcul funcional és exposat per primera vegada en el llibre Grundziige der
theoretischen Logik (1928) de Hilbert 1 Ackermann, per a la redaccié del qual els autors es
basaren en les llicons de 1917-18. Tal com hem explicat en la nostra exposicid, aquesta
definici6 de completesa posa alguns problemes, deguts essencialment a la definicio de
formula logica 1 I’ambigiiitat de la nocidé de férmula correcta emprats en ella, perd en la
mateixa obra Hilbert i Ackermann defineixen més endavant la nocié de féormula generalment
valida, que hauria permes una correcta formulacié del problema de la completesa del calcul
funcional restringit. Cal notar també que Hilbert i Ackermann defineixen una férmula
generalment valida com una férmula correcta en tot domini, on la nocié de férmula correcta
s’entén en el mateix sentit que s’havia especificat en les llicons de 1917-18, per la qual cosa
I’anterior plantejament del problema de la completesa és pot reinterpretar facilment en termes
de la nocié de formula generalment valida. La definicid de férmula generalment valida del
calcul funcional és, d’una altra banda, una generalitzacié de la noci6é de formula generalment
valida del calcul proposicional préviament donada i que, tal com hem dit abans, Bernays
havia estat el primer en donar. De fet, en la segona edicid del llibre de Hilbert i Ackermann
(1938), les expressions “formula logica” 1 “féormula correcta” desapareixeran 1 seran
reemplacades per I’expressié “formula generalment valida”, la definicio de la qual (p. 58)
coincideix exactament amb la definicié que doéna Godel en I’article de 1930 abans esmentat
per tal d’explicar I’enunciat del seu famods teorema de completesa: “Tota férmula
generalment valida del calcul funcional restringit €s demostrable”.?

Un cop exposades les principals contribucions que, des del nostre punt de vista, han
fet els autors del corrent algebric i logicista al desenvolupament de la ldgica contemporania i
les realitzades en els anys immediatament posteriors a la publicacid de Principia per altres

! Godel 1996, 102.
2 Ibid.,102. Cf n.3in. 4.
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autors com ara Lowenheim, Skolem o Hilbert i la seva escola, ens farem resso ara de les
valoracions que alguns dels autors més representatius de la recent historiografia ldogica, com
ara Dummett, Van Heijenoort, Goldfarb o Grattan-Guinness, han fet de les contribucions
d’aquests autors i veurem despres fins quin punt aquesta valoraci6 coincideix amb la nostra.
En el classic de M. Dummett: Frege: Philosophy of Language (1973), aquest autor assenyala

que:

Frege no es va contentar amb trobar una caracteritzacié de la totalitat de les
senténcies del llenguatge simbolic, ni tampoc amb una simple estipulacio de les
regles d’inferéncia que considerava adequat emprar. Més aviat, la descripcio de
I’estructura de les senténcies d’aquest llenguatge anava acompanyada per una
explicacié de la manera en que els seus valors de veritat eren determinats, i les regles
d’inferéncia postulades es consideraven llavors justificades per les regles que
governaven 1’assignacié de valors de veritat [...] Encara que Frege no va definir
expressament les dues nocions -semantica i sintactica- de conseqiiéncia logica,
ambdues estan disponibles i a 1’abast en la seva obra: car, d’una banda, hi ha el
sistema formal, amb les seves regles de formacid, axiomes i regles d’inferéncia
precisament enunciades; i, de 1’altra, hi ha les explicacions semantiques de les
proposicions del llenguatge formalitzat, exposades en alemany en el text que les
acompanya, clarament separades del desenvolupament formal. Frege hauria tingut
aleshores al seu abast els conceptes necessaris per formular la nocié de completesa

d’una formalitzaci6 de la logica, aixi com la de la seva coheréncia [soundness].!

Una mica més endavant, Dummett retrotreu el fractament semantic modern del
llenguatge de la logica contemporania a la semantica que Frege introdui per a les formules

del llenguatge de la logica de predicats. Segons Dummett, en efecte:

Una interpretacié d’una formula (o conjunt de férmules) com aquesta s’obté
assignant entitats de tipus adequats a les constants no logiques primitives en les
férmules [...] La interpretacié assignara a cada constant un objecte; a cada simbol de
funcidé unaria una funcidé unaria, que estigui definida per a cada objecte i tingui un
objecte com a valor per a cada argument; a cada simbol de funci6 binaria una funcid
binaria, que estigui definida per a cada parell ordenat d’objectes i tingui un objecte

com a valor per a cada parell d’arguments; a cada predicat monadic, una propietat,

! Dummett 1973, 82.
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definida sobre cada objecte (i.e. de manera que estigui especificat d’alguna manera,
per a cada objecte, que aquest objecte té o li manca, aquesta propietat); i, per a cada

expressio relacional diadica, una relacid binaria, definida analogament sobre cada

parell d’objectes.1

Dummett descriu llavors com els valors de veritat son assignats a les senténcies
atOmiques sota una determinada interpretacido i com s’assignen finalment a les senténcies
complexes formades a partir dels operadors sentencials i els quantificadors. Ara bé, aquesta
interpretacié de la logica fregeana i les conclusions sobre la seva modernitat que d’ella se’n
extreuen, no consonen en absolut amb la interpretacidé i valoracié que han fet d’ella altres
historiadors com J. Van Heijenoort i W. Goldfarb en els articles esmentats en la Introduccio.
Com ja sabem, en efecte, Van Heijenoort distingeix en la logica de finals del segle XIX 1
comengaments del XX, la linia d’investigaci6 de Frege i Russell de la de Boole, Peirce,
Schroder 1 Lowenheim, i apunta que el plantejament de determinades qiiestions de tipus
semantic o metalogic només €s possible en aquesta ultima. D’acord amb Van Heijenoort, el
logicisme de Frege i Russell hauria dut aquests autors a construir, sobre la base del metode

axiomatic, sistemes logics omnicomprensius:

Els precursors de Frege, Boole i De Morgan, tenien un univers del discurs
que es podia canviar a voluntat en el curs de les investigacions. Per ells, I’'univers del
discurs comprén nomeés el que convenim a considerar en un determinat moment, en
un cert context. Per a Frege, no hi ha possibilitat de canviar universos. Ni tan sols
podem dir que ell es restringeixi a un sol univers. El seu univers és /"univers. No
necessariament 1’univers fisic, per suposat, perque per a Frege hi ha objectes que no

son fisics. L’univers de Frege esta format per tot el que existeix i és fix.?

En conseqiiéncia, res no es podria dir fora del sistema logic 1 aquesta seria la ra6 per
la qual ni Frege ni Russell s’haurien plantejat cap qiiesti6 metalogica -per exemple, la
completesa del sistema, ni trobem en la seva obra cap nocid semantica -com, per exemple, la

nocio de validesa. Aixi, Van Heijenoort explica que:

! Ibid., 88.
2 Van Heijenoort 1976, 13.
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Si la qiiestio de la completesa semantica de la teoria de la quantificacio no es
presenta “d’immediat”, fou per la universalitat, en el sentit que hem intentat explicar
de la logica de Russell i Frege. El llenguatge formal universal substitueix a I’idioma
natural, i preservar fora del sistema una nocié de validesa basada en una teoria
intuitiva de conjunts no sembla convenir a la reconstruccid cientifica del llenguatge.
La unica qiiestié de completesa que es pot presentar és, emprant una expressio de
Herbrand, una qiiestié de completesa experimental. Es deriven en el sistema tants de

teoremes com sigui possible.’

Per contra, tal com escriu Van Heijenoort, el sistemes logics que desenvoluparen
Peirce, Schroder i Lowenheim no pressuposen 1’existéncia d’un unic univers, fixat per
endavant 1 immutable; a més, no hi ha en ells regles d’inferéncia i la nocidé de demostrabilitat
ha estat reemplacada per la de validesa i, més en concret, per la nocid de validesa en

universos diferents:

Peirce, Schréder i Lowenheim consideraren dominis d’individus, dominis on
es defineixen les propietats i les relacions, i la major part del temps ignoren les
demostracions formals. Els seus resultats, que avui en dia considerariem com a

resultats model-teorétics, s’obtenen a partir de consideracions de tipus semantic.?

Quines son les contribucions que Van Heijenoort atribueix, en concret, a aquests
autors? Pel que fa a Peirce, Van Heijenoort esmenta el concepte de validesa per a la logica
proposicional i la introduccio dels signes X i I, els qual “juguen el paper dels quantificadors
existencial i universal. Perd aquests quantificadors sén manejats per Peirce d’'una manera
molt diferent a com Frege maneja aquests quantificadors. No hi ha axiomes sobre ells. La
seva interpretacido i maneig estan lligats amb un domini especific, que és pot canviar a
voluntat”.’ Pel que fa a Schroder, Van Heijenoort €s for¢a més criptic i afirma simplement
que “Schroder tenia axiomes per a les algebres de Boole, perd aixo no va més enlla del calcul
sentencial”.*

article de 1915:

Finalment, pel que fa a Lowenheim, Van Heijenoort afirma que en el seu famos

! Ibid., 15.

2 Van Heijenoort 1977, 183.
3 1bid., 184.

¢ Ibid., 184.
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Lowenheim s’ocupa de la logica de primer ordre amb identitat. Pero el seu
sistema no esta proveit d’un concepte de demostraciéo formal; no hi ha axiomes ni
regles. L’enfocament €s purament semantic. La nocié que Lowenheim maneja ¢s la
d’interpretacid, junt amb les nocions afins de validesa i satisfactibilitat. Tenim aixi
férmules que sén valides, valides en qualsevol domini finit o valides en un domini
infinit numerable. Lowenheim no doéna una definicié explicita de les nocions
semantiques que empra; les doéna per ben enteses; perd la novetat i complexitat dels
resultats que és capa¢ d’obtenir no deixen cap dubte sobre que les entenia

perfectament.'

Aixi doncs, segons Van Heijenoort, Lowenheim hauria posat en primer pla 1’aspecte
semantic de la teoria de la quantificacid i, en particular, hauria estat el primer en plantejar-se
questions de tipus semantic o model-teoretiques en relacio a la logica de primer ordre. Per la
seva banda, W. Goldfarb exposa essencialment, si bé amb un mica més de detall, les mateixes
tesis que Van Heijenoort. Aixi, distingeix també entre la tradicié logicista, encapgalada per
Frege 1 Russell 1 la dels algebristes schroderians, entre els quals destaquen el mateix Schroder
i Lowenheim, 1 destaca diverses raons per les quals “la nostra nocio dreta i feta [full-fledged]
de la teoria de la quantificacié no podia sorgir naturalment en el marc logicista”.> En primer
lloc, assenyala Goldfarb, “els rangs dels quantificadors -com nosaltres diriem-, estan fixats
per endavant i d’una vegada per totes. L’univers del discurs és sempre 1’univers, destriat
apropiadament”.’> En segon lloc, per Frege i Russell, les proposicions de la logica no
contenen vocabulari no 10gic 1 no hi ha signes esquematics [schematic placeholders] als quals

els pugui ser assignat un valor o un altra. Tota formula t¢ un significat fix; no hi ha
possibilitat de reinterpretar cap signe”.® Consegiientment, les lleis logiques tindran un

contingut, a saber, seran veritats referents als objectes de I’'univers. En resum, segons

Goldfarb:

No ens podem representar en termes fregeans o russellians un dels aspectes
centrals en qué¢ nosaltres concebem la teoria de la quantificacid, a saber, com un
esquematisme general o logica subjacent [underlying logic], una logica aplicable a

qualsevol area particular de les matematiques [...] La nostra concepcio de la logica

! Ibid., 183.
2 Goldfarb 1979, 353.
3 Ibid., 352.
4 Ibid., 352.
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que el logicisme fregea i russellia impediria el plantejament de qualsevol qiiestié semantica o
metalogica. Per contra, en I’obra de Schroder trobariem ja la nocid de satisfactibilitat d’una
formula logica i Lowenheim aplicaria aquesta nocid a les expressions de primer ordre
[Zdhlausdriicke], 1a qual cosa el permetria formular el seu famos teorema segons el qual tota
formula satisfactible és també satisfactible en un domini numerable. Tot aixo, malgrat les
moltes limitacions presents en la seva obra, aproparia Schroder i Lowenheim a la nostra
manera d’entendre la teoria de la quantificacio. Goldfarb no explicita en cap moment quines
serien les contribucions especifiques de Peirce a la concepcid model-teoretica de la logica

dominant avui en dia, perd fa algunes observacions interessants sobre les contribucions de

incorpora la noci6 que les veritat logiques sén completament generals, no en el sentit
de ser les veritat més generals sobre les entitats logiques, sind més aviat en el sentit
de no tenir cap contingut en particular, de no parlar de cap entitat o mena d’entitats en
particular i de ser aplicable a no importa quines coses desitgem investigar. Cap

fragment dels sistemes de Frege i Russell té aquesta mena de generalitat.'

A més, Goldfarb explica essencialment en els mateixos termes que Van Heijenoort,

Schroder 1 Lowenheim:

famos teorema sobre la satisfactibilitat de les formules de primer ordre, aquest autor “distingi

acuradament -a diferéncia de Schroder- la quantificacié sobre els individus de la

Basant-se en el treball anterior de Peirce, Schroder desenvolupa en el tercer
volum de la seva obra Vorlesungen iiber die Algebra der Logik (1895) el calcul de
relatius (aixo és, relacions). Els quantificadors es defineixen com sumes o productes
simplement infinits sobre individus o relacions. No hi ha un concepte de demostracid
formal. Més aviat, s’investiga el segiient tipus de qiiestio: donada una equaci6 entre
dues expressions del calcul, pot satisfer-se aquesta equacio en diferents dominis -aixo
¢s hi ha relacions en el domini que facin aquesta equacié vertadera? Aixo €s semblant
a la nostra nocio de satisfactibilitat. Tanmateix, aquesta nocio no és exhibida amb tota
la seva la poténcia en 1’obra de Schroder, car hi ha en la seva algebra de la 1ogica una
constant confusio entre la interpretacid de la mateixa en termes de la teoria de classes

i la interpretacid proposicional, tenint més pes al final la primera d’elles.?

Pel que fa a Lowenheim, Goldfarb assenyala simplement que per demostrar el seu

1

2

1bid., 353.
Goldfarb 1979, 354.
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quantificacid sobre relacions, la qual cosa el va dur a destacar la classe de les expressions de
primer ordre”.! Van Heijenoort i Goldfarb estan d’acord, finalment, en qué els agents
principals en la demarcacio6 de la logica de primer ordre com un sistema logic diferenciat de
la l1ogica d’ordre superior i en el desenvolupament de la concepcié model teorctica dominant
avui en dia foren Hilbert i Skolem, pero fan referéncia unicament a les seves contribucions en

la decada dels vint, en que, tal com ha assenyalat Van Heijenoort, va tenir lloc la “fusi¢” del

corrent algebric 1 logicista:

La posicié6 de Hilbert esta d’alguna entre la de Frege-Russell i la de
Peirce-Schroder-Lowenheim. Com els primers, treballa amb axiomes i regles. Pero
amb el seu instint matematic, s’inclina a considerar que els quantificadors no tenen
com a referéncia “tot”, sind una col-leccié ben definida d’objectes. Hilbert també fou
conscient que el salt de la logica de primer ordre a la logica de segon ordre suposa un
canvi important en complexitat i, encara que la logica de segon ordre podria ser
indispensable en un cert moment, és important veure que es pot fer amb la logica de
primer ordre. De manera, que quan va tenir lloc la fusi6 dels dos corrents en la década
dels vint, Hilbert fou uns dels seus agents. La nocié d’un sistema formal deductiu
acompanyat d’una interpretacié apareix en els escrits logics de Hilbert i, a I’obra de
Hilbert i Ackermann de 1928, el problema de la completesa de la logica de primer
ordre és enunciat en exactament els mateixos termes que a I’article de Godel de

1930.”

Pel que fa a Skolem, Van Heijenoort es limita a subratllar que “coneixia Obviament el
treball de Lowenheim, el qual va rectificar i generalitzar. Perd també havia llegit Principia”.?

Goldfarb, en canvi, és més explicit a I’hora de destacar les contribucions de Skolem:

L’any 1920 Skolem publica la seva demostracié d’una extensié del teorema
de Lowenheim. Skolem empra essencialment la notacié de Schroder, perd canvia la
terminologia en alguns aspectes importants. Per exemple, parla de proposicions de
primer ordre [Zdhlaussagen] en comptes de expressions de primer ordre, i s’ocupa
d’elles directament, en comptes de fer-ho a través d’equacions; el simbols per a la

classe universal i la classe buida no apareixen. Aix0 reforca la interpretacid

! Ibid., 355.
2 Van Heijenoort 1977, 185.
’ Ibid., 185.
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proposicional de la notacio schroderiana: les expressions es llegeixen com afirmant
que determinades relacions es donen entre els individus i, per tant, pressuposen la
[idea de] predicacio. Més encara, els quantificadors ja no s’assimilen a sumes i

productes i deixen d’emprar-se les manipulacions algébriques poc clares amb ells.'

Tal com deiem abans, un cop exposades les valoracions que Dummett, Van
Heijenoort o Goldfarb han fet de les contribucions del corrent algebric i logicista al
desenvolupament de la logica contemporania, cal veure fins quin punt aquesta valoracid
coincideix amb la nostra. Com que les contribucions de Boole ja han estat valorades en el seu
moment 1 la valoracié que aquests autors fan de Lowenheim, Skolem i I’escola de Hilbert
coincideixen essencialment amb la nostra, centrarem la nostra discussio en la valoracid que
aquests autors fan, d’una banda, de les contribucions de Frege i Russell i, d’una altra, de
Peirce 1 Schroder. A tal efecte, comencarem la nostra discussio critica amb les valoracions
que fan els historiadors anteriors de les contribucions de Frege al desenvolupament de la
logica contemporania. Tal com hem vist abans, Van Heijenoort i Goldfarb reconeixen a Frege
el merit d’haver estat el primer d’exposar la logica com un sistema formal, perd ambdos
autors insisteixen en que la nocio d’inferpretacio és aliena a la seva obra i que, per tant,
Frege tenia una visioé limitada de la logica segons la qual aquesta es reduiria al joc de
demostrar sintacticament els teoremes a partir dels axiomes. La mateixa nocid fregeana de
veritat, com explicarem de seguida, esta forca allunyada de la nocié moderna de veritat
logica. Ja hem vist, en efecte, que ’univers fregea coincideix amb el domini de quantificacio
1 que aquest esta constituit per dos tipus d’entitats logiques: els objectes i les funcions. Ara
bé, com assenyalen Van Heijenoort i Goldfarb, aquest univers ¢s Unic i esta fixat per
endavant d’una vegada per totes. En cap moment, Frege planteja la possibilitat d’un univers
diferent que permeti una altra interpretacié del vocabulari no logic. Més encara, en la logica
fregeana no hi ha signes esquematics o ambigus per interpretar. Hi trobem, és cert, noms
d’objecte 1 de funcions -en les quals s’inclouen els noms de conceptes i de relacions-, perod
aquests es refereixen invariablement als objectes i funcions -conceptes i1 relacions- de
I’univers denotats per ells. No hi ha, doncs, constants individuals o constants de predicat,
que puguin interpretar-se com objectes o relacions diferents i, per tant, no hi ha tampoc
esquemes de sentencies. Ara bé, les nocions model-teoretiques de veritat 1 conseqiiéncia

logica requereixen precisament que I’univers es pugui variar i que en el llenguatge hi ha hagi

! Goldfarb 1979, 357.
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signes no logics per interpretar. Aixi, per exemple, hom diu que una proposici6 és logicament
valida si, i només si, aquesta proposicio és vertadera en qualsevol univers o domini en el qual
s’interpretin les seves constants no logiques. Per a Frege, en canvi, una proposicid és
vertadera si, i només si, denota el valor de veritat “vertader” en [’univers fregea d’objectes i
funcions. Aixi doncs, Frege no tenia al seu abast els conceptes de veritat i conseqiiéncia
logica necessaris per definir les nocions de completesa 1 coheréncia i, per tant, no podia
formular-se cap qiiestid6 metalogica en relacid a la logica quantificacional que ell mateix
havia presentat, per primera vegada, com un sistema formal. En aquest sentit, doncs, la nocid
moderna d’interpretacio és completament aliena a la logica de Frege 1, per tant, el tractament
semantic modern de la logica no es pot retrotreure, com pretén Dummett, a la semantica
fregeana. La controvérsia Frege-Hilbert sobre el metode axiomatic €s, des del nostre punt de
vista, un clar exemple de fins quin punt la concepcid fregeana de la logica era completament
aliena a la concepcié model-teoretica actual. Tal com hem vist en la nostra exposicio, en
efecte, Frege critica a Hilbert que els significats dels conceptes (“punt”, “recta”, “pla”) i
relacions (“estar sobre”, “estar entre”, ...) que figuren en els axiomes de Grundlagen der
Geometrie no estiguin completament fixats per endavant i puguin variar amb 1’afegit de nous
axiomes. Frege critica, en definitiva, que els axiomes puguin definir implicitament els
conceptes i relacions anteriors, la qual cosa el porta a negar també la possibilitat de les proves
de no contradiccio i1 independéncia dutes a terme per Hilbert en 1’obra esmentada (Cf. supra,
cap. VIII, § 3). Aixi doncs, Frege nega explicitament la possibilitat que el significat del
vocabulari no logic pugui variar i, per tant, que les constants individuals i de relacié puguin
entendre’s com les entenem avui en dia, aix0 és, com simbols ambigus que poden
interpretar-se com objectes o relacions diferents. En definitiva, les critiques de Frege a
Hilbert manifesten una clara manca de comprensio per part del primer del paper que pot jugar
la logica en la formalitzacié de les teories matematiques i mostra que la concepcio fregeana
de la logica és irreconciliable amb la concepcié model-teorética predominant avui en dia,
segons la qual la logica seria, en paraules de Goldfarb, una mena d’*“esquematisme general
[...] aplicable a qualsevol area particular de les matematiques”. Evidentment, les
consideracions anteriors relatives a la concepcié fregeana de la logica i la seva
incompatibilitat en relaci6 a la moderna concepcid model-teorctica de la logica sén
perfectament extrapolables a Russell. De fet, tal com hem vist en la nostra exposicid, un dels
postulats basics del logicisme russellia és la seva teoria de la variable universal, que

consisteix essencialment a negar la possibilitat de les variables restringides i, per tant, a
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estendre el domini de quantificacio a tot 'univers. Aixo porta Russell a criticar obertament la
nocio d’univers del discurs emprada pels logics del corrent algebric (Cf. supra, cap. VI, § 2)
1, per tant, a negar la validesa d’una de les nocions basiques de la concepcid semantica de la
logica predominant avui en dia. En qualsevol cas, des del nostre punt de vista, les valoracions
de Van Heijenoort i Goldfarb respecte a les contribucions de Frege a la moderna concepcid
semantica de la logica haurien de matisar-se en diversos sentits. En primer lloc, tal com hem
vist en la nostra exposicio, Frege tenia una nocid de veritat a partir de la qual definia els
diferents tipus de signes logics a Begriffschrift (les connectives logiques 1 els quantificadors)
1 justificava els axiomes, les regles de formacio 1 d’inferéncia. I, respecte a aquesta nocid de
veritat, Frege considerava totes les proposicions demostrables en el seu sistema logic com a
vertaderes. Per tant, si bé és cert que, tal com han afirmat Van Heijenoort i Goldfarb, la
moderna concepcid semantica de la 1dogica no €s pot retrotreure a Frege, no és menys cert que
les contribucions d’aquest autor no es poden limitar al fet d’haver introduit, per primera
vegada en la historia, la nocid de sistema formal. De fet, tal com ha assenyalat Dummett, en
Frege hi trobem, per primera vegada en la historia, el dualisme entre 1’enfocament sintactic i
semantic caracteristic de la logica moderna, per la qual cosa, des del nostre punt de vista,
seria un error considerar Frege com un teoric de la demostracid, és a dir, com un logic
preocupat exclusivament per problemes sintactics, les contribucions del qual caldria trobar
només en aquest nivell. Segonament, des d’un punt de vista historic, es poden tragar
nombroses connexions entre el desenvolupament de la teoria de la quantificacio 1 la
concepcid model-teorctica de la logica, per la qual cosa hauriem d’evitar una concepcid
esquizofrénica (en el sentit etimologic de la paraula: “ment dividida”) de la historia de la
logica contemporania que, encara avui en dia, semblen subscriure alguns autors. De la
mateixa manera que hom pot afirmar, sens cap mena de dubte, que els conceptes basics de la
moderna concepcid model-teoretica de la logica son els conceptes de sistema formal i
interpretacid -i el conceptes relacionats amb aquest com ara els de validesa i conseqiiéncia
logica-, hom pot afirmar també que el concepte fonamental de la moderna teoria de la
quantificacio és el de quantificador o, més explicitament, els conceptes de quantificador i
d’abast del quantificador. Ara bé, tal com hem argumentat en la nostra exposicio, Frege és
I’tnic logic de I’época que t€ un concepte (sintactic i semantic) precis de quantificador 1 que
fou capa¢ de desenvolupar una notacio en la qual I’abast del quantificador restava sempre
complement especificat i permetia, doncs, expressar els diferents tipus de quantificacio

(multiple, aniuada, etc) d’una forma clara 1 precisa. Aquests conceptes son tan basics que ens

854



oblidem sovint que no hi ha un tUnic concepte de quantificador o d’abast dels quantificadors,
com no hi ha tampoc una unica teoria de la quantificacié. D’acord amb Van Heijenoort, en
efecte, la teoria de la quantificacio €s una “familia de sistemes formals” entre els membres de
la qual s’inclouen els sistemes axiomatics o a la Hilbert, la teoria de la quantificacio de
Herbrand, €l calcul de segiients de Gentzen i la deduccié natural.' Hintikka ha assenyalat
ensems tres concepcions o interpretacions dels quantificadors: La interpretacid dels
quantificadors com a predicats d’ordre superior, la interpretacid substitucional dels
quantificadors i la interpretacio dels quantificadors com a funcions d’eleccié.” Doncs bé, tal
com hem explicat abans, la primera de les interpretacions anteriors té els seus origens en
Frege 1 avui en dia ha estat sistematitzada i desenvolupada per 1’anomenada teoria dels
quantificadors generalitzats [generalized quantifiers], que esta en I’origen de I’estudi de les
anomenades /ogiques abstractes i té una importancia fonamental per a les recerques actuals
de la lingiiistica teorica. Cal remarcar també que aquesta teoria i, en general, la logica de
primer ordre, s’ha desenvolupat normalment en el marc del que podriem anomenar la
semantica model-teorctica classica, és a dir, una semantica de tipus conjuntista i amb les
definicions de veritat o satisfaccio i1 conseqiiencia logica que Tarski precisa, per primera
vegada en la historia, en els articles “Der Wahreitsbegriff in der formalisierten Sprachen”
[“El concepte de veritat en els llenguatges formalitzats ] (/935) i “Uber den Begriff der
logischen Folgerung” [“Sobre el concepte de conseqiiencia logica”] (/936). Ara bé, com és
ben sabut, la definici6 tarskiana de veritat és essencialment una definicio recursiva, en la qual
la veritat d’un enunciat complex es defineix a partir de la veritat dels constituents més
simples, per la qual cosa pressuposa d’una forma obvia el principi de composicionalitat per
al significat de Frege (Cf. supra, cap. V, § 7). En aquest context, és important remarcar de
nou que la definicid semantica de Grundgesetze dels quantificadors com a conceptes de
segon ordre és clarament una anticipacidé de la definici6 tarskiana de la veritat d’un enunciat
quantificacional en una estructura, encara que la definicio de Frege és diferent de la de Tarski
en un aspecte essencial i és que, en el cas de Frege, hem de parlar de veritat en /’univers, 1 no
en "univers d’una estructura, com en el cas de Tarski.

Tal com hem vist abans, Van Heijenoort i Goldfarb coincideixen en afirmar que les
primeres qiiestions semantiques es formulen en el si de la tradicio algebrica de Peirce,
Schroder i Lowenheim, perd sén poc concrets a 1’hora d’especificar quines han estat les
contribucions efectives dels dos primers al desenvolupament de la logica contemporania i la

! Cf. Van Heijenoort 1976, 7.
2 Cf. Hintikka 1994, 113-15.
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concepcid model teorctica dominant avui en dia. Aixi, pel que fa a Peirce, Van Heijenoort li
atribueix “el concepte de validesa per a la logica proposicional i la introduccid dels signes
2 1II”, mentre que Goldfarb només esmenta que Schroder s’hauria basat “en el treball
anterior de Peirce” per escriure el tercer volum de Vorlesungen iiber die Algebra der Logik.
Pero, tal com hem vist abans, les contribucions de Peirce sén més nombroses que les
esmentades per Van Heijenoort 1 la seva importancia com a logic esta molt més enlla de ser
un mer predecessor de Schroder en el desenvolupament de la teoria de relacions. Tal com
hem explicat abans, en efecte, Peirce introdui en el seu famos article “On the Algebra of
Logic” de 1885 els elements basics de la notacid moderna per als enunciats quantificacionals
1 els trets essencials de la moderna interpretacié model-teoretica d’aquesta mena d’enunciats:
la nocié d’univers, els signes per als quantificadors, constants de predicat i relacid, variables,
etc. En aquest sentit, doncs, en Peirce no trobem solament, com afirma Van Heijenoort, la
definici6 correcta de validesa per al calcul proposicional, sind6 que hi trobem també els
elements essencials de la idea basica i informal que subjau a la definicio model-teorética
moderna de veritat -en una estructura- dels enunciats quantificacionals. A més, tal com hem
dit abans, Peirce especifica també algunes regles de transformacio i reduccié dels enunciats
quantificacionals, empra les formes prenexes en logica de primer ordre i1 separa la logica
proposicional de la logica de primer ordre i, aquesta ultima, de la logica de segon ordre.
D’una altra banda, per valorar la influéncia de Peirce en el posterior desenvolupament de la
logica contemporania no solament ens hem de fixar en les contribucions d’aquest autor a la
logica quantificacional propiament dita, sind que tamb¢ ens hem de fixar en les contribucions
que aquest autor realitza en el camp de la logica algebrica i en els problemes que deixa
plantejats en aquest camp, que tenen sempre un clar regust model-teoretic. Entre aquests
problemes cal esmentar primer de tot, la fesi de reduccio que Peirce planteja, per primera
vegada, en el seu article de 1870 sobre la logica de relatius. Tal com hem dit abans, aquesta
tesi o conjectura t¢ com a conseqiiencia que el desenvolupament efectiu de 1’algebra de
relatius només requereixi tres tipus de termes relatius: monadics, diadics 1 triadics. Amb tot,
com ja sabem, Schroder només desenvolupara al tercer volum de Vorlesungen iiber die
Algebra der Logik el que ell anomena [/’algebra de relatius binaris o, com en deia Peirce,
[’algebra de relacions diadiques (Cf. supra, cap. IIl, § 6). Per tant, una justificacio teorica de
la manera de procedir de Schroder requeria demostrar que els relatius d’aritat >3 eren
reductibles als relatius binaris. Doncs bé, aixo és el que fara Lowenheim en el seu article

“Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil” de 1915. El teorema 6 d’aquest article enuncia, en
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efecte, que fota equacio de relatiu o equacio de primer ordre és equivalent a una de binaria
1, per tant, la reduccié del calcul de relatius d’ordre superior al calcul de relatius binaris (Cf.
supra, cap. VIII, § 1). Com ja hem dit, només aquest teorema mereix |’atencié de
Lowenheim, la qual cosa mostra fins quin punt Lowenheim estava immers en el programa de
recerca iniciat per Peirce i Schroder. Un altre problema que interessa especialment a Peirce
fou la expressio dels enunciats universals 1 particulars, fins al punt que Peirce veia la logica
de relatius essencialment com un mitja per representar raonaments que inclouen enunciats
quantificats existencialment o universalment. El mateix Peirce s’ocupa en el seu article “The
Logic of Relatives” de 1883 de demostrar com poden expressar-se en el marc de 1’algebra de
relacions que acaba d’exposar els diferents tipus d’enunciats quantificacionals que el seu
deixeble O. H. Mitchell havia distingit en I’article “On a New Algebra of Logic” (Cf. supra,
cap. II, § 8). L’algebra de relacions exposada per Peirce en I’article de 1883 fou
desenvolupada sistematicament per Schroder, el qual dedica la major part del seu esforg
intel-lectual a I’estudi d’aquesta. El motiu era que Schroder considerava que la matematica
era una branca de la logica 1 que tots els seus conceptes podien expressar-se en termes d’un
pocs conceptes basics pertanyents al calcul o algebra de relatius. D’aqui la rellevancia que
Schroder atorga al procés de condensancio, gracies al qual, segons aquest autor, tota formula
de la logica de relatius es podia transformar en una féormula del calcul de relatius. Per a
Schroder condensar una expressid o equacid en la qual hi figuren coeficients de relatiu 1
quantificacid sobre individus significava transformar-la en una férmula logicament
equivalent en la qual només hi figuren relatius, les sis operacions sobre relatius (les tres
operacions ideéntiques +, ., — 1 les tres de relatiu: ¥, ; , —) 1 quantificaci6 sobre relatius (Cf.
supra, cap. III, § 11). Per a Lowenheim, en canvi, condensar significara transformar una
expressid o equacié de primer ordre en una equacid del calcul de relatius, és a dir, en una
equaci6 entre relatius en la qual només hi figuren relatius, les sis operacions sobre relatius i
cap tipus de quantificaci6 (Cf. supra, cap. VII, § 2). Doncs bé, com ja sabem, el teorema amb
el qual s’enceta el segon paragraf de 1’article de Lowenheim de 1915, enuncia el resultat de
Korselt segons el qual hi ha equacions no condensables i, per tant, hi ha també expressions
de primer ordre no condensables. A tal efecte, Lowenheim posa com exemple les equacions

> 0,,=0011i X 0,.,=001. Tal com assenyala Lowenheim, les dues primeres
hijk Mk hijkl ik

equacions anteriors son valides respectivament només quan el domini té com a maxim tres
elements i quan el domini té, com a minim, quatre elements. Léwenheim esbossa llavors una

demostracié completa del teorema i dona alguns exemples més de equacions de primer ordre
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que s6n o no son valides només en determinats dominis finits d’individus. Aixd porta
Lowenheim a la consideracid de les equacions de primer ordre [Zdhlgleichungen] que no soén
universalment valides pero, en canvi, sén valides en qualsevol domini finit. Lowenheim
enuncia llavors el seu famos teorema segons el qual una equacié d’aquesta mena ja no és
satisfeta en un domini pensable numerable (Cf. supra, cap. VII, § 2). Aixi doncs, el problema
inicialment plantejat per Peirce porta, a través de Schroder 1 Korselt, a 1a nocié d’un enunciat
de primer ordre [Zdhlausdriick] valid en un domini i al primer plantejament de qiiestions
model-teorctiques en relacid a aquesta mena d’enunciats. Cal notar també que el resultat de
Korselt recollit per Lowenheim en el seu article de 1915 fou generalitzat per Tarski en el seu
article de 1941 (Cf. supra, cap. 111, § 13). Com ja sabem, Tarski atribueix en aquest article a
Peirce la introduccio 1 precisié dels conceptes fonamentals de la teoria de relacions i
formulacio de les seves lleis fonamentals. El nostre estudi ha confirmat sobradament aquesta
opinié de Tarski i, en definitiva, la importancia de les contribucions de Peirce a la logica
algebrica 1, en general, a la logica contemporania.

Un altra qliesti6 que cal remarcar també, per tal de valorar adequadament les
contribucions de Peirce al desenvolupament de la logica contemporania, és la seva influéncia
en la teoria de jocs contemporania i el que Hintikka anomena la interpretacid dels
quantificadors com a funcions d’eleccio. En aquest sentit, cal observar primer de tot que, si
bé la interpretacié dels quantificadors com a predicats d’ordre superior, ha estat historicament
la primera en apareixer de la ma de Frege i segueix tenint avui en dia un gran predicament a
través de la teoria dels quantificadors generalitzats, la seva preeminéncia no ha estat tan
absoluta com hom podria suposar. Goldfarb ha assenyalat, per exemple, que “la connexid
entre els quantificadors i les funcions d’eleccid o, més precisament, entre la dependéncia
quantificacional 1 les funcions d’eleccid, constitueix el punt essencial de com els logics

' ¢s a dir, de com

classics dels anys vint veieren la naturalesa de la quantificacio”,
interpretaren Skolem i Hilbert els quantificadors. La interpretacio dels quantificadors com a
funcions d’eleccio esta implicita, en efecte, en les funcions de Skolem 1 el calculus-epsilon de
Hilbert i es pot retrotreure al metode de desenvolupament emprat per Schroder 1 Lowenheim
per donar resposta al problema del canvi d’ordre dels quantificadors. Ara bé, tal com hem
vist en la nostra exposicid, aquest problema €s esmentat per primera vegada per Peirce, el

qual insisteix sovint en que, encara que X; I'l; x; implica logicament I1; X; x;;, el reciproc no

¢s cert. Com ja sabem, Schroder descobrira un metode de desenvolupament que el permetra

! Goldfarb 1979, 357.
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traslladar sempre un signe I a ’esquerra d’un signe X 1 viceversa. El canvi d’ordre dels
quantificadors juga un paper essencial en el procediment emprat per Lowenheim per obtenir,
a partir d’una formula qualsevol de primer ordre, una altra formula en una certa forma
normal, a partir de la qual Lowenheim demostra el seu famos teorema sobre la satisfactibilitat
de les formules de primer ordre (Cf. supra, cap. VII, § 3). Per la seva part, Skolem
reconeixera en la introduccio al seu conegut article de 1920, en el qual ofereix una nova
demostraci6 del teorema de Lowenheim, que un dels seus objectius és cercar una demostracid
alternativa a la de Lowenheim, que eviti el mefode de desenvolupament de Schroder, emprat
per Lowenheim per demostrar el seu teorema (Cf. supra, cap. VII, § 5). A tal efecte, Skolem
introdui I’anomenat avui en dia procés de skolemitzacié i les funcions de Skolem. En
qualsevol cas, tal com hem explicat en la nostra exposicid, esta clar que el metode de
desenvolupament de Schroder i Lowenheim 1 1’0s que en ell fan aquests autors dels subindexs
dobles es pot considerar una prefiguracié del procés de skolemitzacid i de la introduccio de
les funcions de Skolem (Cf. supra, cap. VII, § 7), per la qual cosa el problema plantejat per
Peirce del canvi d’ordre dels quantificadors hauria portat, a través del metode de
desenvolupament de Schréder 1 Lowenheim, al procés de skolemitzacid i la introduccié de les
funcions de Skolem. Per un altre costat, si bé és cert que les semantiques de tipus conjuntista
han estat les més importants al llarg del segle XX, no és menys cert que també s’han
desenvolupat altres semantiques com, per exemple, la semantica basada en la teoria de jocs
de Von Neumann, desenvolupada fonamentalment per Hintikka i que es pot retrotreure a la
semiotica de Peirce -encara que no n’hi cap traga en la seva obra logica propiament dita (Cf.
supra, cap. 11, § 14). De fet, quan parlem de la concepcid semantica o model-teorética de la
logica predominant avui en dia, encara que hom pensi sobretot en les semantiques
conjuntistes [set-theoretic semantics], esta clar que aquesta concepcié no exclou altres
semantiques alternatives i1 que, per tant, dins d’aquesta concepcio hi hem d’incloure també les
semantiques basades en la teoria de jocs [game-theoretic semantics]. Doncs bé, de la mateixa
manera que la semantica conjuntista ha anat de bracet historicament amb la interpretacio dels
quantificadors com a predicats d’ordre superior, la semantica de la teoria de jocs és
inseparable de la interpretaci6 dels quantificadors com a funcions d’eleccid (Cf. supra, cap.
II, § 14). Com podem veure, doncs, les diferents interpretacions dels quantificadors estan
estretament lligades amb la concepcid semantica a partir de la qual hom vegi la logica
quantificacional i, per tant, I’estudi de les contribucions dels diferents corrents i autors al

desenvolupament de la moderna teoria de la quantificacié esta intimament lligat a les
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contribucions d’aquests corrents i autors a la concepcié model-teoretica de la logica. Per aixo
no ens ha d’estranyar que Frege i Peirce, que foren els dos primer autors que desenvoluparen
la teoria de la quantificacid, més o menys a la mateixa ¢poca i de forma completament
independent, estiguin també en 1’origen, d’una forma o altra i amb tots els matisos que s’hi
vulguin afegir, de les diferents interpretacions dels quantificadors i de la moderna concepcid
model-tedretica o semantica de la logica predominants avui en dia. En el cas de Frege, com ja
hem explicat abans, si bé és cert que la seva concepcid de la logica quantificacional és
incompatible en alguns aspectes essencials amb la moderna concepcido model-teorctica de la
logica, no €s menys cert que altres aspectes d’aquesta concepcid son ja presents en la seva
obra, per exemple: la noci6 de sistema formal, la separacid entre sintaxi i semantica, el
principi de composicionalitat per al significat o la mateixa definicié dels quantificadors com
a predicats d’ordre superior.

Pel que fa a Schroder, tal com hem vist abans, Goldfarb afirma primer de tot que en la
seva obra “els quantificadors es defineixen com sumes o productes simplement infinits sobre
individus o relacions” i que en ella no es “distingi acuradament” entre “la quantificacio sobre
els individus de la quantificaci6 sobre relacions”, distincid que caldria atribuir a Lowenheim 1
que hauria portat a aquesta a la nocidé d’enunciat de primer ordre. Pero, tal com hem vist al
llarg del nostre estudi, Schroder no solament interpreta els quantificadors algebricament o
sintactica, sind també semanticament o proposicional (Cf. supra, cap. IIl, § 5) 1 quan enuncia
les regles basiques que regulen I’is d’aquests operadors, ho fa en el marc d’una reflexid
general sobre el paper que juguen aquests operador quan son interpretats semanticament (Cf-
supra, cap. III, § 7). Per un altre costat, en contra del que afirma Goldfarb, Schroder distingi
acuradament entre quantificacié de primer ordre i quantificacié de segon ordre (Cf. supra,
cap. III, § 7), si bé no mostra cap interes especial pels enunciats que contenen només el
primer tipus de quantificacid, donat el seu projecte pasigrafic de reduccid de les
matematiques al calcul de relatius i el fet que en aquest era permissible la quantificacié de
segon ordre, perod no la de primer ordre (Cf. supra, cap. II1, § 12). Goldfarb assenyala, a més,
que en I’obra de Schroder es recerca “el segiient tipus de qliestié: donada una equacid entre
dues expressions del calcul, pot satisfer-se aquesta equacié en diferents dominis -aixo és hi
ha relacions en el domini que facin aquesta equacio vertadera?”, perd com ja hem explicat
abans, aquest tipus de qiiestid no és exactament el tipus de qiiestio recercat per Schroder.
Amb tot, des del nostre punt de vista, Goldfarb té ra¢ en afirmar que en “I’algebra de la

logica de Schroder hi ha una constant confusi6 entre la interpretacié de la mateixa en termes
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de la teoria de classes i la interpretacid proposicional, tenint més pes al final la primera
d’elles”. Un exemple d’aixo0 és, en efecte, la interpretacio6 algebrica dels quantificadors i el fet
que sigui sobre aquesta interpretacid6 que Schroder justifiqui el seu metode de
desenvolupament. Tal com hem explicat abans, la influéncia del programa de recerca de
Schroder és molt present encara en ’article de Lowenheim sobre el calcul de relatius de
1915, la qual cosa fa que aquest autor no sigui capa¢ de copsar la importancia del resultat
sobre la satisfactibilitat de les formules de primer ordre que ha demostrat. La influéncia de
Schroder també €s manifesta en la interpretacio algebrica de les expressions del llenguatge 1,
en particular, dels enunciats quantificacionals. Per contra, tal com hem explicat abans,
aquesta interpretacio desapareix completament de ’article de Skolem de 1920 i s’obre pas
d’una manera inexorable la interpretacio proposicional o logica. En definitiva, tal com hem
dit abans, en 1’obra de Skolem no només trobem una definici6 clara i precisa de la nocid de
formula de primer ordre, sin6 també una interpretacié de la logica de primer ordre
completament analoga a la semantica de tipus conjuntista predominant avui en dia. Van
Heijenoort i Goldfarb tenen rad, en definitiva, en afirmar Skolem i Hilbert foren els dos
agents principals que contribuiren a la demarcacid de la logica de primer ordre com un
sistema logic diferenciat de la logica d’ordre superior i al desenvolupament de la concepcid
model-teorctica dominant avui en dia.

Tal com explicavem en la Introduccid, les valoracions de Van Heijenoort, Goldfarb i
Hintikka sobre quines han estat les contribucions del corrent algebric i logicista a la logica
contemporania han estat posades en qiiestid, entre d’altres, per Anellis i Houser i
Grattan-Guinness -encara que des de posicions diferents 1, en molt d’aspectes, antagoniques.
Grattan-Guinness és indiscutiblement un dels historiadors de les matematiques i la logica més
importants avui en dia, per la qual cosa centrarem la nostra analisi en les tesis defensades per
aquest autor. Tal com deiem en la Introduccid, segons aquest autor, la tradicié algebrica de
Boole, Peirce i Schroder hauria estat eclipsada o absorbida per la tradicié logico-matematica
de Frege, Peano 1 Russell, jugant aquest ultim autor un paper central en el desenvolupament
de la logica contemporania. El mateix Grattan-Guinness apunta en els articles i 1’obra
esmentats en la Introduccio que la rad de I’eclipsi de la logica algebrica de Boole, Peirce i
Schroder per part de la logica matematica de Frege, Peano 1 Russell seria essencialment que
la primera no va ser capa¢ de respondre a les creixents demandes de rigor provinents de
I’analisi matematica (Cauchy, Weiertrass), que van portar als logics matematics a la

formalitzacié (Peano) o reconstruccio logica (Frege, Russell) d’aquesta branca de les
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matematiques, ni va saber integrar, degut a la manca de distincid entre les relacions de
pertinenca i inclusid, la Mengenlehre de Cantor, la qual ocupa, en canvi, un lloc central en la

logica matematica de Russell. En definitiva, tal com ha assenyalat Grattan-Guinness:

La qiiestio adregada en la logica matematica era més especifica que la posada
pels algebristes. No ¢és dificil imaginar el lector de Peirce o Schroder d’aquell temps
(i, de fet, de temps més recents), admirant la clarividéncia dels seus sistemes, pero

preocupat per saber quin €s, en definitiva, el seu proposit.'

La manca de distincid entre les relacions de pertinenca i inclusié per part dels logics
de la tradicio algebrica i, en particular, per part de Schroder, ha estat documentada
abastament en la nostra exposicid (Cf. supra, cap. 111, § 2). Tal com hem vist, aquesta manca
de distincid porta a Schroder a desenvolupar una jerarquia de classes de tipus extensional
basada en la relacid part-tot i en la qual, com veié molt bé Frege, es negligeixen les
diferencies entre 1’element 1 la classe unitaria i es fa impossible la introduccié de la classe
buida (Cf supra, cap. 111, § 3). En aquest sentit, tal com ha observat Grattan-Guinness, es fa
molt dificil imaginar una reconstruccio plausible de 1’aritmetica o I’analisi en termes de la
logica o la integracié en aquesta de la Mengenlehre de Cantor. Es veritat que, tal com hem
vist, Schroder aborda en el tercer volum d’*“Algebra der Logik” la formalitzacid
(“schroderitzaci6”, en paraules de Lowenheim) de la teoria de cadenes de Dedekind i que, en
Iarticle “Uber Pasigraphie” de 1898, déna les definicions pasigrafiques d’alguns conceptes
basics de la teoria de conjunts i ’aritmetica (Cf. supra, cap. 111, § 12). Amb tot, és evident
que les definicions d’aquests conceptes en termes del llenguatge del calcul de relatius son
molt artificioses 1 suposen una enorme perdua de temps perque, tot comptat i debatut, només
adquireixen un sentit clar quan hom les tradueix al llenguatge de primer ordre, és a dir, quan
s’introdueix la quantificacio sobre individus per especificar el significat de les operacions de
relatius. Per aix0 mateix, Schroder acompanya sovint les seves definicions pasigrafiques amb
la traducci6 corresponent en termes de la logica de primer i segon ordre i Peirce deixa
d’interessar-se per la logica algebrica de relacions i centra els seus esforcos en 1’estudi de la
logica quantificacional de primer i segon ordre. Amb tot, Peirce tampoc tenia un simbol
especific per a la relacio de pertinenga, la qual identificava amb la relacié d’inheréncia entre
subjecte 1 predicat (Cf. supra, cap. II, § 11), ni tenia en perspectiva un projecte de

reconstruccid logica de les matematiques, degut a la particular visié de la relacié entre logica
! Houser, Roberts i Van Evra (eds.) 1997, 32.
862




1 matematiques que havia heretat del seu pare, el matematic Benjamin Peirce. En canvi, Frege
1 Russell aplicaren la seva logica matematica a la reconstruccio logica de les matematiques,
perd amb una notable diferéncia: mentre que el sistema de notacidé emprat pel primer és de
tipus bidimensional i for¢a allunyat de la practica matematica de 1’¢poca, el sistema de
notacid del segon ¢s unidimensional i esta en intima relacio amb el llenguatge logic emprat a
I’¢época. De fet, com ja sabem, el sistema de notacid emprat per Russell coincideix
essencialment amb el de Peano i la seva escola, al qual Russell hi afegi una notacio especifica
per a les relacions, donada la importancia d’aquestes per a la reconstruccio logica de les
matematiques. D’aquesta manera, la logica matematica de Russell incorpora la logica de
relacions de Peirce i Schroder, perd deixant de banda les operacions de relatius que no juguen
cap paper en la reconstruccid logica de les matematiques -particularment, la suma relativa 1,
en menor grau, el producte relatiu. D’aquesta manera, el sistema logic presentat per Russell a
Principia s’assembla molt a una presentacié moderna de la 1dogica quantificacional, tot i les
restriccions tipologiques imposades per la teoria ramificada de tipus 1 el fet que Russell
presenti, en contra de la practica habitual avui en dia, la logica de classes i de relacions com a
calculs especifics. Un dels grans avantatges de la notacié de Peano-Russell ¢€s, tal com ha
observat Grattan-Guinness, la presencia del simbol ¢ per denotar la relacié de pertinencga, car
la distincid entre pertinenga i inclusi6 i, en definitiva, entre element i conjunt o classe, permet
a Russell “incorporar” la Mengenlehre de Cantor en la seva logica matematica sense
problemes. Cal remarcar, en aquest sentit, la gran diferéncia entre la notacié de Russell i la de
Frege, el qual empra el signe ~ per denotar la relacid que es dona entre un objecte i
I’extensio sota la qual aquest objecte queda subsumit (Cf. supra, cap. V, § 8). Aixi doncs,
mentre que per Frege parlar de conjunts o classes pressuposa parlar sempre de conceptes i
extensions, Russell -un cop rebutjat ’axioma de comprehensié per inconsistent i evitades les
contradiccions de tipus extensional gracies a la no classes theory- podra desenvolupar la
Mengenlehre de Cantor d’una forma completament moderna i, a partir d’ella, reduir les
matematiques a la logica.

Abans ens hem referit ja a aquesta qliestio 1 hem remarcat que 1’adequacid del sistema
logic de Principia per “digerir” la Mengenlehre de Cantor i, a partir d’ella, la teoria de
nombres, és una de les raons principals que explica perqué molts d’autors adoptaren la teoria
de tipus de Russell com a sistema formal de referéncia en les seves recerques sobre els
fonaments de les matematiques. Tot aix0 confirma, en bona mesura, el lloc central que

Grattan-Guinness atribueix a la figura de Russell en el desenvolupament de la logica
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contemporania. Amb tot, des del nostre punt de vista, caldria fer algunes matisacions
importants respecte a algunes de les tesis col-laterals en que sustenta Grattan-Guinness la
seva tesi. Per exemple, Grattan-Guinness ha observat en diversos indrets que els treballs de
Frege no foren gaire influents (Cf. Introduccio) 1 afirma en la seva monumental obra The
Search for Mathematical Roots, 1870-1940 (2000) que Frege fou molt poc llegit en el seu
temps, sobretot abans que Russell li dediqués un apéndix a Principles, la qual cosa el porta a
deixar de banda completament ’estudi d’aquest autor en 1’obra esmentada.' Pero, tal com
hem vist en la nostra exposicid, Frege fou llegit, entre d’altres, per Cantor, Dedekind,
Schroder, Husserl, Peano 1 Hilbert, amb tots els quals mantingué polémiques de considerable
importancia intel-lectual a través de ressenyes, intercanvi epistolar o referéncies creuades en
les seves propies obres -recordem, a més, que fins 1 tot Zermelo, en les llicons
“Mathematische Logik” de 1908, empra la notacié logica de Frege per tal d’axiomatitzar la
logica! Per tant, la imatge corrent avui en dia d’un Frege aillat intel-lectualment, basada en
els comentaris que fa Russell a Principles -que es presenta a si mateix com el descobridor de
Frege- 1 la descripcié que fa Carnap dels seus anys de maduresa, és més ficticia que no pas
real 1 no resisteix una analisi historica acurada dels fets. Per un altre costat, tal com haviem
dit en la Introduccid, hom pot considerar el desenvolupament de la logica contemporania com
una contribucié exclusiva o quasi bé exclusiva dels logics matematics -1, en particular, de
Russell-, només si hom considera que la tradicid algebrica ha estat absorbida per la nova
logica matematica, de manera que vegi les contribucions de Lowenheim i Skolem com
alienes al desenvolupament de la tradici algebrica o, simplement, relegui les contribucions
d’aquests autors al naixement de la logica quantificacional i la teoria de models
contemporanies a un segon pla en favor de les contribucions a les mateixes de Hilbert i la
seva escola. Aquesta ¢s essencialment la posicié de Grattan-Guinness a The Search for
Mathematical Roots, 1870-1940, en la qual tot i dedicar quasi bé el capitol segon sencer al
desenvolupament de la logica algebrica de De Morgan (2.4), Boole (2.5) i els seus seguidors
a Anglaterra (2.6) 1 un parell de seccions del capitol quart a la 1ogica algebrica de Peirce (4.3)
1 Schroder (4.4), tan sols hi podem trobar una sola referéncia, de caracter circumstancial, a
Lowenheim (p. 176). Per un altre costat, Grattan-Guinness explica les contribucions de
Lowenheim 1 Skolem en una subsecci6 del capitol vuite (8.7.5 Orders of logic and models of
set theory: Lowenheim and Skolem, 1915-1923) de menys d’una pagina, perd dedica a

Hilbert una secci6 sencera del capitol quart (4.7 Hilbert: early proof and model theory) i una

! Cf. Grattan-Guinness 2000, 558-59.
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subsecci6 del capitol vuite (8.7.4 Hilbert’s definitive ‘metamathematics’, 1917-1930), a més
de nombroses referéncies al llarg de tota 1I’obra. En definitiva, des del nostre punt de vista, la
logica contemporania és el resultat de la confluéncia de la tradici6 algebrica de Boole, Peirce
1 Schroder, la tradicio logicista de Frege i Russell (notablement influit per Peano), d’autors
com ara Lowenheim i Skolem que continuaren el programa de recerca desenvolupat per
Schroder a Algebra der Logik 1, al mateix temps, foren capacos de reorganitzar-lo
completament i plantejar en el seu marc alguns dels problemes semantics més importants de
la logica contemporania i, finalment, dels autors pertanyents a [’escola de Hilbert,
particularment el mateix Hilbert i Bernays, els quals presentaren la logica de primer ordre
com un sistema formal axiomatic i plantejaren en el seu marc les principals qiiestions
metalogiques de la logica contemporania. Aixi doncs, qualsevol estudi que vulgui recercar
I’origen i desenvolupament de la logica contemporania i la concepcid semantica sobre la

mateixa dominant avui en dia ha de fer referéncia, de forma ineludible, als autors esmentats.
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APENDIX

El sistema logic de Principia Mathematica

En aquest apendix exposarem, d’una forma esquematica, els axiomes i regles
d’inferéncia de Principia. El nostre objectiu no €s tant fer una analisi critica del sistema logic
exposat per Russell i Whitehead a Principia com oferir al lector una guia rapida que el
permeti identificar les multiples referéncies que fem al llarg de la nostra exposicid als
axiomes de Principia. En aquest sentit, per tal d’evitar les ambigiitats i redundancies
caracteristics d’aquesta obra (Russell 1 Whitehead ofereixen, per exemple, tres formulacions
diferents de la regla de Modus Ponens: *1-1,%1-111%9.12), la nostra formulaci6é dels

axiomes i regles d’inferéncia no coincideix sempre exactament amb la de Principia.
1. Alfabet

Signes logics: +,~,V,V (a partir d’ells es defineixen A,D,=,3 de la forma
habitual).
Variables: p,q,r,... (proposicionals); x,y,z,... (individuals), ¢,¢,...f,g,...

(funcionals).
2. Regles d’inferéncia

Modus Ponens: *1-1.Si+pit-p>gq,llavors g
Regla de substitucio per a les variables proposicionals i funcionals (no
enunciada explicitament)

Generalitzacio Universal: ¥10 - 11. Si ¢y, llavors + (x) - ¢x
3. Axiomes del calcul proposicional
¥1:2.-pVp-D-p (“Taut.”)

¥1:3.-1g-D-pVg (“Add.”)
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¥1-4. - pVg-D-qVp (“Perm.”)
*1:5. - pV(gVr)o-qV(pVr) (“Assoc.”) (redundant, com demostra Bernays)
¥1:6.--qgDr>:pVg-2-pVr (“Sum.”)

4. Axiomes del calcul de predicats

*¥10-1. - (x) - gx D - Py
*¥10-12. - - (X):pVedx-D:p-V-(x): dx

5. Axiomes de reductibilitat

¥12- 1. 3f) i px - = - flx
*¥12- 11+ (3f) 1 (%, p) =y - S1X,Y)

6. Definicid d’identitat

*¥13:0l.x=y-=:(f): plx-D-Ply

7. Axioma multiplicatiu

%88-03. Multax -=:-rxeClsex?excl-D, : (Fu):ack-D, -uNacl

(“Si x és una classe de classes mutuament exclusives i no nul-les,

llavors hi ha almenys una classe ¢ que conté un 1 només un element de cada

classe de k7).

&. Axioma de I’infinit

%120+ 03. Infin ax - =- a € Nc induct - o, -3la

(“Si a és un cardinal inductiu (finit), llavors hi ha almenys una classe

(del tipus en qiiestid) que té a termes”).
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