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INTRODUCCIÓN 

La comunicación es una caracteristica innata en la 
condición humana, y las innovaciones tecnológicas son una 
fuente abundante de progreso y enriquecimiento de nuestras 
relaciones sociales y profesionales. Las intercambios, cada 
vez más rápidos y numerosos, deben de estar asegurados a 
distancias cada vez mayores y, sobre todo, con una calidad 
cada vez mejor. Por ello, los progresos conseguidos en el 
dominio de las telecomunicaciones en cuanto a minaturiza— 
ción, . capacidad y reducción de costos conllevan ixn cambio 
acelerado en nuestra sociedad* 

La.revolución tecnológica a la que estamos asistiendo 
es idéntica en importancia a la producida por el nacimiento 
de la electricidad a comienzos de siglo. Este fenómeno tie
ne su origen en la necesidad de encontrar nuevos sistemas 
para la transmisión de sonidos a gran distancia, debido a 
la importancia de la atenuación y escasa velocidad de las 
ondas sonoras. Afortunadamente, la intuición de Maxwell sir 
vio como base a la utilización de ondas electromagnéticas 
propagándose a la velocidad de la luz con una atenuación re 
lativamente débil. 

Fue Heinrich Hertz, en 1 8 8 9 * el primero que logró 
construir un aparato llamado oscilador que producía una on
da electromagnética de frecumcia fija, revelando asi a la 
percepción humana la existencia de las mismas, Posteriormen 
te, Righi y Branly continúan sus investigaciones perfeccio
nando los prototipos que Hertz habla construido. 

Sin embargo, hay que esperar hasta 1 9 0 1 para que Mar-
coni consiga transmitir estas señales a gran distancia uti-
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lizando una rudimentaria antena. Hasta esta fecha, las on
das electromagnéticas solo habian servido para transmitir 
impulsos por cable (morse)• 

A partir de este momento, las investigaciones se 
orientan, princií)almente, hacia la transmisión de la infor
mación, modulemdo convenientemente la señal portadora elec
tromagnética, y el perfeccionamiento de los sistemas emiso
res receptores. 

Tal como puede apreciarse en la figura adjunta, uno 
de los elementos más determinantes de la calidad de un sis
tema de comtuiicación es el generador de microondas puesto 
que es utilizado tanto en emisión (modulación, mezclado) có 
mo en recepción (demodulación). Los trabajos de investiga
ción en este dominio tienen como fin aumentar la potencia 
generada aumentaíido el rendimiento y disminuyendo él ruido 
parásito de la oscilación,con el fin de que las fluctuacio
nes aleatorias de la portadora no se confundan con las flu£ 
tuaciones útiles de la señal modulante distorsionando así 
la .información que deseamos transmitir o recibir. Paralela
mente a estos problemas nos encontramos con la necesidad de 
subir cada vez más en frecuencia, con el fin de poder tran¿ 
mitir mayor cantidad de información. 

Se comprende pues, que la base del estudio y desarro
llo de los sistemas de comunicación es el diseño cuidadoso 
del generador de señal portadora. En la década de los años 
30 se llegó a la evidencia de que a medida que la longitud 
de onda se aproximaba a las dimensiones físicas de los tu
bos de vacio clásicos, las limitaciones en cuanto a su apli. 
cabilidad en la banda microonda se hacían cada vez más os-

1 , 2 





"tensibles. 

En 1 9 3 5 A.A. Heil y O. Heil sugieren la idea de la ge 
neración de voltajes microonda a través de efectos de tiem
po de tránsito junto con circuitos sintonizadores discretos. 

En 1 9 3 9 W.C. Hahn y G.F. Metcalf proponen una teoría 
de modulación de velocidad para los tubos microonda. Unos 
meses más tarde R.H. Varian y S.F. Varian describen su osc^; 
lador Klystron usando la teoría de modulación de velocidad 
y en 1 5 4 4 R. Kompfner inventa el tubo de onda progresiva 
del tipo hélice (TWT)» Como observamos, el concepto de tu
bos microonda hubo de modificarse a la luz de la aplicación 
de nuevos principios en la amplificación y generación de 
energía microonda, 

A pesar de que las investigaciones en este sentido 
nimca han cesado debido a la necesidad der obtener potencia 
en transmisión, se tiende, progresivamente, a la sustitu
ción de ios tubos microonda por dispositivos activos de es
tado sólido en razón de una optimización en peso y potencia 
de continua. 

La invención del transistor bipolar por William 
Shockley /l/ en los laboratorios de la Bell ( 1 9 4 8 ) produjo 
un impacto .revolucionario en la tecnología electrónica, Po_s 
teriormente a este descubrimiento, Shockley / 2 / propuso en 
1 9 5 2 un nuevo tipo de transistor unipolar FET en el que la 
conductividad estaba modulada por un campo eléctrico trans-
versal. Ambos logros mostraron rápidamente su potencial co
mo generadores y amplificadores de señal, sustituyendo pro
gresivamente a los tubos de vacio clásicos. 
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Después de la invención del transistor, Shockley /3/ 
sugiere en 1 9 5 4 que el uso de dispositivos semiconductores 
a resistencia diferencial negativa podizm tener ventajas s£ 
bre los transistores a frecuencias elevadas. Asi, en 1 9 6 I 

Ridley y Watking describen \xn nuevo método para obtener mo
vilidad diferencial negativa en los semiconductores / 4 / 

transfiriendo electrones desde una banda de alta movilidad 
a otra de baja por medio de la aplicación de un campo eléc
trico. En 1 9 6 2 Hilsum /S/ calcula analíticamente el efecto 
de transferencia de electrones en varios tipos de semicon
ductores y no fue hasta 1 9 6 3 en que J.B. Gunn / 6 / descubre 
el asi llamado efecto Gunn en muestras de AsGa mientras es
tudiaba las propiedades de ruido de semiconductores. Cinco 
'años antes Esaky / 7 / habia conseguido formular, basándose 
en la teoría cuántica, el comportamiento anómalo de algunas 
uniones PN dando nacimiento al diodo Túnel. 

Las investigaciones en este campo progresan y así en 
1 9 5 8 Read / 8 / propone la obtención de resistencia negativa 
por medio de la ionización avalsaicha IMPATT, consiguiendo 
en 1 9 6 5 la comprobación experimental de este modo de opera
ción en los trabajos de Lee / 9 / y Johnston /lO/. Posterior
mente en 1 9 6 6 Copeland /ll/ descubre su diodo de acumula
ción de carga espacial LSAj en 1 9 6 ? Prager / 1 2 / comprueba 
las oscilaciones microonda en los diodos TRAPATT y en 1 9 7 1 

Coleman / l 3 / consigue oscilaciones en estructuras metal-se-
micronductor-metal: BARITT. 

Desde el descubrimiento de estos dispositivos de est¿ 
do sólido capaces de generar microondas hasta nuestros días, 
ha habido una cantidad ingente de investigadores dedicados 
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a potenciar su aplicación en el dominio de la alta frecuen
cia, mejorando progresivaimente su rendimiento, fiabilidad, 
nivel de ruido, etc. Asi, los transistores que habían sido 
deshancados en una época por los diodos en la banda milimé
trica, vuelven a ocupar el lugar que les corresponde en im
portancia consiguiendo oscilar y amplificar a frecuencias 
superiores a los 40 GHz. 

De hecho, si consideramos las ventajas e inconvenien
tes de cada dispositivo, es el contexto en el que vamos a 
utilizarle el que primará su elección respecto de. sus comp^ 
tidores. Por ejemplo, en el caso de un radar a efecto Do-
ppler, son la potencia, el rendimiento, la estabilidad en 
frecuencia y el nivel de ruido los parámetros que justifi
can la elección del elemento activo. Por el contrario, en 
los sistemas de comunicación por satélite deberemos de te
ner muy en cuenta el tamaño, peso, tiempo medio de vida y 
ruido• 

En cualquier caso, a estos problemas de elección del 
dispositivo se añaden los de comprensión del funcionamiento 
y los de diseño con un método seguro y repetitivo. Habida 
cuenta que'el comportamiento dinámico de un oscilador real 
es en esencial gran señal, los métodos clásicos de análisis 
basados en aproximaciones frecuenciales pequeña señal no 
son capaces de predecir de forma satisfactoria las caracte
rísticas intrínsecas del dispositivo, tales como potencia 
de salida, nivel de afmónicos, estabilidad etc. Esta claro, 
pues, que las exigencias actuales que se imponen a los dis
positivos de estado sólido son tales que el científico no 
puede contentarse con hacer un oscilador microonda sino que 
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debe de tratar de hacer el mejor, es decir, necesita oblig¿ 
toriamente una comprensión profunda de su funcionamiento en 
régimen de gran señal. 

Dentro de esta filosofía se encuadra el trabajo desa
rrollado en la presente memoria, y realizado en los labora
torios del Departamento de Electricidad y Magnetismo de la 
Facultad de Ciencias de Santander y en la División de Compo 
sants Microonde de Thomson-CSF Massy (Francia), 

El estudio de las ecuaciones diferenciales no linea
les surge de la necesidad de modelizar con mayor exactitud 
la mayoría de los fenómenos físicos que ocurren en la natu
raleza, en los cuales el tratamiento lineal es una mera 
aproximación. Esta herramienta matemática fué inmediatamen
te aprovechada en el análisis de los sistemas osciladores 
naturales y, por extensión,.a ios provocados, A^í, en el c¿ 
pítulo I de la memoria se pasa revista a estos me'todos clá
sicos de análisis, haciendo incapié en su aplicabilidad y 
utilización como base de futuras simulaciones por ordenador. 

Sin menosprecio de estos métodos, existen hoy en día 
otras formas mas adecuadas de tratar las oscilaciones no 1¿ 
neales. Si deseamos calcular con precisión la distorsión no 
lineal de un sistema de comunicación, el desarrollo funcio
nal de Volterra (Capítulo II) es el más adecuado: la entra
da del sistema se aplica a un sumatorio infinito de Funcio
nes de Transferencia, Desafortunadamente, la exactitud del 
método tiene como precio la dificultad en la obtención de 
dichas Transferencias no lineales, incluso para sistemas de 
orden relativamente bajo. En este capítulo se hace el desa
rrollo completo para un oscilador simple del tipo Van-der-
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Pol, pudiendo constatarse lo engorroso del cálculo y la con 
siguiente dificultad en la obtención de una solución aproxi 
mada. 

Parece, pues, interesante acudir a métodos de cálculo 
menos generales pero mejor adaptados a nuestras necesidades» 
El concepto de respuesta en frecuencia es de tal utilidad 
en los sistemas lineales, que es lógico tratar de estudiar 
las propiedades de las no lineales utilizando técnicas aná
logas basadas en la extensión del concepto de Función de 
Transferencia a otros sistemas. Este es el principio en el 
que se basa la Función Descriptiva (Capitulo III), A dife
rencia del desarrollo Funcional, si consideramos una entra
da miíltiple al sistema no lineal, el método de la Función 
Descriptiva optimiza una Fixnción de Transferencia quasi-
lineal para cada una de las entradas, de'forma que este ti-
po de aproximación está siempre calculada para una forma es 
peclfica de señal de entrada. Se comprende iiimediatamente 
que su aplicabilidad dependerá exclusivamente del acierto 
que tenga el investigador en elegir la señal de entrada a 
la no-linealidad cuando trabajemos en \xn lazo cerrado osci
latorio. La gran ventaja de este método no está en el hecho 
de que nos resuelva el comportamiento aproximado del siste
ma, ya que esto puede hacerse con mayor exactitud por simu
lación de ordenador, sino que es capaz de ayudar de forma 
sencilla y eficaz en el diseño de sistemas no lineales. 

En el capítulo IV se aplica el concepto de Función 
Descriptiva al estudio de osciladores sinusoidales, donde 
aparece como una generalización de los métodos de Niquist y 
Mikallov para sistemas lineales. Asimismo, se estudia la es 
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tabilidad del sistema utilizcindo el concepto de Función De_s 
criptiva de entrada incremental que, como veremos, produce 
idénticos resultados que el método quasi-estático preceden
te. Por último, se estudian en este capitulo las oscilacio
nes transitorias que ocurren- en los sistemas en lazo cerra
do, introduciendo adecuadamente en concepto de constante de 
tiempo del sistema. 

Una de las propiedades de los osciladores microonda 
es la posibilidad de utilización como amplificadores sincro 
nos, estabilizadores, reductores de ruido, discriminadores 
FM etc. Por ello, en el capítulo VI se desarrolla una forim 
lación compacta y desde el punto de vista de la Función Des 
criptiva, para los problemas que plantea la sincronización 
de osciladores, tales como estabilidad, ancho de banda y 
transitorio de fase. En el final del capítulo se hace un es 
tudio del pulling sobre la base de pequeñas perturbacio
nes en los alrededores del equilibrio. 

En los capítulos VI y VII se aplican los criterios 
precedentes al estudio transitorio de osciladores a resis
tencia negativa y a FET, generalizando los criterios clási
cos de estabilidad y estudiando en profundidad las caracte
rísticas dinámicas gran señal. 

Por último, el capítulo VIII sirve como comprobación 
experimental de la validez del método frecuencial desarro
llado en los capítulos sinteriores. Para ello, se hacen ex
periencias de tiempos de crecimiento y corte de osciladores 
y de espectros quasi-estacionarios para modulaciones seno 
en Gate, Las medidas se efectúan sobre las diferentes puer
tas del oscilador, no observándose diferencias apreciables 

1 . 9 



entre ellas, lo que confirma la validez de nuestro método 
de cálculo. 
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CAPITULO I 

MÉTODOS CLASICOS DE ANÁLISIS 



I.I.- INTRODUCCIÓN 

Los problemas causados por la aparición de no IdLneali 
dades en los sistemas físicos, son tales, que no existen mé 
todos de análisis con carácter general, por lo que la elec
ción de una metodología para un problema específico depende 
rá de una gran variedad de factores. Estos, comprenden la 
estructura del sistema; el orden, número y forma de las 
ecuaciones diferenciales que describen el modelo; el tipo y 
número de efectos no lineales concernidos, etc. Análogamen
te, a pesar de la multiplicidad de los métodos, generalmen
te unos son más adecuados que otros para el estudio concre
to de una característica particular del sistema tal como la 
estabilidad, existencia de ciclo límite, etc. 

La determinación teórica de la existencia de una osci 
lación no lineal en un sistema requiere que la ecuación di
ferencial que lo describe posea una solución periódica y 
además que ésta sea estable. La capacidad de los ordenado
res modernos permite la puesta a punto de métodos de cálcu
lo para la evaluación muy aproximada de estas soluciones, 
sujetas a determinadas condiciones iniciales. Sin embargo, 
el establecimiento de la no existencia de las mismas en la 
totalidad del espacio de los estados por medios exclusiva
mente computacionales, puede resultar extraordinariamente 
costoso incluso para sistemas de orden relativamente bajo. 
Obviamente este encarecimiento conduce a la necesidad de 
disponer de una diversidad de técnicas analíticas o gráfi
cas aproximadas, que-<nos dan respuesta a cuestiones de inte 
res, con un grado suficiente de credibilidad para poder ser 
utilizadas como base de futuras simulaciones en ordenador. 
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La investigación de las oscilaciones no lineales está 
intimamente relacionada con la estabilidad, ya que un ciclo 
limite es a menudo una característica de inestabilidad. A 
pesar de que el problema de la estabilidad ha interesado a 
los matemáticos durante muchos años, generalmente no es po
sible hallar soluciones exactas o condiciones necesarias y 
suficientes, para la mayoría de los sistemas prácticos. Sin 
embargo, es importante poseer un conocimiento de los resul
tados de la teoría de la estabilidad absoluta y de los tra
bajos relacionados con la existencia de soluciones periódi
cas. 

Cuando se trabaja con sistemas no lineales, normalme^i 
te se tiene planteado un problema de diseño, de forma que 
muchas veces se acude a métodos que permiten la visualiza-
ción de los efectos que produce en cambio en determinados 
parámetros. Por esta razón los métodos gráficos son comun
mente empleados y extendidos a una gran variedad de proble
mas ya que puede obtener fácilmente una multiplicidad de re 
laciones gráficas en sistemas definidos por ecuaciones reía 
tivamente complicadas. 

En los apartados siguientes se va a pasar revista a 
los métodos más comunes de estudio de sistemas no lineales 
dando un breve resumen de su técnica y aplicabilidad. 

I . 2 . - MÉTODOS TOPOLOGICOS 

Estos métodos gráficos son relativamente fáciles de 
utilizar en sistemas "descritos por ecuaciones diferenciales 
no lineales de segundo orden. 
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Dichas ecuaciones pueden reducirse a la forma tipica 
de ecuaciones estado acopladas: 

X = f(x,y) 
(1-1) 

y = g(x,y) 

las cuales definen la trayectoria paramétrica en el espacio 
de las fases. Los primeros trabajos publicados en este área 
se deben a Poincaré /l,2/, Bendixon / 3 / y Lienard / 4 / mos
trándonos los resultados básicos sobre la aparición de pun
tos singulares y las formas de trayectoria en el plano de 
los estados* Además sus teoremas acerca de las condiciones 
necesarias de existencia de ciclo limite (trayectoria cerr^ 
da) permanecen válidos. 

Otros trabajos tales como los de Minorsky / 6 / y Cunni 
gham / 5 / presentan estudios topológicos generales, mientras 
que West /?/ y Atherton / 8 / trabajan especificamente con os 
cilaciones en sistemas de control no lineales. A pesar de 
que estos métodos están normalmente restringidos a procesos 
autónomos, son bastante versátiles y pueden aplicarse a si¿ 
temas con más de una no-linealidad, lo mismo que a caracte
rísticas presentando histéresis. Dada su generalidad, estos 
métodos son engorrosos en el cálculo de las trayectorias y 
son raramente utilizados para la búsqueda de soluciones 
cuantitativas. Como contrapartidiSi- son capaces de dar una in 
formación cualitativa del comportamiento del sistema, sir
viendo de base para elección de condiciones iniciales en 
la búsqueda de soluciones por ordenador. 
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I . 3 . - MÉTODOS ANALÍTICOS 

Se basan en la conocida teoría de osciladores linea
les de segundo orden, modificando la ecuación diferencial 
con la introducción de un término no lineal de amortigua
miento : 

X + X + h.f (x,x) = O ( 1 - 2 ) 

donde K es un parámetro pequeño. Existen muchos métodos 
asintóticos de solución que convergen a la solución ideal 
(h—^-O), siendo los más conocidos el método de las perturb¿ 
cienes /l/ y el método de lenta variación de amplitud y fa-
se /9/. 

En el primero se propone una solución de la forma: 

x(t) ̂  Y. \ W (1-3) 
n=0 

Sustituyendo en la ecuación diferencial e igualando térmi
nos con potencias iguales en h obtenemos una serie de ecua
ciones diferenciales que pueden resolverse sucesivamente pa 
ra X Q , X ^ , etc. Una dificultad en la aplicación de este mé
todo es la aparición, en determinados sistemas, de términos 
no acotados ó seculares. Este inconveniente puede salvarse 
escogiendo los parámetros asociados a los términos secula
res de forma que desaparezcan si permitimos una dependencia 
de la frecuencia de'oscilación con h y la amplitud "a", es
cribiendo; 

n«l 
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Sustituyendo ambos sumatorios en la ecuación diferencial e 
igualando términos de potencia análoga en h, la serie resul^ 
tantc de ecuaciones diferenciales puede resolverse eligien
do las funciones 0.(a) de forma que los x.(t) no contengan 
términos seculares. 

El método de variación lenta de amplitud y fase fue 
inicialmente propuesto por Krylov y Bogolyubov, sugiriendo 
una solución de la forma: 

x(t) « A(t) sin (w^t - 0(t) ) ( 1-5) 

Una aproximación equivalente suponiendo una solución: 

x(t) = B(t) sin w^t - C(t) eos w^t (l-6) 

habla sido anteriormente propuesta por Van der Pol /lO/. Am 
bos métodos utilizan una técnica de promedio para obtener 
soluciones a los parámetros lentamente variables. Estas son: 

r2n 
dA . 1 dt " 2nv 

o . 
h.f(A sin«f/ , A w^costp ) cos^^ á\p 

r2n (1-7) 
d© ~ 1 
dt 2?r.Aw 

o */ 
h.f(A siny/ , A ŵ cosií/ ) sinip d»f 

u/«» w t + 0 ^ o 

donde la amplitud de oscilación A se mantiene constante en 
los integrandos. La integración del miembro derecho de la 
primera- ecuación proporciona una ecuación diferencial de 
primer orden con variables separadas. Su solución A(t) se 
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lleva a la segunda ecuación diferencial, obteniéndose así 
la solución para ©(t). Este método es formalmente más sim
ple que el obtenido por perturbaciones, sin embargo la ex
tensión a sistemas de orden superior no suele seguir esta 
regla. 

En el método de Ritz-Galerkin suponemos que la ecua
ción diferencial no lineal: 

F (p,x,t) = 0 j p = d/dt (1-8) 

tiene una solución aproximada expresable como combinación 
lineal de una serie de funcionas temporales linealmente in
dependientes: 

m 

3=0 ^ ^ 

Cuando las funciones 0^(t) son ortogonales en el in
tervalo (a,b) y la ecuación diferencial original es lineal, 
la integral del cuadrado del residuo: 

r(t) = F (p,x^,t) (1-10) 

extendido a todo el intervalo (a,b) será mínima sí: 

•b í r(t) 0,(t) dt = O . V. = 1, m (l-ll) 
a ^ ^ 

Este método es utillzable para ecuaciones de cual
quier orden y usa 1» relación anterior para obtener una so
lución aproximada a la ecuación diferencial no lineal. Ob
viamente si esperamos una solución de tipo periódico deberé 
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mos utilizar sin(nwt) y cos(nwt) como funciones ortogonales 
en el intervalo ( 0 , 2 T / W ) . 

Ya que una oscilación periódica puede ser representa
da por una serie de Fourier, es lógico aproximar una solu
ción real por unos cuantos términos de dicho desarrollo. El 
principio del balance armónico consiste en sustituir esta 
solución aproximada en la ecuación diferencial que define 
el comportamiento del sistema, y asegurarnos de que no hay 
componentes de las frecuencias elegidas en el residuo r(t). 
Usualmente este método se aplica a soluciones oscilantes 
conteniendo uno ó dos armónicos y, debido a la ortogonali-
dad de las funciones seno y coseno, produce los mismos re
sultados que el método de Galerkin. 

1 . 4 » " ESTABILIDAD ABSOLUTA 

En una gran parte de los sistemas físicos, el efecto 
no lineal puede ser aislado de la fenomenología dinámica 
del sistema de forma que éstos generalmente se representan 
en la forma canónica de la figura: 

R ( t ) = o ^ / ^ x(t) 
N.L Y(t) . L(S) N.L L(S) 

y=N(x) 

C(t) 

Fig. ( 1 - 1 ) 

donde L(s) es la función de transferencia de la parte li
neal del sistema para un proceso invariante temporal, y 
N(x) es la característica no lineal. La estabilidad de un 
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sistema como tal puede ser en principio evaluado, bajo de
terminadas condiciones iniciales, sin necesidad del cálculo 
detallado de las respuestas del mismo a unas excitaciones 
dadas. Todo lo que sería necesario es una indicación de las 
trayectorias, en el espacio de los estados, en la vecindad 
de un punto de equilibrio. En la década de los años sesenta 
se desarrolló una ingente labor en este sentido / I I - 1 4 / Í 

confeccionándose un método analítico que, ignorando las tr£ 
yectorias detalladas, puede observar como tienden en un sen 
tido generalizado hacia tm punto de equilibrio: método di
recto de Liapunov. Para ello se recurre a una función esca
lar definida positiva de las variables de estado junto con 
ciertas propiedades, siendo la mayor restricción la dificul 
tad de obtener una función de Liapunov apropiada. 

La imposibilidad de encontrar funciones de Liapunov 
que nos pongan en evidencia la estabilidad o inestabilidad 
absoluta del sistema, solo indica que nuestra función no si 
gue de forma conveniente su comportamiento. Esta situación 
cambia radicalmente cuando Popov / l 5 - l 8 / , con una elección 
apropiada encuentra las condiciones suficientes para la es
tabilidad de un punto de equilibrio. Posteriormente se han 
desarrollado varios teoremas de estabilidad usando el análi 
sis funcional / l 9 - 2 l / , basados fundamentalmente en la fun
ción de Popov para situaciones particulares y proporcionan
do siempre condiciones suficientes pero no necesarias. 

Obviamente, un esfuerzo análogo ha sido dirigido ha
cia la búsqueda de condiciones de inestabilidad y ciclo lí
mite en este tipo de sistemas. Los primeros resultados gene 
rales aparecen en los trabajos de Brockett y Lee /22/ dando 
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versiones de inestabilidad a los criterios de Popov. Pliss 
/ 2 3 / y Rauch /24/ calculan por la misma época las condicio
nes de existencia del ciclo límite para ecuaciones diferen
ciales específicas de tercer orden, utilizando el teorema 
de Brower del punto fijo. Por último, otros trabajos como 
el de Garber /25/ se dirigen hacia el estudio de las condi
ciones de ausencia de ciclo límite a una frecuencia particu 
lar usando los desarrollos de Fourier y el análisis funcio
nal. 

I . 5 . - MÉTODOS NUMÉRICOS 

Un sistema regido por una ecuación diferencial no li
neal puede ser reducido a un conjunto de ecuaciones diferen 
cíales no lineales de primer orden, cuya forma general es: 

dXl/dt « F1(X1, X2, Xn) 
dX2/dt « F2(X1, X2, Xn) 

^ (1-12) 

dXn/dt = Fn(Xl, X2, Xn) 

teniendo por condiciones iniciales (Xl^, X 2 Q , Xn^) en 

a) Método__de ia_ser¿e__de Ta^^lor 

Partiendo de una serie de valores iniciales XI , X2 , 
n n 

Xn^, t^ se propone el cálculo del siguiente valor por 
medio de la relación:" 
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2 . " 

y naturalmente de establecerá un criterio de parada en el 
desarrollo. 

b) Método_de Eu3̂ e£ modifÍ£ado 

Si h es suficientemente pequeño, podemos parar la se
rie de Taylor en el segundo orden y escribir: 

2 i = l , , . , , n 

de donde Xi ^ » Xi + 2h.Fi (l- l8) n+1 n-1 n ' 
Podemos ahora obtener otro valor de Xi .̂  tomando el 

n+1 
valor medio de Fi: 

Partiendo de los datos Xijj_j, Xi^ y Fin, calculamos a tra
vés de (l- l8) el valor de Xi^^^^ (i = 1> n), obteniendo 
se inmediatamente del sistema de ecuaciones los valores 
Fi^^j^ para todo valor de i. Se aplican en este momento los 
nuevos datos a la ecuación (l - l 9 ) , observándose entre los 

-10-

llamando = Fi* "^dt^ '̂̂  ' *** tendremos: 
2 3 

Xi ^ « Xi + h.Fi + \ ' • • • (1-14) n+1 n n 2 n 3 n 
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resul-bados de ambos métodos. Esta diferencia debe ser menor 
que un cierto umbral previamente escogido (si no lo fuese, 
se disminuye h), Si los valores son lo suficientemente pró
ximos, se conserva el .segundo para continuar el cálculo, 

c) Método__de Ad^m 

Se utiliza el mismo razonamiento que en el método pre 
cedente, pero haciendo la aproximación incremental por: 

Xi = Xi^ + a(t-t^) + b(t-t^)^ i = 1 , n (l-20) 

donde derivando obtenemos: 

= F . ( X 1 , X 2 , ,,,, Xn) = a + 2b(t-t ) (l - 2 l ) 

Obviamente, en t = t tenemos Xi = Xi y Fi = a. Ana 
n . n n — 

logamente, para ^ ^ * 

^^n-1 = ^\ - ( 1 - 2 2 ) 

Fi^ - Fi^^^ 
de donde b = ^ — i « i, n (l -23) 

Esta ecuación, junto con la del método precedente: 

Xi . « Xi + 2h,Fi n+1 n - 1 n 

nos definen el proceso iterativo, 
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d) Método de RUNGE-KUTTA 

ción: 
El cálculo de Xi a partir de Xi^ utiliza la rela-

n+1 " 

Xi ^ = Xi + ( Gil + 2Gi2 + 2Gi3 + 2Gi4) (1-25) n+1 n o 

siendo: 

Gil = Fi(t , XI , X2 , Xn ) n n n n 

Gi2 « Fi(t^ + ^, Xl^ + ^.Gll, X2^+ |.G21 + ...) 

Gi3 = Fi(t + XI + $.G12, X2 + $.G22 + ...) 
n ¿ n -¿ n ¿ 

Gi4 = Fi(t + ~, XI + ^.G13+ X2 + ~.G23 + ...) 
n 2 n ¿ n ¿. 

i = 1, . .., n 
( 1 - 2 6 ) 

e) Método^iterativo__p£omedio 

Se utiliza en circuitos donde la no linealidad puede 
ser aislada del resto del mismo, siendo su aplicabilidad y 
convergencia dependientes /26/ de la predominancia de la 

V [ t i 

LINEAL 
NO 

LINEAL 

Fig. (1-2) 
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parte lineal sobre la no-lineal. En la figura ( 1 - 2 ) se mués 
tran las configuraciones básicas de circuitos, a los cuales, 
estas técnicas son aplicables. El bloque lineal de ambos 
circuitos está formado por cualquier combinación posible de 
elementos pasivos conectados como una red de dos terminales. 
Similarmente, el bloque no-lineal puede ser considerado co
mo la combinación de diferentes elementos. 

Naturalmente, si trabajamos con más de un elemento 
no-lineal, a veces es dificil (o imposible) obtener la ex
presión del voltaje en sus terminales en función de la co
rriente que circula por él y viceversa. La más importante 
excepción ocurre cuando la combinación de elementos no-li
neales está formada exclusivamente por componentes resisti
vas puras. En este caso, la característica v(i) puede calcu 
larse fácilmente por métodos gráficos o analíticos. 

Como hemos apuntado anteriormente, la convergencia 
del método imperativo depende de la predominancia de la par 
te lineal sobre la no-lineal. Si el generador de voltaje en 
los circuitos serie se aplica al elemento lineal y poste
riormente al no-lineal, la amplitud relativa de la corrien
te desarrollada separadamente nos la da una indicación de 
la predominancia. Esta regla empírica se obtiene con analo
gías lineales y no hay una demostración exacta; sin embargo, 
la experiencia nos muestra que es aplicable en la mayoría 
de los casos. Por último, dado que se va a desarrollar una 
técnica iterativa promedio, es necesario que el circuito a 
analizar no tenga /26/ oscilaciones libres ni respuesta sub 
armónica a la excitación. 

Dada la analogía formal entre ambos tipos de circui-
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tos, haremos el desarrollo para el paralelo siendo inmedia
ta la extensión de la teoría al circuito serie. Para ello, 
llamaremos: 

i (t) corriente excitadora del circuito, 

i (v) • corriente en el elemento lineal cuando 
tenemos aplicada una diferencia de poten 
cial v(t) en sus extremos, 

ijj('v̂) corriente en el elemento no-lineal cuan
do tenemos aplicada una d,d.p, v(t) en 
sus extremos, 

v^(t) ———- i-ésima aproximación para el voltaje 
v(t). 

La ecuación general del circuito es: 

i^(t) = iĵ (v) + i^(v) ( 1 - 2 7 ) 

y en lo que sigue supondremos la existencia y unicidad de 
las funciones inversas de las corrientes en el elemento li
neal y no-lineal: 

i¡^i,(v)) . v 
( 1 - 2 8 ) 

Supongamos en primer lugar que el elemento no-lineal 
es el predominante. La primera aproximación para la tensión 
v(t) será: 

V i ( t ) = iÑ^(ie) ( 1 - 2 9 ) 
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y la corriente en el elemento ̂ ^^lineal debida a esta prime 
ra aproximación estará dada por i (v ). Teniendo en cuenta 
la ecuación general del circuito podemos escribir la si
guiente aproximación: 

Si utilizamos la técnica de promedio para asegurar 
una convergencia más rápida, calcularemos la tercera aproxá. 
mación como: 

VjCt) = (v^(t) + v^{t))/2 ( 1 - 3 1 ) 

La cuarta aproximación sé deduce de la tercera utili
zando la iteración general* 

..v^(t) = i~^i^ - Í L ( V 3 ) ) ( 1 - 3 2 ) 

Los términos generales del desarrollo podrán, por tan 
to, escribirse como: 

( 1 - 3 3 ) 

Si deseamos estudiar lazos realimentados en los que 
la solución puede ser de naturaleza oscilante, deberemos de 
invalidar la técnica-promedio y utilizar la primera ecua
ción para describir el término general, independientemente 
de la paridad de g. 

- 1 5 -



si -trabajamos con un sistema en el que la parte li
neal es la predominante, el desarrollo es análogo al ante
rior y los términos generales son: 

Vg(t) = (Vg_^ + ^g_2^/^ S- impar 
(1 - 3 4 ) 

Análogas conclusiones y resultados pueden deducirse 
para el estudio del circuito serie. Obviamente, cualquier 
red compleja que puede reducirse matemáticamente a una de 
las dos configuraciones básicas podrá ser tratada por este 
método. 

Consideremos entonces una red arbitraria n-nudo com
puesta primariamente de elementos lineales pero conteniendo 
en su interior cualquier combinación de elementos no-lineá-
les reducibles a un bloque dos terminales. Dentro de la red 
puede haber cualquier número de funciones excitadoras inde
pendientes, siendo cada una dé ellas una función arbitraria 
del tiempo desarrollable en serie de Fourier: 

^J^^ = 12 (^on (nwt)+I^„ sin (nwt)) ( 1 - 3 5 ) 
n=0 

Las funciones excitadoras no necesitan tener una reía 
ción frecuencial específica entre ellas. Por ello, si exci
tamos dos nudos con corrientes de frecuencias diferentes, 
consideraremos una conexión serie de desarrollos de Fourier, 
En este estudio matricial supondremos que cualquier elemen
to de la red, lineal ó no-lineal, puede ser reemplazado por 
un generador de corriente equivalente a la corriente que lo 
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atraviesa sin perturbar el resto del circuito. Este genera
dor de corriente puede tener admitancia interna nula. Dado 
que tratamos en principio con redes estacionarias, supondré 
mos que después de un cierto tiempo se ha alcanzado el estâ  
do estacionario, independientemente de las condiciones ini
ciales. 

Supondremos entonces que el elemento no-lineal se en
cuentra en el lazo n-ésimo. La ecuación matricial que des
cribe el circuito es: 

Ijít) = Y^^(p),V^ + Yj2(p).V2 + ... + Y^^(p),V^ 

Vt) = Y2i(p).V^ + Y22(P).V2 + ... + Y2^(p),V^ 

I„(t) = Y^i(p).V^ + Y„2(P)*^2 

(1-36) 

donde: 

I„(t) = suma de todos los generadores de corriente K. 
que fluyen al nudo k, 

Y., (t)= operador admitancia del circuito, 

p = operador diferencial d/dt, 
i-(t) = corriente en el elemento no lineal como fun-N 

ción del tiempo. 

Resolviendo por Kramer para el voltaje correspondien
te al elemento no lineal; 
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D, I,(t) + D„ I-(t) + ... + D^^I (t) - D^^i (t) 
= 5 ( 1 - 3 7 ) 

siendo D el operador determinante de la parte lineal del 
circuito y D,, el menor resultante de eliminar la fila i y 
la columna 3 . 

Podemos entonces escribir: 

nn nn 

Habida cuenta que la característica de la parte no 
lineal es función del voltaje aplicado, escribimos: 

nn nn 

A la vista de la ecuación anterior, podemos deducir 
una fuente de corriente equivalente para el miembro izquier 
do: 

nn 

y, puesto que D / D ^ ^ es un operador lineal sobre el voltaje 
V , tendremos: n 

ecuación que es idéntica a la del circuito simple, por lo 
que los métodos iterativos anteriores son aplicables. 
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CAPITULO II 

DESARROLLO FUNCIONAL 



II.1INTRODUCCIÓN 

Las series funcionales de Volterra /28/ han sido am
pliamente utilizadas en el estudio de sistemas conteniendo 
no linealidades débiles /29-33/> y están particularmente 
adaptadas para el cálculo de pequeñas distorsiones en los 
sistemas de comunicación. En realidad, son una generaliza
ción del análisis convencional en series de potencias para 
circuitos no lineales, el cual expresa la salida de un sis
tema no lineal dinámico en potencias de la entrada. En par
ticular, si llamamos X(t) e Y(t) a la entrada y salida res
pectivas del sistema, la serie de Volterra aproxima Y(t) 
por un sumatorio acotado: 

Y(t) 

E ... h (u.,.,.,u ).X(t-u,),..X(t-u ),du....du , n i n 1 n l n 

E V ^ ) ( 2 - 1 ) 

donde ^j^í^^* u^) es el núcleo de Volterra de orden n, 
y el término general del sumatorio anterior puede ser intér 
pretado como la convolución de una respuesta impulsional 
equivalente con la potencia n-ésima de nuestra entrada. De 
acuerdo con esta definición podemos representar esquemática 
mente el sistema no lineal como se muestra en la Fig ( 2 - 1 ) . 

Generalmente se. supone que los núcleos h (u ,..,,u ) 
n ^ l ' i n ' 

son simétricos en sus argumentos, puesto que uno no simétri 
co siempre puede simetrizarse reemplazándole por el prome
dio de todos los ni núcleos que resultan de permutar los ar 
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gumen-bbs, 

x(t) 

h1(U1) 

h2(U1.U2) 
Y 2 ( t ) , / ^ Y(t) 

hn(U1 Un) 
Yn(t) 

Fig. ( 2 - 1 ) 

II.2.- DISTORSIÓN DE INTERMODULACION 

Suponemos la entrada del sistema compuesta por una 
suma de Q sinusoides'de la forma: 

Q s t 
X(t) - y |EJe ^ cos(w t + 0 ) = 

^ 1 4 4 

P t 
Re(Eq.e ^ ) 5 E_.e (2-2) 

siendo Pq = + jWq, E^ » lÊ l e ^, E__q = E*, p^^ 
Sustituyendo en la expresión ( 2 - 1 ) tenemos: 

Y (t) - -i-
-00 "-00 

/.oo s¿ 
h^(u ,...,u^). 

Pq,(t-u^) 

» „ qn n , > > Ê  .e .du^ .., du = ^ qn 1 qn«-Q n 
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2 ql»-Q qn=-Q ^ 

h (u ....,u ).e ^ .du ...du = 
n 1 n 1 n • • • 

-00 --00 

1 2 ^ 
n Z^^ Z^^ ql qn n^^qlV '*̂ qn'̂  
2 ql»-Q qn—Q 

(2-3) 

donde H es la función de transferencia de orden n que nos n 
relaciona la respuesta a la pulsación (Pqĵ "̂ » •'"̂ Pq̂ ^ 
entradas a las pulsaciones p , y puede interpretar 

ql qn — 
se como la transformada de Fourier de orden n del núcleo 
h • Ya que suponemos los núcleos h simétricos, H también n n n 
disfrutará de simetría respecto de sus argumentos. Observa
mos, por otro lado, que la función de transferencia de pri
mer orden dada por: 

H^(P,) ).e du. (2-4) 

es la transformada de Fourier de la respuesta impulsional 
de la parte lineal del circuito. 

De la ecuación (2-3) podemos escribir: 

/•oo ^00 
.* * * 

-00 •'-00 

h^(u^,...,u^). 

-(PqiU^+..,p^^u^) 
qn , du^,..du^ (2-S) 
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y su inverso: 

h (u ,...,u ) 
n i n 

^00 fCO 

• • • 

(̂ ql-̂ '-'-'V̂  , e ^ , dp . , . dp 
ql qn 

( 2 - 6 ) 

De acuerdo con estas expresiones podernos representar 

Hp(p l ) 

Y2(t) . 
H2(p1.p2) 

Y2(t) . 

Yn(t) ,̂ 
Hn(p1 ,...,pn) 

Yn(t) ,̂ 

Y(t) 

Fig. ( 2 - 2 ) 

el circuito no lineal en el dominio frecuencial tal y como 
se muestra en la Fig. ( 2 - 2 ) . 

A la vista de las ecuaciones anteriores comprobamos 
que la multiplicación de la entrada X(t) por una constante 
K nos provoca una salida parcial Yj^(t) multiplicada por K'^. 

Por otro lado, cada una de las componentes de salida Y^(t) 
está formada por un conjunto de componentes sinusoidales 
mezcla de las de entrada, teniendo en cuenta el hecho de 
que todas las funciones de transferencia que difieren unic£ 
mente en sus argumentos son idénticas. Para simplificar la 
representación del mezclado de frecuencias, llamaremos m̂ ^ 
al numero de veces que aparece la pulsación p . Como consi-
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deramos frecuencias negativas en la entrada, es decir, pul
saciones complejas conjugadas (P_q = Pq)' pai'a una excita
ción consistente en Q sinusoides las pulsaciones de entrada 
son P_Q» P 1* Pj» •••» P Q * ^® aquí podemos representar 
cada posible mezclado en el término general Y^('b) por el 
vector m; 

^^1*^1' "^Q^ ( 2 - 7 ) 

y, para este mezclado de frecuencias, la correspondiente 
pulsación de intermodulación es: 

Pm - "J^^Vk " % P - Q ' " Q P Q ^ ^ - S ) 

Ya que hay exactamente n pulsaciones involucradas en 
cada mezclado de Y^C"*')* deberá de cumplirse que: 

Q 

^ fflj^ « m +..,+ m^^ + m^ +...+ m = n (2-9) 

por lo que las pulsaciones que aparecen en Y (t) son el re-
n 

sultado de todas las posibles combinaciones que cumplen la 
ecuación anterior. La simetría de las funciones de transfe
rencia y de las exponenciales en Y (t) nos condiciona el nú 

n — 
mero de términos que contribuyen a un mezclado particular 
representado por el vector m. Esta cantidad será igual al 
número de formas dil^<rrentes en que n índices (q ,...,q ) 

1 n 
pueden ser permutados de manera que m ^ índices tomen el v¿ 
lor -Q, «n ̂  índices tomen el valor -l, m^ tomen el va-
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lor 1, tomen el valor Q, Este número viene dado por 
el coeficiente multinomial; 

(n;m) » n!/(ra Q I . . . '̂ ĵí̂ '̂ î  "^Q'^ ( 2 - 1 0 ) 

La parte de Ŷ í'*') corresponde al mezclado m es en 
tonces: 

Y^(t,m) - lilfii (EM -2...(E*) -l . ( E ^ ) ^ . . ( E ) 2. 

• H„(p_o** * **P - 0 * * * ' ' ^ - 1 * * ' * ' ^ - 1 ' ^ l ' * ' * ' ^ 1 ' 

'"-l "l 
p^t 

^ • • • > P Q > • • • Í P Q ) » © . ( 2 - 1 1 ) 

La salida total del sistema será la suma para todos 
los mezclados del tipo anterior: 

Y^(t) "Y.^^itiía) ( 2 - 1 2 ) 

m 

n n n n 
siendo " 52 •** 52 52 *' * 52 ^on ( 2 - 9 ) 

m m ^«0 m ^«O m^rrO 

Como tenemos Q .jslnusoides, puede demostrarse que la 
suma anterior se extiende a M vectores distintos del tipo 
de m, donde M está dado por: 
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M - (2Q + n - 1)! / (ni .(2Q - l)! ) (2-13) 

A pesar de que Y^(tjm) es complejo, Y^(^) can
tidad real ya que los términos en el desarrollo de apare 
cen en pares complejos conjugados. Habrá, pues, M/2 mezcla
dos diferentes y, si llamamos Y^(tjm) a la suma conjugada, 
tendremos: 

Y^(tjm) - 2 Re(Y^(tjm) 

«n-1 
(m -hn ) 

X " X ... 

S^t 
. e " , cosCw^t + + 9n(Pm)> ( 2 - 1 4 ) 

siendo: 

n m e 
m 

LIÍ j t_i ti 
m -1 m. m 

( 2 - 1 5 ) 

- (2-16) 

De acuerdo con la ecuación anterior puede surgir un 
término de continua cuando ŵ ^ =» O, es decir, m̂ ^ = m para 
todo valor de k. Particularizando (2-ll) para este caso te-
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nemos: 

- - Í ^ ^ ( I E J ) ^..(lE^l) ^.H„(P^o).e (2-17) 

siendo H (p " H*(p o ) í lo que las funciones de trans n m" n _ — 
ferencia asociadas a una componente de continua son cantida 
des reales. 

II.3 . - DISTORSIÓN ARMÓNICA 

Un método conveniente para investigar la linealidad 
de vm circuito electrónico consiste en aplicar una sinusoi
de a la entrada y medir las amplitudes relativas de los ar
mónicos generados. Supongamos, pues, una entrada al circui
to consistente en una sinusoide pura : 

s t 1 p t 
X(t) - lEjl e . cos(w^.t + Oj) = ^ ^ E^.e ^ ( 2 - l 8 ) 

q«=*-i 

Las pulsaciones de entrada serán p^ y P y el mezcl_a 
do de orden n estará caracterizado por el vector in(m jí"ij) 
donde m ^ + m^ « n. De acuerdo con ello, la porción de 
Y (t) correspondiente al vector m será: 
n 

Yjtjm) -íiliíll ( E p " ' - ^ ( E ^ ) ' " \ H^(p^j,.,.,p_j,Pj,,..,Pj) . 

(m p +m p )t 
. e ^ ^ ( 2 - 1 9 ) 
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La ecuación anterior muestra claramente que la salida 
puede contener componentes de continua ó armónicos, depen
diendo de los valores asociados a m ^ y m^. La contribución 
al armónico k resultará cuando: 

ra ̂  + m^ » k (2-20) 

y, como la suma de ambos argumentos tiene que valer n, dedu 
cimos que 

n - k n + k 

Puesto que m ^ es un entero positivo deberá de verifi 
carse que n k, de donde concluimos que los armónicos imp£ 
res solo pueden ser generados por los términos impares y vi 
ceversa para los pares* Combinando la expresión para Y^(t;m) 
con su complejo conjugado: 

Y^(tjm) - 2 Re(Y^(t;m)) 

. Re l£iSÍ(Ej)'""'-(E^)''l.H^(p_^,..,P^j,P^,..,P^). 

(m p + m p )t 
. e (2-22) 

Habida cuenta que la salida a un armónico particular 
está dada por la suma de las contribuciones de varios órde
nes que cumplen ( 2 - 2 1 ) , podemos escribir la respuesta total 
al armónico k como: 
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Y(t;kpj) 

Re k ^ V r H,.(p,,...,pJ + 
L2 k-r "k\"i'"""i 

k+2 2 
• ^ - ^ H T • »k-f2(P..l-Pl--V-Pl? . 

k+1 

( 2 - 2 3 ) 

II.4 . - MÉTODO DE LA ENTRADA ARMÓNICA 

En los apartados anteriores se han desarrollado las 
fórmulas correspondientes a la teoría general de intermodu-
lación de un sistema no lineal dinámico, basándonos en el 
desarrollo funcional de Volterra. Sin embargo, la validez 
de esta aproximación queda condicionada al cálculo de las 
funciones de transferencia asociadas y a la expresabilidad 
del sistema en forma de series funcionales. 

Quizás el método de cálculo más general sea el denomi 
nado de la entrada armónica, el cual se basa en el hecho de 
que la respuesta del sistema a una señal armónica debe de 
ser armónica para aquellos circuitos desarrollables en se
rie. El proceso es de naturaleza iterativa: el circuito li-
nealizado se prueba con una exponencial compleja de la for
ma exp (Pjt) lo que permite, por igualación de términos 
equivalentes, la determinación de la función de transferen-
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cia de primer orden H^. Aplicando la suma de dos exponencia 
les exp (pj + P 2 ) * * 1 ^ entrada, hallaremos la función de 
transferencia de segundo orden en función de la de primero. 
Continuando de forma iterativa, hallaremos la transferencia 
de orden n en función de todas las anteriores. 

Para verificar las cualidades de este método funcio
nal, consideremos el circuito de la Fig. ( 2 - 3 ) donde supone 
mos que el elemento no lineal tiene, por simplicidad, una 

3 
característica cubica de la forma v„ = -a.i + b.i (a,b>0), 

N 

RLC serie 

vn=—ai+bl»3 

Fig. ( 2 - 3 ) 

La ecuación integrodiferencial que gobierna el circuito es: 

R.i + L 4r + dt dt - a.i + b.i ..3 
( 2 - 2 4 ) 

Si llamamos D al operador derivada temporal y l/D al 
operador integral, podemos escribir la ecuación anterior co 
mo: 

(LD + ~ + R - a) i(t) = v(t)- b.i^ ( 2 - 2 5 ) 

de donde se deduce el operador impedancia Z : 
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Z ° - L D + - ~ + R - a 

Z°i(t) » v(t) - b.i^ (2-26) 

Si consideramos el circuito en su funcionamiento como 
amplificador, la entrada al sistema será v(t) y desarrolla
remos i(t) en serie dé Volterra de acuerdo con ( 2 - 3 ) : 

i(t) - ¿ i j t ) 
n»l 

N r , Q Q r' y . . . y v^,...v^^.Y^(p^.,...,p^^). 
n=lL* qíSlQ qn=-Q 

(p +...+p )tT 
. e I (2-27-a) 

sienvo v(t) un sumatorio de Q sinusoides: 

Q P t 
v(t) - V i V^.e . (2-27-b) 

Planteado el problema de esta forma, vamos a aplicar 
el método de la entrada armónica para el cálculo de las fun 
clones de transferencia* 

1) Supongamos v(t) = exp(pj^t), lo cual de (2-27-b) su 
pone que •« 2, Q»!, > O. La ecuación (2-27-a) se nos 
transforma en: 

N N np t 
(̂*> -Zy*> -Z^n^Pl^'-^Pl^-^ (2-28) n«l n»l 
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y, sustituyendo en ( 2 - 2 6 ) , resulta: 

N npjt 
^Z^inp^), Y^(Pj, ...,P^).e 
n=l 

Pjt r N np^t-^S 
e -b 

n«l 
(2-29) 

donde Z^(np^) se obtiene del operador algebraico Z ° ( D ) sin 
más que sustituir D por np^. La función de transferencia de 
primer orden se obtiene igualando en ambos miembros de 
(2-26) los términos en exp(p^t): 

Z°(Pj).y^(p^) « Ij Y J C P J ) 
CP, 

LCPj + (R-a)CPj + 1 
(2-30) 

2) Supongamos v(t) = exp(p t) + exp(p t). Comparando 
con (2-27-b) tendremos que = = 2, Q = 2, > O, sien 
do el desarrollo de i(t) para este caso: 

N 

n*l 

N (p -t-.,.+p )t ql 
_q^»l q2»l qn»l 

qn' 

(2-31) 

Habida cuenta que la función de transferencia de se
gundo orden se obtiene igualando en ambos miembros de 
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(2 - 2 6 ) los términos en expíp^+p^)*, se comprende que la ope 
ración Z°i(t) solo tendrá términos de interés en l^it): 

- 5: Z V P q l ' P q 2 ) - ( 2 - 3 2 ) ql=l q2=l 

y el vector mezcla que nos interesa será m = (0,0,1,1), cu
yo coeficiente multinomial asociado es (njm) s= 2 ! . Particu
larizando la ecuación ( 2 - 3 2 ) para este mezclado tenemos: 

2! 2 (Pi'*'P2)* 
ijCtj™) " ^ ' ^ *^2^^1*^2'^*^ ( 2 - 3 3 ) 

y la operación Z°i(t) podrá reducirse a: 

o o o (Pi+P2)^ Z i(t) -> Z Í2(t;m) - 2I.Z ( P.+P.) • Y„( p. , P„). e ^ 1 2 2 1 2 ^ 

Puesto que el miembro derecho de ( 2 - 2 6 ) no contiene 
ningún término en exp(p +p )t, concluimos que: 

1 ¿ 

Y2(Pi,P2) = O ( 2 - 3 5 ) 

3) Supongamos v(t) » exp(p^t) + exp ( p 2 t ) + e x p ( p 2 t ) . 

De nuevo de la ecuación ( 2 - 2 7-b) deducimos V =V =V = 2 ; Q= 3 , 

> O, escribiéndose la particularización de ( 2 - 2 7-a) para 
este caso como: 
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i(t) 
N 

n=l 

N r 3 

n=iLqi«»i q ^ i qn=i 

. + P ) f 

( 2 - 3 6 ) " 

Análogamente al caso anterior, Z i(t) solo tendrá tér 
minos en exp(p +p«+P-)t cuando tratemos con i (t): 

1 2 3 3 

3 3 3 ( P n l ' ^ ' P n ^ + P n ' í ) * 

siendo el vector mezcla de interés m = ( 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 ) cuyo 
coeficiente multinomial asociado vale (n;m) = 3 1 . La parte 
de ^2^^^ correspondiente a este mezclado es: 

(Pj+P2+P3)t 
( 2 - 3 8 ) 

y podemos escribir: 

Z°i(t) -> Z°Í2(t;m) 

o (Pj+Po+Pjt 
- 31 Z (Pi+P2+P3)*Y3(p^,P2,P3).e ^ ( 2 - 3 9 ) 

Si analizamos la ecuación ( 2 - 2 6 ) en su miembro dere-
•5 

cho vemos que solamente la parte -b.i (t) contendrá térmi-
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nos de interés 

i^(t) - (ij(t) + i^ít) + . . . ) 3 

(ij(t))3 + 3(ij(t))^.Í2(t) + ... (2-40) 

y, puesto que solo consideramos frecuencias positivas, solo 
dispondremos de términos en expíp^+p^+p^)t en (i^(t)) , ya 
que los demás tendrán ordenes superiores al que nos intere

sa : 

r 3 Poi^n^ 

¿ ¿ ql=l q2=»l q3=l 
yi(p,,).Yj(p^,).Y^(p^3) 

6 Vj(Pj).Yj(p2).yj(P3).e 
(Pj+Pj+Pjjt 

+ superiores 
(2-41) 

donde hemos aplicado la propiedad de simetría de las funcio 
nes de transferencia. Teniendo en cuenta este desarrollo y 
las ecuaciones (2-26) y (2-39) deducimos: 

6 Z°(Pi+P2'*'P3)'"^3(Pi'P2'P3) " -6b.Y^(Pj).Yj(P2).Yj(P3) 
(2-42) 

de donde obtenemos la función de transferencia de orden ter 
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cero en función de la de orden 1 : 

Y3(p^,P2,P3) - -b.Yj(p^).y^(P2).Y^(P3).Y^(Pj+P2+P3) ( 2 - 4 3 ) 

Continuando de forma iterativa, podemos calcular las 
funciones de transferencia de orden superior. Se demuestra 
fácilmente que las transferencias de orden par son identic^ 
mente nulas. 

La representación global del circuito se muestra en 
la Fig. (2-4) 

v(t) 

Y1(p1) 

Y3(p1.p2,p3) 

Y5(p1,. . . .p5) 

Fig. (2-4) 

Si, por razones prácticas, acotamos la serie infini
ta de funciones de transferencia en el tercer orden y supo
nemos una entrada sinusoidal al circuito amplificador de la 
forma: 

st v(t) = A e cos(wt + ©) A real ( 2 - 4 4 ) 

la respuesta en corriente al fundamental y; al tercer armóni 
co se deducen inmediatamente de ( 2 - 2 3 ) : 
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i(tjp) - Re 

i ( t j3p) - Re 

Yj(p) + ^ A ^ . Y ^ C P . P Í P ) 

.3 dSO 3pt 1 V / ^ Â 'e*'*' e***̂  . j Y ^ C P Í P Í P ) (2-45) 

La versa-bilidad del método descrito anteriormente pu_e 
de ser utilizada para el análisis del carácter oscilatorio' 
del circuito. Si nos interesamos, por simplicidad, en las 
oscilaciones libres al primer armónico, restringiremos 
v(t) = O para todo t y, puesto que buscamos una solución pe 
riódica aproximada para la corriente de la forma i(t) = 
«» A,co8('wt), consideraremos temporalmente que la entrada al 
sistema no lineal es i(t), y desarrollaremos v(t) en serie 
de Volterra, Aplicando de nuevo el método de la entrada ar
mónica para este caso nos resulta: 

LCpj + (R-a)CPj + 1 — L A I(Pj) 

Z3(Pj,P2,P3) 
(2-46) 

Z^(pj,...,Pj.) - o (r > 3) 

siendo la representación del sistema la mostrada en la Fig, 
( 2 - 5 ) 

Z 1 ( P 1 ) ' — ^ 

Z 3 ( P 1 . P 2 , P 3 ) 

Fig, ( 2 - 5 ) 
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La respuesta en tensión al armónico fundamental se de 
duce inmediatamente de (2-33): 

v(t,3w) = Re Ae j w t 3 2 Z.(Ów) + 7 A .Z^(-jw,ow,jw) 
1 4 3 

Re i Ae 
jwt /r> \ t • LCw -1 _̂  3 . ,2 (R_a) -f 3 — ^ + - b.A (2-47), 

Si hacemos nulo este voltaje, tendremos las condicio
nes de oscilación libre al primer armónico: 

1 2 R - a + b.A = O 
4 -

í LCw - 1 = 0 (2-48) 

de donde despejamos la amplitud y frecuencia de la oscila
ción sinusoidal: 

A = 2((a-R)/3b) I j w^ = 1/(LC) (2-49) 
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CAPITULO III 

FUNCIÓN DESCRIPTIVA 



III.1.- INTRODUCCIÓN 

El concepto de respuesta en frecuencia es de tal uti
lidad en los sistemas lineales, que es lógico tratar de es
tudiar las propiedades de los no lineales utilizando técni
cas análogas basadas en la extensión del concepto de Fun
ción de Transferencia a estos sistemas. Este es el princi
pio en que se basa la Función Descriptiva. 

Este método apareció, por primera vez, en los escri
tos de Theodorchick /34/ en URSS y las obras de Kochenbur-
ger / 3 5 / USA, aparte de los trabajos contemporáneos de Bla-
quibre /36/ y J. Loeb /37/ en Francia. La extensión del con 
cepto de Función de Transferencia a sistemas regidos por 
ecuaciones diferenciales no lineales está basado, como veré 
mos posteriormente, en el principio de Linealización Equiva 
lente 6 Quasi-Linealización introducido por Bogoliubov y 
Krylov /38/ para el estudio de osciladores no lineales. 

Vamos a sentar las bases de este procedimiento dicien 
do que un cuadripolo pasivo lineal transforma linealmente 
toda señal de entrada X(t) en una señal de salida Y(t), y 
esta operación es formalmente expresable por: 

Y = A°(X) ( 3 - 1 ) 

donde la operación es, en general, el resultado de una ecu_a 
ción diferencial lineal de la forma: 

d"Y d"""̂ Y d'̂ ~̂ y 
— i + a, . 7 +...+ a .Y » b^. 7 +,. .+• b .X ( 3 - 2 ) 
dt" 1 dt"-^ " ^ dt'̂ -̂  
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o 
siendo el operador A : 

n-1 n-2 

A° • f , ( 3-3) 
+ â  + ... + a 

dt"̂  1 dt"-^ 

Por otra parte, desde un punto de vista geométrico, 
podemos considerar las funciones X(t) e Y(t) como vectores 
generalizados en un espacio funcional de Hilbert, en el 
cual los vectores base son las funciones: 

exp(jwt), exp(j2wt), exp(jnwt), ... 

Si y son dos escalares cualesquiera ylc^, "3̂ ^ 
son dos vectores del espacio funcional, la transformación 
lineal anterior puede escribirse como: 

Kj.Yj - K^.Y^ - A°(Kj.X^ - K^.X^) (3-4) 

siendo Y e T_ los vectores salida asociados a X , X , y 
A(s) la Función de Transferencia asociada al operador li
neal A° : 

b .s ~ + b .s ~ + .. . + b 
Ms) . - i — . a ( 3 . 5 ) 

s + a . s + , , . + a 1 n 

La definición de operador lineal y de Función de 
Transferencia asociada no está limitada al caso de un cua-
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dripolo en el que tenemos perfectamente diferenciadas la 
entrada y la salida. Si consideramos un sistema físico regî  
do por una ecuación diferencial lineal de la forma: 

b . — + b . - 7 + ... + b .X = O ( 3 - 6 ) 
° dt" 1 dt"-^ 

siempre podemos estudiar las .propiedades del operador li
neal : 

.n n-1 
H° » b + b, - - + ... + b ( 3 - 7 ) 

° dt" ^ dt"-l 

independientemente del hecho de que nos encontremos frente 
a una ecuación diferencial de la que queremos obtener la 
solución. Análogamente al caso anterior, podemos definir 
una función: 

H(s) » b^.s" + b^.s""^ + ... + b^ ( 3 - 8 ) 

aunque ésta no sea una Función de Transferencia en el sent^; 
do habitual, puesto que la transformada de X(t) no es la sa 
lida de un cuadripolo. 

En el intento de definir Funciones de Transferencia 
que rijan el comportamiento no lineal de un problema, no se 
hará distinción entre cuadripolos y sistemas físicos regi
dos por ecuaciones diferenciales de evolución. 

III.2.- QUASI-LINEALIZACIQN 

Dada la operación no lineal N° que ejerce un sistema 
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sobre su entrada Y(t): 

Y(t) - N°(X) (3-9) 

una primera forma de atacar el problema es reemplazar dire£ 
tamente por un operador lineal y estudiar el sistema resul
tante Fig. (3-1). Obviamente, esta aproximación solo puede 

Y 

Yo 

> Y « N°(X) y / 

/ y GANANCIA NORMALIZADA 

Y 

Yo 

> Y « N°(X) y / 

/ y 

Xo X ' X 

Fig. (3-1) 

justificarse para pequeñas fluctuaciones de las variables 
alrededor de un punto de operación nominal. Cualquier res
puesta que suponga un movimiento de variables en un rango 
fuera de una linealización razonable, provocará una distor
sión importante en la salida. En este caso, pues, el siste
ma no podrá ser descrito por esta técnica, a menos que li-
nealicemos repetidamente en otros puntos de operación cerca 
nos. Esto nos conduce a la búsqueda de otros métodos que 
nos permitan el tratamiento de señales en gran amplitud. 

Estudiando la respuesta del sistema no lineal a una 
determinada señal de entrada de amplitud finita y aproximan 
do de alguna manera esta salida por medio de un operador li 
neal, no estamos linealizando su característica Y = N°(x) 
sino su comportamiento, para una excitación específica, tal 
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como se muestra en la Fig. ( 3 - 2 ) . Naturalmente, este proce
dimiento provocará diferentes operaciones quasi-lineales 

1 
Y / G 

Y = ^ ( X ) ^ 
^ ' < ^ QUASI 

UNEAU2AC10N 

1 
Y / G 

Y = ^ ( X ) ^ 

UNEAUZACION-^ 

X ' 

Fig. (3-2) 

para diferentes señales de entrada pero, sin embargo, pone 
de manifiesto la característica básica del comportamiento 
no lineal: la dependencia de la transformada con la excita
ción. 

Dado que un sistema físico está sometido en general a 
una excitación múltiple, consideramos la señal X(t) como la 
suma de cualquier número de componentes Xjĵ (t) como se mues
tra en la Fig. ( 3 - 3 ) . 

X(t)^ S.N.L Y(t) 

Fig. ( 3 - 3 ) 

La forma más general de operador quasi-lineal aproxi
mado para módulos de este tipo es un conjunto paralelo de 
filtros de forma que cada uno de ellos pase una componente 
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de entrada. Cada función X^(t) se supone estadísticamente 
estacionaria y el operador no lineal N invariante con el 
tiempo. La configuración a optimizar se muestra en la Fig. 
(3-4) donde los son las funciones peso de los filtros 
que transfieren cada entrada. 

XI (t) 
hi(t) 

X2ÜI h2(t) 

Xn(t) 
hn(t) 

Ya(t). 

Fig. (3-4) 
Una vez que se ha escogido la forma de la aproxima

ción quasi-lineal, deberemos de definir un criterio de ele£ 
ción para los h^(t). El utilizado en el presente desarrollo 
es el que se refiere al error cuadrático mínimo, es decir, 
los filtros del operador equivalente son diseñados para mi
nimizar la diferencia cuadrática media entre la salida del 
operador Y y la salida real de la no linealidad Y(t), Este 
criterio fue introducido por Booton /39-40/ para entrada 
gaussiana, y posteriormente extendido por Somerville y 
Atherton /41/ para sistemas con entrada múltiple. En cual
quier caso, el método está muy próximo a la teoría lineal 
óptima -suficientemente probada- y es totalmente universal 
puesto que es aplicable a cualquier forma de onda de entra
da. 

El cálculo estadístico de la teoría quasi-lineal ópti 
ma, desarrollada en vm Apéndice, puede resumirse de la si-

-43-



guíente forma: "La serie de filtros óptimos es aquella que 
iguala, para cada componente de entrada, la correlación en
trada-salida para la no linealidad y su aproximación". En 
el caso más restrictivo, pero no menos general, de entradas 
estadísticamente independientes, la serie óptima es la que 
iguala separadamente la correlación enti-ada-salida de cada 
filtro con la correlación entre la componente de entrada y 
la salida de la no linealidad 

h^Cu^). Gj_^(Uj-U2). du^ = Y(t).X.(t-Uj) 

i-= 1, ., n > O (3-10) 

III.3»- FUNCIÓN DESCRIPTIVA 

Hemos visto como la caracteristica quasi-linéal apro
ximada para una no linealidad con entrada múltiple está for 
mada por un conjunto de filtros de forma que cada uno de 
ellos es función no solo de la componente que transmite si
no también del resto de las mismas. Las funciones peso que 
los caracterizan definen una ganancia quasi-lineal b Fun
ción Descriptiva, 

Dado que nos interesará posteriormente el estudio del 
comportamiento no lineal de los osciladores, nos referire
mos principalmente al estudio de Funciones Descriptivas de 
entrada sinusoidal en presencia de otras posibles componen
tes. Para ello supongamos una excitación de la forma: 

X(t) = A. sin(wt + e) + X^(t) (3-11) 

donde el resto de las componentes X^(t) tiene correlación 
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nula con la sinusoide. La función de entrada se, supone de
terminista en amplitud y frecuencia, mientras que la fase G 
es una variable aleatoria con distribución uniforme en el 
intervalo (0,2'»'). La motivación de estas restricciones obe
dece, en primer lugar, al hecho de que en los sistemas en 
lazo cerrado no existe un mecanismo determinista que nos fi. 
je la fase de la sinusoide a la entrada no lineal y, en se
gundo lugar, ai método estadístico de obtención del opera
dor aproximado. Debido a estas consideraciones, la indepen
dencia estadística entre las posibles componentes sinusoida 
les en la entrada supondrá la independencia entre sus fases. 
Si existe una relación armónica entre dos ó más componentes, 
sus fases no son independientes ya que los periodos indivi
duales son cantidades medibles y, en este caso, habrá una 
relación de fase entre ambas: la Función Descriptiva depen
derá de esta relación. 

Suponiendo pues una independencia estadística, pode
mos escribir: 

G^^(u) » X^(t).X^(t-u) = X^(0).X^(u) = 

/•2T 
2̂  

2 2 A sin© sin(wu+©).d© = ^ A .eos (wu) (3-12) 

Sustituyendo en (3-iO) 
/•OO 

2 ^(u^). i A . cosíw.íUj-u^)). tiû  = 

/«OO 
2 ^ A cos(wu^) h(u2).cos(wu2).du^ + 
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J*co h(u2).sin(wu2).du^ = o 
Y(t).X^(t-u^) « Y(0).X^(-u^) = Y(0).A sin(0-wu^) 

A cos(wuj).Y(0)sin© - Asin(wu^).Y(0)cos9 > O (3-13) 

Igualando términos en sin(wu^) y cos(wUj) 

/•03 
i A h(u ) .cos(wu ) «du =sY(0)sin9 2 ¿ 2 

L (3-14) 
i Ajh(u2).sin(wu2).du2=-Y(0)cos9 

y dado que consideramos estadísticas estacionarias, el sis
tema de ecuaciones anterior tiene por solución, entre 
otras, ! 

h(u) = - Y(0)sin©.I(u) + ~ Y(0)cosQ.Í(u) (3-15) 

donde I(u) es la función impulso unidad. Cualquier otra so
lución que verifique el sistema de ecuaciones provocará la 
misma salida. Ya que la función peso de un filtro es la res 
puesta temporal a un impulso aplicado en la entrada, toman
do transformadas en ambos miembros obtendremos la Función 
de Transferencia quasi-lineal N(A,jw) de entrada sinusoidal 
en presencia de otras excitaciones no correladas: 

.2 N(A,3w) = - Y(0)sin© + jj Y(0)cos9 (3-l6) 
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donde 

y(0)cosO 

•i-fio 00 •'-oo 

p(aj,.,a^).N°(Asin0 + X^(0)).cos9. d0 

Y(0)8in0 « (3-17) 

••00 peo /«ZT 

= da Ida p(a -...,a ).N*^(AsinO + X (O)).sin©.d0 1 ] n ¿It- 1 n r 
•'-oo •'-00 •'0 

siendo a^, a^ las variables aleatorias que definen el 
resto de la entrada y p(a^,«..,a^) la Densidad de Probabili 
dad Ligada. 

Podemos comprobar que el filtro quasi-lineal que pasa 
la componente sinusoidal se comporta como una ganancia com
pleja que modifica la amplitud y fase de la entrada. Se de
muestra fácilmente que si el operador N° es estático y sim
ple valuado, no hay ambigüedad en la determinación de Y(0) 
a partir de X(0), la parte imaginaria de esta ganancia es 
nula. 

Un caso particularmente interesante en el estudio de 
osciladores no lineales ocurre cuando consideramos que la 
entrada a la no linealidad es una sinusoide pura de la for
ma : 

X(t) = Asin(wt + 0) (3-l8) 

Particularizando las ecuaciones (3-l6) y (3-17) para X^ = O 

- 4 7 -



nos resulta: 

N(A,jw) = 
•2n r2n J*2n r>2n 

N°(Asin0).sin0.de + Ó 7^ l N°(Asin9).cosG.dO (3-19) 
La analogía entre este método y el de aproximación al 

primer armónico se evidencia si desarrollamos la salida 
en serie de Fourier: 

00 
Y(A,jw) = 23 AjA,AW).sin(nt + 9^(A,jw)) 

n=l 

°(Asinwt).sinwt.dt + 

+ 1 

O 
'2?T/W 

N^(Asinwt).coswt.dt + térm, sup, = 

•'0 
°(Asinvrt) .e~''^^.dt + térm. sup, (3-20) 

Si consideramos solamente el primer armónico de la 
salida y calculamos su ganancia respecto de la entrada, ob
tenemos de nuevo ( 3 - 1 9 ) » La Función Descriptiva de entrada 
sinusoidal simple será, pues, la ganancia al armónico funda 
mental de la salida no lineal. 

Aj(A,jW) J(PJ(A,3w) 
N(A,jw) = , e 

= -j ^\ N°(Asinwt).e"'' ,dt (3-2l) 
Jo 
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Podemos interpretar geométricamente la transformación 
quasi-lineal anterior definiendo el eje del espacio vec
torial como el conjunto de funciones A.exp(jwt) donde A es 
una cantidad positiva arbitraria: 

Ej = (A sinwtj A > O) 

Debido a la existencia de armónicos en l,a salida, la trans
formada de un vector cualquiera de componentes (A, O,.,.,O) 
no pertenece al eje E^ sino que será, en general, un vector 
de n dimensiones. Concluimos entonces que la Función Des
criptiva de entrada sinusoidal pura se deduce de N° por pro 
yección sobre el eje Ej: 

N(A,jw) = Proy N° 

Análogas consideraciones pueden hacerse para la Fun
ción Descriptiva que describe el comportamiento a una entra 
da sinusoidal en presencia de otras componentes. Sin embar
go, aquí la Función de Transferencia quasi-lineal a conside 
rar es le ganancia al fundamental de una pseudo-linealidad 
calculada promediando sobre los efectos de las otras compo
nentes de entrada. 

Esto puede ponerse de manifiesto considerando dos en
tradas sinusoidales al sistema no lineal de la forma: 

X(t) = AjSÍn(Wjt + 0^) + A^siníw^t + 0^) (3-22) 

Suponiendo independencia eistadística entre ellas, po
demos particularizar las ecuaciones (3-l6) y (3-17): 
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do 

Í
2T /'2T 
dO l do ,N°(A sino + A sino ).coso 

O D o ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

NjíAj, ^2' -"^l* ̂ ^^2^ ̂  

r2n 

2 ^ 2 J 

/•2>r 
do. 

/•2n 

+ 3 

2 ^ 2 J 
dO 

dO^.N (A^sinO^ + A^sinO^). sinO^ + 

r2n 
dO^.N^ÍA^sinO^ + A2sin0).cosO^ (3-23) 

Desafortunadamente, cuando las dos sinusoides son ar
mónicamente dependientes, tal como cuando se estudia el ni
vel de armónifcos en un oscilador no lineal, no hay forma de 
aplicar las ecuaciones (3-23) con lo que tendremos que recu 
rrir a la interpretación de la Función Descriptiva como la 
relación, en amplitud y fase, entre cada componente de en
trada y la salida armónica a la misma Cr-ccuencia. 

Exist*e un método de cálculo gener-al /42-43/ que se ba 
sa en el doble desarrollo de Fourier para una función de en 
trada de la forma: 

X(t) = Aj sin(wt) + A2sin(kwt + ())) = 

= Aj sinOj^ + A^ sinO^ (3-24) 

La salida de la no linealidad puede escribirse: 
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Y(t) = N°(Aj sixiQ^ + A^sinGj) = 

m=0 n=0 

donde los coeficientes valen: 

mn - 2 2T J 

B mn „ 2 

j N ° ( A j S Í n O j 

T 
T 

j N ° ( A j S Í n 0 j 

+A2sin92).siníme^+nO^).dO^.dQ^ 

(3-26) 
+A2sin92) .cos(in9j+n92) .d9j .dO^ 

Si k es una cantidad irracional, no hay relación armó 
nica y los términos a frecuencia w son debidos a (m=l,n=0) 
y los de frecuencia kw a (m;=0,n=sl). Calculando las ganan
cias para estos casos llegamos de nuevo a las ecuaciones 
(3-23). 

Por el contrario, si k es racional, los términos a la 
frecuencia w verifican n = ( l-m)/k y los de frecuencia kw 
cumplen n = (k-m)/k. Consecuentemente podemos escribir: 

Pi(A,,A ,k,(p) 3(Pi(A,,A-,k,<])) 
Nj(A^,A2,k,9) = - i — . e 1 ^ 2 

(3-27) 

N2(Aj,A2,k,(p) 
P2(Aj,A2,k,(p) j(P2(Ai>A2,k,(])) 

siendo: 
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m 

+ B .cosíwt + •( ̂•"'"̂  <P) mn K 

(k-m) 
( 3 - 2 8 ) 

P2(A^,A2,k,(p) -Y.^^'^^-i^-'^ ^ 9) + 
m 

+ B .cos(kwt + - ^ — ^ (D) 
nm ^ k ^' 

donde observamos que las funciones de transferencia depen
den de la fase entre las sinusoides. 

Un caso especial de lo expuesto anteriormente ocurre 
cuando la amplitud de una de las sinusoides es mucho menor 
que la otra. Bajo estas condiciones, la ganancia de la no 
linealidad a la componente de entrada de pequeña amplitud 
se denomina Función Descriptiva Incremental y tiene un inte 
res particular en el estudio de la estabilidad de las osci
laciones libres y de las respuestas sincronizadas debidas a 
una inyección extema. 

Supongamos, pues, dos sinusoides de la misma frecuen
cia (perturbación síncrona): 

X(t) = A.sinwt + 5A.sin(wt + 0) S A « A (3-29) 

podemos aproximar la entrada como: 

X(t) S ( A + M.coso).sin(wt + ~ sinO) ( 3 - 3 0 ) 
A 

Si la no linealidad tiene una Función Descriptiva de 
entrada sinusoidal N ( A , W ) = U ( A,w) + 3V(A,w) y tiene deriva 
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das continuas respecto de A, la salida de la no linealidad 
puede escribirse como: 

Y(t) S (A + 5 A . C O S 0 ) 

+ (A + 5A.cose) 

¿A U(A + SA.cos9,w) .sin(wt + - 7 - sin©) 

¿A 
V(A + 5A.cos9,w).cos(wt + — sin©) 

+ 

( 3 - 3 1 ) 

desarrollando en Taylor al primer orden: 

Y(t) S A 

+ SA 

U(A,w).sinwt + V(A,w) .cosvít 

U(A,w).sin(wt + ©) + V(A,w).cos(wt + ©) + 

+ A. eos© ((^U/^A)sinwt + (av/ÓA)coswt) (3-32) 

de donde se deduce inmediatamente la ganancia a la entrada 
incremental N. (A.w,©): xs ' ' 

N,„(A,w,©) = N(A,w) +1 (aN/aA),(l + e"^^®) (3-33) is 

y de esta ecuación se desprende que, para un par de valores 
A,w dados, la Función Descriptiva Incremental describe un 
círculo tal como se muestra en la Fig. ( 3 - 5 ) . 

Supongamos ahora que la entrada incremental tiene fr^ 
cuencla diferente de.-la sinusoide principal (perturbación 
asincrona): 

i 
X(t) = A.sinwt + 5A.sin(kwt) k irracional (3-34) 
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Fig. ( 3 - 5 ) 

Se demuestra fácilmente /44/ que la Función Descriptiva In-
cremental correspondiente se escribe como: 

N^^(A,w) = N(A,w) + I ON/aA) ( 3 - 3 5 ) 

es decir, corresponde al vector que va desde el origen al 
centro del circulo de la Fig. ( 3 - 5 ) . En cualquier caso, el 
sistema no lineal bajo estas condiciones, puede representar 
se esquem.Mticamente como se muestra en la Fig. ( 3 - 6 ) 

N N 
( 

K * I K * I ^ 

Fig. ( 3 - 6 ) 
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Existen por supuesto una multitud ¡á^S-Al/ de métodos 
de solución más o menos generales, pero en todos ellos pue
de hacerse una representación matricial en nuestro espacio 
funcional escribiendo: 

= N^(w,A^,A2,...>A^,...) 

^2 ~ N2(w,Aj^,A2> • • • *A^, . . . ) 

Y ^ = N ^ ( w , A j , A 2 , . . . , A ^ , . . . ) X ^ 

o bien: 

n 

O O 

O O 

O ... O 

o . . . o 

0 0 0 N 0 
n n 

Y = N X 

donde N es el operador que transforma el vector X de compo
nentes ( X j ^ j X ^ í • • • í X ^ ) en el vector Y de componentes 
( Y j ^ , Y ^ í • • • í • • ) • 

III.4.- EXACTITUD DE LA APROXIMACIÓN 

Este tipo de quasi-linealización está siempre calcula 
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do para una forma específica de onda de entrada. Sin embar
go, en los sistemas en lazo cerrado la señal de entrada a 
la no linealidad depende de la posible excitación externa 
al sistema y de la señal realimentada por el mismo. La pre
sencia de esta realimentación complica considerablemente la 
determinación de la forma de onda que aparece a la entrada 
de la no linealidad. Aquí entramos en una contradicción ap¿ 
rente ya que el modelo linealizado depende de ciertas pro
piedades de las señales que recorren el sistema, las cuales, 
a su vez, deben de ser determinadas a partir del modelo. En 
consecuencia, la eficacia del análisis de lazos cerrados 
por medio de Funciones Descriptivas depende del acierto que 
tengamos en la elección de la forma de las señales a la en
trada no lineal. 

Si consideramos, por ejemplo, dos entradas armónicas, 
la salida no lineal tendrá, en principio, frecuencias mez
cladas. Considerando que el lazo tiene en su interior un 
elemento lineal que hace las funciones de filtro, podemos 
normalmente olvidarnos de las frecuencias suma. Las frecuen 
cias inferiores pueden resultar molestas particularmente si 
el sistema tiene resonancias sintonizadas con las mismas. 
En cualquier caso, lo normal es que sean de baja amplitud, 
sobre todo cuando la relación entre frecuencias de entrada 
es muy grande o muy pequeña. 

Afortunadamente, los sistemas de microondas trabajan 
con bandas relativamente estrechas de forma que la parte 
lineal del lazo filtra suficientemente los armónicos supe
riores. En estos casos, la suposición de una entrada a la 
no linealidad formada por una sinusoide pura, o por una 
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sinusoide más el primer armónico, es generalmente válida y 
conduce a resultados correctos. 

Otra característica importante de este método es que 
solamente responde a las preguntas precisas que se le han 
formulado, en el sentido de que no es capaz de dar explica
ción a comportamientos no previstos del sistema. Por ello, 
la Función Descriptiva de entrada sinusoidal pura no deter
mina el contenido de armónicos de un oscilador, ni revela 
la posible resonancia subarmónica o superarmónica de un os
cilador inyectado. 

La gran ventaja de este método no está en el hecho de 
que nos resuelva- el comportamiento aproximado de un sistema, 
ya que esto puede hacerse con más exactitud por simulación 
de ordenador, sino que es capaz de ayudar de forma sencilla 
en el diseño de sistemas no lineales. 
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CAPITULO IV 

OSCILACIONES SINUSOIDALES 



IV.1.- INTRODUCCIÓN 

En el capítulo anterior se ha desarrollado la forma 
general de tratamiento de una no-linealidad por medio de su 
Función Descriptiva. En este capítulo se va a aplicar este 
concepto al estudio de osciladores sinusoidales, donde apa
recerá como una generalización de los métodos de Niquist y 
Mikallov para sistemas lineales. Naturalmente, para poder 
aplicar la Función Descriptiva de entrada sinusoidal al cál̂  
culo de sistemas en bucle cerrado deberemos exigir que el 
elemento no lineal sea invariante temporal, que no se gene-
ren subarmónicos como respuesta a una excitación sinusoidal, 
y que la parte lineal del bucle filtre satisfactoriamente 
los armónicos generados. 

Consideremos, en primer lugar, un si stema lineal rea-
limen tado como el que se muestra en la Fig. (4-1) donde, c_a 
da bloque está caracterizado por un operador diferencial, 
al cual, se le puede asociar una característica de transfe
rencia 

R 
+ 

D 
X 

G(P) 

F ( p ) 

Fig. (4-1) 
función de la pulsación compleja p 

Y 

= s + jw; 

X = R + F(p).Y 

Y = G(p). X 

siendo la ecuación de realimentación 
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R. G(p) = (1 - G(p) . F(p)). Y (4-1) 

En el supuesto de que no haya excitación externa (R = 
= o ) , la ecuación característica del sistema se reduce a: 

1 - G(p). F(p) = O (4-2) 

donde la resolución de la ecuación diferencial que define 
nuestro circuito vendrá dada en función de las raices com
plejas de la ecuación característica. A cada raiz p le es-
tá asociada una solución transitoria de la forma: 

\ = Xo^. e (4-3) 

que será oscilante o no dependiendo de la naturaleza de di
cha raiz. En general escribiremos: 

s^t jWj^t 
\ - Xo^. e • ^ 

donde w es la pulsación del transitorio y s, el coeficien-
te de amortiguamiento correspondiente a esta solución. Si 
Sj^ es negativo, el amortiguamiento es positivo y la solu
ción es estable en si misma. Por el contrario, si s„ es po-

K 
sitivo, el amortiguamiento es negativo con lo que tendremos 
un transitorio inestable. Si s = O, caso puramente teórico 
en el dominio lineal, la solución Sj^(t) es o bien un térmi
no constante o bien una oscilación con amplitud invariante. 
La solución general de la ecuación (4-2) es una combinación 
lineal de estos términos transitorios. 

Cuando el sistema realimentado contiene algún término 
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no lineal, el principio de superposición no es aplicable pe 
ro acudiendo, de nuevo, a la ecuación (4—2) podemos a prio-
ri entrever dos formas de solución para X(t): régimen osci
lante y régimen no oscilante en el intervalo de observación 
(t^jt^). Si el régimen no es oscilante en este intervalo, 
como se muestra en la Fig. ( 4 - 2 ) , se le puede aproximar en 

+> 
\-/ 
X 

\ 
\ 1 

• 
\ 

\ 
\ i 

I 
\ 

N i 
i 

1 

—1—1—1_ -I 1 — 1 — 1 — 1 _ 1 — j 1 i 1 
i 

_í 1—u.-

T I E M P O 

Fig. ( 4 - 2 ) 

una vecindad suficientemente pequeña de un instante cual
quier t e (t ,t ) por una función de la forma: 

O X Zr 

X(t) = Xo. e 
:s t o con s real o ( 4 - 4 ) 

cumpliéndose que X(t^) = Xo. exp(s^t^). De la ecuación ante 
rior se deduce inmediatamente el coeficiente de amortigua
miento 

5V 
•o X(tj s = ( 4 - 5 ) 
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y podemos interpretar la aproximación lineal como la tenden 
cia del sistema no lineal en el instante t^. Análogamente, 
si X(t) es un régimen oscilante quasi-sinusoidal, Fig. ( 4 -

3) de la forma: 

X(t) = a(t). e' jwt (4-6) 

en el que la amplitud y la frecuencia son variaciones len-

+> 
w 
X 

-i 

i—i I 

TIEMPO 

Fig. (4-3) 

tas con el tiempo, podemos aproximar en los alrededores de 
un instante dado t : 

o 

a(t) = A . e o 
s t o (4-7) 

con 
a(t^) = A^. exp(s^t^), y 

w(t ) = w 0-' o 
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escribiendo la oscilación equivalente como: 

s t jw^t ^(^o^ 
X(t) = A^. e ° . e ; = (4-8) 

En consecuencia podemos decir que si suponemos una so 

lución oscilante en el bucle no lineal y una variación len
ta de amplitud y frecuencia, en los alrededores de un ins
tante dado t^ podemos aproximar la oscilación real por una 
equivalente cuyo factor de amortiguamiento coincide con la 
forma real de variación en amplitud en ese instante, y cuya 
frecuencia es la frecuencia real de oscilación en t^. Según 
esto, el régimen A^.expís^ + jwQ)t puede verse como un trari 
sitorio local en el que su forma varía lentamente con el 
tiempo, siendo el régimen verdadero una .envolvente de este 
transitorio dinámico. De esta forma hemos puesto de mani
fiesto, una vez más, la diferencia entre linealidad y no-l_i 
nealidad. En lugar de suponer un cierto número de estados 
base con el fin de obtener una representación global del 
comportamiento del sistema, deberemos de tratar estos esta
dos separadamente y obtener una representación real no por 
superposición de los estados base sino por la determinación 
de la envolvente de un estado convenientemente elegido. 

Los coeficientes de la ecuación diferencial que rige 
la evolución de un sistema lineal realimentado están gene
ralmente determinados por su estructura, es decir, por fac
tores exclusivamente geométricos. Por el contrario, si el 
bucle contiene partes no lineales, los coeficientes de la 
ecuación diferencial dependen no solo de factores geométri
cos sino también del régimen que establece, lo que es ya 
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problemático, pues, se desea establecer el régimen a partir 
de la ecuación diferencial. 

En los sistemas quasi lineales la situación no es tan 
desesperada puesto que, la dependencia entre la solución y 
la forma de la ecuación diferencial se introduce por medio 
de un cierto número de parámetros que son funciones tempor_a 
les a variación lenta y están ligados a ciertas magnitudes 
características del régimen establecido. Entonces, en una 
vecindad convenientemente escogida, a un instante cualquie
ra t^, estos parámetros pueden ser fijados, linealizando 
con ello la ecuación diferencial en cada intervalo. Natura]^ 
mente, la solución local así obtenida depende de estos para, 
metros lentamente variables, y puede ser considerada como 
una envolvente del régimen verdadero. 

Una vez que el problema ha sido expuesto de esta for
ma, está claro que el método de la Función Descriptiva pro
veerá una de las herramientas mejor adaptadas al estudio de 
sistemas realimentados quasi-lineales. El punto de partida 
será, pues, la Función Descriptiva: 

H(p, m^, m^, m^) (4-9) 

donde m^, m^ son parámetros independientes a variación 
lenta y p = s + jw la pulsación compleja. En el estudio de 
osciladores quasi sunusoidales en bucle cerrado, la función 
H será la transferencia en lazo cerrado Fig. (4-1) con R=0, 
y los parámetros a variación lenta serán la amplitud de la 
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oscilación, la frecuencia, la fase relativa a una sinusoide 
dada, etc. 

IV.2.- DIAGRAMAS DE NIQUIST-MIKAILOV; ESTABILIDAD 

En el caso lineal, el sistema realimentado es estable 
cuando todos los transitorios tienden a cero si t tiende a 
infinito, y esto ocurre siempre que la ecuación caracterís
tica tiene todas sus raices con partes reales negativas. E^ 
ta condición puede siempre ser analizada sin necesidad de 
acudir al cálculo de las raices siguiendo el método de Ni
quist, cuya teoría está basada en la respuesta frecuencial 
-lazo abierto- del sistema en régimen permanente; es decir, 
en la representación en el plano complejo del lugar (L) de 
las imágenes 

T(w) = G(w). F(w) = R(w) + jl(w) ( 4 - 1 0 ) 

cuando w toma valores desde menos infinito hasta infinito. 
Por supuesto, se sobreentiende que el sistema es estable 
con lazo abierto: no hay polos en el semiplano derecho. Las 
coordenadas cartesianas de la imagen para cada son R(w), 
I(w). El lugar (L) de esta representación puede considerar
se el transformado del eje imaginario del plano complejo 
( P ) : 

(?) : s + jw " s, w reales (4-ll) 

estando dicha transformación definida por la función analí
tica: 

T(p) = G(p). F(p) p = s + jw ( 4 - 1 2 ) 
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que establece una correspondencia entre: 

a) Los puntos (s,w) del plano (p) y los puntos 
(R(S , W), I(S , W) del plano cartesiano (C) 

(C) : R + jl R, I real 

b) Los puntos del eje imaginario (E^) (P) 

( E ^ ) : S = 0, - O O < W < O O 

y los puntos (L) del diagrama de Niquist 
(L) G (C) 

(L) : R = R(0,w) 
I = 1(0,w) 

Si ahora llamamos P¡̂  ~ + jWj^ a las raices de la ecuación 
característica ( 4 - 2 ) y r a sus puntos representativos en 
(P), la transformada ( 4 - 1 2 ) nos traslada todos estos puntos 
en un punto único Rl del plano (c) ya que de acuerdo con 
( 4 - 2 ) y ( 4 - 1 2 ) tenemos: 

1 - T(Pj^) = H(Pj^) = O 

( 4 - 1 3 ) 
R(Sj^, Wj^) + Jl(Sj^, Wj^) = 1 

de donde se deducen las coordenadas de Rl: 

R(s^, w^) = 1 

l{s^, w^) = O 

Además, la condición de función analítica para T(p) nos ase 
gura que la posición de los puntos r con relación a (E.) 

- 6 5 -



es la misma que la posición de Rl con respecto al lugar (L ) . 

Se puede deducir inmediatamente un criterio de estabilidad 
diciendo que el sistema es estable si todas las raices de 
la ecuación caracteristica tienen sus partes reales negati
vas, es decir, todos los puntos r están situados a la iz-
quierda de (E^^) para un observador que describe el eje en 
el sentido creciente de frecuencia. 

Se puede establecer que el diagrama de Niquist es una 
curva cerrada que pasa por el origen del plano complejo (C) 
para w = O y w = OD . Esta curva es la frontera de un domi-
ni o (D) e (C) cerrado y, teniendo en cuenta la forma en que 
se describe el lugar (L), el criterio de estabilidad, puede 
formularse diciendo que el bucle de reacción es estable si 
y sólo si: 

Rl (1,0) ^ (D) 

Obviamente, los argumentos desarrollados anteriormen
te permanecen válidos reemplazando la transformación T(p) 
por la función en lazo cerrado H(p) y el lugar asociado a 
esta nueva transformación se llama Hodógrafo de Mikaílov. 
Contrariamente al de Niquist, no forma curva cerrada y siem 
pre es posible asociar un diagrama de este tipo a cada ecua 
ción diferencial lineal. Nuestro propósito es extenderlo a 
Is caracterización de sistemas no lineales. 

De acuerdo con lo dicho hasta el momento, podemos 
enunciar la estabilidad sobre la base dé este nuevo diagra
ma diciendo que el bucle de reacción es estable si y sólo 
si el origen del plano (c) está situado a la izquierda del 
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hodógrafo, cuando se le recorre en el sentido creciente de 
las frecuencias. 

En el tratamiento de sistemas quasi-lineales, aplica
remos el método de la Función Descriptiva a la ecuación di
ferencial de evolución lo que nos conducirá a reemplazar la 
ecuación real, para una forma de solución elegida, por una 
localmente linealizada en la que los coeficientes sean fun
ción de unos parámetros (m , m ) lentamente variables 

1 n 
con el tiempo ( 4 - 9 ) . Para cada conjunto de valores podemos 
dibujar un diagrama de Mikailov haciendo p = jw y variando 
w en todo el eje imaginario de (P). Contrariamente al caso 
lineal, a cada ecuación de evolución no lineal deberemos de 
asociar una familia de Hodógrafos. 

Puesto que, en este capítulo tratamos con oscilacio
nes sinusoidales de sistemas no lineales en lazo cerrado co 
mo se muestra en la Fig, ( 4 - 4 ) caracterizaremos el elemento 
no lineal por su Función Descriptiva de entrada sinusoidal 
N(A,w). 

D NO-LINEAL LINEAL 

N(A,w) L(w) 

C(i) ^ 

Fig. ( 4 - 4 ) 

X = A, sin w.t 

H(A,w) = 1 + N(A,w). L(w) = O ( 4 - 1 4 ) 

Su expresión analítica, calculada en el capítulo anterior, 
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nos indica que el parámetro lentamente variable es la amplj. 
tud A de la sinusoide. Al hodógrafo que está definido por 
un valor (A_ĵ ) del parámetro se le denomina equi-amplitud y, 
si el sistema tiene ciclo limite, asistirá uno de ellos de
finido por (A^) que pase por el origen del plano (C). Por 

Di 
(O 
E 

O: 

A 4 A 3 Ap A, A2 

R e a l ( H ) 

Fig. ( 4 - 5 ) 

otro lado, a cada valor de w le corresponde un punto sobre 
cada equi-amplitud, Al lugar geométrico de estos puntos se 
le denomina equi-pulsación y existirá un hodógrafo (w^) co
rrespondiente al ciclo límite que pase por el origen. En la 
Fig. ( 4 - 5 ) se muestra un ejemplo típico de estos lugares. 
Las flechas indican el sentido creciente de frecuencias y 
amplitudes. 

La extensión del criterio de Mikailov a los sistemas 
regidos por familias de hodógrafos es inmediata. Si la equi-
amplitud (A^) es tal, que el origen del plano (c) está si
tuado a la izquierda de la misma, cuando la describimos en 
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el sentido de las frecuencias credencias,, la oscilación 
tiende a desaparecer (estabilidad local). Por el contrario, 
si el origen se encuentra a la derecha, existe una inesta
bilidad local y la amplitud de la oscilación tiende a cre
cer. De acuertio con estas consideraciones deducimos que la 
equi-amplitud (A^) de la figura corresponde a un régimen 
permanente estable: si cualquier perturbación modifica la 
amplitud A^, esta tenderá a decrecer cualquiera que sea el 
signo de la misma: ciclo limité estable. Esta discusión nos 
muestra como una estabilidad y una inestabilidad locales 
pueden conjugarse de forma que el resultado'sea un régimen 
permanente. 

Este criterio puede resumirse fácilmente escribiendo 

H(A,jw) = U(A,jw) + jV(A,jw) 

y considerando en el origen del plano complejo los vecto
res : 

X 

(O 
e 

; r " 1 
; j 

i i 

i f i 1 i 
^ i 

i i 1 
: i i ^ Wo 
1 1 Ha 
i 

•J).''^' i 
i 

• 1 • 1 . . . . > 1 1 1 1 1 l 1 1 . . • 1 -4 

R e a ] ( H ) 

1 ; 

Fig. ( 4 - 6 ) 
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Hw de componentes (Ou/^w)^, (áV/áw)^) 
(4-15) 

Ha de componentes (Ou/^A)^, (áV/óA)^) 

- derivadas parciales en el origen -

Podremos entonces decir que el régimen permanente de
finido por la equi-amplitud (A^) y la equi-pulsación (w^) 
es estable si y sólo si: 

Ha A Hw > O ( 4 - 1 6 ) 

Como hemos dicho anteriormente, la aplicación de la 
Función Descriptiva a un oscilador no lineal indica que es
tamos linealizando el sistema en cada instante de tiempo. 
La ecuación de evolución de la señal de entrada al elemento 
no lineal se escribirá como: 

x(t) - A(t). eJ("(*'-* fí*)' ( 4 - 1 7 ) 

Por otro lado sabemos que sobre cada curva equi-ampl_i 
tud (A) existe un punto que corresponde a la frecuencia na
tural de oscilación y verifica la ecuación ( 4 - I 4 ) . Al lugar 
geométrico de estos puntos se le denomina "trayectoria del 
oscilador". Se comprende inmediatamente que, si el sistema 
tiene ciclo límite, esta trayectoria pasa por el origen del 
plano en el que se tiene: 

A(t) = A^ 

w(t) = w„ x(t) = Â .ê "̂ "'̂ "̂  ( 4 - 1 8 ) o 
H(A^, dw^) = O 
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Para estudiar esta trayectoria, consideremos una osci. 
lación en la vecindad del régimen permanente definido por: 

A = A + 5A o 
P = ás + j ( w ^ + sw) = P^ + 5P (4-19) 

H(p,A) = O 

entonces, desarrollando la función H en serie de Taylor ha_s 
ta el primer orden, tenemos: 

H ( p , A ) = H ( p ^ , A ^ ) + M O H / S A ) ^ + á p ( a H / a p ) ^ = 

= H(jw^,A^) + SAihn/bA)^ + (ás+j5w)(aH/ap)^ = O 

(4-20) 

pero, por otro lado ^H/^p = -j^H/aw y H(jw^,A^) = 0. Susti
tuyendo en (4-20), tenemos: 

SH = ¿AOH/ a A ) ^ - j(5s + d ¿ w ) ( a H / a w ) ^ = O (4-2l) 

que es la ecuación de evolución del oscilador en primera 
aproximación. Separando (4-21) en partes real e imaginaria 
nos resulta: 

SA(hv/dA)^ + 5w ( a u / a w ) ^ = - S S Ov/^^Oq 

5A(av/aA)^ + ¿wOv/ a w ) ^ = 5s ( a u / a w ) ^ (4-22) 

Ahora bien, la tangente a la trayectoria está determi
nada por las partes lineales principales de los desarrollos 
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5U = (3U/3A)^. ¿ A + Ou/aw)^.¿w 

¿ V = ( a v / ^ A ) ^ . ¿ A + Ov/aw)^.áw 
(4-23) 

y puesto que Ou/3w)^ y Ov/dw)^ son las componentes de vec 
tor Hw, las ecuaciones (4-22) nos indican que la trayecto
ria en los alrededores del origen es perpendicular a la 
equi-amplitud (A ) tal como se muestra en la Fig. (4-7) 

X 

(O 
E 

M 

/o 
; / 

\ 
/ 

; 
: 
\ 

/ \ Wo 
\ SA-cO Ha 
\ 

l i l i • • • • 1 1 -1 

R e a l ( H ) 

Fig. (4-7) 
De las ecuaciones (4-22) deducimos: 

- (au/aA )^ . (au/aw)^ + (av/aA)^.(av/aw)^ 
5w = ; ; - . 5A 

Ou/aw)^ + (av/aw)^ 

(av/aA)^ . (au/aw)^ - (au/aA)^.(av/aw)^ 

(au/aw)^ + (av/aw)^ 

(4-24) 
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o bien 

Ha. Hw 

Ha A Hw ^^^^^ . M = 

Ha. Hw 

^w 

2 Hw 

"ía A Hw 
2 Hw 

5A 

¿A 

ecuaciones que expresan la perturbación sufrida, en primera 
aproximación, en la pulsación compleja cuando nos alejamos 
una pequeña cantidad ¿A del régimen permanente. Notemos 
que una perturbación ¿A no afectará a la pulsación real del 
oscilador si el ángulo entre la curva equi-pulsación y equi-

o 
amplitud en el origen es 90 . Esta propiedad es una conse
cuencia bien clara del hecho de que la trayectoria del osci. 
lador es normal a la equi-amplitud (A^) a el origen. Si la 
curva (w ) es también normal a (A ) entonces (w^) será tan-o o'̂  O 
gente en el origen a la trayectoria del oscilador. Ya que, 
por definición, la frecuencia real es constante a lo largo 
de ('W^)í la frecuencia de oscilación no será modificada en 
el primer orden de aproximación cuando la amplitud fluctué 
en los alrededores del régimen permanente. 

Por otro lado, 8S es el factor de atenuación de la am 
plitud tangente en este punto será de la forma: 

(A + áA). e 
o 

áS.t 

- 7 3 -



y para que la oscilación permanente sea estable necesitare
mos que: 

¿A > O <SS < O 

¿A < O ^ SS > O 

o bien, de (4-24): 

(au/SA)^.(av/aw)^ - ov/sa)^. ou/aw)^ > o (4-25) 

•La estabilidad del lazo realimentado de la Fig. (4-4) 
puede estudiarse alternativamente, considerando a la entra
da de la no linealidad una señal de la forma: 

X(t) = A e^^«^ + Í-A.e'^^.e^^^^o^ SA«A (4-26) o o 

Si SA y Ss son lo suficientemente pequeños, podemos esperar 
razonablemente que el sistema no lineal pueda ser caracteri 
zado por la Función Descriptiva Incremental junto con la de 
entrada sinusoidal, tal como se ha visto en el capítulo an
terior. Para que esta perturbación en la entrada permanezca 
a lo largo del tiempo, deberá de verificarse: 

H^(A^, Ss + dw^,e ) = O (4-27) 

donde es la Función Descriptiva Incremental para el lazo 
cerrado. Escribiendo su valor (3-33) y desarrollando en Tay 
lor al primer orden tenemos: 

A 
j.ásOH/aw) = OH/aA). (1 + e'^^e^ (4-28) 
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donde H(A,jw) = U + jV es la Función Descriptiva sinusoidal 
del lazo cerrado. Separando en partes real e imaginaria: 

SsOv/dw) - "Y OU/^A) ¿s(au/3w) - -f O V / A A ) 

( 4 - 2 9 ) 

de donde se deduce una ecuación de segundo grado para Ss: 

H. w + 2A . Ss o H A H a w = O ( 4 - 3 0 ) 

ecuación que tiene por solución: 

¿s = O 3 «Ss = -
H H a " w 

2 H w 

. A (4-31) 

La primera nos define el estado estacionario de oscilación, 
mientras que la segunda nos calcula el factor de amortigua
miento previsible para una entrada incremental en la no li
nealidad. Obviamente, el régimen definido por5^s = O será 
estable cuando la segunda solución tenga un valor negati
vo, lo cual, a la vista de (4-3l), solo es posible si: 

a w ( 4 - 3 2 ) 

Concluimos pues que la Función Descriptiva Incremen
tal produce idénticos resultados que el método quasi-estáti 
co desarrollado precedentemente. Podemos hacer una represen 
tación gráfica de la ecuación ( 4 - 2 8 ) sobre el diagrama de 
Mikailov tal como se muestra en la Fig, ( 4 - 8 ) . 

- 7 5 -



' IMAGINARIO 

ll^ REAL 

Fig. (4-8) 

IV.3.- OSCILACIONES TRANSITORIAS 

En los apartados precedentes se ha tratado el estudio 
y estabilidad de las oscilaciones quasi-sinusoidales en si£ 
temas no lineales en lazo cerrado. Suponiendo que el siste
ma oscilaba, permitíamos una pequeña variación en la ampli
tud con objeto de ver si la oscilación tangente asociada 
tendía a crecer o decrecer con el tiempo (transitorio lo
cal). Sin embargo, es interesante estudiar, siempre bajo el 
punto de vista de la Función Descriptiva, el comportamiento 
real del oscilador frente a esta perturbación, así como el 
transitorio que recorre antes de llegar al régimen permanen 
te. Como hemos adelantado anteriormente, el uso de la Fun
ción Descriptiva de entrada sinusoidal nos restringe el com 
portamiento oscilatorio en la entrada no lineal del lazo a 
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una variación lenta en amplitud y fase. La parte lineal del 
sistema está compuesta por operadores invariantes con el 
tiempo que son convertibles a una función de transferencia 
clásica. 

Supongamos de nuevo el lazo realimentado de la Fig. 
(4—4) y consideremos una entrada externa nula. La ecuación 
integro-diferencial que caracteriza la relación entre X e Y 
a través de la parte lineal es: 

a ^-^ +....+ a . X = -(b . Y + ...+ b — ) ( 4 - 3 3 ) n , n - o ^ o m . m' ^ ' dt dt 

Si la solución de esta ecuación es de la forma de una 
•'4 

oscilación con variación lenta en amplitud y fase: 

X(t) = A(t). e^^PÍ*) 

la relación entre X e Y puede escribirse como: 

Y(t) =N(t).X(t) ; N(t) = N( A(t ) ,9(t) ) ( 4 - 3 4 ) 

donde N(t) es la Función Descriptiva de la no linealidad. 
La sustitución de ( 4 - 3 4 ) en ( 4 - 3 3 ) implica el cálculo de 
las derivadas superiores de X y NX, Definiendo una pulsa
ción compleja como p = s + jw = Á / A + j^ podemos reescri-
bir formalmente la ecuación ( 4 - 3 3 ) como: 

a F^ + a F , + . . . + a = n n n-1 n-1 o 

- (̂ Ĝ̂  + b^G^ + ... + b G ) ( 4 - 3 5 ) o o 1 1 m m-' '̂-'̂  
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con 

3=0 
(i:3) F. 

3=0 L dt 

^i-3+1 d P F . 
dt i-3+1 J 

(i:3) = i!/(3!(i-d)!) 

El resultado es pues una ecuación en p,N y sus deriva 
das, es decir, en A,A,(|) y sus derivadas. Separando en par
tes real e imaginaria llegamos a un sistema de dos ecuacio
nes diferenciales no lineales, a partir del cual obtendre
mos A(t) y (p(t), es decir, X(t). En general no podremos ob 
tener una solución formal para las incógnitas y habrá que 
acudir a la simulación por ordenador. Notemos además que el 
cálculo posterior del resto de las variables que configuren 
el lazo nos pondrá en evidencia la variación no solo de la 
amplitud sino también de la frecuencia en los diferentes 
puntos del bucle. Afortunadamente en la mayor parte de los 
osciladores microonda, y especialmente en aquellos que po
seen un grado de estabilidad razonable, podemos despreciar 
con buena aproximación las derivadas de p y N, transforman
do así (4-35) en una ecuación algebraica cuya solución 
quasi-estática requiere una igualdad de pulsación en toda 
variable del lazo. Obviamente, si además de aplicar el cri
terio quasi-estático exigimos que la parte real de la puls^ 
ción sea nula, obtendremos una relación estática entre A y 
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w que nos define la posición estacionaria del ciclo limite. 
En cualquier caso, utilicemos la fórmula (4-35) o la aproxi 
mación quasi-estática, podemos obtener una relación entre s 
y A que nos definirá el tiempo transitorio entre dos inter
valos : 

A 
t(A) = ^ (4-36) A.s(A) 

''A(O) 

En la mayor parte de los sistemas realimentados, las 
oscilaciones transitorias que convergen en un ciclo límite 
son tales que las curvas A = sA frente a la amplitud A tie
nen una característica prácticamente lineal en un rango im
portante de amplitudes alrededor del punto de equilibrio 
A^. Si no fuese así y tratásemos con ligeras perturbaciones 
sobre el estacionario, siempre podríamos linealizar de esta 
forma. Según esto, podemos escribir: 

Á = (dÁ/dA)^ . (A-A^) 
o 

y esta ecuación diferencial de primer orden tiene una cons
tante de tiempo dada por: 

^̂ •̂  = - 131731)- - - A (ds/dA) „ (^-37) A o s=0 o 

es decir, el paso de un estado a otro del oscilador en los 
alrededores del equilibrio se hace con una velocidad dada 
por la constante de tiempo anterior. 

No debemos confundir esta trayectoria real del oscila 
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dor con la tendencia de la oscilación tangente en cada pun
to del transitorio. Para ello supongamos que el régimen es
tacionario sufre una perturbación en amplitud A. La ecua
ción ( 4 - 3 5 ) nos calcula, para este valor A^+ SA, cuánto va
le en este instante la pulsación compleja p = s + jw. La os 
cilación lineal tangente sigue, como se ha visto precedente 
mente, una ley de variación de amplitud dada por: 

A(t) = (A^ + SA), e st ( 4 - 3 8 ) 

siendo su constante de tiempo Tau: 

Tau = - s(A + SA) o 
( 4 - 3 9 ) 

y tendiendo su amplitud a cero a medida que t crece. Por 

Q. 

CE 

TIEMPO 

Fig. ( 4 - 9 ) 

otro lado, la ecuación (4-37) nos proporciona la ley real 
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de variación. Como puede apreciarse en la Fig. ( 4 - 9 ) , ambas 
leyes son diferentes, siendo ( 4 - 3 7 ) la envolvente de ( 4 - 3 9 ) 

en cada instante y tendiendo a a medida que t crece, 
siempre que el sistema sea estable. 

Recordando la ecuación ( 4 - 2 4 ) para sistemas sinusoid^ 
les en los que la Función Descriptiva depende únicamente de 
la amplitud y pulsación, y considerando la situación quasi-
estática, podemos escribir: 

Tau = 

_ 2 
H w 

H A íi 
a w 

(4-40) 

Podemos encontrarnos con sistemas en los que la apro
ximación quasi-estática no es suficiente, sobre todo en 
aquellos en los que la contribución de la derivada de la 
frecuencia es importante. En estos casos, la ecuación (4-

3 5 ) puede escribirse simbólicamente: 

H = U + jV 
U(A,s,w,w) = O 

V(A,s,w,w) = O 
( 4 - 4 1 ) 

diferenciando estas ecuaciones y despejando ds obtenemos: 

ds = 
(H^ A H ) ,Ou/aw) 

el *v 
A , ( a u / a A ) , ( H . A H ) - (au/^w). o W W H 

( 4 - 4 2 ) 

y de ( 4 - 3 7 ) : 

O u / a w ) , 
Tau = 

H 
w 7 A ^ - ( a u / a A ) . ( H^^A H^^) 

( a u / a w ) . ( H A H ^ ) 
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1 

2 H w H A H 
a w 

(du/AA )pMBI ( I I ,V A H ^ ) (4-43) 

siendo H. = ( OU/^w) , (̂ V/̂ w) ) 
La nueva constante de tiempo está formada por la com

ponente quasi estática más un segundo término independien
te, salvo derivadas en el origen, de la amplitud estaciona
ria. 

En el apartado anterior vimos la estabilidad de la s^ 
lución desde un "punto de vista exclusivamente quasi-estáti-
co, en función del producto vectorial de los vectores tan
gentes asociados a la equi-amplitud y equi-pulsación en el 
origen. Esta claro que la forma correcta de tratamiento es 
el estudio de la oscilación transitoria que resulta de una 
perturbación del equilibrio. Si la constante de tiempo (4-
43) es positiva, el ciclo limite es estable; si es negati
va, el ciclo será inestable. Desde otro punto de vista notji 
mos que un Tau positivo corresponde al caso en que la pen-
diente de A frente a A es negativa en la vecindad de A^. 
Asi, si A es mayor que A^, A es negativo y la amplitud tien 
de a decrecer hacia el estacionario, Similarmente, si 
A < A^j A > O y A crece hacia A^. El mismo razonamiento po
ne en evidencia la inestabilidad si Tau es negativo. 

Deberemos, por último, indicar que a pesar de que el 
signo de Tau es un indicador de estabilidad más eficiente 
que el criterio quasi-estático, tiene en su cálculo ciertas 
restricciones condicionadas a la anulación de las derivadas 
superiores de la pulsación compleja. 
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CAPITULO V 

INYECCIÓN Y PULLING 



VI.- INTRODUCCIÓN 

El problema de la sincronización de osciladores micr£ 
onda ha sido tratado por muchos autores / 4 8 - 7 2 / debido a su 
utilización como amplificadores síncronos, discriminadores 
FM, estabilizadores, reductores de ruido, medidores en gran 
señal, etc. además de su utilización como amplificadores a£ 
mónicos y subarmónicos. 

El propósito de este capítulo es desarrollar una for
mulación compacta, desde el punto de vista de la Función 
Descriptiva, para los problemas que plantea .̂a sincronía, 
tales como estabilidad, ancho de banda y transitorio de fa
se. En el final del capítulo se estudia, desde el mismo pun 
to de vista, la sensibilidad del oscilador frente a la car
ga (pulling), sobre la base de pequeñas perturbaciones en 
los alrededores del equilibrio. 

VI.- RANGO DE SINCRONIZACIÓN 

Para su estudio consideremos la sincronización, a tra 
vés de un circulador, de una señal microonda a una de las 
puertas de nuestro oscilador sinusoidal tal como se muestra 
en la Fig. ( 5-1-a), siendo su representación en parámetros 
discretos y diagrama de bloques esquematizados en las Fig. 
(5-l-t>) y Fig. (5-1-c) respectivamente. Suponemos la entra
da del oscilador caracterizada por su Función Descriptiva 
de entrada sinusoidal Y„(V,p) función de la amplitud y pul-
sación de la tensión aplicada en sus extremos. En presencia 
de la señal sincronizante, la ecuación frecuencial que rige 
el sistema, si hay inyección estable a la frecuencia w , es: 

e 
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OSCILADOR 

SINUSOIDAL 

OSCILADOR 

SINUSOIDAL 
V i 

r 
OSCILADOR 

SINUSOIDAL 
1 

I = 2 V + 

Pe = lel'/SY, 

Y Y N L 

Y Y N L 

Fig. ( 5 - 1-a) 

Fig. ( 5 - 1-b) 

OSCIÜVDOR 

SINUSOIDAL 

OSCIÜVDOR 

SINUSOIDAL 

j 

V 
OSCIÜVDOR 

SINUSOIDAL 

Y^(V,w) 

Fig. ( 5 - 1-c) 

con 

Hj^(V,w) = Y^(V,w) + Y^(V,w) = G(V,w) + jB(V,w) 

separando en partes real e imaginaria tenemos: 

I . eos (D = G(V ,vr ) .V 
e ^e e e e 

( 5 - 2 ) 

según esto, >dada una frecuencia w y una amplitud de inyec-
ción I , la ecuación ( 5 - 2 ) nos resuelve la amplitud V y la e e 
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fase (D de la tensión de entrada con relación a la corrien
te 

te excitadora equivalente. 

Si suponemos que la oscilación libre (l = O) está 
caracterizada por una amplitud y frecuencia dadas por la 
ecuación: 

H^.(V^,w ) = O ( 5 - 3 ) N o o 

y que la tensión y frecuencia en sincronización no difieren 
en mucho de los valores del equilibrio libre (V^^w ), pode
mos escribir en primera aproximación: 

^^^e'^^e^ " (aHj^/av)íV + O H ^ / Sw) áw ( 5 - 4 ) 

derivadas en (V ,w ) 
o o 

áV = V - V 6w = w - w e o e o 

Sustituyendo ( 5 - 4 ) en ( 5 - 1 ) : 

OH^/av) 5V + OH^/aw) ¿w = ( i y ( V ^ + ¿V)),e^'*Pe ( 5 - 5 ) 

si despreciamos en esta ecuación ¿V frente a V , estamos 
o 

considerando que el módulo de la función de transferencia 
no lineal del lazo es constante en toda la banda de sincro
nía : 

Ie/(V, + ¿V) ^ IJV^ = (5-6) 

separando ( 5 - 5 ) en partes real e imaginaria: 
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O G / ^ w ) + ( S G / S V ) ¿V = 

OB/dw) ¿w + O B / S V ) Í V = 

H 

H N 

. eos (p 

.sin (p ( 5 - 7 ) 

y despejando de estas ecuaciones ¿w y ÓV tenemos: 

¿V = H N 
(aB/dw)cos(p - (SG/dw)sin(p 

OG/av)(aB/aw) ^ (aB /av)(aG/aw) 

H N 
e"T*= A H 
H A H V w 

( 5 - 8-a) 

¿w = H N 
OG/av)sin(p^ - ( SB/av)cos(p^ 

( a G / a v ) ( a B / a w ) - OB / a v ) ( a G / a w ) 

H N H A H 
V w 

( 5 - 8-b) 

siendo H = ( ( ac /av ) , ( a f i / av ) ) 

H = ( (aG/aw ) , ( a B / aw) ) 
w 

derivadas en (V ,w ) ^ o o"̂  
( 5 - 8-c) 

A la vista de estas ecuaciones se deduce inmediatamen 
te que si la señal de inyección coincide con w , deberá de 

o 
verificarse: 

J9e 
A e = 0 tg9^ = ( a B / a v ) / ( a G / a v ) ( 5 - 9 ) 

y que no habrá variación en la amplitud, respecto a la de 
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oscilación libre V^, cuando se cumpla: 

e A H = O w tg© = O B / ^ w ) / (^G /aw) (5 -10) 

El rango completo de sinconización se calcula derivan 
do (5-8-b) respecto de (D e igualando a cero: 

d^w/d(p^ = 0 H .e = O 
v 

tg{p^ = -OG/av) / (as/av) ( 5 - 1 1 ) 

y, por consiguiente, hay dos ángulos separados por l80 que 
verifican la condición anterior. Sustituyéndolos en (5-8-b) 
nos resulta: 

¿wl = ( H. 'N H ) / (H^ . HJ 

( 5 - 1 2 ) 

• H N V ) / (H^ . ñ j ¿w2 = - ( 

y la banda de sincronización simétrica se escribirá como: 

¿wm = 2 (( K í / ("v " " k " ( 5 - 1 3 ) 

Si, por el contrario, buscamos la variación máxima en 
ud, deberi 

igualar a cero: 
amplitud, deberemos de derivar (5_8-a) con relación a (D e 

' e 

d¿V/d(p^ = O 
J(P. 

H .e = O 
w 

( 5 - 1 4 ) 

tgtp = - (aB /aw) / (ac/aw) 
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y análogamente al caso anterior, hay dos fases separadas 
180° que verifican esta condición. Sustituyendo en (5-8-a) 
tenemos: 

¿VI = -=r 
• H 

N w 
H A H V w 

¿V2 = - w| 
H 

V 
A H 

w 

H 

¿Vm = 2. -= = w 
H A » 

V w 
( 5 - 1 5 ) 

Definiendo el-factor de calidad externo del oscilador 
en la forma usual: 

•ext 2Y 
o 

( 5 - 1 6 ) 

y teniendo en cuenta que la potencia de salida en oscila
ción libre P y la potencia sincronizante P pueden relacio 

o e — 
narse por: 

.2 ,.2 P /P = l/2y , I /V = 1/2Y . e o ' o e' o ' o H N ( 5 - 1 7 ) 

podemos escribir de nuevo la banda de sincronización: 

2w 
áwm t= 

ae H 

Q ^ aw H 

ext V 
( 5 - 1 8 ) 

Obtenemos la curva de variación de ¿w como función 
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de ¿V acudiendo a las ecuaciones (5-7) y eliminando (p : 

2 2 . H 
w 

¿w + 
_ , 2 2 2 H I ¿V + 2H .H ¿váw = H„ ( 5 - 1 9 ) vi V w N 

ecuación que nos define la elipse de sincronización. Esta 
elipse se reduce a un círculo cuando el ángulo formado por 
los vectores H y H es de 90° en el origen del diagrama de V w 
Mikallov, 

Podemos hacer otra aproximación a la banda de sincro
nía mirando la perturbación desde otro punto, de vista, A la 
luz de la Fig. (5-1) observamos que el oscilador sin pertu£ 
bar es tal que = O. Si existe un O a frecuencia 
próxima a la de oscilación libre, obtendremos una variación 
en V lo que puede traducirse en una variación de la impe-
dancia de carga Y (w). El coeficiente de reflexión de la 
carga será entonces: 

por otro lado, en el plano del oscilador tenemos V ~ + 
+ ¿V, luego: 

r = V"*" / (V^ + 5V) ( 5 - 2 1 ) 

y si suponemos que el nivel de perturbación es pequeño 
(áV « V^) podemos considerar que, para una inyección de se
ñal constante en potencia, el coeficiente de reflexión de 
la carga se mantiene constante en módulo a lo largo de toda 
la banda de sincronía, con un valor dado por: 
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cte ( 5 - 2 2 ) 

y sólo permitiremos variación en la fase a medida que ha
gamos variar la frecuencia de la señal de inyección. De 
acuerdo con ( 5 - 2 0 ) , la admitancia equivalente de carga es: 

2 

1 - r- (l-r ) - j 2 r .sinG 

L 1 + r + 2r . c o s 0 

donde la variación ¿Y, = Y^ - Y = ¿G, + 3sufrida res-
L L o L L 

pecto de la carga en oscilación libre se escribe como: 

r (r + COS0) 

' \ = - 2Y^ - - ( 5 - 2 4 ) 
1 + r + 2r , c o s 0 

r .cose 
¿B. = - 2Y L o 2 

1 + r + 2r .cose 

Esta variación en la carga ha de ser de tal que se ve 
rifiquen de nuevo las condiciones de oscilación en el lazo 
realimentado: 

O = (V,w) + SY^= Hj^(V^,w^) + (aH^/av)¿V + 

+ OH^/aw)¿w + ¿G^ + jSB^ 

separando en partes real e imaginaria y despejando ¿w, áV 
tenemos: 
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O B / d V . SG^) - O G / a V . SB^) SY^^ H 
¿w = H * H H H V w V >v 

( 5 - 2 5 ) 

(^G/Sw. áB. ) - O B / S W. aG_) H A á Y 
¿V = ^ L w L 

H A H H A H 
V Vi V w 

Sustituyendo ( 5 - 2 4 ) en (5^25) llegamos a la expresión 
de variación de frecuencia y de amplitud, al primer orden, 
para el régimen' inyectado permanente: 

5w = - =• 
2Y r̂  OB/dV)(r, + cosG) - O G / Ó V ) sinG o L L 
^v 1 + r^ + 2r .cos0 

Li Lr 

(5-26-a) 

2Y r OG/^W) sine - OB/aw)(r + cosG) 
H H 2 V w 1 + r + 2r .cosG 

O bien, si llamamos ^ = 6/2: 

2Y^r^ ( a B / av)((r^ + l ) + (r^-l)tg^(p) - 2 (aG /av ) tg (p 
¿w = — ~ = — . — • 

" v ' ^ ^ w (r^^ + 1)^ + ( r ^ - l > ^ t g ^ 9 

( 5 - 2 6-b) 

2Y^r^ 2(aG/aw)tg9 - (aB /aw)((r^+l) + (r^ - l ) t g ^ 9 ) 

"w (r^+ 1)^ + (r̂  - 1) 
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si hacemos ¿w = O en estas expresiones, obtendremos 
los puntos de variación nula en frecuencia respecto de la 
oscilación libre w : 

o 

tg<p ( áw = O) 
ac/av i Y H ^ - (an/av )2 . r^ 

(aB /av)(r^- 1 ) 
(5-27) 

análogamente obtendremos los puntos de variación nula en am 
plitud haciendo áV = O en la expresión (5-26) 

tg<p ( ¿V = O) 
H 
w 

2 2 - (ae/aw) . r 
(aB/aw)(rj^- 1 ) (5-28) 

Nos interesará en este momento el cálculo de la des
viación máxima en frecuencia. Si derivamos ¿w respecto de (p 

en (5-26-b) e igualamos a cero obtendremos: 

+ 
tg(p = 

r^ + 1 - ( a B / a v ) - H 
ac/av (5-29) 

sustituyendo los dos ángulos solución en ¿ w de (5-26) nos 
resulta en una sincronización no simétrica: 

-2Y r̂  o L rĵ ( aB /av) - H 
(r^-fl).(r^-l) • . Ĥ ^ 

(5-30) 

áw2 = 
-2Y r̂  o L rj^( aB/av) + H 

(r +lj.(r - 1 ) • H ^ H 
V w 
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siendo el ancho de banda de sincronismo: 

5wm = Sw - Sw — 1 ^ 
H 

H A H ( 5 - 3 1 ) 

Podemos, por último, calcular la ecu^ición de la curva 
que nos relaciona V con w. Tomando la ecuación ( 5 — 2 5 ) , 

descomponiendo en parte real e imaginaria y manipulando el 
resultado tenemos: 

2 2 H H w V 

2 2 - -. ¿V + 2H .H SV.áw 
V w 

( 5 - 3 2 ) 

Ahora bien, por la propia definición de coeficiente de re
flexión para una admitancia de carga tenemos: 

rl = (SgI-^ SbI) / ((¿G^ + Y^)2-f .B^) ( 5 - 3 3 ) 

y sustituyendo ( 5 - 3 3 ) en ( 5 - 3 2 ) llegamos a: 

2 2 2 2 _ _ H H , SV + 2H .H . w V V w 

+ (4rf /(1-rf)) (Y^(dG/aw)áw + Y (aG /av)5V - Y^) = O 
L¡ Li o O O 

( 5 - 3 4 ) 

ecuación que representa una elipse centrada en el punto 
( SV ,áw ) de coordenadas: c c 

— 2Y r*2 
o L aB/áw áV = • „ ^ _ c ^ 2 H A H 1 - V 

- 2 Y r 2 ( 5 - 3 5 ) 

L "v ^ "w 1 - H„ , H 

- 9 3 -



V.3.- ESTABILIDAD DE LA SINCRONÍA 

Hasta el momento, hemos tratado el rango de inyección 
desde un punto de vista totalmente formal y suponiendo que 
la sincronización es estable. Sin embargo, en las proximid^ 
des del régimen estacionario podemos caracterizar la forma 
de onda de tensión en .la entrada del oscilador por: 

v(t) = V(t)e 
j(w t + <p(t)) 

( 5 - 3 6 ) 

donde, si suponemos que la amplitud y la fase son variacio
nes lentas con el tiempo, podemos considerar en primera 
aproximación que la pulsación equivalente para esta onda de 
tensión es: 

P = (v/v) + j ( w ^ + <p) ( 5 - 3 7 ) 

con lo que la ( 5 — 1 ) se nos transforma en 

jw t 
I .e 
e 

= Hj^(V,p).Ve 
j(w t + (p) 

( 5 - 3 8 ) 

desarrollando Hj^(V,p) en Taylor, al primer orden, en los al
rededores de w y sustituyendo en ( 5 - 3 8 ) tenemos después de 
separar en partes real e imaginaria: 

I cosffl e ' 
G(v,w ) - f | 2 ^ ^ l B 1 dV 
^ ' Sw dt V dt . V 

-Î siníp B (V,w ) Jl dV 
e dw dt V dt . V 

( 5 - 3 9 ) 
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ecuaciones que rigen el comportamiento dinámico, al primer 
orden, del oscilador sincronizado en su régimen transitorio. 
Naturalmente, haciendo d^/dt = dV/dT = 0, (p = (p y V = V 
llegaremos a las ecuaciones estacionarias ( 5 - 2 ) , Si nos in
teresamos por la estabilidad de la inyección, deberemos es
cribir: 

V = V + SV e 

= 9 ^ + 5 9 
(5-40) 

sustituyendo (5-40) en ( 5 - 3 9 ) tenemosi 

I^cos(9^+ 59) dSV 
dW dt V +5V dt e 

(V +5V) 

(5-41) 

-I sin (9 + ¿9) B(v + 5V,w ) + |2 ^ e ' dt 
d5V SG 1 

V +5V dt e 
(V +¿V) 

Desarrollando los términos de interés en Taylor al primer 
orden y teniendo en cuenta las ecuaciones ( 5 - 2 ) del estado 
estacionario: 

-I .á9sin9 = G(V ,w ) SV + 

dSV 
dt V +SV dt 

e 
(V +5V) 

(5-42) 
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-I . áfficos© = B(V ,w )SV + e ^ e e 

av ^ ^ dt 
bG 1 d5V 

V +SY dt e 
.(V +5V) 

desarrollando y despreciando infinitésimos de orden supe
rior tenemos: 

_ G . 

B , 
v" av 
. e 

^ a ^ ~ ^ - ^ aw d t 
e 

aw V ^dt ' aw d t 

= o 

= o 

( 5 - 4 3 ) 

- valores y derivadas en (V ^w ). 
e e 

ecuaciones que nos proporcionan los valores de perturbación 
dV,d<J) respecto del eitado estacionario sincronizado, Tenien 
do en cuenta (5-2), podemos escribir alternativamente las 
ecuaciones anteriores como: 

a v aw d t aw v d t ^ v 
e e 

I I e e = - rr- 5(p, sinffl - -— SV, eos© V ^ ^e ,2 ^e e V 

„ , ^ as d¿q) "̂ G 1 dSV ^ ̂  B 
SV = 

(5-44) 

I I 
= - -— ¿(D, cosffl H - SV, sin(p V ^ 'e ,2 '( e V e 
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Se puede conseguir una ecuación más restringida si en 
( 5 - 4 2 ) despreciamos ¿V frente a V en el miembro derecho de 
ambas ecuaciones: 

, hG dSffl , 1 dáV „ e 
dt d w V dt T V ^ <̂ 

^ ^B dáffl _ L ÓG 1 d¿V ^ e •rr; SV + -r rt + T~ Tr 71 = -GSO = - SO. eos© oV dw dt dw V dt ^ V ^ <̂ e 

( 5 - 4 5 ) 

utilizaremos ( 5 - 4 4 ) ó ( 5 - 4 5 ) dependiendo del tipo de res
tricción con el que se desee trabajar. 

Vamos a calcular las ecuaciones diferenciales para la 
amplitud y la fase para poder establecer el criterio de in
yección estable. Eliminando de ( 5 - 4 4 ) la variación de ampli 
tud 5̂ A obtendremos: 

H 
w 

2 d̂ S(p 

+ 

H . H 4- 2 
V w 

e J 
e dt 

H 
N 
V v^. 5 9 = O 

( 5 - 4 6 ) 

\ = (G,B) 

análogamente puede obtenerse la ecuación diferencial que 
rige el comportamiento de amplitud. La condición para que 
una perturbación S 9 decrezca con el tiempo se deduce facil-
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mente de (5-46) imponiendo: 

^ H ) V + 2 H„ A H > O w' e N w (5-47-a) 

+ 
H N 
V > O (5-47-b) 

ó bien, teniendo en cuenta ( 5 - 2 ) : 

H A e w > O (5-48-a) 

_ - j ( p I 
Hy. e " >0 

e 
(5-48-b) 

Análogos resultados pueden obtenerse de la ecuación 
( 5 - 4 5 ) . Eliminando la variación de amplitud ¿A obtendremos: 

H w 
2 d ¿(p + 

dt 

H 1 w 
V e dt 

(5-49) 

y la condición de estabilidad se calcula análogamente al 
caso anterior: 

(5-50-a) 

(5-50-b) 
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ó bien, sustituyendo ( 5 - 2 ) : 

e 
-30 

> O 

-J<P 
H A e w > O ( 5 - 5 1-a) 

( 5 - 5 1-b) 

Estos criterios de estabilidad deberán de ser aplica
dos a cada punto de las elipses de sincronización calcula
das en el apartado anterior. Podemos, así mismo, obtener el 
ancho de banda de inyección a partir de estás condiciones 
de estabilidad, ya que nos definen los puntos limites en la 
elipse. Para ello, suponiendo que V -V « V , escribimos al 

e o o 
primer orden: 

G(V ,w ) + j B(V ,w ) 
© 6 G C 

ao 
oV e dw e ^ e ( 5 - 5 2 ) 

SV = V - V 
e e o 

Svf = w - w 
e e o 

donde las derivadas están calculadas en (V ,w ) que no debe 
o o 

de ser muy diferente de las tomadas en (V ,w ) para tener 
compatibilidad con ( 5 - 4 7 ) . Por otro lado, si hacemos nula 
la ecuación ( 5 - 4 7-b) nos estaremos moviendo por los puntos 
del límite de la inyección estable. Sustituyendo ( 5 - 5 2 ) en 
( 5 - 4 7-b) tenemos, después de despreciar los infinitésimos 

1 
de segundo orden (o lo que es lo mismo utilizando ( 5_50-b) 
en vez de ( 5 - 4 7-b)): 

-99-



SV V w 
H. 

(5-53) 

y como los puntos de esta ecuación deben de verificar las 
condiciones (5—2), a las cuales aplicamos de nuevo ( 5 - 5 2 ) , 

obtenemos: 

(H, A íí )^ w 
H. 

(5-54) 

podemos ahora aproximar = + SV^ 2 2 
V — V lo que e o ^ 

equivale a decir que mantenemos constante, en el rango de 
inyección, el módulo de la admitancia total del circuito: 

V 

_e 
2 H , 

. 5wm (5-55) 

donde áwm es el ancho de banda de inyección. Despejando: 

5wm = 2 - T = 
. H 

V 
H A H 
V w 

(5-56) 

ecuación análoga a ( 5 - 1 3 ) . Por último, de la ecuación 
(5-47-a) se deduce, aplicando ( 5 - 5 2 ) : 

( V ^ + 2 5V^) . ( H ^ , H ^ p > O ( 5 - 5 7 ) 

que nos reproduce las condiciones de estabilidad del régi
men permanente no inyectado. 
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Podemos rehacer el cálculo de la estabilidad de la in 
yección desde otro punto de vista, considerando que la ten
sión en la entrada del oscilador es, en un instante dado, 
de la forma: 

^^^^ x<.-t v(t) = V .e ® + 5V.e*^^.e ^ 
e 

( 5 - 5 8 ) 

A esta entrada, le corresponde una Función Descriptiva In
cremental síncrona H^^ desarrollada en (3-33)» La condición 
para que esta perturbación permanezca a lo largo del tiempo 
es: 

«Nis^^e' ^*^e' ̂ ) = ° ( 5 - 5 9 ) 

ó lo que es lo mismo: 

V an 

donde hemos desarrollado en Taylor al primer orden en los 
alrededores de w . Separando en partes real e imaginaria 3 
manipulando, obtenemos la ecuación para ás: 

¿s ^ac^ 
lawi + 

+ 

'aB^ 
lawi 

2-1 
+ Ss G | 5 - B | 2 + 

V e /ac ae ae a G \ 
2 l a v aw ~ av a w 

2 2 
+ G + B + 

+ GV 1^ + BV 1̂  = O 
e av e av 

( 5 - 6 1 ) 
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La condición para que Ss decaiga con el tiempo nos devuelve 
a las ecuaciones (5-47)» Veamos ahora, desde el mismo punto 
de vista, las ecuaciones límites del oscilador inyectado b¿ 
jo perturbaciones síncronas y asincronas. Supongamos, en 
primer lugar, una perturbación síncrona en la tensión del 
oscilador: 

jw t j(w t + 6) 
v(t) = V .e ® + áV.e ® (5-62) e 

la condición de permanencia en el lazo de ésta perturbación 
esj de acuerdo con ( 3 - 3 3 ) : 

H . (V ,w ,e) = O 

es decir, 

« N < V " e ) + = ° (5-63) 

Para una (V ,w ) dado, tenemos la ecuación de un círculo en e e 
el plano de MikailovI(Fig. 3 - 5 ) . Concluimos, entonces que 
la oscilación perturbada no tendrá posibilidad de existen
cia cuando este círculo no pase por el origen del plano pa
ra este par de valores (V ,w ). 

e e 
Consideremos ahora una perturbación asincrona en la 

tensión del oscilador de la forma: 
jw t 

v(t) = V .e ^ + SV.o^''^ (5-64) 

De nuevo, de acuerdo con ( 3 - 3 5 ) , la condición de permanen
cia de esta perturbación en el lazo es: 
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es decir: 

V 
= O w ( 5 - 6 5 ) 

entonces, la ecuación anterior no se verificaría, en ningún 
caso, cuando el Hodógrafo equi-amplitud (V ) no encierre el 
origen del plano de Mikailov para w variando desde - co ha_s 
ta oo • 

V.4.- TRANSITORIO DE LA FASE 

Hemos visto en el apartado anterior que las ecuacio
nes diferenciales que gobiernan el comportamiento de un os
cilador fuera de la inyección estable, suponiendo variables 
lentas, vienen dadas por ( 5 - 3 9 ) Í cuya resolución, para unas 
condiciones iniciales dadas, requiere la utilización de mé
todos numéricos. Afortunadamente, en gran parte de los osci
ladores microonda, las variaciones de la conductancia total 
con la frecuencia y de la susceptancia total con el nivel 
de amplitud son lentas con respecto del resto de las pen
dientes, por lo que en estos casos podemos escribir: 

O av = O 

con lo que (5—39) se reduce a: 

I cos(p = /̂,r \ ^ as 1 dV 
^(^^^e^ + a^ v - ^ í 

. V ( 5 - 6 5-a) 
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-I^ sin(p = B(V,„ ) 
e ow dt 

. V (5-65-b) 

y particularizando el ancho de banda de inyección (5-^3) P^ 
ra este caso nos resulta: 

(5-66) 

Sustituyendo (5-66) en (5-65-b) y desarrollando B(V,w ) en 
e 

Taylor al primer orden alrededor de tenemos: 

d© ¿wm . 
di = - ~ ^̂ ""î  - (5-67) 

Sw = w - w e e o 

El estado estacionario (d(j)/dt) estará caracterizado por: 

sin© = -^e 
2. áw 
5wm (5-68) 

La solución a la ecuación (5-67) puede escribirse co
mo : 

áwm tg(í/2) = - -J^ + y 2 2 S\m - 4Sw e 
2 5w 

(5-69-a) 

tgh 1 2 2 5wm — 4 
e (t - ; 2 |¿w I < |5wm| e 
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tg((p/2) = - ¿wm 
2áw 

ll 
2 2 4 5w - ¿wm e 
2¿w 

(5-69-b) 

tg í 
2 2 4 áw - ¿wm e (t - t^) ; 2|W |>|iwm| 

la ecuación (5-69-a) nos proporciona la variación "bransi-bo-
ria que sufre la fase de la tensión del oscilador cuando in 
yectamos, en un instante dado t^, con una señal de frecuen
cia dentro del rango de inyección estable, con una fase 
dLnicial (j)̂ . Ya que la tangente hiperbólica varia entre -1 y 
1, concluimos que la máxima desviación de fase inicial per
misible para poder llegar al estado estacionario es: 

tg ¿(pm _ 1 2 2 áwm - 4 5w e 
2áw (5-70) 

Para un valor de ancho de banda de inyección Swm da
do, el ancho de banda de fase á(pm permitido aumenta a medi
da que la variación en frecuencia áw disminuye. La Fig, 

e 
(5-2) muestra esta variación máxima de fase en función de 
K = -2¿w / S\m, 

Observamos que si |K| toma valores próximos a la uni
dad S<pm tiende a hacerse nulo, obteniéndose la máxima des
viación á(pm —»- l80° cuando w — w , Obviamente, si desea-

' e o 
mos utilizar el oscilador inyectado como amplificador de se 
nales moduladas en fase, deberemos de tener la portadora 
cercana a la frecuencia de oscilación libre para obtener in 

-105-



Fig. (5-2) 

dices de modulación aceptables. 

Por otro lado, notemos que la velocidad de respuesta 
del transitorio será, de nuevo, función de la diferencia 
de frecuencias en inyección 5w y de la diferencia de fase 
inicial S<P = - 9Q entre el valor estacionario y el valor 
en el momento de conectar la fuente síncrona. La Fig. ( 5 - 3 ) 

nos muestra esta forma de variación para un áwm dado tomari 
do Sw como parámetro (el sentido de la flecha indica ¿w e c 
creciente) y suponiendo que en cada caso la fase inicial (p̂  

es la máxima desviación á<pm. La velocidad del transitorio 
crece a medida que la diferencial frecuencial disminuye, y 
este fenómeno puede apreciarse mejor si escribirmos 
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Fig. ( 5 - 3 ) 

(5-65-a) de la siguiente forma: 

2 ¿w + 5w . sinffl e m ' 
-\ Z 2 ¿wm + 2áw^ sin(p - ^ ¿wm - 4 ¿w^ cos(p 

cte. exp 1̂ 2 2 ¿wm — ASw e 
( 5 - 7 1 ) 

de donde podemos deducir una constante de tiempo aproxima
da : 

- 1 0 7 -



Tau = - — — (5-7 2) "I áwm2 _ 4 ̂  ¿̂ 2 

la cual, crece asint.ót.icament.e a medida que nos acercamos 
a los extremos de la banda de sincronía estable. 

En el caso particular en que 5w = O, la solución 
e 

(5-65-a) se reduce a: 

9 - t 
tg I = tg -Y e ^ (t^ = O) (5-73) 

siendo su constante de tiempo: 

2 
Tau = ( 5-74) 

Swm ^ 
La velocidad de respuesta es función del ancho de ban 

da de inyección estable y de la fase inicial con que sincr£ 
nizamos. Las Figs. (5-4) y (5-5) nos muestran un ejemplo tí 
pico de estos transitorios tomando como parámetro la fase 
inicial 9^ y el ancho de banda de sincronía respectivamen
te. Las flechas indican sentido creciente de los parámetros. 

De las figuras se desprende que el oscilador más apto 
para amplificar señales moduladas en fase es aquel que tie
ne un ancho de banda de sincronización mayor. 

Consideremos ahora el caso en que la frecuencia de in 
yección está fuera de la banda de sincronía estable. Para 
este caso, deberemos de utilizar la ecuación (5-69-b) donde 
notamos que, a diferencia del problema anterior, la varia
ción temporal del no es asintótica sino periódica debi-
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Fig. (5-4) 

Fig. ( 5 - 5 ) 
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do a la oscilación de la tangente. La forma de onda de ten
sión en el oscilador, normalizando la amplitud, es: 

v(t) = e 
j(w t + 9(t)) 

(5-75) 

llamando 

sine = - ¿wm 
2¿w 5W = - ¿w cose (-90 < e < 90)(5-76) e 

y sustituyendo en (5-69-b), tenemos: 

m 
- sinG +• cose, tg 

5W (5-77) 

Por otro lado: 

e = 
1 + tg ((p/2) ^ 
1 - dtg((p/2) 

cos(¿Wt/2) + j sin(¿Wt/2 + 6) 
cos(¿Wt/2) - j sin(¿Wt/2 + 0) (5-78) 

siendo su desarrollo de Fourier: 

n = l 

n jn(¿Wt+e) e 
(5-79) 

luego la señal en el oscilador será: 
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Jw t 
v(t) = 3 tg(e/2)e ^ + (1 - tg (e/2)). 

00 d(w t + n(5Wt + e)) 
. 5Z (J tg(e/2))"-"\e ^ (5-80) 
n=l 

A la vista del presente desarrollo observamos una com 
ponente a la frecuencia w (n = O) cuya amplitud decrece 
con la variación frecuencial ¿w . La componente n = 1 a la 

e frecuencia w + SW crece asintóticamente desde el limite e 
del rango estable, hasta un valor normalizado unidad, a me
dida que 5 w crece. Si 5 w es suficientemente grande 5W = 
= - 5w y la componente frecuencial n = 1 se reduce a w . e o 
El resto de las componentes existen a frecuencias w + n, 5W 
(n = 2, 3 ...) y sus amplitudes relativas decrecen a medida 
que aumentamos n, pasando éstas por un máximo y luego ten
diendo asintóticamente a cero a medida que la desviación en 
frecuencia crece. 

La Fig. ( 5 - 6 ) muestra un ejemplo típico de amplitudes 
relativas de las componentes n = O , 1 , 2, 3, 4 en función 
de Sw . Las Figs. ( 5 - 7 ) , ( 5 - 8 ) y (5 -9) representan las va-
riaciones relativas de las componentes a n = O , 1 , 3 respec 
tivamente, en función de S WQ Í tomando Swm como parámetro. 
(Las flechas indican sentido creciente del parámetro). 
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V.5.- S E N S I B I L I D A D FRENTE A LA CARGA ( F U L L I N G ) 

Los cambios en la razón de ondas estacionarias ó en 
la fase del circuito de carga de un oscilador pueden des
viar la frecuencia de oscilación. Este efecto se observa a 
menudo cuando el oscilador está conectado a un conmutador, 
un multiplexor, etc. En este apartado se va a calcular, des 
de el punto de vista de la Función Descriptiva, el compor
tamiento del oscilador frente a variaciones periódicas en 
el circuito de carga. 

Para simular una carga periódicamente variable acudi
remos, entre otros sistemas, a un atenuador mdb seguido de 
una sección de líuea cortocircuitada de impedancia caracte
rística idéntica a la impedancia de carga del oscilador no 
perturbado, tal como se muestra en la Fig. ( 5 - 1 0 ) 

OSCILADOR 

SINUSOIDAL 

0. 
-ti 

ATENUADOR 

Fig. ( 5 - 1 0 ) 

La nueva admitancia de carga Y vista en el plano de 
salida es: 

1 - r* 
Y = Y — _ L o 1 + r rr- = Y 

1 - r - j2r sin(p 
Li Íj 

o 2 1 + r - 2r cos(p 
L Li 

( 5 - 8 1 ) 

donde: 

" L = - " L - ^ 

-j2e 
m - 1 0 log r^ ; (p = 26 
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La variación sufrida en la admitancia de carga ~ ^ 
+ j B es: 

1̂  

2r (cos(p - r ) 

1 + r - 2r cos(p 
u la 

( 5 - 8 2 ) 

¿B, =-Y L o 
2r sinip L 

1 + r - 2r cos<p 

y ya que r = (S-1)/(S"M) siendo S la razón de ondas esta-
cionarias de la carga, podemos escribir: 

(S^ - 1 ) cos(p - (S - 1 ) ^ 

(S + 1 ) - (S - 1 ) cos(p 

5B. =-Y (S -l)sin(p 
° (S^+1) - (S^ - 1 ) cosffl 

( 5 - 8 3 ) 

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (5-

25) que nos definen el nuevo estudio de equilibrio perturba 
do; obtenemos: 

2Y 
^^o av 
V w 

(S^-l)cos<p - (S -1 ) ,^ + 11 .(S^-Dsinf 

(S^+1) - (S^-l)cos9 

-2Y 

V w 

|2.(s'-I)sin,f + | 2 
( 5 - 8 4 ) 

(S^-l)cos<I) - (S-1)^ 

(S + 1 ) - (S -l)cos(j) 
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ecuaciones que, combinadas en ( 5 - 3 3 ) y ( 5 - 3 4 ) , nos definen 
una elipse de pulling en el plano (áV,5w): 

2 „.2 
SV + H w 

^ áw^ + H^.H^ ¿iV. 5w + 
( 5 - 8 5 ) 

^ ^ 1̂  ISjll! ,v + Y 1̂  ^ .w - Ŷ ^ = O o dV S o dw S o S 

con centro en: 

Y ( S - 1 ) . o^ ^ dB/dw 
2S H A H V w 

( 5 - 8 6 ) 

2S A \ 

Para el cálculo de los puntos importantes de la elip
se, es conveniente escribir 5w y ¿V de ( 5 - 8 4 ) en función de 
tgf : 

5w = =7 
2Y^ • (S-l)(l-Stg^e) ||.(l-S^ ) tg9 

«V ^ "w 2 2 
1 + s t g e 

( 5 - 8 7 ) 

5V = = 2 2 
1 + s t g e 

siendo: 
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(s-i)(i-stg e) 
2 2 

1 + s tg e 

Y^(i-s )tge 

(5-88) 

2 2 
1 + s tg e 

Los puntos de desviación nula de frecuencia se calculan ha
ciendo ¿w = O en (5-87) lo que implica: 

tge( 5w=0) 
2S ^ 

av 

(5-89) 

Análogamente, los puntos de variación nula de amplitud se 
calculan de ( 5 - 8 7 ) : 

tge ( S V = 0 ) == 

^ 3 1 ^ 
ow 

(5-90) 

La variación máxima de frecuencia que se puede conse
guir para un valor determinado de razón de ondas estaciona
rias se deduce derivando Sw de (5-87) respecto de 0 e igua
lando a cero: 

tge d¿w 
de 

H V 

av 
( 5 - 9 1 ) 
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y sustituyendo esta expresión de tgG en ( 5 - 8 ? ) tenemos las 
dos frecuencias extremas: 

5 w , 2S 

Y^(S-l) 
2S aB" 

- V w 

H + 
-̂  2 

H, av 

+ s av, 

A H 
V w 

( 5 - 9 2 ) 

de donde se deduce el ancho de banda del pulling: 

5wm = - áw„ = 
H 

/ 
( 5 - 9 3 ) 

La variación máxima de amplitud Vm se calculará anál¿ 
gamente haciendo nula la derecha de ¿V respecto de (p e igu_a 
lando a cero: 

ag + 
aw ~ H w 

^ * a 
( 5 - 9 4 ) 

w 

y sustituyendo en la expresión de V obtenemos los dos pun
tos extrémales de amplitud: 

Y^(S-l) H 
w 

as" 
aw \dwy 

2 

2S H 
w 

aBi 
aw_ (H ^ H ) 
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sv. 2S 
H w ow. 
H w + 1̂  

ow 

+ S ac 
)w 

H H ̂
<l 

de donde se deduce la variación máxima en amplitud; 

H w 
H w 

(5-96) 

En lo visto hasta el momento, hemos calculado matemá
ticamente los puntos sobre la elipse de pulling. Realmente, 
la estabilidad de estos puntos dependerá en gran parte del 
método de medida, pudiendo ocurrir que solamente una parte 
de la elipse sea estable. 
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