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PROBLEMAS DE CONTORNO 
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1.- PROBLEMAS DE CONTORNO 

Numerosas situaciones en la Ingeniería, y en particular en 

el Análisis de las Estructuras, pueden ser adecuadamente descritas 

mediante un modelo matemático que conduce a la resolución de un 

problema de contorno. Este se define, como la búsqueda de una fun

ción u, escalar o vectorial, de la variable x (normalmente de 

dimensión 1, 2 ó 3) que satisface las condiciones: 

A(u) = £ para x e Q 

(1.1) 
B(u) = O para x e T 

siendo ^ y r el dominio y su frontera respectivamente, donde se 

plantea el problema. A y B constituyen operadores diferenciales de 

orden 2m y rango k, donde k < 2m, que es la definición de 

operadores elípticos. 

Existen numerosas técnicas de resolución del problema 

(1.1); a saber: 

(1) Solución exacta o analítica, que consiste en deducir la función 

u que satisface exactamente la ecuación (1.1). Esta solución, 

denominada clásica, s<51o es posible obtenerla en situaciones 

muy simples de contorno y operadores diferenciales. 

(2) Solución en desarrollo en serie, que se caracteriza por obtener 

una solución en serie, que término a término satisface alguna 

de las ecuaciones diferenciales (1.1) y cuya suma en el limite 

cumple todas ellas. 
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2 . - CONSIDERACIONES PREVIAS A LA RESOLUCIÓN POR DESARROLLO EN 

SERIES 

Con objeto de precisar las técnicas actuales de resolución 

indirecta de problemas de contorno, conviene introducir los 

siguientes conceptos. 

Dado un sistema de vectores completo / ¿ 2 ' • • • ' in ' * • * 

en un espacio de Hilbert, H, siempre se puede encontrar una descom

posición del vector u e H tal que: 

^ 1 X 

Se llamará H^^ a un espacio de Hillert en el que sus fun

ciones tienen derivada de norma finita hasta la de orden 2 m , donde 

se considera norma de orden 2m para un vector u(x) la siguiente ex

presión: 

^ l l 2 m 
/{(u^"'(x))^+...+ (u' (x))^+ (u(x))^}dx 

1 
2 

Por otra parte H^"^ se llamará al subespacio de H^"^ que 

además cumple las condiciones de contorno B{u) = 0. 

El sistema (1.1) puede formular como sigue, con £ función 

de X pero no de la incógnita u: 

Ĵ, w ^ < . ^1 (H) = P en n 
(1.1a) 

B(u) = O en r 
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Si a £ se le exige que sea de norma de orden " O " finita, se tiene 

que (1.1a) expresa una aplicación del espacio H^^ en H*̂  . 

Cuando se cumple que ( !u_l 12^, ^ C ' J Ü ¡o ' puede demostrar 

que existe solución y es única. De esta forma se puede buscar una 

solución,del tipo: 

u = i : a. d . (1.2) - 1 ~i - 1 

Generalmente no se suele hallar la solución del desarrollo 

infinito,sino una suma parcial de varias funciones solamente: 

u^N) = Y a, (1.3) 

En definitiva lo que se quiere encontrar es una solución 

aproximada en el subespa'cio S^ t H^^, es decir la proyección, 
c c 

respecto al producto escalar interno, de la solución exacta u en el 

subespacio Ŝ '̂  que se representará por u^^^ . (Figura 1.1). 

Si el problema se plantea en una forma más débil (plan

teamiento variacional), la solución aproximada solo ha de tener 

derivadas finitas hasta la de orden m, y cumplir únicamente las con

diciones esenciales' de contorno. Esta solución ha de estar con-

tenida en el espacio HI,,que es más amplio que el H , pues este 

último, además de exigir condiciones de derivada finita hasta el or

den 2m, ha de cumplir también las condiciones naturales de contor

no. Hay que añadir que la solución en que hace minima la 

variación (suma de infinitas funciones), cumple también las con-
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diciones naturales. De esta forma se amplía el campo de elección de 

posibles soluciones, que,por otra parte,suelen ser más parecidas al 

problema fisico original. 
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3.- MÉTODOS DE DESARROLLO EN SERIE PARA LA RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES ELÍPTICAS 

3.1.- Identificación 

El sistema de ecuaciones diferenciales: 

A, (u) = £ en ü 
^ (1.1a) 

B(u) = £ en r 

se puede descomponer como sigue: 

(u) = £ en n 

(u) = £ en (condiciones esenciales de contomo) 

B 2 (u) = £ en T2 (condiciones naturales de contomo) 

Esta resolución aproximada consiste en encontrar una función 

solución del tipo: 

H = £ £i ii (1-2) 1 ^ 

donde son funciones con las siguientes características: 

a) ortogonales 

b) cumplen las condiciones de.contorno B(u) = 0. o parte de 

ellas. 

Y, aáemásf el sistema ae funciones es: 

a) completo 
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b) linealmente independiente. 

Los coeficientes â ^ son desconocidos y pueden ser de dos 

tipos: 

a) constantes, en el caso de que las cumplan todas las c.c. 

(Solución tipo Navier). 

b) funciones, si las no cumplen todas las c.c. (las suelen 

cumplir en una dirección solamente. Solución tipo Levy). 

El problema se concreta en hallar los coeficientes a^ 

Para ello se sigue el proceso siguiente: 

1) Se desarrolla el término independiente del sistema (1.1a): 

P = 2 b. i- (1.5) 
1 ^ 

2) Con los desarrollos (1.2) y (1.5) se entra en (1.4): 

A. ( I a. é.) = X b i- (1.6) 
- 1 1 - 1 - 1 1 1 1 

3) Se identifican los coeficientes en (1.6), obteniéndose' los 

buscados, bien por simple resolución de un sistema de 

coeficientes constantes (Navier) o de un sistema de 

ecuaciones diferenciales de menor numero de variables (Levy), 

que da una convergencia más rápida, ya que en una de las direc

ciones no se desarrolla,sino que se toma el resultado ya in

tegrado. 
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Para poder efectuar la identificación entre los miembros de 

(1.6), las funciones derivadas de £^ (en el grado indicado en ) 

han de coincidir con las mismas . 

En general las autofunciones del problema: 

A^ (u) = Au 
(1.1b) 

B(u) = O -

constituyen una base adecuada de funciones . En casos par

ticulares de flexión de placas, las funciones trigonométricas 

(senos, cosenos) o bien las funciones de Rayleigh se utilizan con 

frecuencia. 

Se puede simplificar el problema si se conoce bien la in

terpretación física del fenómeno y se eliminan términos del sistema 

de ecuaciones diferenciales que no desvirtúen demasiado la 

solución del problema. 

3.2.- MÉTODOS INTEGRALES 

Para plantear estos métodos hay que utilizar el concepto de 

producto escalar de dos funciones u y v en el espacio H^^ con 
n5/109 

dominio de definición fi. Este producto se define como sigue: 

u V dfi 

Como el sistema de ecuaciones (1.1a) ha de cumplirse en 

todos los puntos del dominio n, se puede obligar igualmente a: 
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para todo v e en Í2, siendo: 

A^(u)\ / b ^ ( u ) 

A(u) =1 ^(H) )- ; B(u) = ( ^2ÍH) I ; V = 

o lo que es lo mismo 

v"̂  A(u^^^)dn + /j, £^B(u^^^)dr = o (1.8) 

para todo v e en Í2 y v e H2 en r*. 

Lo que en realidad se está haciendo es distribuir el error 

a lo largo del dominio dando un peso distinto a cada zona por medio 

de V. 

El tipo de funciones que se pueden utilizar para definir v 

y u han de ser tales que se puedan efectuar las integrales. 

Asi si el orden de derivación en (1.8) es 2m, se necesitarán para u 

unas funciones de prueba que sean continuas hasta,el orden 2m-l, es 

decir, C^^""^ . De esta forma se evitan términos que hagan infinito 

algún término del integrando. 

Este método obliga a que el error de la solución aproximada 

(1.3) sea ortogonal al espacio de funciones v. Según sean la dimen

sión y las características del espacio de funciones v,variará el 

error cometido con la solución (1.3). A fin de cuentas se está 

realizando una ponderación de residuos; de ahi que al procedimiento 

Mu^^^)dn= (v^A^(u^ ^ ) ) + V 2 A 2(u^^^ + ...)dfi = 0 
(1.7) 

fr v'^'B(u^^^)díí= (v^B^(u^^^)+V2B2(u^^^) + ...)dr =0 . 
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se le llame' "método de los residuos ponderados". 

Obligar a que un residuo o error sea ortogonal a un 

espacio, es que lo sea a cada una de las funciones de una base de 

ese espacio. Según sean el espacio y la base escogidos^se tiene una 

de las variantes del método de los residuos ponderados. 

El error representa en el campo estructural^una diferencia 

de equilibrio, si el problema está planteado en movimientos,y una 

incompatibilidad de movimientos si está planteado" en fuerzas. 

Teniendo en cuenta este concepto, las funciones de peso v 

han de ser^para cada caso^duales del tipo de error que se tenga. Un 

método que plantee errores en fuerzas -diferencia de equilibrio-

utilizará como funciones v movimientos eficaces con las fuerzas 

consideradas. Si el método plantea una diferencia cinemática, las 

funciones pesantes deben de ser esfuerzos eficaces con los 

desplazamientos que se han tenido en cuenta. 

El cumplimiento del sistema (1.1a) implica la verificación 

de (1.8). Sin embargo, el reciproco necesita para ser cierto la im

posición de determinadas condiciones sobre el espacio de funciones 

V. Es decir, todas las soluciones fuertes son soluciones débiles, 

pero no al revés. A la solución integral se le llama solución débil, 

ya que no se tienen en cuenta posibles conjuntos de puntos de 

medida nula. 
Si en la ecuación (1.8) se efectúa una integración por par

tes, se obtiene: 

C(v)'^ D(u)dfi + /p E(v)'^ F(u)dr = O (1.9) 

para todo v e en n, v e H2 en f2 y u e H. 
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El orden de derivación de los operadores C, D, E y F de 

(1.9) es menor que el de A y B en (1.8). En el planteamiento (1.9) 

se necesita una continuidad menor en las funciones u y en con

trapartida un orden de continuidad mayor en las funciones v y v. Es 

decir, y H2 son ahora más restringidos, mientras que H lo está 

menos. La expresión (1.9) impone menos restricciones que la (1.8) 

y la (1.1a), y es también una forma débil del problema. 

Una expresión del tipo (1.9) se puede conseguir siempre si 

en el sistema (1.1a) se cumplen las condiciones siguientes: 

A^ es un operador lineal definido en un conjunto denso M de 
m 

un espacio complejo de Hilbert H . 

tiene definido un producto interno o escalar (u,v) donde u, 

V c h" .̂ 

Aj^ es positivo, y por lo tanto simétrico si (Aj_ u, u) es real y 

mayor que cero para toda u e M distinta de 0. 

A^ cumple las condiciones de contorno, que se consideran 

homogéneas. 

Con estos supuestos el sistema (1.1a) tiene solución y es 

única. Esta solución minimiza el funcional siguiente: 

Tr(u) = (Ai-u,u) - (u.,£) - (E,u) = 
(1.9a) 

= (A^ u,u) - 2Rg(u,p) 

Si las condiciones de contorno no fueran homogéneas, el funcional 
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it(u) se debe modificar convenientemente. 

Este funcional convenientemente integrado por partes 

lleva a un planteamiento tipo (1.9): 

^i^ü) ^^Q^i^ i ) " ^ Ei^ü^ ii^Í^I^i^H)«^r (1.9b) 

Si se vuelve a integrar por partes la expresión (1.9) 

queda: 

]¿ A(v)dSÍ + /j, G(u) S(v)dr -

- -^-^ G(v)dr + v"̂  B(u)dr = o 
(1.10) 

para todo v e en n y v e H en r siendo A un operador lineal. 

En este tipo de formulación se ha trasladado el sistema de 

ecuaciones diferenciales a las funciones de peso. 

Al resolver las ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.10) se pueden 

eliminar algunos de sus términos para simplificar el problema. Esto 

se consigue imponiendo condiciones a las funciones de peso v, v o a 

las de aproximación (1.2). Según sean las condiciones exigidas 

los términos eliminados cambian y los métodos de resolución reciben 

distinto nombre: 
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u(^) = 1 a, 

(1.11) 
1 

B(¿_^) = 0̂  para todo 

Las distintas variantes aparecen según sean las funciones 

de peso utilizadas en (1.8). 

v^ A(u(N))díí B(u^Nhdr = O (1.8) 

para todo v e en y v E H2 en r. 

a) Colocación por puntos. Las funciones de peso son deltas de 
Dirac .. 

1) Métodos de la integral de dominio. 

2) Métodos de la integral de contorno. 

3.2.1.- Métodos de la integral de dominio 

Este tipo de planteamiento corresponde a lo que en el 

cálculo de estructuras se llama soluciones en desplazamientos o 

métodos de equilibrio. 

La solución u se desarrolla en serie de funciones que 

cumplan las condiciones de contorno: 
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y una s o l u c i ó n d e l t i p o : 

donde Fj^j) = O V 

l a e c u a c i ó n ( 1 . 9 ) queda r e d u c i d a a: 

C(V)'^ D(u^^hdS2 = O ( 1 . 1 3 ) 

6) Formulación v a r i a c i o n a l . Método de R a y l e i g h - R i t z 

P a r t i e n d o de ( 1 . 1 3 ) , para l a s f u n c i o n e s v se puede u t i l i z a r 

c u a l q u i e r c o n j u n t o que sea admit ido por ( 1 . 1 3 ) . Se s u e l e 

emplear un método de G a l e r k i n e s d e c i r , l a s f u n c i o n e s v son 

l a s de ( 1 . 1 2 ) . 

b) C o l o c a c i ó n por subdominios. Las func iones de peso v a l e n 1 en 

e l subdominio y c e r o en l o s demás. 

G a l e r k i n . Recordando (1 .11)^ l a s f u n c i o n e s v y y son l a s 

d) Mínimos c u a d r a d o s . Se c o n s i d e r a n como f u n c i o n e s de peso 

A i , donde A e s e l operador usado en ( 1 . 8 ) . 

S i se p a r t e de l a • f o r m u l a c i ó n ( 1 . 9 ) : 

C(v)'^ D(u)dn + /pE(v) '^ F(u)dr = O ( 1 .9) 

para todo v e Ĥ ^ en fi, v e H2 en r y u e H. 
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(N) ^ 

Bj (¿^) = 0 pero no y ^ 
^ (1.14) 

es decir , se cumplen solo algunas condiciones de contorno, y 

los coeficientes a^ son funciones. 

Se aplica con esta solución un método de los anteriores en el 

dominio y, además, se exige que las funciones a^ sean tales 

que se cumplan las condiciones de contorno. 

g) Formulación discretizada. Elementos finitos. 

Hasta ahora la serie de funciones de los desarrollos 

(1.11), (1.12) y (1.14) se extiende a todo el dominio. Se 

puede considerar el dominio subdividido en elementos, sobre 

los cuales se define la serie de funciones En estas fun

ciones se suelen considerar como parámetros los grados de 

libertad que intervienen en el fenómeno que se estudia. 

f) Métodos de Kantarovich. 

El problema se resuelve por pasos. Recordando (1.7) la fun

ción solución se desarrolla en serie de funciones que cumplen 

las condiciones siguientes: 

N 
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F¡̂U/̂ a 1.2. 

Se impone a los parámetros a^ de la frontera del dominio 

que satisfagan las condiciones de contorno, y se determinan los a^ 

restantes de las formas indicadas anteriormente. La única diferen

cia es que la integral se puede efectuar como suma de integrales a 

lo largo de los subdominios. 

M 
/_ dn = Y. U ¿" (1.15) 

Para que esta integral se pueda evaluar, la función com

puesta por los trozos ya indicados ha de cumplir las condiciones de 

continuidad que ya se han explicado anteriormente. 
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Como solamente tienen relación entré si los grados de 

libertad que están conectados por medio de algün elemento, la 

matriz del sistema que resuelve el problema es una matriz en banda 

(Figura 1.5), siempre que la numeración se haga congruentemente. 

X X x\o 0 

x̂  .X X X x\ 0 
V 

X V X 
\ 

X x \ 
0 

\ 
\ 

X X X X X x̂  
0 X X X \ X 
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X X 

0 0. X X X^v X 
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X 

V 0 0 0 X X 
N 

o 
o 
o 

Mfluttia, compfebt' 
o 0 \ \ 

X 
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X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

o 

X 

X 

X 

X 

X 

o 
o 

X 

X 

X 

X 

o 
o 
o/ 

HoXxÁz en BORTIDO/ 
F í ^ a t c i / 1 . 5 

Esta formulación en banda permite almacenar menor numero de 

datos, utilizando para la resolución de este sistema de ecuaciones 

lineales, técnicas especificas. 
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donde ^ es solución particular de (u)=£ y las funciones son 

El método de los elementos finitos tiene gran analogía con 

las técnicas matriciales de cálculo de estructuras de barras. En 

realidad este método fue introducido en el ámbito de la ingeniería, 

como una extensión natural de los procedimientos existentes del 

cálculo matricial de estructuras. Asi se planteó en el trabajo 

pionero de Turner, Clough, Martin y Topp (1956) sobre el método de 

los elementos finitos, que se mostró como un procedimiento eficaz 

para la obtención de rigideces:de elementos distintos a las barras, 

es decir, con más de dos nudos. 

3.2.2.- Métodos de la integral de contorno 

Dentro de este tipo de planteamiento se pueden señalar dos 

formas de aplicación: 

a) las funciones aproximadas cumplen la ecuación diferencial. 

b) las funciones de peso cumplen la ecuación diferencial. 

En ambos casos son procedimientos que se plantean en fuer

zas, también llamados métodos de compatibilidad. 

3.2.2.1.- Las funciones aproximadas cumplen la ecuación diferen

cial. 

Se considera el siguiente tipo de solución aproximada del 

sistema (1.8): 

N 
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soluciones de la ecuación homogénea (u) - 9. - ^ ± ^ las 

cumplen las condiciones de contorno. 

La ecuación (1.8) queda reducida a: 

B(u^^^)dr = O (1.17) 

A las funciones de ponderación no se les impone ninguna 

condición y por tanto se pueden elegir unas cualesquiera que per

mitan la integración. 

Si el sistema (1.1a) se representa como sigue: 

A^ (u) = £ -en ü 

(1.1b) 
B'(u) = £ en r 

lo que hay que pesar es el residuo en el contorno: B(u) =B'(u)-£. 

Según se tomen las funciones de peso se tienen distintas 

variantes del método. 

a) Colocación por puntos en el contorno. 

b) Colocación por subdominios en el contorno. 

c) Galerkin en el contorno. 

d) Mínimos cuadrados en el contorno. 

Volviendo a considerar la ecuación (1.9): 
;j^C(v)^D(u)dí2 + /pE(v)^F(u)dr = O (1.9) 
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(N) 
para todo v e en , v e H2 en-F y u e H, si se hace u = u' = 

N 
+2 —i ^i , donde si D(u) es equivalente a (u) = p^, 

cumple = 21. Y todas las satisfacen que (i.-¡_)'=0. 
El problema queda reducido a: 

E(v)'^ F(ü^^^)dr = O (1.19) 

Utilizando esta expresión se tiene el planteamientos 

siguiente: 

e) forma variacional del problema. 

Según sea el tipo de funciones v se tendrá un tipo de 

solución de las más arriba definidas. 

3 . 2 . 2 . 2 . - Las funciones de peso cumplen la ecuación diferencial. 

Si se parte de la ecuación (1.9) de nuevo de tal forma 

que siendo C(v) = C J L ( v ) + £2 cumple: 

£i(io^ + £ 2 = ^ 

Y los b pueden estar prefijados, entonces (1.9) queda 

reducida a: 

/j, E(v^^^) F(u)dr = O (1.21) 

Partiendo de la ecuación (1.10): 

/ĵ u'̂ A(v)dí2 + ;pG(u)'^s (v)dr - /j,s (u)^G(v)dr + / j,v'̂ B (u) dr = O (1.10) 
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para todo v e H ^ e n f i y , v e ^2611 r y u e H . 

Y con unas funciones pesantes del tipo; 

V = i = v ^ N ) ^ ^ ( N ) = + I b . ¿ . (1.22) 

Cumpliendo las las restricciones siguientes: 

(A(v) = A^(v) +£) 

A^(<)>0) + P = O 

Â (<í.̂ ) = 0 i (i = l,N) 

donde los pueden determinarse a priori. 

De esta forma (1.10) queda reducida a: 

/j, G(ü)^ s(V^^^)dr - s(ü)'^ G ( £ ^ ^ ^ d r + 

T 
+ v^^^ B(Ü)dr.= O (1.23) 

Si la función pesante es una solución fundamental aplicada 

al contornease tiene: 

y entonces la ecuación (1.10) se reduce a: 

u^ + /j, G(ü)^ s(v^^^)dr - s(ü)'^ G(v^^^)dr + 

+ /j. £(N)T B(ü)dr = O (1.24) 
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Para resolver (1.17), (1.19), (1.21), (1.23) y (1.24) se 

utiliza cualquiera de los métodos anteriores. 

a) Formulación discretizada en el contorno. (Elementos de con

torno ) . 

Como en el caso del método de los elementos finitos y dado 

que las funciones solución u pueden ser cualesquiera que permitan 

las integrales de (1.21), (1.23) y (1.24), se pueden emplear fun

ciones a trozos que dependan de los grados de libertad de la fun

ción en el contorno. 
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Dominio \ 
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Rejones 
&aíttkin 
Mínimos 
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MEC 

VaAíojcional 

Cotococion 
Reglones 
Gâ tlcin 
Mínimos 
Cuadrados 
MEC 

Taita. 1.1 
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a(u,u) = /qH^A^^H.)^^ = '^^i^H '̂H > (1.25) 

A medida que va aumentando el numero de funciones (ver 

1.3) se va aumentando la base del subespacio Sg, y se obtiene una 

secuencia de soluciones aproximadas, para cada una de las cuales el 

error es ortogonal a la base de funciones. Si la base de funciones 

linealmente independiente, tiende a infinito el error es ortogonal 

a todas las funciones, luego tiende a 0. 

La convergencia en la energía no implica la convergencia en 

la media o norma, ni la convergencia en cada punto. 

En el caso en que el operador A sea positivo e inferior-

mente acotado, la convergencia en la energía implica la convergen

cia en la media. 

<A^in^^^-n),iu^-n)>. C^ (| |u ̂ N) j ̂  2 ^^^26) 

e > <A, (u.^N^-u),{u^N^-u)> 

4.- c a r a c t e r í s t i c a s d e l método de l o s elementos f i n i t o s 

El método de los elementos finitos representa una técnica de 

discretizacién bien fundamentada en la literatura. Aquí solo se co

mentan algunos aspectos de interés en el desarrollo de la familia de 

elementos simples C^, en particular los referentes a convergencia. 

4.1.- Convergencia de los métodos de Ritz y Galerkin 

La convergencia en estos métodos corresponde a una conver

gencia en energía:" 
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de donde: 

(N) u -u (1.27) 

Para asegurar la convergencia en la energía, es decir que 

la serie de funciones en al aumentar su número tienda a la 

solución exacta, se han de verificar las siguientes condiciones: 

1.- Continuidad: si el problema que se está tratando es de orden 

"m", la continuidad a exigir entre dos elementos, a lo largo 

del lado común es "m-1", es decir, las funciones han de ser 

de clase c"̂"-"". 

2.-Compl'eción. El subespacio generado por las debe de ser com 

pleto respecto a la energía. Esto quiere decir que cualquier -

función admisible' puede ser representada con un 

error (en la energía) tan pequeño como se quiera, con una di^ 

visión de elementos suficientemente fina. O lo que es lo mis^ 

mo, todos los estados uniformes de la función u y de las deri^ 

vadas parciales de u hasta el orden máximo "m" que aparecen en 

el problema deben de estar contenidos en la aproximación u^^l 

En el caso de polinomios, esta condición se traduce en que u^^^ 

contenga en su desarrollo un polinomio completo de grado "m". 

Estas condiciones se suelen llamar de deformación nula y de 

formación constante, pues estos estados deben de estar recogidos en 

el desarrollo u . 

Existen dos técnicas para alcanzar la convergencia. 
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a) Subdivisión del dominio en particiones que contienen a las 

anteriores (Refinamiento de malla). 

b) Incremento del grado de la expresión polinómica (Familia de 

elementos). 

4.2.- Ventajas del método de los Elementos Finitos 

La gran dificultad de los métodos no discretizados consiste 

en hallar las funciones (ver 1.3) que cumplan las condiciones de 

contorno. Estas condiciones son fáciles de satisfacer en el caso 

de los elementos finitos. Algunos de los grados de libertad co

rrespondientes al contorno son valores especificados. A estos 

parámetros se les da, antes de resolver el sistema, el valor 

prefijado que tengan. • 

Además se amplia la forma de aumentar la aproximación de la 

solución. Como en los métodos no discretizados se puede ampliar el 

numero de funciones básicas aproximantes, añadiendo más 

grados de libertad al elemento en uno de los sentidos siguientes: 

-más nudos (Figura 1.7a). 

-nudos con mayor número de grados de libertad. (Figura 1.7b) 

Pero/ por otra parte,se puede aumentar el número de gdl, 

acrecentando la subdivisión uniformemente, en el sentido siguiente: 

a) Todo punto del continuo puede ser contenido en un elemento 

arbitrariamente pequeño. 
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a) 

Fi^atOL. 1 . 7 

b) Todas las mallas sucesivas están contenidas en las an

teriores, excepto donde sea necesario adaptarse a un contor

no curvo. 

c) La fórmula inicial de interpolación en un elemento no se 

modifica durante la subdivisión del elemento. 

Es de destacar que los parámetros que se hallan en la dis-
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cretización de la ecuación diferencial tienen un significado 

físico. 

a) 
SI 

F i a a t O / 1 . 8 

NO 

'3' 
La obtención de una matriz en banda es muy importante 

desde el punto de vista de la resolución numérica del sistema de 

ecuaciones. Por una parteóla matriz en banda ocupa menos memoria 

que una matriz llena o completa, y^ por otra^ el numero de 

operaciones necesarias para resolver el sistema puede ser con

siderablemente menor. Si n es el número de ecuaciones y m el se-

miancho de banda, el número de operaciones para'resolver el sis-
2 

tema es n m / 2 , mientras que para una matriz completa de la misma 

magnitud es n'^/G. En la mayor parte de los casos prácticos este 

número es considerablemente mayor que el anterior. Es, por esto, 

muy importante tener en cuenta la numeración de los nudos. Normal

mente, para obtener una numeración óptima o casi óptima basta la 

intuición y el buen sentido del analista, pero para casos difíciles 

o críticos existen algoritmos mediante los cuales el propio or
denador puede cambiar, optimizándola, una numeración arbitraria. 
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4.3.- Errores en el método de los elementos finitos 

Si no se considera la variable tiempo los errores se pueden 

agrupar en cuatro tipos: 

-de discretizacion. 

-de integración numérica. 

-de idealización. 

-de redondeo. 

a) Errores de discretizacion 

Estos errores dependen de: 

-forma de los elementos. 

-tipo de funciones de interpolación, 

-numero y tamaño de los elementos. 

-método de búsqueda de los coeficientes de las funciones 

aproximantes 

b) Errores de integración numérica. 

Este tipo de errores se comete al no calcular las in

tegrales exactamente. 

c) Errores de idealización. 

Estos errores aparecen si no es posible representar exac

tamente el contorno del dominio ( D . Hay una parte del recinto de 



- 32 -

integración Sü (Figura 1.9) que no se tiene en cuenta, 

/// = SSl 

Estos errores se cometen también al representar las cargas 

que actúan sobre un elemento mediante fuerzas en los nudos según 

los grados de libertad en ellos considerados (Figura 1.10). 

Catgo, acttuxnte Catgct c L p t o K i m o J o / 

R^uta 1 . 1 0 
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d) Errores de redondeo. 

Se deben a que el computador solo puede considerar un número 

limitado de cifras para cada variable. 

A continuación^ se comentan algunas de las características de 

los errores anteriores. 

4.3.1.- Errores de discretización 

Bajo ciertas condiciones, se puede demostrar que el error de 

interpolación es del orden del error de aproximación a la solución 

real. 

Se llamará "h^" a la mayor diagonal o al mayor lado del ele 

mentó "e". Se define "hg" como el diámetro más grande del círculo 

que puede inscribirse en el elemento "e". 

"h" y "p" son respectivamente los valores máximos y mínimo de 

y P considerando todos los elementos de la malla, e e • 

Se definen además dos parámetros a y y: 

o = - (1.28) 
P 

Si Y = 1 quiere decir que es igual para todos los elementos 

y el mallado se llama "uniforme"; si se efectúa un refinamiento del 

mallado y existe una constante OQ>0 tal que para una secuencia de ma 

lias se verifica q O ^ O Q , es decir, que está acotada la relación en

tre la máxima diagonal y el mínimo diámetro, el mallado se llama 

"cuasi-uniforme". 
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Si cada nudo del mallado amplio es también nudo del mallado fi_ 
no y existe una constante p tal que -í̂v para cada elemento, el 
refinamiento del mallado se dice "regular". 

Con estas premisas y para funciones u(x) con suficiente grado de 
derivabilidad, aproximadas mediante un subespacio de elementos fini
tos' S^, con funciones básicas capaces de representar exactamente cual_ 
quier polinomio de grado K, puede demostrarse que se verifica: 

k+1 
D^{u(x)-ü^(x) < C^2-g- . max D^'^^uíx)!! (1.30) max 

siendo C una constante y ü^(x) la función aproximada. 

De la expresión (1.30) se deduce que^^si se refina la discretiza 

ción disminuyendo p pero sin variar h, la aproximación no sólo no 

mejora,sino que empeora. Asimismo se deduce la conveniencia de uti

lizar elementos triangulares y cuadriláteros que sean lo más pare

cidos posible, respectivamente, a un triángulo equilátero y a un cua 

drado.. 

Para mallados regulares o cuasi-uniformes p está acotado en fun 

ción de h y la expresión (1.30) puede expresarse como: 

max] |D^(u(x)-ü^(x) | J C h^"*"^"^. max |1D^'^^u(x) | | (1.31) 

De la expresiones (1.30) y (1.31) se deduce que el error aumen 

ta con el valor de "s", es decir, que es mayor en las derivadas de 

orden superior que en la función y en las primeras derivadas: La úl 

tima derivada para la que se puede garantizar la convergencia es la 

de orden "k", en la que el error varía con la primera potencia de h. 
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4.3.2.- Errores de integración numérica 

Se ha comprobado experimentalmente que la utilización de un 

menor numero de puntos de integración ocasiona un "debilitamiento" 

del carácter positivo definido de la matriz a invertir, 

produciéndose un error de signo contrario al de discretizacióny.aun 

que asi se obtienen resultados m.ás aproximados a la solución exacta, sin 

embargo, se pierde el carácter monotónico de la convergencia. 

El orden de integración minimo será aquél que conserve la 

convergencia. Para ello se ha de poder reproducir cualquier valor 

constante arbitrario de las derivadas máximas que aparezcan. Ha de 

ser posible integrar exactamente el volumen del elemento. 

4.3.3.- Errores de idealización 

Como se ha dicho^ se ocasionan al aproximar el contorno del 

dominio y las propias condiciones de contorno. 

Según las estimaciones de Strang y Fix se puede decir: 

1.- Para polinomios de interpolación de grado uno el error de 

idealización es del mismo orden que el de discretización. 

2.- Para polinomios de orden superior a uno, el orden del error 

de idealización es mayor en el caso de usar elementos de 

lados rectos que no se acoplen al recinto: sin embargo, es

tos errores de idealización son de orden superior al de dis

cretización en el caso de elementos isoparamétricos. 

3.- Si para la representación de las condiciones naturales de 
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contorno no homogéneas se utilizan funciones de inter

polación del mismo orden que en los elementos del dominio, 

se producen errores de orden superior al de discretización. 

4.3.4.- Errores de redondeo 

Los errores hasta ahora estudiados pueden hacerse tan 

pequeños como se quiera refinando la discretización. Sin embargo, 

los errores de redondeo dependen de una potencia negativa de "h", 

lo que implica que aumentan al disminuir el tamaño de los elementos 

(cuando disminuyen los demás errores). 

En general, los errores de redondeo no suelen ser sig

nificativos, pero hay casos en los que la información que más in

teresa está en las ultimas cifras que no se consideran. 

Hay dos casos en que el error de redondeo puede tener impor 

tancia: 

a) Cálculo de las tensiones a partir de los desplazamientos, si 

la componente de movimiento de sólido rígido es mucho mayor 

que la,del desplazamiento relativo de los nudos entre sirque 

es el que produce las deformaciones y tensiones. Esta 

diferencia se puede dar por varias causas, como, por ejemplo, 

que se tenga una estructura rígida unida a un soporte 

flexible o que los elementos sean muy pequeños y, por lo tan

to, de gran rigidez. 

b) Resolución del sistema de ecuaciones lineales en la que el 

error depende del numero de operaciones que se hacen sobre 
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los mismos datos y de la especial sensibilidad que la matriz 

pueda tener. El numero de operaciones es proporcional al 

cubo de ecuaciones y la sensibilidad depende del parámetro 

llamado "condición numérica", que es igual al cociente entre 

el valor propio más grande y el más pequeño de la matriz. A 

veces se observa el valor del cociente entre el máximo y el 

mínimo pivotes de la eliminación Gaussiano, que es un sis-

.'tema bastante conservador. 

En general^ si el operador diferencial es positivo definido 

e inferiormente acotado, el problema suele estar bien condicionado. 

Además, el Método de los Elementos Pinitos se caracteriza 

por la estabilidad numérica o buen condicionamiento de las 

ecuaciones que produce. 

En elementos triangulares la condición numérica se 

deteriora mucho más.con los ángulos pequeños que con las diferen

cias de tamaño entre elementos. 

Como la condición numérica no depende del grado de los 

polinomios es de aconsejar que los elementos sean grandes y ricos 

(más grados de libertad) ya que asi además se obtienen pequeños erro 

res de discretización. 

5.- CLASES DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN CON ELEMENTOS DE CONTINUI-

DAD C-^ 

En los problemas de clase c'' lo que se impone es que la 

función u y su derivada normal al lado Ou/3n) se encuentren 
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unívocamente especificadas a lo largo de" los lados comunes a dos 
elementos. 

En la figura (1.11)^ y para el caso monodimensional^ se 

presentan algunos casos de continuidad. 

(I) CU) 

ft') Wo V>â  oontinaidUui/ 

O Continaiclcul '̂""".̂  
Fijuta 1 . 1 1 

b) ContinaídUut 





C A P I T U L O 2 

PROBLEMA C-^. F L E X I Ó N 

DE PLACAS DELGADAS . 
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2.- PROBLEMA C^^. FLEXIÓN DE PLACAS DELGADAS 

2.1.- Modelo de placa delgada 

Aquí sólo se presentan las ecuaciones finales en 
función de la elástica tü. La deducción e hipótesis ini
ciales se hacen en el apéndice 1. 

Las expresiones de los momentos y cortantes por 
unidad de longitud son: 

"^11 ~ ^ "^'22^ 

- "^('^'22''*' ^ "^'ll^ (2.1) 

m^2 = ™21 -D(l-v) ü), 

E h ^ 
D = rr- siendo h el espesor de la placa. 

12(l-v'^) 

^1 = + ü),^22^ ^2 
(2.2) 

^2 = •^('^'222 '"'112^ " ^1 

Las reacciones de Kirchoff son: 

^1 = ^1 "^12,2 

^2 = ^2 + ^21,1 

La ecuación diferencial de la placa es; 

'"'1111 ^ '"'1122 "'2222 ~ "D" ^^'^^ 
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2.2.- Formulación en elementos finitos de la placa 

2.2.1.- Planteamiento general 

Se utiliza la notación y criterio de signos indica 
dos en la figura 2.1. 

•Z -2 '2 

a ) Foê aAS ÉusEocto/S b) F a < t a a , s m¿sica>s c ) Dts^í&zú,m¡en\bs 

1^ + ^^ 

( "•11 

"̂ 12 

d) Esf aê2o en »6emento dli|cteno¡aE (i« pSoxux 

F / g i O O . 2 . 1 
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En un problema estructural se tiene el siguiente e£ 
quema de dependencia: 

E\aerzas nodales (P^) •*• Fuerzas actuantes (P,b) 

-> Tensiones . (a) -v Deformaciones (E) ->• (2.4) 

•> Movimientos (u) Grados de libertad (û ) 

Con la notación usada en la figura 2.1, se tiene: 

-vector de campo u 0) 

6. 

-vector deformación e = K 11 
K 22 
K 12 

con 

las curvaturas. 

-vector de tensiones o = m 11 
m 22 
m 12 

-vectores de fuerzas P = 

M, 

, b = ÍÜ 

ex 

ey 

Hay que considerar además las condiciones de contor 
T 

no, tanto esenciales: = (05,6^^, 6^) , como naturales 
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P„ = (P i^'e.^r'B..) , donde n y t indican,respectivamente,las —-s üj on o u . ' 
direcciones normal y tangente.: Puede haber 
también un estado de defoannación inicial e-= (K-, ,K~- ,K,, ) 

— U X i p ¿¿Q X ^ Q 

2.2.2.- Relaciones entre las distintas magnitudes 

Como ya se ha indicado anteriormente el vector de 
campo ti) se pone en función de los grados de libertad de • 
los nudos: 

a = ¿ u^ (2.5) 

En el caso de no considerarse la deformación por cor 
tante'(Hipótesis de' Kirchoff) se tiene: 

u = 

(2.6) 

3^2 

3x^3X2 

C 2 . 7 ) 

La ecuación constitutiva de la placa es: 

(2.8) 

donde D es la matriz de elasticidad del material, que en el 
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caso de una placa isótropa tiene por expresión: 

D = 
12(l-v^) 

1 

V 

V 

1 

o 

O 

1-y 

(2.9) 

con h espesor de la placa, E módulo de Elasticidad y v el 
coeficiente' de Poisson. 

Finalmente la relación entre las fuerzas P y las 
tensiones £ se hace imponiendo el equilibrio. Para esto se 
suele aplicar el teorema de los trabajos virtuales, quedan 
do una fórmula del tipo (1.9) . 

Utilizando las relaciones anteriores se llega a una 
relación entre fuerzas nodales y desplazamientos en los nu 
dos: 

u = 

e =-

8cü 
9X^ 

3ü) 
'ax. 

.2 
d W 

3X? 
2 

9X? 

9Xĵ 9X2 

^i 

| ¿ u. 
9 x 2 _i 

9X, ^i 

92 

9X 

2 ,i 
9 i> 

9XÍ 

9^ 
9Xj^9X2 

Hi = B u.. 

(2.10) 

(2.11) 
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Grados de lüiertad (û ) 

Movimientos (u) 

Deformaciones (e) 

I 
Tensiones (a) 

tt¡ = ^ u. 

e = -
2 

9 u 
9x, 

2 
9 u 
9 x : 

9^0) 
9x^9X2 

a = D(£-eQ) o = D { B ^ li- - E Q ) 

Equilibrio ( T ^ 
rema de los tra 
bajos virtuales) 

//^(óe*)*^ £ dA = 

= /;^ (óu*)-" b dA + 

+ //^ (óu*)-" P dA + 

+ /^(6u*)^Pg dS 

Fuerzas actuantes (P,b) 

Funciones de Forma 

Fuerzas consistentes en 
los nudos (Pĵ ) 
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£ = D £ = D (2.12) 

Si 6u* = Oü)*, 36* , 3 6* )'^ es un vector de despla 
zamientos virtuales^ se puede escribir: 

//^(6£*)'^ £ d A = //^(6u*)^ b dA + 

(2.13) 
+ ;;^(6u*)^ P dA + ((> (6u*)^ P dS 

A. 
^1 

donde A es el dominio y A^ la parte del contorno que tiene 
impuestas condiciones naturales. 

En la figura 2.3 se hace un resumen de lo anterior. 

Si en (2.13) se sustituyen las igualdades (2.10), 
(2.11) y (2.12)/ y los distintos elementos considerados 
tienen un dominio ^.^(A^ e A) , se obtiene la expresión si 
guíente: 

(2.14) 

- (i^)^ b - ( / ) ^ P}dA - / i^^)"^ P^ dS} = 0 
^1 ^i 

Y como los Au^ son arbitrarios se ha de cumplir que 
su cofactor ha de ser nulo de donde se obtiene: 

K u = P (2.15) 

1=1 •'"^A.^^^ £ £ (2.16) 
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mi 
u = (2.17) 

P = ff^^ ( (B^) ̂  D + (4-̂ ) b + (̂z"-) P)dA + 

+ ^ (lí)̂ )̂  P dS (2.18) 
A, A, 

siendo £ una suma booleana. 

En la expresión (2.15) se imponen las condiciones 
de contorno especificadas. 

2.3.- Elementos conformes en problemas de clase C"̂ . 
Teorías de obtención. Estado del arte 

Si las funciones de interpolación cumplen las exi
gencias de continuidad para que se puedan calcular las inte 
grales de las ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.10) se tienen ele 
mentes conformes. 

Sin embargo/ se han usado mucho elementos no confor 
mes en la resolución de problemas C"'". Se debe principalmen
te a la simplicidad de obtención de estos elementos y a la 
necesidad de no imponer demasiada continuidad entre 
ellos/ y, en particular, cuando solo se quieren utilizar las 
variables básicas estrictas del problema. En el caso de un 
problema C"̂  estas variables son la función y sus derivadas 
primeras. (Figura 2^). 

Hay que tener en cuenta que esta técnica ha produ 
cido muy buenos resultados computacionales en algunos ca
sos, incluso mejores que la de elementos conformes. 
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Foncion dk. campo 

F i g a t c L 2.k.- VaúoiEes básicos esWicUs (^,U J ' ) en el 
coso monocUmensional 

Para problemas C se "han seguido diversos caminos 
de resolución mediante elementos conformes. Aquí se va a re 
sumir en cinco grandes grupos: 

1.- Inmersión en un problema C°. 
2.- Multiplicadores de Lagrange 
3.- Utilización de funciones racionales. 
4.- Hiperelementos. 
5.- Funciones a trozos. 

2.3.1- Inmersión en un problema C° 

Esta técnica consiste en rebajar la hipótesis de 
Kirchoff e incluir la deformación por cortante en la ener 
gía de deformación del elemento. Para ello se .^consideran 
independientes las deformaciones de flexión y cortante (e^^, 
02 / ot^, 02) . 

La expresión de la energía potencial total en es 
te caso es: 

V = i//^ D e dA + i// G K ( ¿ ^ - e ) ̂  dA + 
^ —" — ^ oXjĵ  X2 

+ | / / G K ^ ( ^ - ) ^ dA - //^ ü3_ b dA (2.19) 
2 ^ 
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o que desarrollada es: 

+ ^2^jÍ^ " 6X2) ̂ }dA - //^ to b dA (2.19a) 

donde G = 2{l+v) transversal de cortante) y y 
son los factores de corrección del cortante. 

En el caso da placa isótropa se tiene: 

„v,3 3exT ^ sex. 9 e x , , 
V = //-{ (-r-i) - 2v -r-i -g-^ + 

24(l-v ) ^ ^^2 "̂ 2̂ ^^1 

(2.19b) 

este último caso, por ser más fácil el ra2o>ÍA-
miento, la ecuación (2.19b) se reduce a: 

(a^k^ = a 2 k 2)u + P = O (2.20) 
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Si la placa es de espesor pequeño, << 02 Y 

ecuación queda reducida a: 

k 2 u = -P / a 2 ( 2 . 2 1 ) 

02 niuy grande (rigidez a esfuerzo cortante), queda: 

k 2 u = O ( 2 . 2 1 a ) 

ecuación que tiene la solución trivial u = 0̂/ a no ser- que 
la matriz K2 sea singular. Este problema es el que ha dado 
en llamarse "Hourglass" y presenta dificultades/espe
cialmente en el caso que se está estudiando de placas del 
gadas. 

Esta objeción se puede obviar haciendo que la ma 
triz K 2 sea singular, de forma que el sistema ( 2 . 2 1 a ) tenga 
solución. Para ello se emplea la integración numérica re
ducida selectiva. Es decir, se utilizan menos puntos de 
integración que el número de variables independientes de 
forma que los coeficientes de K 2 sean dependientes y la 
matriz sea singular. 

Si lo que se resuelve es el sistema ( 2 . 2 0 ) , enton 
ees la matriz se halla con el número adecuado de pun
tos de integración y K 2 mediante integración reducida. 

Lo que se consigue de esta forma es dar mayor pe 
so a la matriz K^. de rigidez a flexión, que es lo que o-
curre en realidad para placas delgadas, y se evita,así,la 
sobrevaloración del esfueí«o cortante, que produce una so-
brerigidez ('locking effect). 

Si se define aspecto de un elemento a la razón en 
tre lado mayor del elemento y el espesor de la losa, para 
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estar seguros de que este .método es efectivo hay que deter 
minar experimentalmente el valor del aspecto límite para el 
computador que se esté utilizando; es decir, el valor a par 
tir del cual la integral de la energía de deformación por 
cortante/evaluada con un solo punto de Gauss, enmascara no 
obstante,a la de flexión. 

La sencillez y eficacia computacional de esta técn¿ 
ca es muy grande, por lo que se utiliza con gran profusión. 

Otra forma de evitar el problema que aparece en las 
placas delgadas es utilizar la hipótesis de Kirchoff discre 
ta. Esta técnica desarrollada por Fried ( 1 9 7 3 ) entre otros, 
consiste en introducir la condición de deformación de cortan 
te nula- en una serie de puntos del contorno del elemento. De 
esta forma se consigue que queden relacionadas la flecha (ÜJ) , 
y los giros ( 9 „ ,e ) . 

^ 1 ^ 2 

El método es efectivo, pero la programación en com
putador puede ser complicada. 

2 . 3 . 2 . - Multiplicadores de Lagrange 

Como se ve en el resumen de la figura 2 . 3 , los movi 
mientos im), deformaciones (e) y tensiones (£) están relacio 
nados por ecuaciones que se introducen en la expresión del -
teorema de los trabajos virtuales ( 2 . 1 3 ) . 

e = u^ ( 2 . 1 1 ) 

° = - E Q ) ( 2 . 8 ) 

ffj.iSs*)'^ o dh = //_ CSu*)"^ b dA + / (6u*)^ P dS 

( 2 . 1 3 ) 
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En la ecuación (2.13) se introducen además las con 
diciones de contorno u) = aj, que se representarán por: 

u = Ug en A 2 e A (2.22) 

Si en vez de incluir en (2.13) las relaciones (2.11) 
(2.8) y (2.22)/ se tratan como un problema de mínimos condi
cionados de (2.13), se tendrá: 

//^(6£*^) a dA - //^ (óu*)"^ b dA -

(6u*)^ dS + //^ U - u.^)dA + 

A 2 

(2.23) 

Donde, ahora,£, £ y u varían independientemente. Es 

te planteamiento evita el tener que imponer a (2.13) condi
ciones que a veces son difíciles de expresar, como sucede en 
un planteamiento en fuerzas del problema, que resulta^así^ 
en general,más sencillo. 

Según el tipo de variables que se consideren inde
pendientes, dónde se consideren independientes (dominio o 
contornos de elementos), y las integraciones por partes que 
se realicen, se tiene un planteamiento distinto del funcio
nal (2.23), pero aquí no se va a indicar. 

De todas formas, para que el problema no caiga den 
tro del problema C''' en (2.23)/ habrá que integrar por partes 
aquellas integrales que contengan derivadas de orden supe
rior al primero: 

•^^A^^ " (2.24) 
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2.3.3.- Utilización de polinomios con continuidad C 

59 

Según demostraron Irons y Drapper, no se pueden con 
seguir elementos simples triangulares o cuadrangulares cu
yas funciones de forma sean un único polinomio en todo su do 
minio y que cumplan la continuidad C^. Esta demostración se 
basa en que la segunda derivada cruzada no coincide según to 
das las direcciones, lo que implica que la función no sea un 
polinomio. (Figura 2.5). 

F o n c i o p 
Ccomo tnfnimo 

01. 

sobift d Eai<? p&m 
oue hotíct continui- )1 tu i m í"») 
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Para seguir utilizando polinomios, hay que conseguir 
que esa derivada segunda cruzada sea constante (hiperelemen
tos) , o considerar elementos simples añadiendo funciones ra 
cionales que hacen variar radialmente esa derivada, o to
mar funciones a trozos. (Figura 2.6). 

en Los vétticcs 

S O L U C I O N E S 

H I P E R E L E M E N T O S 

C O N S T A N T E 

F U N C I O N E S 
A T R O Z O S 

C O N S T A N T E 
P O R 

R E G I O N E S 

F U N C I O N E S R A C I O N A L E S 

R A D I A L 

2.3.4. Utilizacién; de funciones racionales 

Para la explicación se considerará el caso de pol¿ 
nomios de tercer grado. 

Según se puede ver en la figura 2.5, para un poli
nomio de tercer grado la función está definida para elemen
tos simples. La función derivada normal, que será de segundo 
grado, necesita para su definición tres coeficientes y solo 
se tienen dos; las derivadas normales en los vértices. 
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La función: 

L^L2L3(1 + L^) 
^1 ^ (L,+L^){L,+L,) (2.25) 

tiene la propiedad de ser cero su valor y el de la derivada 
normal a lo largo de los lados (1-2) y (1-3). Sin embargo, 
en el tercer lado (2-3) el valor de la función es cero y • 
la pendiente normal tiene una variación parabólica. (Figura 
2.7). 

Si al polinomio de tercer grado se la añaden las 
funciones: 

Fígaro. 2.7 

L.^ I^l L3(l +Lj^) 
(2.26) 

_ .L2 L^(l + L 2 ) 
^2 = ( L 2 + L 3 ) ( L 2 + L^) (2.27) 

£-5 = 
L 3 L^ L^ ( 1 . > . L 3 ) 

( L 3 ( L 3 + L 2 ) (2.28) 
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se pueden fijar los valores de la derivada normal en todos 
los lados y obtener así un elemento conforme. El valor de 
la derivada normal se suele precisar en el centro de cada 
lado, dando lugar a un nudo con un grado de libertad. (Fi
gura 2.8). 

3 

Pígu/ta 2.8 
La función'Z^^ en cada vértice varía según la direc 

ción de aproximación. 

El mismo razonamiento se puede seguir para funcio
nes de forma que contengan polinomios completos de orden ma 
yor al tercero. 

2.3.5.- Hiperéleinentos 

Este tipo de solución consiste en considerar en ca 
da nudo más grados de libertad en los vértices, fijando un 
valor constante para la derivada cruzada Z . En este caso 
se consigue continuidad C mediante polinomios completos. 
Estos elementos que son de gran complejidad, una vez resuel_ 
tos son muy manejables y de gran precisión. Tienen la posi
bilidad de formar familias jerárquicas que pasen gradualmen 
te de unos elementos a otros con suave incremento de los 
grados de libertad, lo que asegura un comportamiento más pa 
recido al real. Un estudio muy detallado sobre estos elemen 
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3 ( 0 , 0 , 1 ) 

TIPO rr 

0 u). u;x.̂ .̂̂ x..̂ íí'**''ĉ '̂ 'c«.̂ â n̂*̂ .̂ 3!i>« 

0 W , U í j ( , W ^ 

Figatcu 2 . 1 0 

2.3.6.- Funciones a trozos 

Esta solución aborda el problema de la variación de 
en los vértices, tomando en ellos distintos polinomios. 

Se divide el elemento en tres subelementos o triángulos par
ciales (Figura 2.10), al introducir un nuevo nudo interior 
coincidente por simplicidad con el c. d. g.| 

En esencia lo que se hace es crear una función de 
forma para cada subelemento. Se ponen tantos gdl en el lado 
externo de forma que haya continuidad C^. Se eliminan los 
grados de libertad internos imponiendo por lo menos continui 
dad C''' entre los subelementos. 
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• Vert íc€5 

S Sui)elementos 

Rgu/tO/ 2 . 1 1 

2.4.- Crítica 

2.4.1.- Inmersión en un problema C° 

Ya se ha. indicado eL problema, del .HQxirgiaas- y ^ 
forma de evitarlo. 

Aunque los puntos de integración son menos en la 
matriz de rigidez a cortante, hay que señalar la necesi
dad de una gran división para obtener buenos resultados. 

Para casos de placas de muy pequeño espesor se dan 
problemas de mal condicionamiento de las matrices. Para sa
ber si se va a dar o no dicho mal condicionamiento hay que. 
atender al aspecto de los elementos. 

Para estudiar la convergencia se utilizan"patch-
test" especiales,ya que el criterio de imposición de curva-' 
tura constante no se puede dar. 
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La convergencia, depende de.L tipo de malla, utilizada. . 

En: la, extexisión. a. láminaa de; r evo lucida,, este méto
do ha tenido problemas. 

2.4.2.- Multiplicadores de Lagrange 

Aumenta mucho el número de incógnitas. Además compli^ 
ca el problema de resolución del sistema ya que las matrices 
que aparecen no son def inido-positivas 

2...4,...3 -̂ Utilización de funciones racionales 

Al no utilizarse polinomios completos, la convergencia 
empeora añadiendo esos términos de funciones racionales. 

És difícil la generalización a láminas y hay que con
siderar que los vértices son puntos singulares de la derivada 
segunda cruzada. 

Al no ser polinomios todas las funciones la integra
ción es más difícil y no se puede efectuar exactamente median 
te integración nximérica. 

2.4.4.- Hiperelementos 

Es difícil la extensión a láminas pues aparecen gra
dos de libertad de complicado sentido físico. 

Por el mismo motivo, las condiciones de contorno son 
de engorrosa imposición. 

La interpretación física de los resultados es jnás 
complicada. 





C A P I T U L O 3 

O B J E T I V O D E L A T E S I S 
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3.- OBJETIVO DE LA TESIS 

3.1.- Familia de elementos simples y conformes 

Se trata de obtener una familia jerárquica de elementos 

finitos. Esta jerarquía de elementos finitos, que se ordena de 

menor a mayor complejidad, supone el hecho de que los elementos de 

rango superior incluyen a los de inferior. En particular, las fun

ciones de forma constituyen polinomios completos de órdenes 

crecientes. Con esto se consigue el objetivo de poder utilizar fun

ciones de forma más complejas con un mismo esquema de planteamiento 

del problema. . 

Como se ha indicado se utilizan como funciones de forma 

polinomios completos, y los grados de libertad van-a ser tales que 

el elemento sea simple. Por consiguiente, solo se consideran los 

grados de libertad correspondientes a la flecha y a' los dos giros 

(w, , ) en los vértices. Asimismo,se adoptan únicamente los 

grados de libertad función y giros normal y longitudinal (w,w ,w ) 
n s 

en- los nudos de los lados. Es interesante señalar, en consecuencia 

con los estudios numéricos de ( 9 5 ) , que la consideración de varios 

nudos, en un lado, con alguno de los tres grados de libertad 

señalados, o de un solo nudo con mayor número de grados de.libertad 

no modifica la aproximación del problema. No produce alteraciones 

tampoco el que en ese único nudo se consideren derivadas de orden 

superior al primero. (Figura 3.1). 

La elección de elementos triangulares se debe al hecho de 

que su forma permite una adecuada adaptación a los recintos de for

ma complicada. 
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X 1 ^ d i 

3 . 2 » - Interés e importancia Las ventajas de este método son: 

-La integración numérica es fácil al tratarse de polinomios. 

-Los elementos son simples, pues la consideración de derivadas 

cruzadas en los lados no implica condiciones adicionales, ya 

que deben de ser continuas físicamente hablando. Esto hace 

que su extensión a estructuras laminares sea sencilla (simple 

adición de las matrices de extensión (laja) y flexión 

(placa)). 
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La imposición de continuidad C'̂  a lo largo de los lados im

plica convergencia monotónica de la solución. 

Contrariamente a lo que ocurre en los hiperelementos,las 

curvaturas no han de coincidir entre un elemento y otro,y, asi,el 

cambio de material o geometría (espesor) de. un elemento a otro no 

produce perturbaciones. 

Es fácil la imposición de las condiciones de contorno,pues

to que su sentido físico es sencillo. 

No se añaden términos de grado superior al del mayor 

polinomio completo,ya que ello no mejora la bondad de la convergen

cia . 

Se crea una familia jerárquica de elementos que permite la 

utilización de polinomios de diferente grado como funciones de in

terpolación. Con esto se permite que la transición entre elementos 

sea gradual. Por otra parte, se sabe que una función de mayor grado, 

a igualdad de gdl, produce mejores resultados. 

3.3.- Resumen histórico 

La idea de utilizar polinomios a trozos fue desarrollada 
21+ 

por Clough y Tocher (1965) en elementos triangulares y posterior-
23 

mente extendida a cuadriláteros por Clough y Felippa (1968). 
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Los elementos simples han sido muy utilizados y hay muchos 

tipos de elementos que siguen las técnicas indicadas en 2.3. Batoz 

y otrosl° hicieron un estudio sobre el D KT (teoría discreta de Kir

choff), el HSM (modelo de teoría híbrida) y SRI (integración 

reducida selectiva), indicando las posibilidades de cada uno. 

38 

El elemento triangular de Clough y Felippa, que utiliza 

coordenadas baricéntricas, se representa en la figura 3.2. 
3 C 2 ) 

k 
O C S ) 

2 ( 1 ) 

a ) S o b c U m e n t o s constítjuJTívos b) Wu/metoÁon IocaI c U t 
d A tttcCníjuEo Subelemento Q 

© En Eo3 nu/dos 1 , 2 . 3 existen hos (gu¡Ao5 <k tíbetfccui/(u;, 6 x ^ 0 ^ ) . 
En e l cenbio ote (^xaüeclcul Oj oxisten {os gtooLos de febe^tcut 

• En ftos pu/ntbs medios de 6os OocUJS, los <yt05 cSirtAtAxSb de. 
6os mismos B^, ©s,©^ 

Etemento t ^ i a n ^ u i a ^ , conforme die CCoogh <j FeBippcL 

La expresión de las flechas es: 

"«<!>• 

= + L r = 

\ ¿(3) 

(3.1) 
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y la de las curvaturas es: 

X (i) 

w(i) 
X X 

w 

2w 

(i) 
yy 

(i) 
'xy 

(3.2) 

(3) * (3) 

Para el subelemento 3 la ecuación (3.1) da w - ^ T_ 

donde ^ está compuesta por: 
2(3) _ 2 {3)1 {3) ';(3)M3)*(3)M3)M3);^ ( 3 ) M 3 ) M 3 ) 2(3):(3) 
i -^wl *exl *eyl'*'w2 *ex2*ey2*w2 *ex3 '^ey3*e4 *e5 *66 

que/a su vezase pueden expresar (en términos de dimensiones y coor

denadas baricentricas del triángulo completo) como sigue: 

Íl^l^=Ll{3-2L^)+6v^L^L^h^+L^{3(}^-V^)L^+{2\x^-X^)I.^-3v^Is^} 

* (-5 ̂  2 
%xl=Li(b2L3-b3L2) + (bi-b3y3)L^L2L3 + 

1. 2 + ^L3{3 (b2A2+b3y3-2b^)L^+3 (b3y3-b^)L2+(3b^-b2X2-2b3y3.)L3} 

" ( 2 ) 2 2 
*ew2"^2^^"^^2^'^^^^1^2^3"*"^3^^^^l"^3^^2"^^^^3'^1^^3"-^'^3^1^ 

" (31 2 
*ex2=L2(^3^1-^lL2)-'(^3^3-^2)LlL2L3 + 

1-2 

(3.3) 

+ |L3{3(2b2-b3X3-b^y^)L2+3(b2-b3X3)L^+(-3b3-b^y^+2b3A3)I,3} 

=L3{3 (l+y2)L^+3 (l+X^)L2+(l-V2-^l)L3> 

"(2) ] 2 

*ex3=6:L3^3(3b^+b2+b^X^)L2+(b2y2-biXi)L3-3(b^+3b2+b2y2)Li} 

* B 4 ^ = - 4^{6L T L ^ L^ + L^(5L,-3)} 
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«104^1^3 ^ "014^2^3 + "401^1^3 ^ ^140^1^2 

+ "320^1^2 + "032^2^3 "203^1^3 °302^1^3 ^^'^^ 

+ «230^1^2 "311^1^2^ «13A^2^3 + «113^1^2^3 ^ 

+ «221^1^2^ « 1 2 2 ^ 2 ^ 3 + «212^1^2^3 

Los grados de libertad considerados son los que se indican 

en la figura 3.3. 

*e5 - " 3Lj^^3^^^2^3^ ' - 3Lj^^3^^h ^3^ ̂  
A 

Para obtener <{>„,• (i = 1,2,3) se cainbian todas las b'sde la o y 1 
" {3) 

expresión <!)„„'• por á's. 

Para otros subelementos se hace permutación circular de los 

subíndices. 

3.4.- Generalización de las funciones a trozos 

3.4.1. Desarrollo analítico 

38 

Utilizando la idea de Clough y Felippa se planteó un 

elemento con polinomios de mayor grado, en este caso de grado 

quintico. La expresión de la función de interpolación en cada sub-

triángulo se indica a continuación: 

P = «500^1 + "050^2 ^ «005^3 «410^1^2 + «041^2^ 
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X 1 Í̂E \3Ü|1 

6 |ct^ tfi, ^^i^i^' 

« ' x ^ ' ^'j'á 

'(!] Su^btúónga^ I 

® V e t t i c e 1 e n un s u b t i í á n | a E o 

1 Véltíce 1 en an tiiongdSo tctoE 

Fíjala. 3 . 5 

Como es habitual en el método de los elementos finitos, los 

coeficientes a.., de la expresión (3.4) se ponen en función de los 
X j K 

grados de libertad considerados. Para ello se plantea un sistema de 

21 ecuaciones con 21 incógnitas, que se indica en el apéndice 3. 

(Figura A.3.2). 

Una vez resuelto el sistema (Figura A.3.3), se pasa a im

poner la continuidad entre subelementos, ya que la derivada normal 

no coincide entre ellos por faltar una condición. (Figura 3.4). 
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® 
G conciiciones ele c o n t o W o palcu 
un poBínomio £Í€. gxcuic? quinto 

D e t t u c u l a r v o t m a B 
3 c o n d i d o n e s ole. c o n t b ^ n o palcu 
u>n p o l i n o m i o d e ^ l o d o c u a t t o 

F í g a l a C o n d i c i o n e s e n t t c subeBementos 

Para imponer esa continuidad se igualan las derivadas w^^ 

en los vértices exteriores, eliminando tres de los grados de liber

tad del nudo central (baricentro) (̂ xx'̂ '̂ xy ' ̂ yy^' 

En la figura 3.5 se indican, para el vértice 1 del tri

ángulo completo, las dos magnitudes que se han de igualar 

^ n s ^ ^ b =^ns^2)3_ (3.5) 

donde los Índices representan lo que se señala en la figura 3.5. 
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dÁ sobttianguBo 

m 

n ' w€ltíce c i d aubfctiangu£o 

De esta forma se obtiene el sistema de 3 ecuaciones siguiente: 

(3.6) 

^ns(2 ) f = O 

La resolución de este sistema ya no conduce a expresiones sen 

cillas como el anterior, siendo preciso por lo tanto, la resolución nu 

mérica del sistema en el computador. (Figura A.3.4). 
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Por esta razónase optó por hacer un planteamiento general, 

para cualquier grado de polinomio, y llevado a cabo totalmente en 

computador, 

3.4.2.- Desarrollo numérico 

El elemento triangular de la figura 3.6, se considera 

dividido en tres subtriángulos. El vértice interno es el centro 

de gravedad del triángulo completo. Se ha adoptado este punto por 

sencillez de formulación. 
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S(N+1) = (N+1) (N+2) (3.7) 

El tipo de grados de libertad y su situación en el subtrián 

guio se hizo en un principio como se indica en el apéndice número 4. 

Un ejemplo se puede ver en la figura 3.7 para el caso de N = 5. 

X 1 9cLE uyp 

10 gcLl W^J 

^xx' 

0 SubeEementó 1 

Con este planteamiento se pretendió no utilizar derivadas 

de orden superior al primero en los lados exteriores, para no vio

lar la condición de continuidad C"̂ . 

Los grados de libertad interiores se colocan en el vérti

ce que es el centro de gravedad. Aunque las derivadas son de orden 

Se va a. utilizar en cada subelemento una expresión polinó-

mica de grado N. El número de coeficientes de esta expresión es 

S(N+1) donde: 
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F i g i L t ^ 5.8 

0 3 g c L B Wj 

V3Ü; VJÜg 

«'xx' «5<y' «/ .̂j 

'xxx' ̂ x^' ^ ^ j ^ 

superior al primero, no tienen importancia ya que se eliminan des

pués bien al obligar a la continuidad entre subelementos, bien 

mediante condensación estática de la matriz de rigidez. 

95 

Se ha seguido la idea de Samartín de concentrar los grados 

de libertad del lado exterior en un nudo, con vistas a facilitar la 

unión de unos elementos con otros, y sabiendo que eso no produce 

empeoramiento en la convergencia ni tampoco se obliga a una con

tinuidad superior a la C"'". Con este planteamiento el elemento consi^ 

derado en la figura 3.7 queda como se indica en la figura 3.8. Tam 

bien se estudió la forma de utilizar nudos con grados de libertad 

que no implicaran derivadas superiores a las de primer orden. (Ver 

Apéndice 4 ) . 
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f^Ue constantes de lui pae.nomb oU giooLo N = N + i 

cU constttntes de an poEinomio giodio N - I = N 

GdLR zi ñoclo cieB W o = ( N - ^ + I ) + ( M - 3 + I ) * 2 N - 5 

Se puede comprobar que si se reúnen los grados de libertad 

de los lados en los vértices se impone una continuidad excesiva por 

lo que se opta por dejar en ellos solamente tres grados de libertad 

Con este supuesto, y para que haya continuidad C^ en los 

lados exteriores, se necesitan 2N-5 grados de libertad en los nudo's 

de los lados. (Figura 3.9). 
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2HS 

Entonces, en el nudo del centro de gravedad quedan los 

siguientes gdl: 

Numero total de gdl: S(íi+1) = ^N+iyN+2) 

Numero gdl en vértices: 2 * 3 

Número gdl en lados: (2N-5) 
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pPotioomio ¿le 5-^K«lo 

~H coeficientes 

Potinomío dt 2*^ p(uh 

-5 coejicientes 

(2) (D 

FíecKo/ (detetmintwio) 

coc icientess (^dX sohu el Eaclo(k-U) 

DetiuacUt novmaE. (no oútetmíno^) 

coeficientes 7 <jdtt sobte el laAo(37Í) 

De un forma general, para un polinomio de grado N se 

tiene: 

a- Flechas (Polinomio grado N) 

gdl en el vértice interior I x N - l 

gdl en el vértice exterior 2 X 1 

Total N+1 

Se ve que el número de coeficientes (N+1) del polinomio 

de grado N, que representa la flecha sobre ese lado, es igual al 

número de condiciones (gdl -sobre el lado N+1). 

3.4.2.1.- Continuidad interna entre subelementos 

A lo largo de los lados 2 y 3 de cada subelemento (Fi

gura 3.6) no existe continuidad C"̂  como se indica en la figura 

3.11 para el caso de polinomios de grado 3. 
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b- Derivadas normales (Polinomio de grado N-1) 

gdl en el vértice interior 1 N-2 

gdl en el vértice exterior 2 1 

Total N-1 

Ahora el número de coeficientes (N) del polinomio de 

grado N que representa la derivada normal sobre el lado es 

mayor que el número de gdl sobre el mismo (N-1), por lo que 

queda un coeficiente sin determinar. 

Para obligar a la continuidad interna hace falta im

poner, sobre cada lado interno del elemento, una condición. 

En el desarrollo de este trabajo se ha obligado a que 

la derivada normal en el centro de un lado interno sea igual 

a ambos lados, es decir, coincida en los dos subelementos que 

confluyen en dicho lado. (Figura 3.12). 

F i ^ a t O / 3 . 1 2 
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wj(6) (3.8) 

donde los números romanos indican el subtriángulo y los números 

entre paréntesis la numeración interna de los nudos dentro de ca 

da subtriángulo. (Figura 3.13) . 

^i^wla, 3 . 1 3 

Estas condiciones se podían haber impuesto en otros pun 

tos que no fuesen el centro de los lados. 

Como la derivada normal tiene un sentido distinto en ca 

da subtriángulo, las tres condiciones que se imponen son las que 

se indican a continuación: 
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De la misma forma que se ha impuesto la continuidad inter 

na , se podía pensar en una continuidad superior, pero aparecen 

problemas de superabundancia de condiciones al emplear sistemas 

del tipo (3.8) ampliados. Se observa que el determinante de ese 

sistema de ecuaciones ampliado es nulo. 

3.4.2.2.- Expresiones utilizadas. Funciones de forma 

El polinomio de grado N de S(N+1), que representa el vec 

tor de campo w (flechas), se puede expresar como sigue (3.4): 

w^l^ = L a^^^ (i = 1,2,3) (3.9) 

donde L es un vector fila de S(N+1) monomios del tipo: 

L3 (3.10) 

con i + j + k = N y L^, L 2 y L 2 las coordenadas baricentricas, 

y ct̂ "̂ ^ es un vector columna de S(N+1) coeficientes en 

el subtriángulo i. (Ver Apéndic'e 3 ) . 

Si se particulariza la expresión (3.9) para cada uno 

de los gdl de un subtriángulo se obtiene: 

¿(i) ^ qÍí) (i = i,2,3) (3.11) 
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donde d es el vector columna que recoge todos los gdl del sub

triángulo, y el superíndice (i) indica el número del subtrián

gulo. 

Para cada subtriángulo se obtiene una expresión del tî  

po (3.11). De ellas se puede llegar, por inversión de la matriz 

C'̂ , a la expresión: 

a^^^ = C^^^ d^^^ (i = l , 2 , 3 ) ( 3 . 1 2 ) 

El orden de los gdl en d^^) se ha tomado del siguiente 

modo (tener en cuenta la notación del apéndice 2 y figura 3 . 1 4 ) : 

-S(N-l) filas correspondientes a los gdl w, w^, w^.... 

en el punto central 1 de coordenadas ( 1 , 0 , 0 ) y re

presentados por las expresiones p, P 2 , P 3'••*-Pg(N-1) 

en ( 1 , 0 , 0 ) . 

-A continuación,seis gdl correspondientes a w, y 

de los vértices 2 y 3 de coordenadas ( 0 , 1 , 0 ) y 

( 0 ) 0 , 1 ) : 

p, P 2 , P 3 en ( 0 , 1 , 0 ) 

p, P 2 , P 2 en ( 0 , 0 , 1 ) 

-Y^por último, 2 N - 5 gdl correspondientes a w, Wg...WgN-4 

w^, Wg^...WgN-3, que se pueden representar por: 
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P2' ^ 4 - • •Ps(N-4)+l P 3 ' Pe'• • ( N - 2 ) + 2 

/ W d ) \ 

L, L2L3 
L' l" l"* •-1 '-2 "-j UÜ̂ (l) 

t u (2) 

h -̂2 L3 

1 ^^C3) 

.0 .1. .0 
••i '-i'-J 

F í j a t / c u 3 . 1 ^ . - Vectores L ¿ ' ^ ^ pcuto/ ^iílcIo ¿í 

El sistema de ecuaciones(3.8)se puede expresar como 

sigue: 

„(2) (2) (1) (1) 
—5 — —6 — 

= O 

= O (3.13) 

h ( 3 ) « ( 3 ) ^ ^ ( 2 ) ^ ( 2 ) = O 
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¿ 3 = 

U/xfl) 

/ ci» {oo)\ 
U/x(oo) cloi=/u/(oo)\ 

é^'^ = ( éoo h2 ±3, d^25V 

4l^^' ( ¿ 0 0 ¿ 3 5 ¿ 1 1 ¿ 1 5 ) ^ 

Úi^^"" ( ¿ 0 0 ¿IT ¿ 2 2 ¿ 1 2 ) ^ 

¿ = ( ¿ 2 2 ¿5J ¿11 ¿ 2 5 éi3 ¿ 1 2 ) 

¿ 1 = ( ¿ 0 2 ¿ 2 2 ¿ 3 3 ¿11 ¿23 ¿13 ¿ 1 2 ) = f ¿ 0 2 ¿ ) 

u;(2)\ 

Figitto/ 3.15.- Vecfcote5 c U gA^ pô ô/ p l a c i ó 
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Como quiera que los vectores d^^^ , á^"^^ y d^^^ tienen 

gdl comunes,se ha optado por poner todos ellos en función de 

uno solo que se llamará d*. Si se llama d^^ a los gdl del nu

do que está entre los i y j de numeración global, dicho vector 

completo estará compuesto como sigue. (Figura 3 . 1 6 ) : 

á * = (áoO ^ 2 2 ^33 ^ 1 1 ^ 2 3 ^ 1 3 ^ 1 2 ^ ^ = ^^00 ^ = ' 

= (áoi ái) (3.14) 

= 15 

"2 = 12 na 21 

= n 4 m e t o d e (jdLE s'm c o n l i n u - i c U u i i n V e t n o , 
n 2 r n á m e t o ^ o l t co n c o n t i n u i d A c t i n b c t n a 

p í l ^ o l m e i o ^ c o m p ^ e s i o n v e t f i ^ a t o . 3 . 1 ? 

Figiito, 3.16 

n a 
3ii 
31 

® 3 gbie 

ISgcLl 

21 qd? 

, 1 %di 
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Para pasar a este tipo .de notación, no hay más que ampliar 

con ceros las ecuaciones (3.12): 

^(i) d ^ i ^ C ^ i ) * d*=(C^^^ C f ) ) do^ (3.15) 

¿1 

Utilizando la expresión anterior en ei sistema (3.13), 

se oDtiene: 

H ( 1 ) c^i)* d* 4. H ( 3 ) C ( 2 ) * d* = o 

H(2) C ( 2 ) * d* + H < 1 ) C ^ l ) * d* = O C3.16) 

H(3) C ^ 2 ) * d* -.H¿2) c(20*d* = O 

que, desglosada,toma la forma: 

(H¿^' C¿:^' + H < " C < " ) d „ , + (H¿2) g(2, ^ ^ 1 ) s(l),a^ = o 

,j,(3) 5(3) ^ j,(2) c¿2))a^^+ ,H<3) c<3' + H<2' c f )a, = o 

(3.17) 

y condensándolo en dos matrices, queda: 

£ 0 4oi I I ¿ 1 " 2. • (3.18) 
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de donde se puede despejar d^^: 

áoo = -Mo' «1 ^1 = « -̂-1 (3.19) 

Habiendo eliminado los 3 gdl del centro de gravedad 

(áoo (w(00), w^(OO), w^íOO)"^), la expresión (3.15) se pue

de modificar como sigue: 

£ -£o £oi ^ ^1 £l ~ ^0 íi £l + £l S-l" 

= ,(C¿^^ H + c{^^)d^ (3.20) 

que se escribe de un modo compacto: 

a^^) = C^i) dj_ (3.21) 

La expresión (3.9) del vector de campo tiene ahora la 

forma: 

w^^^ = L a^^^ = L C^^^ d^ (i = l,2,3) (3.22) 

El producto L Ĉ '''̂  son las funciones de forma para ca 

da uno de los subtriángulos. 

En la figura 3.17 se indica el número de gdl para los 

elementos de polinomios de grados 3 a 7. En la fiaura 3.16 se 

presentan algunos de los elementos de la familia. 



nu \ w \ 

«•«111 
\ * I W 

"'mi A" \ 1 

á 
fvi \ 
« U 

1 -s ! 5 1 
5 * 6 10 ¡ « 1 21 
IS , n 1 JA 
12 ! lo 1 >|2 • 
tí f " í ; 30 < 36 

«%) 

•MI 

'"'mí, 

Figu^tít 3 . 1 7 
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F í ^ a U t 3 . Í 8 
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^± i T i k =.l ff (B^) D dA 1 ± (3.23) 

y las fuerzas consistentes por (2.18): 

^i 1 T i I T i T 
-l.=l-^^A. D ej + (TJ ;^) . b -{^^V p)d A^ + 

+ E s ás (3.24) 

siendo la expresión a que se llega del tipo: 

E l = lie ^1 = lie ^02 
(3.25) 

Como los grados de libertad no eliminados en el cdg -

^̂ 0̂2 " ^^xx^°°^ ' ^xy^°°^' ^yy^^^^^"^ para grado 4 ) , no interesa 
tenerlos en cuenta en la resolución general del sistema, se 
ponen en función de los gdl del vector d: 

En la figura 3.18 se han dibujado, para los grados de 

polinomio 3 a 7, la función de forma referente al gdl flecha 

en el nudo 3 de numeración local, y para un subelemento. 

3.4.2.3.- Matriz de rigidez y condensación estática 

Según lo expuesto en el capítulo 2, la matriz de rigi

dez de cada elemento vendrá dada por (2.16): 







C A P I T U L O 4 

PROGRAMA DE COMPUTADOR 
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4.- PROGRAMA DE COMPUTADOR 

4.1.- Características y descripción general 

El programa que sirve de soporte al método de cálculo 

se ha escrito fundamentalmente en lenguaje FORTRAN, con al

gunos procedimientos escritos en SPL (lenguaje de programa

ción estructurada con organización en bloques, similar en 

ciertos aspectos al PASCAL). 

Su desarrollo y ejecución se ha efectuado en un H.P. 

3000 con 1024 K-bytes de memoria, disco de 120 Mgbyuesycin 

ta de 1600 bpi. 

Como el sistema operativo no permite un direccionamien 

to directo superior a 64 Kb., se ha hecho necesario utilizar 

la memoria virtual. Para ello se han utilizado dos subruti-

nas del sistema DMOVIN, DMOVOUT. 

Todas las matrices principales tienen dimensionamiento 

variable, y en el caso de la matriz de rigidez global, su in 

versión se hace por bloques en el caso de que sea de una di

mensión superior a 64 Kb. 

El proceso seguido se puede dividir en dos grandes apar 

tados: 
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-programa de elementos finitos. 

-programa de cálculo de las funciones de forma. 

y que a continuación se explican. 

4.2.- Programa ^e elementos finitos 

El proceso que se ha seguido es el común utilizado en 
m,i i5 

los programas que utilizan el M.E.F. Como se han usado téc

nicas de memoria virtual,se han hecho necesarias subrutinas, 

que gestionen los segmentos de dicha memoria. 

Además, y para agilizar el programarse ha hecho uso de 

matrices de transferencia, cuyo significado se puede ver en 

el listado del programa que se adjunta en el apéndice 5. 

Las matrices de rigidez y de resultados de cada elemen 

to se graban en disco, para utilizarlas al final en la obten 

ción de resultados. La integración es siempre numérica de 

tipo Gauss.^^ (Tabla 4.1). 

Se puede utilizar en el programa una sola entrada de da 

tos para varios estados de carga de una misma estructura. 

En la figura 4.1 se indica el organigrama de este pro

grama . 
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Orden de 
precisión 

número Coeficientes 
puntos de peso h 

Multipli
cidad 

1 1 1-00000 00000 00000 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1 
2 3 0-33333 33333 33333 0-66666 66666 66667 0-16666 66666 66667 0-16666 66666 66667 , 3 
2 3 0-33333 33333 33333 0-50000 OQOOO 00000 0-50OO0 00000 00000 0-00000 00000 00000 3 

4 -O-56250 
052083 

00000 
33333 

00000 
33333 

0-33333 
0-60000 

33333 
00000 

33333 
00000 

0-33333 
0-20000 

33333 
00000 

33333 
00000 

0-33333 
0-20000 

33333 
00000 

33333 
00000 J 

3 6 0-16666 66666 66667 0-65902 76223 74092 0-23193 33685 53031 0-10903 90090 72877 

6 0-10995 
0-22338 

17436 
15896 

55322 
78011 

0-81684 
0-10810 

-75729 
30181 

80459 
68070 

0-09157 
0-44594 

62135 
84909 

09771 
15965 

0 09157 
0-44594 

62135 
84909 

09771 
15965 3 

7 0-37500 
0-10416 

00000 
66666 

00000 
66667 

0-33333 
0-73671 

33333 
24989 

33333 
68435 

0-33333 
0-23793 

33333 
23664 

33333 
72434 

0-33333 
0-02535 

33333 
51345 

33333 
59132 l 

7 
0-22500 
0-12593 
0-13239 

00000 
91805 
41527 

00000 
44827 
88506 

0-33333 
0-79742 
0-47014 

33333 
69853 
20641 

33333 
53087 
05115 

0-33333 
0-10128 
0-47014 

33333 
65073 
20641 

33333 
23456 
05115 

0-33333 
0-10128 
0-05971 

33333 
65073 
58717 

33333 
23456 
89770 l 

9 0-20595 
0-06369 

05047 
14142 

60887 
86223 

0-12494 
0-79711 

95032 
26518 

33232 
60071 

0-43752 
o: 16540 

52483 
99273 

83384 
89841 

0-43752 
0-03747 

52483 
74207 

83384 
50088 l 

12 
0-05084 
0-11678 
0-08285 

49063 
62757 
10756 

70207 
26379 
18374 

0-87382 
0-50142 
0-63650 

19710 
65096 
24991 

16996 
58179 
21399 

0-06308 
0-24928 
0-31035 

90144 
67451 
24510 

91502 
70910 
33785 

0-06308 
0-24928 
0-05314 

90144 
67451 
50498 

91502 
70910 
44816 l 

13 
-0-14957 
0-17561 
O-05334 
0-07711 

00444 
52574 
72356 
37608 

67670 
33204 
08839 
90257 

0-33333 
0-47930 
0-86973 
0-63844 

33333 
80678 
97941 
41885 

33333 
41923 
95568 
69809 

0-33333 
0-26034 
0-06513 
0-31286 

33333 
59660 
01029 
54960 

33333 
79038 
02216 
04875 

0-33333 
0-26034 
0-06513 
0-04869 

33333 
59660 
01029 
03154 

33333 
79038 
02216 
25316 

15 
0-05307 
0-07085 
0-06927 

78017 
30836 
46820 

90233 
92136 
79415 

0-87013 
0-28457 
0-31355 

89736 
55842 
91843 

81670 
49173 
84932 

0-06493 
0-51703 
0-04386 

05131 
99390 
34717 

59165 
69325 
92371 

0-06493 
0-19838 
0-64257 

05131 
44766 
73438 

59165 
81502 
22697 6 

TabecL UA 
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Urden de Número" 
precisión punteas 

Coeficientes 
de peso 

Multipli
cidad 

0 14431 56076 77787 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1 

0-10321 73705 34718 0-65886 13844 96478 0-17056 93077 51761 0-17056 93077 51761 3 
8 16 0-03245 84976 23198 0-89890 55433 65938 005054 72283 17031 0-05054 72283 17031 3 

0 09509 16342 67284 0-08141 48234 14554 0-45929 25882 92723 0-459*29 25882 92723 3 
002723 03141 74435 0-00839 47774 09958 0-26311 28296 34638 0-72849 23929 55404 

0-09713 57962 82799 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1 

0-03133 47002 27139 0-02063 49616 02524 0-48968 25191 98738 0-48968 25191 98738 3 

n 1 O 0-07782 75410 04774 0-12582 08170 14126 0-43708 95914 92937 0-43708 95914 92937 3 

9 19 007964 77389 27210 0-62359 29287 61934 0-18820 35356 19033 0-18820 35356 19033 3 

0-02557 76756 58698 0-91054 09732 11094 0 04472 95133 94453 0-04472 95133 94453 3 
0-04328 35393 77289 0-03683 84120 54736 0-22196 29891 60766 0-74119 85987 84498 

0 05161 72025 69021 0-03696 03304 33378 0-48151 98347 83311 0-48151 98347 83311 3 

0-Ó9408 00734 58356 0-19279 20403 64120 0-40360 39798 17940 0-40360 39798 17940 3 

9 21 0-02599 35710 32320 0-90962 19804 31246 0-04518 90097 84377 0 04518 90097 84377 3 
"0-04546 95380 47619 0-13699 12012 64904 0-21829 00709 71381 0-64471 87277 63715 
003535 17050 89199 0-03042 43617 28820 0-22206 31655 37318 0-74751 24727 33862 

0-07989 45047 '41240 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 
0 07112 38022 32377 0-14982 75787 95818 0-42508 62106 02091 0-42508 62106 02091 3 

m 0-JP0822 38186 90464 0-95338 22649 80000 0-02330 88675 10000 0 02330 88675 10000 3 
lU 23 0 04543 05922 96170 0-14792 56262 09534 0-22376 69735 76973 0-62830 74002 13493 6 

0-03735 98562 34305 0-02994 60319 54171 0-35874 01418 64431 0-61131 38261 81398 6 
0-03088 66568 84564 0-03563 25595 87504 0 1 4 3 2 9 53704 26867 0-82107 20699 85629 6 

0 08174 33291 46286 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 0-33333 33333 33333 1 
0-04595 79636 04745 0-71567 77978 86872 0-14216 11010 56564 0-14216 11010 56564 3 

t n c 0 0 1 3 3 5 29688 13150 0-93588 92535 66112 0-03205 53732 16944 0-03205 53732 16944 3 
ID 0 06390 49063 96424 0-14813 28857 83821 0-32181 29952 88835 0-53005 41189 27344 6 

0 03418 46481 62959 0-02961 98894 88730 0-36914 67818 27811 0-60123 33286 83459 6 
0-02529 77577 07288 0-02836 76653 39938 0-16370 17337 37182 0-80793 06009 22880 6 

TakBou ¿4.1 (contínoaxion) 
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Si la carga es purxtual, hay que tener en cuenta que se 

va a considerar tantas veces como a elementos pertenezca. 

El tipo de cargas que se admiten son: 

-puntuales en cualquier posición. 

-Uniformes continuas. 

4.3.- Funciones de forma 

La parte del programa que obtiene las funciones de for

ma sigue el desarrollo hecho en el capítulo 3. 

En la figura 4.2 se presenta el organigrama de este sub 

programa. 

Las funciones de forma que se utilizan son polinomios de 

grado mayor o igual que 3. No se han utilizado polinomios de 

grado mayor que 7 por no tener los coeficientes de integración 

para esos grados, si bien se podía haber obviado este problema 

utilizando una subdivisión de los subelementos. 

4.4.- Entrada de datos y salida de resultados 

Se va a describir aquí la entrada de datos y salida de 

resultados. Para ello se sigue un planteamiento general y se 

particulariza para el caso de la figura 4.3. 
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P t i n c i p o 
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1 . 0 0 ^ 
Cetina. ponUiat an eE hado 

Modulo cU ttftsbdd<uL 1 0 . 9 2 
Coeficiente cU Poisson 0 . 3 

4 . 4 . 1 . - Entrada de datos 

Hay que crear un fichero que contiene los records espe

cificados por columnas que se indican en la tabla 4.2. 

Como ilustración se puede ver en la tabla 4.3 la entra

da de datos para el caso de la figura 4.3. 

Además, y como comprobación, en la ejecución del progra 

ma aparece el listado de la figura 4.4. 
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TABLA 4.2 

Especificación record columna ^ 

1 1-5 Fichero de salida de resultados 

6-20 Fichero de entrada de datos 

12-25 Fichero interno de escritura de datos 

21-25 Fichero interno de escritura de datos 

26-ZO Fichero de salidas intermedias 

31-35 Fichero de salidas intermedias 

36-40 Fichero de salidas intermedias 

41-45 Fichero de salidas intermedias 

46-50 Fichero de salidas intermedias 

51-55 Fichero de salidas intermedias 

56-60 Fichero de salidas intermedias 

2 1-5 Variable interna igual a 2 

6-10 Variable interna igual a .2 

3. 1-5 Número de vértices 

6-10 • Número de elementos 

11-25 Número de casos de carga 

26-20 Número máximo de cargas puntuales 

22-25 Grado del polinomio 

26-30 Número de puntos de'integración 

32-35 Número de nudos con apoyo especial 

36-45 Módulo de elasticidad 

46-55 . Coeficiente, de Poisson 

. 4 2-5 Número de condiciones de continuidad en cada lado interno 

5 / - Hay un record, por cada vértice 

2-5 Número de vértice 

6-25 Coordenada X de ese vértice 

26-25 Coordenada Y de ese vértice 

26-35 Espesor de la placa en ese vértice 
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6/- Hay uno por cada elemento 

1-5 Número del elemento 

6-10 Vértice -primero del elemento 

11-15 Vértice segundo del elemento 

16-20 Vértice tercero del elemento 

8/- Uno por cada gdl en el odg del elemento. Ver el orde en co

mentarios a la subrutina SIELAL : 

1-5 1 si ese gdl se elimina y 0 si no se elimina 

9/-. 

1-5 

6-10 

11-15 

Uno por cada condición tipo de continuidad impuesta en un 

lado interno 

Número de condición de continuidad 

Número de la derivada 

Número de lados en los que se impone la igualdad de la de 

rivada anterior 

10 1-5 Número de cargas puntuales 

11/-

1-5 

6-15 

Si 1 0 no es 0. Uno por cada carga 

Número de vértice 

Carga en ese vértice dividida por el número de elementos de 

la malla que lo comparten 

12 . 1-5 . . Número de cargas puntuales en puntos que no sean vértices 

13/-

1-5 

6-15 

16-25 

26-35 . 

Si 12 no es 0. Uno por cada carga 

Número de la carga puntual 

Valor de la carga 

Coordenada X de la carga 

. . Coordenada .1 de la carga 

14 1-5 . . Número de .elementos con carga uniforme 

25/-

1-5 

. 6-15 .. 

Si 14 no es 0. Uno por cada elemento cargado 

Número del elemento 

. . Carga uniforme en .el elemento 

. 16 . .1-5 . , Número .de lados .empotrados 
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1 6 5 1 2 7 8 9 
2 1 2 
W 4 2 1 3 3 3 
4 i 
5 1 0. 0 . 1 . 0 
6 2 0 . 5 0 . 1. 0 
7 3 0 . 0 . 5 1 . 0 
8 4 0 . 5 0 . 5 •1.0 
9 1 1 2 4 

1 0 2 i 4 3 
1 i 1 1 
12 2 1 
13 3 1 
14 1 3 3 
15 1 
16 4 0 ¡ 2 5 
17 0 
i's 2 
19 i 0. 
20 2 0. 
21 0 
2 2 2 
2 3 1 2 
24 í 3 
2 5 0 
26 0 
27 2 4 1 1 1 
28 3 4 i 1 1 
29 H 4 0 1 i 

1 o 3 

1 O . 92 

13 14 

0 . 3 0 

15 
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GRADO DEL POLINOMIO 
NUMERO DE PUNTOS DE INTEGRACIÓN 
NUMERO DE ELEMENTOS 
NUMERO DE VÉRTICES 
NUMERO DE NUDOS 
NUMERO DE GDL TOTAL 
NUMERO DE GDL EN UN ELEMENTO 
SEMIANCHO DE BANDA 
NUMERO DE GDL EN UN NUDO INTERMEDIO 
NUMERO DE GDL EN EL CENTRO DEL TRIANGULO COMPLETO 
MODULO DE E L A S T I C I D A D 
C O E F I C I E N T E DE POISSON 
NUMERO DE CASOS DE CARGA 
NUMERO MÁXIMO DE CARGAS PUNTUALES 
NUMERO DE NUDOS CON APOYO ESPECIAL . 
NUMERO MÁXIMO DE NUDOS USADO 
NUMERO DE CONDICIONES DE CONTINUIDAD POR LADO 

3 
3 
2 
4 
9 

17 
12 
17 

1 
3 

1 0 . 9 2 
. 3 0 0 0 

1 
3 
3 

Ifc 
1 

COORDENADAS DE LOS NUDOS Y ESPESOR 

NUDO ESPESOR 

1 
2 
3 
4 

OOOOÉ+00 
5000 
OOOOE+00 
5000 

OOOOE+00 
OOOOE+00 
5000 
5000 

000 
000 
000 
000 

CONECTIV IDAD DE LOS ELEMENTOS 

ELEMENTO NUDO 1 . NUDO 2 NUDO 3 

1 
2 

2 
4 

4 
3 

NUMERO DE CASO DE CARGA 

FUERZAS EN LOS NUDOS 



NUDO 

1 
2 
3 
4 

CARGA 

.OOOOE+00 
.OOOOE+00 
.OOOOE+00 
. 1250 

CARGAS UNIFORMES 

ELEMENTO 

1 
2 

CARGA 

.OOOOE+00 

.OOOOE+00 

MATRICES DE CONDICIONES DE APOYO 

LADOS EMPOTRADOS 

L E ( I , J ) = K ( I , J = N U D O S DEL LADO) 
( K = 0 L I B R E ; K = 1 COACCIONADO) 

I J 1 2 3 4 
1 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 
4 0 0 0 0 

LADOS APOYADOS 

L A ( I ; J ) = K < I ; J = N U D O S DEL LADO) 
<K=0 L IBRE j K = l COACCIONA] 

I J 1 2 3 4 
l 0 1 1 0 
2 1 0 0 0 
3 1 0 0 0 
4 0 0 0 0 

NUDOS EMPOTRADOS 

N E ( I ) = J ( I = N U D O ) 
( J = 0 L I B R E ; J = 1 COACCIONADO) 

I 
1 
2 
3 
4 

1 
O 
O 
O 

o 
NUDOS APOYADOS 

N A ( I ) = J' ( I = N U D O ) 
( J = 0 L I B R E ; J = 1 COACCIONADO) 

I 
1 
2 

1 
O 
O 

Rga-UL li.Li Ccontinuxuion l ) 
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3 
4 

I D l d , J ) = K 

I J 

1 

2 

3 

O 
O 

C . C . ESPECIALES 

-NUMERO DE ORDEN j j = l , 2 VÉRT ICES 
r = 3 . . . GDL DEL NUDO) 
= 0 L IBRE ; K = l COACCIONADO) 

1 2 3 4 5 

2 4 1 1 1 

3 4 1 1 I 

4 4 0 1 1 

MATRICES DE CONTINUIDAD 

MATRIZ DE E L I M I N A C I Ó N 

I E L ( I ) = K ( I=NUMERO DE GDL CENTRAL U( = 1 ) ; W X ( = 2 ) ; U Y ( = 3 ) . . . ) 
<K=0 NO SE E L I M I N A ) 
( K = l S I SE E L I M I N A ) 

I J 1 
1 1 
2 1 
3 1 

MATRIZ DE CONDICIONES DE CONTINUIDAD 

I C L A D ( I , J)-=K ( I=NUMERO DE CONDICIÓN DE LADO) 
( J = l K=NUMERO DE LA D E R I V A D A ) 
( J = 2 K=NUMERO DE LADOS EN LOS QUE SE IMPONE ESA IGUALDAD) 

I 
1 

I 
3 

2 
3 

Fi^u.'ra/ UM. (conbnaacíon 2 ) 



I J I 
1 .OOOOOE+00 l fc875E+00 
2 .OOOOOE+00 . 1 4 0 6 3 E - 0 1 
3 . 3 1 2 5 0 E - 0 1 - . 5 2 0 4 2 E - 1 7 
4 . 10417E-01 . 1 2 5 0 0 E + 0 0 
5 .OOOOOE+00 - . 1 0 4 1 7 E - 0 1 
6 .OOOOOE+00 - . 2 3 9 5 8 E - 0 1 
7 .OOOOOE+00 . 4 3 7 5 0 E - 0 1 
8 .OOOOOE+00 . 3 6 4 5 8 E - 0 2 
9 .OOOOOE+00 . 3 1 2 5 0 E - 0 2 

10 .OOOOOE+DO - . 27083E-01 . 
11 - . 5 6 3 7 9 E - 1 7 - . 5 8 9 2 6 E - 0 1 ' 
12 - . 2 3 4 3 8 E - 0 1 .OOOOOE+00 

NUMERO DE ELEMENTO : 1 
NUMERO DE VÉRTICE : 1 

___ 
MATRIZ XMOM 

I J 
1 - . 1 7 3 4 7 E - 1 7 
2 . 2 7 7 5 6 E - 1 6 
3 - . 8 7 5 0 0 E - 0 1 

—_ 
MATRIZ XCORT 

I J 
1 . 3 3 3 0 7 E - 1 5 
2 . 5 0 0 0 0 E + 0 0 
3 . 5 2 7 3 6 E - 1 5 
4 . 6 7 5 0 0 E + 0 0 

NUMERO DE ELEMENTO : 1 
NUMERO DE VÉRTICE ! 2 

___ 
MATRIZ XMOtt 

I J 
1 - . 2 7 7 5 f c E - 1 6 
2 - . 7 6 3 2 8 E - 1 6 
3 . 1 0 4 0 8 E - 1 6 

___ 
MATRIZ XCORT 

I J 
1 - . 11102E-15 
2 . 5 0 0 0 0 E + 0 0 
3 - . 1 Ó 6 5 3 E - 1 5 
4 . 6 7 5 0 0 E + 0 0 

NUMERO DE ELEMENTO : 1 
NUMERO DE VÉRTICE : 3 

—_ 
MATRIZ XMOM 

I J 
1 . 1 6 2 5 0 E + 0 0 
2 . 1 6 2 5 0 E + 0 0 
3 . 1 6 4 6 8 E - 1 6 

MATRIZ XCORT 

I J ~~T 



1 . 4 4 4 0 9 E - 1 5 
.50O00E+00 
. 6 9 3 8 9 E - 1 5 
. 67500E+00 

MATRICES DEL Y PEL 

I 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
1 1 
12 

1 
. 10417E-01 
.OOOOOE+00 
.OOOOOE+00 
.OOOOOE+00 
. 3 1 2 5 0 E - 0 1 
. OOOOOE+00 
.OOOOOE+00 
.OOOOOE+00 
.OOOOOE+00 
.OOOOOE+OD 

- . 2 3 4 3 8 E - 0 1 
. 5 6 3 7 9 E - 1 7 

NUMERO DE ELEMENTO 
NUMERO DE VÉRTICE 

. 1 2 5 0 0 E + 0 0 
- . 2 3 9 5 8 E - 0 1 
- . 1 0 4 1 7 E - 0 1 
- . 1 6 8 7 5 E + 0 0 
- . 2 6 7 9 8 E - 1 6 

. 1 4 0 6 3 E - 0 1 

. 4 3 7 5 0 E - 0 1 

. 3 1 2 5 0 E - 0 2 

. 3 6 4 5 8 E - 0 2 
- . 2 7 0 B 3 E - 0 1 

. 5 7 7 2 8 E - 1 6 

. 5 8 9 2 6 E - 0 I 
2 
1 

MATRIZ XMOM 

I 
1 
2 
3 

1 
. 1 1 8 9 6 E - 1 6 
. 7 4 4 5 7 E - 1 7 

- . 8 7 5 0 0 E - 0 1 
MATRIZ XCORT 

I 
1 
2 
3 
4 

1 
50000E+00 
8 5 0 4 2 E - 1 5 
67500E+00 
12897E-14 

NUMERO DE ELEMENTO 
NUMERO DE VÉRTICE 

2 
2 

MATRIZ XMOM 

I 
1 
2 
3 

1 
. 1 6 2 5 0 E + 0 0 
. 1 6 2 5 0 E + 0 0 
. 2 2 9 5 4 E - 1 6 

MATRIZ XCORT 

I 
l 
2 
3 
4 

1 
. 5 0 0 0 0 E + 0 0 
. 5 8 1 1 4 E - 1 5 
. 6 7 5 0 0 E + 0 0 
. 9 8 7 2 1 E - 1 5 

NUMERO DE ELEMENTO 
NUMERO DE VÉRTICE 

2 
3 

I 
1 
2 
3 
4 

MATRIZ XCOR-' 

1 
. 5 0 0 0 0 E + 0 0 

- . 2 7 7 5 Ó E - 1 5 
. 6 7 5 0 0 E + 0 0 

- . 2 4 4 3 7 E - 1 5 

MATRIZ XMOM 

I 
1 
2 
3 

1 
- . 1 3 8 7 8 E - 1 6 

. 2 0 8 1 7 E - 1 6 
- . 3 B l f c 4 E - 1 6 

2 
3 
4 
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XMOM y XCORT son 

XMCM = M 11 

M 22 

M 12 

XCORT = 

4.4.2.- Salida de resultados 

En la figura- 4.5 se da el listado de los resultados 

para el caso precedente. DEL es el vector de desplazamientos ele 

mentales y PEL el vector de fuerzas elementales correspondiente 

a aquellos desplazamientos. PEL se ha hallado utilizando la ma

triz de rigidez. 

Si se tiene en cuenta la figura 4.6. 
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ELEMENTO 1 • « 

NUDO 1 NUDO 2 NUDO 4 

FLECHA W .OOOOE+00 .OOOOE+00 . 1 0 4 2 E - 0 1 

GIROS UX . OOOOE+00 .OOOOE+00 . DOOOE+00 
WY .OOOOE+00 . 3 1 2 5 E - 0 1 .OOOOE+00 

MOMENTOS MI 1 . 5 0 8 1 E - 1 7 - . 2 7 7 6 E - 1 6 .16.25 
M22 . 1 7 6 0 E - 1 6 - . 7 6 3 3 E - 1 6 . 1625 
M12 - . 8 7 5 0 E - 0 1 . 1 0 4 1 E - 1 6 . 1 9 7 Í E - 1 6 

CORTANTES Ql . 2500 1 1 l O E - 1 5 . 2 5 0 0 
02 . 2 5 0 0 . 5 0 0 0 . 2 5 0 0 
Rl . 3 3 7 5 - . 16é..5E-15 . 3 3 7 5 
R2 . 3 3 7 5 . 6 7 5 0 . 3 3 7 5 

NUDO J 1 NUDO J 2 NUDO J 4 

G IROS UN .OOOOE+00 - . 5 f c 3 8 E - 1 7 - . 2 3 4 4 E - 0 I 

ELEMENTO 2 

NUDO 1 NUDO 4 NUDO 3 

FLECHA 

GIROS 

MOMENTOS 

CORTANTES 

G I R O S 

w .OOOOE + 0 0 . 1 0 4 2 E - 0 1 . . 0 0 0 0 _E + 0 0 

y x .OOOOE + 0 0 .OOOOE + 0 0 . 3 1 2 5 E - 0 1 
UY .OOOOE + 0 0 .OOOOE + 0 0 . O O O O E + 0 0 

MI 1 . 5 0 8 1 E - 1 7 . 1625 1 3 e 8 E - 1 6 
M22 . 1 7 6 0 E - 1 6 . 1625 . 2 0 e 2 E - 1 6 
M12 - . S 7 5 0 E - 0 1 . 1 9 7 1 E - 1 6 - . 3 8 1 6 E - 1 6 

0 1 . 2 5 0 0 . 2 5 0 0 - 5 0 0 0 
Q2 . 2 5 0 0 . 2 5 0 0 - . 2 7 7 6 E - 1 5 
R l . 3 3 7 5 . 3 3 7 5 . 6 7 5 0 
R2' . 3 3 7 5 - 3 3 7 5 - . 2 4 4 4 E - 1 5 

NUDO J i NUDO J 4 NUDO J 3 

WN .OOOOE + 0 0 - . 2 3 4 4 E - 0 1 . 5 6 3 8 E - 1 7 

1 





C A P I T U L O 5 

EXPERIMENTACIÓN NUMÉRICA 
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Matriz de flexibilidad del material = D 

1 V O 

v i O 

1-v O O 
2 J 

donde 

D = E h-
12(l-v'') 

Para poder comparar con facilidad los resultados se 

han tomado como valores numéricos los siguientes: 

Coeficiente de Poisson v = 0.30 

Módulo de Elasticidad E = 10.92 

5.- EXPERIMENTACIÓN NUMÉRICA 

5.1.- Planteamiento general 

Para poder hacer un estudio de la bondad del método uti 

lizado, se han comparado los resultados obtenidos con distin

tas placas cuadradas isótropas, sometidas a distintos casos de 

carga y diversas condiciones de borde, (estos casos sencillos 

se encuentran tabulados y con resultados exactos). 

Las condiciones de materiales considera'das son: 
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1) = 
E = 
h z 
a = 

0 . 3 0 
10.<Í2 

1.00 

1.00 

Fî ia, 5.1 

por las condiciones de simetría que existen se conside

ran dos tipos de malla indicados en la figura 5.2. 

En los resultados expuestos hay que tener en cuenta dos 

salvedades: 

-Los esfuerzos infinitos que aparecen junto a la carga 

puntual no aparecen reflejados debido al método utili 

zado. 

-Las reacciones de Kirchhoff Rl y R2 solo tienen signi 

ficado en el contorno. 

Espesor de la placa h = 1.00 

Longitud del lado a = 1.00 

de forma que el coeficiente D toma el valor 1.00 (figura 5.1) 
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1C 
1 2 

1 R 

Figuia 5.2 
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Hay que considerar/ además^ que para programas de elemen 

tos finitos se necesitan ordenadores de gran capacidad debido 

a los grandes sistemas que hay que resolver. Así pues, debido 

al computador utilizado,no se han podido presentar casos con 

mayor número de grados de libertad, ya sean debidos a una mayor 

discretización, o un grado de polinomio más grande-. 

Antes de comparar el tipo de malla, se van a utilizar 

las que en la figura 5.2 son designadas por IR y 2RE^para ca

sos de carga uniforme y puntual. El tipo de apoyo será empo

trado en todo su contorno, apoyado en todo su contorno o apo

yado en sus cuatro esquinas. 

La simbología utilizada para cargas y apoyos es la se

ñalada en la figura 5.3. 

c 
( 
c 

Empottamíenb» A pojo de ^sc^MmAs 

Cax^CL pantuaí CaX^x unífotme 
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El orden de estudio es el que se plantea en la figura 

5.4. Las distintas variantes se han dispuesto de menor a ma

yor dificultad. 

itUétt té 

.1Í H l l l f If 

2 k 

i f 

A 
Empottutáa puoluaf Apô oio, punkû E Apoj&eUi ucjuinA panlaoE 

Fí§u.icu S'k 

Los valores exactos utilizados se recuadran en las tablas, 

con fondo oscuro indicando su procedencia. Los datos que no se 

dan en esas referencias se han tomado de la publicación de Diaz 

del Valle y Samartín, que utilizan hiperelementos. 

5.2.- Placa cuadrada empotrada en su contorno sometida a carga 

uniforme 

En la tabla 5.1 se detallan los resultados obtenidos. 

Se puede observar unos errores de 0,5% (Flechas), 4,4% (Momen 
37 

tos) y 6.2% (Reacciones de Kirchhoff). ^Evans ) . 
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ri«c* cu>ditda át Itio ti»mpatz»á» «n ta contoTBO, con eat|* uniferu q 

: c r 
f 

V i {Uch* » «1 ccntrD Kní'IXi) NCLI - gdl totalai 
H 1 BOMSts llcetor «a al cinCro /C^*'} NCU • gd l a c t i v o 

M|i KDMOto an cantro lado aagfin dlracci6n 1/qa^ 
MOMaoto «B castro lado aagCn diracci£n 2/qa^ 

Q 1 cortanca an al castro dal lado /qa 
X : raacciSa d« Urchhotf an «1-cantro dal lado t%* 

CHACO tuiu Mal w M «1 «2 X 
CHACO tuiu Mal 

3 t 
0.00072U 0.01126 

3 t 

* ti 3 
0.001310 0.03»5 

* ti 3 
- • 

, 

5 J* 5 
O.0OIJt3 0.02382 

5 J* 5 

e 30 7 
0.001263 0.02009 e 30 7 

7 3« » 
0.001266 0.02425 

7 3« » 
*.9X 

3 

» 

U 1 
O.00OS422 o.ouso -0.003904 -0.01301 0.05205 0.04750 

3 

» 

U 1 

« 

» 

:7 » 
0.0012921 0.03343 -0.01123 -0.03744 0.2221 0.2302 

« 

» 

:7 » 

3 » 37 10 
0.001265 0.02466 -0.01511 -0.05038 0.4319 0.4540 

3 » 37 10 

i 

» 

*7 u 
0.001263 0.02056 -0.01547 -0.05156 0.4515 0.4714 

i 

» 

*7 u 

7 

» 

57 18 
0.001266 0.02410 -0.01546 -O.05152 0.4545 0.4672 

7 

» 

57 18 o.tst 4.331 3.181 6.111 

3 (3 1( 
0.0QU76 0.02296 -«.01015 -0.03383 0.1472 0.1418 

3 (3 1( 

4 75 

0.001265 0.02397 -0.01454 •0.04847 0.3612 0;3«43 

4 75 o.tox 3.771 -18X -17.261. 

6.00126 0.0231 -0.01540 -0.0513 0.4405 0.4403 

TabBo. 5 . 1 
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FUelta, 0.5 7. 
Momento centlo kM% 
Reculón ICÍtcbbôf (>.2% 

Pinato. 5 . 5 

5.3.- Placa cuadrada empotrada con carga puntual en el centro 

En la tabla 5.2 se recogen los resultados. Los errores 

son -0.09% (Flechas), -2,07% (Momentos) y 17,25% (Reacciones 
112 

de Kirchoff). (Young ) . 

M y W tf M 

m le 

Fí^u^ta «5.6 

Momenlb - 2.077, 
Rcaccio'n de k-itcbkof{ 17.257. 

5.4.- Placa cuadrada simplemente apoyada y con carga uniforme 

De lo que se expone en la tabla 5.3 se pueden ver los 

errores siguientes: 

0% (Flechas), -0,38% (Momentos) y 2,55% (Reacciones de 
1Q2 

Kirchhoff). (Timoshenko ) . 
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P l « c a eu«drA4B d* lado 4,*Mpotrwl4 en t u c o n t o r n o , e a r g * p u n t u a l « n a l c a n t r o dt v a l o r F 

V : f l a c h a c a n t i a l / ( r a ^ / D ) 
M j i aomasto a s a l castro lado aaglin d t r a c c l S n llf 
H j i WBitBto aa a l cantro lado aciCn d l r t c c t 6 n ilt 
q : c o T t a a t a an a l c a n t r o dtl lado / ( F / a ) 
II t raaccl6B da U r c h h o K an al c a n t r o dal l a d o / ( f / a ) ! 

O 
í 
1 
1 
1 

V : f l a c h a c a n t i a l / ( r a ^ / D ) 
M j i aomasto a s a l castro lado aaglin d t r a c c l S n llf 
H j i WBitBto aa a l cantro lado aciCn d l r t c c t 6 n ilt 
q : c o T t a a t a an a l c a n t r o dtl lado / ( F / a ) 
II t raaccl6B da U r c h h o K an al c a n t r o dal l a d o / ( f / a ) 
X C L l 1 nfiaaro t o t a l da « d i . 
NGL2:nfiaicro da f d l a c t i v o a . 

CIUDO HALUk nal « a : 
V «2 q 

CIUDO HALUk nal « a : 

f 

12 1 
a.oo2ou 

12 1 

U 3 
0.005332 

U 3 
- - • — . 1 - - -

34 5 
0.00550» 

34 5 : -1 

30 7 
0.005552 

30 7 

3» » 
0.005592 

3» » 

17 2 
O.OOIC» •4.01216 -0.04054 0.I6Z2 0.1480 . 

17 2 

1» 

n i 
0.005303 -0.03332 -0.111 0.2626 0.2793 

1» 

n i 
• 

1» 37 10 
0.005S4S ' -0.037ÍS -0.1266 0.6927 0.6420 

1» 37 10 1» 

47 14 
0.005562 -0.03672 -0.1224 0.6917 0.6973 

1» 

47 14 

1» 

57 » 0,005395 -0.0384Í -0.1293 0.9310 0.9384 
57 » 

-0.09Z -2.07X 17.25X 

l 

1 E x a c t o toUBg 0.005*0 -0.0377 -0.123? J 0.80021 0.80032 

ToJb^ 5.1 
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'l*c« cuadrad*, t la^ l tMat* apoyada ^ari* imlfoma q 

4 

W 1 flacha an al punco aadto HhíIH) 
M 1 »úB«nto flaetor •& al eantro /(qa^) 
X^i rcacci6s da aaquina /qa 

Q 1 cercanta an al cantro dat lads /qa 
% t taacciSn da Urehhoff an al cantre dal lado /qa 

NCLl! nOaeto total da |dl 
KCL2i nlínrc da til activo» 

4 

W 1 flacha an al punco aadto HhíIH) 
M 1 »úB«nto flaetor •& al eantro /(qa^) 
X^i rcacci6s da aaquina /qa 

Q 1 cercanta an al cantro dat lads /qa 
% t taacciSn da Urehhoff an al cantre dal lado /qa 

NCLl! nOaeto total da |dl 
KCL2i nlínrc da til activo» 

4 

W 1 flacha an al punco aadto HhíIH) 
M 1 »úB«nto flaetor •& al eantro /(qa^) 
X^i rcacci6s da aaquina /qa 

Q 1 cercanta an al cantro dat lads /qa 
% t taacciSn da Urehhoff an al cantre dal lado /qa 

NCLl! nOaeto total da |dl 
KCL2i nlínrc da til activo» 

4 

W 1 flacha an al punco aadto HhíIH) 
M 1 »úB«nto flaetor •& al eantro /(qa^) 
X^i rcacci6s da aaquina /qa 

Q 1 cercanta an al cantro dat lads /qa 
% t taacciSn da Urehhoff an al cantre dal lado /qa 

NCLl! nOaeto total da |dl 
KCL2i nlínrc da til activo» 

4 

W 1 flacha an al punco aadto HhíIH) 
M 1 »úB«nto flaetor •& al eantro /(qa^) 
X^i rcacci6s da aaquina /qa 

Q 1 cercanta an al cantro dat lads /qa 
% t taacciSn da Urehhoff an al cantre dal lado /qa 

NCLl! nOaeto total da |dl 
KCL2i nlínrc da til activo» 

CItASO KCLl MCU 
V H Q k 

CItASO HAU> KCLl MCU 

3 

0 

12 ( 
0.003893 0.0S362 -0.05854 

3 

0 

12 ( 

* 

0 

It 7 
o . o o w i * , ^ 0.06843 -0.06080 " — 

* 

0 

It 7 

5 0 2* ' 10 
0.0040$S 0.03619 -0.04300 

5 0 2* ' 10 

« 30 13 
, 0.004189 0.06161 -0.02122 

« 30 13 

7 3« 16 
0.004097 0.03703 -0.013194 

7 3« 16 
-22.6J 

3 

IR 

17 6 
0.004ISS 0.O6I8S -0.06982 0.1930 0.2632 

3 

IR 

17 6 

4 

IR 

27 12 

0.004081 O.0S470 -0.07576 0.2206 0.2950 
4 

IR 

27 12 

i IR 37 18 

0.0040(2 0.04647 -0.06748 0.3120 0.4312 

i IR 37 18 

i 

IR 

*7 24 

O.0O4063 0.04817 -0.06576 0.3355 0.4372 i 

IR 

*7 24 

1 

IR 

57 30 
0.004062 0.04772 -0.06538 0.3362 0.4307 1 

IR 

57 30 
OZ -0.38X -0.53X 2.551 

IR IR 

-

íxaeto Tlooihaifcc 0.004062 0.0479 -0.065 0.338 O.420 

TohlcL 5 . 5 
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Fí gato, 5.7 

Momento - 0 .387. 

Rwucicín df ICít<^hoff 2.S57. 

5.5.- Placa cuadrada simplemente apoyada y carga puntual 

En la tabla 5.4 se puede ver que las desviaciones son: 
102 

flecha (0,17%) y Reacciones de esquina (9.53%). (Timoshenko ) 

Figura 

FttcJío, 0.177, 
ReaecioR de e5e|U(na 0.53% 

5.6.- Placa cuadrada simplemente apoyada en sus esquinas y car

ga uniforme 

En la figura 5.9 se pueden ver los errores deducidos de 
69 

la tabla 5.5. (Marcus ) . 
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ri«c« cu*dr*ds il« l«do *,«poyada «n «u contorno,carg* puntual •» al cantro dal valor T 

• 

U 1 fUcba «n i l cancro /(Pa/D) 
Xji raaedSs da aaquina It 

Q s corcaota an al cantro del lado tiVtíi 
t i raaccifn da KircMioif an al castro dal lado /(r/a) 
NCLli nCaaro total da til. 
HCUi nCwro da |dl activo». 

4 
! 
4 
i 

O • 

U 1 fUcba «n i l cancro /(Pa/D) 
Xji raaedSs da aaquina It 

Q s corcaota an al cantro del lado tiVtíi 
t i raaccifn da KircMioif an al castro dal lado /(r/a) 
NCLli nCaaro total da til. 
HCUi nCwro da |dl activo». 

4 
! 
4 
i 

• 

U 1 fUcba «n i l cancro /(Pa/D) 
Xji raaedSs da aaquina It 

Q s corcaota an al cantro del lado tiVtíi 
t i raaccifn da KircMioif an al castro dal lado /(r/a) 
NCLli nCaaro total da til. 
HCUi nCwro da |dl activo». 

HALU NCl» NCU 
W "4; Q ( 

HALU NCl» NCU 

3 

• 

U 4 
0.01050 -0.18246 

3 

• 

U 4 

" ••• 4 

• 

18 7 
0,01173 -0.09104 

1 " ••• 4 

• 

18 7 

S • 24 10 
0.01151 -0.11000 

S • 24 10 

t 30 13 
0.01186 -0.00014 

t 30 13 • 

7 36 16 
0.01163 -0.06358 

7 36 16 
0.002Z 

3 

tx 

17 6 
0.01042 -0.17500 0.5000 0.6750 

3 

tx 

17 6 

4 

tx 

27 12 
0.01142 -0.11778 0.2323 0.4955 ; 

4 

tx 

27 12 

s tx 37 18 
0.01152 -0.14028 0.5921 0.8721 s tx 37 18 

« 

tx 

47 24 
0.01156 -0.10740 0.3104 0.5405 

« 

tx 

47 24 

7 

tx 

S7 33 
0.01158 -0.13352 0.6312 0.8976 

7 

tx 

S7 33 
-0.171 9.531 

3 2RE 43 24 
0.01128 -0.13664 0.3412 0.4944-

3 2RE 43 24 

4 

2RE 

75 48 
0.01154 -0.12394 0.4502 0.7025 

4 

2RE 

75 48 
-0.911 1.671 

Exacto Tinoahok 0.O116O -«.1219 0.417 0.621 
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Placa cuadrada dt lado *'a'*̂ «poyad* «n iui cuatro tiquinai ,con carga unifor na q 

\ U t # 1 - -1. - _ ̂  

m 
W t S*«Kaa VB cvDtrD f \(|a / i / / 

K t Boatnto «n «I cantro /(qa ) 
U .t flacha tu al cancro dal lado /(qa^/C) 
*jl raaeciin da «iqulna /(qa ) 
NCLl! nCnaro total da |dl 
NCLII nGaaro da gdl activo» 

CltASO MALLA KCtl 
U M " i 

n 0.O2S33 0.1374 0.16346 n 6 

0.02S45 0.08725 0.01831 0.2082 
* 11 10 

u 0.02642 0.1385 0.01843 0.2318 
34 u 

! 
30 

0 . O 2 S t a 0.08588 0.01845 0.18140 
* 30 IB 

2Í 
.0.0262 0.137» 0.01851 0.18854 

3Í 2Í 

0.0250 0.1212 0.01764 0.17256 
17 11 

0.02550 0.1112 0.01774 0.2280 

* J7 19 

U 
0.02551 0.1114 0.01775 0.2334 

U 37 J7 

47 
0.02551 0.1120 0.01775 0.2380 

47 35 

0.02551 o . n i i 0.01775 0.2410 
S7 43 2.451 2.39X -3.61 

43 
0.02542 0.1071 0.01774 0.2146 

43 33 

0.02551 ó . n i í 0.01775 0.2354 

* 75 61 

Exacto Hatcu» 0.0249 0.109 0.0180 0.250 
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Momento 2 . 3<íy. 

Reacción de esí^uíno/ % 

5.7.- Placa cuadrada simplemente apoyada en sus esquinas y car

ga puntual 

Los.resultados y errores se resumen en la figura 5.10 
38 y tabla 5.6. {SAPA-LCCT9 ) . 

Fí^ukta 5 . 1 0 

Fleclia, O.2o7. 
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F1(C> cu<ijr«4« ¿* Itéa "a'^ipoyad* *n >u> cvutro e>quin»„can cilgt puntual F tn «1 «ntt« 

W : (lacha an al cantto /<Pa*/D) 
U¡| ttaeba an al cantro dal lado /(Fa^/S) 
H : Boacnto an al centro /F 
k^: raacciSn da aaquina /(F/a) 
NCLli nGasro total da idl 
NO.:: sGaaro da |dl «etivoa 

O 

W : (lacha an al cantto /<Pa*/D) 
U¡| ttaeba an al cantro dal lado /(Fa^/S) 
H : Boacnto an al centro /F 
k^: raacciSn da aaquina /(F/a) 
NCLli nGasro total da idl 
NO.:: sGaaro da |dl «etivoa 

W : (lacha an al cantto /<Pa*/D) 
U¡| ttaeba an al cantro dal lado /(Fa^/S) 
H : Boacnto an al centro /F 
k^: raacciSn da aaquina /(F/a) 
NCLli nGasro total da idl 
NO.:: sGaaro da |dl «etivoa 

CKADO Ndl IÍCL2 
V «1 K \ CKADO Ndl IÍCL2 

3 12 * 
0.04134 0,09770 

3 

—-

12 * 

—-

la 10 
0.03854 0.02276 0.2390 

—-

la 10 
— . 

—-
2» 

• 
14 

0.04010 0.02366 0.2186 

—-
2» 

• 
14 

—-

30 I I 
0.O3930 0.02335 0.2120 

—-

30 I I 

—-

3* 
•> 

0.02379 ^ ¿,16082 i . , } 
3* 

•> 

U 11 .0.03785 0.02282 0.2569 0.13612 
U 11 

27 19 
0.03891 0.02286 0.2067 0.2656 

'-
27 19 

37 27 
0.03907 0.02291 0.2009 0.2100 

37 27 

47 35 
0.03911 0.02291 0.2038 0.2540 

47 35 

J7 43 0.03912 0.02291 0.2017 0.2260 
J7 

0.20X -71 

43 33 
0.03868 0.02289 0.2288 0.1148 

43 33 

75 
0.03949 0.02397 0.1864 0.2356 

75 01 

Eiacto SAF4-LCC 1 0.03904 0.02284 1 0.16217 0.J43O 
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Placa cuadrad* dt lado a^cnpocradi «n lu contorno carga u n i í o r M q 

V V A U : flacha cu el cantro /(q*'/D) 
M : noncnto •íltctor en al cantro /(qa^) 
Mj: Bomento ca centro lado «egún dirección 1/qa 
M^: iDonento tn centro lado legGn dirccciSn 2/qa^ 
Q : cortante en el centro del lado /qa 
\ 1 rcacciSn de Kirchhoff en el centro del lado /qa 

NCLI • gdl totalea 
NCL2 • gdl activos 

GRADO MALLA NCLI IICL2 
V H "l «2 q R 

GRADO MALLA NCLI IICL2 

tc 

17. 2 
O.O003024 0.009434 -0.0009979 -0.006078 0.01089 0.009616 

tc 

17. 2 

tc 

27 
0.001235 0.Ü1798 -0.O1572 -0.04613 0.3404 

1 
0.3944 

tc 

27 

tc 37 10 
0.001261 0.02665 -0.01675 -0.005465 0.5517 0.5737 

tc 37 10 

47 14 0.001265 0.02271 -0.01536 -0.0^48 0.4477 0.4448 47 14 

57 18 0.001265 0.02287 -0.01537 -0.05126 0.4318 0.4327 57 18 
0.401 -11 -1.981 -1.731 

43 16 
0.001251 O.0263S -0.01240 -0.04001 0.1987 0.2233 

43 16 -
2RS 

75 36 
0.001264 0.02397 -0.01594 -0.05297 0.4634 0.4867 

2RS 

75 36 
0.321 3.771 - 5.20Z 10.54X 

2CS 
43 16 

O.OOIUO 0.01905 -0.01017 -0.03388 0.1550 0.1495 

2CS 
43 16 

2CS 

75 36 
0.001265 0.02250 -0.01458 -0.04860 0.3636 0.3668 

2CS 

75 36 
0.401 -2.601 -171 -16.691 

2CE 

41 16 
0.001110 0.01819 -0.01062 -0.03376 0.1605 0.1835 

2CE 

41 16 

2CE 

75 36 
0.001264 0.02268 -0.01592 -0.05194 0.4573 0.4793 

2CE 

75 36 0.321 -1.821 • 3.8U 8.861 

Exacto Eva na 0.00126 0.0231 -0.01540 -0.0513 0.4405 0.4403 f 

T o b E a 5 . 7 
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ri»c» cuadrad* da lado «.ajisrada an au contomo.con carga puntual T cancrada 

U 4 «4»! I 

O 

U i flacha *n al cantro /(fa/B) 
Itg! raaceitn da aaquioa 11 
g I cortanta an al cantro dal lado /(F/a) 
% i raacciSa da Kirchhoff an al cantro dal lado /(r/a) 
NCLii nfinare total da |dl 
XCUi nCaaro da fdl activo* 

CRASO NCLI NCU 
U H Q \ 

CRASO NCLI NCU 

} IJ » 
0.008890 -0.09970 0.2071 0.2752 

} IJ » 

k n 12 
0.01134 -0.12172 0.4399 0.7619 k n 12 

IC 37 I( 
0.01154 -0.12196 1.019 1.406 

IC 37 I( 

47 24 
0.01151 -0.12188 -0.02237 0.1936 

47 24 

1 57 30 
0.01159 -0.12156 0.6095 0.7720 1 57 30 
-0.091 -0.281 

3 43 .24 
O.0U3I •0.13882 0.3556 0.5370 

3 43 .24 

4 
ZRS 

75 4S 
0.01154 -0.12358 0.4731 0.7368 

4 
ZRS 

75 4S 
-0.521 Í,3ÍI 

3 43 24 O.OUOS -0.11236 0.3372 0.5495 3 43 24 

4 
2CS 

75 48 
0.01154 -0.12198 0.4206 0.6672 

4 
2CS 

75 48 
-0.521 0.071 

3 43 
0.0109? -0.11134 0.2523 0.4393 

3 43 24 

4 75 
0.0i;(54 -0.13188 0.4946 0.7686 

4 75 48 -0.521 8.191 -

1 Zll*ct* Tiaoihank 0.01160 -0.1219 0.417 0.621 1 

Tab2a S.8 
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FlKC» cuadrada d« lado a^es^otrada cu aa cotttDitto^con carga uniforme q Comparacjgn dt trroraa 

V ¡ flecha «n el centro /Íqa*/D) 
M ; momento ¿lector en el centro /(qa^) 
H|í aioajeoto en centro lado aegSn direcciSn l/q»^ 
Mji aomento en centro lado aegfin direcciSn 2/qa' 
Q ! cortante en el centro lado /qa 
K : reaccíSn de Kirchhoff an al centro del lado /qa 

H a i - gdl totale» 
NGL2 - gdl activoe 

CRADO HGLl NCL2 
H H 5 R 

CRADO HGLl NCL2 

7 IR 57 18 7 IR 57 18 
0,40X 3.77X -18.00% -17.26% 

7 IC 57 t. \ -
7 IC 57 

o.mx -l.OOJ -1.96S -1.73% 

4 2RS 75^- 36 4 2RS 75^- 36 
0.32X 3.77X 5.20X 10.54% 

4 2RE 75 3» 4 2RE 75 3» 
0.401 3.77Í -16X -17.26% • 

•i 2CS 75 36 •i 2CS 75 36 

0.40X -2.60Í -17X -16.69% 

4 2CE 75 - 36 4 2CE 75 - 36 
Ü.32Í -1.82Í 3.81% 8.86% 

'—"-t"' "' 
¡ 

'—"-t"' "' 
¡ 

• 
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Hites eu«dr«d« d« lado a».apoyadA «n su contorno^ cirga puntual an a l cintro d« l va lor F Comparación de «rrcrcf 

i P 
H i fl«ch> an «1 onCTo /(Fi/D) 
R̂ i re«cci&n dt «tquina ít 
Q : cortimce en el centro del lodo /(P/«) 
% ; re*cciSn_d« Kirchhoff en el centro del ledo y(P/e) 
NCLl! nCmero total dt gdl, 
HGL2! nCaero dt gdl activoa. 

GRADO MALLA NCLl 14CL2 
W h GRADO MALLA NCLl 14CL2 

. 7 IR . 7 IR 
-171 9.53Z 

7 IC 7 IC 
-0.09X -0,28% 

4 2RS 4 2RS 
-0.52Z 1.381 

A 2RE A 2RE 
-9.14% 1,67% 

4 2CS 4 2CS 
-0.S2Z 0.07% 

4 2CE 4 2CE 
-0.S2X 1.67% 

t 

TílbEa 5.10 



- 139 -

5.8.- Influencia del tipo de malla 

Con la utilización de los valores de las tablas 5.1, 
37 

5.4, 5.7 y 5.8 se puede escribir la tabla 5.9. (.Evans, Timos 
1Q2 

henko ) . 

Se deduce de la observación de la tabla anterior que 

producen mejores resultados las mallas tipo C/y en concreto 

las IC y 2CE. 

Lo mismo ocurre para el caso de placa apoyada, con car 

ga puntualíceme se deduce de la tabla 5.10. 

Hay que señalar que al ser elementos conformes la con 

vergencia está asegurada para cualquier tipo de malla. 

5.9.- Influencia del esviaje 

Se van a estudiar placas oblicuas con .tndulos de esvia

je 30°, 45° y 60°. Las condiciones de sustentación van a ser 

simple apoyo en dos lados opuestos y libre en los otros dos, 

sometidas a carga uniforme. 

Se ha considerado como módulo de Poisson (v = 0.2) y el 

módulo de elasticidad y el espesor de forma que el coeficiente 

D fuese 1. 

Se han utilizado las fórmulas de Móhr (figura 5.11) pa

ra hallar los momentos principales y las direcciones principa 

les. 
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1 . ^ 2 M,i _ 

F í j a t e S . 1 1 
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5.9.1.- Placa esviada 30' 

La losa tiene las dimensiones y discretización de la 

figura 5.12 (a = 1 ) . 

1 ̂ iiii^ur 

Fi^alcu 5 . 1 2 

El resumen de resultados y errores se expresa en la ta 
51 

bla 5.11. (Jensen ) . 

En este caso se ve que se aproxima mejor elevando el 

grado de polinomio."' 

5.9.2.- Placa esviada 45° 

En la figura 5.13 se dan las dimensiones (a= 1) y la 
61 discretización. En la tabla 5.12 los resultados. (Jensen ) . 
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riiu ok l ic iM 30*,«poyada an doi iadoa paralaloi ^on carga unKonaa 4 
ti : tlacha an al cintro /(qa*/D> Mjj: Bonanto totaor an al cantro /(qa'} 
M : iBBanco nixiBo an el cantro /(qa^) NCU: nSiBaro total da gdl. 
%y\ tiro aagOn al aja 2 KCLll nfiaero da |dl acti*oa, 
ĵ i giro *ag(in al aja 1 
M.i aoaianto an al cantro aagSn la dlracei6n l/(qa') 

2 
Hji •onanto *a al cantro aagfin la dlraeciSa 2/(qa ) 

CUDO HALLA MCLl IICL2 
W K «2 "1 "12 

CUDO HALLA MCLl IICL2 

t 71 57 0.1052 0.35329 -0.266t-6 -0.lS73tT5 0.03006 0.3522 0.01877 t 71 57 
-11.071 41 -

3 43 31 
- 0.1045 ^ 0.46850 0;24U-S -0.127E-S 0.03695 0.3936 0.02578 

3 43 31 

2CZ 75 59 0.1052 0.46789 0.2938-4 -0.1J6E-4 0.03401 0.3545 0.22180 75 59 
-11,071 27.141 

I ; Eicacto Jcnaan 1 0.1183 e.368 1 0.164E-13 -0.208E-13 0.00154 0.36578 0.00463 

TabPo, 5 . 1 1 
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Placa oblicua 4S*apoyada an do* ladoc parálalo*, con carga u n i l s n M ^ 

W t fUch^'aa alí^ncro /(qa*/0) 
mixln/is •{ cintro / ( qa^ ) 

t^t giro «tgCn t i « j * 2 
Sji giro ftcgfín t i t j t 1 
H|t aoBtnto ta ti ctniro tigCn It dlrtcci6a l / ( q t ^ ) 

K,l B o n n t o IB «1 centro ttiüa It dirección 

) Mijt aoatttco lortot «n ti ctntro /(qa ) 
MCLll nGsairo't^al'd« gdl. 
KCLl! nfiíaro dt gdl tctivoa. 

NCLI "12 

71 57 
0.06473 0.29999 •0.30SE-6 O.U4[-a -0.02566 0.2B96 

0.551 3.091 

0.05616 

43 31 
0.06642 0.29507 0.145E-6 -0.283E-7 -0.03^82 

2 a 
-2.051 6.751 

0.06935 0.31064 0.248E.5 -0.197E-6 -0.02033 
39 

•2.0SS 6.751 

0.2681 

0.2985 

0.04804 

0.06379 

Exacto Janten 0.07080 0.291 0.143t-13 0.480E-13 -O.00603 0.29924 0.00533 

T a b B í t 5 . 1 2 
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MotSa 2 CE 
FîutO/ 5.13 

Como en el caso anterior se aproxima mejor elevando el 

grado del polinomio. 

5.9.3.- Placa esviada 60° 

Todos los datos y resultados se pueden ver en la figu-
61 

ra 5.14 y en la tabla 5.13. (Jensen ) . 
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Placa oblicua 60* apoyada tn doa lado* paralaloa con carga uniforma n 

io' U 1 flecha *N al cancro /(QÂ /B) Mjji BOAANTO toraor AN al cantro /(qa') 
H : BOBcnto bIxíbo EN el centro /(qt^) NCLll nCmaro total áé FDL. 
t^> tiro aeiCn el eje } )iC1.2i ntmcro dt |dl activo», 
fi-: giro *aegCa el EJE 1 
M|i BOMENTO en EL centro aeglía LA dlracciSn L/(QA ) 
Hji nonento EN el centro aegGn LA direcciSn 2/(qa^) 

GRADO HAUA N a l NCLl 
u tí •L «2 «1 "l »12 GRADO HAUA N a l NCLl 

i 71 57 
0.01768 0.1460 -0.426E-5 0.992E-6 -O.Ü5182 0.1477 0.007786 i 71 57 
-4.95X . -10.841 

3 «3 31 
0.01*67 0.12848 -0.424E-6 0.256E-6 -0.02567 0.1276 0.01164 

3 «3 31 

75 59 
0.01742 0.166S2 -O.307E-5 0.622E-6 -0.03970 0.1662 0.008085 

75 59 
-6.341 0.31Í 

• 

• 'M • 'M 
\ • 1 . ) 1 •.'<•• 1 •.'<•• 

• 

IMCTO 0.01B60 0.166 

ToJbid 5.13 
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C4J0 

caso 

3^CASO - 2 7 " 

= 1.5 

r 1.0 

- 5 . 0 

En "las tablas 5.14, 5.15 y 5.16 se exponen los resulta 

dos de los casos en que la relación de lados es 1.5, 2.0y3.0 

respectivamente. La discretización utilizada se expresa allí. 
102 

Se ha utilizado un valor de v igual a 0.3. ^TimosnenKo ) . 

Viendo los datos de las tablas anteriores se ve que el 

grado de aproximación es muy bueno, teniendo en cuenta la pe

queña discretización hecha. En flechas y momentos la coinci

dencia es casi absoluta y en cortantes es menor, llegando en 

el caso más alargado a un error dei 8%. 

5 .10.- Influencia del coeficiente de forma de los elementos 

Se trata de experimentar cómo afecta el que dos de los 

lados del triángulo sean de tamaño sensiblemente mayor al -

otro. Para ello se ha estudiado tres casos, (Figura 5.15), de 

una losa simplemente apoyada y con carga uniforme. 
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Flsca rtcCBngulsr (b /a-I.S). i i s ^ l c M n t c «poyada con carga u n i l o n » 

V ; flecha «R al cancro a^/D) 

HjjiaiOBcnto cantral atgCn l a dlraceíSo l /<qa^) 

Mjj.* BWBcnto cantral acgfin l a diracciSn 2/<qa^) 
Q| : cortanta en centro dal lado l/(i|a) 

: cortanta an cantro del lado 2/(4a) 
Kj : raaccttfn da Klrchhofí en centro dal lado S / (^a) 

t^i rcaccifin de Kírchhoíf en centro dal lado 2/{iia} 
NCLI: nGmcro total da gdl 
ÜClli nfinero da gdl activot 

CIUIIO HALU NCLI NCL2 
U «11 «22 «1 «2 " «1 »2 

CIUIIO HALU NCLI NCL2 

J ¡R 57 • 30 
0.007724 0.08092 0.09961 0.3906 0.3601 0.4641 0.5161 

J ¡R 57 • 30 
0.05X -0.341 -7.881 -4.51X 

3 «3 24 
0.007594 0.07365 0.04223 0.2293 0.1485 0.2808 0.2419 

3 «3 24 

i 75 4S 
0.007724 0.08101 0.04989 0.4485 0.3477 0.5196 0.4764 

i 75 4S 
O.OSX -0.23X 5.78X 6.91X 

• 

--

Exacto 0 0.00772 0.0812 0.0498 0.424 0.363 0.486 0.480 

TabEa 5.1 A 
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Tltet rtet>n|iil>r (b/>>2.0), lispUmenta apoyad* cotí carga unifor» 4 

Mi 
V : (iccba *o al cancro /(q*^/0) 
M|j: saoanto canctal aagfin 1* diraccijn l/{q*') 
Hjj: nonnto central aagfin 1* dlreccKn 2/(q*^> 
Qj 1 cortonta an cantro dal lado l/<qa) 

! cortanta an ctntro dal lado 2/(qa) 
: rtacci6n da KitcMtofi an eantro dal lado l/(qa} 

Xj; raacciín da KírchhoH an cantro dal lado 2/(qa) 
NCI.lt n&naro total da gdl 
NCL2> nSoaro da gdl acttvoa 

GRADO HALU NCLl NCLl 
U "u «22 "1 "2 "l GRADO HALU NCLl NCLl 

2 IR 57 30 O.01O13 0.1013 0.04601 0.3943 0.3954 0.4451 0.5475 2 IR 57 30 
01 -0.39X -15.21 -11.511 

J 
2RE 

i3 24 
0.009996 0.09480 0.03940 0.2841 0.1295 0.3200 0.2268 

J 
2RE 

i3 24 

¿. * 

2RE 

75 48 
0.01013 0.1016 0.04651 0.4990 0.3249 0.5426 0.4666 

¿. * 

2RE 

75 48 
OX -O.IOX 7.311 7.871 

-

--

: : 

1 1 

Exacto Tiaoahanl D 0.01013 0.1017 0.0464 0.465 0.370 0.503 0.496 

T a b k S . 1 5 

http://NCI.lt
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Flac* »ct*ngul«r (b/a*3.0}, •iaplsncnt* apoyada con carsa unlfena q 

W I fltch. «n .1 centro /(<ie'/D) 
H||: BOKnto centrel ee|Cn le direccitn l/(qe^) 
Hjj! Bonento centrel eet<in le direccifn 2/(qe^) 
Q| I córtente en centro del ledo l/(qe) 

t córtente en centro del ledo 2/(qe) 
Itj : reeccKn de Kirchhoff en centro del ledo l/(qe) 

Xj: reecci6n de Kirchhoff en centro del ledo 2/(qe) 
NCLll nCnero total de (di 
IICL2: nüaero de (di aetivoa 

HALU NCLl HCL2 
U «11 . "22 «1 «2 «1 »2 

HALU NCLl HCL2 

7 IK 57 30 
0.01223 0.1178 0.03970 0.3809 0.3806 0.4064 0.5385 

7 IK 57 30 
oz -0.93X -22.74X .19.52X 

} 43 24 
0.01221 0.1163 0.03757 Ó.3519 0.1006 0.3681 0.1853 

} 43 24 
t 

4 

21UE 

73 48 
0.01223 0.1189 0.04071 ¿0.5346 0.2618 0.5469 0.4083 

4 

21UE 

73 48 
OX OX ^ . 4 4 X 8.30X 

-

.... 

-

1 Execto TÍB»ahtnk > 0.01223 0.1189 0.0406 0.493 0.372 0.505 

Tab?a 5AG 
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5.11.- Aplicación al cálculo de tableros de puentes 

Se va a estudiar un caso que pueda ilustrar las posi

bilidades del método expuesto. Se ha utilizado una discretiza 

ción muy pequeña para el grado de polinomio utilizado (4), pe 

ro vale como ejem.plo ilustrativo. 

Se va a analizar un paso en bifurcación (puente "panta 

lón") de autopista,que se representa en la figura 5.16. 

Algunos resultados se han expuesto en la figura 5.17. 

Se ve que la aproximación es bastante buena ya que el 

polinomio utilizado por Díaz .del Valle y Samartín es de gra

do 7 . 

De- todas formas si se efectúa el equilibrio estático se 

tiene: 

-Equilibrio de fuerzas verticales: 

(5.59 + 6.23x2 + 6 .65) x2 + (4.70 + 6.02x2 + 6 .37) x2 = 95.62 t . 

que frente a 120 t proauce un error de un ,¿0% 

-Equilibrio de momentos en la sección DD. 

^ext = | g (F)^ = "^^t 
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9= I t/m» 

I I 
Alzado 

í..i. I , n 
Scccidn t̂ cul5uê ftftB A - A ' 

L s 15m 
h s o.8m 
E = 2.300.ooofc/m̂  

Fígato/ 5 . 1 6 - To/bEeio bi^atcocion. D¡5c.t«tí2aG¡on «n elementos 
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( 0 . 0 7 2 ) ( 0 . 0 7 2 ) 

secc ión C'C 

Momentos M^, en sección c - c ' 

B.O70I1 
(O.O70(O.O7X) 

AORFOS 

1S.S2 

Momentos en stccíen D'O' 

559 
6 . 2 3 

6.66 

(Í6.7I) (7.0A) (710) 
A 

Reoccícín en A-A* 

B 
6.02 S.37 

® ® ® 
(A .08)(72<í)(7 .13) 

Figu-tO/ 5.17.- FEeciías, M í n e n o s ^ rtctccionas. ENT̂ e, 
patinttóis lo5 uâ iw Díaz dUl Ualle 
^ SAMCTTTÍRI'f Dentto ole un círculo la. 
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M = -49.40 . 5 = -247.00 mxt 
reac 

que frente al integrado de 199.58 da un error del 26%. 

Estos errores se deben a la débil discretización hecha. 

5.12.- Comparación con otros elementos de flexión 

Siguiendo la notación de la tabla 5.18 se van a presen

tar una serie de figuras comparando diversos elementos de fle

xión. 

ELEMENTOS CUADRILÁTEROS 

1.- Elemento ACM )12 gdl. . 

2.- Elemento LCCT-9(ECT). Dos triángulos LCCT-9 con 12 gdl exteriores. 

3.- Elemento LCCT-12. Dos triángulos LCCT-12 con 16 gdl exteriores y 1 

gdl interior. 

4.- Q-19. 4 triángulos LCCT-11 con 12 gdl exteriores y 7 gdl interiores. 
39 

5.- Elemento de Fraejxs de Veubeke.- 16 gdl exteriores. 
6.- Elemento de Hughes y Taylor. % gdl exteriores, 

?.- Bogner-Fox-Schmidi^ 16 gdl exteriores. 

ELEMENTOS TRIANGULARES 

12 
1.- Bazeley, Cheung, Irons y Zienkewicz. Elemento no conforme. 9 gdl ex

teriores. 
79 

2.- Morley. Triángulo de ctirvatura constante. 6 gdl exteriores. 3.- Bazeley, Cheung, Irons y Zienkiewiczhllemento conforme. 9 gdl exteriores. 
24 

4.- Clough y Tochter. Elemento conforme. 9 gdl exteriores. 
5 . - Fetippa^elemento conforme. 12 gdl exteriores. 

33 

6.- Hiperelemento de Diaz del Valle y Samartin. 

7.- Elemento simple de grado 7. (ES7) 

TABLA 5.18.- Descripción de Elementos Finitos. 



c 

c 

-20 • 

-30 
N ó m e t o dt tSemcntos cao/itiEáblos fn un 
N = 2 

Fí̂utít S.18.- PCoco, tuadtAiA simplemente apocada bĉo calece concentrncUt 
centioola. Compataciĉn cU (ct l̂ecKo. en centta t n función dtl 
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En el caso anterior se ha comparado la velocidad de con 

vergencia de los distintos tipos de elementos versus número de 

elementos en que se discretiza la placa, estimándose, sin em

bargo, que es más objetivo llevar a cabo esta comparación en 

función del número total de grados de libertad de toda la estruc 

tura. Por este, motivo, se comparan los resultados obtenidos con 

el elemento simple de grado 7 y los calculados con los siguien 

tes elementos: 

2 

-ACM (Adim, Clough y Melosh) 
23 

-CF (Clough y Felippa) 
73 

-M (Melosh) 
81 

-P (Pappenfuss) 

-DV (Fraeijs de Veubeke) 
1C5 

-W (Wegmuller) 

-B (Bogner, Fox y Schmit) 
33 

-TI (Díaz del Valle y Samartín) 

-Í;;S7 ^DesarrolJ-ado en esta Tesis) 
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