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CAPITULO I : INTRODUCCIÓN

Un repàso breve de la literatura tradicional.

El concepto de núcleo, originalmente formulado con

este nombre en el área de matemáticas conocida como Teoría de

Juegos, ha Jugado un papel crucial en el estudio de los fun-

damentos cooperativos de la Teoría del Equilibrio General.

Fue sin embargo Edgeworth [l88l] el primer economista que

definió y utilizó el concepto bajo el nombre de "curva de

contrato". La importancia de su contribución no fue plena-

mente apreciada hasta- la déca.da que empezó en 1950 cuando

especialistas en Teoría de Juegos como Gillies [1953] y

Shapley [1953] reintrodujeron independientemente la noción

de curva de contrato ba,jo el epígrafe de núcleo de un juego.

Shubik [19591 apreció la relación existente entre la curva

de contrato de una economía y el núcleo de un juego. Su

observación catalizó el desarrollo de lo que hoy en día cono-

cemos como Teoría del Núcleo de una economía.

Un juego es una representación abstracta, de una

situación de conflicto entre varios agentes. Cada uno de

ellos toma decisiones, individualmente o en cooperación con

otros agentes, con el objetivo de rnaxirnizar su utilidad o

ganancia. El resultado final del juego es determinado, conjun-

tamente, por el conjunto de decisiones efectuadas. En general,
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cada posible combinación de decisiones da lugar a una asig-

,1 nación de utilidades' o ganancias distinta. Una solución de

I un juego es una regla que, satisfaciendo ciertos criterios

•_ de razonabilidad y aceptabilidad, selecciona un subconjunto

dentro del conjunto de todas las asignaciones posibles.

• Se dice que una asignación de utilidades es vetada si existe

• "• un subconjunto de participantes en el juego que, por si mismo,

puede ofrecer a cada uno de sus miembros integrantes un nivel

| de utilidad superior al que obtendrían en la asignación pro-

• puesta,. El núcleo de un juego es el subconjunto de asignacio-

nes de utilidad que son posibles y que no pueden ser vetadas

• por ningún subconjunto de participantes.

•I La curva de contrato de una economía de intercambio

•• ' puro consiste, por su parte, de todas aquellas asignaciones de

bienes que no son mejoradles por ningún individuo o grupo de

I " individuos. Una asignación para la economía es mejorable por

• un subconjunto de agentes si éstos pueden redistribuir sus

dotaciones iniciales de bienes y ofrecer a cada componente

•I un nivel de satisfacción superior al que obtendrían con la

I asignación original,

:_ . Las dos definiciones que acabamos de introducir

'* ponen de manifiesto la íntima relación entre la curva de

I contrato y el núcleo de un juego. El núcleo, conceptuali-
¡' •
'• zación abstracta diseñada como solución de un juego, aparece

I

'̂ '̂ "̂ Wl" *!*»«,,-»,
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;. . en la teoría económica, como un mecanismo de asignación de re~

• cursos. El lector interesado en una discusión de la razona-

• bilidad y aceptabilidad del núcleo como solución de un juego
;

L puede consultar la obra clásica de Luce y Raiffa [1957] o

r, bien la sucinta y metódica exposición de Maschler ['1975] donde,

| además, se presentan y discuten otras soluciones propuestas

• en la literatura,.

r La'línea de investigación que se originó a partir de

• las contribuciones mencionadas fue doble. En primer lugar.
I
• el problema del intercambio, de mercancías fue transformado

^ en un juego y se demostró que toda, economía convexa da lugar

." a.un juego con un núcleo no vacío. Este resultado fue demos-

I trado por Scarf [1967]. .En segundo lugar, la denominada con-

•• jetura de Edgeworth, a saber, que la curva de contrato se

í "contrae" hacia el conjunto de las asignaciones competitivas

I ' cuando el número de agentes presentes en 3.a. economía crece
t
fl indefinidamente, fue satisfactoriamente probada por Debreu y

i Scarf [1963], para el caso de una secuencia de economías de

,* réplica, y por Aumann [1964] para el caso ideal de una• economía,

'• con un continuo de agentes. En .el trabajo de Debreu y Scarf
i ' • '
:'m la idea de contracción fue rigurosamente formulada: las
íl 'í . asignaciones competitivas son aquellas aue no son memorables

I
. .

por ningún grupo de agentes independientemente del grado de

réplicación de la economía, Aumann probó, por su parte, que
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ÍH las asignaciones en el núcleo o curva de contrato de una

í'. economía con un. continuo de agentes coincidian} precisamente,

• con el conjunto de asignaciones competitivas.
\

• El vacío existente entre lo.s casos extremos repre-

L sentados por las aportaciones de Debreu y Scarf y Aumann fue

P satisfactoriamente cubierto con las contribuciones, entre

I ; otros, de Hilderibrand [1974], Bewley [1974],. Anderson [1978]

• y Cheng [1980]. Estos autores formularon la conjetura de

; Edgeworth en economías con un gran número de agentes, pero

.;• finitas, que no se obtenían necesariamente a través de 'un
I
fl procese de replicación. Un panorama excelente de la lite-

• ratura sobre el núcleo de una economía es el realizado por

1 ' * •
!;• Hildenbrand [1982],
i

i

1 E1 núcleo como mecanismo de • asignación de recursos .. . ,_

1Jt El concepto de núcleo tiene indudables atractivos
t • .

• como mecanismo de asignación de recursos. En primer lugar,

í , toda asignación en el núcleo es eficiente en el sentido de

'• Pareto puesto que sino existiría una coalición -la de todos

•I ' los agentes- que vetaría la mencionada asignación. En segundo

!_ lugar, ningún agente recibe un nivel de utilidad inferior al.

9I de su dotación inicial de bienes. En tercer lugar, el meca-
!•
[J . nismo es claramente democrático en tanto que- la facultad de

I
il
I
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' veto de cualquier coalición es respetada, en particular la de

I las coaliciones minoritarias. Observamos, en cuarto lugar,

I que el mecanismo no es discriminatorio puesto que no se im-

L ponen restricciones a priori en la formación y la composición

, de las coaliciones. Finalmente, las asignaciones en el

• núcleo son equitativas en el sentido que los individuos que

• poseen características similares reciben niveles de utilidad

similares.

• La posibilidad de implementar una. asignación en el

• núcleo depende claramente de la ausencia de costes de comuni-

•— cación y de adquisición de información. Estos costes son

r™ probablemente sustanciales en economías con un gran número de

• agentes, de ahí que la implementabilidad sea una cuestión

•• delicada. Esto, sin embargo, no limita la relevancia de la

'• . teoría del núcleo puesto que su interés principal radica no

;| tanto en la opera.tividad del mecanismo como en los funda-

• mentos cooperativos que ofrece al mecanismo tradicional de

asignación de bienes a través de precios. En efecto, el

• aspecto crucial de la conjetura de Edgewortn, o lo que en

'• terminología moderna denominamos teorema de equivalencia,

_ ' es que las asignaciones competitivas y las asignaciones en

¡ el núcleo no son muy distintas si la economía, posee un gran

'J número de agentes. No es difícil el demostrar que, para

• cualquier economía, una asignación competitiva pertenece al

s1

í
i
I

^̂ ^̂
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núcleo y por tanto disfruta de las propiedades que hemos men-

cionado anteriormente. Por otra parte, una asignación en el

núcleo de una economía con mucho agentes es "casi" competitiva

y el grado de aproximación mejora a. medida que el número de

individuos aumenta. Así pues, vemos como dos mecanismos de

asignación de recursos con características tan dispares dan

lugar a resultados prácticamente indistinguibles, con lo que

la utilización de un. mecanismo operativo como los mercados

competitivos queda justificada en un sistema cooperativo como

el representado por .el núcleo.

Una interesante propiedad de las asignaciones en

el núcleo es la de equidad. No es intuitivamente claro, a

partir de la definición, que los agentes que poseen carac-

terísticas similares sean tratados equitativamente en términos

de utilidad. Esta propiedad es, de hecho, poco trivial y

requiere una prueba matemática bastante compleja. Una pro-

posición previa a la demostración del teorema de Debreu y

Scarf trata precisamente esta cuestión. Si las caracterís-

ticas de los agentes, ésto es, sus funciones de utilidad y

sus dotaciones iniciales de bienes, satisfacen ciertas

propiedades, es po.sible demostrar que idénticos agentes

reciben en el núcleo de cualquier economía de réplica dada

idénticos niveles de utilidad. Esta propiedad es ciertamente,

satisfactoria pero depende crucialmente del supuesto de
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I replicación. Green [1972] demostró que si la economía no'

t posee un idéntico número de réplicas de cada tipo de agente,

I' la propiedad de tratamiento igualitario que hemos expuesto

desaparece. En un artículo publicado en 1973 5 Hildenbrand

y Kirman demostraron que, en economías con un número sufi-

.1 cientemente grande de individuos, todos los agentes per-

I . tenecientes al mismo tipo son tratados de manera simi lar-

— en el núcleo: los niveles de utilidad de consumidores

.idénticos no son necesariamente iguales pero puede hacerse

J que estén arbitrariamente próximos. Esta, aportación con-

•• cluyó la polémica acerca de las propiedades equitativas

del núcleo en economías sin incertidumbre.

I
I El papel de la incertidumbre en la teoría del núcleo.

™ A la vista de la creciente importancia que ha ido

• adquiriendo la introducción de incertidumbre o riesgo1 en los

M modelos económicos, resulta sorprendente la escasa atención

que este factor ha recibido en el estudio de-las caracterís-

| ticas y propiedades del núcleo. Ello puede deberse, quizás,

• a la indoctrination de los economistas teóricos con el modelo

de mercancías contingentes de Arrow-Debreu. En efecto, supon-

• ~ Como es sabido, la distinción entre incertidumbre y riesgo
• es irrelevante.

I
I
I,.

V f"*^* ' ?̂R'**-̂ î*lv-»iim̂ ^
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8.

gamos la existencia de un conjunto 'de estados de la naturaleza

cuya ocurrencia está regida por una determinada distribución

de probabilidad de manera que la dotación, inicial de bienes

de cada agente depende del estado particular que acaece. Dos

agentes son del mismo tipo si comparten la misma, función de

utilidad y sus dotaciones aleatorias son descritas por la mis-

ma variable aleatoria. La incertidumbre Arrow-Debreu implica

que dos agentes del mismo tipo reciben en cada estado social

posible la misma dotación de bienes. Por consiguiente, una

redefinición del espacio de bienes que incluya mercancías con-

tingentes permite aplicar los resultados obtenidos en el marco

tradicional con certidumbre al caso de incertidumbre del tipo

Arrow-Debreu-o colectiva. La técnica de generalización es,

pues, idéntica a la utilizada en la extensión de los teore-

mas de existencia y optimalidad; véase Debreu [1-959]-

Una economía se define normalmente como una función

cuyo dominio es un espacio de agentes y cuyo recorrido es un

espacio de características (preferencias o funciones de utili-

dad y dotaciones iniciales). Un método alternativo de intro-

ducir incertidumbre en el análisis puede basarse no tanto en

considerar aleatoriedad en el espacio de características como

en hacerlo en el espacio de agentes. Así, se puede construir

una secuencia de economías en la que el número de agentes de

cada tipo en cada término de la secuencia se construye a partir
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;B de una cierta, distribución de probabilidad. En cada .economía

í de la mencionada secuencia se puede obtener la proporción de

i™ individuos que comparten una determinada característica, . La

• secuencia de proporciones así construida es aleatoria, pero

• en la medida que dicha secuencia converge hacia una distri-

; ' .. bución límite, los resultados tradicionales de la teoría del '

I núcleo pueden también extenderse al marco de "economías

• . • muéstrales".que hemos descrito; véase, al respecto, Hilden-

brand [197̂ ]..

.| La hipótesis de incertidumbre colectiva que hemos

i'fl discutido previamente puede interpretarse probabilísticamente

'•'. como una situación donde las variables aleatorias que descri-

'• ben las dotaciones iniciales de bienes de los agentes del

I mismo tipo son dependientes. Supongamos, por contra, que

_ definimos como individuos del mismo tipo a aquellos que com-

:• parten la misma función de utilidad y la misma dotación aleato-

'*• ria de bienes pero con la particularidad que éstas son inde-

• • pendientes. Así, dos agentes idénticos pueden estar afectados

por estados distintos. Por ejemplo, la capacidad de trabajo

•| de un individuo depende de su estado de salud. Haciendo abs-

8 tracción de plagas o enfermedades colectivas, el hecho que

: un individuo de un tipo dado esté sano o enfermo no implica

• a priori nada respecto al estado de salud del resto de agentes

*B del mismo tipo ni, en consecuencia, en su capacidad de trabajo.

I
t

I
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• En este contexto es evidente que los agentes ven determinados

su dotación de bienes' no por la ocurrencia de diversos estados

• de la naturaleza sino por la ocurrencia de sus estados per-

I señales j de ahí que este tipo de incertidurabre se denomine

personal o individual. Por otra parte, es claro que los

^ estados personales determinan un conjunto de estados sociales

• • o colectivos a partir de los que podemos definir un espacio

— de mercancías contingentes. La dimensión del espacio de

bienes contingentes depende, para un conjunto dado de estados

| personales, del número de agentes presentes en la economía.

• Además, agentes idénticos no dispondrán en general de las

mismas dotaciones contingentes. No es inmediato, por consi-

• guíente, que los teoremas del núcleo sean adaptables al marco

• de incertidumbre personal.

'. _ El objetivo del presente trabajo es, precisamente,

el estudio de las condiciones que garantizan que 'en economías

I con incertidumbre individual se satisface una versión (rede-

• finida) del teorema de equivalencia. Asimismo,1 desearnos ana-

lizar la. validez de las propiedades de tratamiento igualitario.

.1 Esta área de investigación fue abierta por Caspi [1978]

I y contimaada por Weller [1981]. Caspi presentó un modelo de
.
. una economía con riesgos individuales y probó que las asigna-

;, • ciones en el núcleo satisfacen, asintóticamente, propiedades

< I de tratamiento igualitario en términos de utilidad esperada.

I .

I
I
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•; Su modelo se basa, sin embargo, en hipótesis excesivamente

• fuertes: un solo tipo de consumidor y de bien material; aumen-

I to del tamaño de la economía por réplicación; funciones de

^ utilidad diferenciables y estrictamente cóncavas; dotaciones

iniciales de bienes representadas por variables aleatorias

I independientes y con idéntica distribución. El trabajo de

• Weller amplía los resultados de Caspi a.l caso de más de un

bien material-manteniendo, básicamente,.el resto de hipótesis.

| El considerar un solo tipo de agentes es tan particularmente

• conveniente y simplificador corno restrictivo. Permite, en

concreto, obtener un teorema de convergencia con un coste

• muy reducido. En efecto, la contribución principal de estos

• trabajos puede resumirse diciendo que las asignaciones en el

_ núcleo de una. economía con incertidumbre personal ofrecen

niveles de utilidad esperada arbitrariamente próximos a la.

| • utilidad de la esperanza matemática, de la .dotación inicial de

• bienes. Bajo las hipótesis mencionadas es trivial el compro-

bar que dicha esperanza matemática es el único equilibrio

• competitivo de la economía sin incertidumbre que se deriva,

• tornando como dota,ción inicial de bienes el valor esperado

cié las variables aleatorias que definen las dotaciones inicia-

• les en la economía con incertidumbre y un solo tipo de agente,

• ka simple introducción de dos tipos de agentes destruye este

-

I

I

I

resultado.
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El modelo que presentamos en esta tesis incluye un

>'| número arbitrario, pero finito, de distintos tipos de agentes.

'• Prescindimos completamente de la hipótesis de diferenciabilidad,

mientras que la concavidad estricta es relajada a concavidad

• excepto .en un caso particular donde probamos que, de hecho,

• no podemos prescindir de ella. Ampliamos, también, el tipo

« ' de incertidumbre personal; tanto Caspi como Weller utilizan

casos particulares de variables aleatorias que satisfacen la

ley fuerte de los grandes números. Veremos que el único re-

• querimiento que debemos imponer a la a.leatoriedad de las

; dotaciones iniciales es que ésta sea lo "suficientemente

I .
individual" para que una versión de- la ley de los grandes

i

• números sea aplicable; en concreto, utilizaremos axiomática-

•_ mente la ley débil de los grandes números..Finalmente,'demos-

traremos que la condición de replication de los agentes no

I es crucial para obtener los teoremas de convergencia del

núcleo. Estas hipótesis están, a nuestro entender, más en

consonancia con las hipótesis trad.icionalrnente realizadas en

| la teoría del núcleo de una economía en condiciones de certi-

• dumbre.

I
Organización del trabajo.

• En el capítulo II introducimos y discutimos las

I
I

*

!,_____

12.

I
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I . ""hipótesis que conforman la naturaleza del modelo* Asimismo,

| enunciamos las principales definiciones y presentamos, algunos

• ejemplos. En el capítulo III analizamos algunos criterios de

equidad y demostramos que en el marco de secuencias de econo-

B mías de réplica las asignaciones pertenecientes al núcleo

m satisfacen los criterios propuestos. En el siguiente ca-

j pítulo extendemos los resultados elaborados para secuencias

de economías de réplica a economías más generales, en parti-

| cular prestaremos singular atención a las denominadas secuen-

• cías competitivas. El capítulo V trata la cuestión de la

relación entre las asignaciones en el núcleo y las asígnacio-

I nes competitivas o walrasianas. Esta relación se sumariza en

I dos teoremas de convergencia para,, respectivamente, secuencias

de economías de réplica y secuencias competitivas. Varios

• apéndices recogen conceptos y resultados (matemáticos y econó-

• micos) que, por su carácter más técnico o bien para no interrum-

• pir el flujo de la discusión, parecía más adecuado no intercalar

en el texto principal. Finalizamos el trabajo con una breve

| recapitulación de su contenido.

I

I

I

I

I
•*•

I

13
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CAPITULO II : DESCRIPCIÓN DEL MODELO

I
Una economía & está compuesta de una colección finita

• J de individuos caracterizados por una, función de utilidad u

y una dotación inicial de bienes e . Cada agente j c J viene

I descrito por un par (u., e.) . Para precisar el conjunto de
J J

• economías que vamos a considerar en este trabajo, efectuamos

las siguientes hipótesis,

R
~*"I H.l.a. 'Para todo je J , la función u.: R

J
_ es contínua, acotada, cóncava y creciente.

| H.l.b. Propiedad de la utilidad esperada: sean

• (f|P) y (g|Q) loterías con espectro finito. La

lotería (f|P) es preferida a la lotería (g|Q)

I por el agente j si y solo si la utilidad esperada

• de (f |P) no es menor que la utilidad esperada de

m (glQ) , i.e., (f|P) >. (giQ) si y solo si

I
• Eu,(f|P) > Eu.(glQ-) .

I
• Una función de utilidad que satisface H.l. se deno-

mina función de utilidad de Bernoulli. La hipótesis de conti-

| nuidad es típica en teoría económica y su carácter es puramente

• técnico. La condición de concavidad refleja que los agentes

I
I
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|

A"
no son amantes del riesgo. La hipótesis de acotación es natural

• dentro del contexto de la teoría de la utilidad esperada para

obviar la conocida paradoja de San Petersburgo. Puesto que en

I este trabajo utilizaremos espacios de probabilidad finitos y no

• denumerables, la propiedad de acotación no puede derivarse del

resto de hipótesis, de ahí que sea preciso asumirla. Una dis-

cusión completa sobre esta propiedad puede verse en el artículo

I ' de Fishburn [1970]. La condición de monotonía de las funciones

M de utilidad es standard y no merece mayor comentario. La,hipóte-

sis H.l.b. tiene en cuenta el contenido urobabilístico del

I
I
I
I
I
I
I
| H.2. La dotación inicial . e .: ( ü •, & ( Cl -), U.) > R

J J J J ~*~

I es una función medible que satisface e. (w.) > O para
J u

todo w. e Q . . El conjunto fi . es finito y H.(w.)> O
• J J j J J
' para todo w. e fi . .

J ¿)

— El símbolo Ç representará todas aquellas funciones

modelo y recoge la hipótesis de racionalidad de los c-onsumidore,

a saber, que todos ellos tienen corno objetivo la maximización

de su utilidad esperada. Denotaremos por % el conjunto de

las funciones que satisfacen H.l..

Cada agente j está afectado por un conjunto de estados

cuya ocurrencia determina la dotación inicial en su posesión.

Si fi. 'es tal conjunto, denotaremos por <S>( fi .) el conjunto
J J

de todos los sucesos generables a partir de 57 . y por U _.
J J

una medida de probabilidad definida en (?( ft ..). Asumimos,
<J
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i!.I que satisfacen H.2.. Podemos, ahora, definir de manera precisa.

I
I
I

•

I
I
I
I
I
I
I

. •

I
I
|

I
I
I
I

el concepto de economía. Una economía, estocástica & es

una función del espacio de agentes J en el espacio de carac-

terísticas M, x Ç , i.e.,

: J

de manera que £ (j) - (u.., e.) e 'VI x Ç para todo je J .
<j J

La hipótesis de incertidumbre individual implica, como hemos

mencionado en la introducción, que cada individuo es afectado

únicamente por su propio conjunto de estados fi . . El conjunto
d

de estados sociales ft se obtiene 'como el producto cartesiano

de los conjuntos de estados personales, i.e.,

n = TT n ,

Un vector w e fi especifica los estados que afectan

a ca,da consumidor. Sea proy, . (w) la proyección del vector vi
i u

en su j-ésima coordenada; entonces, la hipótesis de incertidumbre

personal puede expresarse formalmente como

HO. Para todo weiï , e . (w) = e . (proy • .. ( w ) )
u J l o

Dada una economía £ : J -* It- x Ç , podemos cons-

truir una secuencia de economías { gr) , r-1, 2, ... , tomando
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17.

como base el subconjunto de características g (J) c

Denotaremos por A el conjunto de agentes en la economia £ r

y por A. el subeonjunto de agentes de tipo j en g r , de
J

manera que A = U A. . Puesto que deseamos analizar propiedades
J

de economías con un gran número de agentes, debemos asumir

H.4. Para todo je J , lim # Ar = CD
T-+ oo 3

donde #A denota ia cardinalidad del conjunto A . Para faci-

litar la interpretación, se puede asumir que todas las copias

del tipo j comparten la misma dotación aleatoria de bienes. Sin

embargo, ésto no es necesario. Los únicos requerimientos que

necesitamos en la definición de "cop.ia" son los de independencia

estocástica e idéntica esperanza matemática en las dotaciones

iniciales. Esto es suficiente para postular una condición de

estabilidad estocástica que refleje la noción de independencia

implícita en el concepto de incertidumbre personal. Así pues,

H.5- Para todo j e J , la secuencia {e.(a)} .r ,j a e H .
j

r=l, 2, ... , satisface la ley débil de los grandes

números, i.e., para todo 6 > O

lim Prob
r-» OD

£ (a) - Ee !> 6 } = 0

donde e.(a) es la dotación de bienes que corresponde a la
J
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I
I
I
I común de todas las variables aleatorias e.ía) ,

Ejemplo 1. Sea (e.('a)} .r una secuencia de dotaciones

I j a J
aleatorias mutuamente independiente y con idéntica distribución.

18.

copia a del tipo j y Ee. es la esperanza matemática
J

I Dadas nuestras hipótesis,.la varianza de er. =: (# AT.Ï 1 ¿C e. (a)
J J a e A1; -1

_ ' existe siempre y es igual a J

g ' varíe3:) =

1

varí e. (a))
.

* AJ
_ Como lim # A. = oo , se sigue que lirn varíer) - O . De la
• ^ J
™ desigualdad de Tchebyschev

I
H TÍ i. r I T ï̂Prob (je1. - Ee.| ><5) <

<3 J •

I

I se deriva de manera inmediata que lim Prob {| er. - Ee.í>5 }= O
J J

para todo 6> O , con lo que la secuencia de dotaciones verifica

| H.5. . '

I
Ejemplo 2. Sea {e.(a)) ,r una secuencia de dotaciones

I j aeAj
aleatorias mutuamente independientes que cumple

I

I i) Ee.(a) = Ee. , para todo a eA\ , para todo r=lj2,...
<J J . t i

i i) varí e .(a)) < + oo

I
|

I
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I
I
I

iii) lim (#A*j)~2-E var(e.(a)) = 0

|

r-> 00 J a € A. J

0

La secuencia (e.(a)} ñr satisface H.5.. En efecto,
,1 3- £ /i •

I J - .
puesto que

I

|

E(e^ - Ee.)2 = var(e^ - Ee.) - (#A*J 2 ̂ var(e.ía))
J u J J J J

' la condición iii) implica que la secuencia {é1..} converge

I t —T 1en la media de orden 2 hacia Ee . . Por consiguiente, {e. j
J J

•
converge asimismo en probabilidad hacia Ee . .

J

' La descripción de una secuencia, de economías depende,

I obviamente, del método que utilicemos para incrementar el nú-

• mero de agentes.. Las hipótesis realizadas hasta el momento son-

en este sentido bastante débiles. Si. S : J -> ^ x Ç

I es una economía que .satisface H.1-H.3 .Y (S1) es una secuencia

• basada en S que satisface H.4-H.5, tenemos

I r ' '
Definicion I. La secuencia de economías {S } se denomina

I de replica, si Ar - J x {1, 2, . . . , r} de manera- que
T*

_ S ( j , , a ) = ( u . , e . ( a ) ) 5 a = 1 , 2 , ... , r .
I J O

• En una economía de réplica, de orden r existen, por tanto

I
I"*1Wi1»-'«~.,,vl__.

• .'[ -;·'#nftoK^ !&f!*rt*}mr'rr~>~e^imm~-^-n
*~~"~"~" "'"̂ '̂.'̂ -̂ 'í'̂I'vr.Tí.rj*
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t'
I
I
• r copias de .cada tipo de agente. Un procedimiento más general

• de aumentar el tamaño de la economía viene recogido en la. si-

. guíente definición.

I Definición 2. La secuencia de economías (S } se denomina

I
I
I
I

competitiva' si para todo j e J existe un n .. e. ]0, 1[ tal
J

que

lim ¿~
r* OD # Ar

La interpretación es inmediata. La fracción
"Y* Y"*

# A . / #A indica la proporción de Individuos de tipo j
d

•vn

presentes en la economía £ . Este número fluctúa de
|

economía a economía, pero cuando el índice r es lo suficien-

I temente grande dicha proporción se estabiliza en un entorno

I arbitrariamente pequeño de ri . , Claramente, Z_> n . = 1 .
J J

r yLa secuencia de proporciones # A . / # A recoge toda la

|
J

información, sobre la distribución de las características de

• los agentes. La convergencia de la mencionada secuencia refle-

ja la idea intuitiva de que al aumentar el tamaño de la economía,

' • y por tanto su grado de competitividad, no está variando sus-

• tancialmente el carácter de la economía, ésto es, su distribu-

m ción de características. Se observará que una secuencia de

economías de réplica es un caso particular de economías compe-

I
I
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I

I

titivas. En efecto, para una secuencia de réplica,s tenemos que

I

21.

*A ,
¿ = (#j) x para todo r= 1, 2, ....

#Ar

Si fi , . •> representa el conjunto de los estados
( a J

I

I

I
personales que afectan a la copia a del tipo j, el con

I junto .de todos los estados sociales para la economía &

• viene definido por el producto cartesiano

• nr --TT - n , . >(J' a)

acAr

T* T* T*
es.una función medible f : A x fi -̂  R que satisface

C Er fr(a, w). < E C r -e,(a, w)
j ¿ J a e A . j e J a e A . J

I
I • Definición 3. Una asignación factible para la economía

I
I
I

I para todo w e fi '

I
I • Por conveniencia de notación, omitiremos el argumento vi sin

que ello cause confusión. Usaremos, pues

I
I
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I
I
I
1 C E .. n(a) s E E „ e,(a)

j € J a e A1 J j £ J aeAT J

J J

I

• teniendo en cuenta'que esta, relación implícitamente recoge

_ . que la igualdad entre ofertas y demandas tiene lugar en todos

los estados sociales. Se observará que el número de mercan-

H cías contingentes depende de r .

•1 Las preferencias de los consumidores sobre vectores

de bienes contingentes respetan H.l.b.. Así, si a e A. y
il 3
• B" X* • I* T*
•I f y g son asignaciones para, la economía & ,. tenemos

I V* Y*
que f .(a) es preferido a g.(a) "oor a si y solo si

3 3

" Eu .fr(a) > Eu.gr(a)
J J «J Je

K T*Por otra, parte, la variable alee.toria f.. (a) es estrictamente
Y*

m preferida a g.(a) por a si y solo si

I EUjfJU) > Eu.gjla)

I
_ • ' Una coalición de agentes en la economía Sr es cual-
Ĥ "i^

quier subccnjunto ,T de A . Una coalición T /- 0 puede

| escribirse como T = U. T'C donde T^ representa, el conjun-

I
I
I
J

22

.
<J J

to de las copias de tipo j perteneciente a, la, coalición T .
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I

|Si*̂ H"-·¥
BB

una asignación gr tales que

|í D E C V g>> - E E . e.(a)
j.e JT a e T J j e J a e Tx. J

U U

ú ü

" •

2) Eusg^(a) > Eu^fr(a) para todo a & Tr., para
u J o

todo j£ JT

Obsérvese que no es restrictivo el suponer que todos

- ' ' , rlos miembros de la coalición T recioen en la asignación g

I'EX niveles de utilidad esperada estrictatrvente superiores a los
f\

~í':*\ que obtienen con -fr < En efecto, la condición 2) es equivalí

I- a

I

• ' 2') Eu.g^(a) s Eu.f^(a)- para todo a e Tr., para

23.

íí¿̂ '¿«5̂ V¿í̂ ;̂ fc£̂ *¿*fid?̂

I
I
Í

"

Puesto que es posible que para algún j tengamos T. - 0 ,
d

I denotaremos por JT al conjunto de todos los je J para los

_ que r£T. ¿ 0 .

I '

I Definición 4. Una asignación fr para la economía £r es

mejorable, bloqueada, o vetada si existen una coalición T y

todo j.£Jm, con algún agente a* satisfaciendo

Eu.g'Ju*) > Eu.fr(a*) .
<J J «J J
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I

I
™ Definición 5. El núcleo de una economía £ r , denotado C(& r) ,

I es el conjunto de asignaciones realizables^ para £ r que no

I

gracias a las hipótesis de continuidad y monotonía de la función

de utilidad, u . . '

v»

pueden ser bloqueadas por ninguna coalición T £ A .

El siguiente ejemplo demuestra que individuos idénticos no son

• tratados idénticamente en el núcleo de una economía estocástica.

• Ejemplo 3 • Considérese una economía con dos agentes descritos

I por la misma función de utilidad u(x) - ̂ x y cuyas dotaciones

. iniciales son variables aleatorias independientes y con idéntica

B distribución definidas sobre un conjunto Ü = (w-, , w? ] de

J estados personales tales que

e(w, ) = 1 con probabilidad ü(w, ) = 1/2

I
e(wp) = 4 con probabilidad £(w2) = 1/2

I El. conjunto de estados sociales es, por tanto,

I 2
Q = {(v/15 v^), (Wj , i-íg), (vj.2, v^), (w2, w2)j

I cón Prob (v;. , w . ) = I£(w. ) H ( w . ) - 1/4 . La dotación contin-•L j J- j

I
I ' '
'f.,̂ Br>Ŵ '̂ïŴ ·̂ r·Ç̂ T̂ 7!rT̂ T̂,̂ .̂!?̂ %r̂ 1̂
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I
I

gente del primer individuo viene definida por

I
• -e-j^w-p v^) = ei^wi^ = ! .

• el(wl' W2} = 'W = *

I eiu2, v = vv =, . -
! W V 7 •!<"*>-

| mientras que para el segundo agente tenemos

/ \ f \ ~\
' ^ O * "1 ' " n / t^ Q V V\< -i / X

I
I
Î̂

 <3 I l·i/ % f 1 —• Q ( T*T J — ¿L^- /^ v •f /^ 5 * • f\ t ^-s f~\ \ • * r\ i ~ '

I
I Puesto que las dotaciones iniciales de. mercancías contingentes

m son. distintas, es .intuitivamente claro que pueden existir

• posibilidades para que ambos agentes mejoren su bienestar a

I través de una distribución de sus bienes. En efecto, la solu-

m . . ción del programa

I

I
— sujeto a

I

= a2(w.j ) = 1

Max }_] Prob (w. > w.) u(f,(w., -w .) )
i", J 1 J 1 i J

"'I v̂*̂ ^̂ 'iT̂  -
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• <s~

2_, f ( w . , w ) = ¿Z e ( w . , w ) para i, j- 1, 2
M a=l,2 a x J a i j

I Z_j Prob ( w . , w . ) u ( f 0 ( w . , w . ) > Eu(e 0 )— i i 1 J ¿ i J ¿x s J

I
• • f

a
( w i» V S ° Para a= X ' 2' i' J= !> 2

• describe las asignaciones en el núcleo. Tediosa computación

• permite ver que la asignación

I
| • fi ("i- V °-s> 8

f (w , w ) - 2.45

I
I
I

f t \ O C C "( VJ W ï ~ /^ ^ )p \ Y V - | 5 » V p V C- • J J

• f 2 (w 2 , - w, ) - 2.55

I

26.

f l ( w2' wl} = 2'

fl ( w2' W2 ) = 3'

f2 ( w l ' W1J '= 1<02

f 2 (w 2 ,

I
• pertenece al núcleo de la .economía. Sin embargo, ambos agentes

reciben vectores de bienes distintos y sus niveles de utilidad

B esperada son, como es fácilmente comprobable, también distintos,

I
*•

I
|̂ ¡rct-VB- j™/*"1"»)1-*"* '
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El intercambio úe bienes llevado a término puede interpretarse

como un intercambio de riesgos. En determinados estados, algu-
.

nos consumidores reciben dotaciones que les resultan especial-

mente favorables mientras que en otros estados pueden resultar

perjudicados con la cesta de bienes que les corresponde. Esta

situación puede invertirse para otro grupo de agentes. Los

estados (w, , v/p) y (v,Tp, w, ) de nuestro ejemplo ilustran

esta observación. Una asignación en el núcleo permite, pues,

que los consumidores intercambien riesgos y aumenten su utilidad

esperada. Si la economía comprendiera un mayor número de

individuos, las posibilidades de intercambiar riesgos aumenta-

rían correspondientemente con la presencia de un mayor número

de estados. En lenguaje común, existiría una mayor variedad

de pólizas de seguro sobre la que negociar. Esta es, precisa-

mente, la razón por la que intuitivamente esperamos que en

economías con una gran cantidad de individuos las utilidades

esperadas no sean sustantivamente diferentes. El objetivo

del 'próximo capítulo consiste en precisar y en dar contenido

formal a esta intuición económica.

^
* ""•" "

*.! if
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CAPITULO III : ECONOMÍAS DE REPLICA ; PROPIEDADES EQUITATIVAS

I
En este capítulo presentaremos y discutiremos criterios

' de equidad y demostraremos que las asignaciones pertenecientes

• al núcleo satisfacen asintóticamente los criterios introducidos.

• Antes de proceder en esta línea de análisis necesitamos estable-

cer algunos resultados de tipo técnico.

| Sea {X ] una secuencia de variables aleatorias

I

• los subconjuntos de Borel y sea x un escalar. Tenemos,

I
_ Lerna 1. Si la secuencia /X "\ satisface para, todo 5 > O• • '- n •> • c

I lim P í w e í ï / |X ( w ) ~ x¡ >6 ) - On t- n n Jn-> OD

i
I se tiene que

I

I

I

•

I

>̂ B̂

definidas en espacios abstractos de probabilidad (fí , 3 , P )

con dominio en R dotado de la a-algebra <3(R ) de todos

entonces, para toda función h: Pi •*• E contínua y acotada

lim Eh(X ) = h(x)
n-» co

Demostració'n : Véase el apéndice.

Una aplicación trivial del lema 1 muestra que para cualquier

28,
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I

función de utilidad de Bernoulli se sigue la misma conclusión,

I lim Eu(X ) - u(x)
n* OD n

I
Lema 2. Sea {- ] una secuencia de números reales y sea x

un escalar. Si

I
• i) Existen e > O y a e JO, .1 [ tal que para

todo n = 1 , 2, . . .'

I # {a=l, 2,..., n / jx - xj >e j
--- : ------- > a

I
• • ii) Existe c > O tal que para todo a=l, 2,..., n

I y para todo n=l, 2,... se surnple x - x - c
- '.V. *

29.

1 -1 n
iii) lim sup (n) 5~lx - x

a=l a

Entonces, existen e > O y a £ ]0, 1[ que satisfacen

^lim -_— --- . --- ± ----- >
ço n

I * J fl_1 O n/ Y < y _ cw ) <A-± , ¿ , ... , n/ xo ̂  x E

I
I Perno s t r a c i on: Véase el apéndice.

I

I

I
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Sea {£rj una secuencia de economías de réplica y

sea f £ C(S ) , para r-1, 2,..., una asignación en el núcleo

JT
de £ . Toda asignación en el núcleo de una economía es reali

zable y, por tanto, tornando valores

de factibilidad

T1 V r, > \~'/ J 7-» r\ J. t \ ¿f )Z__> ¿_i Ef.(a) ¿ l_±
J . J - a c A j J J£J

y si para cada j-J .definimos

— Y* y* T \ t1*
fj - (#Ap -1 ¿_, r EfJ(a

a€AJ

se obtiene

r~7 _.r r— 7
L· f j s L, Ee

_ j*
lo que implica que la asignación f

economía cuyo conjunto de agentes es

dúo recibe como dotación inicial la

de su dotación aleatoria en '£ , Di

S , es una economía standard sin

*!•

esperados en la condición

(#Â ) Ee .

•

)

es factible para la

J y donde cada indivi-

esperanza matemática Ee .

cha economía, que denotarnos

incertidumbre ; se deriva

30

*i·y^



lim f1: - f .
r-* OD J *

Ï^Wí

I
I
I
I de fi a través de la aplicación ( u . , e.) •— - > ( u . , Ee_. ) .

J J J J
, — Y1

_ La secuencia de asignaciones f' para la economia fi, r.

I. está claramente acotada. Sin pérdida de generalidad podemos,

• por tanto, suponer que para todo j e J existe un f . tal que

I

I

I
Consecuentemente , la asignación f también es realizable para

• f*

m .&E "

I

I
I
• La. asignación f jugará un papel crucial, en el análisis pues

servirá como punto de referencia sobre el el que se centrará

I el estudio de las propiedades de tratamiento igualitario.

• Dado un número real e > O podemos construir para

cada je J y para todo r=l, 2, ... el subconjunto de copias

™ del tipo j cuya utilidad esperada en una asignación pertene-

• ciente al núcleo se desvía más de .e con respecto a la utilidad

•

ment e j

I

f = 1] E e
Je J J j J

31

•f y
que cada j £ J recibiría con la asignación cierta f . Formal-

|
D ( f , e ) =: .

J L d J J O J

I
«

' • ' - • • • ' • *".• -• ' - - - . ' • . - • • • • - • - - - . -
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32.

I

I
• cada individuo de tipo j recibiría si la esperanza matemá-

tica de su vector agregado de bienes fuera repartida equitati-

w. Y*

La utilidad u.(f .) puede interpretarse corno la utilidad que
J O

T* r T*
vamente. La expresión A. — D.(f , e ) representa el conjunto

J J
"Y* V Y*

complementario de D.(f" ,e ) en A. , es decir, el subconjunto
O O

de .copias del tipo j que obtienen tratamiento e-igualitario
T* T* f

en la asignación f . Si #D.(f , e ) = O , todos los indiví-
<j

dúos del tipo j son tratados e-igualitariamente. En caso
y v* f*

I contrario, la fracción #D.(f',e )/ #A. nos indica la propor-
J J

ción de individuos que, bien por defecto o bien por exceso, sonI
I
I
I
I
I
I La función de utilidad u., es continua y por consiguiente

I
I
I

sea. fácilmente comprobable que

I
I

"injustamente" tratados,. Si dicha proporción fuera reduciéndose

a medida que el tamaño de la economía aumenta, podríamos concluir

que "la desigualdad desaparece con los grandes números". Esta

idea puede expresarse, matemáticamente, de la siguiente manera:

para todo e > O ,

lim # D^(fr, e ) / # A* = O

J
lim u .(~£r.) = u . (f .) . De ahí que si definimos

J J J J

D (fr, e) =:'{aeA^/ |Euf^(a) - u (f
J O J J ci J

·*fW&PW^-^·&·~^r·^^tr$F™ZWn™·™W?JV>-*^^ *". ̂ »... . * .. . . . . . . i . - . -̂ ... . . . _ . . ., .
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I
I
I

33.

•y» v» ' ' -y"1

# D ^ ( f r , e ) # D ( f r , e )
lim ü— ^ Q *> lim sJ = o
r-» CD # A^ r-* GO # A^

J «J

Nuestro primer resultado prueba que las asignaciones en el

núcleo de economías con un gran número de agentes sirven,

efectivamente, para eliminar las desigualdades en términos de

utilidad esperada.

I
• Teorema 1. Sea {& } una secuencia de economías' de réplica

m tal que para todo r = 1, 2, ..., fre C(S r) . Sea e > O

* un número real arbitrario. Entonces, para todo j £ J ,

I
lim #D (fr, e ) / #AÏ = 0
r-» ro J J

Demostración: Si la conclusión no fuera cierta, existirían un

tipo de consumidor -que sin pérdida' de generalidad puede

asumirse que es el tipo 1- , números £" > O , a e JO, 1(

y una subsecuencia de índices -que por simplicidad denota-

mos de nuevo {'Rj - tales que para todo r c {.R} se

cumpliría.

03.1)
# D,

·̂ ^
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su.
I

I
• Es fácil de ver que para todo j y todo c > O se cumple

I
I
I Por lo tanto, si j ¿ 1 se tiene

I ' , r r -* • #\a<Lr\T./ Eu,f1, (a) < u, (f.) -f- £}
lim

I
I
I
I

- D , ( f r , s ) £ (aeA^/ E u . f ^ ( a ) < u . ( f ) + e]
J J J J J J J

| r-> oo # A1.

I
• En consecuencia, para j / 1 , para cualquier e > O y

m para cualquier -a e JO, 1[ , existe un número entero R.(e, a )

I ' '— tal que si r > R(e, a ) =: max R. (e, a ) y <j ̂  1 se tiene
J

|
-# (aeAr/ Eu.f^(a) < u.(f 5 + e]

: y. J_J J J > a

Para los individuos pertenecientes al tipo 1 es posible

| demostrar que existen £>O , a e ]0, 1[ y R1 tal que

I
I

si r > R, entonces

,r.

(3.2) __: i í^. i__f i_> s,
#A i

'?^-V"^-t7Tr¥^~&^.^rtttr^?*--^*r^r^f*^



•

ii) y iii) en el mencionado lema también se satisfacen.
•y» -y»

Puesto que . f e C( fi ) y, por la hipótesis H.2. , e,(a)> O,
Vt

se sigue que Eu, f,(a) > Eu,e,(a) > O , con lo que siempre
Y"* —

es posible encontrar o O tal que Eu,f,(a) > u,(f,) - c

y ii) se satisface. Por otra parte, la definición de

f, y la concavidad de u, • implican

u^fp- s {#A[)-1 Lr u3(Ef£(a)) >

••.,-.••..
¿Afc'.T ̂•:'HH¿f ,&'

I
I
I • En efecto, (3-1) implica que la condición i) del

• lema 2 se satisface. Demostramos, á continuación, que

I

I

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

con lo que la condición iil) del lema 2 se satisface y

I (3.2 ) queda probado.

I

I

f HB?T̂ T--̂ 'Jff'-w?̂ "!rw*l«Ŵ '̂t/f̂

35.

aeA^

La hipótesis H.l. garantiza que la función u, está

acotada superiormente. Esto implica que la función de

utilidad esperada Eu, también tiene una cota superior

y, por tanto, ha,ciendo que r tienda a infinito obtenemos

— T 1 \ ' T*
u, (f, ) > lim sup (#Af)"1 L· „ Eu'fíía)
1 1 1 i 1
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I
I
B
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" • A continuación, definimos para todo r > max (R-,, R(e , 9, ))

I
• m1' =: int[(# A,) 'd } + 1,

J

de forma que mr < # (aeA^ / Eu.f^(a) < u.(f.) + e }, j ¿ 1,
B «J u J J J
™ • y m1 < #^aeA:T/ Eu1f^(a)< u, (f,) - è } y, en consecuencia,

I r res posible construir conjuntos B_.(e) , j^ 1, y B.,(£)
J •'•

• tales que

• B r ( é ) £{aeA r / Eu , f r ( a ) < u . (f .} + £ 1
J u J J O O •*

I y cuya cardinalidad es precisamente m . El resto de ±a

• prueba consiste en demostrar que para un número e ade-

I cuadamente escogido, la coalición B (e) =: (U ._¿. B . (e ) )UB^(£
•y>

bloqueará la asignación en el núcleo f"1 siempre que

el índice r sea lo suficientemente grande. Se observará

I que los agentes en B^íe) reciben niveles de utilidad

• esperada particularmente desfavorables. Para poder formar

una coalición con U_. /, B̂ (e ) veremos que cada agente en

I J i •*-. J
BÍT(e) puede ofrecer un pago A a los agentes de tipo j ̂  1

• de manera, que éstos verán aumentado su nivel de utilidad

I

I

..., •̂ »̂ ..«™̂ T7̂ -r'̂ «--'̂ -''>̂ ~̂ŵ  .._.^..-, ,,
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I
I
I " esperada y no podrán objeción a formar una coalición con

I B.. ( £ ) « El aspecto crucial es que una vez la coalición se

ha constituido, existe una redistribución de sus recursos

* que también incrementa el nivel de utilidad esperada de los

I agentes del tipo 1 . Si A. es el pago que cada agente

Y* V~7 A
• en B.(e) , ¿j ̂  1 5 recibe, de manera que A = Z_i ./i -i '

y definimos una nueva asignación estocástica

I

•

I
I

37.

rnr

• f*(a) = f. + A. + (mr)-1 £ e (a) - Ee , VacB^e)
J . J J a=1 J J J.

• para j ¿ 1 , y

I
I
I
I es. posible demostrar que fr es factible para la coalición

• Br(e). En efecto, es fàcil de ver que para j ̂1

, mr

f.f(a) - F, - A + (mr)"1 C e, (a) - Ee, , VacB^(e-)
1 1 a = l 1 l l

i .
I

mientras que para j = 1
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I
I

I

mr V
fr'I a=l " • a=l
(à) = mr (f -A - Ee,') +- E e. (a)

a= X

I
• y por consiguiente

I mr

Z II ?r(a) = mr ( C <?, - Ee.) + ( ]C A - A ) )
e J a=l 3 .eJ ü

|
r

E V~~7
Z_i e . (a)

m . je J a=l J

™ Claramente, el primer sumando del lado derecho es menor o

I igual que cero por definición de A . y el hecho que
(J

I f es realizable para £ ,, . Se sigue, por tanto que f.-

I
I

es realizable para la coalición B"(e) . Se observará,
T*por otra parte, que para todo aeB..(e) , j s* 1 , y.para
c1

todo aeB!"(£) -se tiene

mr

- (f. +A.)| - Km3")"1 K e. (a) - Ee .
J J a=1 O O

rm

- (f, - A )! - Km1")"1 e, (a) - Ee, |
-L a=l

I
I La ley débil de los grandes números -hipótesis H.5* -

I
I
I
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I
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I
I
I
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I
I
I

39.

implica que para todo ó > O se cumple

lim Prob {
r-> CD

- (f . + ZV, ) i > <S } = O ,
O O

lim Prob { |f̂ (a) - (ÏY - A ) I > 6 } = O
r-* CD

Podemos, por lo tanto, aplicar el lema 1 a las secuencias

de variables aleatorias { fT. } , jV 1 5 y í f í" ] Y obtener
* I J-

(3-3)

lim Eu.(n(a)) = u,{f_. + A.
r-t oo ^ ^ J J - J

lim Eu,(r(a)) = u (f - A )
r-»-oo

El siguiente paso consiste en especificar los pagos de

.forma que sea posible encontrar un valor de e para

el que se cumpla que u.(f. + A-»/ > u,-(?-,-) + e > si
tj u tJ U U

j^l, y u1(f-L - A ) > u1(f-L) - e . Observamos, en primer

lugar, que U1(í
i
1)

> ui^i^ ~ ̂  Por lo que la continuidad

de u, implica que existe un A > O pequeño tal que

u-L(f1 - A ) > U1(f1) - e . Definamos A - = (#J - D A



í —*
I
I
I - La monotonía de u. garantiza que u.(f. + A .-) > u.(f .)

J J v J 3 J
• Si definimos . •

I
I

podernos asegurar que para j

I

40.

e*= è min (u.(f. + A.) - u.(f,))
• -¡../-I J J J J J"

I u, (f, -f A,) > u (f.) + c* .J J ü J J

I
• Haciendo e = e* obtenemos R(e*3a ) y podemos construir

1

los subconluntos de agentes rA(e*} para r > ínax (R, , R(e *, a ) )

I -J . 1
y tocas las propiedades demostradas para c arbitrario se

I siguen, cumpliendo para c* . Finalmente , si hacemos

I
• J ¿ ¿i - J % J J j -J

0 -min (9 , u1(f} - A) -- (̂fj,) - e)
I

I
• se sigue de (3-3) y de la definición de 9 que

I Eu.f^(a) > u (f 4-A,) - 9 > u (f ) + e* ,
J J J J J J J

i : . --.._<,,..,...
-&i

* ' ..... ., _ ..... _ ............................. __.^ _ .......... ; ........ ............ _;_ ..... ...... _ _ . _ .........
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I

I para todo aeB^íe*) , j¿l, y para todo aeBÍ'(e) siempre
J . i

que el índice r sea lo suficientemente grande. La defi-

I . , r. . p „
nicion de B.(e*j , j^1 , y B,(e) implica, por su

• • parte,

u (f.) + e* > Eu.f^(a) , VaeB^(£*), j^l• J J J j j

I ul(?l) ~ e '>. E^f^ía) , V ae.B[(£)

I
T"*

I En consecuencia, la coalición B (e*) bloquea la asigna-
* rcion f para r grande, con lo que alcanzamos una con-

I r rtradicción a la hipòtesis de partida f e C( £ ) , para todo

• r = 1, 2, ... QE.D.

• El teorema 1 prueba que las asignaciones en el núcleo

• constituyen un mecanismo que elimina las desigualdades generadas

en un contexto de incertidumbre. Todos los individuos que com-

™ parten las mismas características , excepto quizás una fracción

• que deviene arbitrariamente pequeña , reciben niveles de utili-

• dad esperada arbitrariamente próximos. Este resultado puede

también interpretarse diciendo que el núcleo de una economía

| con incertidumbre personal funciona como un mecanismo ex--ante

I
I

t • • • • - . - , - . . , . - . . . ; , . . - . . • • . - . - ; . . . . - - . . . - . . • - . •



todo je J se cumple

lim (¿Ar r |Eu,f(a) - u ( f ) | = 0 .

¡»̂ tóJí¿̂ íá̂ ^;;-̂ ¿U¿t̂ ^

I
I
I
_ para asegurar riesgos. El teorema 1 es, desde un punto de vista

matemático, un teorema de convergencia en medida. Este modo de

I convergencia es, en general, el más débil. Las hipótesis for-

• muladas permiten, además, probar convergencia en la inedia.

1̂ f Y* )
Teorema 2. Sea {£ j una secuencia de economías de réplica

| tal que para todo r = l , 2, ... , freC(Sr). Entonces, para

I

I
• . - ~ j

1 C* O 7" T* T*
Demostración: Definamos D (f , e ) =: A. - D.(f ,e ) para todoj j j

I e: > O dado. Entonces, si hacemos ü.. -: u-.(f •) tenemos
J J J

I
I J ~ 'J

I
I >TDj<'r.

I
_ • La función de utilidad esperada. Eu. está acotada y por

I r J

tanto Eü f (a) < K para algún K . Por otro lado,

1
33

si . aeD°°(fr, e ), se tiene que |E'j;.fr(a) ~u.(f .)| < e
J 3 3 ^ 3

I
I
I

Eu f(a) - ÜJ = E |Eu f^(a)- ü
a£Dco(fr,e ) ¿ J J

-f C !Eu f(a) - ü

v?̂ *̂ *̂ ^
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jI
I
I
• De aquí se deriva

I
I a£AJ

I
M y consecuentemente

I r 1 V- r # D i < f r * e )
• ( # A X . ) Li r | Eu .f . (a ) - u..! < ú ~ ( 2 K )

• a £ A j " # A ò

43.

C v |Eu.f̂ (a) - uj < #D.(fr, r. )(2K) + #D^°(fr, e) e

lim (ttA^r1 C r |Eu f^(a) - ü \ ¿
r-> oo J aeA:. J J J

J

- • #D.(fr, e )

| +a--tl¡— )E

I
I r — 1 ' ' r-

El teorema 1 Implica lim (#A.) #̂ .(1"", e ) = O , para
J j

• todo e > O . Así pues,

I

I
I• Como e. es a.rbitrario, la conclusión se sigue inmediata-

I . mente. QED.

La utilidad esperada de un agente de tir>o j en una asignación

I
I
I



•

tóM^^¿-'^«^Ij

i
i
I -.»-y»

f" en el núcleo puede ser mayor o menor que la utilidad que

• dicho agente recibiría, con la asignación cierta f . . El. teo-

rema 2 nos asegura, sin embargo, que la desviación media con

• respecto a la asignación de utilidades (u.) . T converge
J <3€tJ

• hacia cero. Un corolario inmediato a los teoremas 1 y 2

_ establece que todos los agentes de tipo j , excepto una

• fracción arbitrariamente pequeña, reciben en el núcleo niveles

de utilidad esperada arbitrariamente próximos a la media de

las utilidades esperadas de los agentes de tipo j . Si hacemos

H —T T —1 \~1 T
• Eu' =: (#At) L· Eu .f;(a)
- J J aeA. J J

I

tenernos formalmente
I

I

I T* T* r T* 1
Corolario 1. Sea f e C( S ) , donde i& j es una secuencia de eco-

I
nomías de réplica. Sea e >0 arbitrario. Entonces, para todo jeJ

lim
r-* oo

# u<: A j 7 I E U j f j
*A3

( a ) - Eu r!1 > e J
= OI

!
I Demostrac i ón: Es fácil de ver que la desigualdad triangular

I
I

I
I

__ Y* «—

y el teorema 2 implican que Jim ¡Eu;. ~ u.| = O . Sabemos,
d J

T"JE>̂ rrrv,-"̂ í "71 "ï*5?̂ "
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45.

además, que lim |u.(f.)'- u.j = O y por tanto u.(f.) y
J J J J J

•~ r v T*
Eu. son mutuamente sustituibles en D.(f , e ) cuando

J J

I
I
I
I
I
_ el índice r es lo suficientemente grande. QED.

I Un segundo procedimiento para analizar la cuestión

• de equidad en el núcleo consiste en obtener una medida de de-

sigualdad en el espacio de bienes, en lugar de en el espacio

~ de utilidades. .Si para cada je J y cada e > O definimos

I
I D (fr, e ) = {aeA^/ |Ef̂ (a) - f . |> e }

J J J J .

^ r T*
_ entonces, la fracción #D.(f , e ) /$A. es una medida del
H J ' J
• conjunto de agentes de tipo j que no obtienen tratamiento

J e -igualitario, en términos de la esperanza matemática de su

• asignación, en fr. El siguiente teorema establece que las

asignaciones en el núcleo.sirven también para eliminar este

| tipo de desigualdad.

I
• Teorema 3. Sea {firj una secuencia de economías de réplica

tal que . para todo r =. 1, 2, ... , f rt: C ( S r) . Sea e > O

• un número real arbitrario. Entonces, para todo je J ,

I
• lira #D (fr, e ) / #A^ - O
• r-» co " "

«-̂.r."̂ í
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46.

I
;ís**3

I

I

I

• Demostración: Si la conclusión fuera falsa, existirían números

é •>-O , ae]0, 1[ , subsecuencia {R} y un tipo de agente

| por ejemplo el tipo 1, tal que para todo re {R }

I
• #D1(f

r, é)

T*

I #AI

I
Una aplicación del lema 2 permite deducir de la 'relación

• . que acabamos de obtener que existen e > O , ót £]0 , 1[

• y R-, tal que si r > R, •

I
|
I
I

r ^ > a

-

En efecto, fr £ C( Sr) implica que Efr(a)> O para todo

j e J , para todo r y para todo à e A. . •En caso contrario
d

r1

Puesto que asumimos que todos los estados tienen probabili-
•

existirían j ' £ J , r 1 y a' £. Ar., tal que Efr, = O.
J J

I r'dad positiva se sigue que en cualquier estado f.,(a') = O .

I " ,,, 3

De ciquí se deduce que Eu. , f (a1) = O lo que contradice
J

r'I el hecho que f pertenece al núcleo pues sabemos que
'"Y* 1 •

Eu.. ,f (e.1) ̂  Eu.., e.., (a1 ) > O , Esto prueba que ii)
• J <.) d

I

I .-: -
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isa*1-!""

'̂1

m

I

I

I

I
I
I

4?.

del lema 2 se satisface puesto cue si Ef1. (a)> O para

• todo' je J , para todo r , para todo a A. , siempre es
. J

T* "-1

•
posible encontrar c> O tal que Ef".(a) s f . - c . Por ^

0 °otra parte iii) se satisface trivialmente a partir de

| las definiciones de fT. y f. .
«J «3

• Para j ¿ 1 y e arbitrario tenemos la inclusión

1
• {aeA^/ |Ef r , ( a ) - f | < e } s (ae A^ / E f ^ ( a ) < f + e }
• J j j J J J

y como para j ̂ 1 y e arbitrario se cumule

I
lim

. r-* oo

'' se comprueba fácilmente que para todo e > O y para el

I número a obtenido, existe un número entero R(e, a ) tal

_ que si r > R(e , a ) y j ¿ 1

^̂  T* T* — 1
#(aeAr / Ef .(a) < f . + e ]

J J_ s3__ ^ í;

//A1;

H n ̂  T?» JT» J-^Si Ef .(a) < f, + e , existe un 6 .(e) tal que
J J J

. •. ,'.i'̂ î SBj •WT̂ ÇíiM!!!•—•«»— ̂ •tr^i-^^^y^·f^r^f^.f^·f^^^'f-^·^^^ f Ji** ·>*-ltfT'W,'·̂ f*1*'*1f̂ ·''í*rï"í.ïíl3l(V·rií· «
, { • • .... -. - • .. • . ' • • • • •
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I

I
I

I.¿¿j

I

I u .(f . H- e ) = u .(f .) + 6 .(e ) . Por continuidad de u.,
«J J u • J O i)

I lim fi'.(e) = O . La concavidad de u. y la construcción
e->'0 'J J

de • 6 .{ e) implican

I V
I {acA^/ E f ^ ( a ) < f + e ) £ {aeA^ / u (Ef ̂ ( a ) )< u . (f . ) +5, (e )}

J J J j j j « j j t j

I

I c {ae.A^./ E u , f ^ ( a ) < . u , ( f , ) + - 6L u J J J J

I
_ Así pues, si r> R(e, a) y 6 (c) =: max 6. (e) se
I
™ obtiene

I
€A^/ Eu.f^(a) < u (f ) + 6(e)jJ J J J <j

• para todo j^l . Para j = l , se'deriva de la continui-

I dad de u, larexistencia de e' > O tal que u, (f, - e ) =
„ •

u, (f-, ) - e ' , mientras que por concavidad de u, obser--

I vamos que si r> R,

u^ï^-e.J ^> a

^T^i^^^^v:fuf^'f^f^-.^^^if^^i.a^l·^'^.·^ i* •»*>.-• -» - - ,»-«,-.-•"'*••';>••-
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I

I
_ A partir de aquí, el mismo procedimiento utilizado en la

prueba del teorema 1 puede utilizarse verbatim para obtener

| una coalición que bloqueará para r grande la, asignación

• en el núcleo f" siempre que ó (e) pueda escogerse lo

suficientemente pequeño. Esto es claramente posible si

I seleccionamos un número e adecuado. QED. .

I
I ' ' Hasta el momento presente, hemos analizado el pro-

blema de la equidad en el núcleo utilizando criterios ex-ante.

Toda asignación de bienes y su correspondiente asignación de

• utilidades son variables aleatorias. Hemos visto como las

• asignaciones en el núcleo satisfacen asintóticamente propie-

dades de tratamiento e-igualitario en términos de esperanzas

| matemáticas» Sin embargo, la convergencia de una secuencia de

• . valores esperados no implica que la secuencia original de varia-

bles aleatorias se aproxime, para todos los estados posibles,

' al límite de la secuencia de valores esperados.

I
I Ejemplo 4. Definamos la variable aleatoria X , n = l, 2, ...

I

I
• = (K -i- 3/n) con probabilidad |-

I

I

X = - (K -f 1/n) con probabilidad 5



I
I
I
I
I

donde K> O . Se comprueba fácilmente que lim EX = O e [~K, K]

y, sin embargo, para todo n tenemos que X, ¿ [-K, K] . .

I
I
I
I
•

El ejemplo presentado pone de manifiesto la necesidad

| de estudiar la convergencia en probabilidad de una secuencia de

• asignaciones en el- núcleo. En particular, queremos ver si la

ocurrencia de estados en los que la asignación realizada ex-post

• en el núcleo no .está arbitrariamente próxima a la asignación

I ''-cierta tiene probabilidad despreciable. Una respuesta afirrna-

• tiva a esta pregunta indicaría que las asignaciones en el núcleo

de economías con un gran número de agentes son variables alea-

| torias cuya masa de probabilidad se concentra, en entornos de

• radio tan pequeño como se desee. En otras palabras, el- núcleo

da lugar a. asignaciones . "casi" ciertas.

• La novedad del enfoque de Weller [1981] consiste

I . precisamente en abordar este problema. Su trabajo se sitúa

fc en el marco de una secuencia de economías de réplica con un

™ solo tipo de agente con función de utilidad diferenciable y

• estrictamente cóncava y con dotación inicial que. satisface la

• ley fuerte de los grandes números. El teorema que formulare-

mos en breve generaliza, el resultado anterior al marco de

50

nuestro modelo.

En el mencionado trabajo se demuestra que si {X ]

es una secuencia de variables aleatorias, u es una función
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diferenciable y estrictamente cóncava y x es un número real

I tal que lim EX - x y lim Eu(X ) - u ( x ) , entonces para

. todoxE > O

• l im Prob { | X n - x | > e ) = 0
^ n-* co

•¿ Probamos, a continuación, que no se puede prescindir de la

1|'̂  • hipótesis de concavidad estricta.

1;
Ejemplo 3» Considérese la función

u(x) - 2 x si xe [O, 1]

= x + 1 si xe [1, 2]

M} =3 si xe [2, +OD[

~- Esta función satisface H.l. excepto en el segmento [2, +co[

donde no es creciente. Esto, sin embargo, es irrelevante pa,ra

•' la validez del ejemplo. La función es diferenciable en todos

los puntos excepto en x= O, 1, 2 . Podemos transformar la

• función dada, en una función diferenciable en x = l, 2 sustitu-

I yendo los ángulos por tramos curvilíne^ pequeños tal como se
F

_ indica en la figura I .

I
I

l^-_
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Figura I .
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Definimos, a continuación, la secuencia de variables aleatorias

I xn, n = 1," 2, ...

I
• X 5/4 - l/4n con probabilidad |

• = 7/4 + 1/4n con probabilidad |-

I
• Así pues, lim EX .= 3/2 y u (lim EXn) = 5/2 . Por otra parte,

es fácil de ver que existe un Y > O tal que u[5/4-Y , 7/4 + Y ]

I es un segmento lineal y para un cierto entero ñ , si n> ñ

• tenemos u(X ) e u[ 5/4 - y , 7/4 + Y ] . En este caso es claro

• que u(X ) = X + 1 y de aquí se sigue que Eu(X ) = 5/2

• para n> ñ , por lo que lim Eu(X ) - u(lim EX ) = 5/2 . Sin

I embargo, para todo n--1, 2 , . . . , X £ [5/4, 7/4] y la secuen-

• eia f X ) no converge en probabilidad hacia lim EX

La conclusión que se deriva del ejemplo es que no

I se puede prescindir .de la hipótesis de concavidad estricta,

• mientras que la hipótesis de diferenciabilidad es simplemen-

te conveniente para obtener una prueba más sencilla. Debe

| señalarse, no obstante, que toda función cóncava y propia es

• diferenciable en un subconjunto denso del interior de su domi-

nio cuyo complemento tiene medida de Lebesgue igual a cero.

I (Rockafellar [1970], teorema 25.5) . Sea D tal conjunto

I
I

'̂ rnt̂ ŷtr*,̂,-̂!;»̂ *̂.*̂.!̂  jfy,<T.v~*— - * -w •*•
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para una función de utilidad estrictamente cóncava. Si para

• {X j se satisface que lim Eu(X ) = u(lim EX ) y, además,

I lim EX c D , la observación realizada permite concluir que

• {X } converge en probabilidad hacia lim EX . Felizmente,

veremos que este resultado puede extenderse a todos los puntos

| en el interior del dominio de u .

• . Sea g una función real de variable real cualquiera.

El epigrafo de g, denotado epi(g), se define como

I epi(g) =-- {(x, y)eRx R/ y fe g(x) 5

I
• Una función g es convexa si el conjunto epi(g) es convexo;

g es estrictamente convexa si epi(g) es estrictamente convexo,

I Si la función de utilidad u es estrictamente cóncava, el

I conjunto epi(-u) es estrictamente convexo. Sea

9 epi(-u) = {(x, y)eepi(-u)/ y -- u(x)j

I
• y sea (x, y)e 3epi(-u) . La convexidad estricta de epi(-u)

garantiza la existencia de un hiperplano soporte al conjunto

• epi(-u) en el punto (x, y) . Dicho hiperplano se denota y

• define

H-(a , b) = {(x, y)£R+xR/ y = ax + b }

I
'̂'̂"'̂'t'̂gí·ŵ·ïr·rr·ŷ^̂ ?̂"!̂ ;̂?'̂  s ~v--
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I
I
I Si H-(a, b) denota el semiespacio inferior derivado de H-(a, b),x x

¿ se tienen las propiedades

Véase la figura II. El hiperplano H-(a,, b) puede describirse
.A.

| i) epi(-u) £ Hi.(a, b)

I
m •• ü) H-(a, b) r\ epi(-u) = {(x, y)}

I "
I
I alternativamente como la colección de puntos (x, h-(x)), donde

m ' h-(x) = ax + b . Para x e. int( dom(u) ) fijo, una medida de la

I X

distancia vertical entre H-(a} b) y epi(-u) para x en
X

Jj int(dom(u)) viene dada por

I
_ V(x) » h-(x) - u(x)

I

I Con estos preliminares podemos formular,

I
• Lema 3 * La función V satisface

I 1) • V(x) = a(x - x) + u(x) - ú(x)

I 2} V(x) = O

| 3) V(x) > O para x ¿ x

• • 4) V es una función estrictamente cóncava»

I
'9'-

_______ ^ ___ .~
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I
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H-(a , b)

X-,

Figura II
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I Demostración: Puesto que h~ (x ) - u ( x ) se tiene que

_ V ( x ) = h-(x) - u (x ) = h~(x) - u(x) - h-(x) + u (x ) =
. • X A X

'" ax + b -ax - b + u(x) - u(x) = a(x - x) + u/x) - u(x) .

J Esto prueba 1) . La propiedad 2) es trivial. El

• . resultado 3) se sigue de la convexidad estricta del

conjunto epi(-u) . Para demostrar 4) necesitamos ver

| que si X ̂ .X 2 £ ]0» 1[ Y Ai + X2 = 1 , entonces

• V(X1x1 + X2
X
2) < /i^(x]^ + X2V(x2) . En efecto, la

definición de V implica . VÍA-iX-, + Xo^p) =

• a(X-i^n + Xpxp) + b ~ u( X-¡ x-i + X pxp) • La concavidad

• estricta de u garantiza X-,u(x, ) + X2u(Xp) <

• u( X T XT + X px2^ y> P°r "tanto obtenemos a{ A -iX, +X ̂ x?)

^ b - u( X iX, + X pX?) < X-, ((ax, -b) - u(x, }) +Ap ((ax -b) - u(

I
QED.

I
| Dados x eint(dom(u)) y e >0 arbitrario, definimos

• la esfera S(x, e ) ={ xX |x - x| - e} y la función

I
• M(x, e ) =: min { V(x) X x €S(x, e )}

I
I . Obtenemos los.siguientes resultados,

I

I

I

I

57
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Lema 4. 1) M ( x , e ) > O ; 2) si |x - x | > e t , entonces

• V(x) > M(x, ) .

I • ,
• Demostración: El conjunto S(x, e) es compacto'y la función

V es continua; existe, ,por tanto, x . £ f;(x, e) tal

I mín "

que V(x . ) = M(x3 e) . Como x ¿ x . , el resultado^ min min ••
_ . i
• se sigue. Esto demuestra . 1) . La propiedad 2) se

_ ..deriva, por contradicción, a partir -de la convexidad
I 'B estricta de V . 1 QED.

'• ' \
\

| Lema 3. Sea u una función estrictamente cóncava; sea {X }

• una secuencia de variables aleatorias que satisfa.ee las

• Entonces, para todo e > O

I
I lim Prcb (.|X - x| > e \= O

n-* CB •

I !
I Demostración: Si la conclusión fuera falsa, exJ stirian e > O ,

- - ' • • , -a > O y subsecuencia, que denotamos nuevamente (N ], tal

I ,
que para todo nc{N) se tendría

I ' /
Prob {w/ | X n ( w ) - x| > e } > a

•i

I ;
I í

!
i1

— — —propiedades 1) lim EX = x , 2) lim E u ( X ) = v i ( x ) , x e R .

\

58.
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I
I
• Si | X ( w ) - x | > e , l a propiedad '2) del lema 4 permite

concluir V(X (w)) > M(x, e ) . Si hacemos

I
| Tn =: {w/ |Xn(w) - x¡ > - e }

î
 ' la no-negatividad de V implica

I EV(Xn) ^ EV(Xn)|T

I
• mientras que de la definición de T y V(X (w)) > M(x, e)

I
i
I
• Por otra parte,' tenemos

I

I

I Tomando valores esperados en la expresión anterior

I

I

I

I

I

se deduce

EV(X )|T > M(x, e ) Prob {Tn} >M(x, e ) a > O
n

V(Xn(w)) = a(Xn(w) - x) + u(x) - u(Xn(w))

EV(Xn) - a(EXn .- x) + u(x) -
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I
I
I
• Haciendo que n e(N } tienda a infinito, observamos que

I
I

I
I
I
m El resultado que acabamos de establecer permite

demostrar la convergencia en probabilidad de una secuencia

I de asignaciones en el núcleo si u es estrictamente cóncava

I
I

I

I

•

I

I

I
I
I

lim'EV(X ) = O . Pero ésto contradice el hecho que para

todo n£{N}

EV(Xn) > M(x, e) a > O

QED

•Y* Y* Y*

Teorema ií. Sea f e C(& ), donde & es una secuencia

de economías de réplica. Sean e > O y ae ]0, 1[ números

arbitrarios. Entonces, para todo je J

# {a.£AT / Prob { \fr.(a.) - f J > e) < a }
li.m _J. ï .J • _ í

Demostración: Si a e Dco( f r , e )r\ Dco(f r , e ) y el índice r

es lo suficientemente grande, el lerna anterior implica

60,
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I Por otro lado, no es difícil comprobar que

I

E #D°°(f;, e) #-D?°(fr, e) # D?
J

H ' *
I
—, Una aplicación de los teoremas 1 y 3 al lado izquierdo de

1• esta desigualdad permite ver que éste converge hacia 1 .

I Por consiguiente, el lado derecho también converge hacia

~m 1 y la conclusión del teorema se sigue de manera inmediata

de la inclusión anterior. QED.

i
;I • Todos los agentes, excepto quizás una fracción que

deviene arbitrariamente irrelevante, reciben en el núcleo

asignaciones que son "casi" ciertas. Los estados sociales

I r .' •en los que las asignaciones f en el núcleo .de economías

• & con un gran número de agentes no pertenecen a un entor-

no de radio arbitrario centrado en la asignación cierta f

• tienen ocurrencia con probabilidad tan cercana a. cero como se

• desee. Los grandes números, operando a través de las asigna-

• ciones en el núcleo, hacen desaparecer paulatinamente la

I
I

•̂""•-•í-Wŵ ^
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I '
I

incertidurnbre presente en la economía..

I El siguiente corolario al teorema 4 prueba la conver-

I gencia en probabilidad de los niveles de utilidad que se deri-

— van de una asignación en el núcleo y sirve para complementar

la propiedad de tratamiento e-igualitario en términos de utili-

I-T.f ¿ dad esperada. La demostración del corolario es trivial a partir

b de la continuidad de las funciones u. .
. J

F

•

*™ Corolario 2. Sea fr e C( &r) , r =•- 1, 2, . .., y sea {£ z j una1
B^ secuencia, de réplicas. Para.todo e > O 3 ote J0,.l[ y

•• se cumple

#{a Ar/ Prob {|u (fr(a) - u
lim ï i
r-»'CD . „ nr

• •̂ J Finalizamos este capítulo introduciendo la noción
w.̂ -

• de equilibrio walrasiano pa,ra una economía estocástica. Un

par (pr, f") es un equilibrio walrasiano para la economía

I £ r : Ar -* S (J) si

I
I i) V j e J , V ae A7!' si f ^ ( a ) satisface

U O

px f^ < Pr e (a) , entonces Eu f r ( a ) * E u . f r ( a )
• J » J O J J
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I
I
I
I r r - -i i) Z_̂  /__i f . (a) ¿ Z__i Z_i e . (a)

I jej acA, J J£J &£Ar J

,

I
• La primera condición indica que cada agente maximiza

su utilidad esperada en su conjunto presupuestario, mientras

I la segunda, restricción es la típica igualdad entre ofertas y

I • demandas. Se dice que una asignación ?r es walrasiana si

I
I to de las asignaciones walrasianas para, la economía &.

toda asignación walrasiana pertenece también al núcleo. Esta

| relación permite concluir que cualquier secuencia de asignacio-

• nes walrasianas extraida de una secuencia de economías de ré-

plica satisface todas las propiedades de tratamiento igualita-

B río y reducción de riesgos enunciadas en este capítulo. Por

• otra parte , no es difícil el verificar que las hipótesis

_ realizadas sobre las funciones de utilidad y las dotaciones

iniciales permiten adaptara nuestro marco la prueba tradicional

| de existencia de equilibrios walrasianos; véase Debreu [1959?

'• 1978] . Esta observación es importante pues pone d.e manifiesto

que los resultados obtenidos no tienen un contenido vacío, ya

I que 0 j¿ w( fir) ç C( £r) . .Un método alternativo para compro-

existe un vector de precios pr tal que (pr9 f
r) es un

equilibrio walrasiano. El símbolo W( S r) denota el ccnjun-

r . Un

argumento standard demuestra que W( £r) £ C( Sr) , es decir,

i" que C( £r) ¿ 0 consiste en utilizar el teorema, de



nomia es rio vacio.
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|

I
Scarf [1967] • En breve, la economía &r se transforma en

• un juego cooperativo para el que se demuestra, que su núcleo

I es no vacío. Una traslación del espacio de utilidades al

_ espacio de bienes permite ver que el núcleo del juego.deri-

" vado de &r es no vacío si y solo si el núcleo de la eco-

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
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APÉNDICE AL CAPITULO III
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I

I

I

•

I

I
I

I

•

I
|

I

I

I
Ï

Demostración del lema 1 : Para cada término X en la secuen-

cia de variables aleatorias denotamos por y la medida de

probabilidad inducida por X en la a-álgebra de los subcon-

juntos de Borel,- i.e.

Wn(B) = Pn(Xn
1(B)) V B £

Sea y la medida de probabilidad con masa igual a la unidad

en x . El teorema del cambio de variable (Billingsley [1968])

permite escribir •

Eh(V - h

donde h es. una función contínua y acotada. La definición de

la medida y implica

h(x) =/ h d y
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I
| Por lo tanto, es suficiente el demostrar que la secuencia

• de medidas de probabilidad y converge débilmente hacia

la medida y .

I La función de distribución de la constante x

I considerada como una variable aleatoria viene dada por

F-(x) - y[O, x] = O si x< x

= y [O, x] - 1 si x> x

y claramente el único punto de discontinuidad de F- es x .y
Si probamos que para todo x ̂  x se cumple

lira y [O, x] = y[O, x]
n-» oo

habremos demostrado que y converge débilmente hacia y .

n

I
I
I En primer lugar, tomemos x> x y hagamos 6 = |x - x|. Como

I
I f „ / \ -\- / \ ~~ I « )̂ ( / *\r / \ÍW6Í2 „/ |X^(w) - x |<6 |C jwef í^ / X^(w)

obtenemos

I

I

I

:^H^^y^^nf^.^y^••-•••••—--•- - - • . - - •
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Por hipótesis, sabemos que para todo 6 >0

I
• l im P ( w e f t / ÍX (w) - x | < 6 } = 1
•• n-> OD

1
,• y de aquí deducimos que lim yn[05 x] = 1 . En segundo

í lugar, si x <x y 5 = |x -. x| ,.se puede comprobar que

I

I ' { w e f i n / X n ( w ) < x j ç [ w e n n / | x - x | < | X n ( w ) -x| }

I
'• de donde se sigue que
I

I
- P n {w & í2 n / X n ( w ) < x j < P n { w c n n / | X n ( w ) - x | > 6

I
:_ El lado izquierdo de esta'desigualdad es precisamente y^^fC1? x] ,

f mientras que por hipótesis el lado derecho converge hacia cero.

~| En consecuencia, lim y [O, x] = C. QED.
t .

1
I
I

I

I
1-,

6?.

^
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" Demostración del lema 2 ; Sin pérdida de generalidad podemos

I asumir que e , a y c son racionales. Postulamos' que

I •
• e =• min ( e , ea / <M 1 - ia ))

I ó" = min ( a, ea /6c)

I
• . satisfacen la conclusión del lema. En caso contrario, existiría

una subsecuencia {N1} tal que para todo n1e{N'} tendríamos

I
| • # [a=l, 2, .. . , n' / xa - x>-£ }

I ~~ n~ " ïl"·

I Puesto que -e < - e , tenemos para n 'e [N 1 ] que

I

Í
# { a=l, 2 , - . . . , n ' / XQ -- x < -e ]

S _JÍ_ < a < ¿a
n1

I
f y de aquí, junto con la condición i) , se deduce que

I

I
I
I
•I

# (a=l , 2 , . . . , n ' / xa - x > e }
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I
• Sea n*£{N'} un índice lo suficientemente grande y tal que

| an* y (l-a)n* son enteros. Tomamos 5 an* elementos en

• el conjunto { a=l, 2, ... , n* / x& - x > e } , (1 - ó~ - Ice ) en

I el conjunto |a=l, 2, ... , n*/ e > x ^ - x > - e ] mientras

^ que los restantes an* elementos satisfacen x ~ x > - c
Ĥ * ' Q,

™ por la condición ii) . Obtenemos

1
I La (x - x) > (eea )n*+ (1 - a - ia )(- e)n* +a(-c)n*

a=l a

I
o equivalentemente,

I

I «n.,-g

I

I

I

69'

(x_ - x) > (iea ) + (1 -5- ?a )(-e) + 5 (-c) >

" "
( Í e a ) + (1 - èa ) ( - - é ) + (ea / 6 c ) ( - c ) >

I
| . (ÍE a ) + (1 ~ |-a } ( e a /4(1 - ea ) ) - ea /6 = e a / 1 2 > O

I
' Tomando - r = l , 2, .... observamos que también se cumple

rn*
(rn*)"1 C (x - x) > e ot/12 > O

a
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QED.

I
i
I
P " Haciendo que r tienda a infinito tenemos

; rn*

I lim sup (r n*J"1 ¿li (x . -- x )> ea / 12 > O
a-lí cl—J.

I
ï

• con lo que obtenemos una contradicción a la hipótesis iii).

I
i
I
I
*

I
Ii
I
I
I
í

I

I
I

Í
I
I
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|
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I
«

I

I

I
•

I

I
I
i

CAPITULO IV : EXTENSION A ECONOMÍAS COMPETITIVAS

" El lector puede preguntarse si los resultados obteni-

dos en el capítulo precedente dependen del mecanismo particular

que hemos utilizado para incrementar el tamaño de la economía,

a saber, replicación de agentes. La respuesta es afortunada-

mente negativa. Todas las propiedades de equidad del núcleo

se generalizan al marco de economías competitivas.

Dada una economía inicial & : J -»• "U. x Ç podemos

construir una secuencia, competitiva £r basada en &. de la

forma indicada en el capítulo II. A partir de la economía &

podemos, asimismo, derivar una economía infinita con un ccnjun-

to de agentes representados por el intervalo unitario [O, 1] ,

cón características (u.., Ee . ) , j £ J , y donde las copias de
J J

tico j están representadas por un intervalo I. £ [O, 1] con
J

medida n . > O . Esta economía será denotada por el símbolo
ü

o£ CD

E '

Sea f1 un asignación realizable para £r ; entonces,

puede comprobarse que

E E Ef'(a)
JCJ

de donde se sigue que

71
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1 E < # A ! ) ? ! < ( #A r )~ 3 -

y tomando n^ -: (#A^)/(#Ar) se deduce finalmente
M J J

.
j Ee .

|
r

Sabemos que lim n . = r\ . , por la definición de secuencia
J U

• . competitiva, y por lo tanto podemos asumir sin pérdida de

generalidad que f. converge hacia un límite f. , para todc

I ' J

j£j . Esto implica, que la asignación f es factible para

• la economía & SP , i.e.,

I
_ — n .(f, - Ee ) < O
• jej J J J

Formulamos,

I
I Teorema 3. Sea &. una secuencia competitiva de economías y

Y* Y*
• sea f eC( S ) . Entonces, para todo e > O y para todo je J ,

# {a e A.* / |Eu -f'^(a) - u .' T ) I >e I

I lim O J__j ii_jí__! = o
r"* CE> « Ar

I
I
I
I

pjy»gl·-̂ 'î ^̂ yi«;̂ yir-T«·̂ ?̂ ^̂ :̂ ·̂̂ ·̂ SF̂ -·'«B̂ '̂̂
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Demostración; Por contradicción. Existirían, en caso contra-

rio,- e > O , áe]0, 1[ , subseeuencia [RJ y un tipo de

agente, por ejemplo'el tipo 1, tales que si rcfR},

entonces

I
I #{aeA?V |Eu fr(a) - u (f )| > e 1

A. J ^
__ .. . > a

I
• Un argumento idéntico al empleado en la demostración del

teorema 1 muestra que existen e > O , a c]0, 1[ y

• entero R, tales que si r> R.

I
• ' -#{aeA[/ Eu^U) < u^f-j) - e }
• --- : -- ~ --- j --

# A í

I
Para j^l y. e arbitrario sabemos que existe R{ e , a )

• tal tal que si r > R(e , ct)

I

I #{aeA^/ Eu f ( a ) < u , ( f
J

,
J J J J
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I

I

I Si rV max(R, , R( e , a )) y n =: min n - definimos
j J

mr =: min ( int[(#Ar) r, ] , min ( int[(#Ar) a ] + 1 ))

I

^ de manera que podemos construir conjuntos

I

• «3 e . ""* ^af" J 'U0 O a < UJ j

I
•nT /* \ — c « r / ^ , «r / v / • ? ; > A T

_ B l ^ e ) £• (a·eA1 / Eu1f1(a) < u (^J - ej

I cuya cardinalidad es m y, además, con la. propiedad

I mr(# A1")"1 < r] . para todo j £ J .
J

• La asignación definida por

I
f^(a) = f + A, - Ee + (mr) l E e.(a) , VacB^(e)

• J J J ¿1 a=l

rm

a=l
I f[(a) = f1 - A - Ee;L 4- (mr)"

I

I es'realizable para la coalición (U B^(e))U B,(è ) si r
jVl J

es grande. En efecto,

I

I

I
I

•>s'jB~
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I

I
• mr ^

' " E E f^U) = mr E ( f . - E e ) + m r( E A, - A) +
g je J a-1 ü j £ j J • J jVl J

| mr mr

y~' r^ • v"7 r x"1 r1
+ Z_. Z—j e . ( a ) = ¿.j m j ( f . - E e . ) + /__, / ¡ e . C a )

• je J a=l J j e J J J je.J a=l J

I
y para r lo suficientemente grande observamos que

mr

r

mr

# Ar j e j a=l

mr

• 1 V"3 V"7 "r X"7

-i- L· L* f j ( a ) = L
| # A 3

I
I
I

—^— E E e (a) < —i- E E e (a)
• # Ar jcJ a=l J

 # A r j e J a=l J

I
Esto demuestra que f es realizable para nuestra coali-

• ción si r es lo suficientemente grande. El resto del

I argumento es esencialmente idéntico al utilizado en la

_ demostración del teorema 1. QED.,

I
I
I
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I

I

I• Los restantes teoremas enunciados y demostrados para

I secuencias de economías de réplica se generalizan asimismo al

• marco de secuencias competitivas utilizando argumentos simila-

res a los empleados en el capítulo anterior.

| Las propiedades de tratamiento e -igualitario se

• centran en la asignación límite f . Hasta el momento, sin

embargo, no hemos ido más allá de esta observación. El pro-

' pósito del siguiente capítulo es profundizar en el estudio de

I las características de la asignación f .

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

1 *

I
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CAPITULO V ; TEOREMAS DE CONVERGENCIA -

• Deseamos, en este capítulo, explorar la relación

• existente entre el núcleo y las asignaciones walrasianas o

de equilibrio en economías con incertidumbre personal. En

| economías sin incertidumbre y con un gran número de indivi-

• dúos sabemos que toda asignación en el núcleo puede consti-

tuirse como un equilibrio walrasiano aproximado (una forrnu-

' lación precisa de este enunciado puede verse en el apéndice

• a este capítulo). La presencia de incertidumbre individual

_ modifica el contenido usual de los teoremas, de convergencia

o equivalencia. En efecto, hemos visto como las asignacio-

I

^̂

•

I
I

—p-

nes en el núcleo de una seciiencia de economías estocásticas

constituyen un mecanismo efectivo para eliminar desigualdadesI
y reducir riesgos. Los resultados formales obtenidos singula-

I
rizan-el papel de una asignación límite, derivada de la secuen-

cia de asignaciones'en el núcleo, perteneciente a una economía

en la que todos los riesgos han sido perfectamente cubiertos,

™ en el sentido que cada individuo recibe- como dotación inicial

I la esperanza matemática de su dotación aleatoria. Situémonos,

• por el momento, en el marco simple de una secuencia &r de

.economías de réplica con un solo tit>o de agente. En este

I r r-caso, si f e C( £ ), es fácil de comprobar que la asignación
•"•- Y*
f se reduce, para todo r , al valor esperado de la dotación
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I
I. aleatoria común a todas las copias, ésto es, f = Ee .

• Denóteme s-por - & £ a la economía sin íncert.idumbre compuesta

por r individuos idénticos, cada uno de ellos con caracte-

rísticas (u, Ee) . Si la función de utilidad es estrictamente

| cóncava, un argumento familiar permite demostrar que la asig-
Y*

I nación de bienes (Ee) , es un equilibrio walrasiano (de

. ... hecho, el único equilibrio walrasiario) para la economía &„ .

• ' Podemos, por tanto, concretar los resultados del capítulo

I anterior subrayando que todos los agentes, excepto una mino-

M ría sin importancia, reciben en el núcleo de economías de ré-

. plica con un solo tipo de agente, pero con un número elevado

I de copias, una cesta aleatoria de bienes cuya esperanza matemá-

• tica está contenida en un entorno de Ee tan pequeño como se

desee; la probabilidad que tal cesta aleatoria rio pertenezca

• al mencionado entorno es arbitrariamente pequeña; finalmente,

I los niveles de utilidad esperada en el núcleo se pueden hacer

_ tan cercanos como queramos a la utilidad que se derivaría de

™ la asignación de equilibrio (Ee) , .
el—X

| La observación que acabamos de realizar especifica
— "v

• el contenido económico de la asignación T" y, por consiguiente,

de f en economías de. réplica simples como las. descritas en

I el párrafo anterior. Da pie, además, a conjeturar que un

• resultado similar debería ser válido para secuencias de econo-

mías más complejas como las estudiadas en el capítulo prece-

I

I

r f̂;i| .̂ŷ jjŷ ,ffŷ **=B^̂
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I
I
• dente. Nuestro interés en este capítulo se centra específica-

mente en explorar y analizar esta cuestión.

• Consideramos, en primer lugar, el caso general de

• economías :de réplica para proceder, a continuación, a estudiar

su generalización a, secuencias competitivas.

™ Dada una economía & : -* % x Ç que satisface las

I hipótesis del modelo, derivamos de la manera usual la secuen-
•y-t

• cia £ de economías de réplica y la correspondiente econo-

mía sin incertidumbre £p .

I

I Teorema 6. Sea (&rj una secuencia de economías de .réplica

• tal que para todo r = 1,2, ... , fr£C(£r) . Entonces, la

. asignación f definida por

I -1 ¿
f. = lim (r) ¿_j Efr(a)

•• r-> co a—1

pa,ra todo j c J es una asignación walrasiana para ?,.a economía.

• sin incertidumbre Sp .

I
I Demostración; Denotemos por W( ££) al conjunto de todas

— las asignaciones walrasianas o de equilibrio correspon-

™ dientes a la economía £F • Si la conclusión del teo-

I

I
«>
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ción B ç. A y una asignación g tales que

\ — ' \ i v~7 r~7
i) 2_, Li - e, (a).- ¿_. !_, Ee.(a)
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I

I

I
_ rema no fuera cierta, podríamos concluir, gracias al

* teorema de Debreu y Scarf [1963] (véase el apéndice)

I para economías de réplica sin incertidumbre, que la

•

réplica de orden r de la asignación f sería
y

vetada en la economía £ „ para todo r mayor que

| cierto r. Esto quiere decir que f 4- C( £ £)

• para r > r . Podemos, entonces, encontrar una coali-

I

I
_ . ii) u (g (à)) > u (f ) VacB^ , V j c J r
• J J d J d £> .

donde BT. - { a c B r / a es del tipo j ]• y Jgr es el

I
<J . Jju

subconjunto de J para el que s'e verifica que B1. * 0
d

I si j eJ5r . La interpretación es inmediata. La condi-
B

ción i) refleja que la asignación g ' es realizable

I r
para B mientras que ii) pone de manifiesto que

I todos los agentes en Br prefieren la cesta de bienes

que reciben en g a la que reciben en ?. La coalición
1̂ -vi

de agentes B es la base sobre la que será posible

I construir una coalición con capacidad de veto para la

1
I

r-̂ B̂-.rcj-̂ TBr̂ vr̂ VraHryí̂ ^ "*">** -»-~
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I
I
I
I
I' - Para cada j e JRr y para n = 1, 2, ... definamos

I

I

economía estocástica.

-v»

la copia de orden n de la coalición B como el sub-
1̂ n,T*m conjunto, de agentes en la economía £ donde cada

nrveces. Si B es dicho conjunto, es evidente que

I rindividuo de tipo j en . B aparece replicado n

I
I Bnr

v-i -y* V*\ "Y* "Y*

donde B. tiene un significado obvio y # B . . = n #B.
<3 _ J J

Para simplificar la notación hacemos n #B. =: b. .
J _ J

siguiente manera

I ' Definimos, a continuación, la asignación h de la

I
I

,(a) - Ee, + (b1?)"1 E e. (a)
d J J a=1 j

n T** •—para todo a£B. , para todo j € Ĵ r . Esta asigna
_

ción h es realizable para la coalición B ; en .

I b" b" t"
J _ J J

I E h"1" (a) = E (g,(a) - Ee ) + E e (a) =
a=l J a=l J <J a=l J '

I
I
v·̂ B̂ .?*p*̂ i ŷ;rT;r1q*;;·~'ĵ '̂̂ Ŵ3g>nT̂ ^

1̂ . * •
"̂ T"
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I

I
I r-» 4̂

= C (gj(a) - Eej) + E e..(a)

I acB. ~J

I
I
I
I

1 = n( (g,(a) - Se ) + e,(a)
a(rRr -1 J a=l J
ae b .

I

y por consiguiente tenemos

I

I *"
I E _ E hfta) = n E E - ( g , ( a ) - Ee,)

.J£JBr a=l J J € j B r ae j Ü

1
O

I + E E e (a)
JcJB? a»l J

^ La condición i) obtenida al principio demuestra que

• el primer sumando del lado derecho de la relación que

_ acabamos de deriva,r es idénticamente cero. Así pues,

a=l

82-
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I
I ry la asignación h es realizable para Bnr para

I nrtodo n = 1 , 2, ... . La definición de h implica

ÎH \v

_ j
I Ih^U) - g (a) | - Kb1?)'1 C (e (a) - Ee . ) l

d d J a=l " **

I
• y, en consecuencia, la ley débil de los grandes números

• garantiza, para todo 6 > O ,

I .
lim Prob (|hnr(a) - gj(a)|>5] - O

I n-» GO J J

I
El lema 1 del capítulo III permite deducir

lim Eu.h" r(a) •= u (g ( a ) )
• n-* CD J J J J

I
_ para todo j e. Jfir . Si hacemos

I

I

I

y definimos

I

I

0 ( a ) - u (g ( a ) ) - u ( f )
d J J J J
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•

I
I
I - e = £ min {G ( a ) / j £ JRr ,

J X5

I

• podemos comprobar que

I
I u. (g. (.a))- 0 > u, (f.) + e VjcJRr , ¥ a c B*¡J J J J D j

I
I
I

• Eu.hfía) > u. (g. (a)) - 9
o J o JI

• Por otro lado, el teorema 1 del capítulo III implica

I

I #{acA IJ r /
lim - ¿

I

para todo e > O . En particular, obtenemos

I

Dado 9 , existe un índice n' grande tal que para

n > n1 , j'c JB? y a c B1?1" se tiene

n-> CD -

#{a£A / Eu,f(a) < u,(f .) + 9
lim ---- í ---- ¿-JL -- d—¿

n-*05 n?

^ *" -•» *
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I

nr

I

I

y por-^oonsiguiente podemos seleccionar en £nr tantos

• agentes del tipo j £JB? , satisfaciendo

I
I Eu .ffU) < u (f ) + 0

J J J J

I
I ' como se deseen, siempre que el índice n sea lo

I suficientemente grande. Estes agentes así seleccionados

nrpasan a constituir los conjuntos B . cuyos componen-

I J
tes habian sido, hasta el momento, anónimos. Finalmente,

-~ n
• si n es lo suficientemente grande, j £ JRr y acB.

vemos que

I

• Eu f^ r(aj < u (f J +0< u (g ( a ) ) -9 < Eu h^Ca)
J J J J <J J u J

I
I n T*

y la coalición B bloquea la asignación en el núcleo

fnr , con lo que contradecimos la hipótesis de partida.

QED.

I
• . E l teorema que acabamos de enunciar y demostrar

formaliza la idea de convergencia de las asignaciones en el

• núcleo de economías con incertidumbre personal hacia un

• equilibrio walraslano de la economía asociada sin incerti--

I
I

•»

I

85.
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dumbre. El teorema es válido para secuencias de economías

de réplica. Nuestro siguiente paso consiste en analizar si

y como el resultado puede extenderse a secuencias de econo-

mías que no son necesariamente de réplica, en particular a

secuencias competitivas.

Dada una secuencia (f } de asignaciones factibles

para {& ), derivarnos la asignación realizable f para la

economía &„ tal como se indicó en el capítulo anterior.

Teorema 7. Sea (f j una secuencia de asignaciones tal que

f e. C( & } y {& j es competitiva. Entonces, la asignación

f es un equilibrio walrasiano para la economía &E .

Demostración: Si la conclusión del teorema no fuera cierta,

el teorema de equivalencia de Aumann [1964] (véase el

apéndice) nos asegura que f^ C( £ ?) . Existe, por

tanto, una coalición B ç. [O, 1] que bloqueará f .

Podemos escribir B=U[B./ j e JR} donde B. es el
J •"' 3

conjunto de agentes de tipo j que integran la coa-

lición bloqueadora y JB es el conjunto de tipos que

constituyen la coalición cuya presencia no es "negli-

gible", es decir, si j c JB , entonces la medida del

conjunto B. es positiva. En economías sin átomos,.
u

y en particular en economías con un continuo de agentes
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como la que estamos utilizando, los conjuntos de agentes

I
cuya cardinalidad es finita o denumerable son irrelevan-

tes.

• La medida del conjunto B. , j £ JB, será represen-

tada por 3 . . Un resultado obtenido por Schmeidler [1972]

1 °prueba que el núcleo de una economía sin átomos no depende

I del "tamaño" o medida de las coaliciones que son efecti-

vamente construibles. Más precisamente, supongamos que

'. las'únicas coaliciones admisibles son aquellas cuya medida

I es positiva pero menor o igual que un número y > O arb'i-

trario menor o igual que la medida del conjunto de todos

los agentes. Si C ( & ) denota las asignaciones que

I y E
no son bloqueadas por ninguna coalición y-admisible ,

•
entonces C ( £ SP) .= C( £ 2P) . Una aplicación de estey b h

resultado permite demostrar que la coalición B puede

•' escogerse con medida tan pequeña como deseemos. En

I particular, escogeremos B tal que su medida, sea menor

I que min { n ,- / J € JP 1 •j

La coalición B vetará la asignación f a través

I de un asignación g tal que

I ' ' • • r
i) L· 3 .(g. - Ee.) = O

• jC JB
 J J J

I ii) u.(g.) > u.(f.) . V je X
• • . - J J J «J B

I

I
;-*̂.tH'c.w-..̂ n̂*».T. • •-̂ ~(̂ Ĵ '̂î ;iiw,̂ »̂.V7*̂ Ŵ ™̂.y/̂ £̂ i™fî Ĥ Ŵ*̂ ^ "f-—>r·"'·
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I

I

I
Obsérvese que g puede escogerse de manera que todos

™ los agentes en B. , j e Jg , reciben la misma asigna-
o "̂

• ción. En caso contrario, cada copia de tipo j podría

• recibir la media de la asignación agregada correspondiente

a B. . Esta redistribución es claramente factible para

|

J

B. y, por convexidad de .las preferencias, es también
u

• estrictamente preferida a la cesta de bienes que los

agentes de tipo j obtienen en la asignación vetada.

• ; Para cada j e. J_ existe un entero r'. tal que

I T" T*
para r> r'. podemos construir un conjunto 0 ̂  B. Q.A.

3 J J
_ con la propiedad

I #Br
J < g

I

I Definamos para todo a&.BT. , j e Jp y r > max ir'. / j £ JR ]j & j -1-3

la asignación

I „ ' • ' . . ,_!*-• IT.Ía) .= g. - Ee . + (#B4.} ¿_j e. (a)
tJ J J J T" J

B Esta asignación es .realizable para la coalición definida

• por Br = U {B1^ / j € JR ]• . En efecto, tomando sumatorios

I

I

I
*j*g«= ·1rŷ j»ŷ ypgi!i·)ŷ yr̂ ';;ĝ ŷpg",·)»̂ ĵJT̂ ^
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I

I

I ¿_a Z_i h"".(a) = ¿_j ( # B"". ) ( g . - Ee . )
jc JB a£B J J £ JB J J J

" + C E r e . ( a )
I J £ J B a £ B j J

I

I de donde por construcción de BT. obtenemos para r
J

grande

I

I I T~> V~» v
~ 2Z E r ( h ^ ( a > - e, a ) ) =

' # A j £ JB a£Bj t! J

I v-7 #B^ „
• La ( ¿ L ) ( g _ E e . ) < L· g . ( g , - E e . ) = 0

I j £ Jb # A^ J J j £ JB
 J J J

I

I

I

y la factibilidad de hr para Br • queda probada. Asimis

mo, un argumento familiar prueba que hu converge en
J

probabilidad hacia g. y lim Eu .h^ ía ) - - - u . ( g . ) . Por
J J J J J

I . otro lado, para j e JB tenemos que $ . < minori . / ¿

y una aplicación del -teorema 5 en el capítulo IV nos

• permite deducir que para e > O arbitrario existe un

| un índice r grande tal que se verifica

I
I
I
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I

I
I

•

I

I

I

I

I

I

|

I

•

I
•

I

I

Eu f
J J

u.(f .
ü <J

# A

Esta relación demuestra, que podemos seleccionar los
•y*

componentes de B . entre los miembros del conjunto

(aeA'T / Eu_.f^(a) < u.(f . ) + e } siempre y cuando
j J J <j J

r sea lo suficientemente grande. Finalmente, si

definimos

6 =: i min {u, (g, j - u (f ) / je JR }
d J c J ·D

podernos comprobar- para a € B . , j a Jg y i* grande que
<J •*-*

tenemos

Eu.h^(a ) > u (g ) - 9 > u (f ) + Q > Eu . f^ (a )
J J . J J J J J J

r
La primera desigualdad se sigue de lim Eu .h . (a.) = u . (g . ) ,

J J J J

la segunda se deriva de la construcción de 0 mientras

que la tercera es una implicación de la propiedad de

tratamiento igualitario para e - 6 . Por lo tanto, la

r rcoalición B bloquea f para r grande a través de

la asignación h . QED.
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APÉNDICE AL CAPITULO V

I
• El propósito de este apéndice es ofrecer, de manera

sucinta y a- título de referencia, una versión de los teoremas

• de equivalencia de Debreu y Scarf [19̂ 3] y Aumann [1964].

I Sea It el conjunto de las funciones de utilidad

_ que satisfacen las propiedades de continuidad, monotonía y

cuasiconcavidad y sea Q el conjunto de consumo represen-

| tado por el ortante positivo. Los agentes presentes en la

• economía son representados por un conjunto J dotado de una

<j-álgebra 1 de subconjuntos sobre los que tenemos definida

• una medida X . Una economía sin incertidumbre fi „ es
Cj

I una función que asigna a cada agente una función de utilidad

_ y una dotación inicial; formalmente',

| £ E : (J,3 , X ) •> UxQ

I
_ Una economía se denomina simple si # J < + o o , ï = 2 y X es

una medida de proporciones. Si el espacio de medida (J, 3- , X )

J no contiene ningún átomo se dice que & „ es una economía sin

• átomos. Un caso particular de una economía sin átomos corres-

ponde al espacio ([O, !],©([ O, lj), X) donde <S([0, 1])

| es la familia de subconjuntos de Borel en [O, 1] y X es la

• medida de Lebesgue.

I

*

I
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Toda economía simple £„ permite definir una

secuencia {&E j de economías de réplica tornando como con-
y» • -y»

junto de agentes A en la economía & „ el conjunto
r f iA =: J x |1 , 2, . . . , r j . Así pues,

£ g :. Jx {l, 2, ... , r } ->• £g(J)

I
y todas las copias del tipo j disfrutan de las mismas carac-

I teristicas.

I Los conceptos de asignación realizable, coalición

' con capacidad de veto, núcleo y equilibrio walrasiano son

™ standard y no serán reproducidos.aquí. Véase. Hildenbrand y

I Kirman [1976]. A efectos de notación, W( £_) denotará el

• conjunto de las asignaciones walrasianas o de equilibrio en la

economía £ ̂  . Si f es una. asignación realizable para £ _,

1 ( r) , •= Tf representará la. asignación para ^ „ que ofrece a cada

• una de las r copias de tipo j la c.esta de bienes f. .

Teorema de equivalencia de Debreu y Scarf. Sea & „ una

• economía simple y sea £„ una secuencia, de economías de

I réplica basada en £ ̂ . Entonces, f cW(£ „) si y solo si

(r) rf € C( £ E) para, todo r = 1, 2, ....

I
• Demostración : Véase Debreu y Scarf [1963], Hildenbrand y

I
I
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I
I
I

Kirman [1976] o Hlldenbrand [1978].

I Teorema de equivalencia de Attmann. Sea £ una economía
E

H sin átomos. Entonces, . W( £„) = C( £„)

• Demostración : Véase Aumann ' [1.964] o Hilderibrand [1974].

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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I

I

VI. CONCLUSIONES

I
• El trabajo presentado ha explorado la teoría del

núcleo en economías con incertidumbre personal.

I El primer bloque de resultados trata la cuestión

I de la equidad en el núcleo. Los resultados obtenidos for-

malizan la intuición que un intercambio ex-ante de bienes

• entre agentes con aversión al riesgo permite reducir el

I grado de incertidumbre presente en la economía y las desigual-

• dades generadas por una distribución asimétrica de las dota-

ciones contingentes. Así, la formación de coaliciones de

I agentes puede interpretarse como un mecanismo cooperativo

• para asegurar riesgos. En esta luz, el núcleo de una eco-

nomía consiste de aquellos contratos de redistribución de

• riesgos que no son mejorables a través de la cooperación de

• individuos. Hemos visto, por otra parte, que la cobertura

• de riesgos mejora a medida que aumenta el número de agentes

en la economía. En efecto, un mayor número de agentes y,

| por tanto,' de estados colectivos proporcionan más posibilida-

• des de recontratación y, en ausencia de costes de comunicación

y de recolección de información, permiten homogeneizar el

I nivel de bienestar de los agentes.

I Una vez establecidas las propiedades del núcleo

en economías estocásticas , pasamos a estudiar la relación

I • 9<».

I
4- '

E'gt·fV·y'T·jr·'̂ ·̂·ŵ^¡' -'- '' • • • ' . . . . . " ~ ; . . . . . . . ' " . . . . . " : . . . . . ""'""



I
I
I

existente entre las asignaciones competitivas o walrasianas

y las asignaciones en el núcleo. Supongamos un mundo donde•

la incertidumbre que afecta a cada individuo es perfectamente

I cubierta en el sentido que cada agente recibe como dotación

I inicial la esperanza matemática de su dotación aleatoria de

bienes. Los teoremas de convergencia que hemos enunciado y

™ probado ponen de manifiesto que en economías estocásticas

I con un gran número de agentes, el núcleo da lugar a asigna-

M ciones (de bienes y de utilidades) arbitrariamente próximas

(en el espacio de bienes, de utilidades y en probabilidad)

| a una asignación walrasiana de la economía sin incertidum-

• bre descrita con anterioridad.

Los resultados de este trabajo se extienden

• fácilmente al marco de economías muéstrales (donde el número

• de agentes se construye aleatoriamente) gracias al teorema

_ de Glivenko-Cantelli (véase Hildenbrand [197̂ ], (43') K En

este contexto, todos los teoremas que hemos presentado son

| asimismo válidos con probabilidad igual a uno.

• Otras generalizaciones que posiblemente merecen

ser estudiadas en aras a la completitud del trabajo compren-

I derían la introducios de producción en un contexto de econo-

I mías con coaliciones de productores ( c o a 1 i t i on p r o du c t i on

economies ) donde cada posible coalición dispondría de un

• conjunto factible de producción contingente en los estados

I

I
4>

I
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I
I

sociales generados. Por otra parte, sería también interesante

" el indagar la validez de nuestros resultados cuando, además de

I las dotaciones iniciales, las preferencias de los consumidores

_ son, asimismo, aleatorias. Esto requeriría una definición

muy precisa de como aleatoriezar las preferencias. Quizás

J el trabajo de Hildenbrand [1971 ] sería un buen punto de par-

• tida.

Finalmente, queremos señalar que a pesar que las

I funciones de utilidad han sido definidas en R , la extensión

• al ortante no-negativo de R es inmediata en todos lo.s casos

excepto en el teorema 3 donde la prueba presentada es aplicable

x™ únicamente al caso unidimensional.' El coste matemático de la

I extensión parece bastante elevado pero no irrealizable..

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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