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INTRODUCCION

El objetivo de esta investigacion ha sido identificar y describir la relacion e integracion
entre e conocimiento del contenido matematico y € conocimiento didéctico del
contenido con relacion a concepto de derivada de profesores de matematica en
gjercicio. En efecto, nos interesa describir la naturaleza y estructura de las formas de
conocer el concepto de derivada como objeto matemético y como objeto de ensefianzay
aprendizaje, en el nivel de bachillerato del sistema educativo colombiano, asi como las
formas como los profesores interpretan y justifican las situaciones concretas de
ensefianza en las que deben actuar, como un punto de partida para entender la practica
profesional del profesor y la generacion del conocimiento profesional que nos permita

incidir en laformacion permanente einicial del profesorado.

En nuestro propodsito hemos adaptado las categorias tedricas y analiticas que
proporciona € marco de la Teoria APOE para € estudio de las componentes del
conocimiento profesional del profesor de matemética, llegando a la construccion de la
descomposicion genética del concepto de derivada y a la definicion de los niveles de
comprension del esquema de la derivada en las dos dimensiones definidas: gréficay
analitica, las cuales se revisan a partir de los aportes de los resultados obtenidos.
Igualmente, partiendo de la necesidad de estructurar y describir la natural eza situada del
conocimiento profesional del profesor y las formas de usarlo en la estructuracion de la
agenda de ensefianza, nos hemos centrado en la caracterizacion de las tareas que

propone el profesor paraintroducir y evaluar dicho concepto.

En este trabajo de investigacion, subyace la hipétesis de que el estudio sobre el
conocimiento profesional del profesor en su naturaleza situada (conocimiento préctico,
conocimiento didactico del contenido, etc.) constituye un amplio y fundamentado
cuerpo de conocimiento que permite incidir en la formacién permanente e inicial del
profesorado (Llinares, 1996, 1998, 2000; Badillo y Azcérate, 2002; Marcelo, 2002).
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Consideramos, que €l ciclo de investigaciéon que propone la teoria APOE, nos permite
perfilar un itinerario didactico paralaformacion permanente del profesorado que genere
dos niveles de investigacion: (1) centrada en los procesos de formacién del profesorado:
es decir que los cursos de formacién de profesores se conviertan para los formadores de
profesores en espacio de investigacion y reflexion que ayuden a mejorar 10s programas
de formacién permanente e inicia del profesorado de matematica; y (2), centrada en la
reflexion en la préctica y sobre la practica de los profesores de secundaria y
bachillerato. Es decir, se busca que los profesores que participen en los cursos de
formaciéon permanente entiendan su préctica como una oportunidad para desarrollar e
implementar investigacion en el aula, o lo que es o mismo, que asuman su préctica
como un profesional reflexivo que contribuye al desarrollo de competencias para un
mejor desemperio en la coyunturay para una mejor participacion en lareinvencion de la
escuelay de los sistemas educativos (Schon, 1983, 1992; Marcelo, 2002).

Consideramos que €l ciclo de investigacion de la Teoria APOE permite el disefio de
programas de formacién permanente del profesorado que contemplen los aspectos
anteriormente descritos. Esto implica introducir a profesor de matematica en una
reflexion didéctica y epistemol dgica de los conceptos matematicos a ensefiar que parta
de la elaboracion e implementacion de unidades didacticas de los conceptos
matematicos, estructuradas a partir de la construccion y reflexion de la descomposicion
genética de dicho concepto matemético. Por tanto, esta propuesta implica considerar a
constructo descomposicion genética como un elemento central de los programas de
formacion. En efecto, consideramos que la elaboracion de la descomposicion genética
de un concepto matemético introduce a profesor en una reflexion epistemolégica y
didacticadel concepto que le permite: (1) cuestionar y mejorar la comprension que tiene
del concepto matemético en cuestion; (2) usar y organizar dicho conocimiento en la
estructuracion de la ensefianza del mismo (disefio de tareas, etc.); y (3), orientar €l
aprendizaje de los alumnos hacia los procesos de construccién y reconstruccion de los
conceptos mateméticos que espera gque sus estudiantes desarrollen (Badillo y Azcérate,
2002).

Lo anterior implica que en la elaboracién de la descomposicién genética de un concepto
matematico se conjuguen dos niveles de reflexion. Un nivel de reflexion, de primer
orden, donde el saber de referencia es la matemética, y el objetivo es la reconstruccion
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del objeto matematico en cuestion atendiendo a la complegjidad de los aspectos
sintacticos y semanticos que lo constituyen. Y un nivel de reflexion, de segundo orden,
donde €l saber de referencia es la Didéactica de la Matemética; pero a su vez,
apoyandose en la epistemologia e historia de la matemética como ges centrales en la
estructuracion y definicién del concepto matemético como objeto de ensefianza y
aprendizaje. Por tanto, ademas del dominio del concepto en cuestion, se requiere de un
posicionamiento sobre las teorias de ensefianza 'y aprendizaje que le permita a profesor
disefiar € itinerario didactico que ayude a los estudiantes en la construccién vy
reconstruccion del concepto matemético.

Un programa de formacion permanente del profesorado que tenga en cuenta los
organizadores del curriculo (Rico, 1997; Gomez, 2001) y la descomposicién genética de
un concepto matematico, como referentes tedricos y analiticos para la elaboracion de
unidades didacticas de conceptos especificos, ayudaria a estructurar e conocimiento
préctico del profesor atendiendo a su naturaleza situada (Llinares, 1996; 1998; 2000).
Concretamente, le proporcionaria la base disciplinar adecuada que permita un
tratamiento objetivo del conocimiento matematico y del conocimiento didactico sobre
cada uno de los contenidos del curriculo.

La presente memoria se encuentra estructurada en seis capitulos. En cada uno de los
capitulos se hace una introduccion en la que presentamos el contenido y resaltamos los
aspectos més significativos que se desarrollarén. Por esta razon nos centraremos en dar
una vision globa no detallada de cada uno de €ellos, presentando solo aspectos mas

generales del contenido. Las distintas partes que componen este trabajo son:

= Capitulo 1. Sobre € problema de la investigacion: brinda una panorédmica general
de los origenes de este estudio y de los antecedentes que nos permitieron centrar
el problemay formular los objetivos concretos de esta investigacion.

= Capitulo 2. Acerca del marco tedrico: se recogen los referentes tedricos que
proporcionan €l marco conceptua de la investigacion. Se encuentra subdividido
en dos secciones que contemplan los temas relevantes de este estudio, tales como:
Conocimiento Profesional del profesor y la descripcion global de la Teoria APOE.

= Capitulo 3. Metodologia de la investigacion: se plantea € disefio de la

investigacion, los instrumentos disefiados para larecogida de lainformacion y una



descripcion detallada de las diferentes fases del andlisis que implementamos en €l
estudio del conocimiento profesional de los profesores.

Capitulo 4. Resultados del andlisis macro: restricciones institucionales. Se definen
los tres tipos de restricciones institucionales que consideramos en este estudio: €l
conocimiento disciplinar en si, e disefio curricular de base y la formacién
docente. Estas restricciones fueron motivo de un estudio particular con el
propdsito de caracterizar el concepto de derivada como objeto de ensefianza y
aprendizaje en las instituciones que, de una forma u otra, condicionan la practica
del profesor de matematicaen el contexto del sistema educativo colombiano.
Capitulo 5. Resultados del analisis micro: conocimiento profesional del profesor.
Recoge €l andlisis de las componentes del conocimiento profesional del profesor
gue hemos considerado en este estudio, como son: € conocimiento del contenido
(disciplinar) y €l conocimiento didactico del contenido.

Capitulo 6. Conclusiones e implicaciones didécticas. se plantean las conclusiones
del estudio, partiendo de la integracion de los andlisis macro y micro, y se
sugieren algunos lineamientos para la formacion permanente del profesorado,
basados en € ciclo de investigacién que propone la Teoria APOE y los
organizadores del curriculo.

Anexos. contienen el protocolo de las entrevistas, las transcripciones de las
mismas, el andlisis detalado de la versién de la paradoja de Zendn, las tablas
resimenes gque nos sirvieron para la construccién de las redes sistémicas y de las
lineas de coherencias, las evaluaciones realizadas por los profesores, la
trascripcion de las unidades didéacticas disefiadas por |os profesores y, finalmente,
el andlisis de los tres casos de los profesores A, C y D, que por motivo de

extension optamos por no presentar dentro de esta memoria.



CAPITULO 1. SOBRE EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.0. A maneradeintroduccion

Este capitulo se encuentra estructurado en tres secciones. En la primera seccion hemos
querido exponer los rasgos mas importantes de un estudio previo que nos permitio ir
construyendo el problema de investigacion que estamos abordando. La seccion dos esta
dedicada alaformulacién de los objetivos de lainvestigacion y, finalmente en latercera
seccion, hacemos un breve recuento de los antecedentes que justifican, tanto el marco
tedrico elegido como la metodologia de analisis aplicada para explicar los hechos

detectados y fundamentar |os resultados obtenidos.

1.1. Un primer acercamiento ala problematica deinvestigacion: la

tesina de maestria

Este estudio se inicia sobre la base de los resultados encontrados en una investigacion
previa (Badillo, 1999) que realizamos en € marco de la maestria en Didéctica de la
Mateméticay de las Ciencias Experimentales de la Universitat Autonoma de Barcelona.
Un primer acercamiento al problema de investigacion nos permitié confirmar algunas
intuiciones iniciales, dada mi experiencia como docente de matematica y fisica en los
niveles de bachillerato y universitario en Barranquilla (Colombia), que hacen referencia
a las dificultades gque tienen los profesores de matemética en gjercicio para organizar y
justificar la ensefianza del concepto de derivada en €l nivel de bachillerato, teniendo en

cuenta las caracteristicas concretas de nuestro contexto.

Hasta la fecha en que recogimos la primera informacion (1998), en la Costa Norte
Colombiana las Facultades de Educacién eran las encargadas de formar a los futuros
profesores de las diferentes &reas del conocimiento. Existian dentro de ésta las
especiadidades de Matematica y Fisica, Biologia y Quimica, Ciencias Sociaes y



Lenguas Modernas, entre otras. Es decir que el profesional que labora como profesor de
matematica ha recibido una formacion tanto en matemética y en fisica, como en
disciplinas psicopedagdgicas, que lo habilita para desarrollar en e aula conceptos
mateméticos y conceptos fisicos. Este es un aspecto relevante dentro del problema que
nos concierne; en efecto, nos encontramos frente a un profesor a que diariamente
(muchas veces en la misma institucion, con los mismos estudiantes) “le toca” ensefiar

conceptos matematicos y fisicos.

Sabemos que la naturaleza de dichos conocimientos, matemético y fisico, es muy
diferente. De igual forma, creemos que existe una fuerte relacion epistemoldgica e
histérica entre ellos, que hace que ante conceptos especificos, una disciplina no pueda
separarse completamente de la otra, y se necesiten mutuamente para un mejor desarrollo
didactico en € aula de clase. Esto no quiere decir que en la préctica actual ocurra tal
interaccion. Bajo estos supuestos, nos dispusimos investigar las relaciones entre
matematica y fisica presentes en el conocimiento profesional del profesor y € uso de
estas relaciones para facilitar la ensefianza de conceptos matematicos y fisicos.
Conscientes de que era una parcela muy ampliay dificil de mangjar y basandonos en
Garcia y Llinares (1998), definimos los dominios particulares de indagacion, que

centramos en:

¢ El concepto matematico de derivada como contenido curricular.

e El concepto matematico de derivada en relacion con otros contenidos
curriculares de lamateméticay lafisica escolar.

¢ El contenido fisico de velocidad como contenido curricular.

e El contenido fisico de velocidad en relacion con otros contenidos curriculares

de lamatematicay de lafisica escolar.

Para entonces, nos interesaba la relacion entre las formas de conocer los conceptos de
derivada y velocidad por parte de profesores colombianos, y describir las ventgjas que
tenian estos docentes en la organizacion y estructuracion de la agenda de ensefianza de
los mismos. Teniendo en cuenta que los profesores habian recibido dentro de su
formacion asignaturas de calculo diferencial y fisica mecanica, definimos la primera
relaciéon entre estos dos conceptos como relacion en la formacion docente. Ademés,



como el disefio curricular de base incluye dentro de sus programas oficiales la
introduccion y desarrollo del concepto de velocidad en fisica de 10° y la introduccion y
desarrollo del concepto de derivada en la matemética de 11°', definimos la segunda
relacion entre estos dos conceptos como relacion curricular. Finalmente, conscientes de
la relacion que tienen los conceptos de derivada y velocidad desde la Historia de las

Ciencias, definimos la tercerarelacion como relacion epistemol 6gica (ver figura 1).

PROFESOR
/ \

/ 1. RELACION EN LA FORMACION\
DOCENTE \
b/ \4
MATEMATICA | ®reeceeeceeees > FiSICA
2. RELACION
1 EPISTEMOLOGICA 1
11° 10°

3. RELACION EN EL CURRICULO

oooooooooooo

Figura 1. Esquema que esbozala formulacién del problema (Badillo, 1999).

Por tanto, €l objetivo de esta investigacion piloto se centraba en describir la estructuray
naturaleza de las relaciones presentes en las diferentes componentes del conocimiento
profesional de los profesores con respecto a los conceptos de derivada y de velocidad, y
como éstas influian en la definicion de la agenda de ensefianza de los mismos. Las

preguntas de investigacion que nos planteamos fueron las siguientes:

“P1. ¢De qué formael andlisis epistemol égico e histérico nos ayuda a explicitar las
relaciones de los conceptos (D/V)?

! Cuando nos referimos a los Programas curriculares de Matemética y de Fisica de 10° y 11°, en redidad
hablamos de los dos Ultimos afios de escolaridad en Colombia, que se corresponden con € primero y
segundo de Bachillerato del actual Sistema Educativo Espafiol.



P2. ¢(Quétipos de relaciones entre los conceptos (D/V) favorecen y estan presentes
en el disefio curricular oficial?

P3. ¢Hasta qué punto la formacién docente bidisciplinar predetermina el tipo de
relaciones entre conceptos (D/V) que el profesor desarrolla en € aula de
matematicay de fisica?

P4. ¢Cudles son las concepciones y creencias de los profesores acerca de las
relaciones entre matematica y fisica, a través del acercamiento a los
conceptos (D/V)?

P5.  ¢Como transpone e docente los conceptos (D/V) y como plantea las
relaciones entre estos dos conceptos cuando se encuentra en el aula de
matematica o cuando se encuentraen el aulade fisica?’

Para dar respuesta a estos interrogantes, diseflamos el estudio de tres casos, en e que
indagamos, directamente, aspectos de la componente disciplinar y aspectos de la
componente didéactica del contenido, atendiendo a la naturaleza situada del
conocimiento profesional del profesor. Es decir, disefiamos instrumentos para buscar
informacién, por un lado, sobre lo que los profesores conocen de |os conceptos derivada
y velocidad; y por otro lado, sobre la forma como aplican sus conocimientos de la
materia al definir la ensefianza de estos conceptos. Los instrumentos que utilizamos para

larecogida de lainformacién fueron |os siguientes:

1. Entrevistas semiestructuradas paraindagar sobre:
= Conocimiento disciplinar: les propusimos cuatro problemas en vifietas para
indagar sobre las relaciones entre estos conceptos presentes al resolver los
problemas planteados.
» Ensefianza de la derivaday sobre la ensefianza de la vel ocidad.
= Evaluacién que realizaban del concepto de derivaday sobre la evaluacion del
concepto de velocidad.
= Formacién docentey el disefio curricular de base
2. Documentos elaborados por el profesor:
» Programade laasignaturade fisicade 10° y de matemética de 11°.
= Libros de texto que seguian o consultaban en cada una de las asignaturas
= Examenes que realizaban para evaluar €l concepto de velocidad en fisica de
10°y el concepto de derivada en matemética de 11°.

L os resultados obtenidos en este primer acercamiento no fueron del todo positivos. Se
presentaron dificultades para acceder a la informacion en general, y en particular sobre

la componente disciplinar, debido a que los profesores se mostraron muy reacios a



abordar el proceso de resolucion de los problemas por escrito, pues se sentian evaluados
y tenian miedo a quedar en evidencia. S0lo uno de los profesores se comprometio
durante todo €l proceso, y ademés, fue e Unico profesor que decidié continuar
colaborando en la tesis doctoral (profesor B). Consideramos que las razones que

originaron esta situacion fueron:

1. La cantidad de informacion que le pediamos a los profesores en muy poco
tiempo, y los pocos datos significativos para caracterizar |la practica profesional
del profesor.

2. La metodologia de recoleccion de la informacion desacertada, puesto que
disefiamos instrumentos directos, que no ayudaron a crear un ambiente propicio
de confianza e intercambio.

3. Nuestra ambicion por introducirnos en dos areas del conocimiento sumamente
complejas (quizas por la misma influencia de mi formacién), que s bien es
cierto gue estan relacionadas histérica 'y epistemol 6gicamente, tienen objetos de
estudio diferentes. Asi, € cuerpo tedrico y metodol 6gico que acumulan cada una
de las didacticas especificas nos condujo a confusiones entre la forma como

justificar e interpretar los resultados obtenidos.

Sin embargo, a partir de las conclusiones obtenidas y de las limitaciones detectadas en
este estudio previo, nos guedaron unas preguntas de investigacion y unas lineas de
accion definidas para abordar un trabajo de caracteristicas similares, pero més centrado

en la Didactica de la Matemética.

1. Centrarnos en € concepto matemético de derivada, pero indagando tanto en la
sintaxis como en la semantica del concepto, lo cua implica considerar
implicitamente los objetos velocidad instantanea, pendiente de la recta tangente
y tasa instanténea de variacion.

2. Disefiar instrumentos indirectos, que nos permitieran acceder a dominio
disciplinar que tienen los profesores de la derivada, teniendo en cuenta el papel
del contexto, el uso de diferentes representaciones del concepto y una variedad
de fendmenos a la hora de disefiar los problemas que les presentdbamos para
resolver por escrito, pero a mismo tiempo que justificaran los procesos de

resolucion.



3. Conseguir informacion que nos permitiera acceder a conocimiento préctico del
profesor, es decir que tuviera en cuenta la natural eza situada de su conocimiento
profesional: planificacion y justificacion de unidad didactica, disefio vy
justificacion de tareas, etc.

4. Ampliar la muestra de profesores, para tener un panorama mas amplio del
problema que nos interesa estudiar, que nos permitiera incidir en la formacién
permanente del profesorado.

5. Estudiar més profundamente los contenidos, las técnicas y las definiciones que
se presentan al introducir los macro objetosf ’(a) y f ’(x); ya que detectamos que
los profesores no habian mostrado, en general, dominio de las relaciones y
diferencias entre estos macro objetos.

6. No degjar de lado la constatacion de que laforma como introducen € concepto de
velocidad instantanea en 10° de alguna manera condiciona la ensefianza del
concepto de derivada en 11° y, por tanto, la influencia de la fisica y las
notaciones que se usan en esta area de conocimiento para definir los conceptos
en la asignatura de matematica.

7. Seguir considerando |as restricciones institucional es que definimos en el estudio:
formacién docente, disefio curricular y el dominio del conocimiento matematico,
como un referente institucional para entender e interpretar las transposiciones
gue hacen los profesores de este concepto en el nivel de bachillerato del sistema
educativo colombiano.

8. Ausencia de cursos de formacion continuada del profesorado, que partieran de la
reflexion de situaciones concretas de ensefianza que ayudaran a mejorar la
précticadel profesorado.

9. El uso literal del libro de texto en la clase de matematica y de fisica sin tener
criterios definidos para la seleccion de los mismos.

1.2. Objetivosdelainvestigacion

Teniendo en cuenta que nos interesa describir las formas de conocer que tienen
profesores de matemética en gjercicio de la derivada como objeto matematico y como
objeto de ensefianza aprendizaje, asi como € uso que hacen de éstas a la hora de
planificar y organizar la agenda de ensefianza de este concepto en el nivel de



bachillerato del sistema educativo colombiano, nos planteamos en esta investigacion

dos tipos de objetivos que esbozaremos a continuacion.

1.2.1. Objetivos didacticos

i. Con relacién al conocimiento profesional del profesor

General:

e Identificar y describir la relacién e integracion entre el conocimiento del contenido
matematico y e conocimiento didéctico del contenido con relacién a concepto de
derivada. Es decir, describir la naturaleza y estructura de las formas de conocer €l
concepto de derivada como objeto matematico y como objeto de ensefianza y
aprendizaje, en e nivel de bachillerato del sistema educativo colombiano, asi como
la forma en que los profesores interpretan y justifican las situaciones de ensefianza
concretas en las que deben actuar, como un punto de partida para entender la préactica
profesional del profesor y la generacion del conocimiento profesional que nos

permitaincidir en laformacion permanente einicial del profesorado.

Especificos:

e Caracterizar e concepto de derivada como objeto matematico de ensefianza y
aprendizgje en la Licenciatura en matematica y fisica en la que fueron formados los
profesores.

e Caracterizar € concepto de derivada como objeto matemético de ensefianza y
aprendizaje en €l curriculo de bachillerato del sistema educativo colombiano.

e Describir y caracterizar las formas como los profesores reconstruyen el concepto de
derivada como objeto de ensefianza y aprendizaje atendiendo a las restricciones
institucionales del contexto en las que acttan.

e Identificar y describir las ideas inconsistentes que evidencian los profesores en las
respuestas a los problemas planteados, a partir de la definicién de los niveles de
comprension del esgquema de la derivada que tienen los profesores, en las dos
dimensiones definidas (algebraicay gréfica).



Aplicar un instrumento que muestre la coherencia en los procesos de resolucion de
los profesores a los problemas planteados para e estudio de la componente del
contenido matemético y establecer unas lineas de coherencia (Garbin, 2000).
Determinar € nivel de coherencia entre los elementos del discurso del profesor, o
gue dice que hace en los instrumentos proporcionados, con las inferencias que
hacemos de la préactica a partir del andlisis de la agenda de ensefianza que disefia:
organizaciéon y estructuracion de los contenidos, tratamiento de los mismos, tareas
que conforman la actividad matemética y las tareas que evalla para mirar la
comprensién de sus estudiantes (M oreno, 2000).

ii. Con relacion ala aplicacion de la Teoria APOE

Generales:

Describir la epistemologia de los profesores en la comprension algebraica y gréfica
de los macro objetos f (x), f '(a) y f '(x) usando la triada del esquema de desarrollo
de la teoria APOE, que dé luz sobre la epistemologia y la didéctica asociada al
concepto de derivada.
Aumentar nuestra comprension de como tiene lugar e aprendizaje de los macro
objetosf’(a) y f ' (X).

Especificos:

Analizar € nivel de comprension gréfico y algebraico de los profesores de los macro
objetos f (x), f '(a) y f '(X) usados en la resolucién de problemas, no rutinarios y
enunciados de diferentes contextos, en los que se tratan diferentes fendmenos
asociados a estos macro objetos.

Determinar, lo més especificamente posible, como los profesores integran su
comprension de los conceptos del calculo, en qué puntos los profesores exhiben las
maximas dificultades y cdmo las superan.

Incorporar la triada de la teoria APOE para estudiar la comprensién que tienen los
profesores de problemas no rutinarios sobre el calculo gréfico y algebraico de los
macro objetos f '(a) y f '(x), partiendo de situaciones presentadas en otras
investigaciones antecedentes sobre e desarrollo del esquema y la demostrada
incomprension que los estudiantes universitarios tienen de algunos conceptos

especificos del calculo.



e Describir si los profesores coordinan |os objetos pendiente de la recta tangente, tasa
instantanea de variacion y limite de las razones de cambio y los relacionan con el
macro objeto f ’(a), cuando se enfrentan a situaciones no rutinarias enunciadas en
diferentes contextos que tratan fendmenos mateméticos y no matematicos.

e Describir si los profesores realizan €l proceso de sintesis de |os objetos anteriores que
engloba el macro objeto f ’(a) en los objetos funcion pendiente de |a recta tangente,
funcion tasa instanténea de variacion y funcién limite de la razones de cambio que
engloba el macro objeto f ’(X). Es decir, si se da el proceso de sintesis del macro
objeto f ’(a) en & macro objeto f *(x); o lo que es lo mismo, s diferencian y
relacionan los macro objetos f '(a) y f ’'(x) a resolver problemas enunciados en
diferentes contextos.

e Adaptar las categorias tedricas y analiticas que ofrece la teoria APOE para €l estudio
de las tareas que caracterizan la actividad matematica que el profesor realiza en €l

aula.

1.2.2. Objetivos metodol dgicos

e Aportar nuevos elementos metodolégicos a la investigacion cualitativa para €
tratamiento de la informacion en el andlisis de estudios de casos, centrados en la
integracion de la componente del contenido y de la componente didéctica del
contenido del conocimiento profesional de profesores de matemética en gjercicio.

¢ Proponer un modelo de investigacion adaptado del ciclo metodol 6gico que plantea la
Teoria APOE, que permita el estudio de las componentes del conocimiento
profesional del profesor, centrado en un concepto matemético concreto que considere
la naturaleza situada de éste, como base para el disefio de programas de formacién
permanente einicial del profesorado.

e Diseflar un instrumento para el andlisis de las tareas mateméticas que proponen los
profesores para la ensefianza y evaluacion de los conceptos mateméticos, que son
fundamental es para caracterizar la actividad matemética que fomentan en el aula.



1.3. Antecedentes de investigacion sobre la ensefianza y el

aprendizaje del concepto de derivada: PMA

En esta memoria, por motivos de extensién y por opcion persona, hemos decido
presentar |os antecedentes de la investigacion sustentando cada uno de los capitul os que
conforman la misma. Sin embargo, a continuacion, nos centraremos en describir, grosso
modo, |os grandes referentes e investigaciones centradas tanto en la ensefianza como en
el aprendizaje de los conceptos del precalculo y del calculo diferencial, que nos han
permitido ubicar nuestro estudio dentro del denominado pensamiento matematico
avanzado (PMA).

1.3.1.Con relacion al concepto de funcion

Los trabgjos de investigacion que mas han iluminado, en genera e estudio del
conocimiento profesional del profesor centrado en un concepto matematico especifico
han sido los aportes del grupo de investigacion de la Universidad de Sevilla, mas
concretamente citaremos | os estudios sobre la ensefianza del concepto funcion realizado
por Garcia (1997), y las sucesivas publicaciones en diferentes revistas que han hecho a
respecto Garcia y Llinares (1999; 1998; 1994); Llinares y Garcia, (1996); y Llinares
(2000; 1999; 1996). Iguamente, los trabajos de Norman (1993; 1992), también
centrados en la ensefianza del concepto funcidn, en los que se focaliza el estudio de la
comprension que tienen profesores de matematica sobre el concepto de derivada.
Finalmente, los trabajos de Even (1993), centrados en la integracion de las componentes
de contenido matematico de funciones y de conocimiento de las formas de representar
la nocion de funcidn (conocimiento didéctico del contenido funcion).

Con relacion a investigaciones centradas en e aprendizaje del concepto funcidn, otros
referentes han sido: los trabajos desarrollados por Janvier (1987); e Grup Zero (1984,
1982); y, Azcarate y Deulofeu (1996), los cuales ya han sido referenciados en los
capitul os posteriores.
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1.3.2.Con relacion a los conceptos de limite, continuidad e infinito

L os aportes de las investigaciones sobre |a ensefianza del concepto de limite realizadas
por Espinoza (1998) y Espinoza y Azcérate (2000), nos brindaron una panoramica
genera de la complejidad asociada a la ensefianza de este concepto en €l nivel de COU
del sistema educativo espaiiol. En lo que respecta a las investigaciones centradas en €l
aprendizaje de los conceptos de limite y continuidad, tanto a nivel universitario como a
nivel de bachillerato, nos remitimos a los aportes de Delgado (1998); Sierra y otros,
(1999; 1997); Caottrill (1999); Cottrill y otros (1996); Contreras y otros (2001) y
Blazquez (2000). Ademas de los numerosos trabajos realizados por Cornu (1991) y
Sierpinska (1985), en los que se combinan estudios epistemol 6gicos con el anadlisis de
las respuestas de estudiantes cuando se enfrentan atareasy al proceso de aprendizaje de
este concepto. Estos autores han reportado que la enorme dificultad de la ensefianza y
aprendizaje del concepto de limite no sblo radica en su riquezay complejidad sino en el
hecho de que los aspectos cognitivos implicados no se pueden generar puramente a
partir de la definicion matemética; es decir que los estudiantes pueden recordar la
definicion del concepto, pero construir € significado fundamental es algo muy diferente

y complejo.

Con respecto a concepto de infinito, las investigaciones que nos han permitido abordar
el estudio de la version de la paradoja que presentamos a los profesores en este estudio,
las cuales nos permitieron constatar que algunos de los profesores mantienen ideas
aristotélicas con una vision potencial del infinito (Badillo, 1999; Badillo et al., 2001;
2002ay b), han sido: (1) larealizada sobre €l aprendizaje del concepto de infinito en €
nivel de secundaria del sistema espafiol Garbin (2000), Garbin y Azcarate (2000; 2002);
y (2), e estudio de las ideas sobre e infinito que mangjan los nifios de primaria
realizada por Nufiez (1997).

1.3.3.Con relacion a los conceptos del precalculo

Azcarate (1990), basandose en los trabajos del Grup Zero (1984; 1982), postula que la
comprension de la derivada implica una comprension previa de unos conceptos, que
denomina del precéalculo, entre estos conceptos sefidla: velocidad media e instantanea,

tasa media de variacion y pendiente de una recta. Esta consideracion la hemos tenido en

11



cuenta en nuestro estudio ala horade disefiar y construir la descomposicion genética del
concepto de derivada, por tanto, ya han sido resefiados en el capitulo 4. En este sentido,
laliteratura nos ha permitido ubicar también los siguientes estudios que han reportado o

siguiente:

e Schoenfeld, Smith y Arcavi (1990), referenciados en Asiala y otros (1997), han
realizado una investigacion que es considerada como € mayor estudio de la
comprension del concepto de pendiente. Estos autores hacen, a largo plazo y muy
fino, un estudio de las construcciones de los estudiantes del concepto de pendiente.
Encontraron que aparecen mas personas trabajando, en cuaquier nivel de
matemética, con un concepto simple de la pendiente que puede originar dificultades
serias en laresolucion de problemas del calculo.

e Leinhardt y otros (1990), hicieron unarevision de investigaciones y reportaron que
los estudiantes tuvieron dificultad en calcular el valor de las pendientes de problemas
enunciados graficamente, y Ilamaron la atencién en la necesidad de trabgjar sobre las
traducciones entre diferentes representaciones del concepto (desde gréficos a
expresion algebraica o a tabla), para ayudar a los estudiantes a tratar con las

dificultades con las que se pueden encontrar en |os problemas gréficos.

1.3.4.Con relacion al concepto de derivada

Como sefldaremos en capitulos posteriores, las investigaciones mas importantes
focalizadas en el aprendizaje y ensefianza del concepto de derivada que nos permitieron
centrar nuestro estudio dentro del PMA, han sido, en orden de importancia: Azcarate
(1990); Azcérate y otros (1996); Font (2000); Tall (1992; 1991; 1990; 1985ay b; 1981)
Asialay otros (1996); Asida y otros (1997); Baker y otros (2000); y, Clark y otros
(1997).

A partir de las lecturas de los autores ya mencionados, hemos encontrado resefiados
otros trabajos de investigacion, cuyas lecturas posteriores, nos han permitido entender,
visudlizar y contrastar los aportes que han hecho los autores anteriormente

referenciados, de |os cuales remarcaremos | 0s siguientes aspectos méas importantes:
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e Selden y Mason (1994), Orton (1983), entre varios autores, han documentado que
incluso los estudiantes que pueden resolver exitosamente problemas rutinarios de
célculo tienen dificultades para resolver problemas no rutinarios. Algunos creen que
estas dificultades son debidas a la débil vision conceptual que tienen del concepto
funcion;, ademéas, de que € aprendizae ordinario y la reorganizacion del
conocimiento algunas veces incorporan construcciones mateméticas incorrectas que
se arrastran durante un largo periodo de tiempo.

e Generamente, se ha considerado que la habilidad de visuaizar en matematicas
puede ser beneficiosa, pero Aspinwall, Shaw y Presmeg (1997) reportaron sobre un
estudiante cuya habilidad para pensar sobre un problema estaba obstaculizada por
una imagen incorrecta de la gréafica de un modelo prototipo. El estudiante habia
construido una imagen de una funcién polindmica de segundo grado teniendo
asintotas verticales. Sin embargo, paralelamente afirmaba que € dominio de la
misma son todos los nimeros reales. Esta imagen erronea le causaba problemas al
tener que dibujar € grafico de la funcion derivada como s fuera una funcion cabica,
puesto que, este dibujo de la funcién cuadrética entra en conflicto con €
conocimiento analitico que tiene e estudiante de la derivada de una funcion
cuadratica que deberia ser una linea recta. Ademas, se demostré que é, durante €l
proceso de la investigacion, no puede controlar su imagen mental que continua
interfiriendo en su pensamiento sobre la funcién derivada.

e Amit y Vinner (1990); Asiala y otros (1997), reportaron que algunos estudiantes
igualan la derivada con la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcion en
un punto dado. Esto también fue encontrado en algunos profesores considerados en
nuestra investigacion.

e Ferrini-Mundy y Graham (1994), discutieron en detalle sobre el deseo que
muestran algunos estudiantes por encontrar la ecuacion para una funcién
representada graficamente antes de hallar €l grafico de su derivada. Este aspecto fue
también detectado en € proceso de resolucién de algunos de los profesores que
participaron en este estudio alas situaciones planteadas.

e Asialay otros (1997), en su estudio sobre la comprension gréfica del concepto de
derivada, reportaron que la mayoria de los estudiantes despliegan una comprension
razonable de la relacion entre la pendiente de la tangente y la derivada en un punto.

En efecto, en nuestra investigacion también se constata esta conclusion.
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e Thompson (1994), reportd sobre un experimento de ensefianza donde involucr6
imagenes de razones cambio y comprension del teorema fundamental del calculo.
Los participantes de este estudio eran estudiantes universitarios en la facultad de
matematicas y graduados de la misma facultad. Este autor observé que los
estudiantes tenian concepciones débiles de las razones de cambio, relativo al
significado de la derivada, que llevaron a dificultades en la comprensiéon de la
integracion. Su definicion de imagenes, basadas sobre la internalizacion de Piaget de
los objetos y las acciones hacia objetos, fue la base de su andlisis de la comprension
de los estudiantes de la derivada y la integracion, encontrando que los estudiantes
tenian dificultad en la conceptualizacion de la derivada como una funcion que ella
misma denota una razén de cambio.

e La comprension de las propiedades funcionales hacia e aprendizaje del calculo
también ha sido estudiado. En su articulo describiendo la visién de crecimiento
orientado de la funcion como objeto, Slavit (1997) coment6 que sus estudiantes no
encuentran algunas propiedades funcionales, como por g emplo, clspide, hasta que
alcanzan los cursos de calculo que €elos disefian. Para estos estudiantes la
interiorizacion de las propiedades de la funcién es limitada por las clases de
funciones que ellos han estudiado. Slavit en este articulo, |lama la atencién hacia una
investigacion futura sobre € rol de las funciones en los cursos de cdlculo. También
manifiesta que con mucha frecuencia los estudios que proponen funciones
polinbmicas y exponenciales, que son suavesy continuasy llevan a generalizaciones
superiores sobre la continuidad.

e Orton (1983), observo que los estudiantes tienen representaciones adecuadas sobre
la diferenciacion en tareas rutinarias, pero en cambio, tuvieron intuiciones pequefias
o deficiente comprension del concepto derivada. También reportd que las
dificultades que tienen los estudiantes con la interpretacion gréfica de la derivada
puede ocurrir en el caso de la linea recta, y no solo con curvas mas complicadas; e
igualmente, muchos estudiantes (alrededor del 20 % de su estudio) confundieron la
derivada en un punto con la ordenada, es decir, con € valor de y (segunda
coordenada) del punto de tangencia.

e Eisenberg (1992), citado en Asida y otros (1997), y Vinner (1989). El primero
reportd que los estudiantes evitan la visualizacion y concluyé, a igual que Vinner

(1989), que los alumnos exhiben una dependencia y necesidad por e uso de
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expresiones algebraicas (formulas) cuando tratan con e concepto de funcion
(funcion derivada). Para ello, propuso 10 preguntas en un cuestionario, incluyendo
las preguntas 1 del cuestionario indirecto, pero é no realizd en su estudio entrevistas
a los estudiantes sobre el proceso de resolucion, y solo se baso en el registro escrito.
Los resultados que nosotros encontramos en esta investigacion, coinciden con los
reportados por |os estudios anteriores.

Tufte (1989), citado en Asida y otros (1997), reportd los resultados de las
representaciones de los estudiantes sobre un cuestionario de conceptos del caculo,
donde incluy6 algunas preguntas idénticas a la 1 del cuestionario indirecto de esta
investigacion en dos de estudios. Una de las investigaciones con 200 estudiantes de
primer afo de la escuela universitariay otra con 24 estudiantes de primer semestre de
calculo quienes habian completado un curso de calculo tradiciona para disefiar un
programa sobre conceptos béasicos de calculo (por giemplo: aproximacion a limite,
derivada, integrales definidas via suma de Riemann), reportaron que los estudios
sugieren que la experiencia de programar, la cua incluye el escribir en un lenguaje
de ordenador codigos sobre conceptos basicos del célculo, puede tener un efecto
profundo sobre la comprension conceptual de los estudiantes de dichos conceptos;
esto comparandolo con estudiantes que han seguido un curso con clases
tradicionales.

Asiala y otros (1996), también reportaron que los resultados encontrados por Tufte
(1989) son paralelos con los resultados positivos que ellos encontraron al comparar
estudiantes que habian recibido una ensefianza tradicional con estudiantes del Cal.
Sefialan que €l analisis que realizaron es un intento para promover la comprension de
la naturaleza de este efecto positivo, en términos de las construcciones mentales
cuando se escriben programas. Resaltan que Tuften no realizo entrevistas clinicas y

solo se basd en laresolucion por escrito de las situaciones del cuestionario.
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CAPITULO 2. ACERCA DEL MARCO TEORICO

2.0. A maneradeintroduccion

Este capitulo se encuentra estructurado en dos secciones. En la primera seccion
intentaremos ubicar muy brevemente nuestro objeto de estudio en un marco de
referencia que nos permita justificar la metodologia implementada y los resultados
obtenidos a partir de ella. Igualmente, nos detendremos en comentar |0s aspectos mas
significativos de los organizadores del curriculo y de los constructos, inconsistencias e
incoherencias utilizados en este estudio, para €l andlisis de las componentes del
conocimiento profesional del profesor. Por otra parte, en la segunda seccion dedicada a
la presentacién de la Teoria APOE, brindamos una panordmica genera de este marco,
resaltando los constructos tedricos y metodol 6gicos que han sido fundamentales en la
adaptacion que hemos hecho de esta teoria a estudio del conocimiento profesional del
profesor. Igualmente, describiremos las ventgjas y desventgjas con las que nos hemos
encontrado en nuestro proposito.

2.1. Conocimiento profesional del profesor

Son muchos los estudios que se han dedicado a describir la evolucién y desarrollo que
ha tenido la linea de investigacion sobre e profesor, postulando que ha evolucionado
desde perspectivas méas cognitivas (estudio del pensamiento del profesor), cuyas bases
se cimientan en la psicologia cognitiva, hasta perspectivas mas socioculturales (estudio
del conocimiento y préactica profesional del profesor), cuyas bases se cimientan en
principios antropol dgicos y epistemol gicos del conocimiento (Llinares, 2000; Marcelo,
2002; Perafén, 2002)

En esta seccion no nos ocuparemos de hacer una revision sobre la evolucion de este

paradigma de investigacion; nos remitimos a la lectura que hemos hecho de los

17



siguientes trabajos que muestran un panorama extenso, riguroso y exhaustivo del
mismo, que han sido un gran referente para e nuestro: Garcia (1997); Moreno (2000,
2002); Moreno y Azcérate (2003); Carrillo (1996); Florez (1995); Azcéarate, P. (1995);
Espinoza (1998); Llinares (2000, 1999, 1998, 1996); Pajares (1992); Marcelo (1987;
1989; 2002); Villar (1986, 1988; 2002) y Shulman (1986; 1989).

La necesidad de conceptualizar el constructo “conocimiento profesional del profesor”
ha generado una nueva orientacion en las investigaciones dentro del paradigma del
pensamiento del profesor. Shulman (1989) presenta un mapa sindptico de la
investigacion sobre la ensefianza y expone los principales programas de investigacion
gue la estructuran, especificando el objeto de estudio, las metodologias, 1os alcances y
las limitaciones de cada una de estos programas. Sefiala seis programas de investigacion
desarrollados como reaccion de los investigadores contra determinados aspectos del
programa inicia: la falta de credibilidad en los informes sobre los resultados, |la
extrapolacion de los resultados y € uso de métodos cuestionables. Este autor considera
gue ha habido una evolucion en las investigaciones en este campo de conocimiento, que
van desde enfoques basados en la psicologia conductista, centrados en el estudio de las
caracteristicas del profesor, hasta enfoques basados en la psicologia cognitiva y €l
procesamiento de la informacion, donde la atencion se centra en la cognicion del
profesor, considerandolo ahora como un profesional racional que emite juicios y toma
decisiones en un medio incierto y complegjo, y cuyo comportamiento esta orientado por

Sus pensamientos, juiciosy valores.

Sin duda alguna, €l andlisis del conocimiento profesional del profesorado de matemética
de ensefianza secundaria es un tema que va cobrando un interés creciente entre los
investigadores en Educacion Matemética. Teniendo en cuenta la riqueza de este
constructo, son muchas las aproximaciones tedricas que se han adoptado para su
andlisis. Los aportes de Shulman se centran en la dilucidacién de la comprensién
cognitiva de la enseflanza por parte de los profesores y las relaciones entre esta
comprension y la ensefianza que los profesores proporcionan a los alumnos (Shulman,
1989). Este autor propone que las competencias de los docentes en la materia que
ensefian son un criterio para establecer la calidad del profesor. Ademas, con relacion a
contenido de este conocimiento, ha sefidado distintas subcategorias, entre las que se

podrian considerar el conocimiento de la materia especifica per se, e conocimiento de
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contenido pedagdgico especifico de la mismay un conocimiento curricular que abarca,

no sblo el especifico de lamateria, sino también el de otras materias (Shulman, 1986).

Se dice que Shulman (1986) inicialmente considera el conocimiento de la materiay €l
conocimiento del contenido pedagégico’ como dos componentes separadas del
conocimiento del profesor. Sin embargo, |as investigaciones en Educacion Matemética
han desvelado la integracion de estas dos componentes cuando se considera la
naturaleza situada del conocimiento profesional del profesor (Llinares, 1996; 1998;
2000). Dada la complejidad que presenta el estudio del conocimiento profesional del
profesorado de matematica, se sugiere investigarlo centrandolo en temas de contenido
matematico especifico, 1o cual permite comprender mejor € amplio dominio del
pensamiento matemético de los profesores y su influencia sobre la ensefianza y €
aprendizaje de las matematicas (Garcia, 1997; Garcia y Llinares, 1998; Cooney y
Wilson, 1993; Norman, 1992, 1993; y Even, 1993).

Particularmente, nos interesa la relacion entre e conocimiento de la materia y el
conocimiento didéctico del contenido, no planteando una separacién entre las diferentes
componentes del conocimiento profesional, sino mas bien entendiéndolo como una
amalgama compleja de conocimientos gque se entremezclan y dificilmente se pueden
separar del todo (Badillo, 1999; Badillo y Azcarate, 2002). Sin embargo, |os aspectos
del conocimiento gque se estan considerando en unainvestigacion, estaran determinados
por e contexto en que se sitle el proceso de indagacion (Llinares, 1996). Asi, por
gjemplo, los trabajos de Norman (1992) se centran en el andlisis de la comprension del
profesor de un concepto mateméatico especifico (funcién); de alli que los instrumentos
disefiados se centren en cuestiones relacionadas con el contenido matematico, mientras
que los trabajos de Even (1993) consideran aspectos interrelacionados de estas dos
componentes del conocimiento del profesor de matematica en relacion con el concepto

de funcion.

! En esta memoria consideramos que el conocimiento didéctico del contenido es equiparable con el
conocimiento de contenido pedagdgico introducido por Shulman (1986). Consideramos que por
problemas de traduccion del inglés al castellano se introdujo como pedagégico y no como didéactico. Sin
embargo, creemos conveniente resaltar que e conocimiento didactico del contenido que nosotros
utilizamos tiene, como saber referencial, la Didéctica de la Matemética como disciplina cientifica.
Igualmente resaltamos que otros autores también comparten y utilizan esta traduccion (Marcelo, 1997,
2002)
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Consideramos que uno de los logros de las investigaciones sobre el pensamiento de los
profesores ha sido, precisamente, € profundizar sobre su conocimiento profesional y
sobre la relevancia que éstos tienen en los procesos de ensefianza. La descripcion de
las diferentes categorias del conocimiento profesional del profesor de matemética
aporta datos relevantes para € disefio de programas de formacién (Llinares, 1996). Al
respecto, Salvador Llinares adopta una perspectiva profesional, basada en marcos
tedricos de la psicologia cognitiva y perspectivas socioculturales, desde la que se
propone analizar los procesos de formacion de profesores de matemdtica. Esta
perspectiva profesional se define como la incorporacién de la informacion que brinda
el andlisis del conocimiento profesional del profesor de matematica a la forma de

concebir los procesos de formacion (Llinares, 1998)

Entre los e ementos que se tienen en cuenta en la descripcién de las componentes del
conocimiento profesional, se da relevancia a la determinacién de los saberes de
referencia de cada componente; éstos son el conocimiento tedrico que conforma la base
para los programas de formacion. Después de una revisién rigurosa sobre las
investigaciones en este campo, Llinares (1998) encuentra en general una convergencia
en la identificacion de algunas componentes del conocimiento profesional, entre ellas

sefda:

e “Conocimiento de matematica (conceptos, procesos...) y sobre la matemética
(concepciones sobre la naturaleza de la matematica escolar).

e Conocimiento del curriculum matematico.

e Conocimiento sobre las cogniciones de los aprendices. caracteristicas del
aprendizaje de nociones mateméticas especificas, dificultades, errores vy
obstéculos...

e Conocimiento pedagdgico especifico de la matemética: de representaciones
instruccionales, andlisis de taress...

e Conocimiento sobre la ensefianza: planificacion, rutinas, interaccion,
organizacion de la ensefianza, evaluacion.” (Llinares, 1998: 57)

Este autor plantea que a analizar las componentes del conocimiento profesional del
profesorado de matematica quedan explicitas algunas caracteristicas concernientes a la
naturaleza y el uso del mismo en la actividad profesional. Partiendo de estas premisas,
se han identificado investigaciones que consideran la integracién cognitiva y la
generacion del conocimiento profesiona através de la experiencia practica con relacion

a conceptos concretos (Bromme y Tillema, 1995). En esta misma linea, encontramos la
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nocion de reflexion sistematica, que plantea la generacion de conocimiento en la
préactica profesional. En términos de Schon (1983) seria reflexion en la accion y

reflexion sobre la accion.

Bromme (1994) plantea que laforma en que se genera el conocimiento practico obedece
a transformaciones heuristicas de los conocimientos tedricos y a la integracion de los
mismos por parte de los profesores. De ahi que se sugiera la caracterizacion de la
generacion del conocimiento profesional del profesor como un proceso inductivo. Es
decir que la generacion del conocimiento préctico se plantea como una construccion
personal del profesor, que deviene del uso de su conocimiento profesional en el
momento de gestionar situaciones concretas de ensefianza y de la reflexion posterior de
las mismas. Por tanto, la caracterizacion del conocimiento profesional no esta sdlo en lo
gue € profesor conoce (componentes del conocimiento profesional) sino en lo que hace

(uso del conocimiento, actividad profesional).

Cooney (1994) plantea los siguientes interrogantes en relacion con e tipo de
conocimientos que los profesores necesitan para su practicay, por tanto, cuestiona las
bases tedricas sobre la ensefianza y aprendizaje que orientan los cursos de formacion

inicial y permanente del profesorado:

“¢Qué tipos de conocimientos necesitan los profesores para ser eficientes? ¢Qué
tipos de experiencias deben vivir los profesores para construir ese conocimiento?’
(Cooney, 1994. 608)

Basandose en las diferentes investigaciones que se han adelantando en e marco del
pensamiento del profesor (las que se centran en e estudio del conocimiento del
contenido pedagdgico), este autor sefiala que la mayoria de los estudios tienen una
caracteristica comun, y es la de dar cuenta de los conocimientos locales de los
profesores, dejando de lado el paso de lo local a lo general. En este articulo, Cooney
afirma que estas investigaciones llevan implicita una vision sobre el aprendizaje como
proceso de retencion de informacién, considerando un esquema de transmision por parte
del profesor y de recepcion por parte del alumno de los contenidos transpuestos merced
al conocimiento de contenido pedagdgico que poseen los profesores (Gémez, 2001). Por
tanto, Cooney (1994) plantea la necesidad de promover la formacion del profesorado

como un campo de indagacion sistematica que se base en la cognicion, el contexto y €l
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paradigma constructivista. Esto implica ver a profesor como un agente cognitivo y
asumir la importancia que tienen los procesos de construccion del conocimiento por

parte de los mismos.

Simon (1995), a proposito de enriquecer el debate acerca de como seria la ensefianza si
se construyera sobre una vision constructivista del desarrollo del conocimiento, retoma
los dos elementos anteriores planteados por Cooney, y propone un modelo de
enseflanza. Este modelo contempla que la ensefianza, desde el punto de vista del
profesor, se encuentra guiada por la trayectoria hipotética de aprendizaje de los
estudiantes. El profesor hace una prediccion de los diferentes caminos por 10s que puede
proceder el aprendizaje de los estudiantes, 1o cua le permite elegir con criterios un
tratamiento instruccional particular. Gomez (2001), retomando el modelo propuesto por
estos autores, reformulala nocién de trayectoria hipotética de aprendizaje extendiéndola
alaidea genérica de andlisis didactico. Este autor identifica los andlisis que debe hacer
el profesor cuando disefia, pone en préctica y evalla actividades que partan de una
perspectiva constructivista del aprendizaje y los conocimientos que el profesor usa

cuando realiza estos andlisis (figura 1).

Un aspecto que consideramos importante dentro de la propuesta de Gomez, es la
importancia que le otorga a conocimiento didactico dentro del desarrollo de los
profesores en e seno de la formacién inicial. Este conocimiento se define como €l
conocimiento de la Didéactica de la Matematica que € profesor usa cuando disefia,
lleva a la préctica y evallia actividades de ensefianza. Gomez considera que €l
conocimiento didactico del profesor existe un conocimiento disciplinar de referencia,
gue es la didéctica de la matemaética, y su uso requiere de una estructura analitica que
se denomina andlisis didactico. Las nociones de la Didéctica de la Matemética a las
que se refiere e conocimiento didactico pueden estructurarse mediante los
organizadores del curriculo propuesto por Rico (1997). A manera de conclusién, segun
GoOmez (2001), para meorar los programas de formacion inicial del profesorado de
matematica, se hace necesaria la caracterizacion del desarrollo didactico de futuros
profesores de matematica. Esto implica que laformacién inicial contemple, ademas del
contenido disciplinar, una formacion en las nociones de la didactica de la matematica
(organizadores del curriculo) a partir de experiencias practicas (disefio,

implementacion y evaluacion de unidades didacticas), donde se usen los significados
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parciales construidos por los futuros profesores, pasando por las diferentes categorias

del analisis didéactico (anadlisis cognitivo, de contenido, de instruccién y de actuacion).

Determinacion de:
Objetivos
P Contenido
Estado cognitivo
| !
Conocimiento Andlisis cognitivo .
’ didactico » Andlisis de contenido ’ Disefio de
Andlisis de instruccion actividades
Andlisisde Puesta en préctica
actuacion de actividades

Figura 1. Propuesta de Gomez (2001) del andlisis didactico que activa el profesor cuando
disefa actividades matematicas.

De todo lo anterior, asumimos que para llegar a entender mejor la naturaleza de los
cambios que se dan en & conocimiento del profesor durante |os procesos de formacion,
bien sea inicid 0 permanente, se hace necesario conocer la naturaleza del
conocimiento profesional, las caracteristicas de su uso y cOmo se genera dicho
conocimiento (Llinares, 1998). Creemos importante indagar y cuestionar las diferentes
componentes del conocimiento profesional que tienen los profesores en relacion con
un concepto matematico cuando se enfrentan a situaciones de ensefianza concretas,
como punto de partida para elaborar propuestas de formacion que integren el contenido

matematico con lareflexion didéctica del contenido matematico especifico.

Igualmente, consideramos que un programa de formacion que contemple el disefio de
actividades concretas de ensefianza (disefio de unidades didéacticas), propicia en €
profesor procesos de reflexion y de autoandlisis sobre sus procesos de aprendizaje y
sobre su préctica profesional, que contribuyen a la construccién y reconstruccion de su
conocimiento préctico. De ali la necesidad de indagar directamente sobre el
conocimiento de contenido matematico especifico y triangular éste con datos que

aporten informacion sobre e conocimiento didéctico del contenido del profesor, es
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decir, sobre la forma en gque el profesor usa este conocimiento para comunicarlo a los
estudiantes (Badillo y Azcérate, 2002).

2.1.1. Losorganizadoresdel curriculo

L os organizadores del curriculo propuestos por Rico (1997) ofrecen a los profesores un
buen marco conceptual para la ensefianza de la matemética, permiten generar espacios
de reflexion que muestran la complegjidad de los procesos de transmision y construccién
del conocimiento matemético y proporcionan criterios para abordar y mangjar esta

complejidad.

La necesidad organizativa del curriculo de matematica de secundaria no puede ser
reducida solo a la disciplina matemética. Es decir que, s bien es cierto que €
conocimiento matematico es importante a la hora de la concretar e curriculo de
secundaria, éste solo no es suficiente, por lo que se hace preciso buscar otros

organizadores. Rico (1997) propone cinco organizadores del curriculo:

1. Loserroresy dificultades detectados en € aprendizaje de un concepto matemético.

2. La diversidad de representaciones utilizadas para cada concepto matematico, junto
con la modelizacion matematica.

3. Lafenomenologia de los conocimientos implicados.

4. La diversidad de los materiales de tipo manipulativo y los recursos que pueden
emplearse en la ensefianza de un concepto matemético.

5. Laevolucion histérica de cada campo, e incluso de cada concepto.

Un programa de formacion centrado en e disefio, implementacién y evaluacion de
unidades didécticas basadas en |os organizadores del curriculo, implica la integracion y
coordinacion de las diferentes componentes del conocimiento profesional del profesor.
Por tanto, debe proporcionar a los profesores diversidad de documentos y suficiente
informacion sobre cada una de las componentes de |os organizadores del curriculo. Esto
le permitiria configurar una base conceptual para la toma de decisiones sobre las
diferentes formas de abordar la ensefianza de un concepto matemético, en un contexto

institucional especifico. Cada organizador proporciona una base soliday unos criterios
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para estructurar todas y cada una de las unidades didécticas, y para delimitar €

conocimiento didactico de sus contenidos (Rico, 1997; Gomez, 2000).

Sin embargo, encontramos a faltar en la propuesta de los organizadores de Rico una
discusion més detallada sobre e conocimiento matematico. De hecho, @ no
problematiza la componente del conocimiento matematico dentro del conocimiento
profesional que debe poseer el profesor, pues parte del supuesto de que el profesor de
matematica del sistema espariol posee |os conoci mientos matematicos necesarios parala
ensefianza, aungue reconoce que éstos no son suficientes para abordar la complejidad
del aula; ademas admite que son precisamente las otras componentes del conocimiento
del profesor, como el conocimiento didactico del contenido, las que requieren de un
mayor trabagjo de formacion. Nosotros no estamos del todo de acuerdo con €
posicionamiento de Rico, y consideramos que los programas de formacion permanente
del profesorado centrados en un concepto matematico especifico, mas concretamente,
en nuestro contexto colombiano, deberian incluir una reflexion epistemoldgica e
histérica de los conceptos mateméticos en cuestion, que ayude al profesor en latoma de
decisiones sobre la organizacion y estructuracion de la ensefianza de los mismos,

atendiendo a contexto institucional en el que se desempefia.

2.1.2. Las inconsistencias y las incoherencias en el estudio del conocimiento

profesional del profesor

L os resultados de una investigacion previa (Badillo, 1999), nos permitieron detectar en
las respuestas de los profesores a algunas situaciones planteadas, la presencia de ideas
inconsistentes con relacion al concepto de derivada. Es por ello que en este estudio
consideramos como importante, la deteccién de las inconsistencias en los esquemas de
los profesores, que pueden llegar a reproducirse en la transposicion que hacen de este
objeto y aparecer nuevamente en e proceso de ensefianza y aprendizaje de la

matematica jugando un papel determinante en el aprendizaje por parte de los alumnos.

L as investigaciones que se han centrado en el estudio de las inconsistencias en e area
del cédlculo, sefialan tres lugares en donde podemos encontrar inconsistencias. en la
mente, en las matematicas y en € mensge (Tall, 1990). Con relacion a la primera,
afirma que éstas pueden aparecer, tanto en la mente de los estudiantes como en lade los
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profesores de matematica; y sefiala que su origen se remonta a la construccion cognitiva
del conocimiento y en la percepcion de la matemética. De ahi, que creamos importante
detectarlas en los profesores, hacerlos conscientes de su presenciay buscar alternativas

de solucion para modificarlas.

En lo que respecta alas segundas, inconsistencias en la matematica, afirma que ciertos
conceptos complejos pueden ser interpretados de forma errdnea o inconsistente, debido
a la complgiidad de su significado, y sefida entre ellos, € concepto de limite y €
concepto de infinito. Basdndonos en esta hipotesis, decidimos presentar a los profesores
una version de la Paradoja de Zenon que nos permitiera detectar inconsistencias en €l
manegjo y tratamiento de los objetos sefialados, con tres propdsitos. (1) detectar la
presencia, o no, de razonamientos aristotélicos con una vision potencia del infinito; (2)
analizar lajustificacién que dan de los conceptos del precalculo y del calculo cuando se
enuncian en un contexto fisico; y (3), rastrear el conocimiento que tienen de situaciones
problemas que han sido fundamentales en la organizacion y construccion de los

conceptos del calculo diferencia en particular, y de la matematica, en general.

Con respecto a la tercera, inconsistencias en € mensagje, Tal afirma que el mensgje, en
este caso € concepto matemético, puede ser transmitido inadecuadamente para €
desarrollo cognitivo y expresado erroneamente de manera que evoca ideas inapropiadas.
En este aspecto, distingue tres subcategorias. € lenguaje, € curriculo y la instruccién.
Basandonos en esta distincion, decidimos analizar la transposicion didéctica que hacen
los profesores de los macro objetos f *(a) y f ’(x) en las unidades didacticas propuestas,
y en su defecto, en los libros de textos que usan (Espinoza, 1998; Espinozay Azcarate,
2000), para detectar las posibles inconsistencias presentes en los mismos y que pueden
ser reproducidas por los profesores en la ensefianza de estos macro objetos. Igualmente,
nos centramos en describir las condiciones que ofrece el curriculo de bachillerato del
sistema educativo colombiano y las que les ofrecié la formacion inicia de la
Licenciatura en matemética y fisica en la que fueron formados los profesores, como un
camino para entender la organizacion y estructura que proponen actualmente los

profesores al disefiar |as programaciones de esta asignatura.
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Por su parte, Vinner (1990) distingue dos tipos de inconsistencias: |as que se derivan del
sistema formal y las que suceden desde un punto de vista psico-matemético. Propone la

anterior clasificacion a partir de la definicion del fendmeno de la compartimentacion,

“es € fendbmeno que ocurre cuando situaciones en dos piezas de conocimiento que
son conocidas de manera individual y que podrian ser conectadas en €l proceso de
pensamiento de la persona, quedan sin relacionarse. (...) La compartimentacion
ocurre cuando un cierto estimulo no evoca una cierta respuesta asociada...”
(Vinner, 1990; 92 y 94)

Al respecto, expone un gemplo: si un estudiante puede decir que un cuadrado no es un
rectdngulo porgue laforma del cuadrado no es como la del rectdngulo, aparentemente €l
alumno no recuerda la definicidn de rectangulo y cuadrado, y en este caso, recordar la
definicion es una respuesta asociada. Parciamente, estamos de acuerdo con la visién
gue propone Vinner, centrada en |os procesos mental es, porque consideramos que detras
de las respuestas asociadas a un problema concreto esta la practica matemética que se
genera en € aula, y no solo la estructura y dinamismo de la mente del individuo. Por
ello, creemos conveniente que para entender el fendmeno de compartimentacion y la
presencia de inconsistencias, se requiere de un estudio profundo de la actividad
matemética; es decir, un andlisis riguroso de los conceptos mateméticos que se
introducen, de la presentacion de los contenidos mateméticos, de las técnicas que se
proponen y de los problemas que se realizan para la construccion y reconstruccion de
los objetos matematicos. Concretamente, en lacomprensién del concepto de derivada, la
riqueza de esta actividad matemética que se genera en el aulainfluye en € desarrollo de
competencias para la resolucion de problemas, la cua debe contemplar variedad de
contextos, traducciones y relaciones entre representaciones de los macro objetos f (x) y
f’(x); y riqueza en el tratamiento de los fenGmenos que organizan estos macro objetos,

tanto en la propia matemética como en |as otras ciencias.

No pretendemos extendernos en la descripcion de las investigaciones que se han
realizado sobre las inconsistencias de conceptos mateméticos; nos remitimos a estudio
de Garbin (2000), quien presenta una revision exhaustiva sobre esta linea de
investigacion. Lo que si queremos resaltar de los aportes dados por esta investigadora,
es la distincion entre los constructos “incoherencias e inconsistencias’. En cierta

manera, esta autora define las incoherencias a partir de las inconsistencias; asi:
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“Si bien es cierto que son términos que pueden considerarse sinbnimas, NOsotros
los usamos y seguiremos usando con matices diferentes aunque estén
estrechamente relacionados. (...) Cuando se habla de una idea o pensamiento
inconsistente, es con relacién al concepto matematico involucrado, o a
contradicciones dentro de una teoria matematica dada. Generalmente aparecen
durante la resolucién de un problema o en una respuesta al mismo. (...) Ya hemos
hablado gue una forma particular de inconsistencias directas son las que se
presentan en la situacién en que los estudiantes tienen que resolver un mismo
problema representado de diferente forma, poniendo de manifiesto que los aumnos
Nno mantienen respuestas consistentes ante varias representaciones. Es decir, alguna
respuesta puede ser consistente con el concepto para un tipo de representacion e
inconsistente con €l concepto para una representacion distinta. (...) Ante esta
situacion en € que el estudiante tiene que resolver un mismo problema pero
expresado de distintas maneras, se generan respuestas contradictorias entre si (lade
un problema con respecto a otro). Nosotros llamamos a estas respuestas
contradictorias entre si, respuestas incoherentes, o coherentes en caso
contrario. Las lineas de coherencia son las que permiten identificar este tipo
de respuestas. En consecuencia, podemos tener un alumno cuyas ideas o
respuestas sean inconsistentes con el concepto involucrado (idea o respuesta
erronea) y, sin embargo, mostrarse coherente en su pensamiento (ideas o
respuestas equivalentes en problemas diferentes)” (Garbin, 2000, 255-258)

Lo anterior, nos permite inferir que en Garbin (2000), cuando se andlizan las
inconsistencias, se centran en el estudio de los errores conceptuales que presentan las
ideas de los estudiantes teniendo como referencia el conocimiento matemético formal.
En cambio cuando se analizan las incoherencias, estan centrando la atencién en la
coherencia que exhiben los estudiantes con relacion alos procesos de resolucién con los
que abordan cada una de las situaciones enunciadas en diferentes contextos y mediante
la utilizacion de diferentes lenguajes y registros semioticos (Duval, 1999, 1996). De ahi
gue proponga €l disefio de un instrumento de analisis como lo es la construccion de
lineas de coherencia, que permiten identificar € tipo de respuesta coherente o

incoherente.

Por otro lado, encontramos que en Moreno (2000), se hace referencia también a estos
dos términos, més concretamente, esta autora habla de determinar el nivel de coherencia
delas creenciasy las concepciones de los profesores y de su influencia en las decisiones
gue determinan la practica docente de cada profesor; y de valorar la consistencia y
grado de permeabilidad de las creencias y concepciones de cada profesor en cuanto ala
posibilidad de evolucion de las mismas, es decir, posibilidad de que un profesor pueda
pasar de una idea a otra a favor de la ensefianza de las ecuaciones diferenciales. Por
tanto, no podemos equiparar €l uso o connotacién que da esta autora a estos términos en

el estudio de las concepciones y creencias de los profesores sobre |a ensefianza de las
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ecuaciones diferenciales en e nivel universitario, con las acepciones que propone
Garbin (2000) para e estudio de los esquemas conceptuales de estudiantes de
bachillerato sobre €l infinito actual. Moreno usa el constructo coherencia basandose en
la definicién coloquia que aparece en el diccionario de la lengua espafiola, y se centra
en el andlisis de la coherencias que exhiben los profesores en tres momentos. en €l
discurso de los profesores sobre la ensefianza de las ecuaciones diferenciales, 1o que
dice que hace en € aulay lo que se puede inferir de los documentos proporcionados por
los profesores (programa de la asignatura, materiales de trabajo de |os estudiantes, libros
de texto que usan y |as eval uaciones que proponen).

En esta investigacion, utilizaremos las dos acepciones propuestas por estas

investigadoras; asi:

1. El término de inconsistencias haré referencia a la deteccidn de errores, o bien en el
tratamiento que dan los profesores a objeto derivada en la unidad didéctica,
programaciones y evaluaciones que proponen de este concepto; o bien en el andlisis
de los niveles de comprension del esquema de la derivada que tienen los profesores
gue participaron en este estudio, teniendo como referencia a la matematica como
disciplina cientifica (Garbin, 2000; Garbin y Azcérate, 2002).

2. En cambio el término coherencia, |o utilizaremos en dos sentidos:

2.1. Siguiendo a Garbin (2000), intentaremos definir la coherencia o incoherencia en
el proceso de resolucion con e que los profesores abordan situaciones que
involucran diferentes fendmenos asociados a los macro objetos f (x), f '(a) y
f ’(x), enunciadas en diferentes contextos. Para ello, a analizar las diferentes
categorias que definimos para describir €l nivel de comprension del esquema de
la derivada en las dos dimensiones algebraica y gréfica, agrupamos los
problemas que aportaban informacion comin de una categoria determinada y
construimos las lineas de coherencia del proceso de resolucion.

2.2. Siguiendo a Moreno (2000), intentaremos analizar €l nivel de coherencia entre el
discurso del profesor y algunos rasgos de su practica; es decir, la coherencia
entre el discurso sobre la ensefianza del concepto de derivada, con lo que dice
gue hace en el programa, en la unidad didacticay lo que evalla del concepto de
derivada, con los aspectos de la practica que pudimos inferir de los documentos
proporcionados por €, a analizar €l concepto de derivada, como objeto
matemético y como objeto de ensefianzay aprendizaje.
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2.2. Desarrollo conceptual en el PMA

2.2.1. Per spectiva Neo-piagetiana: lateoria APOE

Dubinsky y otros (1991, 1996, 1997, 2000...), han desarrollado y refinado, usando
métodos cualitativos, un marco tedrico como resultado de su aplicacion en las
investigaciones que € grupo RUMEC, liderado por Dubinsky, han venido realizando en
la dltima década, sobre desarrollo curricular en educacion matemética en el nivel
preuniversitario y universitario. La perspectiva tedrica que han denominado APOE, es
el resultado de la interpretacion de la teoria piagetiana constructivista y sus ideas
relativas a la abstraccion reflexiva, aplicadas a estudio cualitativo del desarrollo del

pensamiento matematico avanzado.

En la revision y adaptacién de la teoria piagetiana para su aplicacion en e nivel
preuniversitario y universitario, se han encontrado con algunas dificultades, que fueron
descritas en Dubinsky (1996). Una de ellas estriba en que en la teoria de Piaget €
entendimiento conceptual requiere de la manipulacion de objetos fisicos, tipico de las
primeras etapas de construccion de conceptos, sin embargo, € mismo Piaget advierte
gue a medida que las etapas avanzan a un nivel superior, se requiere de la construccién
y manipulacién de nuevos objetos mentales y no fisicos, para la construccion y
desarrollo de conceptos matematicos. Precisamente, la tarea entonces se centraba en
encontrar |os sustitutos apropiados para |os objetos fisicos, que entre otras cosas es uno
de los problemas mas importante en educacion matematica. Dubinsky y colaboradores,

proponen como sustituto el trabajo de programacion con ordenadores.

La otra dificultad encontrada a buscar un acercamiento piagetiano para estudiar el
pensamiento matematico avanzado radica en que al aumentar el nivel de complgjidad de
los conceptos mateméticos hay menos del desarrollo espontaneo en los individuos. Por
tanto, el papel del profesor se multiplica y toma un rol principal a la hora de disefiar
actividades y plantear situaciones problemas gque propicien este tipo de desarrollo. Para
tratar de superar estas dificultades, Dubinsky (1996), subraya sobre las siguientes ideas
de Piaget que implementan en su propuesta tedrica de investigacion y desarrollo

curricular en matematica a nivel superior.
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e “Concentrarse en los mecanismos mediante los cuales se lleva a cabo €
desarrollo intelectual. Estos incluyen la abstraccion reflexiva, y la dicotomia
desequilibracion/reequilibracion.

e Ayudar a los estudiantes a construir acciones, a interiorizarlas en procesosy a
encapsularlos, en objetos.

e Ayudar a los estudiantes a tomar conciencia de las estructuras que han
construido, a conectarlas con los conceptos mateméicos y a hacer
construcciones adicionales paratratar con situaciones nuevas.

e Cambiar el papel del maestro de diseminador de informacion aguiay asistente

e Prestar atencion a las voces de los estudiantes, a sus errores y a sus éxitos y
tratar de entender su pensamiento.

e Crear situaciones que alienten a los estudiantes a hacer construcciones mentales
paratratar con |as situaciones de los problemas matematicos.

e Permitir que los estudiantes construyan bases sobre la experiencia para los
conceptos antes de enfrentar el formalismo que estructura los conceptos.

e Establecer un ambiente en & cual los estudiantes tengan oportunidad de
interacciones sociales ricas, tanto con otros estudiantes como con € maestro”
(Dubinsky, 1996)

Este enfoque tedrico tiene tres componentes. el andlisis tedrico inicia; e disefio del
tratamiento instruccional; y, la implementacién y recoleccion de datos de investigacion
(Asiadaet al., 1997). Estos autores proponen un ciclo de investigacion que pasa a través
de las tres componentes, esbozadas en la figura 2, repitiéndolas tanto como sea
necesario. Durante este proceso ciclico, tanto la teoria como el tratamiento instruccional
serefinan y se mejoran a partir de los resultados empiricos (Dubinsky, 2000). En primer
lugar, parten de un andlisis tedrico inicial que persigue explicitar o que significa
comprender un concepto matematico y cOmo esa comprension puede ser construida por
un individuo; posteriormente, este andlisis conduce a disefio de un dispositivo
instruccional que busca que los individuos logren acanzar las construcciones mentales
que fueron identificados en el andlisis tedrico inicial; finalmente, como resultado de la
implementacion del dispositivo instruccional, se obtienen datos de investigacién que

son analizados en el contexto de la perspectiva tedrica APOE.

Andlisis
tedrico
Observacion Disefio e
y < > implementacion
valoracion delainstruccion

Figura 2. Componentes del marco tedrico de la Teoria APOE
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L os resultados obtenidos a partir de la aplicacion de este ciclo de investigacion han sido
fuente fundamental de la consolidacion de lateoria. Los objetivos que se han propuesto
este grupo de investigadores en la aplicacion de la teoria APOE en los numerosos
estudios realizados han sido diferentes y variados. En muchos casos, se ha utilizado la
teoria APOE para describir e interpretar el desarrollo de un concepto en la mente de los
estudiantes en el nivel preuniversitario. En otros casos, € andlisis de los datos ha
conducido a la revision de la descomposicion genética (descripcion tedrica del
desarrollo cognitivo). De igual forma, del resultado de muchos andlisis especificos han
logrado definir operativamente |os constructos accion, proceso y objeto. Ultimamente,
los estudios de Clark et al. (1997) sobre la comprension de los estudiantes de las reglas
de derivacion; los estudios Baker et al. (2000) sobre la comprensién de estudiantes de
un problema complejo del calculo (gréfico); y los estudios actuales de McDonald et al.
(2001) sobre e desarrollo del esguema sucesion, han desvelado que la teoria
involucrando las perspectivas accion, proceso y objeto era insuficiente y no adecuada
para analizar sus datos sobre la comprension de los estudiantes cuando los conceptos
eran considerados como esquemas, pero que la triada de Piaget y Garcia (1982): intra,
inter y trans, era Util en la interpretacion de los niveles de comprension. Con estos
aportes recientes sobre € estudio més minucioso de los esquemas se ha enriquecido y
potencializado mas la teoria (Dubinsky, 1996; 2000; Asiala et al., 1997; Clark et al.,
1997; Baker et al., 2000).

2.2.1.1. Andlisistedrico

El andlisis tedrico permite a los investigadores describir ciertas construcciones
mentales, que estos autores consideran necesarias que un individuo elabore para
desarrollar su comprension de los conceptos mateméticos. La descripcion de estas
construcciones les permitira modelar la epistemologia y cognicién del concepto
matematico en el cual se estén centrando. El punto de partida en esta primera etapa del
ciclo, es la comprensién que los investigadores tienen de dicho concepto matemético y
de sus experiencias como aprendices y ensefiantes del concepto. Los interrogantes que
iluminan esta primerafase de lainvestigacion son,

“ ¢Qué significa comprender un concepto matemético?, y, ¢cémo esa comprension
puede ser construida por un individuo?’ (Asialaet al., 1996)
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Estos autores sostienen que € marco tedrico que proponen esta fuertemente
influenciado por una teoria del aprendizaje, la cua esta basada en las ideas de Piaget
concernientes a la abstraccion reflexivay la reconstruccion de éstas en el contexto de la
matematica a nivel preuniversitario y primer afio de universidad. Sin embargo, aclaran
gue no todas las componentes del marco que proponen se encuentran estrechamente
ligadas alasideas de Piaget (Asialaet al., 1996).

En e seno de la teoria APOE, se parte de una gran afirmacion sobre 1o que significa
aprender y conocer algin concepto matematico, que es la premisa que sustenta las

investigaciones que ellos desarrollan,

“El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder, ante la
percepcion de situaciones probleméticas de matematica, mediante la reflexion
sobre los problemas y sus soluciones en un contexto social y por medio de la
construccion y reconstruccion de acciones mateméticas, procesos y objetos; y su
organizacion en esquemas, para usarlos al tratar con esas situaciones’ (Asiaaet al.,
1996).

Como se puede observar la afirmacion anterior contiene una postura tedrica sobre €
aprendizaje y el conocimiento matemético. Se reconoce que lo que un individuo conoce
y es capaz de hacer, no esta necesariamente disponible, para él, en un momento dado o
ante una situacion dada. El fendbmeno anterior nos resulta familiar, tanto en nuestra
labor como ensefiantes 0 en nuestra propia experiencia como estudiantes, puesto que de
alguna u otra forma, hemos vivido cémo a la hora de resolver un examen nos hemos
enfrentado a una situacién que no podiamos solucionar y posteriormente éramos
capaces de resolverla correctamente. Otra situacion analoga a la anterior, es nuestra
impotencia a intentar resolver solos una situacion problema, pero después bajo alguna
orientacion de un compariero o del profesor somos capaces de hacerlo. De este modo, 10
que se resdta es que en la problemética del conocimiento hay dos cuestiones
importantes a tener en cuenta: el aprendizaje de un concepto, y acceder a é cuando se

necesite.

Por otro lado, la idea de situacion problemética expuesta en la definicion, hace
referencia a la dicotomia desequilibracién-reequilibracion propuesta por Piaget, puesto
gue € estudiante debe ver el problema en la situacion planteada y ser perturbado por

éste en e momento en que €l aprendizaje se esta llevando a cabo. En relacién a
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contexto social, a que también se hace referencia, en este marco lo contemplan en
términos de aprendizaje cooperativo, pues consideran sumamente importante el trabgjo

en peguefios grupos (Dubinsky, 1996).

Esta postura frente a la problemética del conocimiento nos aporta elementos en dos
direcciones. por un lado, como profesores nos invita a reflexionar sobre la forma en qué
evaluamos a nuestros estudiantes para acercarnos a una mejor aproximacion de lo que
ellos reamente han aprendido de un concepto matematico; y por otro, como
investigadores nos lleva a plantearnos la necesidad de disefiar y validar diferentes
instrumentos que nos permitan acercarnos |lo mas posible a la problemética que
gueremos estudiar, y plantearnos la necesidad de que las conclusiones a las que
Ileguemos sean €l resultado de la triangulacion de la informacién proporcionada por
diferentes fuentes.

De igual forma, dado que en matemética existe una fuerte tendencia a usar técnicas y
algoritmos en la resolucién de problemas, se puede caer con facilidad en aprenderlas y
usarlas para solucionar ciertos tipos de problemas. Con la teoria APOE lo que se
proponen es la busgueda de la reflexidn por parte de los individuos ala hora de aprender
y comprender |os conceptos matematicos mas que la memorizacion acritica de técnicas

y agoritmos independientemente del grado de sofisticacion que éstos tengan.

Por tanto, bajo este marco tedrico, comprender un concepto matematico implica darse
cuenta del funcionamiento de los procesos que permiten intuir un resultado sin verse en
la necesidad de realizar latotalidad de los calculos; ser capaces de introducir diferentes
variaciones de un mismo algoritmo para observar convergencias y divergencias, para
establecer relaciones, para organizar experiencias dentro del &mbito matematico como
en otros contextos. En general, se plantea la necesidad dereflexionar para poder llegar a
aprender y comprender conceptos matematicos. Reflexionar en € sentido de poner
atencion consciente a las operaciones que €l individuo esta realizando al resolver una
situacion problematica en matematica (Asida, et al., 1996).

Esta perspectiva tedrica pone un énfasis en las construcciones mentales que un
individuo elabora cuando se enfrenta a la actividad matemética, reconociendo que éstas
son el resultado de reconstrucciones de elementos previamente construidos, de recordar



y repetir métodos ya aplicados en otras situaciones problemas. Por tanto, para acanzar
la comprension y e desarrollo de un concepto matematico se requiere hacer
reconstrucciones diferentes de una situacién problema previamente tratada, la cual
puede contener elementos mas sofisticados que la diferencien de la primera (Asiala et
al., 1996).

Lo anterior, desvela que el desarrollo intelectual de un individuo no versa precisamente
sobre la adquisicion de porciones especificas de conocimiento sino, mas bien, requiere
del surgimiento de mecanismos poderosos a través de los cuales el sujeto aumenta su
habilidad para comprender situaciones mateméticas complejas. Estos mecanismos
incluyen la abstraccion reflexiva, las dicotomia asimilacion-acomodacion y
desequilibracién-reequilibracion, y la tricotomia intra, inter y trans; lo cual muestra la
aplicacion y adaptacion que hacen de la teoria piagetiana en la teoria APOE (Dubinsky,
1996).

Los resultados del andlisis tedrico arrojan iniciadlmente lo que han denominado
descomposicion genética del concepto matemético, la cual la definen en los siguientes

términos,

“La descomposicién genética de un concepto matemético es un conjunto
estructurado de constructos mentales, los cuales pueden describir cdmo el concepto
puede ser desarrollado en lamente de un individuo” (Asialaet al., 1996)

El anterior constructo tedrico, definido por este grupo de investigacion en el marco de la
teoria APOE, nos parece muy sugerente porque se convierte en una herramienta
poderosa tanto para investigadores, como para formadores de profesores y profesores de
secundaria. La descomposicion genética de un concepto matemético nos lleva a
reflexionar sobre los siguientes supuestos. qué elementos mateméticos (sintaxis) y no
mateméticos (semantica) del concepto queremos que nuestros alumnos aprendan; v,

como lograr la comprension del concepto por parte de nuestros estudiantes.

La problematica que nos interesa focalizar en esta investigacion es tratar de describir las
formas de conocer e concepto de derivada que tienen los profesores como objeto
matematico de ensefianza y aprendizaje. Encontramos que en este marco se resaltan dos

componentes del conocimiento profesional del profesor que nosotros consideramos
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importantes en nuestro estudio: (1) laimportancia que tiene el conocimiento matematico
en el proceso de ensefianza y aprendizaje. ES decir, se propone un andlisis riguroso del
concepto matematico, desde la misma matemética y desde la historia de la matematica,
gue ilumine posteriormente la ensefianza del concepto. Desvelando asi, |a seriedad con
que debemos asumir la transposicion de didéctica de |os conceptos matemati cos para ser
llevados a aula en cualquiera de los niveles de ensefianza; y (2), la importancia del
conocimiento didactico del contenido matemético, puesto que con la misma rigurosidad
nos lleva a reflexionar sobre las formas de conocer que queremos gue los estudiantes
construyan del concepto de derivada. En esta segunda implicacién, encontramos que se
cuestiona sobre las construcciones que deseamos que construyan nuestros estudiantes
del concepto; lo cual nos lleva a otra implicacion y es como disefiamos las actividades,
las tareas y la agenda de ensefianza de tal forma que permitan activar y desarrollar
ciertos procesos cognitivos (interiorizacion, coordinacion, etc.) en la busqueda de las
construcciones mentales deseadas (acciones, procesos, objetos y esquemas), que nos
permitan comprobar la comprension por parte de los estudiantes del concepto

mateméatico en cuestion.

Centrandonos en el concepto matemético de derivada que es € que nos interesa en esta
investigacion, en Asiala y otros (1997), encontramos una descomposicion genética
inicial del concepto de derivada como resultado de un analisis tedrico del mismo, que es
la base para el disefio del tratamiento instruccional de un curso de calculo en € nivel
preuniversitario. Después de implementar el disefio instruccional en un curso de calculo
tomaron datos de investigacion y, a partir de los resultados encontrados, proponen una
reestruccturacion de la descomposicion genética inicial, la cual se convirtié en punto de
partida para la descomposicién genética que hicimos de este concepto en esta
investigacion.

Para larealizacion de la descomposicion genética del concepto de derivada, partimos de
la comprensién de este concepto gque tenemos las investigadoras y de los aportes de
investigaciones que se han realizado en este campo (Azcérate, 1990; Asidacet al., 1997;
Baker et al., 2000; Font, 2000). En el capitulo 4, nos detendremos en la descripcion de
la descomposicidon genética que realizamos de este concepto para utilizarla como
categoria tedrica en € andlisis del concepto de derivada: como objeto instituciona y
como objeto personal (objeto matematico y como objeto de ensefianzay aprendizaje).
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i. Procesos cognitivos

En Dubinsky (1991) considerando elementos de la teoria piagetiana, se proponen cinco
tipos de abstraccion reflexiva relevantes dentro del pensamiento matemético avanzado.
Las cuatro primeras ya habian sido consideradas por Piaget y la dltima fue tratada
finalmente por Piaget pero sin llegar a considerarla como abstraccion reflexiva. Estos
mecanismos son: interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, generalizacion y

reversion.

En articulos posteriores se ha puesto mas énfasis a unos mecaniSmos que a otros dentro
de la construccién de conceptos matematicos. A continuacion, definiremos en el marco
de la teoria APOE, los mecanismos mentales que consideramos importantes en la
construccion y desarrollo conceptual dentro del pensamiento matemético avanzado, y
gue posteriormente utilizaremos como categorias tedricas en € anadisis de unidades
didéacticas, libros de textos y formas de conocer € concepto de derivada por parte de los
profesores de nuestro estudio.

e Interiorizacion

Inicialmente Piaget (1990), define el proceso de interiorizacion como la traduccion de
una sucesion de acciones materiales dentro de un sistema de operaciones interiorizadas.
Como gjemplo de un proceso de interiorizacion se cita la propiedad conmutativa de la
adicion, donde los chicos a partir de la manipulacion de los elementos de un conjunto
(acciones materiales) pueden llegar a deducir la conmutatividad de la suma de los

elementos del conjunto (operacion interiorizada).

Dubinsky y colaboradores, basados en las ideas de Piaget, definen e proceso de
interiorizacion de una accién como la construccion mental de un proceso, mediante una
serie de acciones sobre objetos cognitivos, que pueden ser realizados o imaginados para
ser gecutados en la mente del individuo sin necesariamente llevar a cabo todos los
pasos especificos (Ramirez, 2000).
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“Se dice que una accion ha sido interiorizada en un proceso, cuando los
individuos reflexionan sobre la accion y construyen una operacion interna que
realizalamismatransformacion” (Asialaet al., 1997)

Por tanto, el proceso de interiorizacion de acciones en proceso deberia convertirse en el
puente que permite ir de una primera construccion mental (accion) hacia otra de un
nivel mas sofisticado (proceso). Ordinariamente, muchas de las actividades que
disefiamos para gue los estudiantes aprendan conceptos mateméticos no contemplan €
paso de una construccion mental a otra. Es decir, que no estan disefiadas teniendo en
cuenta el desarrollo cognitivo de los estudiantes, muy por €l contrario se muestran
desconexas entre si y 1o que propician es la memorizacion de técnicas y algoritmos que
permiten solucionar un tipo concreto de gjercicios, pero que no llegan ainteriorizarse en
procesos. Por jemplo, usualmente en los libros de texto de nuestro contexto se plantean

gjercicios de este tipo:

“1.Encontrar dy/dx en cada uno de |os siguientes problemas:
a)y=f(x)=5x2+x+1(..)
2. Encontrar ds/dt, si s (t) = 8t2 + 7t ” (Londofio y Bedoya, 1988)

En los gercicios anteriores, podemos destacar dos objetos importantes: (1) se supone
interiorizar la accion de derivar en e proceso de aplicacién de las técnicas de
derivacion; y (2), que esta accion interiorizada pueda ser puente hacia otro proceso mas
complejo como podria ser €l paso a objeto velocidad instantanea, es decir, ayudariaala
coordinacion de los procesos de calculo de la derivada un punto y la velocidad
instantanea. Sin embargo, en la mayoria de libros de texto, sélo se promueven la accion
de derivar, por tanto se alcanzaria solo el objetivo (1); y éstos son muy deficientes en la
propuesta de tareas que permitan alcanzar €l objetivo (2). Por tanto, promueven
anicamente la accion de derivar la funcion dada mediante la aplicacién de las reglas de
derivacion y no se introduce ningun tipo de puente que permita interiorizar esta accion
en el proceso de obtener coordinadamente la derivada en un punto y la velocidad
instantanea.

e Coordinacion

Piaget ya distinguia, con la frase “coordinacion general de acciones’, que en la

construccion de una nueva accion o de un proceso intervenian dos 0 mas acciones que
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se relacionaban entre si. Muchos de los ejemplos empiricos muestran la composicién o
coordinacion de dos 0 mas procesos para construir uno nuevo (Dubinsky, 1991). Por
tanto, el proceso de coordinacion de acciones 0 de procesos conduce a la construccion

de un nuevo proceso unificador y mas solido.

En el caso concreto de la derivada de una funcion, consideramos sumamente importante
la coordinacion de procesos en la busqueda de la construccion del esgquema de la
funcion derivada. Por ejemplo, parallegar ala comprension del concepto de derivada se
requiere que los estudiantes comprendan algunos conceptos previos, como por gemplo,
la pendiente de una recta. Cuando decimos gue se requiere la comprension del concepto
de pendiente de la recta nos referimos a la importancia que tiene la coordinacion de
diferentes representaciones de dicho concepto. Cada una de estas representaciones
incluyen diferentes procesos que no necesariamente el individuo los tiene coordinados,
aunque pueda realizarl os independientemente. Por tanto, se requiere disefiar actividades
que propicien la coordinacion de estas acciones y procesos en la busgueda por la
construccion del concepto matematico. A continuacion citamos una parte de la
descomposicién genética que realizamos del concepto de derivada donde nos centramos
en el concepto de pendiente de una recta:

“5. Coordinacién de representaciones del concepto de pendiente de unarecta

5.1. Lapendiente determina el grado de inclinacion de larecta

5.2. La pendiente es la tangente trigonométrica del angulo que forma la recta
con el gex

5.3. La pendiente como el nimero (coeficiente) en laformulay =ax + b

5.4. Lapendiente como larazon entre los incrementos de | as variables

5.5. Traduccion de registros (gréfico, tabla, formulas, verbal) en el clculo de la
pendiente de unarecta.” (Badillo, 2001)

e Encapsulacion y des-encapsulacion

Dentro de la teoria APOE, la encapsulacion es la transformacion mental de un proceso,
el cua se ha interiorizado en una accion, en un objeto cognitivo. Este objeto puede
considerarse como una entidad total y puede actuarse mentalmente sobre é por medio
de acciones y procesos. Bgo estas circunstancia se afirma que un proceso se ha

encapsulado en un objeto (Ramirez, 2000).
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Por tanto, la encapsulacion es el proceso de conversion de un proceso dinamico en un
objeto estatico. Por ggemplo, si consideramos el proceso de aproximar las tasas medias

f(x+h) - f(x)

de variacion de una funcion o

, cuando h tiende a cero, con €l objeto

f(x+h)-f
derivada como e L_Lngw

. En este caso se asocia € proceso dinamico de
hallar las tasas medias de variacion (que esta formado por una clase de objetos) con €
objeto limite (estatico), se dice que se ha encapsulado €l proceso de calcular las tasas

medias de variacion en el objeto funcion derivada como un limite (Font, 2000)

Cuando se redliza €l proceso mental deir hacia atras, es decir, del objeto a proceso del
cual fue encapsulado, se dice que hemos des-encapsulado un objeto en su proceso
inicial. Por gemplo, si tenemos €l objeto f (x) lo podemos des-encapsular en un proceso
gue permite a individuo pensar en la funcién como una asignacion a al variable
independiente de uno o mas valores, que realiza una 0 mas operaciones sobre €l
conjunto de entrada, y del cual se obtienen los valores de la variable dependiente. Es
decir, que a partir de lainterpretacion de un objeto (estético) como lo esf (x), pasamos a
centrarnos en otros objetos como la variable independiente x y en una secuencia de
acciones, bien sea fisicas 0 mentales, que se realizan con estos objetos (proceso
dindmico) (Font, 2000).

e Generalizacion

Cuando un sujeto aprende a aplicar un esguema ya existente a una gran coleccién de
fendmenos, se dice que €l esquema ha sido generalizado. Esto puede ocurrir porque €l
sujeto se da cuenta de la mayor aplicabilidad del esquema. De igual forma, esto también

puede ocurrir cuando un proceso es encapsulado en un objeto (Dubinsky, 1991),

“(...) por eiemplo, larazén entre dos cantidades, o la adicion, o que un esquemaya
existente como €l de laigualdad o adicién, puede después ser aplicado a éste, para
obtener, respectivamente, proporcion o multiplicacién. Entonces, € esquema
permanece el mismo excepto que ahora tiene mayor aplicabilidad.” (Dubinsky,
1991).

Piaget hizo referencia a este proceso como una reproductividad o asimilacion

generalizada, y 1o denominG como generalizacion extensional (Piaget y Garcia, 1982).
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Consideramos que en nuestro caso concreto, la capacidad de aplicar € esquema del
concepto de derivada a todos |os fendmenos donde halla variacion es una generalizacion
de las razones de cambio en diferentes contextos o disciplinas. Por gemplo, en
econdémicas las situaciones problemas de costo marginal, en fisica los problemas de
velocidad y aceleracion, entre otros.

e Tematizacion

Cuando un sujeto reflexiona sobre su comprension del esquema de un concepto, visto
como “un todo”, y es capaz de realizar nuevas acciones sobre el esguema, entonces se
dice que & esguema ha sido tematizado en un objeto (Ramirez, 2000). Es decir que se
Ilega a una nueva estructura mental, que son los esguemas, en esta instancia pueden ser
tratados como objetos e incluirse en organizaciones de esquemas de “més alto nivel”
(Asida, et al., 1996).

Por gemplo, las funciones pueden ser concebidas dentro grupos, se pueden introducir
operaciones sobre estos grupos, y se pueden examinar propiedades de las operaciones.
Finalmente, es posible organizar todo lo anterior construyendo un esquema de espacio
de funciones, el que puede ser aplicado a conceptos como: espacios duales, espacios de

proyeccion o mapeo linealesy al dgebra de funciones.

i1. Construcciones mentales

Lasiglas APOE con la cual nos hemos referido a lateoria que hemos desglosado en este
capitulo, significan las acciones (actions), 10s procesos (processes), |0s objetos (objects)
y los esquemas (schemes), que son las construcciones mentales, que en e marco de esta
teoria, un sujeto realiza para obtener significados de las situaciones problemas en
matematica. Como ya analizamos en la seccion anterior, |0s mecanismos gque permiten
hacer estas construcciones se llaman abstracciones reflexivas. Con la propuesta tedrica
APOE, se trata de describir, e camino hacia la construccion de un concepto

matematico, en la mente de un sujeto (Ver figura 3).
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Interiorizacion

Accién
OBJETOS PROCESOS

Coordinacién
Inversion

Encapsulacion
Des-encapsulacion

Figura 3. Construcciones mentales para el conocimiento matematico en el marco de lateoria
APOE (Asidaet al., 1996)

La hipétesis que subyace en esta teoria es,

“que todo concepto matemdtico puede ser descrito por esta teoriay s €l disefio de
la instruccion se basa en la misma, entonces los estudiantes aprenderan mejor que
con otras pedagogias. El desarrollo es una progresién de acciones, procesos,
objetosy esguemas’ (Dubinsky, 2000)

Un aspecto que resaltan los autores, es que e desarrollo de estas construcciones
mentales no es lineal, sino diaéctico. Es decir, que no ocurren en una secuencia logica
simple, muy por €l contrario, estas construcciones pueden aparecer simultaneamente y
requerirse la una a las otras. A continuacién, por motivos de exposicién, haremos una

descripcién de cada una de ellas de maneralineal.

e Acciones

Una accion la definen en |os siguientes términos,

“es una transformacion de objetos que €l sujeto percibe como algo externo” (Asiala
et al., 1996; Dubinsky, 1996)

Lo anterior implica que un individuo cuyo entendimiento o comprension de un concepto
matematico esta limitado por una concepcidn accién, puede realizar transformaciones
reaccionando solo a indicaciones externas que le proporcionan detalles precisos sobre

42



que pasos dar. Por gemplo, un estudiante tiene una concepcion accion de la funcion,
cuando no es capaz de interpretar una situacion como una funcion, s no se le
proporciona una ecuacion o expresion algebraica para ir evaluandola en diferentes
puntos del dominio. Esto demuestra, que este estudiante solo puede manipular la
formula dada y evaluarla en puntos especificos del dominio, pero dificilmente podra
trabgjar y comprender las funciones atrozos, lainversa de funciones, la composicion de

funciones, lafuncién derivaday solucionar ecuaciones diferenciales.

Estas dificultades que presentan los sujetos que exhiben una perspectiva accion de los
conceptos matematicos, desde el marco de la teoria APOE, estén relacionadas con la
inhabilidad de los estudiantes para interiorizar estas acciones en procesos, 0 encapsular
los procesos en objetos (Dubinsky, 1996). De ali laimportancia del rol del profesor en
el disefio de actividades e implementacion de estrategias que permitan activar estos

procesos cognitivos en |os individuos.

En esta misma direccion, basandonos en los trabgjos de Llinares y Garcia (1994; 1996)
y Asida et al., (1997), resumimos la perspectiva accion del concepto funcién y
proponemos la perspectiva accion del concepto de derivada, que han sido un punto de

referencia para este trabajo.

Funcion Funcion derivada

e Concepcion accion: e Concepcion accion:

1. Necesitan fuertemente encontrar 0|1. Necesitan obtener la expresiéon algebraica

construir una ecuacibn o expresion de la funcién para obtener la funcién

algebraica o férmula para poder evaluar €l derivada, y posteriormente, el valor de la

valor de la funcién en un punto del derivada en un punto

dominio 2. No existe una coordinacion entre la
derivada en un punto y la funcién
derivada

Compartimos la postura de los autores que han desarrollado esta teoria cuando afirman,
que s bhien es cierto que la concepcion accion de un concepto matematico, es en
general, muy limitada, las acciones marcan el principio del entendimiento de un
concepto. Por ello sugieren, que los disefios instruccionales deben comenzar con
actividades disefiadas para propiciar la construcciones de acciones en los estudiantes
(Dubinsky, 1996).
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e Procesos

L os procesos |os definen de la siguiente manera,

“Cuando una accién se repite y € individuo reflexiona sobre €ella, ésta puede
interiorizarse en un proceso” (Asidaet al., 1996; Dubinsky, 1996)

Es decir, que €l individuo realiza una construccion interna que gjecuta la misma accion,
pero ahora, no necesariamente dirigida por un estimulo externo. Por tanto, un sujeto que
exhiba una concepcion proceso de un concepto matematico, puede reflexionar sobre
ella, describirla, o incluso invertir los pasos de la transformacion sin tener la necesidad

de volver aredlizar |os pasos (Dubinsky, 1996).

Retomando los trabajos de Asiala y otros (1997) y los de Llinares y Garcia (1994,
1996), a continuacién presentamos la concepcion proceso del conceptos de funcion y
proponemos la perspectiva proceso del concepto de derivada, que han sido un punto de

referencia para este trabajo.

Funcion Derivada

e Concepcion proceso: e Concepcion proceso:

1. Las funciones son entendidas como reglas|1. Laderivadaen un punto se entiende como

de asignacién que conectan a cada valor el valor de la pendiente de la recta
de lavariable independiente x del dominio tangente en ese punto, y para obtenerlo se
un valor de lavariable dependiente y necesita calcular € valor de la pendiente
2. Comprenden la notacion f (a) donde a es de la recta tangente a partir de la
un nimero rea infformacién gréfica o diferenciar la

ecuacion de larecta tangente.

2. AUn no se tiene construido la relacion
entre la derivada de una funcion en un
punto y la funcion derivada, como
subclase y clase respectivamente.

A diferencia de la accion, € sujeto percibe el proceso como una transformacion interna,
y que controla, en vez de percibirla como algo que hace como respuesta a una o varias
sefides externas. Por giemplo, para € caso de funciones como la funcion sen (x), se
requiere de una concepcién proceso del concepto funcidon porgue no se cuenta con

instrucciones directas o explicitas para obtener una salida para una entrada dada, por



ello, para poder calcular la funcién en todo el dominio, se debe imaginar €l proceso de

asociar a cada nimero real con su seno.

En general, un sujeto que tenga una concepcion proceso del concepto funcion, puede
ligar o coordinar dos 0 més procesos para construir una composicion de funciones. De

igual forma, puede invertir el proceso para obtener funciones inversas.

e Objetos

En el marco de APOE, |os objetos |os definen asi,

“Cuando un sujeto reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en
particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas
transformaciones (ya sean acciones 0 procesos) que pueden actuar sobre él, y
puede construir de hecho esas transformaciones. Entonces esta pensando en este
proceso como un objeto. En este caso, decimos que el proceso se ha encapsulado
en un objeto” (Asiaacet al., 1996; Dubinsky, 1996)

Desde esta perspectiva, siguiendo con los autores que hemos citado, Asiala y otros
(1997) y Llinares y Garcia (1994; 1996), plantemos las siguientes definiciones de la

concepcion objeto del concepto funcion enunciada por ellos,

Funcion Funcion derivada

e Concepcion objeto: e Concepcion objeto:

1. Trabajan con una notacion funciona sin 1. El objeto funcién derivada segin la

referencia de una expresion de lafuncién

. Hacen traducciones entre diferentes repre-
sentaciones de una funcion

. Pueden dibujar un gréfico de la funcion
con la informacion especifica de los
valores y propiedades de la funcién y su
derivada

. Coordinan varias

situacién se puede entender como una
clase de objetos que son la derivada de la
funcion en cada punto del dominio, o bien
como un objeto en € que se pueden
realizar nuevas acciones, p. e.: la segunda
Diferencian la derivada en un punto de la
funcion derivada

Hacen traducciones entre diferentes
representaciones de funciones

Coordinan las representaciones de la
funcién y la funcion derivada, y hacen
traducciones entre diferentes represen-
taciones de la funcién derivada
interpretaciones del
concepto de derivada en diferentes
contextos
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Se advierte que alo largo de la realizacion de una accion o un proceso sobre un objeto,
suele ser necesario des-encapsular y regresar €l objeto a proceso del cual se obtuvo con
el propdsito de usar sus propiedades en la manipulaciéon. Para el caso concreto del
concepto funcién, sugieren que en la manipulacion de funciones para encontrar
operaciones con funciones, tales como: suma, producto, o cuando se forman conjuntos
de funciones, se observa fécilmente como aparecen la encapsulacion de procesos en
objetos y la des-encapsulacion de objetos a procesos. En términos generales, se
considera como un proceso extremadamente dificil la encapsulacion de procesos en

objetos.

e Esguemas

Finalmente, basdndose en los constructos anteriores, definen un esquema en los

siguientes términos,

“Una vez construidos, objetos y procesos pueden ser interconectados de varias
formas: por gemplo, dos 0 mas procesos pueden ser coordinados ligandolos (a
través de la composicion u otras formas); procesosy objetos se relacionan en virtud
de que € primero actlia sobre € segundo. Una coleccién de procesos y objetos
puede ser organizada en una manera estructurada para formar esquemas’ (Asiaa et
al., 1996)

Deigual formacomo los procesos y objetos se organizan en estructuras mas sofisticadas
llamadas esquemas, los esguemas también se pueden coordinar y organizar en
estructuras de un nivel més alto: cuando esto ocurre se da la transformaciéon que ya

definimos como tematizacion.

Dubinsky y colaboradores (1997a), reconocen que en muchas de sus investigaciones no
se ha progresado en la comprension de un esquema de la misma manera como se ha
avanzado en otros aspectos de lateoria. Sin embargo, siempre han estado conscientes de
la importancia de esta nocién, como parte integral de la teoria, para tener una vision
global de lo que ocurre en la mente de un individuo. De hecho, precisamente a partir de
las reflexiones sobre sus investigaciones, en € seno del grupo RUMEC, han revisado
elementos de €ella, relevando la importancia del constructo esquemay su relacion con la
triada de Piaget y Garcia. Los recientes trabajos muestran la evolucién de la teoria

APOE en € tratamiento de |os niveles de comprension de un concepto matematico.
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iii. Niveles de comprension de un esquema

Piaget y Garcia (1982) desarrollan una teoria detallada sobre los esquemas y su
desarrollo. Ya anteriormente, Piaget (1970/1971, 1970/1972), citados en Baker y otros
(2000), habia discutido laidea de esquema. Segun Piaget, el conocimiento originaba en
un nifio, incluso antes, €l uso del lenguaje, mas o menos en su segundo afio de vida.
Durante este pre-lenguaje, las estructuras |6gico-matemética ya existen en €l nifio y
cercadel inicio del segundo afio, €l nifio exhibe unainteligencia sensorio-motora. Piaget
describe la inteligencia sensorio-motora como la inteligencia préctica que tiene su
propia légica y que puede llamarse la l6gica de la accion. La accién que se deriva de
esta inteligencia, puede ser repetida y generalizada. Cualquiera es repetible y
generalizable en una accion eslo que Piaget se refiere como un esquema.

Cualquier esquema en particular no tiene en si mismo una componente légica, pero los
esguemas son coordinados unos con otros, y este hecho resulta en la coordinacién
general de acciones. Estas coordinaciones forman una légica de las acciones que son €l
inicio de las estructuras 16gico-matemética. Piaget dice que un esquema puede incluir
sub-esguemas o sub-sistemas. Los sub-esguemas son incluidos en el esgquema total, en
la misma forma que la estructura 16gico-matemética de clasificacion las sub-clases son
incluidas en la clase total. En una etapa posterior, estas relaciones de inclusion de clases
nos conducen a conceptos (Piaget y Garcia, 1982).

Construyendo sobre las ideas constructivistas de Piaget, Asida y otros (1996)
introdujeron la teoria APOE, donde describen,

“un esquema de un individuo para un tépico matematico, como la totalidad de su
conocimiento conectado consciente o inconscientemente a este topico”.

Mas ala, este grupo afirma, que el esquema puede ser incluido entre un nivel superior
de las estructuras matematicas. Uno puede no necesariamente acceder a cada una de
estas construcciones en todas las situaciones, porque e aprendizaje matematico no es
lineal. Esta teoria del desarrollo del esgquema puede explicar por qué los estudiantes
tienen dificultades con las diferentes partes de un concepto y pueden incluso tener algun

problema con la misma situacion en diferentes contextos. Estas comprensiones parciales
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son conseguidas y luego afiadidas poco a poco con una reorganizacion continuada de las
ideas (Baker et al., 2000). Bajo este razonamiento introducen la definicion de esquema

maduro,

“Esguema maduro: es una coherente coleccion de acciones, procesos, objetos y
otros esquemas construidos previamente que estan coordinados y sintetizados por
el individuo para formar estructuras utilizadas en situaciones problemas’ (Baker et
al., 2000).

El individuo puede reflexionar sobre un esquemay transformarlo en un objeto a cual
puede realizarles nuevas acciones. Durante este proceso de transformacion, el esquema
en si mismo puede llegar a ser un objeto. Este nuevo objeto puede ser transformado por
un nivel de acciones superior conduciendo a nuevos procesos, objetos y esquemas para
construir nuevos conceptos. Por tanto, la accién, proceso y objeto desarrollados
contintian siendo reconstruidos en esquemas existentes.

“Coherencia en un esguema: afirman que una persona demuestra coherencia en su
esguema de un concepto particular, cuando discierne qué esta contenido dentro del
esguemay queé no esta contenido” (Baker et al., 2000).

La teoria de los niveles de la triada en €l desarrollo de un esquema, es una componente
integral de la teoria APOE, ha sido utilizado por muchos investigadores del grupo
RUMEC en diversos estudios sobre la comprension de |os estudiantes en varias areas de
la matematica. Por g emplo, el estudio sobre la comprension de los estudiantes de las
reglas de derivacion, realizado por Clark y otros (1997), encontraron que la teoria
involucrando acciones, procesos y objetos no era adecuada para analizar sus datos sobre
la comprension de los estudiantes, pero que la triada de Piaget y Garcia era util en la

interpretacién de niveles de comprension.

Los autores consideran que €l desarrollo de un esquema es un proceso dindmico y
cambiante. Citando a Piaget y Garcia (1982), proponen que €l crecimiento conceptual
esta determinado por un mecanismo seguro y este envuelve tres niveles o etapas, que
denominaron triada. Afirman, que la naturaleza de esta triada es funcional, no
estructural, y lo que lesinteresa describir son |os aspectos psico-dindmicos generales.
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Piaget y Garcia (1982), plantean la hipétesis que estos niveles pueden ser encontrados
cuando uno analiza €l desarrollo de un esquema. Estos autores a plantear la triada, 10
hacen considerando que |os mecanismos de desarrollo psicogenético son comunes a los
desarrollo de la historia de las ciencias. Se trata entonces, de una triada dial éctica que se
reencuentra en todos los dominios y en todos los niveles tanto de la historia de la
matematica como de la psicogénesis del pensamiento matematico (Piaget y Garcia,
1982). Los niveles definidos en la triada, 10s cuales ocurren en un orden fijo son: intra,

inter y trans, a continuacion nos centraremos en cada uno de ellos.

e Nivd intra

En lafase preliminar de la triada encontramos el nivel intra, en él eventos particulares u
objetos son analizados en término de sus propiedades. Las explicaciones en este nivel
son locales y particulares. Un objeto en e nivel intra no puede ser reconocido por €l
estudiante como deberia ser y su forma es similar a la de una generalizacion smple
(Baker et al., 2000).

En este nivel € estudiante se concentra en una accidn repetitiva o una operacion, pero
no tiene la capacidad para relacionar la accion con el sistema de condiciones a través de
lacual él puede extender sus aplicaciones e incluirlas en un sistema de transformaciones
interdependientes. Por ggemplo, para € nivel intra del concepto de derivada, Baker y

otros (2000), lo definieron en los siguientes términos:

“Nivel intra del esquema de la derivada: Los estudiantes interpretan la derivada
como la pendiente de la linea tangente en un punto especifico, demostrando esta
interpretacion con los intervalos de crecimiento y decrecimiento, o0
aternativamente, resolviendo un problema de tasa de cambio. Sin embargo los
estudiantes no pueden hacer conexiones entre estos dos problemas’.

e Nivd inter

En e nive inter, los estudiantes usan, comparan y reflexionan sobre ideas que ellos
tienen aisladas y esto les lleva a construir relaciones y transformaciones (Baker et al.,
2000). En este nivel los estudiantes pueden establecer relaciones y pueden deducir de
una operacion inicial, una vez la tienen comprendida, otras operaciones que estan

implicadas o0 que pueden coordinarse con operaciones similares. Este proceso llevaalos
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estudiantes a un grupo de sistemas utilizando un método que incluye nuevas

transformaciones. Para el mismo caso de la derivada, Baker y otros (2000), proponen,

“Nivel inter del esquema de la derivada: El estudiante coordina la nocion de
derivada como la pendiente de la recta tangente con la idea de derivada como la
razon de cambio en un punto dado. El o ella puede utilizar estas ideas para
describir lavariacion local de unafuncion”

e Nivd trans

En e nivel trans, € estudiante reflexiona sobre estas coordinaciones y relaciones
desarrollando nuevas estructuras. A través de las sintesis de las transformaciones en el
nivel inter, el estudiante construye y tiene conciencia de que e esquema esta completo,
y puede percibir nuevas propiedades globales que eran inaccesibles en otros niveles
anteriores (Baker et al., 2000). Siguiendo con el mismo g emplo de la derivada, definen
parael nivel trans del esquema de laderivada,

“Nivel trans del esquema de la derivada: los estudiantes agrupan todas las
derivadas como pendientes o razones de cambio de una funcidn en un punto dado y
reconocen que todas que todas las situaciones en la cua la variacion esta
involucrada esta relacionada con el concepto de derivada. Los estudiantes pueden
discriminar entre aguellas relaciones que estan incluidas y aguellas que no estén,
demostrando coherencia del esquema’.

En cada etapa de la triada €l estudiante reorganiza el conocimiento adquirido durante la
etapa anterior. La progresion es gradual y no necesariamente lineal. En el proceso de
aprendizaje uno desarrolla diferentes esquemas, y el crecimiento y cambio de cada
esguema puede ser descrito utilizando la triada. Mientras se desarrolla el conocimiento,
las personas construyen muchos esquemas coexistentes, todos ellos estan
constantemente cambiando y varian en los niveles de evolucion. Por tanto, en algunas
situaciones problematicas una persona puede necesitar coordinar varios esquemas. Cada
esguema esta constituido por acciones, procesos, objetos y otros esquemas Yy Sus
relaciones. En particular un esquema puede influir fuertemente en el desarrollo de uno u
otros esquemas. En cada caso, se puede identificar algunos componentes del esquemay

su multidimensionalidad.

Por tanto, en la comprension del desarrollo del esqguema en general, uno puede
identificar no sélo el crecimiento de una de las componentes del esquema, sino también
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la coordinacion. Entonces, en e esquema general esta coordinacion lleva a nuevas
estructuras que fueron construidas sobre las propiedades de las componentes de los

esquemas.

2.2.1.2. Tratamiento instruccional (implementacion didactica)

El tratamiento instruccional es la segunda componente de la teoria APOE. Para €l
disefio del tratamiento instruccional de un concepto matemético especifico toman como
base e andlisis tedrico inicial (descomposicion genética que han elaborado de dicho
concepto). Ademas, adoptan una perspectiva tedrica sobre el aprendizaje que influencia

el disefio instruccional en dos direcciones:

“Laprimera, el andlisis tedrico postula ciertas construcciones mentales especificas
gue lainstruccion deberia ayudar a desarrollar.

La segunda, € conocimiento matematico que un individuo construye se reflegja
mediante €l uso de ciertas construcciones mentales’ (Asialaet al., 1996)

En cuanto a enfoque instruccional, basado en una variacion del método estandar de
espiral que han denominado spray holistico, trata de llevar al estudiante a un ambiente
intencionalmente desequilibrado que contenga los elementos mas variados posibles
sobre € tema que se va a estudiar. Es decir, que optan por una formamas holisticaen la
presentacion del conocimiento en detrimento de una forma més secuencialmente

organizada.

Dubinsky (1996), afirma que el método pedagdgico que sustenta sus investigaciones,
con e fin de alcanzar sus objetivos, esta conformado por tres grandes principios:
investigacion sobre la ensefianza, € ciclo de ensefianza ACE y €l aprendizge
cooperativo. Nos dedicaremos a hablar sucintamente del primero y €l Ultimo bloque y
en la siguiente seccion nos detendremos mas detenidamente en e ciclo de ensefianza
ACE.

En relacién con € primero de €ellos, la investigacion sobre la ensefianza, enfatizan que
las investigaciones son primordialmente estudios cualitativos, donde la base de la
informacion surge de cuestionarios que deben resolver por escrito y de entrevistas en

profundidad con |os estudiantes sobre sus respuestas al cuestionario y sobre como estan
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pensando cuando se enfrentan a la resolucion de situaciones problemas en relacion con

el concepto matematico en cuestion.

Atendiendo a aprendizaje cooperativo, considera que en la implementacion del
tratamiento instruccional, del que hablaremos a continuacion, |os estudiantes realizan su
trabajo durante todo el curso académico (lo cual incluye tareas 'y algunas evaluaciones)
en grupos cooperativos permanentes. La hipbtesis que subyace de esta opcién
metodol bgica es que, este tipo de trabajo, les proporciona un ambiente de interaccion
social que propiciala maduracion de sus entendimientos (Dubinsky, 1996).

Para la implementacion del tratamiento instruccional propuesta para desarrollar las
construcciones mentales de los estudiantes con base en el andlisis epistemol 6gico que
hacen del concepto inicialmente, han adoptado una perspectiva pedagogica |lamada
ciclo de ensefianza ACE (actividades con ordenador, discusiones en clases 'y gercicios
de afianzamiento). Este grupo sefiala que la principal estrategia del método de
ensefianza ACE es incluir € uso del lenguaje de programacién que ayude a la
construccion de los conceptos mateméticos y e trabajo en grupos cooperativos que
propicie ladiscusion (Asidaet al., 1997).

i. La metodologia de ensefianza ACE

Dado que e disefio instruccional durante todo el curso persigue que los estudiantes
logren reflexionar sobre su trabajo y sobre los conceptos matematicos, han adoptado un
enfoque pedag6gico denominado ciclo de ensefianza ACE, que no es més que una
consecuencia del marco tedrico APOE. Las secciones de trabajo se dividen por semanas
y se aterna el trabajo en el laboratorio de ordenadores con € trabgjo en e aula de
clases. Se privilegia el trabao en pequefios grupos cooperativos y se promueve €l
trabajo fuera de clases. El ciclo ACE lo conforman tres componentes: actividades con

ordenador, discusiones en clasey g ercicios complementarios.
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e Actividades con ordenador

Consideran que son la parte més importante de este sistema. Las actividades con
ordenador estan disefiadas para inducir a los estudiantes a efectuar las construcciones
mentales especificas de acciones, procesos y objetos, que son parte fundamental de la
teoria. Se dice que si bien es cierto que en alguna medida las actividades con ordenador
involucran algin elemento del aprendizaje por descubrimiento, su principal objetivo es
proporcionar a los estudiantes una experiencia base en lugar de llevar a respuestas
correctas (Dubinsky, 2000; Asiala et al., 1996). Es decir, en términos generales lo que
se busca que los estudiantes a través del lenguaje de programaciéon: (1) ganen
experiencia previa con los conceptos mateméticos; y (2), desarrollen tareas especificas
gue tiene como objetivo inducir a los estudiantes a hacer las construcciones mentales

especificas que propone el andlisistedrico. Al respecto, Dubinsky (2000), sefaa:

“Para ayudar alos estudiantes a desarrollar la concepcidn proceso de una funcion,
les pedimos crear un programa en la computadora (utilizando el programa ISETL),
gue implementara dicha funcion. Por ejemplo, para la funcion F, que discutiamos
antesy gue esta dada por

X+3

X2 +1

F(X)=<2x+3,s0<x=n 0

X +181< x

L os estudiantes generan un programa como:
F:=fun (x);
If x< 0 then return (x+3)/x** 2+1);
Elseif x< 1them return 2*x+3;
else return 4* sgrt(x)+1;
end;
end;
Después de que los estudiantes han creado este programa, pueden discutir su
aplicacion a varios valores en su dominio y pueden reflexionar sobre cémo
funciona la computadora para evaluar, por gjemplo, F(-1), F(0), F(1/2), F(1), F(3).
Seglin nuestras investigaciones, la actividad de crear dicho programay la discusién
siguen dando como resultado que muchos estudiantes construyan la concepcion
proceso de tal funcion. En efecto semejante se puede obtener con los conjuntos
laterales.” (Dubinsky, 2000; 63)

,SixmO0

e Discusion en clase

Después que los estudiantes crean los programas en ordenador sobre determinados

conceptos matematicos, |os cuales son la via para gue |os estudiantes logren desarrollar
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las construcciones mentales necesarias para la comprension de dicho concepto, los
estudiantes se relinen en pequerios grupos para discutir su aplicacion en otros dominios
y contextos. A partir de aqui, € grupo se reline en el saldén de clase para seguir
trabajando en equipo sobre tareas de |apiz y papel, disefiadas por €l tutor, basandose en
las actividades realizadas en el ordenador.

El propdsito de estas jornadas de trabgjo es lograr que los estudiantes reflexionen y
discutan sobre el trabajo realizado con el ordenador, y sobre las diferentes situaciones
problemas solucionadas en clase. El rol del profesor en es el de orientador de la
discusion, y en algin momento asume la responsabilidad de puntualizar y resumir los
puntos claves tocados por los estudiantes en la discusion sobre el concepto en cuestion,
con €l fin dellegar a consenso de grandes conclusiones conceptual es sobre el contenido
matematico.

e Ejercicios

Son catalogados como gercicios complementarios a las tareas de ordenador y las
actividades de grupo realizadas en €l aula de clase. El objetivo de estos gjercicios es que
los estudiantes refuercen y afiancen las ideas que han construido sobre € concepto
matematico estudiado, y usen la matematica que han aprendido como puente con otros

conceptos matematicos a desarrollar posteriormente.

L os gercicios son generalmente gjercicios considerados relativamente tradicionales y se
espera que sean actividades de refuerzo que los estudiantes redlizan en casa y se
conviertan en actividades adicionales al trabajo en el |aboratorio con ordenadoresy ala

discusion en clase.

2.2.1.3. Observacion y discusion

Durante la implementacion de la instruccién aprovechan para recopilar datos de
investigacion. Plantean dos vias de relacion entre los datos y la descomposicion
genética del concepto, definiendo asi, un ciclo de investigacion gque se repite tantas

VECES COMO Sea hecesario, hasta lograr profundizar en la comprension de como los



estudiantes construyen su comprension del concepto matemético investigado. La
descomposicion genética dirige e andlisis de los datos mediante la siguiente pregunta

de investigacion:

1. “¢Jas construcciones mentales propuestas han sido elaboradas por los
estudiantes? “(Asialaet al, 1997).

El resultado de este andlisis puede conducir ala revision de la descomposicion genética
inicial, y de igual forma, generar cambios en €l tratamiento instruccional. Como ya se
dijo anteriormente, la descomposicion genéticainicial del concepto estd basada por una
banda en la comprension gue tienen los investigadores del concepto matematico, y por
otra de sus experiencias como aprendices y profesores. Dado que € ciclo es repetitivo,

la descomposicidn genética en Ultimas, refleja mas o menos el andlisis de los datos.

Durante todo el ciclo que proponen en e marco de la teoria APOE, sugieren la
recoleccion de diferentes clases de datos y diferentes instrumentos de recoleccion, entre
ellos, cuestionarios y entrevistas semi-estructuradas. Algunos de estos datos son
analizados para observar qué construcciones mentales han alcanzado |os estudiantes. Si
sus construcciones estan incluidas en la descomposicion genética realizada, se puede
llegar a predecir qué matematica tienen que llegar a aprender 1os estudiantes. Otro tipo
de datos analizados apuntan a mirar si sus predicciones iniciaes estén apoyadas 0 son
demostradas, en este Ultimo caso, ambos andlisis tanto el tedrico como el tratamiento

instruccional, son evaluados.

Asi los resultados de |os trabajos desde |a base de este marco tedrico son de naturaleza
dual, un primer resultado de la investigacion es el profundizar la comprension de la
epistemologia de el concepto, y otro resultado conduce a la creacion de estrategias
didacticas que estén méas acorde con € camino por € que estdn convencidos que los

estudiantes siguen para comprender un concepto matematico especifico.
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2.2.1.4. Aportes y limitaciones de la teoria APOE a nuestra

investigacion

La teoria APOE, propuesta por € grupo de investigacion RUMEC, proporciona
elementos tedricos y metodoldgicos interesantes y validos para abordar nuestro
problema de investigacion. Nos interesa lo concerniente a estudio de la naturaleza 'y
desarrollo del conocimiento matematico de los profesores (Asida et al., 1997), y no
sblo centrarnos en € estudio de los errores conceptuales, conflicto entre concept image
y concept definition (Tall y Vinner, 1981), y los obstécul os epistemol 6gicos (Brousseau,
1990; 1991) que muestran los profesores frente a este concepto, que en todo caso son
estudios complementarios (Asialaet al., 1997; 1996).

Como ya hemos descrito en las secciones anteriores, la teoria APOE propone un ciclo
de investigacién que comienza con un analisis epistemol dgico detallado del concepto en
cuestion. Posteriormente, con base en la descomposicién genética que es fruto de ese
analisis tedrico, se disefia e implementa un tratamiento instruccional, teniendo como eje
orientador un ciclo de ensefianza concreto (ACE). Por ultimo, como resultado de la
implementacion del dispositivo instruccional, se disefian instrumentos y se recogen
datos de investigacion, desde una perspectiva cualitativa, que luego son analizados a la
luz de las categorias tedricas que brinda la misma teoria. Este ciclo es repetitivo y cada
una de las componentes de la teoria se fortalecen y retroalimentan a partir de la
reflexion, de los aportes que arroja cada una de las componentes, que se genera en €l
seno del grupo investigador.

En nuestro caso particular hemos optado, dadas |as circunstancias, por una variante del
ciclo de investigacion propuesto por Dubinsky y colaboradores (RUMEC). Nuestra
investigacion parte de un andlisis epistemoldgico y didéctico del concepto de derivada
(sin llegar a equipararlo inicialmente a constructo de descomposicién genética definido
en esta teoria), a partir de éste se disefian los instrumentos que nos permiten recoger
informacion sobre las formas de conocer € concepto de derivada de los profesores de
nuestro estudio. Un andlisis preliminar de los datos obtenidos nos lleva a elegir a la
teoria APOE como marco tedrico de andlisis, pues consideramos que nos brinda

elementos tedricos y analiticos, Utiles y rigurosos, que nos permiten describir e
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interpretar 1os razonamientos exhibidos por los profesores con relacion a concepto de

derivada, como objeto matemético de ensefianzay aprendizaje.

Una vez eegida la teoria APOE como marco tedrico que respalda nuestro estudio,
revisamos el andlisis inicial del concepto de derivada y elaboramos la descomposicion
genética del concepto de derivada, partiendo de la que ya habian redlizado Asialay
otros (1997), de los resultados de investigaciones en didéctica de la matemética sobre
este concepto (Azcarate, 1990; Amit y Vinner, 1990; Baker et al., 2000; Font, 2000;
entre otras), y de nuestra comprension del concepto de derivada.

Posteriormente, en la aplicacion de lateoria APOE a nuestra investigacion, adoptamos 'y
reformulamos como categorias tedricas y analiticas para €l andlisis del concepto de
derivada como objeto institucional y como objeto personal, |os siguientes elementos:

1. Los procesos cognitivos presentes en la construccion de conceptos matematicos,
centrdndonos en los siguientes. interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, des-
encapsulacion y generalizacion.

2. Las construcciones mentales presentes en e desarrollo conceptual de un individuo:
perspectiva accion, perspectiva proceso y perspectiva objeto del concepto de
derivada.

3. Los niveles de comprensiéon del concepto de derivada que exhibe un sujeto en
términos de latriada: intra, inter y trans.

Las dos primeras categorias nos permiten perfilar el andlisis del concepto derivada
como objeto institucional. Es decir, nos permiten describir como vive € concepto de
derivada en lainstitucion en la que nos centramos. |os programas curriculares oficiales
de matemética de 11°, la programacion y la unidad didéactica disefiada por |os profesores

(reducida, en algun caso, a mangjo del libro de texto).

La segunday latercera categoria nos permiten describir e interpretar €l objeto personal
de derivada que exhiben los profesores que participaron en esta investigacion. Es
entonces, las formas de conocer del profesor del concepto de derivada (objeto
matemético) y la aplicacion de esas formas de conocer en la definicién de la agenda de

ensefianza (objeto de ensefianzay aprendizgje).
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Los resultados de un andlisis previo de las respuestas dadas por los profesores a los
instrumentos (cuestionario y entrevista con vifietas), aplicando las categorias tedrica
perspectivas accién, proceso y objeto, y los niveles de comprension del esquema (intra,
inter y trans), nos permiten vislumbrar y postular que para que un individuo comprenda
el concepto de derivada, es decir, para que tenga un esguema coherente y consistente
(Garbin, 2000; Garbin y Azcarate, 2000; 2001) del concepto de derivada, debe
coordinar dos esquemas previos. esquema algebraico y esquema grafico. Nosotros
hemos encontrado en las respuestas de los profesores diferentes niveles de comprension
con relacién a cada uno de los esquemas que hemos definido, lo cual permite entender
por qué frente a una situacion problema que involucra el concepto de derivada en un
contexto determinado los profesores responden de una manera determinada; y por qué
frente a otra situacion problema expresada en un contexto diferente los profesores
exhiben representaciones diferentes y en algun caso aparentemente contradictorias
(incoherentes). Este andlisis se profundizara y se desglosard minuciosamente en el

capitulo 4.

Una vez descritos e interpretados |os niveles de comprension del concepto de derivada
gue tienen los profesores que participaron en este estudio, dispondremos de elementos
empiricos y tedricos que nos permitan incidir en la formacion inicial y permanente del
profesorado en Colombia. Por tanto, con base en ellos, propondremos agunos
lineamientos de formacion permanente del profesorado con relacién a concepto de
derivada como objeto matematico de ensefianza y aprendizaje que recoja los resultados
del estudio sobre e conocimiento profesional de los profesores de nuestra investigacion
y los aportes recientes de |as investigaciones en didéctica de la matemética rel acionadas
con la formacion permanente e inicial del profesorado. Con esto cerramos la variante
del ciclo de investigacion que adaptamos de la propuesta liderada por el grupo RUMEC.
A partir de aqui se podria reiniciar e ciclo de investigacion y mejorar cada una de las
componentes y etapas del mismo, hasta ir consolidando un programa de investigacion
dentro del conocimiento profesional que contribuya a la formacién permanente e inicial
del profesorado de matemética en Colombia.

La propuesta liderada por e RUMEC nos resulta llamativa porque plantea un ciclo de
investigacion para € desarrollo curricular y para la investigacion dentro del
pensamiento matemético avanzado que nos permite perfilar un itinerario de
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investigacion dentro del pensamiento y conocimiento del profesor apuntando a la

formacion permanente e inicial del profesorado.

La propuesta que plantea la Teoria APOE contiene tres elementos a resaltar: un analisis
fino del contenido matematico, la hipétesis constructivista de la construccion del
conocimiento y la consideracion de la interaccion social del individuo como medio de
construccion del conocimiento. Estos elementos nos permiten relacionar los aspectos
resaltados en la seccion anterior como relevantes dentro del estudio del conocimiento y
la actividad profesional del profesor, y las implicaciones que tienen en la formacion del

profesorado de matematica.

El ciclo de investigacion, que propone APOE, nos permite generar dos niveles de
investigacion: (1) centrada en los procesos de formacién del profesorado; es decir que
los cursos de formacion de profesores se conviertan para los formadores de profesores
en espacio de investigacion y reflexion que ayude a mejorar os programas de formacion
permanente e inicial del profesorado de matemética; y (2), centrada en lareflexion en la
préctica 'y sobre la préctica de los profesores de secundaria y bachillerato; es decir, se
busca que los profesores que participen en los cursos de formacion permanente

entiendan su préactica como un profesional reflexivo (Schon, 1983, 1992).

Esta tarea de reflexion, por parte del profesor de matemética de secundaria y
bachillerato, estaria orientada desde los propios cursos de formacion permanente. Es
decir que apostamos por cursos de formacion permanente del profesorado que se
estructuren a partir del ciclo de investigacion que propone APOE, los cuales tienen
como eje central la eaboracion e implementacion por parte de los profesores de
unidades didacticas de los conceptos mateméticos estructuradas a partir de la
construccion y reflexion de la descomposicion genética de dicho concepto matemético.
Por tanto, esta propuesta implica considerar a constructo descomposicion genética
como elemento central de los programas de formacion. En efecto, consideramos que la
elaboracion de la descomposicion genética de un concepto matemético introduce al
profesor en una reflexion epistemol dgica del concepto que le permite: (1) cuestionar y
mejorar la comprension que tiene del concepto matematico en cuestion; (2) usar y
organizar dicho conocimiento en la estructuracion de la ensefianza del mismo (disefio de

tareas, etc.); y (3), orientar €l aprendizae de los alumnos hacia los procesos de
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construccion y reconstruccion de los conceptos matematicos que espera que desarrollen
sus estudiantes (Badillo y Azcérate, 2002).

Lo anterior implica que en la elaboracién de la descomposicién genética de un concepto
matemético se conjuguen dos niveles de reflexion. Un nivel de reflexion, de primer
orden, donde el saber de referencia es la matemética, y €l objetivo es la reconstruccién
del objeto matemético en cuestion atendiendo a la complgjidad de los aspectos
sintécticos y semanticos que lo constituyen. Y un nivel de reflexion, de segundo orden,
donde e saber de referencia es la didéctica de la matemética (consideramos que 10s
organizadores del curriculo (Rico, 1997) ofrecen un marco de referencia), apoyandose
en la epistemologia e historia de la matematica como gjes centrales en la estructuracion
y definicion del concepto mateméatico como objeto de ensefianza y aprendizaje. Por
tanto, ademas del dominio del concepto en cuestion se requiere de un posicionamiento
sobre las teorias de ensefianza y aprendizaje que le permita a profesor disefiar €l
itinerario didactico que ayude a los estudiantes en la construccion y reconstruccion del

concepto matemético.

Un programa de formacién permanente del profesorado que tenga en cuenta los
organizadores del curriculo y la descomposicion genética de un concepto matematico
como referentes tedricos y analiticos para la elaboracion de unidades didacticas de
conceptos especificos, ayudaria a estructurar €l conocimiento préctico del profesor
atendiendo a su naturaleza situada (Llinares, 1996; 1998; 2000). Concretamente, le
proporcionaria la base disciplinar adecuada que permita un tratamiento objetivo del
conocimiento matematico y del conocimiento didactico sobre cada uno de los

contenidos del curriculo.

Consideramos que € ciclo de investigacion expuesto esta bien estructurado, es

coherente, riguroso y bastante complegjo, de ali que su implementacion vy

operacionalizaciéon presente algunas dificultades, que ampliamos de las descritas por

Ramirez (2000) y, ademés, proponemos algunas preguntas abiertas a la aplicacién de la

misma:

1. El proceso de asimilacion de la teoria por parte del investigador durante el proceso
de la investigacion, que hace que la percepciéon tanto del problema como de la
propuesta de solucion evolucionen (cambien).
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2. Las dificultades para aclarar y determinar tanto las construcciones mentales
(acciones, procesos, objetos y esquemas) que se requieren en el estudio del problema,
como el sistema de gercicios y problemas que posiblemente propiciardn su
construccion. Dada la descomposicion genética, ¢como se elabora € sistema de
giercicios para su desarrollo? En la teoria no se propone ningln mecanismo de
construccion para la elaboracion de dicho sistema y queda a cargo de la institucion,
experienciay dominio del temadel investigador.

3. En la instrumentacion didéctica se requiere de un grupo de profesores con ideas
claras sobre el problema que se investiga y que conozca la teoria que se pretende
utilizar. ¢Hasta qué punto se requiere de ese equipo de investigacion?

4. ¢Es posible aplicar el concepto de descomposicién genética para conceptos o
procesos no matematicos?’ (Ramirez, 2000)

5. En € disefio de unidades didéacticas de conceptos tan complejos como € de funcién
derivada, ¢es posible realizar una descomposicion genética Unica del concepto que
incluya toda su complejiidad conceptual: sintaxis y semantica? O, muy por €
contrario, ¢se debe asumir la elaboracion de una unidad didactica como una
sumatoria de descomposiciones genéticas que atiendan a la complegjidad especifica
de los conceptos que la conforman?

6. La pobreza en la descomposicion genética de un concepto matemético puede llevar a
la emergencia de fendmenos didacticos como el de la algebrizacion en la ensefianza
de los conceptos mateméticos (Badillo y Azcérate, 2002)

7. La poca importancia que se le otorga a la problemética de la complejidad semidtica
de los objetos matematicos dentro de la teoria. En efecto, encontramos que
precisamente la ampliacion y enriquecimiento del marco de la teoria APOE, con la
incorporacién de los niveles de comprension (intra, inter y trans), comienza a tenerla
en cuenta. Sin embargo, aln se ha de construir €l aparato tedrico y analitico que
ayude a clarificar y fundamentar la influencia de las traducciones y relaciones entre
representaciones de los macro objetos matematicos en la construccion y emergencia
de los procesos cognitivos, como resultado de la actividad matematica que se disefia
y generaen el aula

8. Una dificultad afadida que hemos tenido en nuestra investigacion, por las
caracteristicas concretas de la implementacion que hemos hecho de la teoria APOE,
es la ausencia de algunos elementos del concepto de derivada (riqueza en las
traducciones y relaciones entre representaciones de f (x) y f '(x)) en las tareas que
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diseflamos y propusimos a los profesores en el cuestionario y en la entrevista con
vifietas, que nos permitiera describir méas detalladamente los niveles de comprension
del concepto de los profesores. Consideramos que lo anterior se debe a que € disefio

de los instrumentos no se cifd alateoria APOE.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

3.0. A maneradeintroduccion

En este capitulo nos proponemos, en primer lugar, resumir las bases tedricas que
fundamentan y justifican la metodologia que vamos a implementar y seguir en nuestra
investigacion; en segundo lugar, describiremos los elementos basicos del disefio
metodol6gico implementado. Posteriormente, expondremos de forma detallada los
instrumentos de recogida de la informacion que utilizamos en este estudio; vy,
finamente, esbozaremos las diferentes fases del andlisis que implementamos en el
estudio del conocimiento profesional de los profesores, que son € resultado de la
triangulacion de lainformacion que proporcionan cada una de las fases definidas con e
proposito de explicitar la complegjidad cognitiva y la naturaleza contextualizada del
conocimiento y la préctica profesional del profesor de matemédtica (Llinares, 1996;
1999).

3.1. Metodologia de la investigacion

Pretendemos abordar una investigacion centrada en e estudio del conocimiento
profesional del profesor de Colombia (Departamento del Atlantico), que posee una
caracteristica especial, como lo es su formacion tridisciplinar en matemética, fisica 'y
psicopedagogia, la cual le habilita para desempefiarse simultaneamente como docente
de matematica y fisica en el nivel de secundaria 'y bachillerato del sistema educativo

colombiano.

En nuestro estudio se adopta una metodologia cualitativa de naturaleza descriptiva y
exploratoria, pues lo que deseamos estudiar son las formas de conocer el concepto de
derivada como objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje. Es decir

gue al centrarnos en algunos rasgos de la préctica profesional del profesor, més
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concretamente en la fase preactiva de organizacién y planificacién de la agenda de
ensefianza del concepto de derivada (Jackson, 1975), nos interesa la obtencion de una
gran variedad de datos significativos y potentes que nos permitan caracterizar las
relaciones profesor-materia, profesor-curriculo y profesor-institucion, para incidir, con
elementos empiricos y tedricos véidos, en la formacion permanente e inicial del

profesorado en Colombia.

3.2. Disefio delainvestigacion

El tipo de investigacion que se disefid paratal fin es un estudio de cinco casos, que se
ajusta a los objetivos y a la informacién gue pretendemos recoger. La eleccion de este
disefio de investigacion se hizo por € deseo de abordar con profundidad los diferentes
aspectos del conocimiento y la préctica del profesor de matematica, con cierta
intensidad en un intervalo de tiempo relativamente corto. El verdadero potencial de este
disefio radica en su capacidad para generar hipotesis y descubrimientos, en centrar su
interés en individuos o situaciones concretas y en su flexibilidad y aplicabilidad a
situaciones naturales (Latorre et al., 1996).

Compartimos los supuestos de Merriam (1988), que sefida cuatro propiedades
esenciales del estudio de casos que hemos realizado: particularista, en cuanto nos
centraremos inicialmente en el estudio de cada individuo; descriptivo, porque
pretendemos realizar unaricay densa descripcién del fendmeno por estudiar; heuristico,
en la medida en que los resultados iluminen en la compresion de los casos, |levandolos
en lo posible a descubrir nuevos significados, a ampliar su experiencia o a confirmar 1o
gue ya se sabe; e inductivo, puesto que a partir de los resultados se puede llegar a

generalizaciones 0 a descubrimiento de nuevas relacionesy conceptos.

3.3. Instrumentos de recogida de la informacién

En nuestro propdsito de integrar en € andlisis del conocimiento del profesor las
dimensiones institucionales y cognitivas, hemos dado un papel importante a la
delimitacion del contexto dentro de este estudio. Este entendido en dos sentidos, es

decir, tener en consideracion el contexto social e institucional en €l gque se mueve €



profesor y, por otro, centrarnos en un concepto concreto atendiendo alainstitucion en el
que se ensefia. Esto implica considerar la naturaleza situada del conocimiento del
profesor, y en nuestro caso, focalizar la atencién en la interaccion del conocimiento del

contenido y el conocimiento didéactico del contenido® (Llinares, 1996; 1999).

Teniendo en cuenta lo anterior, definimos dos niveles de andlisis. andlisis macro y
analisis micro, que describiremos y justificaremos en el apartado 3.4. El andlisis macro
de las restricciones institucionales nos permite describir e interpretar como vive €
objeto “derivada’ en tres de las instituciones que influyen y condicionan, directa o
indirectamente, la préactica del profesor: el conocimiento matemético, aspectos de la
formacion inicial y el disefio curricular. Las fuentes que nos permitieron obtener

informacidn de estas restricciones fueron:

1. Conocimiento matemético (historia y epistemologia del cdculo diferencial):
libros de historiay filosofia de |as ciencias e investigaciones en Didéactica de la
Matemética centradas en |a ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada.

2. Formacion del profesorado: programas curriculares de célculo diferencia y
fisica mecanica correspondientes al primer ciclo de la Licenciatura en
matematicay fisicaen la que fueron formados | os profesores.

3. Disefio curricular: los lineamientos curriculares oficiales y los libros de texto de
matemética de 11° y fisica de 10° més utilizados en la actuaidad por los

profesores.

En lo que respecta a andlisis micro, que versa sobre la descripcion e interpretacion de
las formas de conocer que tienen los profesores sobre e concepto de derivada como
objeto matemético y como objeto de ensefianza y aprendizaje, los instrumentos que
disefiamos e implementamos para la recol eccion de lainformacion fueron:
= Un cuestionario indirecto que incluye cinco problemas para que el profesor los
resuelva por escrito.
= Cinco entrevistas semiestructuradas sobre: (1) los procesos de resolucion de los
problemas propuestos en el cuestionario indirecto y sobre la reflexion didactica

de las tareas que conformaban la evaluacion; (2) € conocimiento disciplinar

! Cuando hagamos referencia a conocimiento didactico del contenido nos estamos refiriendo a
constructo conocimiento de contenido pedagdgico introducido por Shulman (1986, 1989).
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utilizando vifietas en las que se le proponian solucionar otro grupo de seis

problemas; (3) los antecedentes biograficos del profesor sobre la ensefianza del

concepto de derivada; (4) los documentos elaborados por los profesores; y (5),

las tareas que proponen a sus estudiantes para evaluar la comprension del

concepto de derivada.

En la tabla 1, se sintetizan los instrumentos utilizados para la recoleccion de la

informacion que nos permitieron hacer los andlisis definidos. A continuacion nos

detendremos a describir cada uno de estos.

RESTRICCIONESINSTITUCIONALES

Conocimiento matematico
(historiay epistemologia del
concepto de derivada)

Disefio curricular

Formacion docente

. Reflexion acerca del
concepto a partir de notas
histéricas:

Estudio de trabajos de andlisis
de corte histérico sobre €
concepto de derivada.

Estudio de investigaciones
sobre la ensefianza y
aprendizaje de laderivada

. ldeas sobre la ensefianza

(procesos de adaptacion) del
concepto de derivada en la
educacion secundaria:

Planes de estudio y programas
curriculares oficiales de la
matematica de 11° y de fisica
de 10°.

Libros de texto de matematica
de 11°y fisica de 10°, bgjo €
criterio instrumental (los que

1

Ideas sobre la formacion de
los futuros profesores en €
area dd calculo diferencial.
Planes de estudio de la
Licenciatura en Matematica y
Fisica, centrandonos en los
programas de las asignaturas
de calculo diferencial y fisica
mecanica.

estan

utilizando en la
actualidad |os profesores)

I

Nos permiten estudiar la
complejidad del...

CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL PROFESOR

Componente del contenido mateméatico

=

Componente didactica del contenido

. Laderivada como objeto matematico:

Entrevista semiestructurada sobre el conocimiento
del profesor sobre el concepto de derivada,
utilizando vifietas.

Cuestionario indirecto (evaluacion del concepto de
derivada realizada): se indaga indirectamente a
través de este instrumento aspectos del
conocimiento de los profesores en relacién con €l
concepto de derivada.

Entrevista semiestructurada para profundizar en las
respuestas y en los procesos de resolucion de los
problemas propuestos a los profesores en €
cuestionario indirecto (evaluacion de concepto de
derivada).

1. El concepto matemético de derivada como
objeto de ensefianza y aprendizaje:

e La programacion de la asignatura de
matemética de 11°.

e Planificacién de una unidad didactica del
concepto de derivada.

e Evauacion del concepto derivada realizada
por los profesores.

e Entrevista semiestructurada para profundizar
sobre los documentos escritos elaborados por
los profesores. programacion, planeacion de la
unidad didécticay evaluacion del concepto de
derivada.

e Entrevista semiestructurada sobre ¢como
ensefiar el concepto de derivada en €
bachillerato?

Tabla 1. Instrumentos de recogida de datos que utilizamos para los dos niveles de andlisis
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3.3.1. Cuestionario indirecto

Kagan (1990) plantea las dificultades que tienen los investigadores para acceder a las
cogniciones de los profesores, porque en muchos casos se tienen inconscientemente, y
dificilmente pueden ser expresadas por los profesores. Igualmente, estudios recientes
(Norman, 1992; Carrillo, 1996; Garcia, 1997; Badillo, 1999; Moreno, 2000), han
reportado las dificultades para acceder directamente a conocimiento disciplinar que
tienen los profesores con relacion a un concepto matemético especifico, puesto que los
profesores se previenen a sentirse cuestionados, temiendo dejar en evidencias sus

dificultades e inconsistencias en la comprension que tienen del concepto en cuestion.

Tratando de eliminar las dificultades anteriormente descritas, hemos disefiado un
instrumento que hemos denominado cuestionario indirecto (ver figura 1), que nos
permita acceder indirectamente a las formas de conocer el concepto de derivada como
objeto matemético y como objeto de ensefianza y aprendizaje. Para el disefio del
cuestionario, tuvimos también en cuenta | os siguientes criterios:

1. La evaluacion del instrumento que utilizamos en una investigacion previa
(Badillo, 1999).

2. Necesidad de acceder en forma indirecta a la comprension gréficay algebraica
delos macro objetosf (x), f'(a) y f " ().

3. Necesidad de obtener registros escritos sobre los procesos de resolucion de los
problemas planteados y registro oral sobre lajustificacion que dan al proceso de
resolucion empleado.

4. Necesidad de generar procesos de reflexion sobre la forma como se organiza 'y
evalla € concepto de derivada y de los elementos del concepto de derivada
inmersos en el cuestionario (importancia de las traducciones y relaciones entre
representaciones de los macro objetos f (x) y f '(x); y tratamiento de la
fenomenol ogia asociada a estos macro objetos), a partir de la critica del modelo

de evaluacién proporcionado (cuestionario indirecto)

Dado que en Badillo (1999), diseflamos solo una entrevista con vifietas en la que le
presentdbamos directamente cinco problemas a los profesores para que 1os resolvieran,

67



nos encontramos con los siguientes inconvenientes: (1) algunos de los profesores
respondieron con evasivas, € incluso no quisieron responder algunas cuestiones, por
temor adejar en evidencias dificultades en la comprension de |os conceptos inmersos, o
simplemente, por rechazar la idea de sentirse evaluados; entonces se cred un ambiente
tenso; (2) los problemas no estaban disefiados para obtener informacién sobre los
niveles de comprension del concepto de derivada atendiendo a las traducciones y
relaciones entre representaciones de los macro objetos f (x), f (@) y f "(x); (3) no
teniamos registro escrito de los procesos de resolucion y se dificultaba la justificacion
de los procesos de resolucion utilizados, y (4), no logramos generar procesos
metacognitvos en los profesores del tratamiento y evaluacion de los aspectos del

concepto de derivadainmersos en |os problemas planteados.

Asumiendo las consideraciones anteriormente descritas, disefiamos un nuevo
cuestionario en e que se presentaba a los profesores cinco problemas’ de matemética
relacionados con el objeto matemético derivada y sus aplicaciones (ver figura 1). Lo
importante de este cuestionario es que nos permitia acceder a informacion integrada y
por separado de las dos componentes del conocimiento del profesor que nos interesan
en este estudio (Norman, 1992; Even, 1993; Llinares, 1996). En primer lugar, se pedia
al profesor resolver problemas que nos ayudaran a conocer |o que saben del concepto
matematico, y en segundo lugar, a presentarlo como formato de evaluacion realizada
por un profesor ideal, nos permitia poner a profesor a reflexionar sobre los elementos
del concepto de derivada inmersos en la evaluacion, tales como: papel de las
traducciones y relaciones entre representaciones, fenomenologia asociada al concepto,
etc. Dado que nos interesaba crear un ambiente favorable para que los profesores se
pusieran en la situacion de resolver |os problemas sin sentirse directamente evaluados ni
cuestionados, planteamos la resolucién de la evaluacion dando la siguiente sugerencia:

2 Queremos aclarar que en esta memoria nos referimos a los términos problemas, ejercicios y tareas.
Cuando hacemos referencia a problemas entendemos que son situaciones que parten de un enunciado, que
puede ser en un contexto matematico o no matematico; pero hay un enunciado que obliga al resolutor ala
lectura del mismo y se puede resolver utilizando diferentes técnicas. Es decir, no sdlo hace referencia a
una gjecucion de procedimiento algebraico. En ningln momento nos estamos refiriendo a problemas de
estrategias, tal y como lo definen los grupos de investigacion centrados en la resolucién de problemas.
Por otra parte, cuando utilizamos €l término gercicio, en general, entendemos que son tareas de rutina, de
gecucién directa de procedimientos algebraicos. Finalmente, por e término tarea, estamos haciendo
referencia exclusiva a las situaciones que forman parte de la actividad matemédtica (que segin las
caracteristicas pueden ser gercicios o problemas) que proponen los profesores en las unidades didéacticas
y en las eval uaciones que nos proporcionan.
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“Esta es la evaluacion realizada por un profesor de matemética de secundaria para
examinar el grado de comprensién del concepto de derivada por parte de sus
estudiantes, después de haber terminado la unidad didactica relacionada con este
concepto.

Tu colaboracién consiste en tratar de explicitar por escrito, |o mas detalladamente
posible, o que consideras que debe responder uno de tus estudiantes después
de haber estudiado €l concepto de derivada, para afirmar que éste comprende y
maneja el concepto de derivada.

iAgradecemos tu colaboracion, pues seré de gran ayuda para nuestro trabajo!”

En términos generales, dio resultado, pues todos los profesores resolvieron por escrito
los problemas propuestos. Esto no quiere decir que no fueran conscientes de que los
estabamos evaluando, pero suponemos que la aclaracion anterior les proporciond cierta
tranquilidad. Sin embargo, nos quedaba la duda de s los datos obtenidos realmente
reflejaban €l nivel de comprension del concepto de derivada que tenian los profesores.
Para aclarar nuestras dudas, y buscando fiabilidad en los datos y en las respuestas de los
profesores, les propusimos a los profesores una entrevista, posterior a la presentacion y
resolucion de las situaciones del cuestionario, para aclarar algunas dudas e indagar en
los procesos de resolucion. En ese ambiente de intercambio, aprovechamos para
presentar otros seis problemas en vifietas para indagar aspectos comunes de |os macro
objetos f (x), f (@) y f '(x), esta vez si directamente, que nos permitieran validar y
contrastar los resultados obtenidos con e cuestionario. Estos los describiremos més
adelante, y en latabla 2, que presentamos a continuacion, sintetizamos y justificamos la
eleccion de cada uno de los problemas propuestos en el cuestionario, especificando los
siguientes aspectos. problema, referencia a los estudios que lo han utilizado
previamente, objetivos que perseguimos con cada uno de |os problemas, y las preguntas

de investigacion que pretendemos inferir del andlisis de las respuestas de |os profesores.

3.3.2. Documento per sonales elaborados por €l profesor

Teniendo en cuenta las caracteristicas y la naturaleza de este estudio, es de vital
importancia disponer de diferentes y variados instrumentos y fuentes de informacion
que permitan triangular y validar los resultados obtenidos. Ademas del cuestionario
indirecto anteriormente descrito, hemos considerado que los documentos el aborados por
los profesores en la fase de planificacion y organizacién de la agenda de ensefianza se
constituyen en una herramienta poderosa para tratar de caracterizar € significado

personal y el significado institucional del objeto matemético derivada. Esasi, como le
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EVALUACION DEL CONCEPTO DERIVADA
NOMBRE:
CURSO: FECHA:

1. Larectal estangente alagraficadey =f (x) en & punto (5,3)

a. Encuentraf (5). Explicay justifica cada paso en la solucién.

b. Encuentraf ' (5). Explicay justifica cada paso en la solucion.

c. ¢Cud esd valor delafuncion f (x) en x =5, 08? Se lo més exacto posible y explica ¢como
lo haces?

2. Compara las gréficas de las dos funciones de la siguiente figuray razona detalladamente s
unade €ellas eslafuncion derivada de la otra. Argumenta la respuesta.

3. El Hotel Alpstiene 156 habitaciones. Su consumo de agua caliente es bastante elevado. La
funcion Q: t — Q (t), cuya gréfica aparece junto a ese enunciado, nos da €l total de agua
caliente consumida desde medianoche (0 horas), hastalast horas.

a. ¢Cudl fue el consumo total de aguaalo largo del dia?

b. ¢Cémo es el consumo de agua caliente entre las 20 y las 24 horas?

c¢. ¢Qué es mayor, la cantidad de agua caliente que se estaba consumiendo alas 9 horas o la
gue se estaba consumiendo alas 14 horas?

d. ¢Cuando crees que se estaba consumiendo mas agua caliente? Justifica la respuesta.

e. ¢Cuénta agua se esta consumiendo a las 7:00, en qué unidades se medira esto?

4. El siguiente gréafico representa el movimiento de dos coches durante 15 segundos. Haz una
descripcién comparada de su movimiento. Paraello:

a. ¢Qué crees que ocurre en € punto P de lagrafica?

b. ¢Cémo son las velocidades de los dos coches en el punto P? Justifica tu respuesta.

c. ¢Crees gque en alglin momento los coches A y B tienen la misma velocidad? ¢Por qué?

d. ¢Cuéndo crees que €l coche A tiene mayor velocidad? Justifica tu respuesta.

5. Hallalapendiente y la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién:
f (x) = 3x2 - 2x en el punto de abscisa 2.

Figura 1. Cuestionario indirecto: evaluacion del concepto derivada propuesta por un profesor X
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pedimos a los profesores que nos proporcionaran |os siguientes documentos. programa
de la asignatura de matemética de 11°, unidad didéactica del concepto de derivada y
evaluaciones sobre este concepto. Le sugerimos que en lo posible fueran los disefiados
para la asignatura de matemética de 11° correspondiente al afio lectivo en € que

realizamos la recoleccion de la informacion.

3.3.2.1. Programacion de matematica de 11°

Los profesores nos entregaron una copia del programa de matemética de 11°,
correspondiente al afio lectivo 1999, que habian realizado y entregado al colegio. En
este caso no les proporcionamos ningun modelo para que la realizaran, sino que
gueriamos tener una idea global de la forma como organizan la ensefianza de la
matematica atendiendo a contexto institucional concreto en e que desarrollan su
préctica profesional.

3.3.2.2. Unidad didéactica del concepto derivada

Los resultados de una investigacion previa nos mostraron que las programaciones que
hacen |os profesores responden a una simple tarea administrativa, en la que poco a poco
se van anulando los elementos reflexivos y la toma de decisiones que tienen un gran
valor de cara a la ensefianza de los conceptos matematicos. Por ello, decidimos
proponer alos profesores un modelo de planificacion de una unidad didactica, en la que
el profesor, a elegir las actividades, las definiciones, gemplos y tareas, integre su
conocimiento cientifico (conocimiento del contenido) y didéctico (conocimiento
didactico del contenido), su experiencia practica y sus concepciones ideoldgicas, que
cada vez estdh mas ausentes en las programaciones. En efecto, muchas de las
programaciones son la copia de la del afio anterior y muchos profesores han asumido su
inutilidad y le otorgan un caracter de tramite en su actividad profesional que no aporta
nada a las reflexiones sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de los conceptos
mateméti cos que ensefian (Badillo, 1999; Pro, 1999).

Para la planificaciébn de la unidad didactica del concepto de derivada les
proporcionamos un modelo, adaptado de una propuesta de Pro Bueno (1999). Este
consistia en unatabla de ocho columnas, en la que nos interesaba obtener informacion 'y
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que los profesores reflexionaran sobre los siguientes aspectos. actividad, tipo de
actividad, descripcion de la actividad, tiempo asignado, conocimientos implicados, nivel
y causa de la dificultad, intencién de la actividad, intencidn educativa de la actividad e
importancia de la actividad (ver anexo 10). Igual mente, le pedimos que nos anexaran las
definiciones, tareas, etc., que proponian, o en su defecto, que nos remitieran al libro de

texto de donde | as tomaban.

3.3.2.3. Evaluacion sobrela comprension del concepto derivada

Con € objetivo de no contaminar la informacion del profesor, antes de pasar €l
cuestionario indirecto (evaluacion elaborada por un profesor X), les pedimos a los
profesores que nos proporcionaran la evaluacion o las evaluaciones del concepto de
derivada que habian aplicado a sus estudiantes, para analizar |as tareas matemaéticas que
proponen al evaluar la comprension del concepto de derivada. Las evaluaciones que nos

proporcionaron |los profesores se pueden observar en el anexo 9.

3.3.3. Entrevistas semiestructuradas

Teniendo en cuenta el carécter cualitativo y descriptivo de nuestro estudio, donde las
concepciones de los profesores son de primordial importanciay de lo que se trata es de
hacerlas |0 mas explicitas posibles, consideramos que la entrevista es la técnica que nos
permitira obtener informacion significativa. Concretamente, utilizamos la técnica de la
entrevista de tipo semiestructurada, como instrumento de recogida de informacion. Se
elaboraron cinco guiones de entrevistas correspondientes a cada una de las categorias de

andlisis mencionadas anteriormente.

L as entrevistas de cada una de las categorias de andlisis, tuvieron una duracion de entre
45 minutos y una hora, dependiendo de cada profesor. El guion elaborado se considerd
como una guia orientadora para la investigadora, mas que como un documento rigido a
seguir. En el anexo 1 se pueden ver los protocolos de cada una de las entrevistas y en
los anexos del 2 a 6, las transcripciones literales de las mismas. En total se realizaron

25 entrevistas, equivalentes a cinco por cada profesor que particip6 en el estudio.
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3.3.3.1. Sobre €l concepto derivada utilizando vifietas

Como ya mencionamos al describir el cuestionario indirecto, con el propésito de validar
la informacion obtenida sobre los aspectos conceptuales de la derivada que los
profesores mangjan, disefiamos una entrevista con vifietas en la que le plantedabamos
nuevamente, pero ahora en forma directa, seis problemas nuevos muy relacionados con
los propuestos en el cuestionario indirecto. Las situaciones que presentamos en vifietas

fueron las siguientes, y el andlisis de cada una de ellas se encuentra registrado en la
tabla 3.

I [ [l

Usando sdlo una calculadora,
¢QUué es una derivada? (Qué sgnifica que la puedes conseguir un método
Definelo o explicalo derivada de la funcién paa calcular € valor
como desees y =x2 sealafunciony =2x? aproximado de la derivada de
Explica y judtifica la f (x) =4, en x =2. Explicay

solucion. justificala solucion.

v

Si tienes el grafico de la siguiente funcién:

a. Escoge lafuncién derivada que le corresponde entre los gr&ficos de las funciones
representadas a continuacion:

Ki] / %\/
g ] . [

b. Justificalarespuesta escogiday por qué la no-eleccion de las otras dos opciones.
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Observa las siguientes gr &ficas:
Gréfica |: Indica € punto de la gréfica donde la pendiente de la recta tangente es maxima
(positiva) y el punto donde es minima (negativa). Indica también los puntos donde es cero.
Gréfica ll: Indica € punto de la gréfica donde la velocidad del mévil es maxima (positiva) y €l
punto donde la velocidad del mévil es minima (negativa). Indica también donde vale cero.
Grafica Ill: Indica € punto de la gréfica donde la funcidn crece mas deprisa'y € punto donde
decrece maés rapidamente. Indica los puntos donde la tasa instantanea de variacion es cero.
Nota: Utilizalos siguientes indicadores para sefialar |os puntos de las gréficas:

e Paravalores mayores (de crecimiento més rgpido) +

e Paravalores menores (de decrecimiento mas rgpido) |Z|

e Paavaoresnulos [0]

VI

Aquilesy latortuga corren una carrera. Aquilestiene una velocidad doble que lavelocidad de
latortuga. Si al iniciar la carrera se da a la tortuga una ventgja de 1 Km., ¢ograra Aquiles
alcanzarla?

Metodol 6gicamente, para crear un ambiente de intercambio y reflexion y para que los
profesores se sintieran cdmodos, aprovechamos la entrevista para la aclaracion de dudas
y justificacion sobre los procesos de resolucion que habian utilizado en las respuestas a
los problemas del cuestionario, para presentarles entre comentario y comentario de cada
pregunta del mismo, una vifieta con un problema similar que nos permitiera validar y
completar la informacion sobre el concepto de derivada obtenida con e primer
instrumento. Ademés, aprovechamos para inferir el grado de coherencia que tienen los

profesores en los procesos de resolucién con los que abordan los diferentes problemas.
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3.3.3.2. Sobrelosinstrumentos elaborados por € profesor

La entrevista sobre los documentos elaborados por los profesores intentaba explorar

sobre |os siguientes aspectos:

» Planificacion global de la asignatura de matematica de 11°, para complementar y
enriquecer la informacion estatica que proporciona € programa de la asignatura de
matematica de 11°.

» Organizacion y estructura de las actividades que conforman la unidad didactica del
concepto de derivada para complementar y enriquecer con la informacién estatica
gue proporciona el protocolo de unidad didactica que le proporcionamos. Creemos
importante resaltar que nos interesaba la justificacion que daban a las tareas
matematicas que disefiaban y proponian como una herramienta para caracterizar la
actividad matematica que se generaen €l aula.

3.3.3.3. Sobre e concepto de derivada como objeto de enseflanza y aprendizaje

(fase deintroduccion einstitucionalizacion del concepto)

Esta entrevista nos proporciona informacion relativa a los antecedentes biograficos del
profesor y sus planteamientos sobre como la experiencias previas con la ensefianza del
concepto de derivada en lainstitucion de bachillerato influyen en su toma de decisiones
con relacion a la planificacion de la ensefianza del objeto derivada, la organizacion de

los contenidos, €l papel de las definiciones, los gemplosy € tipo de tareas que propone.

3.3.3.4. Sobrela evaluacion del concepto derivada

Nos permite indagar sobre las tareas que propone a sus estudiantes para evauar la
comprension del concepto de derivaday, para reflexionar sobre los criterios que aplica
a evaluar este concepto. Igualmente, las justificaciones que daban los profesores a la
presentacion de cada una de estas tareas, nos ayudé en e andlisis posterior de los
procesos cognitivos que consideramos se activan en el proceso de resolucion de las

mismas.
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3.4. Metodologia de analisis

Consideramos que esta es la parte fundamental de este estudio, puesto que de las
decisiones que tomamos con relacion a tratamiento de la informacién que nos
proporcionan los instrumentos y las fuentes de datos consideradas en este estudio
depende en gran medida la riqueza de las conclusiones y laimplicaciones didacticas que
aportara esta investigacion. Hemos definido cuatro fases para e andlisis de la
informacion, tal y como lo esbozamos en la figura 2, y a continuacién describiremos

cadaunade€llas.

3.4.1. PRIMERA FASE: analisis macro delasrestriccionesinstitucionales

3.4.1.1. Conocimiento matematico: Epistemologia e Historia del objeto matematico

derivada

Se hace una revision de libros de Historia y Epistemologia de las ciencias, y de las
investigaciones en Didéctica de la Matematica centradas en |la ensefianza y aprendizaje
del concepto derivada con el propdsito de hacer un analisis epistemol dgico del concepto
de derivada que nos ayude a la construccién de la descomposicién genéticainicial y ala
definicion de los niveles de comprension del esquema de la derivada en las dos
dimensiones definidas (algebraicay gréfica). Este andlisis forma parte de lavariante del
ciclo de investigacion de la teoria APOE que hemos implementado en esta
investigacion, y consideramos que es fundamental porque nos brinda las categorias
tedricas y analiticas que nos permiten abordar, posteriormente, el andlisis micro.

78



UOEIETIIS2AMT BISS U2 EpRiuau|du spereue 2p efo[opolau €] 2p sase 7 wandlg

SO 20 NOIIVEDEIN [

DIpISY LG SaUOIEAING T
" i e A8V VIHYID

DA
HPRIS [P STIIEPIP sauapefdu .ﬂ“T < A QHDFI BISITYNY

TE1aT EpauAE upsedmOsap U] AP UDIIASY - SOSV)

SOT A0 TVaOTD
BISTTYNY %
ASVA VHAIHAL

OPIEAIN0D B SIHPTPIP VIEIRPOUND [P [RGUIE SpEITUY
Hﬂ.ﬂ——ﬁ_uﬂ_ﬂ LUVLEEIRETE ST TRE A ] L —HA—.E_.H s ey

!

79

| owomw
euoisagord oyEapuIcuo) [P synanedmoes sop s¥] Ip wopEIdau) —— SISITYNY
DU [P 0XTRERIP MUSERENOC) L <+ H0 OIArnLsa
Lt et v ASVA VAONNDAS [l
. SHTYNOLINLLLSNI
R SANOIOMMLSAH premm
auasep uppeusey ¢ o~ M= | SVTAASISITYNY [€ germvay
Epitaiap ap oadasunes pp efeemasids £ epomiy | ASVA VAIWTHd .



3.4.1.2. Formacién docente

Se hace un andlisis de los programas de las asignaturas de célculo diferencial y fisica
mecanica del primer ciclo de la licenciatura en la que fueron formada los profesores,
con € propdsito de caracterizar a objeto derivada en la institucién Licenciatura en

matematicay fisicadel sistema educativo colombiano.

3.4.1.3. Disefio curricular

Con el proposito de describir laforma como vive el objeto derivada en la institucion de
bachillerato del sistema educativo colombiano, se hace un andlisis de la organizacién y
estructura de los contenidos programaticos que proponen los libros de texto de
matematica de 11° y fisica de 10° como sustitutos de los programas curriculares
oficiales. Como sintesis del andlisis de las restricciones institucionales presentamos la
figura3.

3.4.2. SEGUNDA FASE: analisismicro del conocimiento profesional del profesor

3.4.2.1. Andlisisde los casos

En esta memoria se entiende el estudio de casos, como la investigacion intensiva de un
anico objeto de indagacion social, tal como: un aula, un colectivo de profesores, un
individuo, etc. Si bien es cierto, que gran parte de las investigaciones etnogréaficas, en la
gue también se enmarca este estudio, se centran en el estudio de un caso, hay varias que
incluyen la comparacion de dos o més casos (Goetz y LeCompte, 1988; Biddle et al.,
1989). En esta investigacion, nos planteamos los dos niveles de andlisis que se
contemplan en los estudios de casos, primero nos sumergiremos en un estudio riguroso
y exhaustivo de cada uno de los profesores de matematica y fisica de Barranquilla que
participaron en la investigacion, y posteriormente, intentaremos aproximarnos a un
andlisis global de los casos que nos permita hacer una comparacion de las

singularidades y diferencias encontradas en el andlisis particular de cada uno de ellos.
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En total, abordamos el estudio de cinco casos. la eleccion de estos profesores, en cierta
medida estuvo condicionada por la investigacion previa (Badillo 1999) y por las
limitaciones de la investigadora, pues me encontraba desde hacia algunos afios en
Barcelona y los profesores estaban laborando en Colombia. Iniciadmente, nos
planteamos seguir profundizando con los mismos profesores que participaron en la
investigacion piloto, pero dos de ellos no quisieron colaborar, y solo € profesor B,
forma parte de los participantes de la actual investigacion. Los otros cuatro profesores
los elegimos porque aceptaron las condiciones de ser grabados, entrevistados,
proporcionar material escrito, etc. En la siguiente tabla se especifican algunas de las

caracteristicas de cada uno de estos profesores:

ARACTERISITCAS [ EX PER|IENCIA TIPO DE OTROS
PROFESOR LABORAL (Afios) INSTITUCIONES ESTUDIOS
Universitaria Master en educacion
A 28 Colegio de Bachillerato | Cursos doctorales en Educacion
(privados)
Formador de profesores- | Especiaizacion en la ensefianza
B 22 universitario delasciencias naturales
Colegio de bachillerato Diplomado en Educacion
(oficial-sector rural) matemética
C 12 Colegio de bachillerato Cursos de actualizacion
(oficial-sector rural) pedagdgica
D 9 Colegio de bachillerato Cursos de actualizacion
(oficial-sector urbano) pedagdgica
Formador de profesores-
universitario
E 25 Colegio de Bachillerato | Master en educacion en gestion
(privado y oficia) escolar
Funcionario dela
Secretaria de Educacion

En nuestro propodsito de ser 1o mas rigurosos posible en el disefio metodol 6gico, hemos
definido para €l estudio de las formas de conocer que tienen los profesores de la
derivada como objeto matemético y como objeto de ensefianza y aprendizgje, unas
categorias para cada una de las componentes del conocimiento profesional, intentando
siempre describir e interpretar con la misma intensidad y rigurosidad cada una de €ellas
(ver figura 4). Esto en algunos momentos, puede valorarse como exagerado, puesto que
la lectura de los casos puede tornarse un poco repetitiva y aburrida, debido a las
repeticiones que hay en muchos de ellos.
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A continuacién describiremos la forma como se hizo el andlisis de cada una de las
componentes del conocimiento profesional del profesor, que es €l ge del estudio de los

casos, Y las categorias que definimos para el estudio de cada una de éstas.

i. Componente de contenido disciplinar: € concepto de derivada como objeto

matematico

Siguiendo los estudios de Norman (1992; 1993), nos dispusmos a preguntarles
directamente a los profesores sobre aspectos concretos del contenido matemaético, para
intentar inferir e nivel de comprension que tienen los profesores sobre e objeto
matematico derivada. Como ya mencionamos en apartados anteriores, utilizamos dos
instrumentos que nos permitieron abordar 1o que e profesor sabe sobre la derivada:
cuestionario indirecto y entrevista con vifietas; pero de igual manera, los documentos
elaborados por e profesor (programacion, unidad didactica y evaluacion) se

convirtieron en otra fuente de informacion valiosa

Para el andlisis de los niveles de comprension de la derivada, tuvimos en cuenta las
categorias tedricas y analiticas que nos proporcionan el marco de la Teoria APOE: (1) la
descomposicion genética del concepto de derivada; (2) las perspectivas acciones,
proceso y objeto; y (3), los niveles de comprensiéon del esquema de la derivada en las
dos dimensiones que definimos (algebraicay grafica), en término de latriada intra, inter
y trans propuesta por Piaget y Garcia (1982) e incorporadas a la teoria APOE para €
estudio de conceptos complejos como la derivada. Este necesita un tratamiento como
esguema, puesto gque estd conformado por la coordinacion interna de varios objetos

matemati cos (para una mayor descripcion ir alaseccion 4.1.2.)

La metodologia implementada para el anadlisis de esta componente del conocimiento

profesional, se encuentra sintetizada en lafigura 5, y a continuacién la describiremos:

1. Transcripcion literal de la entrevista con vifietas (ver anexo 5)
2. Transcripcion literal de la entrevista sobre la justificacion del proceso de resolucion
de los problemas del cuestionario, incorporando la respuesta de cada una de las

preguntas del mismo (ver anexo 4).



3. Primera sintesis de la informacion: elaboracion de unas tablas resumen donde se
destacaban los aspectos mas significativos en las respuestas de los profesores del
concepto de derivada como objeto matematico (ver anexo 8)

4. Construccién de las redes sistémicas® de cada problema: metodol égicamente
primero construimos las redes sistémicas de cada uno de los problemas del
cuestionario y de las vifietas (10 en total, porque la vifieta VI, que es lade laversion
de la paradoja tuvo un tratamiento de andlisis diferente; para una mayor descripcion
ver anexo 7). Esto lo hicimos con dos objetivos: (1) familiarizarnos y organizar la
informacién; y (2), definir las categorias tedricas y analiticas que nos permitieran
estructurar €l analisis de ésta componente en cada uno de los casos. Sin embargo,
estas redes en la memoria aparecen posteriormente en el andlisis global de los casos.

5. Definicién de categorias. a partir de los datos obtenidos y organizados en las redes
sistémicas, definimos las categorias del concepto de derivada que queremos indagar
a profundidad, porque consideramos relevantes para la comprensién de este
concepto: los conceptos estructurantes, la relacion entre |os objetos pendiente de la
recta tangente y razon de cambio en la construccién del macro objeto f ’(a), y la
relacion (tanto grafica como algebraica) entre los macro objetosf ’'(a) y f ' ().

6. Triangulacion de la informacion: definidas las categorias, distribuimos los
problemas teniendo en cuenta las categorias definidas, y se construyen las lineas de
coherencia del proceso de resolucion (Garbin, 2000). En total construimos tres lineas
de coherencias, clasificando los problemas de |a siguiente manera:

» Lineade coherencia 1: relacién entre los objetos pendiente de |a recta tangente
y razén de cambio en la construccion del macro objeto f ’(a). Se tuvieron en
cuenta las respuestas a los problemas: 3 y 4 del cuestionario, y la V de las
vifietas.

» Linea de coherencia 2: la relacion grafica entre los macro objetos f '(a) y
f ’(x). Se tuvieron en cuenta las respuestas a los problemas: 1 y 2 del

cuestionario, y lalV delas vifietas.

% Las redes sistémicas son un instrumento de organizacion e interpretacion de datos cualitativos
propuestos por Bliss y Ogborn (1979, 1983). ESs un instrumento que permite tratar cuestiones abiertas o
entrevistas, cuyo origen de andlisis se deriva de la linglistica sistémica. La cua esta interesada en la
descripcion y representacion del significado (Bliss y Ogborn, 1979). Posteriormente, se ha ido
extendiendo a los andlisis no linglisticos cuyo problema central era la extraccion, codificacion y
representacion de informacion tanto linguistica como no linglistica; es decir, pensamientos, ideas,
hechos, etc. En nuestro departamento de Didéctica de la mateméatica y de las ciencias experimentales,
numerosos son |os trabajos que han utilizado este instrumento. Concretamente en €l &rea de matemética
citamos los estudios recientes de: Azcérate (1990), Garbin (2000) y Calvo (2001).
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» Linea de coherencia 3: larelacion algebraica entre los macro objetos f '(a) y
f ’(x). Se tuvieron en cuentalas respuestas alos problemas: 5 del cuestionario, y
lal, I1'y Il delasvifietas.

7. Descripcion del andlisis. triangulando la informacion que proporcionan los
problemas organizados en cada una de las lineas de coherencia con la informacion
gue nos proporcionaban las entrevistas semiestructuradas, se describen y se infieren
los niveles de comprension del esquema de la derivada gque tienen cada uno de los
profesores teniendo en cuenta las categorias tedricas que nos proporciona la Teoria
APOE.

ii. Componente de contenido didéactico: € concepto de derivada como objeto de

ensefianza y aprendizaje.

En la descripcién de las formas de conocer que tienen los profesores de la derivada
como objeto de ensefianza y aprendizaje, hemos puesto énfasis en el estudio de las
tareas que €l profesor disefia e implementa, tanto en la unidad didactica como en las
evaluaciones. Cuando un profesor de secundaria disefia la ensefianza de un concepto
matemético a unos estudiantes determinados y en un colegio concreto, aplica una serie
de experiencias y conocimientos que haido estructurando con la préactica; es decir, que
su conocimiento matemético ha sido contextualizado o situado por medio de la préctica
Por tanto, una parte importante de la préactica profesional del profesor se centra en el
disefio, eleccion, modificacion y uso de tareas focalizadas en un contenido matemético
concreto y utilizadas con un objetivo educativo (Llinares, 1996). De alli que, en este
estudio le damos relevancia al andlisis de las tareas y a lajustificacion que hacen de las
mismas como una forma de €elicitar elementos de las dos componentes del conocimiento
profesional del profesor que nos interesa describir.

Igualmente, nos centraremos en € andlisis de la transposicion didactica que hace del
concepto de derivada para ser ensefiado en la institucion de bachillerato del sistema
educativo colombiano (Chevallard, 1997; Espinoza, 1998; Espinozay Azcarate, 2000).

Para ello, implementamos la siguiente metodologia de andlisis:

1. Descripciéon de la estructura y organizacion que hace de los contenidos en el
programa de matematica de 11°
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2. Descripcion de la estructura y organizacion que hace de los contenidos en la unidad
didactica, definiendo las siguientes categorias de andlisis, que se sintetizan en la

figura6:

i. Itinerario didactico que adopta para la ensefianza de los conceptos del calculo
diferencial

ii. Conceptos estructurantes que justifican lastécnicasdef ' (a) y f ' (X)

iii. Técnicas que utilizan para calcular los macro objetosf ' (x) y f ' (a)

iv. Definicion del macro objeto f ' (x) y del macro objeto f ’(a)

3. Andlisis de las tareas que presentan en laevaluacion y en launidad didactica. Dadala
cantidad de informacién con la que contdbamos para € andlisis de la actividad
matematica en relacion con el concepto de derivada, en total 36 tareas propuestas en
las evaluaciones y 416 tareas propuestas en las unidades didacticas elaboradas por
los profesores, tomamos la decision de analizar primero las tareas que los profesores
proponen en la evaluacion y, posteriormente, a partir de la tipologia definida con €l
andlisis de las primeras, abordar €l andlisis de las tareas propuestas en las unidades
didacticas. Esta decision metodolgica la tomamos por las siguientes razones. (1)
reducir notablemente e numero de tareas por analizar (36 en total), lo cua nos
facilitd el acercamiento y definicion de una primera tipologia de las tareas que los
profesores consideraban importantes para evaluar la comprensién de los macro
objetosf (x), f'(a) y f ' (x); (2) facilitar el procesamiento y la clasificacién de la gran
cantidad de tareas presentes en las unidades didacticas (416 en total) a partir de las
14 categorias definidas en el andlisis de las evaluaciones. Lo cual nos permitio
centrarnos en el andlisis de las que no podiamos incluir en la tipologia inicia y
aportaban elementos nuevos al tratamiento de estos macro objetos. Fue asi como
ampliamos a 32 los tipos de tareas que caracterizan la actividad matemética en el
nivel de secundariay bachillerato del sistema educativo colombiano, gue se pueden
visudlizar en la tabla 21 del capitulo 5; y (3), rastrear si las tareas que se evallan
forman parte de la actividad matemética que generaen el aula, o si por €l contrario,
se evalUan aspectos de los macro objetos f (x), f ' (@) y f ' (x) que no han sido tratados
previamente por los profesores. Lo cual nos ayudd en € andlisis de la coherencia
entre el discurso, lo que dice que se hace y 1o que reamente hace € profesor en

clase.
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A continuacion nos centraremos en la descripcion de la metodol ogia implementada para
el andlisis de las tareas y presentaremos € instrumento que disefiamos para este

propdsito.

= Apdlisisdelastareas

En este estudio tendremos en cuenta, para e andlisis de las tareas y actividades
propuestas en las evaluaciones del concepto de derivada, en la unidad didactica
elaborada por el profesor y en los libros de texto, la consideracion de que €
conocimiento de un concepto matematico que posee un estudiante es el resultado tanto
de lainteraccion entre €l estudiante y la tarea, como de las caracteristicas de la tarea en
si misma (Garciay Llinares, 1994). Por tanto, se intentara diferenciar en este andlisis
dos elementos claves propuestos por estos autores:

1. Las caracteristicas textuales de | as tareas.

2. Lanaturaleza de la actividad cognitiva que se genera a partir de ellas.

Con relacion al primero, las caracteristicas textuales de las tareas, nos centraremos en
un andlisis descriptivo de las caracteristicas de las tareas matematicas, atendiendo a uso
de los sistemas de representacion matematica y la traduccién entre sistemas de
representacion que requiere la tarea para ser solucionada. Consideramos que las
investigaciones en Educacion Matematica han reportado numerosa informacion sobre el
papel que juegan las representaciones y la traduccion entre representaciones de los
conceptos mateméticos en los procesos de aprendizaje y ensefianza de los conceptos
mateméticos (Janvier, 1987; Kaput, 1992; Tall, 1991; Duval, 1996; Garbin, 2000; Font,
2000; Llinares et al., 1996; Rico et al., 1997).
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En lo que respecta al segundo elemento a tener en cuenta en €l andlisis de las tareas, la
natural eza de la actividad cognitiva que se generaa partir de lainteraccion entre la tarea
y €l estudiante, partimos de la consideracion de que el esquema personal que tiene un
estudiante de un concepto matematico emerge como resultado de la actividad
matemética que ha realizado anteriormente para resolver las tareas a las que se enfrenta
durante €l proceso de aprendizaje. Por tanto, la presentacion de la tarea juega un papel
importante, pero también son importantes |os procesos cognitivos que demanda en los
estudiantes cuando se enfrentan a su resolucion. Para describir |0os procesos cognitivos
que demanda |la tarea en los estudiantes, nos apoyaremos en la teoria APOE propuesta

por Dubinsky y sus colaboradores.

Para describir e interpretar |a actividad matematica que €l profesor dice que realizaen €l
aula, hemos tomado como unidad de andlisis |la tarea matematica que los profesores
disefian, proponen y dicen que implementan, tanto en la unidad didéctica del concepto
de derivada como en las evaluaciones que hacen del concepto matematico. Teniendo en
cuenta los niveles de concrecion que los profesores hacen del curriculo, € itinerario de

analisis que deberiamos seguir de los instrumentos proporcionados por €l profesor seria:

Programas curriculares oficiales — Programacion de la asignatura — Unidad
didactica del concepto de derivada (y/o libros de texto) — Evaluacion del
concepto

Sin embargo, dada la cantidad de informacion con la que contamos para €l anadlisis de la
actividad matemética en relacion con € concepto de derivada, hemos tenido que tomar
unas decisiones metodoldgicas que nos permitieran realizar un andlisis riguroso de la
misma, sin dejar de lado elementos interesantes ni caer en un reduccionismo simplista.

Por tanto, en este estudio hemos optado por el siguienteitinerario de andlisis:

Evaluacion del concepto— Unidad didactica del concepto de derivada (y/o libros
detexto) —» Programacion de la asignatura — Programas curriculares oficiales

El anterior itinerario de andlisis nos permite centrarnos realmente en los aspectos del
concepto de derivada que € profesor considera relevantes, y que a su vez pretende que
sus alumnos hayan comprendido una vez ha terminado |a ensefianza (tareas que evalta),
para posteriormente rastrear en la unidad didactica (UD) las tareas matematicas que ha

tratado en € aula (tareas propuestas en las diferentes actividades que propone en la
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UD), vy, finamente, analizar como éstas encajan dentro de la formacion matemética
global que los profesores buscan de sus alumnos al terminar un curso escolar concreto

(logros propuestos en la programacion de la asignatura).

Consideramos que este itinerario nos permite ver reamente la coherencia y la
consistencia del esquema del concepto de derivada que el profesor dice que trabaja del
concepto matematico en cuestion, y nos acerca a un andlisis mas rico del conocimiento
del profesor del concepto de derivada como objeto matemético y como objeto de
ensefianza y aprendizagje, partiendo siempre de los instrumentos proporcionados por €l
(programacion de la asignatura de matematica de 11°, unidad didactica del concepto de
derivada y/o libros de textos, y evaluacion del concepto). Enriquecemos esto con la
triangulacion de la informacién que nos proporcionan las entrevistas realizadas a
profesor, donde les brindamos la oportunidad de reflexionar sobre la elaboracion e
implementacion de dichos instrumentos en el aula de clases.

El instrumento que hemos disefiado para €l andlisis de las tareas que el profesor propone
en las evaluaciones, es una tabla que consta de ocho categorias englobantes que hemos
denominado: tipo de problema, profesor, problema, representaciones, técnicas,
conocimientos involucrados, procesos cognitivos y recursos tecnol dgicos. La eleccion y
definicion de estas categorias se hizo atendiendo al marco tedrico en € que nos
basamos, como son los organizadores del curriculo propuestos por Rico (1997) y la
Teoria APOE liderada por Dubinsky (1996). Estas categorias a su vez se encuentran
subdivididas en varias subcategorias que nos permiten hacer un anaisis més detallado

de cada unade ellas, tal y como se pueden observar en latabla 4.

Con la primera categoria, denominada tipo de problema, se busca generar una tipologia
de problemas que usualmente son tratados en €l nivel de bachillerato del sistema de
ensefianza colombiano. Esta tipologia nos permite, en primer lugar, simplificar €l
anadlisis posterior de las tareas que cada profesor propone en la unidad didactica; en
segundo lugar, nos ayuda a establecer relaciones comparativas entre las diferentes
actividades que proponen los profesores que participaron en este estudio; y en tercer
lugar, nos ayuda a €licitar las tareas matematicas que estan ausentes de la préctica
matematica en nuestro contexto, y que se pueden rescatar a través de la reflexiéon sobre
las mismas, en cursos de formacion permanente del profesorado.
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La segunda categoria, profesor, nos ayuda a realizar un andlisis globa (vertical) de
todos los profesores que participaron en el estudio, 10 que nos permite establecer
similitudes y diferencias; convergencias y divergencias entre las diferentes préacticas
mateméticas que coexisten en nuestro sistema, en relacion con un mismo concepto; y
también nos permite hacer un andlisis particular de cada profesor (horizontal) que nos
desvele la coherencia y la consistencia del esquema del concepto de derivada que
exhibe cada profesor, y que nos dé luz, posteriormente, para proponer agunos
lineamientos sobre la formacion permanente del profesorado de Colombia en célculo
diferencial.

Para justificar las categorias que siguen, hemos de detenernos un poco en los
organizadores del curriculo propuestos por Rico (1997). Desde la conciencia de que €l
conocimiento matemético per se no agota la necesidad organizativa del curriculo, este
autor ha propuesto la necesidad de hacer un andlisis que contemple otros aspectos
relevantes, de los cuales nosotros hemos extraido para €l andlisis de las tareas los
siguientes. fenomenologia, contexto, representaciones y traduccion entre
representaciones, recursos (uso de la tecnologia), los conocimientos matematicos
involucrados y las técnicas que requieren, dejando implicito en ellos otro organizador,

como lo es, €l uso de lahistoria

Desde este marco, la categoria problema, la hemos dividido en tres subcategorias:
enunciado, fenomenologiay contexto. El enunciado nos lleva a visualizar las tareas que
plantean los profesores, nos permite ver caracteristicas comunes entre las situaciones
problemas, y a establecer la tipologia de problemas que plantean los profesores, es
decir, nos ayuda a observar la frecuencia con la que ciertos tipos de problemas aparecen
en la actividad propuesta por un profesor determinado y, a su vez, las similitudes y

diferencias entre las tareas que plantean |os profesores en general.

El andlisis fenomenol 6gico de | as tareas se encuentra influenciado por lavision de Puig
(1997); por tanto, enfocamos nuestro interés en describir “cudles son los fenGmenos
paralo que es e medio de organizacion y qué relacion tiene e concepto y la estructura
con esos fendmenos” (p. 63). Esto nos lleva a entender al andlisis fenomenol 6gico desde
dos perspectivas. la consideracion de la pargja (fendmenos-matemética), donde la
matemética organiza a los fendmenos; y la aceptacion de que dado que las mateméticas
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pueden organizar otras mateméticas, éstas pueden convertirse a su vez en fendmenos, y
pasar a formar parte del primer elemento de la pargja. Es decir que para la clasificacion
y generacion de latipologia de tareas nos centraremos en dos de las fenomenol ogias que
identifica Puig: la fenomenologia pura, entendida en la actividad que proponen los
profesores con la matemética en su estado actua y su uso actual; y la fenomenologia
histérica, entendida en €l trabajo que proponen los profesores a partir de |os fendmenos
para cuya organizacion se cred el concepto matematico en cuestion y como se extiende

a otros fendbmenos en otras ciencias.

La categoria de contexto se encuentra directamente relacionada con la de
representaciones; en paabras de Duval (1996), esta relacion viene dada en los
siguientes términos. en matemética se habilitan diferentes lenguajes matematicos, como
el algebraico, analitico, geométrico, grafico y verbal, cada uno de estos lengugjes
contextualiza € problema o la tarea en un contexto algebraico, analitico, geomeétrico,
grafico y verbal, respectivamente. Y, a su vez, cada lenguaje matematico utiliza ciertos
registros de representacion semiética que pueden ser de tipo lingistico y no lingtistico.
Por tanto, la categoria de contexto nos permite ver la interaccion que hay entre el
lengugje utilizado en €l enunciado y el sistema de representacion en el que se expresa,
que influyen sobre la actividad cognitiva de traduccién que demanda la solucion del

mismao.

Con relacién a la categoria que hemos denominado representaciones, como ya
mencionamos inicialmente, consideramos que e uso de las representaciones, las
traducciones y las relaciones entre representaciones juegan un papel muy importante en
la comprension de los conceptos mateméticos, y mas concretamente, en la comprension
del concepto de derivada. Bajo este punto de vista, Font (2000) recoge y plantea la
siguiente hipotesis para el estudio de las técnicas que permiten calcular f ' (x), y de las
representaciones y traducciones entre representaciones de f (x) y f ’(x) activadas en

estas técnicas:

“El cdculo def’(x) dadaf (x) se puede interpretar como un proceso en el que se ha
de considerar:

I.  Traducciones entre representaciones de f (x)

I1. El paso de unarepresentacionesdef (x) af ' (x)

I11. Traducciones entre representacionesdef ' (x)” (Font, 2000)
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Baséndose en los trabajos de Janvier sobre las traducciones entre las formas de
representar el concepto de funcion, Font (2000) amplia las traducciones entre
representaciones de una funcion al campo de la derivada y la integral, es decir que
disefia un instrumento que permite recoger traducciones entre representaciones del
objeto funcidn, traducciones entre representaciones de la funcion derivada, €l paso entre
una forma de representar el objeto funcidén a una forma de representar el objeto de
funcion derivada, y finalmente, traducciones entre la formas de representar la funcion
derivada a diferentes formas de representar la funcion primitiva. La tabla 5, recoge la
propuesta elaborada por este autor, que es un instrumento complementario a la tabla de
andlisis de tareas que estamos describiendo, y que se utilizara para describir las
representaciones materiales externas (ostensivos) activadas en las diferentes técnicas
gue permiten calcular f ’(x) en las tareas disefiadas por los profesores de este estudio.
Igualmente, utilizaremos la tabla 5, para definir en términos de la teoria APOE, los
procesos cognitivos que se activan cuando se realiza una traduccion entre
representaciones de un mismo concepto, o cuando se relacionan representaciones de dos

conceptos matematicos diferentes.

o : 5}‘{%@2 T 100 v el X ((»

f (x) / _

Descripcion
erbal dela
tuacion (f (x))

i ///////////////%////////////
e e

Expreﬂon
simbdlica

Traducciones entre representaciones de la fun lafuncién derivada ala primitiva de una funcién
derivada

% If?;ic?gﬁ égrrlr\r):d ge representar la funcion a una de la %///% raducci

Tabla 5. Tomada de Font (2000)
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Este dltimo instrumento nos ha sido Util para analizar globamente el uso de las
representaciones que hacen los profesores y nos ha permitido visualizar con gran
potencia la riqueza 0 no que hay en la actividad matemética que cada uno de los
profesores hacen en e aula. Igualmente, nos ha ayudado a generar una tipologia de
situaciones problemas que se trabajan en nuestro contexto concreto. Lo cual nos ha
llevado a definir y refinar un conjunto de categorias que nos permitiera recoger todos
los matices que se van generando a intentar clasificar las tareas atendiendo a esta

variable.

Como base tedrica para definir el sistema de categorias tuvimos en cuenta un estudio de
Garcia y Llinares (1994) en el que plantean algunos referentes para analizar tareas
relacionadas con €l concepto de funcién, el cual nos sirvié como punto de partida para
establecer las categorias para la traduccion entre representaciones de f (x), pero a que
en Ultimas proponemos algunas modificaciones. Igualmente, siguiendo este modelo
propusimos un sistema de categorias para las relaciones entre representaciones de f (x) a
f '(x); pararelaciones entre f "(x) af (x), pero que en su totalidad no seran objeto de
estudio en esta investigacion; y finalmente, para traducciones entre representaciones de
f ’(x). El proceso de estructuracion del sistema de categorias anteriormente descritas ha
sido bastante dispendioso y ciclico, porque se fue configurando y enriqueciendo en la
medida que se iban analizando las tareas que proponian los profesores en la evaluacion
y en la unidad didéactica, tratando siempre de respetar la informacién que se obtenia 'y
gue daba origen a otras categorias, hasta establecerlo tal y como lo presentamos a

continuacion.

Creemos conveniente remarcar, que €l hecho de haber propuesto estas categorias para el
andlisis de las tareas, que aln tienen un caracter provisional, no implica que en €
desarrollo de una unidad didéctica se deban tener todas en cuenta En efecto,
consideramos gue seria imposible hacerlo. Lo que en realidad tratamos de mostrar es la
complejidad que tiene el disefio de lastareas, y laimportancia que tiene para el profesor
el tener conciencia y conocimiento de las traducciones y relaciones entre
representaciones que se han de activar durante el proceso de resolucion de las mismasy
los procesos cognitivos que demanda cada una de estas traducciones y relaciones entre

representaciones de los macro objetosf (x) y f 7 (X).
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Categoriaspara €l andlisisdetareas:

. Traducciones entrerepresentacionesdef (x)
. Trabajo dentro de un mismo modo de representacion de f (x)
1.1. Expresién simbdlicade f (x) a Expresion simbdlicadef (x): EST (x) = ESf ()
1.1.1. Caracteristicas del objeto matemético: EST (x) > EST (x)
1.1.2. Célculo de caracteristicas del objeto matemético: ESf (x) = EST (x) 4 ¥
1.1.3. Transformaciones de la expresion algebraica (factorizacion, racionalizacién, etc.):
ESf (x) » EST ()
1.2. Gréficadef (x) agréficadef (x): Gf (x) > Gf (X)
1.2.1. Transformaciones de la gréfica (variacion de escala, de unidades, etc.)
1.3. Descripcion verbal def (x) adescripcion verbal def (x): DV f (x) > DV f (X)
1.3.1. Variacién en ladescripcion de lasituacion
1.4. Tablaf (x) atabladef (x): Tf(x) > Tf (X)
1.4.1. Transformacion en la tabla (interpolacion de datos, modificacion de parametros,
intercambio de variables, cdlculo de diferencias, etc.)
. Traducciones entre dos modos de representacion de f (x)
2.1. Expresion simbolicadef (x) atabladef (x): ESf (x) = T f (x)
2.2. Expresion simbdlicadef (x) agréficadef (x): EST (x) = Gf (x)
2.3. Expresion simbdlicadef (x) adescripcion verbal def (x): EST (x) = DV f (x)
2.4. Descripcion verbal def (x) agraficadef (x): DV f (x) = G T (x)
2.5. Descripcion verbal def (x) aexpresion simbolicadef (x): DV f (x) = EST (x)
2.6. Descripcion verbal def (x) atabladef (x): DV f (x) = T f (x)
2.7. Gréficadef (x) adescripcion verbal def (x): Gf (x) = DV f (x)
2.8. Gréficadef (x) atabladef (x): Gf (x) » Tf (x)
2.9. Gréficadef (x) aexpresion simbdlicadef (x): Gf (x) > EST (x)
2.10. Tabladef (x) adescripcién verbal def (x): T f (x) = DV f (x)
2.11. Tabladef (x) agréficadef (x): Tf (X) > Gf (X)
2.12. Tabladef (x) aexpresion simbolicadef (x): T f (x) = EST (x)
. Tareas que piden explicitamente la utilizacién de un modo de representacion de f (x)
diferente para resolver la tarea planteada (se gecutan acciones estipuladas sin €l uso de
estrategias de resolucion)
3.1. Presentacion: modo algebraico; solucién: gréfica
3.2. Presentacion: descripcion verbal; solucion: formulacidn algebraica
3.3. Presentacion: tabla; solucion: gréfica
3.4. Presentacion: grafico; solucion descripcion verbal
. Tareas de varios pasos, que requieren el uso de estrategias de resolucion
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4.1. Traduccién entre dos modos de representacion de f (x) paratrabajar en € primero de

ellos: f(x)oy > f(x)
4.2. Traduccién entre dos modos de representacion de f (x) paratrabajar en € segin
do dedllos: f (x) > f(x) ¥

4.3. Trabajo dentro de un modo de representacion de f (x), traduccion a otro modo de

representacion de f (x), més trabajo dentro del segundo de ellos:

I HCOR S S N N VR S
4.4. Traduccion seguidade otratraduccion: _— f(x) > f(x) > f(x)
4.5. Traduccidn seguida de otra traduccion, y trabajo dentro del Ultimo modo de
representaciondef (x): _ f(x)>_ f(x) > f(x) ¥
5. Otras

I1. Relacionesentrerepresentacionesdef (x) af ’(x)
1. Trabajo dentro de un mismo modo de representacion
1.1. Expresion simbdlicadef (x) aexpresién simbdlicadef '(x)
1.1.1. Caracteristicas del objeto matemético: ESf (X) ®EST '(x)
1.1.2. Cdéculonuméricoenf’(x): EST (x) ESf’(X) t¥
1.1.3. Traducciones entre representaciones de f (x) seguidaderdaciéon af ' (x): EST (x)
> (X)) =2ESf’'(X)
1.1.4. Traducciones entre representaciones de f (x) seguidadereaciéon af ' (x) y trabajo
numéricoenf’'(x): EST(x) > f(X) 2ESf’'(X) 1 ¥
1.2. Gréficadef (x) agréficadef’'(x): Gf (x) = Gf’'(x)
1.2.1. Interpretacion de las gréficas de f (x) af ' (x)
1.2.2. Emparegjar gréficadef (x) con graficadef ' (x)
1.3. Descripcion verbal de f (x) a descripcion verbal def’(x): DV f (x) = DV f’(x)
1.4. Tabladef (x) atabladef ' (x): Tf (xX) = T f’(x)
2. Relacion entre dos modos de representacion de f (x) af ' (x)
2.1. Expresion simbdlicadef (x) atablaf’(x): EST (x) = T f'(x)
2.2. Expresion simbdlicadef (x) agréficadef '(x): EST (X) = Gf ' (x)
2.3. Expresion simbdlicadef (x) adescripcion verbal def ' (x): ESf(x) = DV f’(x)
2.4. Descripcion verbal def (x) agraficadef ' (x): DV f (x) = G’ (X)
2.5. Descripcion verbal def (x) aexpresion simbdlicaf '(x): DV f (x) & ESTf '(x)
2.6. Descripcion verbal def (x) atabladef ' (x): DV f (x) = T’ (X)
2.7. Gréficade f (x) adescripcion verba def ' (x): Gf (x) = DV ' (X)
2.8. Gréficadef (x) atabladef'(x): Gf (x) = T f’(x)
2.9. Gréficadef (x) aexpresion simbdlicadef ' (x): Gf (x) = ESf ' (X)
2.10. Tabladef (x) adescripcién verbal def ' (x): T f (x) = DV f'(x)
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2.11. Tabladef (x) agréficadef ' (X): Tf (x) = Gf'(X)
2.12. Tabladef (x) aexpresion simbdlicadef ' (x): T f (xX) = ESTf '(x)

3. Tareas que piden explicitamente la utilizacion de un modo de representacion diferente para

resolver la tarea planteada (se gecutan acciones estipuladas sin € uso de estrategias de

resolucion)

3.1
3.2
3.3.
3.4.

Presentacion: modo algebraico f (x); solucion: gréficaf ’ (x)
Presentacion: descripcion verbal f (x); solucion: formulacion algebraicaf ' (x)
Presentacion: tablaf (x); solucion: gréficaf ' (x)

Presentacion: grafico f (x); solucion descripcion verbal f ' (x)

4. Tareas de varios pasos, que requieren el uso de estrategias de resolucion

4.1.

4.2.

Relacion entre dos modos de representacion def (x) y f 7 (X) paratrabajar en e primero
deelloss  f(x)a¥y=>_ ' (X)
Relacion entre dos modos de representacion def (x) y f ' (x) paratrabajar en el segundo
deelloss  f(x)=2_ f'(x)+2¥

4.3. Trabgjo dentro de un modo de representacién de f (X), relacion a un modo de

4.4,

4.5,

4.6.

4.7.

representacion de f ’ (x), mas trabajo dentro del segundo de ellos:

B § CR S R (VR S

Relacion entre dos modos de representacion de f (x) y f ' (X) més traduccion entre
representacionesdef’(x): ~ fxX) = f'X)>__ (X

Relacion entre dos modos de representacion de f (x) y f ' (X) més traduccion entre
representaciones de f ’(x), y trabajo dentro del Ultimo modo de representaci on:
fx)>_ f'xX)->_ f'xX)

Relacion entre dos modos de representacion de f (x) y f ' (x) mas trabajo en el segundo
modo de representacion, seguida de traduccion entre representaciones de f ' (x):
fx)>_ f'xX)o>_ (X

Relacion entre dos modos de representacion def (x) y f ' (x) mas trabajo en el segundo
modo de representacion, seguida de relacion entre el modo de representaciones de f ’ ()
y otro modo de representacion de f (x) seguida de otrarelacion entre € Ultimo modo de
representacion de f (x) con otro modo derepresentaciondef’'(x):_ f(X)=>__
')y fx=2> ()

4.8. Traduccidn entre dos o mas modos de representacion de f (x) seguida de relacion entre

€l ultimo modo de representacion def (x) y f ' (x) mas trabajo en el modo de
representacion def ’ (x):
_  f>_ > fxXe X))y

5. Otras
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I11. Traducciones entre representacionesdef ’(x)
1. Trabajo dentro de un mismo modo de representacion de f ' (x)
1.1. Expresién simbdlicade f ' (x) aexpresién simbdlicade f ’(x):
ESf’'(x) > ESf’(X)
1.1.1. Caracteristicas del objeto matematico: ESf’(x) = ESf’'(x)
1.1.2. Cdculoy andlisis de caracteristicas: ESf ' (x) > ESf'(x) 4%
1.1.3. Transformaciones de la expresion algebraica (factorizacion, racionalizacion, etc.):
ESf’'(x) > ESf’(X)
1.2. Gréficadef ' (x) agréficadef ' (x): Gf'(x) > Gf’(x)
1.2.1. Interpretacion de lagréfica
1.2.2. Transformaciones de la gréfica (variacion de escala, de unidades, etc.)
1.3. Descripcion verbal def ’(x) adescripcion verbal def’(x): DV f’(x) = DV f’'(x)
1.3.1. Variacién en la descripcion de lasituacion
1.4. Tablaf’(x) atabladef’ (X): Tf'(x) > Tf'(X)
1.4.1. Transformacion en la tabla (interpolacion de datos, modificacion de pardmetros,
intercambio de variables, calculo de diferencias, etc.)

2. Traducciones entre dos modos de representacion de f ' (x)

2.1. Expresion simbdlicadef ' (x) atabladef ' (x): ESf'(x) = T f'(X)

2.2. Expresion simbdlicadef ' (x) agréficadef ' (x): ESf'(x) » Gf'(X)

2.3. Expresion simbdlicade f ' (x) adescripcion verbal def ' (x): EST ' (X)=>DV f'(x)
2.4. Descripcion verbal def ' (x) agréficadef ' (x): DV f'(x) » Gf'(X)

2.5. Descripcion verbal def ’(x) aexpresion simbdlicadef ' (x): DV f ' (x)>ESf ' (x)
2.6. Descripcion verbal def ’(x) atabladef ' (x): DV f'(x) = Tf’(x)

2.7. Gréficadef ' (x) adescripcion verbal def ' (x): Gf’(x) = DV f’(x)

2.8. Gréficadef’(x) atabladef’'(x): Gf'(x) = Tf’(x)

2.9. Gréficadef ' (x) aexpresion simbdlicadef’(x): Gf’(x) = ESf’(X)

2.10. Tabladef ' (x) adescripcion verbal def’(x): Tf’'(x) = DV f’(x)

2.11. Tabladef ' (x) agréficadef’'(x): Tf'(x) = Gf'(x)

2.12. Tabladef ' (x) aexpresion smbdlicadef ’(x): T’ (x) = ESf’(x)

3. Tareas que piden explicitamente la utilizacion de un modo de representacion de f ’(x)
diferente para resolver la tarea planteada (se gecutan acciones estipuladas sin € uso de
estrategias de resolucion)

3.1. Presentacion: modo algebraico; solucién: gréfica

3.2. Presentacion: descripcion verbal; solucion: formulacion algebraica
3.3. Presentacion: tabla; solucion: gréfica

3.4. Presentacion: gréfico; solucion descripcion verbal

4, Tareas de varios pasos, que requieren el uso de estrategias de resolucion
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4.1. Traduccién entre dos modos de representacion de f ’ (x) paratrabajar en €l primero de

ellos: f'(x) ey~ f (x)
4.2. Traduccién entre dos modos de representacion de f ’ (x) paratrabajar en el segundo de
ellos: f'(x) > fr(x) 2 ¥

4.3. Trabajo dentro de un modo de representacion de f * (x), traduccidn a otro modo de

representacion de f ’ (x), mas trabajo dentro del segundo de ellos:

B B COR S S SRR, N (VR 8¢
4.4. Traduccion seguidade otratraduccion: _——— f'(x)»>_ f'x)>__ f'(x)
4.5. Traduccidn seguida de otra traduccion, y trabajo dentro del Ultimo modo de
representaciondef’'(x): _ f'xX) > ') = X))y
5. Otras

V. Relacionesentrerepresentacionesdef’(x) af (x) *
1. Trabajo dentro de un mismo modo de representacion
1.1. Expresiéon simbodlicade f ' (x) aexpresién simbdlicade f (x)
1.1.1. Caracteristicas del objeto matemético: ESf ' (x) ®EST (x)
1.1.2. Traducciones entre representaciones de f ' (X) seguidade relacion af (x): ESf ' (x)
> (X)) ®ESf (X)
1.1.3. Traducciones entre representaciones de f ' (x) seguida de relacion af (x) y trabajo
numéricoenf (x): ESf’(x) > f (X) 2ESTf (x) 4 ¥
1.2. Gréficadef '(x) agraficadef (X): Gf'(X) = Gf (X)
1.2.1. Interpretacion de las gréficas de f ’ (x) af (x)
1.2.2. Empargjar gréficadef ' (x) con gréficade f (x)
1.3. Descripcion verbal def ' (x) adescripcion verbal def (x): DV f'(x) = DV f (x)
1.4. Tabladef ' (x) atabladef (x): Tf'(x) = T f (x)
2. Relacion entre dos modos de representacion def ' (x) af (x)
2.1. Expresion simbdlicadef ’(x) atablaf (x): EST’'(X)=T f (x)
2.2. Expresion simbdlicadef ’(x) agraficadef (x): EST’'(x) = Gf (x)
2.3. Expresion simbdlicadef * (x) a descripcion verbal def (x): EST’(x) = DV f (x)
2.4. Descripcion verbal def ’'(x) agréficadef (x): DV f’(x) = Gf (x)
2.5. Descripcion verbal def ' (x) aexpresion simbdlicaf (x): DV f ' (x) = EST (x)
2.6. Descripcion verbal def ' (x) atabladef (x): DV f'(X) 2 T f (X)
2.7. Gréficadef ' (x) adescripcién verbal def (x): Gf'(x) = DV f (X)
2.8. Gréficadef '(x) atabladef (x): Gf'(X) = T f (x)

* Las categorias de las relaciones entre representaciones de f *(x) af (x), no son objeto de estudio en esta
investigacion, salvo las traducciones: 1.2., 2.7., y 2.9., porque si que las encontramos presentes en las
tareas que proponen los profesores que participaron en este estudio.
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2.9. Gréficadef '(x) aexpresion simbdlicadef (x): Gf'(x) = EST (x)
2.10. Tabladef ' (x) adescripcion verbal def (x): T f'(X) = DV f (x)
2.11. Tabladef '(x) agraficadef (x): Tf'(X) = Gf (X)

2.12. Tabladef ' (x) aexpresion simbdlicadef (x): T f ' (xX) = EST (X)

3. Tareas que piden explicitamente la utilizacion de un modo de representacion diferente para
resolver la tarea planteada (se gecutan acciones estipuladas sin € uso de estrategias de
resolucion)

3.1. Presentacion: modo agebraico f ’ (x); solucién: gréficaf (x)
3.2. Presentacion: descripcion verbal f ’ (x); solucion: formulacion algebraicaf (x)
3.3. Presentacion: tablaf ’ (x); solucion: graficaf (x)
3.4. Presentacion: gréafico f ’ (x); solucion descripcion verbal f (x)
4. Tareas de varios pasos, que requieren el uso de estrategias de resolucién

4.1. Relacion entre dos modos de representacion de f ' (x) y f (x) paratrabajar en € primero

de ellos: f'(x)y = f (x)
4.2. Relacion entre dos modos de representacion de f ' (x) y f (x) paratrabajar en el segundo
deellos: f'(x) = f(x) 4 ¥

4.3. Trabgjo dentro de un modo de representacion de f ’ (x), relacidén a un modo de
representacion de f (x), mas trabajo dentro del segundo de ellos:
S N VE S S-S N IR 8

4.4. Relacion entre dos modos de representacion de f ' (x) y f (x) mas traduccidn entre
representacionesdef(x): f'xX)=>_  f(xX)>__ (X

4.5. Relacion entre dos modos de representacion def ' (x) y f (X) mas traduccion entre
representaciones de f (x), y trabajo dentro del Ultimo modo de representacion:
') fx)=_ f(x) Y

5. Otras

Otro aspecto que consideramos importante son los contenidos que se encuentran
inmersos en una tarea matemética cualquiera. Si bien es cierto que hemos dicho que no
deben convertirse en el Unico referente para organizar €l curriculo, consideramos que la
reflexion sobre los contenidos mateméticos que estructuran una tarea mateméatica se
hace necesaria a la hora de disefiar e implementar |as tareas mateméticas que conforman
la actividad en el aula. Igualmente, 1o son las técnicas o procedimientos que se utilizan
para derivar funciones, laintegracién de las mismas para poder solucionar determinadas
tareas y la justificacion tedrica que hacen del uso de ellas, porque éstas condicionan la

actividad matematica de |os estudiantes (Fonsecay Gascon, 2000).
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En la categoria de recursos, nuestro interés pasa por focalizar la atencién en la
utilizacion que hacen los profesores de las nuevas tecnologias como un elemento
enriquecedor en la ensefianza de los conceptos mateméticos, porque consideramos que
proporciona una fuerza visualizadora de los conceptos del célculo que ayuda a la
comprensién de los mismos (Tall, 19853, b; 1991; Dubinsky, 1996). |gualmente, porque
esta categoria nos permite indagar sobre uno de los elementos que consideramos
importantes e imprescindibles a la hora de disefiar programas de formacion permanente

einicia del profesorado de matemética.

Finalmente, en 1o que concierne a la categoria de procesos cognitivos, pretendemos
hacer un andlisis riguroso (lo cual no quiere decir cerrado ni Unico) de la actividad
cognitiva que suponemos ha de emerger cuando un individuo se enfrenta a
determinados tipos de tareas. Para la descripcion de los procesos cognitivos nos
basamos en la descomposicion didactica que hemos realizado del concepto de derivada,
retomando los elementos tedricos que nos proporciona la teoria APOE propuesta por
Dubinsky y colaboradores (1996). Esta nos permite interpretar la actividad matemética
gue han de realizar los estudiantes en términos de |os procesos de abstraccién reflexiva
que demanda la misma: interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, desencapsulacion,

y generalizacion.

Una vez establecidas las categorias para € andisis de las tareas atendiendo a la
traduccion entre representaciones de f (X) y f '(x), y las relaciones entre
representaciones de f (x) a f ’(x), y viceversa, decidimos analizar los procesos
cognitivos asociados a dichas traducciones y relaciones, tuvimos como referente el
trabajo realizado por Janvier (1987), sobre el aprendizaje de funciones, donde define las
capacidades que se desarrollan en un individuo cuando se leen e interpretan los

lenguajes de representacion y posteriormente cuando se traducen entre ellos.

Hacia Descripcion Tabla Gréfica Formula
Deste _—V verbal
Descripcion — Medida Boceto Modelo
verbal
Tabla Lectura — Trazado Ajuste
Graéfica Interpretacion Lectura — Ajuste
Férmula Interpretacion Computo Gréfica —
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Como resultado de este andlisis, hemos intentado aproximarnos a la definicion de los
procesos cognitivos que se activan y las capacidades que se desarrollan cuando un
individuo aborda la resolucién de tareas mateméticas que requieren la traduccion y la
relacion entre sistemas de representacion de los macro objetos f (X) y f ' (x). Para ello,
utilizamos la tabla 6, propuesta por Font (2000), en la que se consigna €l resultado de
este andlisis en términos de |os procesos cognitivos que brinda la teoria APOE, y que a
su vez se convierte en un instrumento de andlisis para describir los niveles de

comprension del esquema de la derivada que tienen |os profesores.

Creemos conveniente resaltar, que los procesos cognitivos que hemos definido para
cada una de las traducciones y relaciones entre representaciones de 1os macro objetos
f (x) y f ' (x), tienen un carécter provisional, puesto que no encontramos elementos
empiricos en las tareas propuestas por |os profesores que nos permitieran analizar todas
y cada una de éstas. lguamente, queremos aclarar, que Si bien es cierto que
instrumento disefiado por Font (2000), muestra la posibilidad de visualizar todas las
posibles relaciones y traducciones entre representaciones que se pueden hacer entre
estos macro objetos, esto no implica gue se tengan que tener en cuentatodas ala horade
disefiar la agenda de ensefianza, de hecho seria imposible por cuestiones redles de
tiempo y, ain mas, lo que este autor propone es que se han priorizar aguellas
traducciones y relaciones que favorezcan a los estudiantes la comprension y relacion

entre estos macro objetos.

Para concretar méas en qué consisten |os procesos cognitivos que requieren la traduccion
entre representaciones de f (xX) y f ’(x) y las relaciones entre representaciones de f (X) y
f '(x), y viceversa, los hemos detallado en las tablas 7, 8, 9 y 10 que esbozamos a
continuacién. Creemos conveniente resaltar, que nos hemos centrado en los conceptos
de funcion derivada y derivada en un punto para hacer € andlisis de los procesos
cognitivos y no hemos realizado un andlisis detallado de los procesos cognitivos que se
activan a enfrentarse a la resolucion de las tareas en relacion con las representaciones
de los conceptos estructurantes del concepto de derivada (funcion, tasa media de

variacion, limite, etc.), porque no es objetivo de nuestro estudio.

105



O TL02 B[ 3p SOUNLLEY w3 (x) | ¥ (X)), §
ap & (x), J ®(x) ] ap sauorsmnasadar anua saucHaE|ad s8] & (%), | £ (x) ] ap saumomasaxdan anua UQLIINPEL B] UEpUELSD anb soanfos sosao0ng 9 BqeL

{ F ndiges S {eealign (aaasfiyn {(x),J ap soumin
ap ssaus) wuanbes | ap weoerueuse | ap nses) musske | op s sk | 09) D3NS B) 0p
[ d Ay Bp e | pp seenusss | [Egees ogpduasagg
LEET ] iaunjae el =aigo BV N
ap ugioe st | ap uosesLgE ap wHanpany | ap e nins ElQE]
{oealgo {==algn ap
P FIESu ] nunnbe ISR musnby sinziyn NI LS R ATt (xhy
(AR SRSy i e i i ) 3P upmgrEdesusog | Ip ueoveausmy | op oo | op ugeermiousn BT
=ozala SO soraanad AT [ENEETTE
Bp epmnettowsa | ap eyorunum) 2 PRI TR T, ugisasdyy
X)) 3 Siid
{anake {=emaigo ap isamlgn (=cafgn I__m. Iy ap R
ilizrbaa Sariceazn ap snsazon] euiznhes ap sresgs) muenhea | s musnbes | i) rumntes | sp sy meankes | 57) UDRENNS B] 3p
PP prTETn | weenioen) | opugieuiusny | o apieniesesn | pp epoenpesnn | e spcesmeusn | pp s e | pp e | [Egsas wepdussag
a0 3p sago woalge —
ik EHITE 20 Beriand o4 un 3p fauanteg spewimidrmasip | ap upemmaimuassp | ap spannsdewosp (xh
I %P WM nedenssn | upioesioisey | ap pereupao) | uponnsdenmssg | ppuonemesss | Cmomnsdensy | € upisejradea & ugnsegrrachouzy EpQEL
- = {5 kg o RELIS) [ soaalgn
walign AL 3p w3 wusiha fmicantea LLTTE Do B SinuTsh muandsa smaianbsy (xly
Un 3p upaaetadnaus | DCIETUNLII) | 3p UpeRLouai] | (ap mimesRsen | bt P UnISEUIpIY | I LR [RISURT) O LR bl L ]
oyakga SINIAIE i sosanoud e muanbes S A e sl WU (X0 el
= ap uparnsdesuses] | wpmaTuouy] | 3p oempuey P EHIETUOLL L) (el R TR = U DL L o e e U [ IO L0 S Barandy
((x1p ap soupmI) txh) {{x}4 3p swupuag p
ua) wgiaEnys By ap (x) (xly EIHOQUIS | wa) ugjams vy ap (x)a [LIN (x5 wappoquaps e
peqaas mppdussag | epgeg, E3gjEIr) upisssdyy | pegsas wppadiosag e, BRI upsasdey .

106



(x}J ap sauniomuasaadar anua wouwonpen e uspuewap anb soanmfos sosacoig L EIqe],

SOINUCS SO0 5 Q0000 (37 Fa60 |0 Uap SEEnsIp 2R mpod med zarzan) ap sk pp opEETEssIa) =
F|GE

Bl 1 BN 3R aaummG a|nagps A upionunss vy ® wapnde anb sosaxoad wa (a0 s aed opeuasasdan) upauny 0aiqo 2 21908 SHMINE Bp UFETIGEN] -
A TREONY 3P SIS 0P SOPME EMUASAJIP 3P UDIIINPE) *UlMang Tun

2 PREENGENL B 39 soadadkn sauuapip Saucioun) ap | oo sopind ap ssuoeeuasadag BN EUn apsemrd o wed sosnoesd 6 BoREOPISDT] =
‘opdasnos

(2p uomussasdag ap sody safuasgrp sop 4 SI0IAUR} Ap T B adnpa Ena pa tolbdusn gl Huanksa un o3 Boaang Ewanbs @Ep UIEE|EiAUD ) =

N Aag (30 »
(XD LK) AqT =

(b i o= (Xp g ArT
(510 &5H 4= (xh] 4] =

(313 i DSRS0 & ORIRIH A0 I pasd Pl 3 aRipaadap RN “UAAREEaa

0] anb SCIEMELA]A] St AnE3 RIS Exuoema ) ap sy L upseasdiam 7] wElmiiiad snb sesasosd sop up ugeung oplqe pp oparnsdeisasyg -
(383 SRMEXHYP AP | AL “SIGEURA 3P SqUIIIAIL SORNUTIE] 3P UGEIEIGIPO SOIEp 3P

ugian|odiapm ] ejqe) B 2P SU0(Es $0) #P SAUOERLLSIEL 58] 2 Bapnse anb sossaond i3 L ns sod opepzsaxian) sooang cialgd [2p sasopar ap UHIETLAOLIIN] =
(71 “ugauny) 2p uionussdal 3 EIPOLLE S3)SEgp AP L XINOED "DOrung num ap

PRPINUNLGS €] 3p sapadse equEip “awoeny ap 52y 603 s0kind 3p suooeuacdal) grauny wum s sussadar mind sosiedd ap oopEUUE) -
{292 “ajuanpaxdapa) 2 apaipuadap sajqeues. S| 2103 BOEIRL ANUPUHEPUL 2 PUSANP EHILEA ST] IP URIIEMINSP S0

S0 B2 CUSIIUEADAE A U332 ‘BOEELA 30 SIPEUE B30 ) coMMung AEnlE Ut imapea usinmsd sob sesasad B0 U upiaun) wpdqo pp eppegsdessacag «

(X)) AT =Txb ]
(X F L= (%)L »
(o iuipg =

(Hlpsge—ixl] L =

203 TUATEFi3ep K OJEaTEaan MU PUSEIPUL 2 A D ojqELnA UalnIEUCS 0] 200 s0iUaE

20| ap opeajiedis sogaueed ap wmaesadagul o £ eagead v ap ugomsadon ep e snb sosaamd S0 ua ugasun) ogaligo jap ngEaEnslemasg -
03 ‘sEpruapo selund

‘oare)d (2 w2 sopnd ap Rangap EgRE o) P RN B| B uapnde anb sosaoosd w3 (0 08 iod opmuasada) using calgo @ AH|DA SHIS|II0 IP BOOETLIOMDIE] =
"I "S3| gL ap *uafLs

SAPARILN ER{EG UGIINLRA 1) B] 3P SO 5] @ wapnde anb sesasod ua (ry ne sod opeuasasdal) soang malqe 2 axges Ee0poE p gaErLLNU] -
Reitiphliak]

P upEonimEsuda ap il SaiseRpp S0) 4 RN ap wmmg gy Fn[n jena 2 ‘olepducy spie miEsnbea an ua ugiauny) Ewanbs pp egREeaEey .

R F Ry Ko
Zh) L+=ixijn =

(X)F s (XpI 05w
.E.__m.“..??:n.i-l

E b ﬂ.E.ﬂ_ulun.uﬁh a apapasdap 3qeumna

‘uaknsead of anh sodEuSj senawmrd Jp uperrasle v £ 53 B| 30 upiadmn = meynmed anb sesasaxd sop un spoeng oafips @p LLTRL LT PRTE e
23 'ssqeuotasadasd apumiEsiaag 2 saeuoodaid s spnpuiea wuEpuadapur 3 FIUNTUHEID JgRELEA DRI

AN =G 3 QpRAE ¥ Wpndn snb mamqadie £ sexuuny sosaasd ua (53 ns sod apeuasasdal) ugeung 0RlGo [ 208 SMINNE 3P UERETLIGLAN] .
A mMang A BHElasaidal ap sopon sauasp ap UMM PR LI BN 3P pepInies B) ap sapadsr

STUEIAFIR BAUNY Sp sw| uoa soqund 3P wpReruasaudal SOAMARIR 3P DOREIYNERY (BHIHE) TN oy nd et ped sosasesd B UQINImPIO0T)
A R [EU DL

UpiEILeaR) 53§ AP SapmusgsR 58 € uspnde sab sosaoosd us (g9 me sod opmumsasda) umouny ogafo @ JGOE SIS AP WPREDIOLIE] -

(1A~ (x)553 »
(XL (0I5 =
(¥ ype—(x1)5q »
e et N

SOATNUHOD S0523304

(X} J 3p sauogaejuasaidad

LU UPRINPEL |

107



{x}, 3 ap sauorsmuasasdal aUS UMIINPED B] UBPUELIAD anb soanuBon sosa300,] g ¥]OE],

SOIRaIU05 ST U7 0plasana [3p 00| H0Ep SEpuITp e iap0d Rl TERLap a0iun) A Fanhs [Ap BgREINEIRD .
EQEE W L5 BuOTEA

3p topguINE Oroqes A GOIFTLNIES B B Uapnar aob sosaanad ua (pg ns Jod opeguasnadng) wpRALEp WOISURE 0BAIQ0 |3 AGOS SAN0|33E 3p UFNETLIOLEIE] -
R TPUARERD T & o B 2P SO *Ue aur] ap uparTuasaklal 3 SOpell SAUIANE 3P USRI "RNAT WUD S PR U I

T 3p sopadse eMuMpp SeanEny 3p S8 e soqund ap sauoiaUsendy WpEALSD UpWn) ] MuaERE moogss wnd $0s00ad ap ugpEOpee]) «
N UN U BpRALER A opia i UREng waiaeng ap eopdaseod go) ap upzeuasaxdal ap sodil sMuIATp

s0] £ sauoiIuny ap upslseduses ‘Saunouny 3p mj ) e [ (2 ofpding S nuanbe un G epETALIp upsun mb |3 BHEEZERED .

L FAQ+ (kI AQ *
(i 1 La—(xp1A0 =
(X 1o ixh ) a0 =

(xjisg+—{xjaq =

13 WG OANEaAnap & ORI aquspaadapul 3 i B aTLTA 175000 0f anb SRIURLE[3

sonoummd AnUD SMALFWAL SIUCKTA ST 3p wingxy A upEeesdsn o) enaed anb somond sof U EpEALAD UL ofge pp ppEnsieEEg -
233 "SEIIUALAJP 3P OENI[ED SAGELTS 2P BN Sonaned ap egisEa PO ‘So1Rp 3p upam o)

{1 | S SAG[RA B9 3 sauaiamiiGjsen su ¢ uapnde anb sosacasd ua (], ns sod oprssuda) RpEAURP BOIDETE 05RO [2 2508 SIBOIINE 3P BYRETLIGLEN] .
D10 TEALAp T & ] B] 3P SMSNHI 0Oy Sf B IESHE 3P SOPOUI SRR 3P BNIANPEE URLIUA] FUN 3D eI

uj AP sopadsn SR SANERUNY AP 5T ued somnd ap upmEsdal EPEALSD SO 0| aquswEsppd mussuda emd ssessadd 3 BpREDIPI0L) -
‘213 ‘spumpuadapm a apusepuadap E)qRLTA SE] anua UGian|al "ajspasdapu 3 AUPUMIIP SH|GELIEA SR] 3P UCITEN] ISP ‘BUOIRA S0] UD DIUBILULRID

A CQUSAIGAN BINUTA S EPMU B oomng anfe un ez umuuad sab speaamd B0 13 epualisg wpaun) walge PR ogpwnsdraEkn] -

R e
(XL 3L (XL 3L
(XpIn+—ixl 1L =

(xhisa—(hJL =

“Jja CPEAL o & 41 F] AP SOLREID 380 & UANLDaL ajiarpuadapal 3 apuaipuadap 3pqEiiEs ‘esmsuen o] anb seiLEHLS i

2p opesqpuds sanaupind sp upeaudom ) 4 eoyw i) ap upeeaadau o) usprid anb sosoomd sof U BpRALER UHIUN] oRg0 [ap ugiaERsEIEIsN] .
‘i ‘srpeuapan sefamed “oun|d ja

ua wajemi 3p RN RaEE 7y ap wma3) 6 E uepnie anh sl U3 (0 ng sod opeguasasdas) epeaiap umauny opd o | g SKIMINE IR UMIETLI0UA0] .
303 “53|gEIREA 2 ‘uE LD SIpRpIUN TR|EIEE

UGIIRIEA, 1) T AP SAUBIIEALNGERG su| ¥ uapniE snb sosomd ua (0 ns dod opEuaEal RpeALED GHIHEN) G10(G0 |2 A0S SAB0|IIE If UEFETLGUAE] =
| ~pdaizad [ap upEmussasdan ap sodl) suasnp

g0 & S201IEN) 0P upiisoduiod SIUN 3P Bruumy B] MAN|3E (BRI |3 “ofapchisas s¥ill EanbeD UM UD EPRALISD UDESIN] Euanbsa Ep egpenEaE) .

(5}, 3 pdl+0xh, 1D =
(x), 3 L a={x), 10 »
Lo+~ 1n =

(x), 3R (K}, 0y »

3 SEpasdapll 3 AU pUAdap SqUELLA UARNIEI0 0]

anh a0quawap somaurmd ap upeesxidngu Ty 4 vy o) 9 ugleasdmm o) umiuad anb seexcd so) ua epraLEap upEn) ojalqe [ap wppaEnederias =
'@ ‘Saqruninsodind JjEsmEs Ral 3 saqruc oo SpEMTAap sspnaUSeg ‘apuapasdapm 2 auacpuadap SHEUTA 0ILERLEL ORHTY

Sas0[EA 3P 0[A3[ES |B uapnin anb scormuga®[e & coappung sesadad ga (5 ns 50dl opeiEssaan) dpRALIS B12EN] HND 3 A0s SI|INE Ip DYPETLISLRE] -
213 "UOIAUN 3] EITEIsaNda) 3P SOPOLE SIENAJIP AP LOIDINEED 'WHIIUN) FEN AP PERImURLCS ] 3 sHods

SIS ‘FIE0EUN 2P S| 603 soqund ap upepEsidal (5Y N ap mued © EprAliap laUR] B aquansmjpl mussuda erd msaend ap opPEURERDY =
A CUEMT | [RURNTL "UpIITILIO|IE|

ST E] 3p SUGHIRLLGHEEN 5T B uapede anb sosasnad me (g NS o opeeskda) TprAlRp ugung olalgo P aigod SEE0PIE Gp BppERLOLTN] e

(), ) A+ (%), 189 =
(2l ppe{=), j5q =

(X} O+ (x).}53 »

(xh15g+(xh. 150 »

SOATNNEND S05A001]

(], } ap sauojagiuasasdad
BIJUD uppRImpELY

108



(%), 1 = (%) | ap sauoramuasadal anua upixepas B) wepuEwap anb soaninfos sosao0n] "5 EjqEL

EOPGEING souURs U2 oqund um ua oprausp £ TpRausp unEauny eeoung ap sogdaxens so) ap worumudu op eodn sajunagm
HOPEE00 soLms Ua opnd un U2 cpralen £ rpralisp uniaung ‘wonoung #p seadaoeo so| ap eorguasaudal ap sodn saqualagp

RO SoLms ua opand un ua tpralep £ npmalap uoiaing westing 2p sosdaowas so) ap mosrrussaudag ap sodn saquasagip
504 A SAUDEIUEY P upis0dusns *SaUnER) ap By B adnpal ens [ oofa)diens s suanbe on U epesUSp o) smanbs Pp e rEDjTIaUaT)
‘BN 20U UA Djend Um UD FEEALp A TERALEPE B0)aUnE upasn) 20 soddmuss o) ap uorseruesssudas ap sody saquamgp
SO A& SINHAUR] 3P B0IHE0dUI3 ‘SU0LIUN] AP BIRUEE B N[ B0 (3 0fadusd spe manbes wn ua BREALIIP HI2UNG eumantiss jap np L NSIUT)

SN & UL 30 UpEME0dI0D Saunelun) 3p eajiieeg 0] 3inga pered 2 ol dusas s muanbes un g rpmALEp upoun) mmanhe ER BpEEEEIEEET .

5 4 SIUBEMEY 3P UpES0dmng SAU0ENEN] 30 B 8] adnjaE) (R (3 ol disos sml musnbes un i3 epeaLSp upisun) wwanbss pp sepEEAEn .

(2, ) A0 & ixbi g =
(3L FLlaa vl ad =
(XL I aa (51 F ALl =

(5], 053 = (X5 A0

RPALIOP T A | U] 2 SOLIAILD §05 0 S0USLLE 13 BLASIAL B] 3] CuOlpeoul Sy (2 Jna|eal tapod eind upiun) op muanbsa @R wemTEsian
oIuEuep jap opnd

TEED UM BOIIUNG ¥ 3 RPSALER B| BFR|D BUSNIL BUN AP foiafqo mMeatuaie anh 3 ud caxooud (3 B3 EpRALIDE Ugesn] e]afge jap neEjmsdeussap
& wmdmde sop anb opesusp upoemy ceslgo |2 W EOIDUNG WEN 30 SOURLA[A SMUARMP mWudaEiE aah 3 o osmaan pp opoensdeany

CAUNZIDP (3 opend
TpED U3 W0IaUN T 3P RpEALEp B 'aEmp musnl mun ap sogeigo wuaaams anb o essond @ o2 eprsuap ugszen) Mafqn pp uesore nsdereasap

A ‘mdrude sof anb EpRAUSp UDEBGR] o0 2 B UESON] BUM 30 ECOUBAISS EMUMAPD usuaAEE 3B 3 @ ossond ap oopapnsdeauy e
Wil 50| anb epeALEp @SOIIUNE RGO |3 = B0IUN] TUn ap SorEuapE Sauasgip uausssan anb e ua essooad Ep egpepnsdnooyg o«

(), I ] aalxlf ] =

L1l gl ] =

WD aixlj] =
(K 15 a=ix)) L =

"33 'ERPIARIUOD ‘UCSXalful 3p &0 FOAEI|UNE] & ECARITWRIL 50 NPEALAN MUSI0E UNEUN] B] 0p BISNI0GNHT 0] Sp STE|jTee an ko)) o
Heaund ayanp w3 amaFue maa e 29 auaipesd T ap o (2 cwod) apnd o3 eung ) ap epRALap £ usaang 3p semanbe S0 3 Upeu| R
Tosoeud |ap upszeTienss B 3p spod [ e madode as anb soougunogu saweiioud @ TRNAR ) SURIPRL RIS B| 0 S0 1RINdIum

Ha ' PEEAEIIRS DU ap seqund SOusujE £ SO sopnd eesalsap “ausiaan uSUN) 1) Ap Sukuts Ty ap ssirer un asey T ankb
“{oqund cuap ) apESur A R] 3 aquaipusd B S 0(EA |3 0 ) ajud um us Upesan| B A RPRALDE & UDEMEN) 35 SEun bad sof o )| puse )
A ‘sEpequEse p opexpuis ‘upeury ey ap axpepoedosd By & e sopend CauanuEeian £ OISR s ] 3P oUDELsu

msippun ja adnm anb epeosuap ugizung vy ap muanbsa (@ s2 o owno olades spo suonbss BN W ooouny ap Emanhsa (AP EHYEREIADAT
TPRALIAR 3f BAIUN ap mUAnkED (@ Uod 4 (PO SAUGIIUR| B[ RIJANR] B UGD B{RIS0E ) unmung ap muanbes [ 900 o) e puis

& B o) speg uajding anb casaiaipacs ) aenpias £ miisosus spmusd anb smefum mea moap auaipsd ap sewanbsa 3p BpEImpanay

() J ol a=ixhin -

(AL Laaixign »
(L faa(xjn =

(5], J 57 da ()50 =

ROLEIED SO1IEA 13 U 1A FpWATIR A BPEALEI 0|01 Ugaain] 35 B0] 9 BpiRsEaIa] a) S0a)] S Ip
w0 & saunoen) 3p uoisosduses Saooung ap e ) sing [Ena @ eladuce s aumenbsa un =2 epesuap uoung Euanhs @R EXEIEIITAT,
FMO[RA SOYNP LD BGE) PN JINGSU0D £ paund U uD UHILE] B] 0P RPESLGP B (B0 op SeEa eR) 3 upies|de

¥
W ey - W v wgiaung ) ap opnafer ‘upiaung ap upsenasesidal op sopo samsiapp
2P UHIINPRE ‘USUN] BUN 3p PRPSUIRND 1 P sooads Srmaapp saeoiuny 20 5e) s snund ap sseonruasandy oposorgred epepussacal

TROIITALSD 3P SH[Ha 5T] 3 EISLTAL e g ] 3P 53 )

] 2P Sparil ] SUSUREIAA Ul O [10g) 3 RaEEE Spati v BISuEp SEnafe ap essooad @ 2 Blaung ol [B AX|US SN0[AXE ) DEETLNUNE] .

A Y AP OIUSUEMIU) UN eNEES WNSUNG WU 3f Musipesd ugesun) o Susiped ugey ) apsSweuEunG mnajes end smxoad Ip UMIEUFUIS0T -

HUHETIAAIRE © (AUE] 3 egad R SR B) mRANp BpRALER B0EUR R || ED S sz |2 = mAUn GEafge |2 2008 SAI0E Ip Ug|IERISLaIN] =

(€)1 A eainlfsg »

(%), 3L ealx) 55T »

(LI (¥))sH »

(150 e lulisg »

SOANITUR0S SO53300,]

(xl, jeizhgap
miu_uai.:aﬂnt A0S WAE[AY

109



DIPME3 2153 ua wrdusued a5 anb (x) 1 € (x), § 2p sauowmuzsacdag ani uoepas e wepumuap onb soaniufos sosasaLg gl eyl

313 FRIRUIER
ap opEsulis wmaung ) ap sspapaidasd REUTTIE & SEUTGHE Sound ‘ouaRiinanep 4 cUaTUmSa SN B ap UM SiEpur (3 3ing

anb epRALEP UauRy € 3p muanbs 9 2 o) cend olydwos SRR EEENbE UR U3 URINUN ap (mafe ap SEuE) Twanbsk AP UMOEZEEN)

‘M3 SERpEET
ap opezgmdls woauny 8] 3 srpupaidond ‘s 4 seunow soqund CORMEINAZER 4 USRS CTUSA B] 3 CUNMOUM SRIESE |3 adknpu

anb epesuap oopuny B) 3p musshes @ e o) s ofduico smu nueebsa un o2 upasan ap (sMalge ap esxus) Pwasbss fap UopEZERUGT .

EAFREE

L1 00 e (6D, )0 =

SOANINE0D S05I00.4

(x}j e ix), jap
sunprerpsaseday a0 nojrejy

110



iii. Integracion de las componentes

Partiendo de los resultados obtenidos en e andlisis de las dos componentes del
conocimiento profesional del profesor, se hace una descripcion de las formas de conocer
que tienen los profesores del concepto de derivada como objeto matemético y como
objeto de ensefianza y aprendizaje en € nivel de secundaria del sistema educativo
colombiano. Los resultados de este andlisis nos proporcionan informacion valiosa para
revisar la descomposicion genética del concepto de derivada. Es decir, para
reestructurar €l andlisis epistemoldgico y didactico asociado al objeto matematico
derivada, que es pieza fundamental para € disefio e implementacion de cursos de
formacion permanente del profesorado tomando como referencia e ciclo de

investigacion de la Teoria APOE.

3.4.3. TERCERA FASE: analisis global de los casos

3.4.3.1. Andlisis global del conocimiento disciplinar: en esta seccién cobra mucha
importancia el uso de las redes sistémicas como instrumento de recogida de la
informacion que facilita la interpretacion de la misma, resatando,
singularidades y diferencias entre las formas de conocer que tienen los
profesores |la derivada como objeto matematico (niveles de comprension del

esgquema de la derivada).

3.4.3.2. Andlisis global del conocimiento didactico del contenido: teniendo en cuenta
la misma estructura de andlisis expuesta para €l analisis de esta componente en
cada uno de los casos, en este apartado se describen singularidades y
diferencias entre las forma de conocer que tienen los profesores la derivada

como objeto de ensefianzay aprendizaje (andlisis de tareas).

3.4.3.3. Revision de la descomposicion genética inicial: en este apartado, se
incorporan los elementos més significativos de las conclusiones de los andlisis
globales de las dos componentes en la revision de la descomposicion genética

inicial que realizamos del concepto de derivada.
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3.4.4. CUARTA FASE: integracion delos analisismacro y micro.

3.4.4.1. Conclusiones generales del estudio: en este apartado se intuye un diagndstico
y formulacion de un fendmeno didactico en la ensefianza del objeto
matematico derivada en € nivel de bachillerato del sistema educativo
colombiano. Las conclusiones se organizaran teniendo en cuenta los objetivos

propuestos en el capitulo tres: metodol dgicos y didacticos.

3.4.4.2. Implicaciones didacticas del estudio: en este apartado se propondran
sugerencias de algunos lineamientos para la formacién permanente del
profesorado, atendiendo a la realidad contextual del conocimiento y la préctica
del profesor de matemética de Barranquilla (Colombia). Para esto, se ha de
triangular la informacién gue arrojan los dos niveles de analisis realizados (ver
figura7).
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