5.1.3. A manera de conclusion: integracion de las componentes del

conocimiento profesional del profesor B

El analisis de las formas de conocer que tiene el profesor B de la derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, nos permite caracterizar algunos
rasgos de la practica profesional que el profesor B genera en el aula (Llinares, 1996). En
términos generales, nos encontramos con un profesor con una consistencia y coherencia
en el manejo de los objetos matematicos clave para la relaciébn y comprension de los
macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x), tanto cuando se enfrenta a la resolucion de problemas
matematicos como cuando propone, disefia y justifica tareas matematicas (en la unidad
didéctica y en la evaluacion). Igualmente, su discurso, con relacion a la derivada como
objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, ha sido coherente a lo
largo de las entrevistas que justifican su practica. Sin embargo, detectamos algunas
incoherencias, en la definicion del macro objeto f ’(a) que el profesor B propone en la
unidad didactica, que pueden hacer emerger inconsistencias en los estudiantes en la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), que hemos intentado describir e
interpretar teniendo en cuenta la triangulacion de la informacion que nos proporciona el
analisis de las dos componentes del conocimiento profesional del profesor que hemos

considerado en este estudio.

Para el analisis de la componente didactica del contenido focalizamos la atencion en tres
aspectos: la programacion, la unidad didactica y la evaluacion. La triangulacion de la
informacion que nos proporciona el andlisis de las tres fuentes anteriores, nos permite
inferir los siguientes elementos sobre la forma de conocer que tiene el profesor B de la

derivada como objeto de ensefianza y aprendizaje:

1. Inicialmente, con el andlisis de la programacion inferimos, que el profesor B
opta por un itinerario didactico tradicional para la ensefianza de la derivada
caracterizado por la introduccion del concepto limite previo a la ensefianza de la
derivada. Sin embargo, al analizar la unidad didéctica, detectamos algunos
matices en el itinerario que implementa este profesor fundamentados por la
conciencia de las dificultades que tiene para los estudiantes la comprension del

objeto limite. En efecto, propone un itinerario, que sigue mas fielmente el
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desarrollo historico, basado grosso modo en ¢l método que utilizaba Newton
para calcular velocidades instantaneas y la pendiente de la recta tangente en un
punto a partir de las pendientes de las rectas secantes, cuando éstas se aproximan
a la recta tangente, y a partir de alli introduce la definicion del macro objeto
f’(a) y, posteriormente, la definicién del macro objeto f ’(x).

2. Laresolucion de problemas es el eje que estructura la introduccion y desarrollo
de los objetos matematicos inmersos en la unidad didéactica. La metodologia que
plantea en la unidad didéactica, podriamos enmarcarla en las nuevas visiones
constructivistas de la ensefianza y el aprendizaje. El profesor parte de los
conocimientos previos que tiene sus estudiantes, a partir de la resolucion de
problemas significativos y la discusion entre iguales busca la modificacion de
estos conocimientos hasta llegar a la formalizacion de los mismos.

3. Las tareas propuestas en las evaluaciones y en la unidad didactica, reflejan la
comprension y relacion que tiene el profesor B de los macro objetos f (x), f ’(a)
y f ’(x). Son tareas de una gran riqueza conceptual, enunciadas en diferentes
contextos, en las que se usan una variedad de representaciones de estos macro
objetos que requieren de traducciones y relaciones entre representaciones de los
macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x) que pueden ayudar a emerger una perspectiva
objeto de los conceptos funcion, derivada en un punto y funcion derivada,
caracterizada por la activacion de procesos cognitivos complejos (encapsulacion,

desencapsulacion, coordinacion y sintesis).

Si tenemos en cuenta la organizacion que hace de los contenidos en la unidad didéctica
sin detenernos en el analisis de las definiciones que presenta de los macro objetos f ’(a)
y f’(x), encontramos que el profesor B apuesta primero por introducir el macro objeto
f ’(a) y luego el macro objeto f ’(x). Pero, al optar por la notaciéon de incrementos para
definir el macro objeto f ’(a) genera una confusion entre los macro objetos f’(a) y f’(x),
puesto que el uso de la notacidon incremental implica de manera indirecta y sin darse
cuenta, estar avanzando la funcidon derivada. Consideramos que desde este tratamiento
la mayoria de los alumnos no pueden comprender la derivada en un punto definida de
esta manera (no se introduce el macro objeto f ’(a)); o simplemente, no entiende el
cociente incremental como la funcion derivada, sino que termina confundiendo los dos

macro objetos y reduciendo las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a) a la
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sustitucion de variables de X = a en la expresion de la funcidon derivada encontrada a

partir de la aplicacion de cualquiera de las técnicas de derivacion I, 1T o II1.

Esta primera mirada a la definiciéon y tratamiento del macro objeto f ’(a), nos lleva
inicialmente a afirmar que en la unidad didéctica del profesor B no se tratan técnicas
concretas de calculo del macro objeto f ’(a), sino que éstas se reducen a un proceso de
sustitucion de variables a posteriori del calculo de la expresion simbolica del macro
objeto f ’(x); pero posteriormente el analisis de las tareas, nos permite observar y
concluir que algunas de las tareas para ser solucionadas requieren de la aplicacion de
técnicas de derivacion del macro objeto f ’(a) (p.e., calculo grafico en un punto de la
pendiente de la recta) diferentes a la mera sustitucion de la X por a en la expresion
simbolica del macro objeto f ’(x), lo cual nos permite inferir que de alguna manera, el
tratamiento de las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a) forman parte de la

actividad matematica que genera el profesor B en el aula.

Curiosamente, el analisis de las formas de conocer la derivada como objeto matematico
que tiene el profesor B, muestra que este profesor tiene un nivel de comprension del
esquema de la derivada trans algebraico-trans grafico caracterizada por una perspectiva
objeto de los macro objeto f (x), f ’(a) y f ’(x). El profesor B, a través de la resolucion
de los problemas presentados en el cuestionario y en la entrevista con vifietas,
manifiesta una coordinaciéon y relacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), como
elemento y clase; lo cual implica, la coordinacién algebraica y grafica de los objetos
pendiente de la recta tangente, tasa instantanea de variacidon, y razéon de cambio

. Ae . Ama ; AMma
(L|m—;L|m—g; Lim 9

) que engloba el macro objeto f ’(a), y el proceso de
At—>0At At—>0 At~ Amag'—0 Amag'

sintesis de los anteriores objetos en los objetos funcidén pendiente de la recta tangente,
funcioén tasa instantdnea de variacidon y funcion razéon de cambio que engloba el macro
objeto f ’(x). Sin embargo, observamos que a la hora de trasponerlos en la unidad
didéctica, esta comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) no se ve reflejada en las
definiciones que usa de estos macro objetos. Inicialmente, podemos concluir que la
comprension que tiene de los macro objetos no es suficiente para reflexionar ni darse
cuenta de los errores conceptuales e inconsistencias matematicas que tienen las

definiciones de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) presentes en el libro de texto, que son las
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que propone en la unidad didactica, o bien, si se da cuenta creemos que no le da la

suficiente importancia que en nuestra opinion merece.

Contradictoriamente con lo anteriormente expuesto, el andlisis de las tareas que diseia
el profesor B, concluimos que el nivel de comprension trans algebraico-trans grafico del
esquema de la derivada que tiene el profesor B, si se ve reflejado en el disefio de las
tareas que conforman la unidad didactica y la evaluacion del concepto de derivada.
Puesto que la metodologia de ensefianza que implementa, basada en la resolucion de
problemas —enunciados en diferentes contextos y variados en la fenomenologia asociada
a los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), podria funcionar de puente y ayudar a los
estudiantes a hacer las conexiones entre estos macro objetos, e incluso a alcanzar la

comprension y relacion de los mismos.

Todo lo anterior nos lleva a suponer que la presencia de incoherencias entre, por un
lado, la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) que tiene el profesor B y, por
otro lado, la presencia de inconsistencias en la ensefianza de los mismos, se puede
explicar, en el caso del profesor B, en términos de que el curriculo de secundaria y la
forma coémo ha sido formado en esta area del conocimiento, en donde no se le da
importancia al proceso de sintesis del macro objeto f ’(a) en el macro objeto f ’(x),
actllan como restricciones institucionales, e incluso, llegan a tener mas peso a la hora de
disefiar e implementar la ensefianza de estos macro objetos que la comprension que

tiene como resultado de su formacion permanente y de su practica.

Investigaciones realizadas en el estado espaniol (Font, 2000; Inglada y Font, 2002)
muestran: (1) la gran complejidad semidtica que representa el paso del macro objeto
f ’(a) al macro objeto f ’(x) y (2), que los libros de texto espafioles no tienen en cuenta
este fendmeno. En el caso del profesor B, ¢l cambio visto al definir el macro objeto
f ’(x) al intentar diferenciar los macro objetos como elemento y clase, refleja una leve
intuiciéon o conciencia de la complejidad semidtica que involucra el paso del macro
objeto f ’(a) al macro objeto f ’(x). En efecto, en la entrevista sobre la ensefianza de este
concepto, el profesor B, al indagar sobre las ventajas y desventajas que tiene el uso de
algunas definiciones explicita, aunque no lo tenga en cuenta a la hora de trasponerlos en

la unidad didactica, la complejidad semidtica que hay en estas definiciones.
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“Pero aqui, fijate ti si de pronto nosotros interpretamos la nimero 1. Este h, esta
representando este delta y aqui tenemos en el numerador de esta fraccion la
variacion de la funcion. Es que hay una similitud... aqui nos hablan en el 3 de
Ay/Ax, el Ay se refiere a la variacion de la funcién y el Ax la variacion de la
variable x, que es similar a esta la numero 2... Pero yo utilizo o0 me doy mas con
la niimero 2 porque en la tercera los estudiantes no entienden este cociente
Ay/Ax o es menos complicado para mi de explicarlo... Pero me gusta la 2 porque
se explicita en un lenguaje matematico la variacion de la funcidon cuando varia la
variable independiente.”

Inicialmente, basdndonos en el estudio realizado por Inglada y Font (2002; 2003) en los
que concluyen que la razén implicita para introducir la derivada en un punto con la
notacion de incrementos es que ayuda a “justificar” mas adelante la regla de la cadena
porque la notacion de incremento coordinada con la notacion diferencial permite con
comodidad introducir y justificar la regla de la cadena, indagamos en la unidad didactica
para ver cudl era la justificacion que el profesor B daba al uso exclusivo de la notacion
incremental para definir los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Contradictoriamente con lo que
concluyen estos autores en su estudio, nos encontramos que en la unidad didactica del
profesor B no hay un espacio reservado al estudio de la regla de la cadena, lo cual no
nos permite inferir que el profesor B haya optado por la definicion de los incrementos
como un tratamiento previo para la introduccion y justificacion de la regla de la cadena.
Mas bien consideramos que, el uso de la notacion incremental obedece, como ya

mencionamos anteriormente, a los siguientes factores:

1. La tradicion historica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica, mas
en nuestro contexto, donde la formacion del profesorado es bidisciplinar en
matematica y fisica; y, el profesor B es simultaneamente profesor de las dos
asignaturas.

2. La importancia que se le otorga al libro de texto como referente principal para la

transposicion acritica de los conceptos a ensear.

Dubinsky y otros (1995), reflexionan sobre las implicaciones que tienen las diferentes
notaciones que se usan para definir los macro objetos f ’(a) y f ’(x), y consideran
relevante tener conciencia de las connotaciones que cada una de estas notaciones tiene
y la influencia que tienen en la comprension de estos macro objetos. En este sentido,
afirman que si bien es cierto que formalmente las diferentes notaciones significan lo

mismo, cada una de estas notaciones permiten enfatizar diferentes aspectos de los macro
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objetos f (x), f ’(a) y f ’(x). Concretamente, la notacion de incrementos, que es la usada
por el profesor A, enfatiza la interpretacion de la derivada como razon de cambio de una
variable (Y en el caso de las definiciones que propone el profesor A) con respecto a otra

variable (X en este mismo caso). Esta notacién incremental, tiene mas sentido con la

comun notacion, y = f (X). Asi, la notacién:% = f'(x)=Lim es usada para

f(x+h)y— f(x)
X h—0 h

indicar la operacion derivada sobre funciones. Esta notacion enfatiza que estas haciendo

. ., ., . d
la derivada de la “funcion representada por la expresion que sigue” ™ con respecto a
X

X. Y por tanto, proponen una solucidon para la notacion de la derivada en un punto

definida por el cociente incremental de la funcién, asi: di f(x) | wa=f'@.
" -

Finalmente, la conclusion a la que llegan Inglada y Font (2002), y que también
proponen Dubinsky et al. (1995), es el no eliminar el uso de esta notacion, que en cierta
medida si que facilita la introduccion a la regla de la cadena, sino que proponen no
introducirla de entrada y mas atin que no sea la iinica forma de definicion para el célculo
de la derivada en un punto, sino que se haga un tratamiento de diferentes técnicas
graficas, numéricas y algebraicas para construir el macro objeto f ’(a) y se coordinen
varias definiciones usando diferentes notaciones, como por ejemplo, la definicion de la

derivada en un punto como el limite de las tasas medias de variacion:

f(a) = Lim 0= T@

X—a X—a

Lo que quedaria por estudiar es si, cuando el profesor B implementa y desarrolla la
unidad didéctica, hace las distinciones entre estos macro objetos y no reproduce los
errores del libro de texto, puesto que, un aspecto interesante de la unidad didéctica, y
que nos reafirma la comprension que tiene el profesor B de estos objetos, es el itinerario
didactico que propone basado en el tratamiento progresivo de estos macro objetos a
partir de la resolucion de problemas complejos que tienen una variedad de
representaciones, los cuales pueden ayudar a la emergencia en los alumnos de procesos

cognitivos complejos.
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5.2. CASO DEL PROFESOR E

5.2.0. A manera de descripcion del caso del profesor E

El profesor E es licenciado en ciencias de la educacion con especialidad en matematica
y fisica, egresado de la Universidad del Atlantico en el afio 1976. Tiene una experiencia
laboral de 25 afios como profesor de matematica y de fisica alternando entre colegios de
secundaria y el primer ciclo universitario del sector privado. Ha sido durante mas de 25
afios profesor de matematica de varios colegios privados de estatus social alto y medio-
alto, y profesor de célculo diferencial, estadistica, algebra lineal y ecuaciones
diferenciales en las facultades de Ingenieria y Educacion de una universidad privada de
de la ciudad de Barranquilla (Colombia). En la actualidad, ocupa un puesto de
funcionario en la secretaria de educacion de la ciudad de Barranquilla (jornada de la
tarde), es profesor de matematica en los grados 9, 10 y 11 de un colegio privado de
clase social media-alta (jornada de la manana) y profesor de estadistica y fisica en una
universidad privada de la misma ciudad (jornada de la noche). Igualmente, es formador
de profesores en cursos de formacion continuada de actualizacion pedagogica ofrecidos

por el MEN (sébados y en época de vacaciones).

Es un profesor preocupado por su formacidon permanente, manifiesta haber participado
en muchos cursos de actualizacion ofrecidos por las entidades gubernamentales y haber
acabado un Master en educacion en gestion escolar en el afio 1996 en la misma
universidad en la que trabaja. El profesor E se considera una persona muy activa y
constante en su autoformacion, manifiesta interés por la lectura de libros de Historia de
la matematica, Educacién matematica, Investigacion e innovacion educativa y de todas
las publicaciones de las reformas y actualizaciones curriculares emanadas por el MEN,
que le han ayudado en su tarea como formador de profesores; y manifiesta haber
desarrollado investigaciones en el campo de la educacion. Es un profesor que a lo largo
de la recogida de la informacion fue bastante sistematico pero a la vez se prevenia y
evadia dar informacioén cuando entrabamos a preguntar aspectos de su conocimiento

disciplinar.
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5.2.1. Conocimiento disciplinar: la derivada como objeto matematico

Después de analizar las respuestas del profesor E a los problemas planteados, inferimos
que tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada intra algebraico-intra
gréfico, tal y como se ilustra en el figura 10. Este esquema se caracteriza por tener una
perspectiva proceso de los macros objetos f ’(a) y f ’(x), que no son coordinados en la
resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos.
Esta perspectiva proceso de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), estd determinada a su vez,
por la no coordinacion interna de los objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto
f ’(a); y por no llegar al proceso de sintesis de estos tres objetos O;, O, y O3 en los
objetos O’1,, O’ y O’; que engloba el macro objeto f ’(x). En general, podemos inferir
que los procesos cognitivos que activa el profesor E en la resolucion de estos problemas
son la coordinacién de acciones externas y procesos, y la interiorizaciéon de estas

acciones en procesos, tal y como se indica en la figura 10.

A continuacion nos detendremos a describir los aspectos del concepto de derivada que

tuvimos en cuenta para caracterizar el desarrollo del esquema de este profesor.

5.2.1.1. Relacion entre el objeto pendiente de la recta tangentey el objeto razon de

cambio en la construccién del macro objeto derivada en un punto

Las respuestas a las situaciones 3-C, 4-C y V-v del profesor E muestran que, por un
lado, existe una coherencia interna en los procesos de resoluciéon que aplica cuando
aborda estos problemas enunciados en un registro grafico y, por otro lado, encontramos
algunas inconsistencias en el manejo de los conceptos implicitos en la resolucion de los
mismos (ver figura 42). Con relacion a la coherencia interna del proceso de resolucion
del problema, encontramos que el profesor E aborda los tres problemas usando solo la
informacion que le proporciona la grafica y, en la mayoria de los casos, da respuesta a
los interrogantes sin tener que recurrir a informacion externa ni a manipulacion de
procesos algebraicos. Sin embargo, de las respuestas dadas hemos concluido que el
profesor E tiene dificultades en la comprension grafica de los conceptos involucrados en
los problemas, tales como: funcién, tasa media de variacion, razén de cambio, derivada

en un punto y funcion derivada.
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ESQUEMA ALGEBRAICO ESQUEMA GRAFICO

-

Intra
-_/

€

MACRO OBJETO
Funcion derivada

MACRO OBJETO A
Derivada en un punto
| nx Int Int

Objeto,
Pendiente
de la recta

Objetoz
Objeto, Razon de
Limite de la cambio

tasa media

Figura 10. Nivel intra algebraico - intra grafico del esquema de la derivada

Concretamente si nos centramos en el andlisis del problema 3-C, detectamos que el
profesor E tiende a hacer una lectura de la grafica punto a punto, mostrando una
concepcion discreta de los puntos que la conforman. Esto nos lleva a concluir, que este

profesor tiene dificultades para interpretar la grafica que representa la situacion dada. La
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anterior dificultad descrita puede convertirse en un obstdculo para que el profesor
acceda a la comprension de los conceptos del célculo, puesto que, (1) le impide
describir la funcion representada de forma global, atendiendo a las caracteristicas
generales de la grafica, y (2) le lleva a cometer errores como hacer una lectura iconica
de la gréfica, interpretando la grafica de la funciéon como un dibujo modificando el

significado de las variables (Azcarate et al., 1996).

Concretamente, las respuestas a los apartados @) y b) del problema 3-C reflejan,
inicialmente, una interpretacion correcta de la grafica de la funciéon acumulativa
(cantidad de agua en funcion del tiempo), en la que describe la funcion representada de
forma global, atendiendo a las caracteristicas generales de la grafica; y aplica
correctamente el objeto tasa de variacion media para calcular el incremento de la

funcioén en el intervalo indicado, a partir de la informacion que le proporciona la gréfica.

“a) Si en el dia se consumen 20 litros o0 20 cm3, transcurrido 24 horas

b) Entre las 20 y las 24 horas, bueno segun lo que puedo ver aqui... los puntos (24,

20) y (20, 15)... Entonces, haciendo un cociente diferencial alli, se obtiene que:
20-15 5

= 420" 2" por tanto, transcurren 4 horasy se consumieron 5 litros.”
Sin embargo, contradictoriamente a la respuesta anterior, en las respuestas a los items
¢), d) y e) el profesor E hace una interpretacion incorrecta de la grafica (ver figura 12),
caracterizada por la lectura punto a punto de los valores del dominio como respuesta a
cuestiones referidas a intervalos. Este error en la interpretacion de la grafica de la
funcién implica dificultades en la comprension grafica de los conceptos inmersos en la
situacion que son fundamentales para la comprension grafica de los macro objetos f ’(a)

y f ’(x), los cuales son: funcion, tasa media de variacion y pendiente de la recta

tangente.

Figura 12. Grafica del problema 3-C
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Problema 3-C

Respuesta
Item

Interpretacion del enunciadoy lectura correcta

delagréfica

a)

Consumo total de agua es de 20 m’

E

Gré&ficamente

b)

Incremento de la funcién

E

Responde queen 14 >9

Justifica

©)

Porque a las 14 se ha consumido un total de 12 y en 9 se

ha consumido 3 m*

E

Atendiendo a aspectos globales

d)

Entre 6y 12

Porque hay un incremento bastante grande

E

Gr &ficamente

€

A partir del concepto de funcion
(halla el valor de f (7) en la grafica)

Aproximadamente 1,8 litros o m® (Las unidades tienen

que ser de volumen)

E

Problema 4-C

Respuesta
Item

Hacereferenciaala

trayectoria velocidad

Hacereferenciaala

a-b)

Son diferentes

Punto de encuentro No justifica

Va> Vg

E E

Hacereferenciaalatrayectoria

0

No hay momentos donde las velocidades son iguales

Porque las distancias recorridas son diferentes

E

Hacereferencia ala aceleracion

VA> Vg

d)

En todo el movimiento porque B tiene aceleracion constante y
A tiene aceleracion variable

E

Problema V-v

; espuestd Pendiente méaxima Pendiente minima Pendiente nula
tem
Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga | Puntos donde la recta tangente a la
mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X
a) Los relaciona con el crecimiento de la | Los relaciona con el decrecimiento de la | Los relaciona con los puntos max. y min.
funcién funcién
E E E
Responde correctamente
Velocidad méxima Velocidad minima Velocidad nula
b) Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga Puntos donde la recta tangente a la
mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X
Los relaciona con el crecimiento Los relaciona con el decrecimiento No relaciona puntos max. y min.
E E E
Crece masdeprisa Crece menosdeprisa Tasa instanténea de variacion nula
Punto donde la m de la recta tangente tenga | Punto donde la m de la recta tangente tenga | Puntos donde la recta tangente a la
0 mayor inclinacion positiva mayor inclinacién negativa grafica sea paralela al eje de las X

Los relaciona con el crecimiento de la
funcién

Los relaciona con el decrecimiento de la
funcioén

No los relaciona con los puntos max. y
min.

E

E

E

Figura 11. Linea de coherencia de las respuestas del profesor E a los problemas 3-C, 4-C y V-v
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Las respuestas a los items c), d) y e) del problema 3-C, nos permiten describir la
comprension que tiene el profesor E de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), llegando a
inferir las siguientes dificultades en: (1) la interpretacion de graficas que involucran
razones de cambio entre magnitudes que dependen del tiempo; (2) la coordinacion de
los objetos pendiente de la recta tangente, limite de la tasa media de variacion y razon
de cambio; (3) el proceso de sintesis del macro objeto derivada en un punto en el macro
objeto funcion derivada; y (4), la coordinacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en el
analisis tanto de la variacion global de la funcién como en el andlisis de la variacion

local de 1a misma.

Centrandonos en las repuestas a los puntos ¢) y d) del problema 3-C se aprecian las
dificultades que tiene el profesor E para coordinar los objetos pendiente de la recta
tangente y razéon de cambio, y a su vez, para relacionarlo con el macro objeto f ’(a);
puesto que hace una lectura punto a punto del consumo de agua, asignando el valor
mayor del consumo al punto de mayor valor en la ordenada, evidenciando ideas
erroneas sobre el objeto pendiente de la recta tangente y su relacion con la derivada en

un punto que conviven con ideas correctas.

“c)9h—>4

14h—>12=14h>9h
d) Habria que determinar los puntos y observar entre qué hora y qué hora se
consume mas.”

Por su parte, en la argumentacion y justificacion que da el profesor E a la respuesta del
item c¢), se explicita verbalmente la no coordinacioén de los objetos O;, O, y O3, la cual
consideramos estéd fuertemente influenciada por la lectura discreta que hace de la grafica
de la funcion en donde se detecta la dificultad que tiene para interpretar la situacion en
términos del macro objeto f ’(a). Esta dificultad implica a su vez otras dificultades:
(1) en la comprension de los objetos tasa media de variacidn, tasa instantanea de
variacion (razon de cambio) y pendiente de la recta tangente, y (2) en la coordinacién de
los objetos limite de la tasa media de variacion y pendiente de la recta tangente en la

construccion del macro objeto f’(a).

“c) Observamos también como es mayor la cantidad de agua caliente que se esta
consumiendo a las 14 horas, porque a las 14 h ya se han consumido un total de
12 litros aproximadamente, mientras que a las 9 h se estdn consumiendo apenas
4 litros de agua caliente, mientras que a las 14 se han consumido 12 litros. Si el
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estudiante puede establecer un punto... y compararlos... también aqui es muy facil en
el aspecto de que ¢l halle... la pendiente de... de la tangente a la curva en ese... ese
punto y por alli puede determinar facilmente estas cuestiones.”

En cuanto a la justificacion que da al item d), nuevamente el profesor E deja ver que no
coordina los objetos pendiente de la recta tangente y razon de cambio para encontrar el
punto dénde el consumo es maximo (interpretacion del macro objeto f ’(a)), o en su
defecto el intervalo donde el consumo es méaximo (interpretaciéon del macro objeto
f ’(x)). En esta ocasion, nuevamente aplica incorrectamente el objeto tasa media de
variacion para analizar los intervalos donde el consumo es mayor. En primer lugar,
toma intervalos muy grandes que no le permiten aproximarse al objeto tasa instantanea
de variacion; y en segundo lugar, hace una lectura punto a punto del consumo y luego
calcula la variacion de la funcion en los extremos del intervalo, mas no calcula la tasa
media de variacion. De lo anterior podemos concluir que el profesor E tiene dificultades
para relacionar, tanto grafica como algebraicamente, los objetos tasa media de variacion
y tasa instantanea de variacion que son claves para interpretar graficamente los macro

objetos f’(a) y £ ’(x).

“d) Cuando cree que se estaba consumiendo mdas agua caliente, bueno eso... €so
depende, porque... depende del intervalo donde lo vaya a tomar... depende del
intervalo donde lo vaya a tomar, porque aqui de 6 a 12 yo noto que hay un
incremento bastante grande en e consumo... Porque de un litro que se ha
consumido alas 6 dela mafiana, a las 12... 11 litros, 0 sea que se han consumido
10 litros, en esa parte de aqui, después fijate tu aqui... desde las 12 en donde se
han consumido aproximadamente 10 litros hasta las 15... Hasta las 20 se han
consumido apenas 5 litros... 0 sea la variacion depende donde € tipo de horario
gue quiera uno analizar... yo creo que alli... cuando cree que se esta consumiendo
mas agua... YO pienso que eso tiene una dependencia del intervalo que uno
quiera medir.”

Las dificultades anteriormente descritas, también quedan reflejadas en la respuesta al
item e) del problema 3-C, al cual responde que el valor del consumo en el instante t=7 h
es de 1,8 litros o m’. En esta respuesta, el valor de la tasa instantanea de variacion queda
reducido al valor de la ordenada en t = 7, como resultado de la lectura punto a punto de
la grafica (7, 1.8). Esto también se evidencia al especificar las unidades en las que se
expresa este valor (unidades so6lo de volumen), que también es un buen indicador de las
dificultades en la aplicacion de los objetos tasa media de variacion y tasa instantanea de

variacion.
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“e) Bueno a las 7:00 parece que se esta consumiendo cas 1,8 litros 0 m3...
Bueno y las unidades... tiene que ser unidad de volumen.”

La respuesta al problema 4-C, arroja informacion que nos permite confirmar las
conclusiones a las que hemos llegado con el analisis anterior. En primer lugar, aparece
la interpretacion iconica de la grafica, como se puede apreciar en la respuesta al item a)
de este problema, donde se interpreta incorrectamente la grafica espacio-tiempo como la
trayectoria de los coches y no como el espacio recorrido por los coches A y B en cada
momento. [gualmente, encontramos contradicciones en la argumentacion del profesor,
por un lado aparentemente relaciona el objeto velocidad instantanea (razon de cambio)
con el macro objeto derivada (sin especificar si hace referencia al macro objeto f ’(a) o
al macro objeto f ’(x)), llegando incluso a distinguir las velocidades de los coches en el
punto P como diferentes; y por otro lado, evidencia dificultades en la interpretacion
grafica de la velocidad a partir del grafico de espacio-tiempo, puesto que habla de
movimiento acelerado del coche B, cuando la grafica indica que lleva un movimiento
uniformemente rectilineo, en donde la velocidad es constante y por tanto la aceleracion
es nula. Consideramos que estos errores estan influenciados por la lectura iconica que
hace del grafico de espacio-tiempo y por las dificultades que tiene en la comprension
grafica de los conceptos de la cinematica (espacio, tiempo, velocidad, aceleracion,

movimiento, etc.), que obstaculizan la comprension de los objetos O;, O, y Os.

“a) Se encuentran los carros. (...) aqui... veo por ejemplo que hay dos coches que se
mueven verdad... hay una... aqui vemos la aplicacion de la derivada en el concepto
de velocidad, porque es el cambio de la distancia en la unidad de tiempo... Aqui
vemos una recta, €l coche B parece que se moviera como en linea recta, pero con
un movimiento acelerado, €l coche A parece que tiene otro tipo de movimiento,
un movimiento como curvilineo, cierto... Sin embargo, €llos convergen en €
punto P, esto nos da un significado que en € punto P se encuentran lo cual no
quiere decir que llevaban una mima velocidad, eso no quiere decir eso, sino que
uno iba masveloz que el otro pero que lograron encontrarse alli.”

En segundo lugar, aparecen ideas contradictorias en la coordinacion de los objetos razon
de cambio (velocidad instantanea) y pendiente de la recta tangente. Es decir, que hay
respuestas donde se coordinan correctamente estos objetos y hay otras respuestas donde
aparecen inconsistencias en el manejo de los mismos. Por ejemplo, si sélo tuviéramos
en cuenta la respuesta al item b), en la que afirma que la velocidad del coche A es

mayor que la velocidad del coche B, podriamos concluir que coordina los objetos
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pendiente de la recta tangente y velocidad instantanea, y a su vez, los relacionan con el

macro objeto f’(a).

“b) A mi medalaimpresién aqui en P que € coche A es mas veloz que €l coche
B.”

Sin embargo, al considerar la justificacion que da en la entrevista a esta respuesta,
encontramos contradicciones e inconsistencias en los conceptos inmersos que se
vuelven a repetir en la respuesta al item c¢), tales como: (1) lectura icénica de la grafica
espacio-tiempo (la grafica le proporciona informacion sobre la trayectoria);
(2) interpretacion incorrecta de la grafica de espacio-tiempo (“no hay velocidades
iguales porque las trayectorias son diferentes”); y (3), coordinar los objetos “velocidad”,
cociente incremental (tasa media de variacidon) y “tangente”, en lugar de coordinar los
objetos velocidad instantdnea (razon de cambio), limite de las tasas media de variacion
y pendiente de la recta tangente. Este ultimo, pone en evidencia un problema que
retomaremos mas adelante, como es la dificultad que tiene el profesor para interpretar el
paso de la recta secante a la recta tangente a la grafica de una funcion, llegando incluso
a considerar que la funcion derivada es la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la

curva en un punto.

“(...) y... no creo... es decir, con la grafica como no las estds presentando, nO Creo
gue... que en algin momento, tengan la mima velocidad nunca, porque para
poder tropezarse alli... es decir en la trayectoria el coche A parece recorrer mas
trayectoria que e coche B, porque mientras B recorre una recta, A esta
recorriendo una curva. Entonces creo que el coche A... si analizamos esto desde
el punto de vista de definir una secante y una tangente para poder definir un
cociente diferencial y poder definir la tangente, vemos que e coche A debe tener
mas velocidad que € coche B, es mas en la parte de ac4, en toda la trayectoria
yo pienso que el coche A tiene méas velocidad que el coche B.”

Finalmente, la respuesta al item d), nos vuelve a reflejar las dificultades que tiene el
profesor E en la comprension de los conceptos de la cinematica clasica, y por tanto, en
la formalizacion matematica dentro del calculo diferencial. Ahora, contradictoriamente
a la interpretacion incorrecta que hace de la grafica espacio-tiempo como la trayectoria
de los coches en el item a), interpreta la grafica en términos de la aceleracion, es decir
que interpreta incorrectamente la grafica de espacio-tiempo como si se tratase de la
grafica de velocidad-tiempo. Estos errores en la comprension de los conceptos de la

cinematica cléasica ya fueron detectados en el analisis de la paradoja de Zendn (ver
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anexo 7), donde el profesor E mostr6 tener una concepcion potencial del infinito, que le
llevd a reproducir los argumentos eledticos en contra de la divisibilidad infinita del

espacio y del tiempo, y a favor de la imposibilidad del movimiento.

“d) El coche A tiene siempre mayor velocidad que el coche B, porque €l B tiene
aceleracion constante mientrasque € A tiene aceleracion variable”

Incoherentemente con lo que ocurre en el analisis de los dos problemas anteriores, la
respuesta al item @) del problema V-v, refleja una coordinacion entre los objetos
pendiente de la recta tangente y el macro objeto f ’(a). El profesor E, utiliza el criterio
de la primera derivada para encontrar los puntos de pendiente maxima, minima y nula.
Relaciona y sefiala en el registro escrito los puntos maximos o minimos con el valor
nulo de la derivada en ese punto. Ademads, verbaliza la relacion entre el crecimiento y el
decrecimiento de la funcioén con el signo de la derivada primera, y lo argumenta con la
tangente del angulo. Creemos conveniente comentar, que sélo el item b) de este
problema esta contextualizado en la fisica y que los otros dos estan contextualizados en
la matematica. A continuacion presentamos un fragmento de la entrevista y los apuntes

por escrito del proceso de resolucion.

“La pendiente de la recta tangente... Aqui es paralela a esta (sefiala € e de
las x) y aqui la pendiente de la tangente es cero... Por eso aqui hay un maximo
(dice sefialando y dibujando sobre e punto ¢ la recta tangente y luego hace lo
mismo en los puntos b y a)... Aqui también es cero porque es paralela y aqui hay
otro cero, porque también es paralela. Para ver... Lo que pasa es que ahora tenemos
que observar bien la grafica para hallar las pendientes maxima y minima.... Fijate
tu, aqui puede haber un punto... aqui hay uno bajando... Es decir...cuando tenemos
pendientes asi... (Sefiala con el brazo rectas con inclinacion positiva)... Y cuando
las tenemos asi son negativas... (Sefala con el brazo rectas con inclinacion
negativa)... Bueno... lo que tengo que ver de todas cual es la mayor... la que tenga
mayor inclinacion y la negativa la que tenga menor inclinacion... (Comienza a
dibujar tangentes en el grafico | y a marcar los angulos de inclinacion)... Entonces
puede ser esta porque la inclinacion es la tangente al angulo... puede ser esta
aqui... aqui colocaré un (+)... Y menos o negativa... Es cuando € angulo sea...
sea mas agudo... mas obtuso... Este aqui asi... Pero es que no es muy clara la
gréfica oye... aqui... hay otro aqui... aqui...Y donde es menor... depende del
grafico... A ver... este esta asi... bueno la mayor inclinacién negativa serd esta
(y sefiala la tangente mas proxima al punto a.)... Bueno lo que pasa es que esta
grafica estd como que un poco confusa oiste... Aqui hay otra... pero la menor es la
que ya te dije... ésta... No... No se ti que opinas...”
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Figura 13. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item a) del problema V-v

En lo que respecta al item b) del problema V-v, la repuesta es coherente con la anterior,
y en este caso coordina los objetos pendiente de la recta tangente y razén de cambio
(velocidad instantanea) y los relaciona con el macro objeto f ’(a). De manera similar al
item anterior, la argumentacion se basa en el manejo del criterio de la primera derivada
para encontrar los puntos de velocidad méxima, minima y nula. El profesor E afirma
correctamente que si la velocidad es una derivada por tanto la velocidad es cero en los
puntos donde la pendiente de la recta tangente sea nula, es decir, cuando la recta
tangente es paralela al eje de las abscisas, pero no lo relaciona con los puntos maximos
y minimos de la gréfica ni con el punto de inflexion, quizas por ello deja sin sefialar un

tramo de la grafica donde hay un minimo relativo y un punto de inflexion.

“Bueno aqui hay una tangente, ;no?.. A ver, sSiendo que la velocidad también es
una... es una tasa de cambio, entonces aqui también hay una tangente, entonces,
lo que pasa es que aqui la tangente es cero... Entonces, aqui la velocidad es
minima, aqui en este punto es minima la velocidad, cuando viene aqui en esta parte
aqui... Aqui es una pendiente positiva... Aqui es maxima y aqui se presenta una
minima... No sé si la miras de otra manera... bueno si el angulo aqui es mayor, si el
6 esmayor... y lainclinacion es mayor... Si, entonces aqui pongo e simbolo que
me dices para velocidad maxima... €l (+)... Pero aqui también hay otra hacia
abajo... Lo que pasa es que la irregularidad de la curva a veces... aqui parece,
aqui viene aqui..._bueno yo creo que aqui es donde estd el minimo... aqui la
velocidad es minima, es negativa la inclinacion es mayor de la pendiente... bueno
coloco el (-)... Pero el angulo aqui es menor... Pero aqui esta otra también negativa y
el angulo con la horizontal es mayor... (...) entre mas grande es el &ngulo mayor es...
porque la pendiente es la tangente, entonces entre mas grande es € angulo es
mayor latangente... (Lo sefialo con la letra T)”
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Figura 14. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item b) del problema V-v

La respuesta que da el profesor E al item ¢) del problema V-v, evidencia el
reconocimiento de los objetos O;, O, y O3 inmersos en las tres situaciones planteadas.
El profesor E, al igual que en los dos items anteriores relaciona los objetos pendiente de
la recta tangente y razén de cambio para encontrar el valor de la tasa instantanea de
variacion. Coordina correctamente el criterio de la primera derivada con el crecimiento
y decrecimiento de la funcidon, mientras que olvida en el registro grafico senalar un

tramo de la curva donde la tasa de variacion es nula y el punto de inflexion.

“Por ejemplo aqui la variacién es cero, uhm... Bueno trazo aqui ésta 'y aqui esta
otra... Yo creo que aqui esta creciendo mas deprisa... y un decrecimiento...
aqui... pero aqui hay uno mas pequefo... Aqui... Aqui... Aqui hay un menos, pero
aqui hay otro menos... Bueno escojo este de aqui... Y la razon la misma que las
anteriores...”

Figura 15. Registro grafico del proceso de resolucion del profesor E al item b) del problema V-v

Finalmente, si nos detenemos en la reflexion que el profesor E hace de los problemas
3-C y 4-C, encontramos que relaciona estos problemas con la interpretacion de la
derivada, pero sin llegar a hacer una distincion entre los macro objetos f’(a) y f ’(x). En

sus respuestas se evidencian dificultades en la coordinacion de los objetos O, O, y Os,
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dependiendo del contexto de la situacion, que influyen en la resolucion de problemas
que involucran estos objetos a partir de la informacién que le proporciona la grafica de
la funcion (mas atn cuando hay que hacer una interpretacion de la situacion, es decir
cuando se requiere de un proceso de modelizacion previa). Acrecentandose esta
problemdtica en situaciones que involucran el objeto razén de cambio (velocidad

instantanea), es decir, en situaciones enunciadas en un contexto fisico.

“Yo creo que la mayor dificultad que yo veo en este examen esta en la
interpretacion de graficas, porque considero que interpretar grafica no es
sencilla... interpretar gréafica... tienen uno que ir sobre el texto original, para ver
bien que quiere mostrarnos la grafica. Es posible también nosotros adolezcamos
de esto... pero hay que estudiar duro esto de andlisis e interpretacion de
graficos... ver e concepto de derivada alli no es facil para nuestros
estudiantes... serian g ercicios nuevos para ellos... son muy buenos...”

Otro aspecto a resaltar, es la valoracion positiva que hace de las situaciones que le
presentamos en el cuestionario, clasificandolas como problemas no rutinarios que no
forman parte de la actividad matematica que realiza en el aula, y resaltando tanto el
hecho de que las situaciones estén enunciadas en un registro grafico como la riqueza
conceptual que encierran. Igualmente, reconoce las dificultades que puedan tener, tanto
los estudiantes como los mismos profesores, a la hora de interpretar graficamente los

conceptos del calculo diferencial.

5.2.1.2. Relacion entre los macr o objetos derivada en un punto y funcién derivada

i. Comprension grafica delafuncion derivada

El profesor E aborda la resolucion de los problemas 1-C, 2-C y IV-v, enunciados en un
registro grafico-verbal y contextualizados en la matematica, usando procedimientos
graficos y algebraicos a diferencia del proceso de resolucion grafico con el que abordo
los problemas 3-C, 4-C y V-v enunciados en registro grafico y contextualizados en su
mayoria en la fisica. Consideramos que estas diferencias en los procesos de resolucion
pueden estar influenciadas por, (1) la posibilidad de hacer traducciones entre
representaciones de la funcion representada graficamente que le permitan
posteriormente calcular e interpretar graficamente los macro objetos f ’(a) y f ’(x), més
concretamente, en el problema IV-v en el que es posible hacer la traduccion

G f (x)>ES f (x) para obtener después la grafica de f ’(x); y (2), por la influencia del
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contexto en la coordinacion y aplicacién de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en la

resolucion de problemas no rutinarios.

Problema 1-C
) espuesta Gréaficamente
Item
a) Argumentado que la tangente pasa por el punto

E

Gréficamente

Calcula la m de la recta tangente

Por el conciente incremental:

b) Ay

Algebraicamente
) Calcula por funcion pendiente
E

Problema 2-C
No responde
Falta informacion en la gréfica
E

VifetalV
Algebraicamente
Traduccion de G f (x) >ES f (x))

[La grafica de la funcién corresponde a y = x°]
Relacion de ES f(x) = ES f” (x))
[Siy=x’=y=3x]

Traduccion de ES £ (x)—>ES 7 (x)

[Si y’= 3x* entonces la grafica es una parabola]
E

Figura 16. Linea de coherencia del proceso de resolucion de los problemas 1-C, 2-C y IV-v

El profesor E en la respuesta del apartado a) del problema 1-C, aplica el concepto de
recta tangente como la recta mas proxima a la curva en un punto. A partir de la
informacion de la recta tangente que le proporciona la grafica del enunciado responde
correctamente al interrogante planteado, donde interviene el concepto de funcion,
trabajando con una notacion funcional sin referencia a la expresion simbdlica de la
funcion (en este caso se apoya en la funcion lineal). Lo cual indica, en primer lugar, una
coordinacion de representaciones graficas de punto en los ejes cartesianos con el objeto
grafica de la funcion, o lo que es lo mismo interpretacion de (x, y) cuando y es dada por
la grafica de f (x); y, en segundo lugar, relaciona la informacion que le proporciona
graficamente la funcién lineal y la derivada en un punto (G f (X)®ES f ’(a)t¥).
Parcialmente, podriamos inferir que tiene una perspectiva objeto del concepto de

funcion.

267



“a) f (5) = 3 esta es la solucion... el f (x) esta tacito como quien dice, porque aqui €
punto (5,3) que es un punto comun donde la tangente se tropieza o toca a la
curvay = f (x), vemos que tiene una abscisa 5 y una ordenada 3”

En la respuesta que da al item b) del problema 1-C, se aprecia la relacion entre los
objetos derivada en un punto y pendiente de la recta tangente, puesto que entiende que
para cada punto a en el dominio de la funcion £, el valor de f ’(a) es la pendiente de la
recta tangente a la grafica en el punto (a, f (a)). Y para calcular el valor de la pendiente
de la recta tangente usa el cociente incremental de la funcion, es decir, que podriamos
hablar de un proceso de desencapsulacion del objeto tasa media de variacion. Por tanto,
podriamos concluir parcialmente que el profesor E coordina y desencapsula los objetos
pendiente de la recta tangente a la grafica funcién y la tasa media de variacion para
encontrar algebraicamente el valor de la derivada en un punto a partir de la informacion

que le proporciona la gréfica.

“D). m=3-1/5-0=2/5= y-3=2/5(x-5) y-1=2/5(x-0)
Sy-15=2x-10 Sy-5=2x-0
Sy =2x+5 Sy=2x+5

Un aspecto a resaltar de la respuesta anterior, es la comprobacion que hace el profesor
E de la ecuacion de la recta tangente en los dos puntos de la recta tangente que
proporciona el enunciado grafico del problema, que es innecesaria dentro del proceso de
resolucion, pero que puede llevar implicito, el asociar la “derivada” con la ecuacion de

la recta tangente a la curva en un punto.

En lo que respecta a la respuesta del item ¢) del problema 1-C, encontramos que el
profesor E interpreta la recta tangente como la recta mas proxima a la grafica de la
curva en el entorno del punto; a partir de alli y aplicando una técnica de aproximacion
basada en el concepto de derivada en un punto, calcula el valor de f (5,008) usando la
informacion que le proporciona la respuesta de los items a) y b). Resaltamos entonces la
presencia de técnicas de aproximacion numérica que relaciona los macro objetos f (x) y

f’(a), reafirmandose la comprension de la grafica de la funcion.

“c) Y cuando se incrementa en 0. 08, ya si tuviésemos que hacer la resta de la
funcion (5 + 0, 08) - 5, porque seria la funcion incrementada menos la funcion
original dividido por el incremento. Entonces alli se va explicando claramente
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esto... Y esto sera aproximadamente cercano a 3. Entonces si... si es un punto muy
facil de trabajar, porque:

AAX) mAC) ; ya sabemos que Ax = 0,08, f (5)=3 y £’(5)=2/5
X

f’(5)= UACK

—f(5) L6 0(')°§§ nlAC) :% (0, 08) ~ £ (5, 08)-3 = £ 5, 08) ~ 3, 05”

En general en lo que respecta al problema 1-C, el profesor, reflexionando sobre la
actividad matematica que genera en el aula, lo considera como un problema no
rutinario, porque incluye el manejo de diferentes representaciones del concepto funcién
y de diferentes técnicas (como por ejemplo de aproximacién numérica) que el estudiante
no estd acostumbrado a aplicar en la resolucion de problemas que realizan en la clase de

matematica.

“Eh... en cuanto al primer punto... yo observo que es un punto sencillo que
cualquier estudiante puede resolver, obviamente mis alumnas me irian a
preguntar... estoy seguro que me preguntarian y... Profesor... y = f(x) y cual es la
formula de f (x), porque ellas no entienden y no estan acostumbradas a este tipo de
ejercicios como este con aproximaciones... Porque genéricamente, ellas estan
acostumbradas a que uno tiene que definirles la funcion, es decir, hay que
darles e f (x) igual a algo, o sea la férmula mateméatica. Por eso te decia que lo
mas dificil es cuando vamos a trabajar con graficos. El estudiante tiene que
meter se mucho en e concepto para poder encontrar, y... las variables que se
estan buscando. Sin embargo te digo que, en eso estoy tratando de trabajar
fuerte... Porque con la reforma de las nuevas pruebas del estado que vienen
ahora, juega un papel importante e concepto de funcion, juega € pape
importante e concepto de a través de una gréfica definir las variables de una
funcidn, es decir inter pretacion de graficos para poder resolver los gercicios...
Este esun elemento positivo en esta evaluacion.”

La respuesta del profesor E al problema 2-C nos permite profundizar en los aspectos
mencionados anteriormente y cuestionar otros que atn no habian surgido. El profesor E,
no responde a la situacion 2-C porque considera que la grafica no es suficientemente
clara. Consideramos que detras de esta respuesta el profesor trata de esconder algunas
de los siguientes aspectos: (1) dificultades en la interpretacion grafica de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x); (2) dificultades en la coordinacion de los macro objetos f ’(a) y

f’(x), y (3) perspectivas procesos de los conceptos f (x), f’(a) y f’(x).

“2.Masclaridad en la grafica para poder resolverlo.”
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Si tenemos en cuenta la justificacion que da en la entrevista a la respuesta dada en el
cuestionario, encontramos elementos implicitos en el discurso del profesor E que nos
permiten comprobar las tres afirmaciones anteriores. Con relacion a las dos primeras
afirmaciones, encontramos que el profesor E tiene grandes dificultades con la
interpretacion grafica y la coordinacion de los macro objetos f’(a) y f ’(x); en efecto, no
aplica los criterios de la primera y de la segunda derivada, ni la continuidad de la
funciéon para describir la variacion local y global de las funciones representadas

graficamente.

“Bueno en el segundo punto yo observo que hay dos funciones que si tienen algo
en comun... parece ser que una de ellas es la funcion derivada de la otra, pero
no se ve claramente. Yo creo que no... que no se ve claramente... pero no es culpa
de esta evaluacion... sino que es culpa, creo yo de que... yo pienso que no hay
como que un papel milimetrado para que me pueda mostrar la variacion de una...
Bueno a ver, una estd por debajo de la otra, pero no tengo exactamente el punto. A
ver esto estara en el centro en el centro, no sé... Esto esta a cuanto aqui arribita... no
sé... Es decir no puedo determinar bien porque no hay un... una... eh... una...
gue te digo... la recta metrizada no... no... no tengo un parametro claro...
Entonces yo creo que aqui si... S van a tener problemas mis alumnas en la
resolucion de este gercicio, por la poca claridad que tiene la gréfica, pero
obviamente no es un gercicio dificil, siempre y cuando se conozca bien la
distribuciéon y la escala de medicion en la que esta. Quisiera este ejercicio
analizarlo mas detalladamente... jpero después!”

En lo que respecta a la tercera afirmacién, consideramos que las dificultades
anteriormente detectadas pueden estar influenciadas por la perspectiva proceso que tiene
el profesor E de los conceptos f (x), f ’(a) y f ’(x), caracterizada por la necesidad de
encontrar o tener la expresion simbolica de las funciones representadas graficamente
para poder, a partir de ellas, hacer traducciones y relaciones entre representaciones de
f (x) y £°(x) que le permitan llegar a la respuesta correcta. Dada la dificultad que supone
en el problema 2-C hacer la traduccion G f (x)—ES f (x), el profesor E se encuentra sin
elementos algebraicos y graficos para poder inferir que una funciéon sea la funcién
derivada de la otra. Es decir, que al no poder asociar las funciones representadas
graficamente con la grafica de modelos prototipo, y a partir de alli encontrar la derivada
del modelo matematico que representa, se queda sin argumentos que le ayuden a hacerle

corresponder a la funcion la representacion grafica de su funcion derivada.

Con la respuesta al problema IV-v, comprobamos algunas de las suposiciones hechas en

el andlisis de las respuestas del profesor E a los problemas 1-C y 2-C. Inicialmente,
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detectamos, muy sutilmente, la presencia de inconsistencias en el manejo que hace de
los conceptos involucrados en la situacion, tales como, la consideraciéon de que la
grafica de la funcion derivada de una funcion tiene que ser una linea recta que es
tangente a la curva en un punto. Lo anterior se evidencia cuando el profesor,
inicialmente, escoge la grafica III como la posible grafica de la funcion derivada de la
funcién representada graficamente en el enunciado, y solo la descarta porque al
superponerlas, tal y como se indica en la figura 17, observa que la recta es secante a la
grafica en dos puntos (y no es tangente en ningiin punto). Esto le lleva a concluir que
como ésta no es tangente en un unico punto, no puede ser la grafica de la funcidon

derivada.

“La II parece la idéntica ;verdad? Pero podria ser esta la III, porque si yo coloco
aqui ésta y trazo aqui (y dibuja sobre la funcion de la grafica 1, a la grafica 111, tal
y como se esboza en la figura 17), entonces teniendo €sta aqui... no, no ésta seria
secante. Espérate un momento. Esta viene asi (uhm... hace un ruido y sigue la
grafica 1... continua en silencio durante de 45 segundos)...”

Grafica 1

A
N R
v 4

L |:| 1L. |:| g |:|

Figura 17. Respuesta del profesor E al problema IV-v

Durante la entrevista, al ver que tardaba y dudaba en resolver el problema y
sospechabamos que podria tratar de encubrir nuevamente sus dificultades conceptuales
argumentando, al igual que en la respuesta al problema 2-C, que la grafica no era clara,
decidimos ayudarle un poco planteandole los siguientes interrogantes para obtener mas

informacion relevante,

“E: ¢Qué informacion te proporciona cada uno de estos gréficos de las
funciones representadas?
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R/: Bueno comienzo porque por alli no sé... la de la grafica 1, es la funcion ciibica,
la de la III es una lineal, la de la II es cubica también, es la idéntica a la de la
grafica 1 y la I es la cuadratica. Entonces como la grafica 1 es cubica, su
derivada sera 3x2 y entonces... O sea que seria una parébola... Ah, ahora s
entendi la pregunta, claro... Ya entendi la pregunta... Si, si... Escojo la I...
porque es una parédbola... Lo que pasa es que no te habia entendido la
pregunta... si, si.

E: ¢Y por qué no las otras dos?

R/: primero porque esta la II volveria a ser una cubica y III es una lineal.

E: ;jPor qué primero dabas como grdfica de la funcion derivada la I1I?

R/: Porque, claro al ser recta, pensé que era la tangente, bueno tu sabes la derivada
es la tangente. Y la tangente es una, porque lo que si que hay son varias secantes.

E: ¢Tienes alguna otra argumentacion que dar o crees que con esta es
suficiente?

R/: No, no tengo mas.”

Comenzaremos resaltando de las respuestas anteriores a los interrogantes planteados,
que el profesor E primero reconoce que no tiene argumentos graficos (interpretacion de
los criterios de la primera y segunda derivada, y la continuidad de funciones) que le
permitan dar una solucion al problema. Seguidamente, y contrariamente a la respuesta
dada al problema 2-C, el profesor E responde correctamente con argumentos
algebraicos, basados en el reconocimiento y manejo de las funciones prototipos
representadas graficamente, que le permiten hacer con facilidad la traduccion
G f (x)>ES f (x). Posteriormente, mediante la aplicacion de las técnicas indirectas de
derivacion, encuentra la expresion simbolica de la funcion derivada (ES f (x)=
ES f ’(x)); y finalmente la asocia con la grafica correcta de la funcion derivada
(ES f ’(x)>G f ’(x)). Sin embargo, creemos conveniente comentar que después de
obtener la respuesta, tampoco utiliza ningin argumento grafico para justificar la
respuesta encontrada, exhibiendo nuevamente una perspectiva proceso de los conceptos
de funcién y funcion derivada. Otro aspecto discutible en la respuesta del profesor E a
este problema es que la grafica 1 de la funcién f (x) no tiene porque ser ctbica, y lo que

solo podria asegurarse, a partir de la grafica dada, es que f (x) es impar.

Igualmente, de las repuestas a los interrogantes anteriores, podemos confirmar la
presencia de inconsistencias en el esquema de la derivada que exhibe el profesor E,
como es la consideracion de que la grafica de la funcion derivada de una funcién tiene
que ser una linea recta que es tangente a la curva. Consideramos que este error
conceptual puede estar influenciado por la tendencia cognitiva de que las figuras pueden

dificultar la comprension de los conceptos o generar confusion entre conceptos (Amit y
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Vinner, 1991). Como generalmente al introducir y explicar la definicién de la derivada
se hace a partir de un dibujo tipico, similar al del problema 1-C, y en esta figura muchas
veces solo se dibuja una tangente, entonces esta tangente termina por reemplazar a la
funcién derivada. Siendo asi, esto pone en evidencia las dificultades que tiene el
profesor E en la comprension de los conceptos del pre-calculo (del objeto tangente) y
del célculo (de los macro objetos f ’(a) y f ’(x)), independientemente del contexto del
problema; de los cuales ya informamos en el andlisis de la respuesta a una version de la
paradoja de Zenon de Aquiles y la tortuga (ver anexo 7). Los resultados de este analisis
nos permitieron elicitar y describir el origen de estos errores, los cuales se basan, entre

otras cosas, en la concepcion potencial del infinito que tiene el profesor E.

Las respuestas anteriores, también nos permiten intuir el esquema que tiene el profesor
E del concepto de derivada en sus dos dimensiones. En primer lugar, su tendencia a
resolver los problemas enunciados en un registro grafico, independientemente del
contexto de los mismos, mediante la manipulacion de procesos algebraicos. En
segundo lugar, cuando se enfrenta a situaciones que involucran graficas de funciones
complejas (no de modelos prototipicos conocidos) se detectan dificultades y errores en
la interpretacion grafica de f ’(x). Incluso, cuando la situacion involucra funciones
prototipicas como la del problema IV-v en la que es posible llegar a la solucion
correcta, si se ahonda en la respuesta, se siguen detectando los mismos errores y

dificultades.

Por tanto, de las afirmaciones del profesor E citadas en el fragmento de la entrevista,
encontramos elementos incoherentes que nos ayudan a establecer que el profesor E
tiene un nivel intra grafico del esquema de la derivada. Por un lado, si tenemos en
cuenta lo que verbalmente explicita a lo largo del andlisis de las situaciones planteadas,
concluiriamos que el profesor E parece interpretar graficamente f ’(x) como la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto (es decir, como el macro objeto
f ’(a)). Sin embargo, en la resolucion de problemas enunciados en diferentes contextos
la grafica de f ’(x) se tiende a confundir con la grafica de la recta tangente a la grafica
de la funcion en un punto. Este problema se puede disimular, cuando el profesor E se
encuentra ante una situacion que involucra funciones prototipicas que le permitan
hacer las siguientes traducciones y relaciones entre representaciones de f (x) y f ’(x):

G f(x)>ES f(x)=® ES f’ (x)>G f’(x), llegando incluso a la solucion correcta a partir
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de la manipulacion de procesos algebraicos pero sin justificacion alguna de las técnicas
aplicadas; o bien cuando se enfrenta a situaciones donde le piden calcular f ’(a) a
partir de un enunciado grafico similar al que habitualmente se usa para definir la

derivada en un punto (como el problema 1-C).

En general, las respuestas a los problemas 1-C, 2-C y IV-v, reflejan que el profesor E
tiene dificultad para pensar y tratar con los macro objetos f ’(a) y f ’(x) utilizando sélo
la informacién que le proporciona la grafica de la funcién, y segun sea el caso, la
informacion grafica de la funcion derivada. Dependiendo de la funcién representada
graficamente, se interpreta graficamente f ’(x) como la pendiente de la recta tangente a
la curva en un punto (f ’(a)), y la grafica de f ’(x) se tiende a confundir con la grafica
de esta recta tangente a la grafica de la funcién en un punto. Por tanto, no tiene
construida la relacion grafica entre los macro objetos f’(a) y f ’(x). Esto se refleja en la
no coordinacién de los objetos Oy, O, y Os, que engloba el macro objeto f ’(a); y en la
ausencia del proceso de sintesis de los anteriores tres objetos en los objetos Oy, O’ y

0’3, que engloba el macro objeto f ’(x).

ii. Comprensién algebraica delafuncién derivada

Al igual que el profesor B, al abordar la solucion de los problemas 5-C; I-v, II-v y III-v
mantiene una coherencia en el proceso de resolucion (ver figura 18); sin embargo, sigue
mostrando algunas inconsistencias en el manejo de los conceptos que se encuentran
inmersos. En la valoraciéon que hace de los problemas estudiados, considera que el
problema 5-C es un problema rutinario dentro de la actividad matematica que realiza
con sus alumnos en el aula, afirmando que en el proceso de resolucion dificilmente sus

estudiantes tendréan dificultades para resolverlo correctamente.

“El quinto punto no es mas de lo que hemos venido hablando, €s mas... eslo mas
tradicional, eslo que generalmente evaluamos. Esfécil...”

En la respuesta del profesor E al problema I-v, al definir la derivada en un punto y la
funcioén derivada plantea confusamente las relaciones entre estos dos macro objetos. Al
definir formalmente “la derivada” lo hace con el aparato sintactico de la funcion
derivada como el limite del cociente incremental. Sin embargo al referirse al significado

geométrico, fisico y a otros significados de “la derivada” lo hace, indistintamente, tanto
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en términos de la derivada en un punto como en términos de la funcion derivada:
(1) como el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica en punto; (2) como
razén de cambio entre magnitudes, por ejemplo el valor de la velocidad instantanea en
un punto, el valor de la aceleracion instantanea o el flujo de un fluido; y (3), como el
valor de la relacion costo marginal y utilidad. Esta confusion en la utilizacion del
término “derivada”, cuando se refiere a la funcion derivada o bien a la derivada en un
punto, esconde las dificultades en la comprension de estos macro objetos de los que ya
hemos informado en el andlisis de los problemas anteriores. Mas concretamente, si
tenemos en cuenta las conclusiones parciales del analisis de las respuestas del profesor
E, podemos inferir que este profesor no tiene claro las diferencias conceptuales formales
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), e incluso que para este profesor la funcién derivada
queda reducida, en el mejor de los casos, a la pendiente de la recta tangente en un punto

dado, es decir al macro objeto f ’(a).

“Bueno una derivada no es méas que una razén de cambio promedio, sin tanta
complicacion. Lo conceptualizo a partir de una funcién incrementada a la cual
le resto la funcion original, entonces alli hallo un Ay, o sea e diferencial de la
variable dependiente. Luego divido entre e diferencial de la variable
independiente y ya obtengo un cociente incremental de la funcion, y de ese
cociente incremental hallo €l limite del cociente incremental cuando Ax tiende
a cero, a eso es lo que llamo yo la derivada de funcién y’'. Y en cuento al
significado del concepto de derivada no es mas que una razon de cambio. Eso
simplemente, aplicado en otras areas del saber, como en la Economia para hallar
el costo marginal, utilidad... Y en € campo de la matematica geométrica para
calcular pendientes, volumen, éarea... Ademas para calcular cambios de
movimientos en la fisica como es la velocidad, la aceleracion. Si una razén de
cambio promedio en pocas palabras.”

La respuesta al problema II-v confirma nuestra anterior suposicion, y revela algunas
dificultades y errores que tiene el profesor E en el esquema algebraico del concepto de
derivada, ya descritas en el apartado anterior. En esta ocasion el profesor E
explicitamente verbaliza que “f ’(x) = 2x representa la recta tangente a la curva
f (x)= x*”. Es decir, que para este profesor, la funcion derivada se convierte en la
ecuacion de la recta tangente, lo cual es coherente con las conclusiones a las que
llegamos después del analisis de la interpretacion grafica que hace de la funcion
derivada, donde considera que la grafica de la funcion derivada de una funcion

cualquiera ha de ser una linea recta. Lo anterior, nos revela las dificultades que tiene el
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profesor en la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), tanto grafica como

algebraicamente.

“Eso significa que... cuando Ax—0 de la funcion f (x) es igual al limite cuando
Ax—0 del cociente diferencial... o de la razén de cambio promedio,

S (x+A0) - (%)
h

ALY :A}Cn_n)o . Esta es la interpretacion tipo analitica, podriamos hablar

también desde el punto de vista... desde el punto de vista geométrico, eh... La
pendiente de la tangente a la curva va a ser el limite del cociente diferencial cuando
Ax—0, que no es mas que la derivada, o sea que 2x es... Este 2x me representa la
tangente en un punto x, si cada vez que tu le das un valor a x, vas obteniendo
cada una de las secantes a la funcion, porque tangente es una sola. Es decir, que
hallarias una de las secantes aproximandose a la tangente. Cada una de las
secantes por que la tangente es Unica, las secantes si hay bastantes. Pues cada vez
que yo tome aqui un punto referencial y le dé un valor a x asumo el punto para la
pendiente de cada una de las secantes... |a pendiente de cada una de las secantes se
van acercando y €l limite de €ellas es la pendiente de la tangente y eso es lo que
esta significando esto. O sea que al final el 2x me da la ecuacién de la recta
tangente, eslineal, ;lo ves 0 no?”

Igualmente en la respuesta anterior, encontramos contradicciones e inconsistencias,
cuando el profesor E usa frases como: (1) “2x (funcion derivada) representa la tangente
en un punto x”’; (2) “el limite de las pendientes de las rectas secantes es la pendiente de
la tangente”; y (3), “2x (funcion derivada) me da la ecuacion de la recta tangente, es
lineal.”. Dos de las afirmaciones son incorrectas y la segunda es correcta, pero la forma
en que la usa el profesor E pone en evidencia inconsistencias en el manejo de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x). Concretamente, la primera y la tercera, evidencian errores en la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), puesto que f ’(x) se confunde con
f’(a), y f ’(a) se convierte incorrectamente en la ecuacion de la tangente. Mientras que
la segunda afirmacién, que aparentemente es correcta, la utiliza el profesor E para
justificar incorrectamente, que si 2x es la ecuacion de la recta tangente (que es Unica),
entonces para cada valor de x se obtendra la ecuacidon de la recta secante (que son

varias).

Finalmente, en la respuesta al problema IIl-v, si bien es cierto que implicitamente,
relaciona los macro objetos f ’(a) y f ’(x), no quedan claramente explicitadas las
relaciones entre los macro objetos derivada en un punto y funciéon derivada como
elemento y clase. El andlisis de esta respuesta aporta como elemento nuevo la ausencia

de aplicacion de técnicas de aproximacion numérica y la aplicacion no justificada de la
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técnica indirecta de derivacion, puesto que el profesor E lo soluciona hallando la
funcién derivada a partir de la expresion simbolica de la funcion (ES f (x)=ES f°(x)),
mediante la aplicacion de la regla de derivacion de la funcién exponencial, y
posteriormente, calcula la derivada en un punto reemplazando el valor de x =2 en la
funcion derivada encontrada. Este proceso de resolucion algebraico no justificado nos

permite concluir que el profesor E tiene una perspectiva proceso de las reglas de

derivacion.
Problema 5-C
Algebraicamente
Diferencia explicita de la funcion
derivada y la derivada en un punto
E
\ 4
Problema |-v
Atendiendo a aspectos globales Atendiendo a aspectos locales
Define la funcién derivada Define la derivada en un punto
Hace énfasis en la sintaxis Hace énfasis Hace énfasis en la semantica
en la seméntica
! Ay fx+ A - f(x) Razon de Significado geométrico Significado fisico Otros
S'(x) = Lim —= Lim ~————————— cambio significado
Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax
m de la recta tangente a la Velocidad Aceleracion Flujo de Costo
grafica en un punto fijo instantinea un fluido marginal
E E E E E E E

|

Problemall-v
Atendiendo a aspectos locales
Define la derivada en un punto

Algebraicamente

Es la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion
en un punto fijo

Justifica
E

!

Problemalll-v
Algebraicamente
Aplicando la técnica indirecta de las reglas de derivacion. (derivada de
la funcién exponencial y = a*)
Explicita el resultado:
(m=y=4".1n4~22)
No justifica el resultado

E

Figura 18. Linea de coherencia del proceso de resolucion del profesor E a los problemas
5-C, I-v, lI-vy II-v

“Bueno yo pienso que aqui podriamos irnos por una funcion exponencial, trasladarla
a una funcion exponencial, luego podriamos irnos por una funcién logaritmica
también, entonces no es mas que decir que log y = x. Log 4, entonces después
derivar, o aplicar laregla de derivacién, afirmando quef’(x) = 4*In4=16.In
4, en el casodex = 2, escomo 22.”
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De la argumentacion del profesor E en las respuestas a los tres problemas analizados en
este apartado, podemos inferir que el profesor tiene un nivel intra del esquema
algebraico del concepto de la derivada, en el cual no existe una clara coordinacion entre
los macro objetos f ’(a) y f ’(x), lo cual implica dificultades en la coordinacion de los
objetos O;, O,y Os. Dado que los objetos O;, O, y O3 no estan coordinados, el profesor
E no ha llegado a construir el macro objeto f ’(x) como sintesis de estos tres objetos, lo
cual le lleva a cometer errores, como por ejemplo, confundir tanto la expresion
simbolica de f ’(x) con la expresion simbolica de la recta tangente a la curva en un
punto, como la grafica de f ’(x) con la grafica de la recta tangente a la curva en un
punto; y a utilizar correctamente las técnicas de derivacion indirecta, pero sin
justificacion alguna del uso de las mismas o bien de los resultados encontrados a partir

de su aplicacién (perspectiva proceso de las técnicas de derivacion).

5.2.2. Conocimiento didactico del contenido: la derivada como objeto

de enseflanza y aprendizaje

Este apartado se encuentra estructurado en dos grandes items. En el primero,
denominado estructura y organizacion del contenido matematico de derivada para su
enseflanza en el nivel de secundaria, intentamos describir los elementos mas
significativos del contenido mateméatico de derivada que el profesor E resalta en el
proceso de transposicion didactica. Para ello, miraremos en dos sitios: primero, en la
programacion y, segundo, en la unidad didactica. Al igual que en el caso del profesor B,
nos centraremos, en el analisis de las relaciones que establece entre los macro objetos
f ’(a) y f ’(x), intentado focalizar las posibles ventajas o dificultades que tienen los
alumnos en la comprension de los mismos como resultado, tanto del tratamiento
instruccional que da el profesor en la unidad didactica a estos macro objetos, como del
trabajo individual cuando se enfrentan a la resolucion de tareas o a las definiciones que

les proporciona el profesor.
En el segundo apartado, que hemos denominado estructura y contenido de las tareas y

actividades que propone el profesor, intentamos describir y tipificar las tareas que

disefia, implementa y evaltia para que los alumnos construyan los macro objetos f ’(a) y
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f ’(x). Para ello, miraremos en dos lugares: primero, en la evaluacion y, segundo, en la

unidad didactica que hace el profesor de la derivada.

5.2.2.1. Estructura y organizacion del objeto matemético derivada para su

ensefianza en € nivel secundaria

i. Con relacion ala programacion

El profesor E nos proporciono la programacion de la asignatura matematica de 11°,
elaborada por ¢l mismo con la colaboracion de los profesores del area de matematica.
En una de las entrevistas realizadas, el profesor destaco los siguientes elementos como

importantes en el proceso de programacion:

* Primero, la importancia del trabajo en equipo, donde cada profesor comenta y
justifica las dificultades y logros alcanzados con sus estudiantes, y propone
alternativas para disefiar la nueva programacion de la asignatura para el proximo
curso; €l considera que esto brinda una panoramica mas amplia de las dificultades
que tienen los estudiantes al abordar un nuevo curso académico como resultado de la
instruccidn anterior, y por tanto, permite diseflar programaciones que tengan en

cuenta la problematica institucional concreta.

» Segundo, e disefio de programaciones partiendo de la revision de los
prerrequisitos que necesitan sus estudiantes para iniciar el estudio de un concepto

matematico concreto.

“Bueno nosotros tenemos un grupo de profesores que estamos bastante
integrados... Trabajamos como area pero respetamos nuestras asignaturas...
Los profesores del area determinamos las unidades modulares de aprendizaje... El
profesor anterior me dice llegué hasta aqui... 0 sea hay un diagnostico inicial...
por eso es que tu ves que nosotros introducimaos unidad cero de repaso,
precisamente porque la unidad cero me permite trabajar con firmeza en los
prerrequisitos que necesitan los estudiantes para abordar e estudio de un
curso determinado... yo no puedo entrar a hablar de factorizacion a los alumnos
sin haberle hablado primero de productos y cocientes notables... Entonces hay una
reunion previa para determinar las unidades modulares que se desarrollaran en un
afio determinado... 0 sea que e programa lo comenzamos a estructurara a
partir de un diagnéstico de los profesores de la problemética de los
estudiantes...”
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Estructura dela programacién

La programacién esta estructurada en cinco partes, que denomina: diagnéstico;
objetivos, contenidos e intensidad horaria por unidad; indicadores generales de logros;
metodologia y evaluacion. Con relacion a la primera parte, se encuentra dividida en dos
partes que denomina contexto de grupo y saberes previos. En el contexto de grupo, se
hace una descripcion de las dificultades que tuvieron las alumnas el curso anterior con
la trigonometria, que considera una tematica basica para el estudio de los contenidos
que se han de desarrollar en la matematica de 11°. Por ello, en las primeras sesiones de
clase, previa a la elaboracion de la programacion, dialoga con sus alumnas para que
tomen conciencia de las dificultades que han tenido con esta tematica, y las anima a que
busquen alternativas de solucidn; pero finalmente, no queda claro qué soluciones

plantean las estudiantes y cudles asume el profesor.

En lo que respecta a los saberes previos, el profesor E considera que los conceptos que
necesitan las alumnas para poder acceder a los conocimientos que se desarrollaran en el
curso de 11° son: ecuaciones de primer y segundo grado, factorizacion, potenciacion,
radicacion, logaritmacion, desigualdades, y funciones y relaciones. Contradictoriamente
con lo anteriormente descrito por el profesor E, encontramos que en la unidad de repaso
no se incluye el tratamiento de la trigonometria como conocimiento prerrequisito para el

desarrollo del programa de matematica de 11°.

Objetivos, contenidos eintensidad horaria de la programacion

Al igual que en el apartado anterior, lo subdivide en dos partes, objetivos generales y
objetivos y contenidos especificos por unidades. Con relacion al primero de ellos,

plantea como objetivo general de la asignatura,

“Afianzar y profundizar los conocimientos matematicos adquiridos en cursos
anteriores, asi como la adquisicion de conocimientos nuevos, diversificando los
contenidos, ajustandolos a contextos variados y a los intereses y expectativas
de los estudiantes como principales protagonistas del proceso, con
orientaciones claras, flexiblesy estructuradas.”

Del anterior objetivo, queremos resaltar la importancia que le otorga, dentro del proceso

de ensenanza de los conceptos matematicos, a los siguientes aspectos: (1) la variedad de

280



contextos, lo cual implicaria el estudio y andlisis fenomenologico de los conceptos
matematicos; y (2), el papel preponderante que le asigna a las estudiantes durante el
proceso, lo cual implica tener en cuenta los intereses y las expectativas de las
estudiantes a la hora de seleccionar, organizar y desarrollar la ensefianza de los

conceptos matematicos.

Con respecto a la organizacion que hace de los contenidos en la programacion, el
profesor E propone el desarrollo de cinco unidades, tal y como se indica en el siguiente
cuadro 1. Previo al desarrollo de la unidad de derivada se proponen tres unidades:
unidad 0 de repaso, unidad 1de funciones y relaciones en los nimeros reales y la unidad
2 de sucesiones y limite de funciones. Como ya mencionamos anteriormente, en la
unidad de repaso se tratan contenidos desarrollados en cursos anteriores que el profesor
E considera como prerrequisito para el desarrollo de los contenidos de las unidades

siguientes.

“Si ese es un orden ya estudiado como te dije por el grupo de profesores... porque
tu no puedes entrar en las funciones si no conoces estos prerrequisitos... pero cada
unidad tiene sus prerrequisitos... para tratar e limite de funciones hay que
trabajar primero funciones, para definir derivada hay que primero trabajar
el limite, etc... Es decir que tal y como lo planteo yo creo que se debe desarrollar el
programa...”

Posteriormente, se propone la unidad de funciones y relaciones; si atendemos a los
contenidos que propone en la unidad, podemos inferir que el profesor E plantea una
organizacion para la ensefianza del macro objeto f (x), en la que se mezclan el
tratamientos de aspectos abstractos del concepto lejanos para los estudiantes, tales
como: relaciones, representacion de relaciones, producto cartesiano, etc., con aspectos
mas significativos para el estudiante, como lo es la definiciébn en términos de
dependencia entre variables. Igualmente, se destaca la importancia de las
representaciones en la resolucion de problema y concretamente se hace énfasis en la

resolucion de problemas utilizando técnicas algebraicas y graficas.

Con respecto a la tercera unidad dedicada al tratamiento del concepto de limite,
destacamos la importancia que le otorga a la interpretacion de la unicidad del limite y a
la aplicacion de las propiedades de los limites en la resolucion de problemas. El

profesor E propone una dedicacion de 13 horas para el desarrollo y evaluacion de cada
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una de las unidades anteriores, y teniendo en cuenta que la matematica de 11° tiene una
intensidad horaria de 4 horas semanales, se dedicaran aproximadamente 3 semanas al
estudio de cada una de éstas, que a nuestra manera de ver, en el caso del concepto

limite, es un poco justo dada la complejidad de este contenido matematico.

De la organizacion de los contenidos que plantea el profesor E en la programacion,
destacaremos los siguientes aspectos: (1) sigue un itinerario tradicional, en la que previo
a la introduccion del concepto de derivada se desarrollan dos unidades, una dedicada al
estudio de los numeros reales y otra dedicada al estudio de las funciones y del concepto
de limite; (2) Se hace una referencia genérica al concepto de derivada, es decir, que no
se establece explicitamente ni diferencias ni relaciones en el tratamiento de los macro

objetos f’(a) y f’°(x).

Organizacion dela unidad de derivada

La unidad denominada célculo diferencial y derivada se encuentra estructurada de la

siguiente manera:

“- Introduccidon-concepto

- Incremento de una funcién (absoluto y relativo)

- Derivada de una funcion - regla de los cinco pasos
- Interpretacion geométrica de la derivada

- Algebra de derivadas — Teoremas sobre la derivada
- Regla de la cadena — derivada implicita

- Derivacion implicita

- Derivada de funciones trigonométricas

- Aplicacion de la derivada.”

Al preguntarle sobre qué elementos tiene en cuenta para la organizacion y secuenciacion
de los contenidos, el profesor E respondié que se apoya en la experiencia personal, en
los lineamientos curriculares oficiales, y en los libros de texto de matematica. Con
relacion al uso del libro de texto, afirma que es flexible en cuanto que los estudiantes
pueden buscar informacion de varios libros de textos, y atendiendo a esa variedad se
proponen y resuelven problemas sacados de diferentes libros; sin embargo, enfatizé que
¢l organiza, secuencia, saca las definiciones y problemas siguiendo linealmente un libro
de texto, que en este caso, al igual que el profesor C, es el libro Matematica

Constructiva de la Editorial Libro y Libros S & A.
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2.2, OBJETIVOS ESPECIFICOS (POR|22. CONTENIDOS: 1 Trimestrs 14 INTENBIDAD
— SASDAD) .._“ﬁ;{m___ e HORARIA
= Repasar cada ung de los concepics, O:* REPASO GEMERAL" 1 Trimastro
con responsablidad @ interés para - Productos y coclentes nolabies.
asl lograr une mejor comprensién de|-  Factorizackin, leorema del factor, division
los femas en general y sUS|  sinidGca, apicaciones. 1an
walor absokiin, apkcacionas. |
Eouagiones da primer y segundo grado.
= Defirir y diferenclar los concepios de | UMIDAD 1 mvﬂ%‘ 1 Trimestro
relacitinn vy funcitn eon axaclibud y LOS REALES,
preciaiin en las scluciones de |- Producto cariesiang, malaciones, dominio y
afercicion grifica v analiicaments, rango.
- Repressniacdn grifica de |as relaciones. ik
Funoidn, dominio y rango de wha funcidn
dases do
- Andlists prafico de ung funcitn,
..... = Mﬂ%gﬁhmm.
Ewplicar la sucesin como  un 2 2 Trimastre
conjunio infinflo, donds cada AGmeno FUNCHONES.
nalural e carresponde un Mrmino de|- Concepls de sucesion,  formes,
l& saicesitn repraserdacitn, cases,
.- Limils de ura sucesitn -anicemo- 11h
* Adacusdamenle corweTRantas y divesgenes.
propledad de la uricidad del imile. |- Limite de funcianes — -
= Limite por la derecha y por o zguierda
- Teorsmas y propisdades do ios limtes
= Limite de funciones rmalas.

conlFuas.
- Limiles especisles.
Definc # concepio de derivada y UNIDAD 3 CALCULD DIFERENGIAL =  ITrimeste
1] milodos de DERIVADA
| desfvackin iniroduccidn - concapia

- camanto @ una funclin  (Bbsoluts ¥
- Aplicar los concaplos de dervacidn|  mladvo,
on i sakucihn de problemas. - Dorivada de una Auncitn — regla de los cinco
pasos ik
- Inierpretacdn gaomética de ln dervada
- Algsbra de derivadas - fecremas sobre 1a

Cuadro 1. Tomado del plan de area que nos proporciono el profesor E

“(...) La eleccion y secuenciacion de los contenidos la hacemos, primero a
partir de la experiencia docente y el conocimiento que se tiene de los
programas curriculares oficiales, de las estructuras de las unidades modular es
de aprendizaje de cada asignatura...Yo no diria texto guia... [0S textos juegan
un papel importante porgue de alli es donde se extraen los g ercicios y donde
se sacan las definiciones... El libro me per mite guiarme sobre cada uno de los
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temas... para que vayan entrelazadosy no tener uno que estar saltandoy coger
una cosa de aqui y otra de alla... o sea que me sirve para secuenciar los
temas... e libro siempre ayuda... Aunque yo me he acostumbrado mas a guiarme
por los titulos de un libro de texto... y que el titulo lo puede conseguir uno en
cualquier texto... entonces seguimos €l libro de matematica constructiva, pero
yo he procurado quitar ese ambiente de texto... entonces ellos me ven llegar con
un libro y de repente otro dia les saco el examen de otro libro... claro que yo de
antemano les doy fotocopia... y entonces al dia siguiente veo dos libros en el salon
de clase... Entonces tienen varios libros... Pero yo si que sigo para sacar las
definiciones, el orden de las clases y la mayoria de los g ercicios del libro que
te mencioné hace un ratito...”

Al igual que el profesor C, encontramos que organiza la unidad de derivada centrandose
en, casi linealmente, lo que propone el libro de texto matematica constructiva. Por ello,
decidimos aclarar qué queria decir introduccion y definicion para analizar si
previamente da un tratamiento a la fenomenologia histérica del concepto, o si por el
contrario, al igual que el profesor C, lo que hace es una narraciéon anecdética de la
historia que muestre sus lecturas de la Historia de la matematica y no se profundiza y
problematiza realmente en los problemas histéricos o fendémenos que dieron origen al
concepto, en este caso, en el célculo de la velocidad instantanea y el célculo de la

pendiente de la recta tangente a una curva.

“Si los utilizo, porque por ejemplo yo tengo unos textos en donde se narra muchos
apartes acerca de la historia de como por ejemplo los sefiores Galileo y Barrow
dependian mucho de la intuicidn y la especulacién, y de los ejemplos practicos para
calcular razones de cambios, ya que carecian de un método general y de una
definicion clara de este concepto. Sin embargo, con el descubrimiento de Newton y
Leibnitz, el método del célculo se convirti6 en una apreciable herramienta.
Entonces en ese aspecto se lo digo a mis estudiantes les cuento una historia
antes de comenzar, es lo que te sefialo como introduccién, les cuento como
estos hombres contribuyeron a ver mas claramente los conceptos matematicos
gue parecen dificiles o que parecen muy abstractos. Por tanto, llevo las
historias de Newton y Leibnitz ala clasey los narramos... O a veces los pongo
ainvestigar y aprendemos entre todos. Lo importante, es meterlo en la cultura de
eso. Como ya te dije nosotros trabajos por proceso y les damos unas preguntas para
que ellos investiguen, y entonces entre estas meto una de lo que llamo biografia de
la matematica.”

En efecto, de la anterior aclaracion que hace el profesor E, encontramos que, al igual
que el profesor C, al inicio, menciona superficialmente y de forma anecdoética los dos
problemas que dieron origen a la construccion del concepto, pero no introduce la
definicion de la derivada a partir de ellos, sino que por el contrario lo hace centrandose
en la introduccidon progresiva de la notacidon incremental y, posteriormente, trata la

interpretacion geométrica, pero mas como una aplicacion del concepto. Sin embargo, no
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queda muy claro, en la estructuracion que hace en la programacion del capitulo de la
derivada, la diferencia entre los macro objetos f ’(a) y f ’(x), puesto que al referirse a la
derivada lo hace genéricamente, y no especifica si hay un tratamiento previo del macro
objeto f ’(a) y, posteriormente, un tratamiento del macro objeto f ’(x), o viceversa. Por
tanto, el andlisis estatico de la programacion nos permite inferir que el profesor E no es
riguroso al tratar estos macro objetos y la simple lectura de la programacion nos muestra
que no se le otorga importancia a las relaciones y diferencias que hay entre los macro

objetos f’(a) y f’°(x).

Indicador es gener ales de logr os

El profesor E plantea tres tipo de logros a conseguir por sus estudiantes, que involucran
conocimientos conceptuales, procedimentales y actitudinales. Con relacion a los
primeros que denomina cognitivos, centrandonos en la unidad de derivada, plantea
como unico logro, al terminar la unidad de derivada, que los estudiantes interpretan el
significado de la derivada a partir de un grdfico. Encontramos entonces, una
incoherencia entre el anterior planteamiento y los resultados del analisis de la unidad
didactica y de la evaluacién, los cuales nos muestran que el profesor E no incluye
ninguna tarea enunciada en un contexto grafico que requiera para su solucion de la
aplicacion de técnicas graficas, y por tanto, de la interpretacion grafica de los macro
objetos f (x), f ’(a) y f ’(x); sino que todas las tareas que propone estan enunciadas en un
contexto algebraico y privilegian la aplicacion de técnicas directas e indirectas de
derivacion algebraicas (definicion en términos de limite y reglas de derivacion). Sin
embargo, solo dos tipos de las tareas que propone en la unidad didéctica y en la
evaluacion, tipo P (3) y P (5), demandan después del calculo de la expresion simbolica
del macro objeto f ’(x) construir, si es posible, la grafica del macro objeto f (x). Esto
implica la elaboracion de tabla y trazado de la grafica de la funcion a partir de la
expresion simbolica de la funcion derivada hallada, que no necesariamente implica
interpretacion de la grafica de la funcion en términos de los macro objetos f’(a) y f’(x).
Ademas, las funciones que plantean son de tal grado de complejidad, que si no se ha
tratado previamente el trazado de graficas y el andlisis monétono de la funcion
utilizando diferentes representaciones, traducciones y relaciones entre estos macro
objetos, dificilmente los estudiantes pueden llegar a una construccion e interpretacion

del grafico de la funcion dada (ver tabla 11 de la seccion 5.2.2.2.).
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Igualmente, con relacion a los segundos, denominados sicomotores (habilidades y
destrezas), que propone que sus alumnos han de conseguir después del desarrollo de la
unidad didactica de la derivada, deja entrever la importancia que le otorga a los aspectos
formales del concepto (sintaxis) y a los aspectos procedimentales, es decir que el
profesor E, al igual que el profesor C, se preocupa por desarrollar competencias en su
alumnos centradas en la resoluciéon de problemas enunciados, en su mayoria, en
procesos algebraicos y en la aplicacion del aparato formal de la derivada, y no queda
reflejada en la programacion, la importancia de la comprension de los objetos f ’(a) y
f ’(x) para el andlisis y modelizacién de fenomenos en otras ciencias, contrariamente

con lo planteado en el objetivo general.

“- Realiza ejercicios en cada uno de los temas, mostrando soltura conocimiento y
gran agilidad mental para el calculo

- Resuelve derivada e integrales con exactitud y precision, mostrando habilidad y
destrezas en el dominio del tema.”

Finalmente, plantea un tercer grupo de logros que denomina socio-afectivos o
actitudinales, en los que enfatiza el tratamiento de valores desde la clase de matematica,
tales como: responsabilidad, solidaridad, tolerancia, etc.; aspectos que consideramos

interesante e importante desarrollar desde todas las areas del conocimiento.

Uso delos sistemas de representacion

En la programacion no hay una clara referencia al uso de los sistemas de
representaciones; sin embargo, por un lado, a lo largo de la programacion, el profesor E
hace referencias a la resolucion de problemas analitica y graficamente, y por otro, al
plantear los indicadores de comprension de sus estudiantes lo que resalta es la habilidad,
destreza y precision en la aplicacion de las técnicas algebraicas de derivacion en la

resolucion de problemas.

M etodologia

Este apartado lo divide en dos partes que denomina procesos y estrategias

metodologicas. Con relacion al primero de ellos, en la programacion plantea:
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“Las dimensiones del desarrollo indican que pensamiento, habilidad, constancia y
orden deben estar unidos para lograr un desarrollo integral. Es por esto que este
proyecto usa la flexibilidad y el enfoque constructivista que le permite al estudiante
construir su propio conocimiento, a partir de la conceptualizacion que adquiere
mediante el uso responsable, que le facilita comprender, traducir, interpretar,
identificar, sintetizar, generalizar, utilizar y valorar cada uno de los temas
aprendidos, acrecentando sus conocimientos, desarrollando sus habilidades y
mostrando el &nimo necesario. Guiado por un docente que a partir de la evaluacion
inicial, la orientacion didactica, la formacion intelectual, psicomotriz y volitiva
ayuda a crecer y autoevaluarse para corregir sus defectos y corroborar sus
aciertos.”

De la anterior reflexion, podemos inferir algunos elementos que consideramos
interesantes: (1) El profesor E enmarca su practica dentro de las nuevas corrientes
constructivistas, definiendo su rol como orientador del proceso y el del alumno como
agente activo y responsable de la construccion de su conocimiento; (2) los conceptos
matematicos han de ayudar a desarrollar en los estudiantes una serie de procesos
cognitivos complejos, tales como: traduccidn, interpretacion, sintesis, generalizacion,
entre otros; y (3), remarca la importancia de los tres tipos de conocimientos que se han
de desarrollar para la formacién integral, sefialando, conceptos, procedimientos y

actitudes.

Con relacion al segundo subapartado de estrategias metodologicas, hace referencia a las
estrategias que implementa para lograr que los estudiantes lleguen a la construccion del
conocimiento, sehalando: presentacion de los temas de estudio, cuestionarios y talleres
alusivos al tema, guia de estudio, solucion de problemas modelos, plenaria sobre temas
que no han alcanzado a ser comprendidos y aplicacion de los conocimientos adquiridos
a los problemas de la vida diaria. Lo anterior es coherente con lo que plantea en los
objetivos generales, pero es incoherente con los resultados del anélisis de la evaluacion
y de la unidad didéctica, donde las tareas y las actividades que propone son sacadas del
libro de texto y estdn conformadas por ejercicios tipo centrados en la aplicacion y
evaluacion de procesos algebraicos que dificilmente pueden ayudar a la construccion y
comprension de las relaciones entre los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), tal y como

veremos mas detalladamente en las secciones posteriores.
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Evaluacion

En la programacion, se observa una gran preocupacion por parte del profesor por darles
protagonismo a los estudiantes durante los procesos de construccion del conocimiento y
de evaluacion, esta tltima entendida como un proceso dinamico, continuo y formativo.
En el apartado de evaluacion, se plantea como punto central el desarrollo de habilidades
y destrezas matematicas, como son: interpretacion, argumentacion, generalizacion, y
sintesis. Para ello implementa diferentes estrategias de evaluacion como medios para
diagnosticar los avances que muestran los estudiantes, entre ellas: la autoevaluacion,
coevaluacion y heteroevaluacion; y diferentes técnicas, entre ellas, taller, debates
alrededor de la formulacién de preguntas, sustentacion de trabajo, resolucion de
problemas y pasadas a la pizarra. Plantea igualmente unos criterios de evaluacion donde
se destacan aspectos de los tres tipos de conocimiento que considera importantes en la
formacion integral de sus alumnos, conceptuales, procedimentales y actitudinales,
fomentando el trabajo en grupo y el trabajo individual. Sin embargo, en las actividades
que plantea en la unidad didactica no quedan claramente especificadas las diferentes

técnicas que dice utilizar para fomentar y gestionar los diferentes tipos de evaluacion.

Aspectos del conocimiento profesional

Finalmente, de la programacion no tenemos elementos para inferir ni de los recursos
que utiliza, ni del uso de las nuevas tecnologias, pero podemos inferir del analisis hasta
ahora realizado de la programacion y de la entrevista algunos aspectos del conocimiento
disciplinar del profesor. Por un lado, en lo que respecta a la derivada como objeto
matematico, encontramos que en la programacion no quedan transparentemente
especificadas las relaciones entre los macro objetos f ’(a) y f ’(x) como elemento y
clase, puesto que se hace una referencia genérica al objeto matematico sin especificar si
se habla del macro objeto f ’(a) o del macro objeto f ’(x). Igualmente, hemos detectado:
(1) que algunas de las caracteristicas del esquema de la derivada descritas en el analisis
del nivel de comprension del esquema de la derivada que tiene el profesor E, al igual
que el profesor C, quedan reflejadas en la ensefianza de estos macro objetos, tal y como
el énfasis en los procesos algebraicos del calculo de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en
detrimento de la variedad de traducciones y relaciones entre representaciones de estos

macro objetos; y (2), algunas inconsistencias que fueron detectadas en el analisis del
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nivel de comprension del esquema de la derivada que tiene el profesor E, como la

confusion de que el estudio de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) se centra en la relacion

que tienen con el estudio de la recta tangente (ecuacion y grafica), pueden ser

reproducidas en la ensefianza de este concepto en el nivel de secundaria y suponemos

que estan influenciadas por las restricciones institucionales a las que se encuentra

sometido este profesor.

Otro aspecto que no queda especificado en la programacion es el itinerario didactico

que sigue para la ensefanza de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), pues como ya

mencionamos anteriormente, al utilizar la palabra genérica de derivada, no queda claro

si primero se introduce el macro objeto f ’(a) y posteriormente el macro objeto f ’(x), o

viceversa. En la siguiente tabla 8 intentamos sintetizar los aspectos mas relevantes del

analisis de la programacion realizada por el profesor E, teniendo en cuenta las

categorias del analisis que definimos para el estudio de las tareas curriculares.

CATEGORIASDEL ANALISIS

Estructuray contenido del
objeto mateméatico derivada

Estructuray contenido del
objeto de ensefianza y aprendizaje de derivada

Sintaxis/ Semantica Sistemasde Organizacién de la ensefianza Disefio de actividades
representacion y tareas
e Se introduce directamente [®¢ No se hace referencia |e Los objetivos son generales y Se asigna un papel
la  parte formal del explicita al uso de los se corresponden con los importante al desarrollo de
concepto y no se parte de sistemas de representacio- propuestos por los lineamientos competencias para la
los problemas historicos nes, traducciones y rela- curriculares oficiales resoluciéon de problemas

que dieron origen a la

construccion del concepto
e La fenomenologia del
concepto: problema de la
recta tangente y el de la
velocidad, aparecen super-
ficialmente tratadas como
aplicacion del concepto.
Definicion ~ formal  en
términos de limite (no
establece distincion entre
los macro objetos f ’(a) y
£7(x))
Intuimos la emergencia de
inconsistencias en la ense-
nanza de los macro objetos
f’(a) y f ’(x), reduciéndo-
los al estudio del recta

ciones entre representacio-
nes; sin embargo se destaca
la  importancia de Ia
resolucion de problemas
analitica y graficamente.

Se fomenta la resolucion
de problemas en su
mayoria enunciados en un
contexto algebraico

e Se cifie linealmente a un libro
de texto tnico

e Se parte de las dificultades y
errores de los estudiantes
(trayectoria hipotética de apren-
dizaje)

e La organizacion y jerarqui-
zacién de los contenidos se
hace atendiendo a la estructura
formal de la disciplina.

e No se hace referencia al uso de
la Historia de la matematica en
la estructuracion conceptual

e La evaluacion apunta a los
contenidos conceptuales, proce-
dimentales y actitudinales

e Se consideran diferentes tipos
de evaluacion: autoevaluacion,

centrados en los procesos

algebraicos (aplicacion
memoristica de reglas y
algoritmos)

Se disefian teniendo en
cuenta los errores y obsta-
culos de aprendizaje de los
estudiantes

Se busca desarrollar pro-
cesos de argumentacion,
interpretacion,  justifica-
cion y sintesis, a través de
la resolucion de problemas
No se hace explicito las
traducciones entre siste-
mas de representacion

Se privilegia el trabajo en
equipo y la discusion

tangente. coevaluaciéon y  heteroeva- orientada por el profesor
e Las razones de cambio luacién
permiten la modelizacion
de problemas de Ia
matematica y en algunos
casos de la fisica
Tabla 8.
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ii. Conrelacion ala unidad didactica

En el anexo 10, presentamos la unidad didéctica del concepto de derivada, disefiada por
el profesor E, atendiendo a los parametros que les proporcionamos inicialmente a los
profesores y que discutimos en una entrevista previa a la elaboracion de la misma.
Podemos decir que en términos generales el profesor E sigui6 las pautas consensuadas.
La unidad didéctica disefiada por este profesor, se encuentra estructurada en 11
actividades con 32 horas de dedicacién presencial para el desarrollo de las mismas.
Teniendo en cuenta que la intensidad horaria semanal asignada para la matematica de
11° es de 4 horas podemos concluir que el profesor E dedica, aproximadamente, 8

semanas al estudio de la derivada.

Al preguntarle sobre las impresiones y dificultades que tuvo durante el proceso del
disefio y elaboracion de la unidad didactica del concepto de derivada, el profesor E lo
valor6 como muy importante, pero reconocio las limitaciones que tiene de tiempo para
dedicarse a hacer esta reflexion rigurosa previa a la ensefianza de un concepto, y
reconocid que todo este proceso de disefio de unidad didactica lo suple el libro de texto,
que es la fuente de donde extrae la organizacion de los contenidos, las definiciones y las

tareas que desarrolla en clase.

“Bueno estuvo bien, €l instrumento que me diste fue una buena guia, pero
claro, estar haciendo esto para cada una de las unidades es imposible, no creo
que tu lo hicieras cuando trabajabas aqui 0 ¢si?, porgue es que yo no tengo
tiempo. A ver, uno lo hace implicitamente cada vez que va a dar la clase pero tener
que escribirlo con tal minuciosidad como tu me lo pides es imposible... ahora creo
que €l truco esta en escoger un buen libro de texto que te facilite todo este
proceso... porque claro un buen libro de texto que trabaje bien e contenido
matematico, que sea claro, que tenga buenos y variados g ercicios sustituye, a
mi manera de ver, todo esto que me pediste hacer... Con esto no quiero decir
que no sea bueno lo que me pides, pero en la realidad es imposible y creo que nadie
lo hace.”

De la anterior afirmacion inferimos que el profesor E hace un uso lineal del libro de
texto; por ello, decidimos indagar qué relaciéon habia entre la estructuracion y
organizacion de los contenidos propuestos por este profesor en la programacion y en la
unidad didactica con la estructuracion (indice) que propone el libro de texto que este
profesor sigue, y encontramos que, salvo pequefas omisiones no justificadas, los

contenidos programaticos son los mismos.
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Como el profesor E verbalizd sacar del libro de texto las definiciones, las
demostraciones y los ejercicios que desarrolla en clase, los que propone para que sean
desarrollados por los estudiantes y los que propone en las evaluaciones; nuestro analisis
se centrara en la descripcion e interpretacion del tratamiento que se da a las definiciones
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en el libro de texto que sigue este profesor, que es de

la Editorial Libros & libros.

a. Conceptos estructurantes que justifican lastécnicasdef’(a) y f ' (X)

Por un lado, analizando las actividades que propone el profesor E en la unidad didactica
y lo que dice en la entrevista sobre la forma como introduce el objeto matematico
derivada en este nivel de escolaridad, inferimos que su practica profesional se encuentra
enmarcada en un modelo tradicional de la ensefanza, donde el profesor es el encargado
de introducir los conceptos, proponer y solucionar ejercicios que permitan una mayor
comprension de los objetos definidos, y después proponer ejercicios de aplicacion del

tema desarrollado para que sean resueltos por los alumnos.
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“Si parto del concepto intuitivo o de la idea intuitiva de limite, yo defino €
incremento de una funcién, y el cociente diferencial y luego aplico € limite
cuando el Ax tiende a cero y después hacemos gjercicios, si bastantes, para que
quede claro. Después que introduzco € concepto de derivada trato que los
estudiantes lo interprete geométricamente, y esta interpretacion geométrica
basado en el concepto de lo que es una recta secante que poco a poco va
tendiendo a un punto hasta que coincide o se confunde con una tangente, y alli
el estudiante tiene la tendencia de lo que es llegar a un punto sin tocar ese punto.
Inclusive me gusta mucho utilizar la paradoja de Zenén de Aquiles y la
tortuga, porque es una muestra bien chévere delo que es € concepto de limite
y de derivada y para explicar las funciones asintéticas es genial. La uso
mucho... porque meter al estudiante a comprender estos conceptos no es féacil,
entonces utilizo este g emplo solucionandolo graficamente para poder obtener
buenos resultados en la aplicacion de este concepto. Después de la interpretacion
geométrica, doy unas técnicas de derivacion utilizando los teoremas de derivacion:
derivada del producto, del cociente, de una funciéon polinémica, de una
exponencial, etc., esto lo voy dando con ejercicios de aplicacion de tal manera que
ellos puedan utilizar esto a manera de obtener mas rapido la derivada de una
funcion cualquiera. Es decir, utilizar las técnicas como palancas para que hagan
menos esfuerzos para realizar sus ejercicios.”

De la anterior afirmacién, queremos resaltar algunos elementos de los conceptos
estructurantes que considera este profesor que enriquecen nuestro andlisis: (1) la
importancia que le otorga a los conocimientos procedimentales como son el proceso de
la factorizacion y el proceso de calculo de limite, como prerrequisitos para la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x); (2) la referencia al uso de la paradoja
de Zenon para explicar el concepto intuitivo de limite y para justificar las funciones
asintoticas; y (3), la importancia que le otorga a la resolucion de ejercicios de aplicacion

como estrategia para comprender los conceptos desarrollados.

Con relacion a la primera afirmacion, la importancia a los conocimientos
procedimentales, consideramos que este planteamiento es coherente con los resultados
del andlisis de las tareas de la unidad didéctica y las evaluaciones, las cuales se
encuentran enunciadas, en su mayoria, en un contexto algebraico y requieren para su
resolucion de la aplicacion de técnicas algebraicas de derivacion; por tanto, el énfasis
recae sobre el dominio de las técnicas que lleva implicita para llegar a un resultado
satisfactorio (factorizacion, etc.); pero no es coherente con el discurso del profesor E,
quien verbaliza la importancia de las situaciones significativas relacionadas con la
cotidianidad de los estudiantes para llegar a la comprension de los conceptos

matematicos.

292



“Bueno, claro, indudablemente que hay un concepto primario como lo es el de
la factorizacion, un estudiante debe factorizar y saber qué es la factorizacion.
No desde € punto de vista de tener algo ahi como mecanico, sino algo
significativo proponer tareas a partir de la cotidianidad del estudiante, qué es
factorar, desde €l punto de vista significativo, el teorema del factor, el teorema
del residuo, la division sintética, integran muchos estos procesos y hacen que los
alumnos desar rollen mas los concepto abstractos.”

En lo que respecta a la segunda afirmacion, el profesor E introduce la paradoja de
Zendn para explicar intuitivamente los concepto de limite y de curvas asintdticas. En
primer lugar, consideramos que la version que nosotros presentamos de la paradoja, si
que es una situacion potente para aproximarse intuitivamente al concepto de limite
mediante la interpretacion grafica bidimensional espacio—tiempo a partir del andlisis de
la serie convergente y del limite de la serie convergente (Azcarate y Deulofeu, 1996;
Badillo, 1999; Badillo y Azcarate, 2000b; Badillo et al., 2001; 2002a; 2002b). Pero
incoherentemente con lo manifestado por este profesor, el analisis de las respuestas que
da a la version de la paradoja de Aquiles y la tortuga que utilizamos en este estudio (ver
anexo 7 y seccion 5.3.1.2.), revelan inconsistencias en los conceptos matematicos que
maneja este profesor; mas concretamente, exhibe una vision potencial del infinito que le
lleva a reproducir los argumentos eledticos en contra de la divisibilidad infinita del
espacio, del tiempo y del movimiento, los cuales se convierten en obstaculos para la

comprension de los conceptos del calculo diferencial (Azcarate y Deulofeu, 1996).

En segundo lugar, lo interesante de la anterior afirmacion del profesor E, es que
encontramos una coherencia entre lo que dijo cuando justificaba el proceso de
resolucion de la paradoja y lo que afirma al justificar los prerrequisitos que considera
importantes para la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Sin embargo,
estamos en desacuerdo con el planteamiento que hace el profesor E de que la paradoja
permite justificar las curvas asintdticas. Para explicar y justificar nuestro desacuerdo,
también nos remitimos a los resultados del analisis de la respuesta que el profesor da a
la version de la paradoja de Aquiles y la tortuga. El profesor en el proceso de resolucion
compara la version de la paradoja con la problematica didactica de la comprension de
las curvas asintotica mediante el uso de la siguiente metafora: “la grafica se acerca a una
recta vertical pero nunca llega a tocarla”, y la compara con la solucion incorrecta que da
de la paradoja, que Aquiles nunca alcanza a la tortuga por muy veloz que sea porque

siempre habra una distancia, por muy pequefia que sea, entre ellos. Consideramos que
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este planteamiento es incorrecto por dos razones: (1) que en esta metafora de
aproximacion, el tiempo no ayuda, porque la asintota implica considerar una sucesion
convergente Xj, X2, X3,..., Xp—> X, con f (X)—>0; y (2), que la situacion de Aquiles y la
tortuga no es metaforica, puesto que Aquiles si que se acerca a la tortuga e incluso la
supera. Por tanto, en su argumentacion el profesor considera incorrectamente que la
tortuga esta parada en un punto de abscisa x y que Aquiles se comporta como la
sucesion convergente X, Xz, X3,..., Xn—> X, llegando a la conclusion erronea de que nunca

llega a alcanzar a la tortuga.

Por otro lado, analizando en el tratamiento que da al macro objeto f (x) en la
programacion y en la unidad didactica, a diferencia de los otros profesores que
participaron en este estudio, plantea una organizacion para la ensefanza de este macro
objeto en la que se mezclan aspectos abstractos del concepto, tales como relaciones,
representacion de relaciones, producto cartesiano, etc., basados en la Teoria de
Conjuntos e influenciados por la Matematica Moderna, con aspectos mas significativos
del concepto, tales como dependencia entre variables, interpretacion de grafica, dominio
y rango de la funcion, etc., basados en la fenomenologia historica del concepto e
influenciados por la ensefianza tradicional de la matematica. Del anterior itinerario para
el tratamiento del macro objeto f (x), consideramos, que es innecesario y poco
significativo para el estudiante, en este nivel de escolaridad, introducir el aparato formal

de la Teoria de Conjuntos, porque no ayuda a la comprension del mismo.

“Ahora también el concepto de limite también juega un papel importante, saber por
ejemplo, que es un intervalo, en una funcion como esta definida en su rango y en su
dominio dentro de una grafica, esinteresantisimo también que el estudiante sepa
graficar una funcion y la teoria de conjuntos que no podria faltar, porque
claro imaginate tu que vas a hablar de funcién sin la teoria de conjuntos. Hay
unos conceptos que yo diria que estdn arriba de este. Es decir que
jerarquicamente hablando, yo diria que los prerrequisitos son primordiales.”

De igual manera, las tareas que propone el profesor E en la unidad didactica nos
muestran un tratamiento superficial del macro objeto f (x). En términos generales, este
profesor opta por la resolucion de ejercicios, en su mayoria enunciados en un contexto
algebraico, donde no se privilegia el uso de una variedad de representaciones y
traducciones entre representaciones del macro objeto f (x). Del tratamiento que da a las

funciones en la unidad didéctica analizada, inferimos que este profesor solo aplica la
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visiéon de funciones propuesta por Fermat, centrada en las traducciones: ES f (x)—
G f (x), que conlleva a comprender que una curva con dos variables es una expresion
algebraica de las propiedades de la curva (Boyer, 1986; Azcarate y Deulofeu, 1996;
Font, 2000).

Por tanto, podemos concluir que en la unidad didactica no se le asigna un papel
preponderante al estudio de las funciones y sus representaciones como un prerrequisito
para llegar a la comprension del macro objeto f ’(x). En efecto, encontramos que no se
hace referencia, dentro del analisis de las funciones, a la coordinacion de los diferentes
aspectos de la continuidad de una funcién en un punto y en un intervalo (discontinuidad
evitable, discontinuidad no evitable), que consideramos que es una de las caracteristicas
esenciales para la definicién formal del macro objeto f ’(x). Més concretamente, no
encontramos tareas, en toda la unidad didactica ni en la evaluacion, en las que se
estudien funciones definidas a trozos, que requieran la comprension de la continuidad

de funciones, bien sea en un intervalo o en todo el dominio de la misma.

a. Técnicas que utiliza para calcular los macro objetosf’(x) y f '(a)

Analizando qué técnicas para calcular f ’(x) tiene que saber el alumno como resultado
del estudio de la unidad didéctica que propone el profesor E, encontramos que sélo

aparecen dos técnicas de derivacion:

I. Técnica directa por definicion en términos de limite

II. Técnica indirecta por las reglas de derivacion

Posteriormente, rastreamos qué técnicas ha definido para calcular f ’(a) para luego
poder justificar las técnicas de célculo de f ’(x), y encontramos que, en general, no
existen técnicas para calcular f ’(a), porque en las definiciones que presenta en la unidad
didactica estan mezclados los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Lo anterior nos permite
inferir que, en general, no se disefian y justifican actividades y tareas que permitan la

construccion de las técnicas de calculo del macro objeto f’(a).

Todo lo anterior, nos permite concluir, al igual que el profesor B, que: (1) en la unidad

didactica propuesta por el profesor E no se dedica un espacio al tratamiento y
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construccion de las técnicas para calcular el macro objeto f ’(a); (2) primero se da un
tratamiento de las técnicas de calculo del macro objeto f ’(x); y (3), las técnicas de
calculo del macro objeto f ’(a) aparecen reducidas a la simple sustitucion de variables
(x = a) posterior al calculo del macro objeto f ’(x) mediante la aplicacion de las técnicas
I o Il y no se disefan tareas que permitan relacionar y diferenciar, ni grafica ni

algebraicamente, los macro objetos f’(a) y f ’(x).

c. Definicion del macro objeto f 7 (x)

Para definir el macro objeto f ’(x) el profesor E sigue linealmente al libro de texto, de la
Editorial Libros & libros S. A, donde lo definen utilizando la notacidén incremental.
Observando el tratamiento progresivo que sigue el libro de texto para llegar a la
definicion del macro objeto f ’(x), suponemos que implicitamente reconocen la
complejidad semiotica y las dificultades que tiene el uso de la notacidon incremental, y
es por ello que poco a poco van definiendo los conceptos incremento de una variable,
incremento de una funcién, incremento relativo de una funcidn, y finalmente, el objeto

f’(x) como el limite del cociente incremental.

Inicialmente, definen el incremento de una variable, utilizando la notacion incremental,

asi:

El incremento 4x de una variable x es el cambio en x cuando esta crece o decrece
desde un valor x = x; hasta otro valor x = x,. Aqui 4x = x, — x; y podemos escribir
xX,=x; +Ax

Posteriormente, definen el incremento de una funcion a partir de la resolucion de un
ejercicio en el que utilizan dos procedimientos numéricos, basados en la notacion
funcional y en la notacidon incremental, con el proposito de comprobar que los dos
resultados obtenidos son iguales, pero sin llegar a relacionar las dos notaciones
utilizadas. Es decir, primero utilizan la notacion funcional (f (x;) — f (x;)), pero sin
relacionarlo con la notacién incremental (Ay = f (x;) — f (x;)); y seguidamente, lo

resuelven usando la notacidon incremental (4y = f'(x + 4x) — f (x)), pero sin relacionarla
con la notacion funcional (Ay = f(x3)— f(x;) = f(x+Ax)— f(x)). Sin embargo,

finalmente, se olvidan de la notacién funcional y terminan definiendo el incremento de
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una funcién, basandose en la notacidon incremental y con apoyo en la grafica, de la

siguiente manera:

Si y =f(x), entonces:

Ol s A ¥=AF

Fedy --|-

Ay = f(x + 4Ax) — f (x) es el incremento de y

para un incremento 4x de x ey

Seguidamente, definen el incremento relativo de la funcion o, lo que es lo mismo, la
tasa media de variacion, como el cociente incremental o razén de los incrementos y no
se utiliza ni se hace referencia a la notacion funcional utilizada inicialmente al definir el
incremento de la funcion. Igualmente, se plantea la solucién de dos ejercicios poniendo

énfasis en el proceso algebraico de sustituir en la funcion dada el valor de x = x + Ax.

Siy = £ (x), el incremento relativo de la funcién respecto de la variable independiente x, es
la transformacion que experimenta la funcion por cada unidad de cambio en x.

El incremento relativo de dos variables es la razon de los incrementos.

A (variabledependiente) Ay f(x+Ax)— f(x)
A (variableindependiente)  Ax Ax

Es interesante constatar la importancia que le otorga el profesor E a la sintaxis del
objeto matematico y la poca importancia que le asigna a la semantica o significado
asociado al mismo. En efecto, el itinerario que propone este profesor para definir el
macro objeto f ’(x) como una aplicacion del concepto de limite de una funcion,
previamente estudiado el concepto de limite, obedece a un planteamiento puramente
teodrico y matematico, acorde con la logica formal que respeta el desarrollo deductivo
del célculo diferencial. Sin embargo, este desarrollo deductivo no se corresponde con la
génesis historica del concepto de derivada, en donde el calculo por aproximacion
numérica y grafica de los objetos pendiente de la recta tangente y velocidad instantanea

precedio al concepto riguroso de limite (Azcérate ef al., 1996). Esto explica el hecho de
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que en la unidad didactica el objeto velocidad media aparece como una aplicacion del
objeto tasa media de variacion y no como el fendémeno que permitid la construccion del
mismo, y el objeto pendiente de la recta secante no aparece en la introduccién del objeto

tasa media de variacion.

Por tanto, la velocidad media o la velocidad promedio es:

AS S+ M- )
At At

17:

Después de introducir el incremento relativo de una funcion aparece la definicion del
macro objeto f ’(x) como el limite del cociente incremental. Igualmente, que al
introducir el incremento relativo, parten de un ejercicio de célculo del incremento
relativo y analizan lo que ocurre cuando el incremento de la variable independiente
tiende a cero; pero hay que sefalar que no se utiliza ninguna técnica de aproximacion
grafica o numérica que ayude a visualizar los objetos matematicos y los signos
matematicos asociados a la notaciéon que se encuentran inmersos en la definicion. Esta
definicion del macro objeto f ’(x), tiene el mismo inconveniente de la complejidad
semiotica del uso de la notacion incremental y puede ocasionar dificultades en la
comprension del macro objeto f ’(x), tal y como lo hemos descrito en el andlisis de los

profesores A 'y B.

Si y = f(x) es una funcidon con variable independiente X, la derivada de y con respecto a X esta
definida por:
Ay S(x+ M) - f(x)

S = Lim=—= Lim
A—0 N A0 Ax

En esta definicion x permanece fijo, en tanto que 4x tiende a cero. Si el limite no existe para un valor
particular x, la funcién no tiene derivada en ese valor.

&y
. . - ’
Se acostumbra a denotar la derivada de la funcion y = f'(x), por: Lim ™~ o o () 0y 0Dy o
y =1 por: Lim" o “ho £(5) 0y’ 0 D)
D:if(x)o @ En nuestro texto usaremos: y’ o f(x).
X
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De la anterior definicion podemos inferir las siguientes conclusiones: (1) al definir el
macro objeto f ’(x) no se hace énfasis en el significado del concepto sino en la sintaxis
del mismo, es decir que no se define la derivada como otra funcidon que asigna a cada
punto del dominio el valor de la pendiente de la recta tangente en dicho punto; (2)
consideramos que abusan en el uso de notaciones sin justificacion alguna, puesto que,
inicialmente aparece s6lo la notacion incremental y de manera magica y sin ninguna
justificacion, se introducen informalmente la notacion diferencial de Leibnitz (dy/dx) y
la notacion actual de Cauchy (f’(x)), sin apoyarse en alguna grafica que ayude a
visualizar los signos asociados a las notaciones; dejando la responsabilidad al estudiante

por comprender el paso y la relacion entre ellas.

Después de la definicion de la funcion derivada, el profesor E introduce la regla de los
cinco pasos y la define como un método para hallar la derivada de una funcidon
cualquiera. Esta opcion reafirma nuestros supuestos anteriores, el profesor E no se
preocupa por la comprension grafica del objeto f ’(x), sino que apuesta por la
mecanizacion de procesos algebraicos que conllevan al célculo de la expresion
simbolica de la funcidon derivada. Esto es coherente con la cantidad de tareas (80 de 87)
que propone en la unidad didactica, enunciadas en un contexto algebraico, de las cuales
en la mayoria (62 de 87) piden el calculo de la expresion simbodlica de f ’(x) a partir de
la expresion simbdlica de f (x) y no encontramos ninguna tarea dedicada a la

comprension grafica de los macro objetos f (x), f’(a) y f’(x).

La regla de los cinco pasos se puede escribir asi:

Paso 1: Escribir la funcion (y = f(x))
Paso 2: Incrementar la funcion [ f(x + 4x)]
Paso 3: Restarle a la funcion incrementada la funcion dada [f'(x + 4x) — f (x)]
S(x+Ax) - f(x)
Ax

Paso 5: Tomar el limite cuando Ax tiende a cero y resolver evitando llegar a una expresion
con denominador cero.

Paso 4: Dividir por Ax, {

Curiosamente, después aparecen una serie de ejercicios propuestos (actividad 10 y 12,
tareas del tipo P (1), pagina 158-159 del libro de texto) donde se pide el calculo de la

velocidad instantanea sin haber tratado previamente el objeto f ’(a), lo cual nos permite
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inferir tres cosas: (1) hay una confusién en la comprension de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x), puesto que introducido sélo el macro objeto f ’(x) que es una funcién se pide el
calculo del macro objeto f ’(a) que es un numero; (2) no hay ninguna conciencia de la
complejidad que implica el paso del macro objeto f ’(a) al objeto f ’(x) o viceversa,
puesto que las técnicas para el calculo del macro objeto f ’(a) aparecen espontdneamente
y sin justificaciéon como una simple sustitucion de variable x = a; y (3), no se privilegia
la coordinacion de los objetos velocidad instantanea y tasa instantdnea de variacion que
organiza el macro objeto f ’(a), como tampoco el proceso de sintesis de estos objetos en

el macro objeto f’(x).

d. Definicion del macro objetof ’(a)

Ya hemos dicho que no encontramos en la unidad didactica disefiada por el profesor E
un espacio exclusivo para la definicion del macro objeto f ’(a); ésta aparece,
implicitamente, en el apartado que denomina interpretacion geométrica de la derivada,
sin aclarar si se esta refiriendo a la interpretacion geométrica del macro objeto f ’(x) o si
pretende introducir la definicion del macro objeto f ’(a). En efecto, se introduce por
primera vez en la unidad el objeto pendiente de la recta secante y pendiente de la recta
tangente. La primera aparece definida como el cociente incremental y la segunda como

el limite del cociente incremental cuando Ax—0, tal y como se ilustra a continuacion.

Creemos que la definicion que proponen para el macro objeto f ’(a) es incorrecta por las

razones:

1. No se hace énfasis en las coordenadas del punto P como un punto fijo, pues tal y
como lo plantea P (x, f (x)) puede crear la confusion de estar refiriéndose
genéricamente a cualquier punto del dominio, y no especificamente a un punto fijo
concreto P de coordenadas (a, f (a)) que, a nuestro parecer, ayudaria mas a
diferenciar los macro objetos f ’(a) y f ’(x), e incluso, tal y como proponen Dubinsky
y otros (1995) e Inglada y Font (2002), como ya ha introducido la notacién
incremental para definir el macro objeto f ’(x), seria un buen momento para
introducir una notacidon especial para la derivada en un punto que favorezca la
distincion y la relacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Es decir, que se sugiere el
uso de una notacién en la que se especifique que el macro objeto f ’(a) es un numero

que representa una imagen del macro objeto f ’(x) en el punto de abscisa x = a.
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DDy | = e = Lin LI (Dubinsky er al., 1995, pp. 197).
dx Y74 dx xX=a h—0 h

. La notacién que usa en la definicion, conduce al error de definir el macro objeto
derivada en un punto como el macro objeto funcidn derivada; es decir, como el limite
del cociente incremental de la funcidon en todos los puntos del dominio.

. No diferencia y genera confusion en el manejo de los macro objetos f ’(a) y f ’(x),
puesto que, da un tratamiento funcional al macro objeto f ’(a) que es un nimero; mas
exactamente, no alude al valor de la pendiente de la recta tangente en el punto
P (a, f (a)).

. Las técnicas de f ’(a) se reducen de este tratamiento a una simple sustitucion de
variables x = a en la expresion obtenida de f ’(x) por la aplicacion de cualquier
técnica algebraica de calculo de f ’(x), lo cual implica que no se traten técnicas
graficas y numéricas que ayuden a una mejor comprension de las relaciones y
diferencias entre estos dos macro objetos.

. Consideramos que el macro objeto f ’(a) “se introduce”, para justificar la resolucion
de un tipo de problemas, que nosotras hemos definido como P (3), en los que se pide
buscar la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a una curva en un punto
fijo. Sin embargo, la forma en que lo definen y lo tratan puede ayudar a emerger
inconsistencias en la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), como por
ejemplo, el terminar considerando que el macro objeto f ’(x), sin diferenciarlo del
macro objeto f ’(a), es la ecuacién y la grafica de la recta tangente. Estas
inconsistencias en la comprension de los macro objetos f’(a) y f ’(x) las encontramos
en el andlisis de los niveles de comprension del esquema de la derivada de los
profesores A y E, y también han sido reportadas por otros estudios (Amit y Vinner,
1990). Lo cual implica, la posible reproduccion de errores e inconsistencias que tiene
este profesor en la relacion y comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en la

planificacion e implementacion de la ensefianza del mismo.
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Toda recta que toca a una curva en dos puntos se
llama secante, la recta [/ es una de ellas.
Supongamos que P tiene coordenadas (x, y). Sean
las coordenadas de Q (x+Ax, f (xtAx)), donde AX  fix+ 4w

puede ser una cantidad positiva o negativa.
La pendiente de / se obtener de su formula, cuando
tenemos dos puntos. #ix} P
Fix -
. SO+A) () _ f+A)—f () . ol
m = pendiente de / = C—A)—x Ac 0 x ¥+ A X

Cuando Ax tiende a cero, el punto Q tiende al punto P, y la recta / secante gira en torno a P
en el sentido del desplazamiento de las manecillas del reloj.

Podemos pensar que la recta / tiende a una recta limite cuando Ax—0 y esta debe ser la
recta tangente a la curva en el punto P.

Ademas, si la funcion tiene derivada, sabemos que:

Ax) — L ioritn
0= Lim S+ = f(x)
Ac—0 Ax

Es decir, las diferentes rectas / tienden a una pendiente limite, que es la derivada de la
funcion f'en el punto P. Si se traza por P una recta con pendiente f°(x), se obtiene la ecuacion
de la recta tangente.

Recordemos que la formula punto pendiente para la ecuacion de la recta es:

y_yl :m'(x_xl)

Si se toma y;= f (x;) y m = f’(x), se obtiene la ecuacion de la recta tangente en el punto P.
Entonces:

La tangente a la curva de ecuacion y = f (x) en P (x, f (x)) es la recta trazada por P (x, f (x))
con pendiente f”(x)

Como ya mencionamos en el andlisis del caso del profesor B, Inglada y Font (2002)
concluyen que una justificacion valida para introducir la derivada en un punto con la
notacion de incrementos en la secundaria podria ser que ayuda a justificar mas adelante
la regla de la cadena. Partiendo de esta hipotesis rastreamos en la unidad didactica el
tratamiento que el profesor E hace de la regla de la cadena y nos encontramos que, en el
caso de este profesor, en la unidad didéctica se dedica un espacio para el estudio de la

regla de la cadena. Sin embargo, al definir la regla de la cadena no usa la notacién
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diferencial, y por tanto, no queda justificada la introduccion de la notacion incremental

y de la notacion diferencial para definir los macro objetos f’(a) y f’(x).

Sean f, g y u funciones, y f (x) = g [u (x)]; ademas g y u son derivable, entonces f es
derivable y su valor es:

S'x) =g [utx)]-u’(x)

La anterior definicion de la regla de la cadena nos muestra que la introduccion de la
notacion incremental no se hace como medio para justificar y facilitar el uso de la
notacion diferencial al definir la derivada de la composicion de funciones. En efecto,
paralelamente a la anterior definicion, aparece a un lado del libro, con letras pequenas, y
sin darle mayor relevancia, otra definicion de la regla de la cadena en la que se utiliza la
notacion diferencial, pero no se hace ninguna referencia a ella en la resolucion de los
gjercicios que siguen a continuacion, ni se resuelven ejercicios que permitan la

coordinacion y justificacion de las dos notaciones.

Seguidamente, introduce las reglas de derivacion de las funciones trigonométricas,
centrandose en el manejo de procedimientos algebraicos, y a continuacion introduce el
teorema del valor medio, para acabar con lo que denomina aplicacion de la derivada,
que basicamente se centra en la resolucion de problemas de optimizacidon de variables
(maximos y minimos), construccion de graficas de la funcion y andlisis monotono de la

misma, siempre a partir de la expresion simbdlica del macro objeto f (x).

El Teorema del valor medio aparece en el libro de texto después del tratamiento de la
interpretacion geométrica de la derivada y de la definicion del macro objeto f ’(a), y
previamente introducido el Teorema de Rolle. Sin embargo, sin justificacion alguna, nos
encontramos que el profesor E en la unidad didactica suprime la introduccion del

Teorema de Rolle, y pasa a definir el Teorema del valor medio de la siguiente manera,
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Supongamos que f es continua para el intervalo [a, b] y que f’(x) existe para x entre a y b.
De manera que existe un xy entre a y b (a < xy<b), tal que:

_S®) - f(a) i

S'(xp) h-a

., . Fit) ey :
La figura muestra una funcion f'cualquieraentrea y £ ' -

El punto P tiene coordenadas (a, f (a)) y Q (b, f (b)). fia) P
Si trazamos la recta PQy determinamos su
pendiente, obtenemos:
- _ [ F AR
w(Pg) - LB~ 1(@)
b-a

El teorema dice que existe un valor x, entre a y b, en el cual la pendiente tiene exactamente

S - f(a)

. } , esto es: la tangente en x, es paralela a la recta Po.
—da

ese valor {

De la anterior definicion queremos destacar los siguientes elementos, que consideramos
interesantes: (1) el uso de la notacidon funcional al definir la pendiente de la recta
secante y relacionarla con el macro objeto f ’(a); (2) permite la coordinacion grafica,
numérica y algebraica de los objetos pendiente de la recta, tasa media de variacion y el
macro objeto f ’(a); y (3), permite un analisis grafico y algebraico de las pendientes de
las rectas tangentes a la grafica de la curva en diferentes puntos de un intervalo del
dominio con respecto a la recta secante a la grafica de la curva en los extremos de dicho
intervalo. Sin embargo, el tratamiento previo que el profesor E ha dado a los anteriores
objetos mencionados, pueden provocar: (1) dificultades y confusion en la comprension
de los objetos inmersos; (2) conflictos en la coordinacion de las notaciones utilizadas;
en efecto, primero se habia introducido la notacién incremental sin relacionarla con la
notacion funcional y de manera rapida se pasa a la notacion funcional sin justificacion
alguna (aunque el teorema del valor medio necesariamente requiera de la notacion
funcional); y (3), dificultades en la aplicacion de las técnicas algebraicas que requiere el
tratamiento del objeto tasa media de variacion (factorizacion, Ruffini, etc.), si no han

sido tratadas en profundidad con anterioridad (Azcarate, 1990; Font, 2000).

Igualmente, como se ha podido observar, encontramos que la grafica que acompafa la
definicion del Teorema del valor medio, es incorrecta y podria generar confusiones e
inconsistencias afiadidas a las ya mencionadas, porque la grafica de las dos rectas son

secantes (quizas por alguna falla en la impresion del libro de texto), y lo que trata de
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mostrar este teorema es la existencia de un punto del intervalo definido de la funcion en
el que el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en dicho
punto, es igual al valor de la pendiente de la recta secante a la grafica de la funcién en

los extremos del intervalo.

Teniendo en cuenta lo anterior, consideramos que la incorporacion de este contenido
tematico en el nivel de secundaria tendria sentido, si se hubieran dado las siguientes
condiciones: (1) haber tratado previamente diferentes notaciones de los objetos tasa
media de variacion, pendiente de la recta secante, pendiente de la recta tangente, tasa
instantanea de variacion que organizan el macro objeto f ’(a), y las técnicas asociadas a
la manipulacion y célculo de los mismos, que no son tan simples e inmediatas
(Azcérate, 1990; Font, 2000); y (2), haber introducido previamente el Teorema de Rolle,
que a nuestra manera de ver, es util para el estudio grafico y algebraico de los puntos
maximos y minimos; y entonces, el teorema del valor medio apareceria justificado
como una generalizacion del Teorema de Rolle', y por tanto, ayudaria al estudio gréfico,

numérico y algebraico de los objetos inmersos en él.

Si confrontamos lo anteriormente expuesto con las tareas que propone en la unidad
didactica para afianzar y ampliar la comprension de este contenido temaético,
encontramos que las tareas que propone (tipo P (31), ver anexo 12) recogen aspectos
fenomenoldgicos del concepto de derivada donde sélo se tratan fendmenos que organiza
la propia matematica y, se encuentran enunciadas en un contexto algebraico. Es decir
que a partir de la expresion simbolica y el intervalo del dominio de la funcion se pide
S () - f(a) }
b-a

aplicar el teorema del valor medio, {f "(c) = , para calcular el valor del punto

¢ contenido en dicho intervalo. Encontramos que esta tipologia de problemas es
interesante por las razones anteriormente enumeradas; sin embargo, el énfasis en el
procedimiento algebraico y la ausencia de un tratamiento previo en la unidad didéctica
de la notacion funcional de los objetos tasa media, tasa instantdnea de variacion,
pendiente de la recta tangente y f ’(a), podria generar confusiones y dificultades en el

manejo de estos objetos y reducir la potencia de la tarea a la simple incorporacion de

" EI mismo libro de texto define el Teorema de Rolle, sin ningtn apoyo grafico, asi: Supongamos que f es
continua en a <x < by que f ’(x) existe para todo x entre a y b. Si f (a) = f(b), entonces debe existir (por
lo menos) un punto, por ejemplo, x,, entre a y b, tal que ’(x,) = 0.
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una técnica algebraica mas, que sirva para solucionar una tipologia determinada de

problemas, en este caso los que hemos clasificado como P (31).

Este énfasis que hace el profesor E, en la unidad didactica y en la evaluacion, en los
procesos algebraicos, es coherente con los resultados encontrados con el analisis del
esquema de la derivada que tiene el profesor E, el cual mostro tener dificultades para el
tratamiento y justificacion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en las dos dimensiones
del esquema definido (nivel intra algebraico intra grafico de la derivada). En la tabla 9
resumimos los aspectos analizados en la unidad didactica, teniendo como referente los
resultados obtenidos del analisis de el tratamiento de los macro objetos f ’(a) y f ’(x),
siguiendo el libro de texto de la Editorial Libros & y Libros, que también sigue el

profesor C.
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¢Cémointroduce €
concepto?

()

Del problema de la recta secante

(X)

Del incremento finito

cQué simbolos utiliza?

AX, h (X)

x-a )
)

Forma €, 0
(SINTAXIS)
¢Enquétérminosla | Siy = f{x) es una funcion con variable independiente X, la derivada de
define? Yy con respecto a X esta definida por:
Ay S+ M) - f(x)
= Lim——= Lim——
AN A Ax
JQuUEé otros aspectos | Reglas de derivacion .
formales manejan? Teorema del valor medio
Técnica directa: definicion de la derivada
QUé técnicas se Técnica indirecta de derivacion: reglas de derivacion (funciones
¢ " trigonométricas, funciones exponenciales y logaritmicas, funciones
tratan® potenciales, etc.
Las técnicas de f’(a) se reducen a la sustitucion de x=a en la ES f’(x)
cComointroduceel | Aparecen sucintamente como aplicacion del concepto de derivada
con cepto’) como limite del cociente incremental y no hay claridad conceptual en
) la introduccion.
¢Como maneja el paso | No se maneja.
delavelocidad media
alainstantanea?
1. Velocidad 2. Velocidad | 3. Velocidad de
Razones de cambio de cambio: de cambio: cambio:
I nstantaneas e/t (X) mag/t () | mag/mag’ (X)
Contenido ¢Marcaimportancia? |4 las mag /mag’, centrada fenomenologia matematica.
(SEMANTICA)

¢Como maneja el paso
delasecanteala
tangente?

No hay claridad conceptual en este paso y se hace desde
procedimientos algebraicos.

Significado geométrico

¢Mar caimportancia?

Representaciones
semidticas

Fenomenologia

1. Recta 2. Tangente 3. Analisis
tangente trigonométrica |  de funciones
X) ) X)
A la recta tangente y al andlisis mondtono de funciones
Matematica Fisica Otras
(X) X) Q)

¢Marcaimportancia?

Marca mayor importancia a la matemdtica, y solo aparecen 5 tareas
de 160 dedicadas a la fenomenologia fisica

Contexto

1. Algebraico | 2. Numérico | 3. Verbal 4. Gréfico
X) () X) (X)

¢Mar caimportancia?

Mas mayor importancia al algebraico, y en la fase de aplicacion,
aparecen 9 de 158 tareass que enfatizan el verbal y 9 de 158 tareass
que enfatizan en el grdfico.

Tabla 9. Aspectos de la derivada como objeto matematico analizados en la unidad didactica
elaborada por el profesor E
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5.2.2.2. Estructuray contenido de lastareasy actividades que plantea €l profesor E

i. Conreacion alaevaluacion

El profesor E nos proporciond dos evaluaciones (ver anexo 9), a las cuales denomina
prueba, que contienen en total 7 tareas que hemos clasificado en la tabla de analisis 10
de la siguiente manera: la tarea 1 del tipo P (0), las tareas 2 y 3 del tipo P (1), las tareas
4y 5 del tipo P (3), la tarea 6 del tipo P (4), y la tarea 7 del tipo P (5). En general las
tareas las hemos definido como ejercicios rutinarios que no muestran ningun tipo de
complejidad en los procesos cognitivos que demandan y en las técnicas que hay que

aplicar en su resolucion.

En todas las tareas propuestas por el profesor E hay un tratamiento de la fenomenologia
pura del concepto de derivada, es decir que se centran en el estudio del desarrollo actual
y en el uso actual de la matematica. Ademas, solo en dos tareas la 4 y la 5 del tipo P (3)
hay un tratamiento de la fenomenologia historica del concepto al involucrar el problema
de la recta tangente a una curva, y no encontramos ninguna tarea que trate el problema
de la velocidad instantdnea ni ninguna que estudie los fenomenos que estructuran el
concepto de derivada en otras ciencias. Por tanto, encontramos que en las tareas
propuestas por el profesor D hay un tratamiento fenomenologico pobre del concepto de
derivada centrado en el estudio de fendmenos propios de la matematica, pero
encontramos a faltar (al igual que en las evaluaciones de los profesores D y C) tareas de
optimizacion de funciones y razones de cambio en general que ayudan al tratamiento de
fenémenos de otras ciencias y de la propia matematica. Sin embargo, el profesor D en la
entrevista que le realizamos afirma tratar en clase diferentes aspectos fenomenologicos
del concepto de derivada, tanto en la propia matematica como en otras ciencias (fisica,

economia, etc.), que intentaremos confrontar con el andlisis de la unidad didéctica.

“En lo relativo al concepto de derivada... Bueno utilizo... Cuando voy a hablar del
incremento de una funcion... cuando voy a hablar del cociente diferencial...
cuando voy a definir la pendiente de la recta tangente... que va a ser el limite
hacia donde va a seguir la secante en... al transportar el punto Q hacia donde esta
P, el punto donde la tangente corta a la curva... especificamente en eso... También
cuando voy areferirme a algunos conceptos basicos como son |los conceptos de
velocidad y aceleracion, en lo que refiere a la aplicacion de la derivada... O
también cuando voy a referirme al concepto de utilidad o costo marginal... O
cuando voy areferirme al concepto de pendientede unarecta...”
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Otro aspecto significativo en el analisis de las tareas propuestas por este profesor es el
hecho de que todas las tareas se encuentran enunciadas en un tnico contexto algebraico,
lo cual condiciona el uso, en el proceso de resolucioén de las mismas, de los sistemas de
representacion, de las traducciones y relaciones de las representaciones de los conceptos
de funcion y de funcidn derivada, y finalmente, de los procesos cognitivos que emergen
como resultado de la actividad matematica que se genera de esta tipologia de tareas. El
profesor E al evaluar solo tareas enunciadas en el contexto algebraico, no puede obtener
una idea global de la comprension que tienen sus estudiantes del concepto de derivada,
puesto que el concepto es desprovisto de toda la riqueza y pluralidad de significados, y
la comprension del concepto matematico se reduce al manejo algebraico de ecuaciones
y de aparatos sintacticos, relegando a un segundo plano el uso de sistemas de
representaciones, traducciones y relaciones entre representaciones de los conceptos
matematicos en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Sin embargo, en la entrevista
afirma su interés por presentar tareas que muestren el uso del concepto de derivada en

situaciones de la cotidianidad del alumno.

“Si tiendo a que € estudiante... eh... lo analice desde € punto de vista de la
cotidianidad, que vea al concepto de derivada en la velocidad de un carro...
gue lo veo en una recta que esta en € tablero, en estas cuestiones... Es decir
que él el concepto... se de cuenta que el concepto de derivada es un concepto
que estainmerso en larealidad... que es un concepto que esta dado en la utilidad
que puede generar el vender algo, en producir algo, en lo que refiere al costo
marginal en el campo de la economia... de la administracion, y en las aplicaciones
fisicas.”

El enunciado de las tareas propuestas por este profesor muestra una pobreza en el uso de
los sistemas de representaciones puesto que todas parten de la expresion simbolica
que representa la funcidn, sin embargo encontramos que en el proceso de resolucion se
requieren de algunas traducciones y relaciones entre representaciones de los conceptos
de funcién y de funcion derivada. En primer lugar, encontramos que cinco de las tareas
requieren traducciones entre representaciones del concepto de funcion, siendo la mas
utilizada la de ES f (x)>ES f (x) en las tareas 1, 4, 5 y 6 seguido de la traduccién
ES f (x)— G f (x) usadas en las tareas 4 y 7. En segundo lugar, sélo una tarea, la 3 del
tipo P (3) requiere de la traduccion entre representaciones del concepto de funcion
derivada (ES f ’(x)—>ES f ’(x)), puesto que exige el encapsular el proceso de calcular

S+ Ax) — f(x)

A ) para valores

por aproximaciéon numérica la tasa media de variacion (
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pequefios entre 2 y 25 en el objeto tasa instantdnea de variacion

(f ’(x)= Lim W). Es decir, que requiere coordinar dos técnicas de
Ax—0

derivacion (funcion pendiente definida por Tall (1985) y la definicién en términos de
limite) como una misma forma de comprender el concepto de derivada

fOHA)-f@) . G A= f0)
Ax Ax—0 Ax

En tercer lugar tenemos que todas las tareas, excepto la tarea 1 del tipo P (0), requieren
de relaciones entre representaciones de los conceptos de funcion y de funcion derivada,
la relacion mas usada es la que va de la expresion simbolica de la funcion a la expresion
simbolica de la funcion derivada (ES f (x)=ES f’ (x)). Y por tltimo, ninguna de las
tareas requieren relaciones entre representaciones del concepto de funcion derivada y de
funcioén. En la tabla 11 se puede observar que las tareas propuestas por este profesor, al
igual que los profesores C y D, no presentan variedad en el uso de las representaciones,
traducciones y relaciones entre representaciones de los conceptos de funcion y funcion
derivada, lo cual no implica que no estén tratadas en las tareas que forman parte de la

actividad matematica que se desarrolla en el aula de clase.

En el enunciado de las tareas y en la justificacion que hace el profesor E de las mismas
se hace explicito el uso de tres técnicas de derivacion: la técnica directa por la
definicion de limite (en la tarea 2), la técnica indirecta de la aplicacion de las reglas de
derivacion (en las tareas 6 y 7) y la técnica directa por aproximacion numérica (en la
tarea 3). Privilegiando mas el uso, quizas por economia, de la técnica indirecta de las
reglas de derivacion, sin embargo, no podemos inferir que se exija el uso exclusivo de
ésta técnica y que se restrinja el uso de otras técnicas que no son mencionadas
explicitamente (en las tareas 4 y 5). Es importante sefialar que el profesor E al igual que
el profesor B plantean explicitamente la necesidad de usar en la resolucion de las tareas
la técnica de derivacion de aproximacién numérica (en la tarea 3 del tipo P (1)), pero
dependiendo de si los alumnos estdn acostumbrados o no en su actividad matematica a
tratar con este tipo de problemas, que complementados con otras que involucren
traducciones y relaciones entre estos conceptos, puedan ayudar a emerger una

perspectiva esquema del concepto de derivada.
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Las tareas propuestas por el profesor E necesitan la coordinacioén de varios esquemas de
los conceptos que se encuentran involucrados, tales como: funcidn, incremento de la
funcién, composicion de funciones, pendiente de una recta, tasa media de variacion, tasa
instantanea de variacion, reglas de derivacion, funcion derivada, regla de la cadena, etc.
Pero el tratamiento de las representaciones, de las traducciones y de las relaciones entre
representaciones de los conceptos que intervienen e interactiian en la resolucion de las
tareas determinard la riqueza de estos esquemas, e igualmente, determinard o
condicionard los procesos cognitivos que se activardn y que ayudardn a que la
construccion de los esquemas de los conceptos matematicos sea mas consistente y
coherente. De alli que se haga necesario un estudio mas profundo del tratamiento de
estos conceptos en las tareas que se proponen en la unidad didéctica del concepto de

derivada.

En relacion con el andlisis de los procesos cognitivos que se activan en el desarrollo de
las tareas propuestas por el profesor E, creemos conveniente que para describirlos nos
centremos en el andlisis particular de cada una de las tareas propuestas, para
posteriormente acercarnos a una conclusion generalizada de la perspectiva del concepto

que requieren los estudiantes para resolver las tareas propuestas.

La tarea 1 del tipo P (0) teniendo en cuenta la traduccidon entre representacion del
concepto funcion que se usa, suponemos que tedricamente requiere el siguiente proceso
cognitivo:

e Desencapsulacion del objeto funcion en la accidon de calcular el incremento de

una funcioén a partir de la ES.

Sin embargo, teniendo en cuenta la justificacion que hace el profesor de la eleccion de
la tarea 1, llegamos a la conclusion de que en la practica el tratamiento de este tipo de
tareas si no se complementa con otras tareas en donde se manejen una variedad de
traducciones entre representaciones del concepto de funcion puede finalmente propiciar
la interiorizacion de acciones en procesos, mas concretamente, si seguimos la tabla de
procesos cognitivos entre traduccion del concepto funcion (ver tabla 7 del capitulo 3),
esta traduccion de ES f (x)—ES f (x) tiende a activar: interiorizacidon de acciones sobre
el objeto funcion (representado por su ES) en procesos que ayuden a las trasformaciones

de la ES: factorizacion, racionalizacion, etc.
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TABLA T8, ANALISIS DE LA EVALUACION PROFESOR E
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“Bueno yo diria que en general habria que tener en cuenta a la hora de evaluar el concepto de derivada...
el concepto de funcion, una funcioén original y una funcion incrementada... Como también que el
estudiante entienda bien el concepto de incremento de una variable dependiente, como el de una variable
independiente... Porque fijate tG con € primer gercicio, entonces va desde que se da la funcion
original hasta que se busca la funcion incrementada y después la necesidad de establecer un
cociente diferencial y despuéslarazon de cambio que le lleve a encontrar un limite posterior.”

En la tarea 2 del tipo P (1) si tenemos en cuenta la descomposicion didactica que hemos
construido como eje del dispositivo de ensefianza, podemos decir que en general es una
tarea que requiere de un proceso cognitivo complejo de desencapsulacion del objeto tasa
instantanea de variacion en los procesos que permiten realizar cada una de las acciones
que conforman la regla de los cinco pasos. Sin embargo, la emergencia de este proceso
cognitivo complejo dependerd de la actividad matemadtica que el profesor desarrolla
durante el proceso de ensenanza y aprendizaje. Por tanto, si la actividad matematica se
centra en el manejo algebraico y algoritmico del concepto de limite, puede conllevar a
que los estudiantes construyan una perspectiva accion o a lo madximo una perspectiva
proceso del concepto de derivada. Ocasionando entonces que la desencapsulacion no se
de en los alumnos y lo que finalmente obtenemos son acciones que realizan

memoristicamente, pudiendo incluso aparecer el fendémeno de algebrizacion del limite.

“Ya en el segundo ejercicio, 10 que busco es que con la regla de los cinco pasos
el estudiante através de ella se concienticen un poco en cual es el proceso total
gue se da para llegar a la derivada. Es decir que este recoge el proceso total de
los dos ejercicios: el primero y el tercero. Entonces si, aqui determina la derivada...
Y no se dice que es la derivada, se va llevando hasta que ya ellos se van
ambientando con esto... Pero alli esta el concepto de limite... lo importante es
que sepan operar con él.”

La tarea 3 del tipo P (1) es una tarea interesante que requiere la aplicacion de una
técnica de aproximacion numérica. Encontramos que este tipo de tarea ayuda a que
emerjan procesos cognitivos complejos como la encapsulacion de procesos en objetos,
siempre y cuando el alumno se encuentre familiarizado con este tipo de técnica. De la
justificacion que el profesor E hace de esta tarea en la entrevista podemos inferir que se
persigue la emergencia del proceso cognitivo que hemos definido en la tabla de analisis
10, la desencapsulacion del objeto tasa instantanea de variacion en los procesos de

calcularla algebraica y numéricamente a partir de la expresion simbélica de la funcion.
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“Bueno con la tercera situacion problema lo que busco es que después de haber
conceptualizado sobre el incremento de una funcién € trate de recordar como
introduce el concepto a un calculo numérico. O sea que en este ejercicio se le
dan las funciones para que é trate de introducir el concepto de derivada a
través del calculo numérico. Ademas lo que Se persigue es que a la vez de estar
utilizando los procesos algebraicos se vaya introduciendo los procesos
numéricos que explican el concepto. Porque se ayuda y se evalla también en la
parte esta de teoria de limite, que tampoco es un concepto nada facil... Por eso
te hablo del concepto de limite como idea intuitiva de aproximaciones
numéricas.”
Las tareas 4 y 5 del tipo P (3) son tareas rutinarias en las que se trata uno de los
problemas historicos que dieron origen a la construccion del concepto de derivada. En el
proceso de resolucion de estas tareas hemos definido que demandan los siguientes

procesos cognitivos:

e Desencapsulacion del objeto funcion derivada en el proceso de calcular la
pendiente de la recta tangente a una curva a partir de la ES de f (x)
e Coordinacion de los esquemas de recta normal, recta tangente y el de funcion

derivada

Sin embargo, son tareas que se centran en la relacion del concepto de funcion y del
concepto de funcién de derivada focalizada en el manejo algebraico del aparato
formal de la derivada para el célculo de la pendiente de la recta tangente a la funcion
y que no necesariamente involucran procesos cognitivos complejos, sino por el
contrario demandan la interiorizacion de acciones sobre el objeto funcién en el
proceso de calcular la funcidon derivada directa (a través algebra de limite) o
indirectamente (a través de la aplicacion memoristica de las reglas de derivacion), tal

y como lo hemos definido en la tabla de procesos cognitivos 9-3.

“En la cuarta pregunta de la primera parte, |0 que trato de sintetizar 1o que ha
hecho arriba... 0 sea que todo & examen lo que busca evaluar es el proceso,
porque ahora lo que tienen es que aplicar lo anterior para resolver esta
situacion del calculo de la ecuacion dela rectatangentey la normal.”

Por un lado en la tarea 4 encontramos un aspecto interesante como lo es la inclusion de
la interpretacion geométrica del concepto de derivada a partir de la traduccion a la
representacion grafica de la funcion (ES f (x)—>G f (x)). Mientras que en la tarea 5

encontramos a faltar el tratamiento simultdneo de la resolucidén analitica y la grafica,
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que le permita a los alumnos constatar el signo del area segun la pendiente de la recta,
que a nuestra manera de ver contribuiria a la emergencia de procesos cognitivos mas

complejos.

“También cuando ya vamos a referirnos al manegjo de las aplicaciones, por
giemplo, en € gercicio de encontrar € area de un triangulo... ya el estudiante
verifica algunos de los conceptos dados... Es decir qué aplicacionestiene en la
cotidianidad el concepto.”

La tarea 6 del tipo P (4) requiere de aplicacion de la técnica indirecta de las reglas de
derivacion. Es una tarea que hemos clasificado como rutinaria que enfrenta al estudiante
al calculo de la funcion derivada a partir de la expresion simbolica que representa la
funcién, planteandoles una variedad de funciones que requieren de la aplicacion de
varias técnicas de derivacion indirecta, tales como: derivada de un producto, derivada de
un cociente, regla de la cadena, etc. Teniendo en cuenta, que la tarea requiere la relacion
entre representaciones de los conceptos de funcidon y de funcion derivada: ES f (x)=
ES f’(x), y la justificacion que el profesor E hace de la misma donde el aspecto central
a evaluar es el procedimiento algebraico de aplicar el aparato formal de la derivada con
facilidad los procesos cognitivos que definimos en la tabla 10 de evaluacion de las

tareas, como son:

e Desencapsulacion del objeto composiciéon de funciones en las funciones
sencillas.

e Desencapsulacion de la funcion derivada en las acciones de aplicar la coleccion
de reglas de derivacion e incluso la regla de la cadena a partir de la ES de la

funcion.

Quedan finalmente en la practica reducido a la interiorizacién de acciones sobre el
objeto funcion en el proceso de calcular la funcion derivada indirectamente (a través de
la aplicacién memoristica de las reglas de derivacidon), en lugar de la aplicacion de la

técnica directa por la definicion de limite por economizar tiempo y trabajo.

“Luego en la segunda parte, tenemos otra evaluacion, ahora en esta parte, con el
primer ejercicio, o sea la tarea 6, ya € estudiante conoce una serie de
propiedades o teoremas verificables sobre aspectos de la derivada de una
potencia, de un producto, etc., entonces aqui ya maneja todo lo evaluado
anteriormente, es decir comprende el concepto de derivada, y ahora con estos
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gierciciosva a probar estasreglaso teoremasy le va a permitirse meterse mas
en e concepto de derivada de una manera mas répida y facil... Y a ellos les
gusta porque a la larga ve que lo anterior era un trabajo muy largo, pero ahora
aqui una derivada la va obtener rapidamente sin tantos pasos.”

Finalmente, la tarea 7 del tipo P (5) es una tarea que también hemos definido como
rutinaria en la que se pide encontrar los extremos de las funciones y la construccion de
la grafica de cada una de ellas. Es un ejercicio rutinario de trazado y andlisis de grafica
centrada en la solucidn algebraica de la funcidon derivada para posteriormente aplicar los
criterios de la primera y de la segunda derivada. Es una tarea que al igual que la anterior
la evaluacion se centra en la aplicacion del aparato formal de las reglas de derivacion a

la funcidn representada por su expresion simbolica (ES f (x)=ES f’(x)).

“También tU observas que los puntos de inflexién, puntos de maximo vy
minimo... es decir, desgraciadamente en este tema creo que s me quedo un
poco corto, porque la verdad es que el tiempo es muy corto... Pero de todas
maneras trato de que ellos se vayan a la universidad con lo poco que se le da, con
objetividad y claridad... es decir lo poco que se le da pero es lo esencial, es decir,
que trato es que se lleven los conocimiento minimos de ese concepto... porque yo
solo tengo 3 horas semanales de 45 minutos.”

En lo que respecta a esta tarea queremos llamar la atencion sobre el tipo de funciones
que el profesor E pretende que los estudiantes grafiquen sin la ayuda de ninguna
herramienta informdtica o tecnoldgica. Consideramos que son funciones bastantes
complejas que centradas en el manejo algebraico serd imposible que los alumnos
alcancen a construir y hacer un analisis mondtono completo de las graficas de las
funciones. A lo mejor esto se debe a la falta de preparacion y profundizacién que el
profesor hace del tema del andlisis y trazado de graficas teniendo como punto central la
aplicacion del concepto de derivada, que deja entrever en la justificacion que hace de
esta tarea como resultado de las restricciones institucionales a la que se encuentra
sometido. Por tanto, podemos inferir que el profesor E se preocupa mas por la
evaluacion de los procesos algebraicos y deja de lado la aplicacion del concepto de
derivada mediante el uso de diferentes contextos y registros de representacion

semidticas, como lo es la interpretacion del concepto en un contexto grafico.
En lo que respecta a los recursos, el profesor E en su discurso no deja entrever el uso de

las nuevas tecnologias como una herramienta que ayuda a mejorar la comprension de

los conceptos matematicos, ni como estrategia de resoluciéon de las mismas. Sin
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embargo, como ya sefialamos anteriormente, la tarea 7 del tipo P (5) para poder
construir la grafica de las funciones requeriria uso de las nuevas tecnologias, como:

software o calculadora grafica.

En general, hemos encontrado que la mayoria de las tareas propuestas por el profesor E
se centran en evaluar el manejo algebraico de dos técnicas de derivacion: la técnica
directa por la definicion del limite y la técnica indirecta de las reglas de derivacion.
Apareciendo aisladamente la tarea 3 la necesidad de utilizar técnicas directa de
aproximacion numérica. No hay una preocupacion directa en la evaluacion por parte del
profesor por evaluar la comprension del concepto ligada al uso de diferentes sistemas de
representacion, a la importancia en la traduccion y en la relacion entre sistemas de
representaciones de los conceptos de funcion y funcion derivada, como tampoco, al
analisis de los diferentes fendmenos que estructuran al concepto de derivada.
Igualmente, teniendo en cuenta la justificacion que el profesor E hace de cada una de las
tareas nos lleva a inferir, que para su resolucion es suficiente que los estudiantes
exhiban una perspectiva proceso de los conceptos matemadticos que les permitiria
abordar con éxito su resoluciéon e incluso aprobar con buenas calificaciones la

asignatura.

Otro foco de interés al analizar las tareas y la justificacion que hace el profesor E de las
mismas, es el inferir algunos elementos del conocimiento que exhibe el profesor en
relacion con el concepto de derivada como objeto matematico y como objeto de
ensefianza y aprendizaje. En lo que respecta a la derivada como objeto matematico
podemos inferir del discurso del profesor que el concepto de derivada requiere
previamente de un tratamiento profundo de los conceptos de tasa media de variacion y
el concepto de limite (intuitivo por aproximacion numérica) que permita la
encapsulacion de este proceso en la tasa instantdnea de variacion. Sin embargo,
paraddjicamente el tratamiento del concepto en las tareas se centra mas en los procesos
algebraicos presentes en la aplicacion de técnicas de derivacion directa por definicion de
limite y por la técnica indirecta de las reglas de derivacion. No hay una preocupacion
por el estudio de los fendmenos que estructuran al concepto de derivada, aunque si hay
una mencion periférica de ellos, por tanto, no tenemos elementos suficientes para inferir
del dominio conceptual o no de los mismos, como tampoco de las relaciones entre

derivada en un punto y de la funcion derivan puesto que a lo largo del discurso no hace
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mencion de ello ni de la generalizacion de la derivada de la funcién como razon de

cambio entre magnitudes.

“Bueno yo lo que trato de decir, es que S ya el estudiante ha interpretado
grafica y analiticamente el concepto de derivada, que ya sabe lo que es una
secante a una curva, la normal, la tangente, la pendiente de la recta tangente...
Esdecir cuando ya domina estos conceptos. Entonces cuando ya tiene también
definido la regla de los cinco pasos, que en algunos casos dicen que son cinco
pasos y en otro que son tres pasos para el calculo de la derivada a partir de la
incrementacion, entonces que ¢l conozca ya detalladamente los teoremas, para ya
hacerlo més rapido, mas agilmente... Es decir, que cuando un estudiante ya se da
cuenta que no trabaja tanto para calcular la derivada de una potencia, etc.,
gue ya sabe que lo puede hacer directamente, se corre menos riesgos de
equivocar se. Claro que procuro que ellos apliquen esos teoremas, pero que los
demuestren, que sepan de dbénde salen y que no lo aprendan de forma
mecanica, sino que inter preten, argumenten y propongan.”

En cuanto a la componente didéctica, para este profesor, la evaluacion es concebida
como un proceso continuo y sumativo, en el que se requieren una variedad de
instrumentos (que no especifica) y en el que se tiene en cuenta todos los progresos y
dificultades que el estudiante tiene durante el desarrollo de la unidad y al final de la
misma. Ademas, creemos conveniente resaltar la importancia que le otorga a las
preconcepciones de los estudiantes en la construccion de los conceptos matematicos,

pero finalmente este aspecto se desdibuja a lo largo del discurso.

“Bueno hay muchas maneras de conocer si e estudiante ha aprendido €
concepto, porque es que yo acostumbro a hacer las pruebas diagnosticas, que
veo donde estan fallando y entonces ya profundizo con argumentos de
gercicios mas fuertes. Si se logra detectar por ese animo, por ese querer hacer las
cosas que se les nota a ellos... Y que no es solo una evaluacion de un examen
sino a través de la observacion directa de los progresos que uno ve en €l aula
de clase por medio delas diferentes actividades que se programan.”

A continuacidn, en el esquema siguiente, intentaremos resumir los elementos descritos a

lo largo del analisis de la unidad didactica.
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ii. Con relacién ala unidad didéactica

La unidad didactica propuesta por el profesor E contiene 87 tareas en total. Teniendo en
cuenta la tipologia de tareas definidas como resultado del andlisis de las tareas
propuestas en las evaluaciones, podemos concluir que de las 87 propuestas en la unidad
didactica, 82 de ellas pueden ser ubicadas en la tipologia definida, y 5 no estan incluidas
en esta clasificacion, y, por tanto, requieren de un andlisis particular. Tal y como se
ilustra en la siguiente tabla, de las 82 que se corresponden con la tipologia definida,
podemos concluir que el tipo de tareas que mas usa el profesor E en el desarrollo de la
unidad es la tipo P (4) con un total de 30, seguidamente, tenemos las tipo P (0) con 18,
P (1) con 14,1a P (6) con 4, P (3), P (5), P (9) y P (13) con 3 y, finalmente, la P (11) y
P (12) con 2 tareas.

Tipo de tarea P(O) P(l) P(Z) P(3) P(4) P(S) P(6) P(7) P(S) P(9) P(lO) P(ll) P(12) P(13) Otras

Frecuencia| |8 14 3 30 3 4 3 2 2 3 5

TOTAL 87

Las tareas que hemos definido como “otras”, las analizamos utilizando el mismo
instrumento que disefiamos para el analisis de las tareas propuestas por los profesores en
las evaluaciones. El andlisis particular de las cinco tareas, nos arroja un tipo de tareas
mas a la tipologia ya definida inicialmente (P (0) a P (13)), en el andlisis de las
evaluaciones, la cual ya fue ampliada en 17 tipos mas (P (14) a P (30)) después del
analisis de las tareas presentes en la unidad didéctica de los profesores B, A, Cy D (ver
secciones 5.1.2.2., anexos 11, 12 y 13, respectivamente). A continuacién nos
centraremos en describir el analisis de las cinco tareas que aparecen en la unidad
didactica del profesor E y que no fueron evaluadas por €l. El objetivo del analisis de
estas tareas que hemos definido como “otras”, es intentar interpretar y caracterizar la
actividad matematica que el profesor genera en el aula para que sus alumnos construyan
los macro objetos f ’(a) y f ’(x), y a su vez, compararla con las tareas que considera

relevante para evaluar la comprension de estos macro objetos.
Al analizar las tareas que el profesor E propone en la unidad nos encontramos con un

tipo de tareas que no es evaluada. Este tipo de tarea que hemos clasificado como P (31)

esta conformada por cinco tareas de la misma caracteristicas, las cuales se encuentran
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referenciadas en la tabla de analisis 12 como: 1. a), b), ¢), d) y e). Las cinco tareas del
tipo P (31) recogen aspectos fenomenoldgicos del concepto de derivada donde se tratan
solo fendmenos que organiza la propia matematica y se encuentran enunciadas en un

contexto algebraico, es decir que a partir de la expresion simbolica y el intervalo del

f(b)—f(a)}
b-a ’

dominio de la funcidon implican aplicar el teorema del valor medio, {f () =
para calcular el valor del punto ¢ contenido en dicho intervalo. Encontramos que es un
problema interesante por los siguientes razones: (1) se usa la notacion funcional al
definir la pendiente de la recta secante y relacionarla con el macro objeto f ’(a);
(2) permite la coordinacion grafica, numérica y algebraica de los objetos pendiente de la
recta, tasa media de variacion y f ’(a); y (3), permite un analisis grafico y algebraico de
las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de la curva en diferentes puntos de un
intervalo del dominio con respecto a la recta secante a la grafica de la curva en los
extremos de dicho intervalo. Sin embargo, el énfasis en el procedimiento algebraico y la
ausencia de un tratamiento previo en la unidad didactica de la notacién funcional de los
objetos tasa media, tasa instantanea de variacion, pendiente de la recta tangente y f ’(a),
podria generar confusiones y dificultades en el manejo de estos objetos y reducir la
potencia de la tarea a la simple incorporacion de una técnica algebraica mas que sirva
para solucionar una tipologia determinada de problemas, en este caso los que hemos

clasificado como P (31).

Desde nuestro punto de vista, tal y como estan planteadas las cinco tareas anteriores del
tipo P (31), potencian la activacion de procesos cognitivos, tales como la interiorizacion
de acciones en procesos y la coordinacion de acciones y procesos que ayudan a emerger
una perspectiva proceso de los objetos matematicos involucrados en este Teorema.
Igualmente, el proceso de resolucién: (1) requiere hacer una traduccion entre
representaciones del macro objeto f (x): ES f (x)—ES f (x)4¥; (2) requiere una relacién
entre representaciones de los macro objetos f (x) y f’(x) y f ’(a): ES f (x)—>ES f (x)4 ¥
=ES f’(x)4¥; (3) no requiere de traducciones entre representaciones del macro objeto
f ’(x), como tampoco de relaciones entre representaciones de los macro objetos f ’(x) y
f (x); y (4), no es necesario el uso de ninguna herramienta tecnologica (calculadora

gréfica, o software, etc.)
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Si tenemos en cuenta la totalidad de las tareas propuestas en la unidad didactica (87
tareas), es decir, si consideramos, ademas del analisis hasta ahora realizado de las 5
tareas del tipo P (31), que el profesor no tuvo en cuenta a la hora de evaluar el concepto
de derivada, el analisis de las tareas que si fueron evaluadas y que se distribuyen en los
tipos P (0), P (1), P (3), P (4), P (5), P (6), P (9), P (11), P (12) y P (13), podemos
concluir que las tareas propuestas por el profesor E evidencian poca variedad en el uso
de sistemas de representaciones de los macro objetos f (x) y f ’(x). Por tanto, no
demandan hacer muchas traducciones y relaciones entre representaciones de los macro
objetos f (x) y f’(x) en el proceso de resolucion que hagan emerger procesos cognitivos
complejos. Lo anterior se puede visualizar mejor en la tabla 13, en donde la mayoria de
las tareas (62 de 87) se centran en la relacion ES f (x)®ES f ’(x), 7 en la relacion

DV f (x)=®ES f’(x) y 18 tareas de ES f (x)—ES f (x).

Al igual que en la evaluacion elaborada por este profesor, s6lo encontramos en la
unidad didactica una tarea que requiera para su resolucion hacer traducciones entre
representaciones del macro objeto f ’(x), mas concretamente, de ES f’(x)—ES f’(x); y
no encontramos ninguna tarea en la que se privilegie las relaciones entre
representaciones de f ’(x) a f (x), que si bien nos llevan al calculo integral,

consideramos que ayudan a la comprension del estos macro objetos.

Por otra parte, en estas tareas se tratan y recogen aspectos fenomenoldgicos del
concepto de derivada en los que en mayor proporcion se hace referencia a fenomenos
que organiza la propia matematica (84 tareas de 87) y en menor proporcion se tratan
fenomenos que organizan otras ciencias, mas concretamente, solo encontramos 3 tareas

del tipo P (9) que involucran fenémenos de la fisica.

En general, de las 87 tareas propuestas en la unidad didactica, 62 tareas se encuentran
enunciadas en un contexto algebraico, y s6lo encontramos 7 tareas enunciadas en un
contexto verbal. Las 18 tareas restantes se encuentran enunciadas también en un
contexto algebraico, pero se centran en el estudio del incremento de la funcién y el
incremento relativo (objeto tasa media de variacién), con lo cual no involucran
directamente el calculo de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Por tanto, podemos concluir
que, en las tareas que propone el profesor E en la unidad didactica, no hay tratamiento

variado de los contextos, que determinan, en cierta forma, la riqueza de los sistemas de
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representaciones usados y de las traducciones y relaciones entre representaciones de los
macro objetos f (x) y f ’(x) que requieren realizar durante el proceso de resolucion de las
mismas. Lo anterior es coherente con la importancia que este profesor otorga, a la hora
de evaluar a los procesos algebraicos, ya que como vimos en la seccidén anterior, todas
las tareas de las evaluaciones se encuentran enunciadas en un contexto algebraico y el
énfasis en la aplicacion de procedimientos algebraicos para el calculo de los macro
objetos f (x) y f ’(x) es, para este profesor, el gran indicador de la comprension que

posee un estudiante de estos macro objetos (ver apartado anterior).

Al igual que las tareas de la evaluacion, en los enunciados de las tareas que estamos
analizando de la unidad didactica y en la justificaciéon que hace el profesor E de las
mismas, se hace explicito el uso de dos técnicas de derivacion para el calculo del macro
objeto f ’(x): la técnica directa por la definicion de limite y la técnica indirecta de la
aplicacion de las reglas de derivacion, privilegiando mas el uso, quizas por economia,
de la técnica indirecta de las reglas de derivacion. Sin embargo, no podemos inferir que
se exija el uso exclusivo de éstas y que se restrinja el uso de otras técnicas que no son
mencionadas explicitamente. Pero lo que si podemos concluir, si ademas tenemos en
cuenta las traducciones y relaciones sobre representaciones que se usan, €s que se
privilegia mas en la unidad didactica el uso de las reglas de derivacion (50 de 87), y en
segundo lugar, la técnica directa por la definicion de limite (32 de 87). Al igual que en
la evaluacion, en la unidad didactica no encontramos ninguna tarea en la que se haga
necesario para su resolucion de la aplicacion de técnicas de derivacion grafica, como

tampoco de la aplicacion de técnicas numéricas.

En lo que respecta a las estructuras conceptuales, al igual que las tareas analizadas en
la evaluacion, las estructuras conceptuales de las tareas de la unidad didactica requieren
la coordinacién de varios esquemas de conceptos, tales como: funcidn, tasa media de
variacion, tasa instantdnea de variacion, velocidad instantdnea, pendiente de la recta
tangente, derivada en un punto, funcion derivada, conceptos de la geometria, etc. Sin
embargo, por la caracteristicas de las tareas y el proceso de resolucion que demandan,
podemos concluir que no favorecen la activacion de procesos cognitivos complejos,
sino que el énfasis en la aplicacion de técnicas algebraicas sin justificacién alguna,

fomenta la interiorizacion de acciones en procesos y la coordinacion de acciones y
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procesos, lo cual puede ayudar a emerger en los estudiantes una perspectiva proceso de

los conceptos involucrados y, en particular, de los macro objetos f ’(a) y £ ’(x).

Si tenemos en cuenta la complejidad de los elementos hasta aqui analizados de las tareas
propuestas en la unidad didactica, podemos concluir que para que, un individuo pueda
abordar con éxito el proceso de resolucion de las mismas, requiere tener una perspectiva
proceso de los macro objetos f (x) y f ’(x). Lo cual implica activar procesos cognitivos
como: interiorizacidon de acciones en procesos y coordinacion de acciones y procesos.
Para cada una de las tareas analizadas en la unidad (P (31)) los podemos encontrar
descritos detalladamente en la tabla 12, y los restante (82 tareas que se corresponden

con la tipologia definida en el andlisis global de las tareas) en la tablal8.

En lo que respecta al tipo de estrategias metodol 6gicas que implementa en el aula para
que el alumno construya el conocimiento matematico, el profesor E plantea actividades
que incluyen: exposicion del profesor, resolucion de ejercicios de aplicacion, talleres
individuales, trabajo en grupo pequefio, trabajo en grupo grande en donde se ponen en
comun las ideas, y donde el profesor aclara las dudas que puedan tener los estudiantes,
ejercicios de lapiz y papel y la evaluacion continua del tema desarrollado. Sin embargo,
el analisis de la unidad didactica nos ha permitido detectar que el tipo de actividades, el
tipo de tareas, el tratamiento y la evaluacion que hace de los contenidos se enmarcan en
un modelo tradicional de la ensefianza y aprendizaje, aunque observamos algunos
matices significativos, mas centrados en la evaluacion; la cual asume como un proceso
formativo y continuo. Al igual que resaltamos los diferentes tipos de evaluacion que
dice implementar -autoevaluacion, coevaluacion y heteroevaluacion, que de alguna
manera asignan un papel importante al alumnado dentro del proceso de ensefianza y

aprendizaje.
En general, podemos concluir, que la actividad matematica que el profesor E

implementa en el aula estd caracterizada por los siguientes elementos, que se encuentran

resumidos en la tabla 14:
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. En términos generales no hay un tratamiento histérico de los fendmenos que dieron
origen a la construccion del concepto: calculo de la pendiente de la recta tangente y
de la velocidad instantanea; es decir que se plantean tareas donde estos fendémenos
que organizan el concepto aparecen reducidos a la aplicacion de técnicas de célculo
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en la propia matematica o en la fisica; y no
aparecen tareas en donde los macro objetos f ’(a) y f ’(x) realmente ayuden a la
modelizacion de fendmenos de otras ciencias.

. La exposicion del profesor y la resolucion de ejercicios tipo es la base para la
introduccion y desarrollo de los conceptos. Estos ejercicios se caracterizan por estar
enunciados en su mayoria en un contexto algebraico (80 de 87 tareas) y aisladamente
encontramos 7 tareas enunciadas en un contexto verbal, que se tienen en cuenta en la
evaluacion.

. En las tareas se privilegian traducciones entre representaciones del macro objeto f (x)
y aparece una tarea que requiere traducciones entre representaciones del macro
objeto f’(x); al igual, se privilegian relaciones entre representaciones de f (x) a £ ’(x),
enfatizando en la relacion de ES f (x)®ES f ’(x), y no se proponen tareas que
requieran para su resolucion hacer relaciones entre representaciones de los macro
objetos f’(x) a f (x).

. Se fomenta el tratamiento de técnicas de derivacion directas (definicion en término
de limite) e indirectas (reglas de derivacion) para el calculo del macro objeto f’(x); y
no aparecen en la unidad didactica el tratamiento de técnicas directas de derivacion
grafica para el calculo de los macro objeto f ’(a) y f ’(x). Ademds, no hay un
tratamiento de técnicas directas ni indirectas de cdlculo del macro objeto f ’(a), y
éstas quedan reducidas a la sustitucion de la variable x = a en la expresion simbolica
de f’(x) encontrada por la aplicacion de las técnicas de derivacion I o 11.

. Las tareas requieren la coordinacion de varios objetos matematicos para su
resolucion, tales como: pendiente de la recta, velocidad media, tasa media de
variacion, pendiente de la recta tangente, velocidad instantdnea y tasa instantanea de
variacion. El tipo de tareas centradas en la comprension de la dimension algebraica
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) permiten el surgimiento y la activacion de los
siguientes procesos cognitivos: interiorizacion de acciones y coordinacion de
acciones y proceso que pueden hacer emerger una perspectiva proceso de los macro

objetos f (x), f’(a) y £ ’(x).
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6. La organizacion, jerarquizacion y cantidad de las tareas centradas en los procesos
algebraicos pueden privilegiar la emergencia de algunos procesos cognitivos
(interiorizacion de acciones en procesos y la coordinacion de acciones y procesos) y
no ayudar a emerger otros procesos cognitivos complejos (encapsulacion de procesos
en objetos o viceversa, generalizacion, sintesis de objetos en esquemas) que
requieren de tareas que involucren una variedad de traducciones y relaciones entre
representaciones, una riqueza en el estudio de los fenomenos que organizan y una
variedad de contextos de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x). Lo anterior, puede
dificultar la construccion, por parte de los estudiantes, de los macro objetos f ’(a)
como el resultado de la coordinacion de los tres objetos O;, O, vy Os3; y la
construccion del macro objeto f ’(x) como resultado del proceso de sintesis del macro
objeto f’(a).

7. La tipologia de tareas propuestas en la evaluacion en su totalidad forman parte de la
actividad matematica que el profesor E propone en la unidad didéctica. En efecto, en
la unidad didéctica se incluyen otros tipos de tareas que no fueron evaluadas.

8. Entre las tareas que no fueron evaluadas, la tipo P (31) incluye el tratamiento del
teorema del valor medio. Si bien es cierto que en la unidad didactica se desarrolla
este contenido, consideramos que el tratamiento algebraico que da al teorema y la
ausencia de una demostracion intuitiva grafica y numérica del mismo, que ayude a la
comprension de las relaciones entre los objetos pendiente de la recta tangente,
pendiente de la recta secante y el macro objeto f ’(a), no justifican la incorporacion
de este contenido matematico en este nivel de escolaridad, sino que por el contrario,
el hecho de no haber tratado previamente ni la notacién que usa ni las técnicas que
han de aplicar para calcular el valor de la tasa media de variacion, puede dificultar la
comprension de los objetos inmersos.

9. Aligual que en la evaluacion, ninguna de las tareas propuestas en la unidad didactica
requiere del manejo y aplicacion de algun software especifico u otras herramientas

tecnoldgicas.
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Forma / Contenido

SINTAXIS/SEMANTICA

= Introduccion - concepto
Incremento de una funcion (absoluto y
relativo)

»  Derivada de una funcion - Regla de los cinco pasos
= Interpretacion geométrica de la derivada
. . ] Algebra de derivadas — teoremas sobre la derivada
¢Cudl eslasecuenciadelos |a Regla de la cadena - derivacion implicita
contenidos? * Derivacién implicita
= Derivada del algunas funciones trigonométricas
»  Aplicacion de la derivada
= Teorema del valor medio
" Aplicaciones de la derivada
¢A partir dequéintroducee | Definicion | Ejercicio | Situacion | Historia de
concepto? tipo real la ciencia
X) X) () Q)

¢Quétipo de actividades
presenta?

= Introduccion - motivacion

= Exposicion del profesor para introducir la definicion
de los conceptos.

= Resolucion de ejercicios de aplicacion: individual y en
grupo

= Resolucion de ejercicios de afianzamiento

» Puesta en comun de los procesos de resolucion e
intervencion del profesor para aclarar dudas.

¢Quétipodegerciciosy/o
problemas?

Problemas rutinarios enunciados en su mayoria en un
contexto algebraico

¢Queé procesos cognitivos
emergen dela actividad
matematica?

Interiorizacion de acciones en procesos y coordinacion
acciones y procesos

¢Qué per spectivas del Accion Proceso Objeto Esquema
concepto sepropician en las () (X) () ()
actividades?
La wusa, de forma anecdotica, para motivar la

¢Cual es€el uso que hacedela
historia dela ciencia?

introduccion del concepto, y no se manejan los
problemas historicos y los aspectos fenomenologicos que
dieron origen a la construccion del concepto, sino que
aparecen como ejercicios de aplicacion.

Traduccionesy
relaciones entre

representaciones

¢Qué papel seleotorgaalas
traduccionesy relaciones

entrerepresentacionesen €
planteamiento de tareas?

No hay variedad en el uso de los sistemas de
representaciones y, por tanto, en las traducciones y
relaciones entre representaciones de f (x) y f '(x), que
ayuden a una mejor comprension de los macro objetos

S, [ (@) y (%)

¢Quétraduccionesentre
r epr esentaciones semidticas
se utilizan?

= ESf(x) »ESf(x)

= ESf(0)-Gf(x)

"= DVf(x)—=>ESf(x)

*  Una sola tarea la podria requerir de ES f'(x) >ES
[

cQuérelacionesentre
r epr esentaciones semidticas
se utilizan?

* Mayor énfasis a la relacion de ES f (x) ES f ’'(x) con
78 tareas

= Seguidos de: DV f (x) ®ES f ’'(x) con 9 tareas

= No hay tareas que requieran hacer relaciones de f ’(x)

af®

Tabla 14. Aspectos de la derivada como objeto de ensefianza y aprendizaje analizados en la

unidad didactica elaborada por el profesor E

5.2.3. A manera de conclusién: integracion entre las componentes del

CPP.

El analisis de las formas de conocer que tiene el profesor E de la derivada, como objeto

matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, nos permite caracterizar algunos
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rasgos de la practica profesional que genera en el aula (Llinares, 1996). En términos
generales, nos encontramos con un profesor con inconsistencias e incoherencias en el
manejo de los objetos matemadticos clave para la relacion y comprension de los macro
objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), tanto cuando se enfrenta a la resolucion de tareas
matematicas como cuando propone, disefa y justifica tareas matematicas (en la unidad
didéctica y en la evaluacion). Igualmente, su discurso, con relacion a la derivada como
objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, ha sido ambiguo y
evasivo en algunos momentos de las entrevistas que justifican su practica. Esta
ambigiiedad y evasiva en el discurso, nos ha llevado a detectar algunas inconsistencias,
en la definicion de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) que el profesor E propone en la
unidad didactica, que pueden hacer emerger potencialmente inconsistencias en los
estudiantes en la comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), que hemos intentado
describir e interpretar teniendo en cuenta la triangulacién de la informacion que nos
proporciona el andlisis de las dos componentes del conocimiento profesional del

profesor que hemos considerado en este estudio.

Al igual que con el profesor B, para el analisis de la componente didéactica del contenido
focalizamos la atencién en tres aspectos: la programacion, la unidad didéctica y la
evaluacion. La triangulacion de la informacion que nos proporciona el andlisis de las
tres fuentes anteriores, nos permite inferir los siguientes elementos sobre la forma de

conocer que tiene el profesor E de la derivada como objeto de ensefianza y aprendizaje:

1. Inicialmente, con el andlisis de la programacion, inferimos que el profesor E opta por
un itinerario didactico tradicional para la ensefianza de la derivada caracterizado por
la introduccion del concepto limite previo a la ensefianza de la derivada. Pero a
diferencia de los profesores A y B, al analizar la unidad didactica que nos
proporcioné este profesor, detectamos que el itinerario que propone no se inicia con
el estudio de la velocidad instantanea y la pendiente de la recta tangente en un punto,
sino que muy por el contrario introduce directamente la definicién formal del macro
objeto f ’(x) en términos de limite y, posteriormente, muy superficialmente aparece
la definicion del macro objeto f ’(a).

2. La exposicion del profesor y la resolucion de ejercicios tipo es la base para la
introduccion y desarrollo de los conceptos. Estos ejercicios se caracterizan por estar

enunciados en su mayoria en un contexto algebraico y aisladamente aparecen tareas
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enunciadas en un contexto verbal; ademads, no hay tareas enunciadas en contexto
grafico. Por otra parte, el tratamiento de los contenidos, el tipo de actividades y las
tareas propuestas en la unidad didactica y en la evaluacion fomentan el aprendizaje
memoristico de conceptos y procedimientos acordes con un modelo de ensefianza y
aprendizaje tradicional.

3. Las tareas propuestas en las evaluaciones y en la unidad didactica, no reflejan una
buena comprension y relacion de los macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x) por parte del
profesor E; en efecto, son tareas que en su mayoria se encuentran enunciadas en un
contexto algebraico y se centran en el tratamiento y evaluacion de los procesos
algebraicos y de las técnicas de derivacion; no se manejan en ellas una variedad de
representaciones, traducciones y relaciones entre representaciones que para su
resolucion requieran de la comprension de los macro objetos f’(a) y £ ’(x) en las dos
dimensiones del esquema definido, sino que para su resoluciéon basta con la
aplicacion no justificada de las técnicas de derivacion directa (definicion en términos
del limite del cociente incremental ) e indirecta (reglas de derivacion). De alli que
consideremos que son tareas que permiten emerger una perspectiva proceso de los
macro objetos f ’(a) y f ’(x) centrada en la manipulacion de procesos algebraicos, las
cuales hacen activar procesos cognitivos como la interiorizacién de acciones en

procesos y la coordinacion de acciones y procesos.

Si partimos de la organizacion que hace de los contenidos en la unidad didactica sin
detenernos en el analisis de las definiciones que presenta de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x), encontramos que el profesor E apuesta primero por introducir el macro objeto
f ’(x) y luego el macro objeto f ’(a). La definicion del macro objeto f ’(x) la hace en
términos del limite del cociente incremental; y, simultineamente sin justificacion y
coordinacion alguna, introduce la notacién incremental y la notacién diferencial. Este
abuso en la utilizacion no justificada de las diferentes notaciones suponemos que se
debe al énfasis que hace en los aspectos formales al definir el macro objeto f ’(x),
dejando en un segundo plano a la semantica asociada al mismo. Inferimos entonces, que
para este profesor, al igual que para el profesor C, lo importante para alcanzar el
dominio de un concepto matematico es la rigurosidad en la formalizacion de los
términos y el manejo de los signos asociados, y no el significado y comprension de los

mismos, contrario a la que reportan las investigaciones en didactica de las matematicas
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(Azcarate, 1990; Orton y Tall 1986; Tall, 1985; Azcarate et al., 1996, Dubinsky et al.,
1995; Font, 2000; Inglada y Font, 2002, entre otros).

Posterior a la introduccién del macro objeto f ’(x) define el macro objeto f ’(a) sin
otorgarle la importancia que a nuestra manera de ver merece. Consideramos que tanto la
notacion que usa en la definicion del macro objeto f ’(a) como el tratamiento que da al
uso de este macro objeto para justificar la solucion de una tipologia de problemas
(calculo de la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal), conlleva a dos errores:
(1) el definir el macro objeto derivada en un punto como el macro objeto funcion
derivada, es decir, como el limite del cociente incremental de la funciéon en todos los
puntos del dominio, que implica el error de dar un tratamiento funcional al macro objeto
f ’(a) que es un numero; y (2), despojar al macro objeto f ’(a) de su significado —
pendiente de la recta tangente, promoviendo un significado erréneo como es el
considerarlo o reducirlo a la ecuacion de la recta tangente. Por tanto, el tratamiento de
los macro objetos f ’(a) y f ’(x) puede generar en los estudiantes confusiones en la
comprension de los mismos y fomenta que las técnicas de célculo del macro objeto
f ’(a) queden reducidas a una simple sustitucion de variables x = a en la expresion

obtenida de f ’(x) por la aplicacion de cualquier técnica algebraica de calculo de f’(x).

Si tenemos en cuenta la gran complejidad semidtica que representa el paso del macro
objeto f ’(a) al macro objeto f ’(x) y lo poco que se ha tenido en cuenta en los libros de
texto (Inglada y Font, 2002), podemos inferir del analisis de las definiciones que usa el
profesor E de estos macro objetos, las cuales las toma del libro de texto, que no intuye
la complejidad semiotica que involucra el paso del macro objeto f ’(a) al macro objeto
f ’(x), o viceversa; o bien si la intuye no le da la suficiente importancia al organizar la
enseflanza de los mismos. En efecto, en la entrevista sobre la ensefianza de este
concepto, el profesor E, al indagar sobre las ventajas y desventajas que tiene el uso de
algunas definiciones que escogimos de varios libros de texto que se utilizan en
Colombia, no explicita la complejidad semidtica que hay en estas definiciones y la
problematica del uso excesivo y no justificado de las notaciones de incrementos y la de
los diferenciales; muy por el contrario, realza que es preciso y necesario; ademas

considera que permiten un acercamiento intuitivo a los macro objetos f ’(a) y f’(x).
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“Yo creo que e concepto de derivada aqui es claro, es preciso, porque nos
muestra una funcién incrementada, una funcién original y nos muestra la
tendencia del incremento de la variable dependiente y que esto de manera
intuitiva el estudiante lo trae, porque cuando le ensefiamos la parte de limite
gue es la basica que es la mas fregada de dllas, ya esto |o hemos metido en los
estudiantes, entonces ya tiene un concepto previo de la derivada que es
importantisimo. Creo que las tres definiciones enmarcan un concepto claro de lo
que es la derivada, lo dicen en diferentes palabras pero es lo mismo, me parece que
hay es un cambio de nomenclatura nada mas en algunos aspectos.

E: ;Pero cudl utilizas tii en el aula?

R/: Yo utilizo el concepto este, me gusta utilizar el que tiene e Ax, la tercera,
pero claro algunas veces he utilizado el h también, porque claro yo trabajo por
procesosy s €l estudiante investiga una definicion en un libro de texto que la
definen con h, yo tengo que adaptar me al estudiantey s otro con Ax, entonces
yo me adapto al estudiante y trataré de abarcarlo todo, es decir me es
independiente € Ax que €l h, lo que trato es de centrarme en lo que € alumno
quiere”

El anélisis de las formas de conocer la derivada como objeto matematico que tiene el
profesor E, muestra que este profesor tiene un nivel de comprension del esquema de la
derivada intra algebraico-intra grafico caracterizada por una perspectiva proceso de los
macro objeto f (x), f ’(a) y f ’(x). El profesor E, a través de la resolucion de los
problemas presentados en el cuestionario y en la entrevista con vifietas, evidencia
dificultades en la coordinacion y relacion grafica de los macro objetos f ’(a) y f ’(x),
como elemento y clase; lo cual implica, dificultades en la coordinacion grafica de los

objetos pendiente de la recta tangente, tasa instantdnea de variacion, y razéon de cambio
Ae Ama, Ama

( Lim —; Lim & 5 Lim &

At—>0 At At—>0 At Amag'—0 Amag'

) que engloba el macro objeto f ’(a), y la ausencia del

proceso de sintesis de los anteriores objetos en los objetos funcion pendiente de la recta
tangente, funcion tasa instantdnea de variacion y funcidon razoén de cambio que engloba

el macro objeto f’(x).

Nos encontramos entonces, con un caso en el que el nivel de comprension que tiene el
profesor del esquema de la derivada queda reflejado en la planificacion de la ensefianza
de este objeto matematico en el nivel de secundaria. Lo cual implica, la posible
reproduccion de errores e inconsistencias que tiene el profesor E en la relacion y
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en la planificacion e implementacion de
la ensefianza del mismo. Concretamente, nos referiremos a varios aspectos detectados al

analizar el esquema de la derivada de este profesor que consideramos se evidencian en
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el analisis de la programacion, de la unidad didactica y de la evaluacion del concepto de

derivada proporcionado por él:

1. El andlisis de su respuesta a la paradoja de Zenon desvela inconsistencias en los
conceptos matematicos que maneja; mas concretamente, exhibe una vision potencial
del infinito que le lleva a reproducir los argumentos eleaticos en contra de la
divisibilidad infinita del espacio, del tiempo y del movimiento. Lo anterior, es
contradictorio con el hecho de que el profesor E conoce el valor histérico de la
situacion y las implicaciones que ha tenido en la evolucion del célculo infinitesimal y
en la teoria de conjuntos; sin embargo, en su razonamiento, aunque relaciona
explicitamente la situacidon con los conceptos de limite e infinito (curvas asintéticas),
refleja grandes dificultades en la comprension de estos conceptos que se convierten
en obstaculos para la comprension de los conceptos del célculo diferencial (Azcarate
et al., 1996). Dicho en otras palabras, el andalisis de esta situaciéon muestra las
dificultades que tiene el profesor E para interpretar el fenomeno fisico del calculo de
la velocidad instantanea (y los contenidos inmersos como son espacio y tiempo) con
el modelo matematico de la derivada.

2. En las respuestas a los problemas que le planteamos, en el cuestionario y en la
entrevista con vifietas, no existe una clara coordinacion entre los macro objetos f ’(a)
y f’°(x), lo cual implica dificultades en la coordinacion de los objetos O;, O,y Os.
Dado que los objetos O;, O, y O3 no estan coordinados, no ha llegado a construir el
macro objeto  f ’(x) como sintesis de estos tres objetos, lo cual puede justificar la
presencia de errores como, por ejemplo, confundir tanto la expresion simbolica de
f ’(x) con la expresion simbolica de la recta tangente a la curva en un punto, o bien,
confundir la grafica de f ’(x) con la grafica de la recta tangente a la curva en un
punto. Este error de considerar que el estudio de la derivada de una funcion se limita
al estudio de la recta tangente en si misma, también lo encontramos potencialmente
en la unidad didéctica cuando, al tratar la interpretacion geométrica de la derivada,
define el macro objeto f ’(a), con las inconsistencias ya descritas anteriormente, con
el Gnico objetivo, de proporcionar una técnica para la resolucion de problemas que
involucran el célculo de la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la
grafica de la curva en un punto del dominio de la funcidn. Esta técnica consiste en:
(1) encontrar el valor de la pendiente de la recta tangente mediante la sustitucion de x
= a en la definicion del macro objeto f ’(x); y (2), calcular las ecuaciones de la recta

tangente y normal aplicando la ecuacion punto pendiente y - y, = m (x —x,).
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3. La no coordinacion y relacion que tiene el profesor E de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x) se ve reflejada en las definiciones que propone de estos macro objetos al
trasponerlos en la unidad didéctica, las cuales son sacadas directamente del libro de
texto que sigue linealmente. En efecto, las definiciones que propone para estos macro
objetos en la unidad didactica ponen en evidencia confusiones entre los macro objeto
f’(a) y f ’(x), como ya hemos explicado anteriormente, originadas por la notacion
incremental que usa para definirlas.

4. De acuerdo con lo anteriormente expuesto, del analisis de las tareas que disefia el
profesor E, concluimos que el nivel de comprension intra algebraico-intra grafico del
esquema de la derivada que tiene, se ve también reflejado en el disefio de las tareas
que conforman la unidad didéctica y la evaluacion del concepto de derivada. En
efecto, las tareas se encuentran enunciadas en un contexto algebraico que favorece en
su mayoria s6lo la aplicacion acritica de las técnicas de derivacion directa (reglas de
derivacion). Igualmente, en las evaluaciones no se contempla como relevante la
dimension grafica del esquema de la derivada para analizar la comprension que
tienen los estudiantes de este concepto, puesto que no encontramos ninguna tarea que

requiera para su resolucion de la interpretacion grafica de los macro objetos f (x),

f’(a) y £°(x).

Teniendo en cuenta todo lo anteriormente descrito, podemos concluir que las
dificultades que tiene el profesor E en la comprension de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x) le limitan a: (1) reflexionar y darse cuenta de los errores conceptuales e
inconsistencias matematicas que tienen las definiciones de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x) presentes en el libro de texto, que son las que propone en su unidad didactica; (2)
reflexionar sobre la incorporacion y el tratamiento de contenidos sin justificacion
alguna, como por ejemplo el teorema del valor medio; y (3), reflexionar sobre la
complejidad semiodtica y conceptual que implica el paso del macro objeto f ’(a) al macro
objeto f ’(x), o viceversa, y proponer tareas potentes que ayuden a los estudiantes a dar
este salto cualitativo; o bien, si se da cuenta creemos que no le da la suficiente
importancia, que en nuestra opinidn merece, puesto que no tiene los conocimientos

suficientes que le permitan tomar decisiones y gestionar el cambio.

Igualmente, nos lleva a suponer que la coherencia entre, por un lado, la comprension de

los macro objetos f ’(a) y f ’(x) que tiene el profesor E y, por otro lado, la presencia de
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inconsistencias en la ensefianza de los mismos, se puede explicar, en el caso del
profesor E, en términos de que las dificultades que tiene en el dominio y comprension
del conocimiento disciplinar, las exigencias propias del curriculo de secundaria y la
forma como ha sido formado en esta areas del conocimiento matematica y fisica), en
donde no se le da importancia al proceso de sintesis del macro objeto f ’(a) en el macro
objeto f ’(x), actian como restricciones institucionales que influyen y se reflejan a la

hora de disefar e implementar la ensefianza de estos macro objetos.

Finalmente, el tratamiento que da a la regla de la cadena muestra que la introduccion de
la notacion incremental al definir los macro objetos f ’(x) y f ’(a) no se hace como
medio para justificar y facilitar el uso de la notacion diferencial al definir la derivada de
la composicion de funciones. Por tanto, podemos inferir, al igual que el profesor B, que
el uso de la notacion incremental puede obedecer mas a los siguientes factores: (1) la
tradicion histérica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica; y (2), la
importancia que se le otorga al libro de texto como Unico referente para la transposicion
acritica de los conceptos a ensefar. En este caso, justificadas por las dificultades que
tiene este profesor en la comprension y relacion de los macro objetos f (x), f’(a) y £ ’(x)

(nivel intra algebraico-intra grafico del esquema de la derivada).

Lo que quedaria por estudiar, con relacion a la gestion de la ensefianza de estos macro
objetos, es si cuando el profesor E implementa y desarrolla la unidad didactica hace las
distinciones entre estos macro objetos y no reproduce los errores del libro de texto,
debido a que su discurso sobre la practica que genera en el aula, a lo largo de las
entrevistas, es coherente con los resultados de los instrumentos analizados en este

estudio.
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5.3. ANALISISGLOBAL DE LOSCASOS

5.3.0. A maneradeintroduccion

En este apartado presentaremos la integracion del analisis de los casos descritos en las
dos secciones anteriores y en los anexos 11, 12 y 13 para brindar una panoramica
general de las formas de conocer el objeto matematico derivada que tienen los
profesores que participaron en este estudio y para incorporar los elementos mas
significativos del concepto de derivada como objeto matemdtico y como objeto de
ensefianza y aprendizaje en la revision de la descomposicion genética inicial que
hicimos del mismo. Esta seccion consta de tres apartados, el primer apartado se centra
en el analisis global del conocimiento disciplinar; en el segundo apartado se presenta un
analisis global del conocimiento didéactico del contenido derivada; y, finalmente,
teniendo como punto de partida los aportes de los dos andlisis anteriores hacemos una
revision de la descomposicion genética. En los resultados de este andlisis global ya se

esbozan y se sugieren algunas de las conclusiones finales de este estudio.

5.3.1. ANALISIS GLOBAL DEL CONOCIMIENTO DISCIPLINAR
DE LOS PROFESORES: la derivada como objeto matematico

Para el analisis global del conocimiento profesional de los profesores tendremos en
cuenta los resultados que arroja el andlisis particular de cada una de las categorias que
definimos para la componente disciplinar, como son: los conceptos estructurantes, la
relacion entre los objetos pendiente de la recta tangente y razén de cambio en la
construccion del macro objeto f ’(a), y la relacion (tanto grafica como algebraica) entre
los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Inicialmente, haremos una descripcion general del nivel
de comprension del esquema de la derivada que tienen los profesores de este estudio;
posteriormente, nos centraremos en la descripcion particular de cada una de las
categorias anteriormente definidas; y finalmente, revisaremos a la luz de los resultados
obtenidos, la descomposicion genética inicial del concepto de derivada que construimos

(4.1.2.1)).
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Con este analisis perseguimos dos objetivos: en primer lugar, tener una vision global de
la comprension que tienen los profesores, intentando destacar similitudes y diferencias
tanto en sus niveles de compresion como en los procesos de razonamiento que emplean;
y en segundo lugar, recoger elementos conceptuales que aparecen en sus respuestas a las
problemas planteados que nos ayuden a hacer una revision de la descomposicion
genética inicial que realizamos del concepto de derivada, es decir, que dé luz sobre la

epistemologia y la didactica asociada al concepto de derivada.

El analisis particular de los cinco casos nos permite ver una pluralidad en los niveles de
comprension que tienen los profesores que participaron en este estudio sobre el concepto
de derivada, tal y como se ilustra en la tabla 15. Asi, encontramos dos profesores que
tienen un nivel intra algebraico-intra grafico (intra-intra), caracterizado por tener una
perspectiva proceso de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), que no son coordinados en
la resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos.
Esta perspectiva proceso de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), estd determinada a su vez,
por la no coordinacién interna de los objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto
f ’(a); y por no llegar al proceso de sintesis de estos tres objetos O;, O> y O3 en los
objetos O’1, O’, y O’5 que engloba el macro objeto f ’(x). Igualmente, en los procesos de
resolucion de problemas que involucran los objetos anteriores, los procesos cognitivos
que activan estos profesores son la coordinacion de acciones externas y de procesos, y la
interiorizacion de estas acciones en procesos. Creemos conveniente decir, que, si bien es
cierto que a los profesores A y E los hemos ubicado en este mismo nivel de
comprension, en el andlisis particular de cada uno de los casos se describen sutiles
diferencias en los procesos de resolucion de los problemas (para una mayor
profundizacién ver anexo 11 y seccidon 5.2.1); pero encontramos en sus esquemas
dificultades y errores comunes, tales como reducir el macro objeto f ’(x) al macro objeto
f’(a), e incluso confundir la expresion simbdlica de f ’(x) con la expresion simbolica de
la recta tangente a la curva en un punto, o bien, la grafica de f ’(x) con la grafica de la

recta tangente a la curva en un punto.

A continuacion citaremos textualmente algunos fragmentos de las entrevistas donde el
profesor A justifica las respuestas dadas a los problemas planteados, que fueron
significativos para definir el nivel de comprension del esquema de la derivada

anteriormente descrito,
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“Problema 4-C: a) Algunos alumnos diran que los coches A y B se interceptaran
en el punto P, pero otros analizaran mas y observaran que la trayectoria del coche
B es diferente de la del coche A, porque la trayectoria del coche A escurvay la
del coche B esrecta.

Problema 1-C: Calculo la pendiente de la recta L, luego la ecuacion. Obtenida la
ecuacion calcula f (5) en la ecuacion que debe darle 3 (...) Bueno yo creo que el
alumno lo realizaria asi, porque con € proceso comprobaria que f (5) le debe
dar 3, tal y como seveen €l gréfico.

Problema 2-C: Los alumnos argumentarian que ninguna funcién sera la
derivada de la otra, porque ninguna de ellas es tangente a la otra en un punto
(X, y). (...) Por la grafica, no sé si me suspenderan (risas y silencio de 10 segundos),
(...) mirandolo por la parte de los estudiantes no, que... eh... creo que contestarian
que ninguna es la derivada de la otra, porque no hay tangentes...

Problema | V-v: Tendria que hacer un manejo grafico verdad, tendria que hacer un
manejo grafico y de pronto aqui estoy cayendo un poco en por qué a lo mejor
contesté el punto 2 del examen que me diste que elabord el profesor de Espana, de
pronto erroneamente, porque aqui UNo No ve que esto sea (toma e instrumento
examen y sefiala el grafico del punto 2-C)... eh... tangente en algiin punto de
aca, pero mirando la derivada de esta que es esta (sefiala ahora las gréfical y
lal delavifieta) si es posible que una curva sea la derivada de la otra, entonces
posiblemente tenga un error en el, en el procedimiento que hice en el punto 2 del
examen... jPero claro! Yo me imagino que los estudiantes van a contestar asi,
gue como €S una curva con otra curva no hay tangente. Pero si es posible... Si,
si se maneja el modelo ;no? Quiero aclarar que aqui de pronto estoy muy
sesgado a ver e modelo matematico para poder trabajar con esto y de pronto
mirar otraforma... gréfica seria. Pero me parece que...

Problema ll-v: Si f (x) es la funcion x2, la derivada 2x representa la recta tangente
a la curva f (x) = x2 en un punto (X, y), 0 Sea la ecuacion 2x viene a representar
el modelo matematico de la recta tangente a la funcion f (x) = x2 en un punto

(x,y).”
Nivel del esqguema algebraico
INTRA INTER TRANS
Nivel del esquema gréfico
INTRA A E C 2
INTER D

TRANS

Tabla 15. Analisis general de los niveles de comprension del concepto de derivada que
exhiben los profesores.
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Encontramos un solo profesor en el nivel de comprension inter algebraico-intra grafico
(inter-intra). El nivel inter-intra que tiene el profesor C, estd caracterizado por una
perspectiva proceso de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) que, dependiendo del contexto de
la situacion, son coordinados en la resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios.
Esta perspectiva proceso de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), estd determinada a su vez
dependiendo del contexto de la situacion, por la coordinacion interna de los objetos Oy,
O, y O3 que engloba el macro objeto f ’(a); y, dependiendo del contexto del problema,
se da el proceso de sintesis de estos tres objetos O;, O, y Os en los objetos O’;, O’y y
0’3 que engloba el macro objeto f ’(x). Igualmente, los procesos cognitivos que activa el
profesor C en la resolucion de problemas relacionados con el concepto de derivada son
la coordinacidn de acciones y procesos, la interiorizacion de estas acciones en procesos;
y s6lo podriamos hablar de los procesos cognitivos de encapsulaciéon de procesos en
objetos y desencapsulacion de objetos en procesos con relacion a la diferenciacion de
funciones (esquema algebraico), puesto que encontramos que el profesor C hace un uso

justificado de las técnicas de derivacion.

A continuacién citaremos textualmente algunos fragmentos de las entrevistas donde el
profesor C justifica las respuestas dadas a los problemas planteados, que fueron
significativos para definir el nivel de comprension del esquema de la derivada

anteriormente descrito,

“Problema 4-C: ¢) En los puntos donde se intersecan las graficas, son las
velocidades instantaneas iguales, ese instante los dos coches se encontraran.

d) En el momento en el cual la gréfica de A esta por encimadeladeBy la
pendiente en esos intervalos serd mayor. Se debe analizar la grafica y también
manejar el concepto de derivada o de la pendiente...

Problema 1-C: Por definicion la pendiente de la recta tangente a la funcién es
igual a la derivada de ese valor (de la abscisa), es decir: f ’(5) = pendiente =
m=dy _3-1_2

Ax 5-0 5

Problema 2-C: Yo escogeria la I, bueno de todas maneras, Si esta es la funcion
(sefiala la gréfica 1 de la figura), esta es la funcién f (x), vamos a suponer que
esunafuncion elevadaalan, laderivadamedariaelevadaalan - 1, esta para
mi podria ser una funcion cubica, y entonces la derivada tendria que
representar a unacuadrética, queeslal,y por eso escojolal

E: ¢Tienes alguna otra argumentacion que dar 0 crees gue con esta es
suficiente?

Bueno, no, yo en este caso la entiendo asi.
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Problema I1-v: Bueno en esta pregunta, estamos diciendo que la funciéon esta
f (X) que es x2, cuya derivada es 2x por las reglas de derivacion sé que es asi,
entonces... estamos planteando aqui que... al final esta f (x) es una curva ;verdad?
Y ésta (sefialando a la funcion y = 2x) viene siendo la ecuacién que va en un
momento determinado, nos da €l valor de la pendiente de la recta tangente...
en un punto X 0 X,, que va a tocar ala grafica delafuncién f (x), en un punto...
si en un punto, donde existe una variacién dela funcién.

Problema I11-v: Si, si... habria que utilizar el logaritmo... Bueno aqui uno debe
utilizar el concepto de logaritmo para, si para obviamente tratar de que la
variable x, que esta como un exponencial baje, y después entonces a través de
las tablas, 0 sea manegjo de tablas o calculadora puede conseguirse unos
valores posibles de €llos... Es decir, creo que estoy enredando el asunto, mas bien
podria hacerlo mas sencillo utilizando las reglas de derivacion y la evaluaria en
2. Esdecir,42.Ln 4.

En el nivel de comprension trans algebraico-inter grafico tenemos al profesor D (trans-
inter). Este nivel estd caracterizado por tener una perspectiva objeto de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x), que son coordinados en la resolucion de problemas rutinarios y no
rutinarios, pero dependiendo del contexto en que son enunciados. Esta perspectiva
objeto de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), esta determinada a su vez, por la coordinacion
interna de los objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto f ’(a); y por el proceso de
sintesis de estos tres objetos O;, O, y O3 en los objetos O’;, O’, y O’3 que engloba el
macro objeto f ’(x). Igualmente, encontramos que el profesor D en los procesos de
resolucion de los problemas planteados activa, dependiendo del contexto de la situacion,
una serie de procesos cognitivos complejos como son interiorizacién de acciones en
procesos, encapsulacion de procesos en objetos y desencapsulacion de objetos en
procesos, sintesis de procesos en esquemas y coordinacién de acciones y procesos. Un
aspecto clave, para haber ubicado el esquema del profesor D en el nivel inter grafico
estd en las dificultades que hemos detectado en la comprension grafica de las funciones
acumulativas y algunas contradicciones entre los razonamientos algebraicos y graficos
aplicados al objeto tasa media de variacion (simultaneamente usaba argumentos del

calculo diferencial y del célculo integral).

[lustraremos con algunas citas, las inferencias hechas en el parrafo anterior,

“Problema 3-C: a) $'0(=Q (t1) + Q (t2) +... + Q (tn)

t=1

b) Q (20)=15y Q (24)=20
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[0(24) - 0(20)}(24 - 20)
2

15-[4]+w=60 -10=50

0(20)24 - 20]+

¢)Q(9)=4yQ(14)=12, perolainclinacion delarecta tangente ala curvaen
9 esmayor quelainclinacién en 14, por tanto € consumo en 9 es mayor que en
14.

d) En el tramo 8 — 12, se estéd consumiendo agua, porque el area bajo al curva
es mayor que los otrostramos, y porque la pendiente de la recta tangente a la
curva es mayor que en los otros tramos. Por tanto, nos quiere indicar que alli hay
mayor consumo de agua.

Problema 4-C. a) Los dos coches se encuentran a igual distancia en ese
instante.

b) El coche A tiene mayor velocidad que e coche B por tener mayor su
pendiente que representa la velocidad y que no es mas que la derivada en ese
punto.

¢) Si, donde las pendientes son iguales, es decir cuando la recta tangente a la curva
que representa el movimiento del coche A sea paralela a la recta que representa el
movimiento del coche B.

f(5+0.08) - f(5)

SG+A) - /()
Ax 0.08

Problema 1-C: ¢) f'(5)= como Ax = 0,08= f'(5)=

=>% (0,08) ~ f (5,08)-3=f(5,08)=~3,05.Sie pues, este 5, 08, pues como no

tenemos una funcion definida, es decir como no tenemos la ecuacion o la ley de
esta funcion, pero si nos ayuda un poco a observar que ese incremento relativo, se
hace muy proximo a ese 5,08 y esto nos ayudaria a calcular la imagen de ese 5,08 a
través de ese concepto de incremento relativo y nos daria un valor muy aproximado
en el grafico.

Problema 2-C: Si hay funcién derivada, porque al observar las graficas, los
puntos criticos (maximos o minimos) de una funcién f, corresponden a los
ceros paralaotralafuncion f '. Ademas, la funcion f es creciente de - hasta
—2, por tantolafuncion f’ tomaen esteintervalo valores positivos; de-2 a-0.5
f es decreciente y f ' toma valores negativos, etc. Ademas, de -25 a -1 f es
céncava hacia abajoy f ’ es decreciente, etc.

Problema Il-v: “Pues aqui cuando estamos derivando la funcion y = x2 y su
derivada es 2x, ésta es el comportamiento de la pendiente de la recta tangente
con respecto a toda la curva en cualquier punto, es decir, que estamos
hablando de otra funcién... de la funcién derivada... 0 sea que todas las
tangentes en cada uno de los puntos de la funcion inicial, se comportarian con
estareglafuncional (2x). Esdecir que éste es el compaortamiento general.”

Finalmente, el profesor B tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada
trans algebraico-trans gréafico (trams-trans), caracterizado por tener una perspectiva
objeto de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), que son coordinados en la resolucién de
problemas rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos. Esta

perspectiva objeto de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), esta determinada a su vez por la
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coordinacion interna de los objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto f ’(a); y por
el proceso de sintesis de estos tres objetos O, O, y O3 en los objetos O, O’, y O’3 que
engloba el macro objeto f ’(x). Igualmente, encontramos que el profesor B en los
procesos de resolucion de los problemas planteados activa una serie de procesos
cognitivos complejos como son: interiorizacion de acciones en procesos, encapsulacion
de procesos en objetos y desencapsulacion de objetos en procesos, sintesis de procesos

en esquemas y coordinacidon de acciones y procesos.

Los datos empiricos que hemos encontrado a partir del estudio de los cinco casos nos
confirman el caracter provisional de las categorias tedricas que propusimos al definir los
niveles de la doble triada algebraica-grafica del esquema de la derivada. Ahora, con los
datos empiricos analizados, podemos concluir que: (1) al haber considerado un niamero
reducido de profesores, solo hemos encontrado algunos de los niveles definidos; y (2), la
riqueza de los resultados nos lleva a validar algunas de las categorias tedricas de los
niveles de la doble triada, tales como, intra-intra (profesores A y E), inter-intra (profesor
C), trans-inter (profesor D), y trans-trans (profesor B); y a cuestionar la viabilidad de
otras categorias, tal y como lo hicimos en el apartado tedrico ( ver 4.1.2.2.); entre éstas
tenemos el nivel intra algebraico-trans grafico (intra-trans) y los niveles trans

algebraico-intra grafico (trans-intra) e inter algebraico-trans grafico (inter-trans).

Para cuestionar la viabilidad de encontrar empiricamente algunas de las categorias
tedricas definidas, nos basamos en los postulados de Garcia y Piaget (1982), quienes
afirman que “la misma naturaleza de la triada conlleva a un orden estructural en los
niveles, y por consiguiente, a un orden necesario y progresivo (intra, inter, trans). La
elaboracion del nivel trans, en tanto sistema de las transformaciones reunidas en una
totalidad con propiedades nuevas, supone la formacién de algunas de estas
transformaciones en el inter, y que estas uUltimas implican el conocimiento de los
caracteres analizados en el intra” (Pag. 171). Ademas, dado que las descripciones del
esquema se hacen en términos de la triada (intra, inter, trans), estaran vinculadas a
cuestiones de escalas y hay que tener en cuenta que, a su vez, cada una de estas
grandes etapas o niveles encierra subetapas o subniveles, que siguen un mismo orden y

solo se puede pasar a otro nivel cuando se ha alcanzado el previo.
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Por tanto, después de analizar las respuestas de los profesores a las problemas
planteados, seguimos considerando que el nivel intra algebraico-trans grafico es muy
dificil de encontrar por la complejidad de los objetos que se involucran en la
interpretacion grafica de la derivada, los cuales requieren un grado de formalizacion
matematica de los objetos O’y, O’, y O’3;, que no estd construido en un nivel intra.
Mientras que el nivel trans algebraico-intra grafico es cognitivamente mas factible de
encontrar, porque estd influenciado por la ensefianza tradicional de los conceptos
matematicos, en donde prima la algebrizacion de los conceptos matematicos en
detrimento de la interpretacion grafica de los mismos. En lo que respecta a los niveles
inter algebraico-inter grafico (inter-inter) e inter algebraico-trans grafico (inter-trans)

pueden ser encontrados, pero en nuestra investigacion no surgieron.

A manera de conclusion, podemos decir que, dado que el numero de profesores era
reducido, la riqueza en el analisis de las respuestas dadas por los profesores a los
problemas propuestos, tanto del cuestionario como de la entrevista con vifietas, nos
muestra una pluralidad en los esquemas encontrados que proporciona informacion
relevante para el disefio de programas de formacién permanente e inicial del
profesorado. Por tanto, no tenemos evidencia empirica de algunos de los niveles de
comprension de la doble triada del esquema de la derivada, tales como los niveles: trans
algebraico-intra grafico (trams-intra), intra algebraico-inter grafico (intra-inter), intra
algebraico-trans grafico (intra-trans), inter algebraico-inter grafico (inter-inter), ¢ inter
algebraico-trans grafico (inter-trans). Mientras que, independientemente de la evidencia
empirica, el nivel de comprension intra algebraico-trans grafico es imposible que se dé
en la realidad. Es decir, no es cognitivamente viable, puesto que la interpretacion grafica
de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) requiere de una complejidad en el manejo del aparato

formal de estos objetos que no se tiene construida en el nivel intra algebraico.
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5.3.1.1. Conceptos estructurantes. analisis de la paradoja de Zendén de Aquilesy la

tortuga.

En este apartado, describimos brevemente los resultados del andlisis de las respuestas a
una version de la paradoja de Zenon'. Esta fue presentada a los profesores en la
entrevista con vifietas con el propdsito de ahondar indirectamente en el manejo de los
conceptos fundamentales del cdlculo infinitesimal (nimero real, infinito, serie, limite) y
de la cinematica clasica: espacio, tiempo, velocidad, movimiento, encuentro (Badillo et

al., 2001; 2002a, 2002b).

En este apartado, describimos brevemente los resultados del anélisis de las respuestas a
una version de la paradoja de Zenon’. Esta fue presentada a los profesores en la
entrevista con vifietas con el propdsito de ahondar indirectamente en el manejo de los
conceptos fundamentales del calculo infinitesimal (nimero real, infinito, serie, limite) y
de la cinemadtica clasica: espacio, tiempo, velocidad, movimiento, encuentro (Badillo et

al.,2001; 2002a, 2002b).

Dado que nos interesa describir e interpretar los niveles de comprension que tienen los
profesores con relacion al concepto matematico de derivada, hemos considerado que la
paradoja de Zenon, de Aquiles y la tortuga, constituye una situacion potente para
explorar la aplicacion de este concepto al campo de la fisica y su rol historico como
solucion integradora a los dilemas de divisibilidad y correspondencia del espacio y del
tiempo (Delgado, 1998). La situacion que planteamos a estos profesores, adaptada de la

original, fue la siguiente (Badillo, 1999):

“Aquiles y la tortuga corren una carrera. Aquiles tiene una velocidad doble que la
velocidad de la tortuga. Si al iniciar la carrera se da a la tortuga una ventaja de
1 Km, ;lograra Aquiles alcanzarla?”

Un aspecto relevante del analisis de esta situacion es que retoma un episodio central de
la historia de la ciencia que ha sido controvertido y ha generado multiples respuestas a

lo largo del tiempo (Boyer, 1986). Hemos recurrido a la historia de la ciencia con el fin

! Para una mayor profundizacién en el analisis de las respuestas dadas por los profesores que participaron
en el estudio a la paradoja de Aquiles y la tortuga les remitimos al anexo 7.
? Para una mayor profundizacion en el analisis de las respuestas dadas por los profesores que participaron
en el estudio a la paradoja de Aquiles y la tortuga les remitimos al anexo 7.
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de que nos ayude a indagar en algunos aspectos concretos del conocimiento profesional
de los profesores en ejercicio; nuestro objetivo es ser capaces de incidir con fundamento
teorico en la formacion inicial y permanente del profesorado de matemadtica (Llinares,

1998; Badillo, 1999; Badillo et al., 2001; 2002a, 2002b, Badillo y Azcarate, 2002).

Los resultados del andlisis de las respuestas que los profesores que participaron en este
estudio dieron a la anterior version de la paradoja de Zendn de Aquiles y la tortuga,
muestran una variedad de perfiles de los profesores frente a las cuestiones
epistemologicas y didacticas. La paradoja de Aquiles y la tortuga, nos permitié ver con
alguna fundamentacién teorica cémo los profesores manejan las ideas clasicas del
movimiento, y detectar que aun se mantienen en los razonamientos espontaneos rasgos
del pensamiento aristotélico, con una concepcion potencial del infinito (Garbin, 2000;
Garbin y Azcarate, 2001; 2000); lo cual permite explicar algunas dificultades y
obstaculos que aparecen en la comprension, tanto grafica como algebraica, de los

conceptos de célculo.

Las respuestas dadas por los profesores muestran que, frente a esta version de la
paradoja de Aquiles y la tortuga, existen tres elementos independientes que pueden

aparecer en su resolucion:

1. El conocimiento de la solucion real del problema en el contexto fisico de la carrera
(la idea intuitiva de que el corredor mas veloz siempre alcanza al mas lento con el
tiempo suficiente),

2. La reproduccion de los argumentos eleaticos acerca de la divisibilidad infinita del
tiempo y del espacio, y

3. El conocimiento de la soluciéon formalizada a través de la aplicacion de las
ecuaciones diferenciales de movimiento de la cinematica clasica y, en algun caso,

mediante un modelo de series infinitas.

Las distintas combinaciones de estos tres elementos nos han permitido definir una
tipologia para clasificar a los profesores. La presencia o ausencia de los diferentes
elementos da cuenta de si los profesores llegan a una solucion completa del problema y
si detectan el caracter paradojico de la situacion cuando es abordada desde dos

manifestaciones distintas del pensamiento del sentido comun.
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Para el andlisis de las respuestas de los profesores frente al problema de Aquiles y la
tortuga hemos definido dos categorias, una conceptual y una metaconceptual. Con
relacion a la categoria conceptual, sintetizada en la tabla 16, las respuestas nos permiten
ahondar indirectamente en su manejo de los conceptos fundamentales del calculo
infinitesimal (numero real, infinito, serie, limite) y de la cinemadtica clésica (espacio,
tiempo, movimiento, encuentro). Y la categoria metaconceptual apunta a estudiar el
nivel de conciencia de los profesores sobre sus procedimientos de solucion al abordar la
situacion, sea como una paradoja o como un ejercicio tipo de cinematica. El abordaje
elegido puede condicionar el uso que ellos hacen de las diferentes formas de

representacion (registros semioticos) en el proceso de resolucion (Font, 2000).

PROFESOR A B C D E
1. Manifiesta conocer la solucion real X X X X X
(Aquiles alcanza a la tortuga)
2. Manifiesta conocer 1os argumentos eleaticos X X X
(Problemas de divisibilidad de espacio y tiempo)
3. Conoce la solucion basada en el calculo diferencial X X X X
(Aplicacion de la cinematica clasica)
4. Percibela contradiccion entrelosregistros X X X
(Ve el carécter paradojico)
5. Consistencia entre losregistros X X
(Plantea argumentos para apantallar la contradiccion)

Tabla 16. Categorias analiticas que dan cuenta de los diferentes elementos constituyentes del
abordaje que hace el profesor del problema (4ndlisis conceptual).

A nivel global, las respuestas encontradas al plantear la paradoja a profesores en
ejercicio reflejan que todos ellos tendieron a contrastar la situacion con la realidad; es
decir, que se observa la fuerza que tiene el razonamiento intuitivo a la hora de abordar

la solucion de problemas contextualizados.

Si bien es cierto que cuatro de los profesores abordan la solucion de la situacién como
un ejercicio tipo de la cinemadtica clasica, encontramos profundas diferencias en las
justificaciones que dan al resultado (el hecho del encuentro), pues s6lo dos fundamentan
la solucién con el aparato formal del modelo de series infinitas (profesores B y D); uno
de ellos deja entrever la necesidad de un aparato formal para modelizar el fendémeno
estudiado (profesor A), y otro plantea un uso naturalizado de los conceptos, basado en
la utilizacion acritica de las ecuaciones de la cinematica cldsica, que no refleja la

comprension de los conceptos del precélculo y del célculo infinitesimal inmersos
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(profesor C); mientras que uno de los profesores reproduce en sus razonamientos los
argumentos eleaticos en contra de la divisibilidad del tiempo y del espacio (profesor E),
evidenciando algunas inconsistencias, tales como una concepcion potencial del infinito
y la no formalizacion de conceptos del calculo infinitesimal, como el objeto razén de

cambio (velocidad instantdnea) y el objeto limite de las tasas medias de variacion.

Con relacion a la categoria metaconceptual, sintetizada en la tabla 17, resaltamos que
solo dos de los profesores verbalizaron su conocimiento sobre el valor historico de la
situaciéon planteada; sin embargo, sus argumentaciones fueron contradictorias. El
profesor D muestra una comprension de los conceptos matemadticos acorde con la
evolucion historica de los mismos, mientras que el profesor E exhibe un mal manejo de
los conceptos involucrados, evidenciando un esquema potencial del infinito que le
impide comprender conceptos como limite y derivada. En los razonamientos de dos de
los profesores, que se basan en el manejo algebraico de las ecuaciones de la cinematica
clasica (A y C), no hay preocupacion por buscar una fundamentacion sintactica para los
conceptos inmersos que permita apantallar las contradicciones que se presentan o

justificar los razonamientos realizados a la luz de modelos tedricos actuales.

PROFESOR A|lB|C|D|E
1. Verbaliza € caracter paraddjico dela situacion. X X
2. Verbaliza su conocimiento del valor histérico de la X | X
situacion.
3. Verbaliza la necesidad de nuevas categorias| x | X X
conceptuales.

Tabla 17. Categorias analiticas que dan cuenta del nivel de conciencia de los profesores sobre
sus procedimientos de solucion al abordar la situacion (4ndlisis metaconceptual).

En las respuestas de los cinco profesores a la situacidn encontramos los diferentes
elementos que aparecen resefiados en la tabla 16. Los profesores presentan tres
combinaciones de las categorias, lo cual nos permite definir tres tipos o perfiles de
respuestas dadas a la version de la paradoja que utilizamos en este estudio (Badillo et

al.,2001; 2002a, 2002b). Estos tres tipos se exponen brevemente a continuacion:
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a. Profesores eficaces no metacognitivos. Muestran una vision naturalizada de los
conceptos matematicos y fisicos (espacio, velocidad, tiempo), reducida al manejo
acritico de las ecuaciones cinematicas del movimiento. Este primer grupo esta
conformado por los profesores A y C (ver figura 19). Sus respuestas dificilmente nos
permiten explorar sus ideas sobre los conceptos estructurantes involucrados, pues
ellos no ven necesaria la reflexion sobre dichos conceptos, reduciendo asi la
resolucion del problema al manejo algebraico de ecuaciones sin contenido alguno. Es
decir, exhiben una perspectiva proceso de los objetos espacio, velocidad y tiempo,
caracterizado por la aplicacion sin justificacion de las ecuaciones de la cinematica
clasica. Solo el profesor A hace referencia timidamente al concepto de limite, pero
sin argumentos conceptuales claros que le permitan asociarlo con el fenomeno
modelizado. Estos profesores son conscientes de que en la realidad el mas veloz
alcanza al menos veloz en un tiempo determinado; sin embargo, al no contrastar esto

con la argumentacion eleatica, no atribuyen caracter paraddjico a la situacion.

Los profesores A y C, no reconocen el valor historico de la paradoja de Zendn, lo cual
nos da pistas sobre la ausencia de la historia de la ciencia en su formacion inicial y
permanente y nos brinda argumentos para generar nuevos programas de formacion que
tengan en cuenta las situaciones historicas que dieron origen a la construccion de los

conceptos matematicos.

Paradoja de Zendn { No reconoce el valor histérico
1

N

aracter no
paraddjico

Par adOj adeZendn { No reconoce el valor historico
~
ar acter no
paradgjico

N

{ Ecuaciones de la cinematica

Solucion
formalizada

{ Ecuaciones de la cinematica

Solucion
formalizada { Ecuaciones de la cinematica

{ Hace referencia periféricamente al concepto de “limite”

Profesor A Profesor C

Figura 19. Esquema donde se ilustra el proceso de resolucion de los profesores Ay C, a la
situacion.
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b. Profesores eficaces metacognitivos. Solucionan inicialmente la situacion como un
ejercicio tipo de la cinematica clésica, utilizando versiones naturalizadas de los
conceptos e, v y t. Es decir, exhiben una perspectiva proceso de los objetos espacio,
velocidad y tiempo, caracterizado por la aplicacion sin justificacion de las ecuaciones
de la cinematica clasica. Consideramos que quizas el enunciado de la version de la
paradoja que utilizamos en esta investigacion indujo este tipo de respuesta en los
profesores, que no vieron la necesidad de obtener una serie en el proceso de

modelizacion del fenomeno.

Durante el proceso de resolucion, estos profesores se detuvieron en justificar sus
razonamientos, lo que los llevd a detectar errores y contradicciones al contrastar las
diferentes etapas de resolucion (caso del profesor B), y posteriormente, a buscar un
modelo teoérico formalizado que le permitiera apantallar dicha contradiccién, o a
identificar la situacion con un problema tipo de la cinematica clasica; mostrando una
riqueza en el esquema exhibido (caso del profesor D), al justificar el punto de encuentro
mediante la coordinacion de diferentes representaciones de los conceptos matematicos
involucrados: referencia al infinito actual, definicion de la serie convergente y en
términos de limite de la serie. Encontramos coherencia entre los diferentes registros
semidticos utilizados, manifestando una comprension de los conceptos del célculo

utilizados que modelizan el problema planteado en un ambito fisico.

En este grupo formado por los profesores B y D habia dos tendencias en cuanto al
reconocimiento de la situacion como un problema clave dentro de la historia de la
matematica (ver figura 20). Por un lado, el profesor B no verbaliza su conocimiento del
valor histérico de la situacion, mientras que el profesor D manifiesta haberla estudiado
en la asignatura de filosofia en el bachillerato. Lo anterior, también abunda sobre la
importancia y la necesidad de usar la historia de la ciencia en la formacidon permanente e

inicial del profesorado.
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Par adoj adeZendén No reconoce el valor histérico Par adoj adeZendn
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Caracter ar &cter N0 Caréacter aracter no
2 paradéjico paraddjico paradéjico paraddjico

{ Ecuaciones de la cinematica

/

'/

O
Ecuaciones de la cinematica

)@
\
d

Solucion Solucién B Solucién
formalizada intuitiva Reproduce los argumentos eledticos formalizada Aparato formal del limite de sucesiones y de la teoria de
conjuntos
. =
. R
‘A A 3 Profesor D
Conflicto

Reconciliacion

{ Aparato formal del limite de sucesiones

Profesor B

Figura 20. Esquema donde se ilustra el proceso de resolucion de los profesores By D, a la
situacion.

Profesor es inconsistentes conceptualmente y coherentes didacticamente. En este
grupo ubicamos al profesor E. El andlisis de su respuesta a la paradoja desvela
inconsistencias en los conceptos matematicos que maneja; mas concretamente,
exhibe una vision potencial del infinito que le lleva a reproducir los argumentos
eleaticos en contra de la divisibilidad infinita del espacio, del tiempo y del
movimiento. Contradictoriamente, el profesor E conoce el valor histdrico de la
situacion y las implicaciones que ha tenido en la evolucion del Célculo Infinitesimal
y en la Teoria de Conjuntos; sin embargo, en su razonamiento, aunque relaciona
explicitamente la situacion con los conceptos de limite e infinito, refleja grandes
dificultades en la comprension de estos conceptos que se convierten en obstaculos

para la comprension de los conceptos del calculo diferencial (Azcarate et al., 1996).

Reconoce el valor histérico

Igualmente, es curioso como el profesor E relaciona de manera implicita el problema

planteado con su problematica didactica. Més concretamente, verbaliza que esta version

de la paradoja, podria ser util para explicar las curvas asintoticas. Este tipo de

razonamiento didactico no lo habiamos detectado en la respuesta de ninguno de los
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otros profesores, al igual que el uso de las metaforas para explicar el fendmeno
estudiado. Si bien es cierto que resulta interesante el razonamiento del profesor,
encontramos que en el uso del lenguaje metaforico que hace para trasladar la situacion
al estudio de las curvas asintéticas se evidencian inconsistencias en el manejo de los
conceptos inmersos en ambos fendémenos, puesto que la asintota implica considerar una
sucesion xj, Xz, X3,..., Xp—> X, con f (x) — oo. Por tanto, si el profesor E usa la metafora
de que “la grafica se acerca a una recta vertical pero nunca llega a tocarla”, esta
situacion se pareceria a la version de la paradoja de Aquiles y la tortuga, pero con dos
errores: (1) que en esta metafora de aproximacion, el tiempo no ayuda; y (2), que la
situacion de Aquiles y la tortuga no es metaforica, puesto que Aquiles si que se acerca a
la tortuga e incluso la supera. Por tanto, el profesor en su argumentacién considera
incorrectamente, que la tortuga estd parada en un punto de abscisa x y Aquiles se
comporta como la sucesion convergente X, X2, X3,..., Xn—> X, llegando a la conclusion

erronea de que nunca llega a alcanzar a la tortuga.

2 Pa.r adOj a de Zenén { e Reconoce el valor historico

‘s

Caracter
paraddjico
No soluciona {- Reproduce los argumentos eleaticos

Figura 21. Esquema donde se ilustra el proceso de resolucion del profesor E, a la situacion.

El profesor E, sesgado por dar explicacion a su problematica didactica o bien
influenciado por su concepcion potencial del infinito, no contrasta la situacion con la
realidad (aunque verbaliza que el mas veloz siempre alcanza al menos veloz después de
un tiempo), ni reflexiona sobre los conceptos de espacio, tiempo, velocidad y
movimiento implicitos en la situacion. Lo anterior, nos lleva a concluir que su esquema
sobre el infinito potencial es tan fuerte, que modeliza la situacién para dar mas
argumentos sobre la imposibilidad de la particion infinita del espacio y del tiempo. La
elicitacion de estos razonamientos muestra la potencia de esta situacion en la deteccion

de obstaculos y errores en las formas de conocer los conceptos matematicos que tienen

353



los profesores, lo cual puede ser una componente clave en el disefio de programas de

formacion.

A manera de conclusiéon, podemos afirmar que la definicion de las categorias
conceptuales y metaconceptuales nos permitid identificar diferentes rasgos en las
respuestas de los profesores, tales como: (1) la presencia de razonamientos aristotélicos;
(2) el uso de esquemas algebraicos en la resolucion de problemas sin reflexion tedrica
de los conceptos inmersos en ellos (perspectiva proceso de las ecuaciones de la
cinematica clasica); (3) el desconocimiento de episodios historicos que han sido claves
en el desarrollo de los conceptos matematicos; (4) la ausencia de procesos de resolucion
graficos; y (5), la importancia de los procesos metacognitivos en la resolucion de
problemas. A nuestro juicio, estos elementos deberian ser tenidos en cuenta en la
revision de la descomposicion genética del concepto de derivada, y a la hora de disenar
programas de formacion inicial y permanente (Badillo et al., 2001, 2002a, 2002b;
Badillo y Azcarate, 2002).

Otro aspecto significativo ha sido el rescatar episodios controvertidos de la historia de la
matematica como herramienta para elicitar indirectamente las ideas que tienen los
profesores acerca de los conceptos del Célculo Infinitesimal. El estudio de casos y la
deteccion de obstaculos cognitivos en conceptos como infinito, limite, y derivada (en su
significado fisico de la velocidad y movimiento), pueden utilizarse en el diseflo de casos

ideales como herramienta en la formacion del profesorado.

5.3.1.2. Relacion entre el objeto pendiente de la recta tangente y e objeto razén de

cambio en la construccion del macro objeto derivada en un punto

A continuacion describiremos detalladamente los aportes del analisis particular de cada
uno de los problemas que tuvimos en cuenta para describir el nivel de comprension que
tienen los profesores de la relacion entre los objetos pendiente de la recta tangente y el
objeto razon de cambio. Inicialmente se presentard la red sistémica correspondiente a
las respuestas de los profesores a cada cuestion, y después se presentara el analisis
descriptivo de cada red. Para la construccion de cada una de las redes de los problemas
se elaboraron previamente unas tablas resumen de las respuestas que los profesores

dieron a cada situacion en donde se recogen fragmentos del registro escrito del proceso
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de resolucién y de la entrevista sobre la justificacion del proceso de resolucion de cada

problema. Estas tablas resimenes se pueden consultar en el anexo 8.

Para el analisis de esta primera categoria tendremos en cuenta el analisis particular de
los problemas 3-C, 4-C y V-v que conforman la primera linea de coherencia, que se

analizaran en el orden anteriormente indicado.

Red sistémica del problema 3-C

| Seoulrm -
/ Interpretacion del enunciado y Consumo total de agua es de 20 m’ (A,B,C,E)
lectura correcta de la grafica
a) Graficamente
24
No interpretacion del enunciado y ZQ(;) =Q(t)+Q () +..+Q(ty) (D)
lectura incorrecta de la grafica P
[ Por el célculo del incremento de la funcion AQ=20-15=5m’, | (B,E)
en las tltimas 4 h
Algebraicamente
Calcula el area debajo de la curva en [20, 24]:
24) - 0(20)}(24 - 20
0eloes- o). [22-0C0k24-20 > e 50 | (D)
La grafica es una linea recta ©)
b) Justifica
Se tiene una funcion lineal y (D)
El consumo es la m sera una constante
constante
Graficamente
No justifica En las ultimas 4 h se han | (B)
consumido 5 m*
El consumo es (A)
creciente (entre

K \ 15y 20)
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<)

d)

e)

Responde correctamente
que en 9 >14

Compara las pendientes de las
rectas tangentes a la curva

Compara las pendientes de las

graficas

Justifica

La recta tangente en ese instante (B)
tiene mayor m que en 14

En 9 la inclinaciéon de la recta (D)
tangente a la curva es mayor

La figura en 9 presenta mayor ©)
inclinacion, 6 sea la m es mayor

-

\

Responde incorrectamente

que en 14 >9

Atendiendo a

de la grafica)

Atendiendo a

la grafica)

Algebraicamente

Graficamente

aspectos
globales (vision continua

aspectos
locales (vision discreta de

No justifica

Entre 6y 12

Entre 8 y 12

En 12 seg.

A partir del concepto de

derivada (calculo del valor de la
m de la recta tangente a la curva en
x =T7)

A partir del concepto de

funcion (valor de f (7) en la
grafica)

A las 14 se han consumido un total de 12 (E)
m’y en 9 se han consumido 4 m’®

El consumo en las 14>9 | (A)

Hay un incremento bastante grande (E)

En este intervalo la pendiente es (A)

mayor

En este intervalo la m de la recta

tangente es mayor que en los demas B)

puntos

En este tramo el area bajo la curva y

la m de la recta tangente es mayor D)

que en los otros tramos

En este punto existe una pendiente ©)

mayor que en los demas puntos de la

grafica
Responde Es de 0, 75 m® / h, porque se (B)
explicitamente entiende la derivada como razon
de cambio
Hay que hacer un calculo
No responde aproximado porque corresponde a | (D)
explicitamente la tasa instantanea de variacion (la
unidad es de capacidad / tiempo)

Aproximadamente 2 unidades (Las
unidades no se especifican en el grafico)

Entre 1 < consumo <2, (Las unidades
son m’, cm’, 0 litros)

Aproximadamente 1,8 litros o m’
(Las unidades tienen que ser de volumen)
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Andlisis descriptivo del problema 3-C

Inicialmente, agrupamos las respuestas de los profesores, para cada uno de los cinco

apartados que conforman este problema, en dos grandes grupos: respuestas basadas en

procedimientos algebraicos y/o en procedimientos graficos. Dado que en las respuestas

a los items a), ¢) y d) s6lo se usan procedimientos graficos, hemos variado la

clasificacion optando por la siguiente. Para el item a), hemos establecido dos grandes

grupos excluyentes:

Los profesores que interpretan el enunciado y hacen una lectura correcta de la
gréfica de la funcidn representada.
Los profesores que no interpretan el enunciado y hacen una lectura incorrecta de

la grafica de la funcién representada.

Para los items b) y e), las respuestas las clasificamos en dos grandes grupos no

excluyentes:

3.

4.

Los profesores que responden utilizando procedimientos algebraicos a partir de
la informacion que le proporciona el enunciado grafico, o bien buscando
informacion externa.

Los profesores que responden utilizando procedimientos graficos solo a partir de

la informacion que le proporciona el enunciado grafico.

Para el item d), dos grandes grupos excluyentes:

Los profesores que interpretan el enunciado y la grafica de la funcion
representada atendiendo a aspectos globales.
Los profesores que interpretan el enunciado y la grafica de la funcion

representada atendiendo a aspectos locales.

Y finalmente, en las respuestas al item c¢), que en su mayoria utilizan procedimientos

graficos atendiendo a aspectos locales de la grafica, optamos por clasificarlas teniendo

en cuenta la respuesta concreta que dan, identificando asi dos grupos de respuestas

excluyentes:
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7. Los profesores que responden correctamente que el consumo en 9 >14

8. Los profesores que responden incorrectamente que el consumo en 14> 9

En términos generales podemos concluir que la mayoria de los profesores dan respuesta
a la situacion a partir de la informacién que le proporciona la grafica, y so6lo los
profesores B y D recurren a razonamientos algebraicos para dar respuesta a los
apartados b) y e), pero siempre justificando complementariamente con argumentos
graficos; mientras que en el apartado b) a partir de la informacion que les proporciona la
grafica, el profesor C so6lo utiliza razonamientos graficos y el profesor E solo utiliza

razonamientos algebraicos.

En cuanto al manejo de los conceptos inmersos en la situacion, podemos identificar dos
grandes focos conceptuales: la interpretacion grafica de funciones acumulativas
(interpretacion grafica del macro objeto f (x)) y la variacion instantanea de la funcion
“cantidad de agua consumida” (interpretacion grafica de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x)). Segun la naturaleza y los procesos cognitivos que demanda este problema,
consideramos que la dificultad de este tipo de tarea radica en la doble actividad que
demanda, por un lado, dotar de significado a la grafica en funcion de la situacion
descrita en el enunciado verbal, y por otro, obtener informacién de la situacién haciendo
una lectura e interpretacion correcta de la grafica (Garcia y Llinares, 1994). Por tanto
este problema, que ubicamos en el tipo 4.8. (traduccion entre dos o mas modos de
representacion de f (x) seguida de relacion entre el tltimo modo de representacion de
f (x) y f ’(x) més trabajo en el modo de representacion de f ’(x): DV f (x)—»G f (x)=
DV f’(x)4¥), requiere que los profesores hagan una traduccién entre la descripcion de
la situacion y la grafica que representa la situacion, y luego lo relacionen con la tasa
instantanea de variacion, haciendo referencia tanto al macro objeto f ’(a) como al macro

objeto f’(x).

El andlisis de las respuestas de los profesores al problema 3-C, teniendo en cuenta las
caracteristicas propias de la misma tarea, nos permitié6 hacer un diagndstico de las
dificultades e inconsistencias en la comprension de los conceptos inmersos en la
situacion, que tendremos en cuenta en la revision de la descomposicion genética inicial

del concepto derivada:

358



1. Solo el profesor D tuvo dificultades en hacer la traduccion DV f (x)—>G f (x), es
decir, dificultades para comprender correctamente el enunciado, y por tanto,
interpretar correctamente la grafica de la funcidon acumulativa representada.

2. El profesor D muestra dificultades en la interpretacion algebraica del objeto tasa
media de variacion, llegando a calcular el valor del area debajo de la curva para dar
explicacion al consumo de agua caliente en el intervalo sugerido; mientras que el
profesor E hace una interpretacion grafica incorrecta del objeto tasa media de
variacion, confundiéndolo con el crecimiento de la funcion.

3. Los profesores A y E, no coordinan graficamente los objetos pendiente de la recta
tangente y razon de cambio para explicar la variacion local de la funciéon en términos
del macro objeto f ’(a), a partir de la informacién que le proporciona la grafica de la
funcion.

4. Los profesores A, B, D y E hacen un anélisis de la variacion de la funcion atendiendo
a aspectos globales (es decir por intervalos) cuando se pide interpretar el macro
objeto f ’(a), mientras que solo el profesor C hace un andlisis de la variacion de la
funcién atendiendo a aspectos locales.

5. Los profesores A, C y E muestran inconsistencias en el calculo aproximado del
objeto tasa instantdnea de variacion en un punto dado, al reducirlo al valor de la
ordenada en el punto, como consecuencia de la lectura punto a punto de la gréfica.
Lo cual implica que, por un lado, no coordinan los objetos pendiente de la recta
tangente, limite de las tasas medias de variacion y razoén de cambio; y por otro, tienen
dificultades en la comprension de los objetos tasa media de variacién y tasa

instantanea de variacion.

Red sistémica del problema 4-C
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a)yb)

)

En P los coches Ay B La trayectoria de B es (A)
se interceptan recta y la de A es curva
Hace referencia a la No justifica la respuesta | (C)
trayectoria
En P los coches Ay B
se encuentran El coche B se mueve
Justifica la respuesta en linearectay el A (E)
tiene un movimiento
como curvilineo
Se encuentran a igual (D)
distancia en ese instante
Hace referencia al
espacio recorrido y
al tiempo
Han recorrido la misma
distancia en el mismo (B)
tiempo
V = e/t, puesto que a espacios
Son iguales iguales y tiempos iguales, las | (C)
velocidades son iguales
No especifica el resultado La velocidad es una (A)
Hace referencia a la pendiente
velocidad
Son diferentes
Va>Vsg
Justifica (la pendiente de la recta
tangente representa la
. velocidad)
Especifica el resultado
No justifica Va>Vyg
Cuando la tangente a la curva sea (A)
paralela a la trayectoria recta
Si hay momentos donde las
velocidades son iguales
Hacen referencia a la En los puntos donde las graficas (©)
trayectoria se intersecan
No hay momentos donde las Las distancias recorridas son (E)
velocidades son iguales diferentes
En los lugares donde la recta tangente a
Si hay momentos donde las la grafica del movimiento de A sea (B,D)
velocidades son iguales paralela a la grafica del coche B.
Hacen referencia a la (Aproximadamente en t = 3,5 y t = 10 seg.)
velocidad
No hay momentos donde las Ninguno
velocidades son iguales
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En el trayecto curvo (hace referencia (A)

a los tramos y ), porque

Si, el coche A tiene mayor hay mayor pendiente

velocidad (Va>Vg)
Hacen referencia a la

trayectoria En el momento en que la graficade A | ()
esta por encima de la de B. en:

Nunca el coche A tiene Ninguno
mayor velocidad

Interpretacion local Va >V3 en el punto (B,D)
de la derivada P
Si, el coche A tiene mayor
d) velocidad
Hacen referencia a la Interpretacion global | V4, > Vi en el | (D)
velocidad de la derivada intervalo (3.5, 10)
Nunca el coche A tiene Ninguno

mayor velocidad

En todo el movimiento porque B

Si, el coche A tiene mayor tiene aceleracion constante mientras (E)
velocidad que A tiene aceleracion variable

Hacen referencia a la

aceleracion
Nunca el coche A tiene Ninguno

mayor velocidad

\

Andlisisdescriptivo del problema 4-C

En este problema los profesores se agruparon segun sus respuestas en los cuatro grupos

siguientes:

1. Los profesores que hacen referencia a la trayectoria.
Los profesores que hacen referencia al espacio recorrido y al tiempo.

Los profesores que hacen referencia a la velocidad.

hall A

Los profesores que hacen referencia a la aceleracion.

La dificultad de esta tarea se centra en la familiarizacién que tengan los profesores con
la interpretacion de graficos espacio-tiempo. Es decir, que el proceso de resolucion de
este problema requiere de la interpretacion y comparacion de las velocidades
instantaneas de un movimiento variado con la velocidad de un movimiento uniforme vy,
por consiguiente, implica saber interpretar la representacion de las velocidades en una

gréfica espacio-tiempo.
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Las respuestas de los profesores a este problema aportan las siguientes dificultades e
inconsistencias en el manejo de los conceptos inmersos, que tendremos en cuenta en la

revision de la descomposicion genética inicial del concepto de derivada:

1. Los profesores A, C y E interpretan incorrectamente la grafica de espacio-
tiempo como la trayectoria de los coches y no como el espacio recorrido por los
coches 4 y B en cada momento, por tanto, hacen una interpretacion iconica de la
gréafica espacio-tiempo. Lo cual implica, dificultades en la comprension grafica
de los conceptos de la cinematica (espacio, tiempo, velocidad, aceleracion,
movimiento variado, movimiento uniforme, etc.).

2. Los profesores A, C y E no coordinan los objetos razén de cambio (velocidad
instantdnea) y pendiente de la recta tangente en la interpretacion grafica de la
velocidad, ni los relacionan con el macro objeto f ’(a).

3. Los profesores B y D resuelven y argumentan correctamente la situacion,
mostrando coordinacion entre los objetos velocidad instantdnea y pendiente de

la recta tangente.

Red sistémica del problema V-v
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a. Determinacion de puntos
donde la m de la recta
tangente es max., min., y nula.

b. Determinacién de puntos de
velocidad max., min., y nula.

Pendiente max.

Pendiente min.

Pendiente nula

Responde
correctamente

Contradice su
respuesta inicial <

Punto donde la m de la
recta tangente tenga mayor
inclinacion positiva

Punto donde la m de la
recta tangente tenga mayor
inclinacion negativa

Puntos donde la recta
tangente a la grafica sea
paralela al eje de las X

Los relaciona con el
crecimiento de la
funcion

No los relaciona
con el crecimiento
de la funcion

Los relaciona con el
decrecimiento de la
funcion

No los relaciona
con el decrecimien-
to de la funcion

Los relaciona con los
puntos max. y min.

No los relaciona con
los puntos méax. y min|

(B,D, E)

(A, 0

(B,D,E)

(A,

(A,C,E)

(B,D)

Punto donde la m de la

Velocidad recta tangente tenga mayor
max. inclinacion positiva
Punto donde la m de la
Velocidad recta tangente tenga mayor
min. inclinacion negativa
Puntos donde la recta
Velocidad tangente a la grafica sea
nula paralela al eje de las X
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Los relaciona con el
crecimiento de la
funcion

No los relaciona
con el crecimiento
de la funcion

Los relaciona con el
decrecimiento de la
funcion

No los relaciona
con el decrecimien-
to de la funcion

Los relaciona con los
puntos max. y min.

No los relaciona con

los puntos max. y min.

4 . . . .
Velocidad Asocia la velocidad maxima con el punto (A)
max. maximo absoluto de la grafica
Velocidad Asocia la velocidad minima con el punto (A)
min. extremo (derecho) de la G (minimo absoluto)
Velocidad Puntos dond}e la recta tangente a la grafica sed (A)
paralela al eje de las X
\ nula

(D, E)

(A,B,C)

(D, E)

(A,B,C)

(D)

(A,B,C,E)



( / Los relaciona con el

crecimiento de la (A,B,D,E)

Punto donde la m de la funcion

Crece mas recta tangente tenga mayor

deprisa inclinacion positiva No los relaciona ©

con el crecimiento
de la funcion

Los relaciona con el (B, D, E)
decrecimiento de la
C. Determinacion de puntos < Punto donde la m de la funcién
donde la funcion crece mas Crece menos recta tangente tenga mayor
deprisa, menos deprisa y deprisa inclinacion negativa No los relaciona (A, C)
donde la variacion es nula con el decrecimien-
to de la funcion
Los relaciona con los | (A)
Tasa instantanea Puntos donde la recta puntos max. y min.
de variacion tangente a la grafica sea
nula paralela al eje de las X No los relaciona con

(B,C,D,E)

los puntos méax. y min|

Andlisisdescriptivo del problemaV-v

Dado que este problema involucra tres situaciones diferentes pero relacionadas entre si,
decidimos clasificar las respuestas de los profesores atendiendo al contexto de la
situacion. Por tanto, las partes a) y ¢) que estdn contextualizadas en la matematica las
clasificamos en tres grupos no excluyentes que a su vez incluyen dos subcategorias

excluyentes. Para el caso de la situacion a) quedé de la siguiente manera:

1. Pendiente maxima.

1.1. Los relaciona con el crecimiento de la funcion.

1.2. No los relaciona con el crecimiento de la funcion.
2. Pendiente minima.

2.1. Los relaciona con el decrecimiento de la funcion.

2.2. No los relaciona con el decrecimiento de la funcion.
3. Pendiente nula.

3.1. Los relaciona con los puntos maximos y minimos.

3.2. No los relaciona con los puntos maximos y minimos.

Para el caso del item c), las respuestas las clasificamos de la siguiente manera:

4. Crece mas deprisa.
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4. 1. Los relaciona con el crecimiento de la funcion.

4. 2. No los relaciona con el crecimiento de la funcion.
Crece menos deprisa.

5. 1. Los relaciona con el decrecimiento de la funcion.

5. 2. No los relaciona con el decrecimiento de la funcion.
Tasa instantanea de variacion nula.

6. 1. Los relaciona con los puntos maximos y minimos.

6. 2. No los relaciona con los puntos méximos y minimos.

Y las respuestas a la situacion b), que estd contextualizada en la fisica, teniendo en

cuenta que un profesor cambid su respuesta a lo largo del proceso de resolucion,

introdujimos dos categorias no excluyentes, de la cual, la primera de ellas, tiene las

mismas subcategorias que la de los items a) y ¢).

7.

8.

Profesores que responden correctamente.
7. 1. Velocidad méxima.

7. 2. Velocidad minima.

7. 3. Velocidad nula.

Profesores que contradicen su respuesta inicial.

El analisis de las respuestas de los profesores a los tres apartados que conforman la

situacion V-v, nos permitid detectar algunas dificultades e inconsistencias en los

objetos inmersos en el problema, dependiendo del contexto de la situacion, a tener en

cuenta para la revision de la descomposicion genética del concepto de derivada.

1.

2.

El profesor A en el item b), contextualizado en la fisica, confunde los puntos
maximos y minimos de la grafica de la funcion (derivada nula) con los valores
maximos y minimos de la velocidad (derivada mdxima y minima).

Ninguno de los profesores sefiala los puntos de inflexion de las graficas en
donde la derivada es nula, como puntos de velocidad nula, pendiente nula, y de
tasa de variacion nula.

En algunos casos, los profesores dejan de sefialar o bien puntos maximos o
minimos, o tramos horizontales de la grafica como puntos o intervalos donde la

velocidad es nula, o la pendiente es nula o la tasa de variacion es nula.
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4. Solo el profesor E, al senalar los puntos donde la pendiente de la recta tangente

es maxima o minima, compara explicitamente la medida del angulo de

inclinacion de la recta tangente.
5.3.1.3. Relacién entre los macr o objetos derivada en un punto y funcion derivada

Teniendo en cuenta las dos dimensiones del esquema de la derivada que hemos
definido, para el analisis de esta categoria, organizamos los problemas en dos grupos
con la intencion de obtener mayor informacion tanto de la comprension grafica como de

la algebraica que tienen los profesores de los macro objetos f’(a) y f ’(x).

i. Comprension grafica delafuncion derivada

Los problemas que analizamos para profundizar en la comprensioén grafica que tienen
los profesores de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) son: 1-C, 2-C y IV-v, que conforman

la segunda linea de coherencia.

Red sistémica del problema 1-C

3

]

1

K [ Algebraicamente | Calcula m Halla la ecuacion de la Calcula la funcio (A)
(Ecuaci()n pto. pendiente V2=V ens
m==2—L recta tangente
Xy =X

Aplicando el concepto

de grafica de la funcion (B,©)

Justifica la respuesta

< a) Encuentra f (5) <

Graficamente
Aplicando del concepto de (D, E)
recta tangente a la curva

en (5,3)
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[ Calcula la funcion Calcula la derivada | (A)

Usa informacion de a) en un punto f’(5)

Algebraicamente . dy .
g (Ecuacién de la recta tangente) derivada: _d = f'(x)
X

(Reglas de derivacion)

Comprueba, ademas,
hallando la ecuacion de (E)
Cociente incremental: | la recta con cada punto
Ay
Calcula la m de la recta E:m
Graficamente | tangente con los dos No comprueba (B, C)
puntos de la grafica de la
recta

b) Encuentra f’(5) <

Tasa media de variacion:

SO) =) _ (D)

\ X2 =X

[ Usa informacion de a) Calcula la funcion | (A)
(Ecuacion de la recta) en 5,08
Algebraicamente
(Por aproximacion)
Usa informacién de a) y b) Calcula por:
(concepto de derivada en un 15)~ f(5+Ax)— £(5) (D, E)
punto) ’ Ax

¢) Calcula £ (5,08) <

Explicita el resultado | (B
(=3,02)

Topologicamente
Graficamente | (vecindad del punto

(5:3)

No explicita el resultado

=£(5) ©

Andlisisdescriptivo del problema 1-C

La red del problema 1-C incluye las respuestas de los tres apartados que lo conforman.
Las categorias no excluyentes que definimos para organizar las respuestas de los

profesores son:

1. Los profesores que responden utilizando procedimientos algebraicos a partir de
la informacion que le proporciona el enunciado grafico, o bien buscando
informacion externa.

2. Los profesores que responden utilizando procedimientos graficos sélo a partir de

la informacion que le proporciona el enunciado grafico.
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Los profesores respondieron a la situacion usando so6lo la informacion que le
proporcionaba la gréafica del enunciado; solo el profesor A exhibe, durante todo el
proceso de resolucion del problema, una perspectiva proceso de los macro objetos f (x),
f’(a) y de f ’(x), donde para calcular el valor de f ’(a) a partir de la informacion que le
proporciona la grafica requiere inicialmente encontrar la expresion simbodlica que
representa la funcidon, o en su defecto la expresion simbolica de la recta tangente;
posteriormente, aplica las técnicas indirecta de las reglas de derivacion para calcular
f ’(x) a partir de la expresion simbdlica de f (x); y finalmente, calcula el valor de f ’(a)
sustituyendo el valor de x = a en la expresion simbolica de f ’(x). Es decir, que requiere
de elementos externos y de la manipulacion de procesos algebraicos que incluyen
traducciones y relaciones entre los macro objetos f (x) y f ’(x): G f (x)>ES f (x)=

ES £’ (x)4Y.

En términos generales, los profesores respondieron correctamente a la situacion y no
detectamos ninguna inconsistencia en el manejo de los conceptos que intervienen en el
proceso de resolucion. A continuacidon destacaremos algunas de las argumentaciones

que dieron para los conceptos en los que se apoya su respuesta:

1. Para encontrar el valor de f (5) a partir de la informacion que proporciona la
grafica del enunciado, dos profesores aplican el concepto de grafica de la
funciéon (B y C); dos profesores aplican el concepto de recta tangente a la curva
(D y E); y un profesor requiere encontrar la expresion simbdlica de la funcion
para luego sustituir el valor de x =5 (profesor A).

2. Para encontrar el valor de f ’(5), cuatro de los profesores calculan el valor de la
pendiente de la recta tangente a partir de la informacion grafica, sin embargo
encontramos que tres aplican el cociente incremental (B, C y E) y uno aplica la
tasa media de variacion (profesor D). Por su parte, el profesor A, sigue
exhibiendo una perspectiva proceso de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x),
donde para calcular el valor de f ’(5), deriva la expresion simbdlica de la recta
tangente encontrada en el item a) y sustituye el valor de x = 5 en la expresion
simbolica de la funcion derivada encontrada.

3. Dos de los profesores aplican técnicas de aproximacion numérica en las que
relacionan los macro objetos f (x) y f’(a) para calcular el valor aproximado de la

funcién en el punto de abscisa x = 5, 008 (D y E); mientras que dos de los
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profesores lo resuelven graficamente utilizando argumentos topologicos
(vecindad del punto (5,3)) a partir de la informacion de la gréfica; y solo el
profesor A, coherente con la perspectiva proceso de los macro objetos f (x),
f’(a) y f ’(x) que viene exhibiendo en la resolucion de los items a) y b), para
encontrar el valor de la funcion en el punto de abscisa x = 5, 008, sustituye el

valor de x en la ecuacion de la recta tangente encontrada en el item a).

Red sistémica del problema 2-C

s
Algebraicamente Ninguno
Una es derivada < Aplicando los criterios (B, D)
de la otra de la 1* v 2* derivada
Graficamente
Aplicando solo el criterio ©
de la 1* derivada
\
(

No puede hacer G f (x) > ES f (x), por tanto,
Algebraicamente no puede hacer ES f (x) = ES f’ (x), ni (A)
ESf’(x) > Gf’(x)

No hay relacion <
de derivabilidad
Coordina la funciéon derivada f ’(x) con la

Graficamente recta tangente (y como las grificas de las funciones son (A)
curvas y no son rectificaciones entre si, por tanto, no pueden
ser una funcion derivada de la otra)

No responde Porque falta informacion (E)
en la grafica

Andlisis descriptivo del problema 2-C

En el problema 2-C las respuestas de los profesores se agrupan en tres grupos

excluyentes. Las dos primeras categorias a su vez las clasificamos atendiendo a las dos
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dimensiones del esquema de la derivada que nos interesa describir (algebraico y

gréafico):

Los profesores que afirman correctamente que la grafica de una de las funciones

representadas es la derivada de otra.

1.1. Utilizando procedimientos algebraicos a partir de la informacion que le
proporciona el enunciado grafico, o bien buscando informacién externa.

1.2. Utilizando procedimientos graficos solo a partir de la informacion que le
proporciona el enunciado grafico.

Los profesores que afirman incorrectamente que no hay relacion de

derivabilidad entre las funciones representadas graficamente.

2.1. Utilizando procedimientos algebraicos a partir de la informacion que le
proporciona el enunciado grafico, o bien buscando informacion externa.

2.2. Utilizando procedimientos graficos sélo a partir de la informaciéon que le
proporciona el enunciado gréfico.

Los profesores que no responden a la pregunta.

Con este problema los profesores se enfrentan a las graficas de dos funciones

representadas en un mismo eje de coordenadas cartesianas, y de lo que se trata es de

relacionar los macro objetos f (x) y f ’(x) en la interpretacion y comparacion de las

graficas proporcionadas. De las respuestas de los profesores podemos concluir que tres

de ellos resolvieron correctamente a la situacion planteada (B, C y D) y dos de los

profesores tuvieron dificultades para resolverla (A y E); igualmente, queremos destacar

algunos elementos conceptuales que nos resultan interesantes y que tendremos en

cuenta en la revision de la descomposicion genética inicial del concepto de derivada:

1.

Tres de los profesores resolvieron graficamente la situacion planteada, sin
embargo, solo dos de ellos aplican coordinadamente los criterios de la primera y
segunda derivada en el andlisis mondtono de las funciones representadas (B y
D), mientras que el profesor C sélo aplica el criterio de la primera derivada
durante el proceso de resolucion del problema.

La perspectiva proceso que tiene el profesor A de los macro objetos f (x) y f ’(x)
es insuficiente para solucionar algebraicamente este problema, debido a la

dificultad que hay para hacer las siguientes traducciones y relaciones entre
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representaciones de los macro objetos f (x) y f ’(x): G f (x)=>ES f (x)=
ES f ’(x)—>G f ’(x). Esta dificultad, nos permite detectar inconsistencias en la
interpretacion grafica que hace el profesor A del macro objeto f ’(x), tendiendo a
confundirla con la gréafica de la recta tangente a la grafica de la funcion en un
punto.

3. El profesor E no responde a la situacion porque considera que falta informacion
en la grafica proporcionada; esto nos muestra las dificultades que tiene este
profesor en la interpretacion grafica de los macro objetos f (x) y f ’(x), lo que
implica, dificultades en la aplicacion de los criterios de la primera y segunda
derivada y de la continuidad de la funcion en el andlisis de la variacion local
(f’(a)) y de la variacion global de la funcién (f ’(x)), a partir de la representacion

grafica de la funcion.

Red sistémica del problemalV-v

V. Sitienes el gréfico de la siguiente funcién:

a. Escoge la funcién derivada que le corresponde entre los graficos de las funciones
representadas a continuacion:

L[] [ ] L[]

b. Justificalarespuesta escogiday por qué la no-eleccién de las otras dos opciones.

( Argumentando con criterios | (B, D)
de la 1* derivada
Graficamente
Argumentando con criterios | Ninguno
de la 1* y 2° derivada
Responden que <
leslaGf’(x)
Asocia la G f (x) con la ES f(x)| Relaciona la ES f (x) con Traduce la ES f’(x)
(G f(x) »ES f(x)) la ES f’(x) con la G f’(x).
Algebraicamente [La grafica de la (ESf(x) ®» ESf’ (x)) (ESf’ (x)=>ESf’ (x)) (A, B
funcion corresponde a y = x’] [Siy=x’=y=3x"] [Si y’= 3x* entonces la D, E)
grafica es una parabola] ’
\
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Analisisdescriptivo del problema lV-v

Teniendo en cuenta las dos dimensiones del esquema de la derivada que intentamos
describir, las respuestas de los profesores al problema IV-v las agrupamos en las

siguientes categorias no excluyentes:

1. Los profesores que responden utilizando procedimientos algebraicos a partir de
la informacién que le proporciona el enunciado grafico, o bien buscando
informacion externa.

2. Los profesores que responden utilizando procedimientos graficos solo a partir de

la informacion que le proporciona el enunciado gréafico.

Al igual que el problema 2-C, con este los profesores se enfrentan a las graficas de dos
funciones y de lo que se trata es de relacionar los macro objetos f (x) y f ’(x) en la
interpretacion y comparacion de las graficas proporcionadas. La diferencia que hay
con el problema anterior, es que este problema si se puede resolver aplicando tanto
procedimientos graficos como algebraicos, lo cual nos permite detectar la tendencia
grafica o algebraica que tienen los profesores al abordar esta tipologia de problemas.

De las respuestas a los profesores podemos concluir:

1. En general, todos los profesores tienden a responder correctamente la situacion
planteada aplicando un proceso de resolucion algebraico en el que se realizan
las siguientes traducciones y relaciones entre los macro objetos f (x) y f ’(x):
G f(x)—>ES f X)=ES {’(x)—>G {’(x).

2. Al indagar en la justificacion de la respuesta encontrada mediante el proceso
algebraico, se evidencian nuevamente inconsistencias en la interpretacion
grafica del macro objeto f ’(x); mas concretamente, los profesores A y E,
interpretan graficamente f ’(x) como la pendiente de la recta tangente a la
curva en un punto (f ’(a)), y la grafica de f ’(x) se tiende a confundir con la
grafica de la recta tangente a la grafica de la funcion en un punto.

3. Solo los profesores B y D, complementariamente al proceso algebraico aplican
el criterio de la primera derivada en el analisis monodtono de las funciones

representadas para justificar la respuesta encontrada.
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a. Comprension algebraica delafuncién derivada

Los problemas que analizamos para profundizar en la comprension grafica que tienen
los profesores de los macro objetos f ’(a) y f ’(x) son: 5-C, I-v, II-v y II-v, que
conforman la linea tres de coherencia.

Red sistémica del problema 5-C

5. Hallala pendientey la ecuacion de larecta tangente a la gréfica de la funcion:
f (x) = 3x2 - 2x, en € punto de abscisa 2.

( Diferencia la funcion derivada de
la derivada de la funcion en un (E)
Proceso de calcular f’(2) punto fijo
Algebraicamente (ESf(x) = ES{’(2))
Usando técnicas de derivacion directa
No diferencia la funcioén derivada (A,B,C, D)
< de la derivada de la funcién en un
punto fijo
Graficamente Ninguno
\

Andlisisdescriptivo del problema5-C

Teniendo en cuenta las dimensiones del esquema definido, organizamos las respuestas

de los profesores a este problema en dos grupos no excluyentes:

1. Los profesores que responden utilizando procedimientos algebraicos a partir de
la informacidén que le proporciona el enunciado, o bien buscando informacion
externa.

2. Los profesores que responden utilizando procedimientos graficos so6lo a partir de

la informacion que le proporciona el enunciado.

Todos los profesores llegaron a la respuesta correcta aplicando procesos algebraicos y
ninguno de ellos utiliz6 procesos de resolucion graficos. Un aspecto a destacar de esta
situacion es la poca dificultad que tuvieron los profesores para resolverla y la valoracion

que hicieron de ella como un problema tipo de los que siempre aparecen en su practica.
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El anélisis particular de la red no nos proporciona elementos potentes, pero si que deja
ver la tendencia de los profesores de abordar los problemas, independientemente del
contexto, mediante la aplicacién de procesos algebraicos. A continuacion destacamos

las conclusiones a las que llegamos después del analisis de la red:

1. Todos los profesores coincidieron en aplicar las técnicas indirectas de las reglas
de derivacion, que incluyen las siguientes traducciones y relaciones entre los
macro objetos f (x), f’(x) y f’(a): ES f (x)®ES {’(x)—>ES f’(a).

2. En el proceso de justificacion del resultado encontrado, s6lo el profesor E,
explicita verbalmente las diferencias entre los macro objetos f ’(a) y f ’(x) como

elemento y clase.

Red sistémica del problemal-v.

I. ¢Quéesunaderivada? Definelo o explicalo como desees.

-
[ Hace énfasis en . Ny e+ AY) = f(X)
la sintaxis Sy = Lim -~ = Lim o (A, B, C, D, E)

(aparato formal)
Define la funcion

derivada <
Hace énfasis en | Razon de cambio entre

la semantica magnitudes (A,B,C,D, E)
(significado)
\
( (
Significado geométrico m de la recta tangente | (A,B,C,D,E)
Hace énfasis en Velocidad instantanea | (A,B,C,D,E)
. la semantica
Define la derivada < (significado) < Significado fisico Aceleracion | (A,C,D,E)
en un punto
Flujo de un fluido | (A,E)
LOtro significado Costo marginal | (A,C,D,E)

\ \
Analisisdescriptivo del problemal-v

En esta vifieta los profesores se enfrentan a la definicion de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x). En la pregunta hacemos referencia a la derivada sin especificar claramente si nos
estamos refiriendo al macro objeto f ’(a) o al macro objeto f ’(x), precisamente, de lo

que se trata es de rastrear las diferencias y las relaciones que puedan llegar a establecer
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los profesores entre estos dos macro objetos. Por tanto, las respuestas de los profesores
las organizamos en dos grandes grupos no excluyentes, y a su vez, las clasificamos
atendiendo a los aspectos formales y de aplicacion de cada uno de estos macro objetos,

asi:

1. Los profesores que solo definen la funcion derivada.
1.1. Hacen énfasis en la sintaxis del concepto (aparato formal).
1.2. Hacen énfasis en la seméantica del concepto (significado).
2. Los profesores que solo definen la derivada en un punto.
2.1. Hacen énfasis en la sintaxis del concepto (aparato formal).

2.2. Hacen énfasis en la semantica del concepto (significado).

De las respuestas de los profesores podemos destacar las siguientes conclusiones que

pueden ayudar en la revision de la descomposicion genética inicial:

1. Cuando los profesores definen el macro objeto f ’(a) s6lo hacen énfasis en los
aspectos semanticos: significado geométrico, significado fisico, y otros
significados; pero no hacen referencia a la sintaxis del macro objeto.

2. Cuando definen el macro objeto f ’(x) hacen énfasis tanto a la sintaxis como a la
semantica, pero esta ultima reducida a la razén de cambio entre magnitudes,
suponemos que hacen referencia a la funcién limite de las razones de cambio
entre magnitudes.

3. Encontramos que la ausencia de elementos sintacticos en la definicién del macro
objeto f ’(a) puede ser un punto de referencia que nos permite detectar
dificultades en la comprension de la relacién entre los macro objetos f ’(a) y

f’(x) como elemento y clase.

Red sistémica del problemall-v

Il. ¢Qué significa que la derivada de la funcién y = x2 sea la funcién y = 2x? Explica y

justifica la solucién.
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[ ( Representa la recta tangente en (A)
x,y)

Graficamente Funcién que asocia a cada punto
del dominio la m de la recta (B,D)
tangente a la grafica de la funcion

en ese punto
Define la funcion <
derivada
Modelo matematico de | (B, D)
la funcion derivada
Algebraicamente
Modelo matematico de | (A)
K la recta tangente a f
( El valor de la m de la recta
Graficamente tangente a la grafica de la funcion B)
en un punto fijo
Define la derivada Expresion que permite calcular el
en un punto valor de la m de la recta tangente a (A, B, C)

la grafica de la funciéon en un
Algebraicamente punto fijo, calculando f’(a)

Es la ecuacion de la recta tangente | Jystifica: paso de la secante (E)
a la grafica de la funcion en un a la tangente (que es Gnica)
K punto fijo

\

Analisisdescriptivo del problemall-v

Las respuestas a este problema las organizamos en dos grupos no excluyentes, que a su
vez contienen dos subgrupos de categorias no excluyentes. Las respuestas quedan

organizadas asi:

1. Los profesores que justifican definiendo la funcién derivada.
1.1. Usando argumentos algebraicos.
1.2. Usando argumentos graficos.

2. Los profesores que justifican definiendo la derivada en un punto.
2.1. Usando argumentos algebraicos.

2.2. Usando argumentos graficos.

De las respuestas a los profesores a este problema podemos llegar a las siguientes

conclusiones:
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So6lo los profesores B y D justifican correctamente y = 2x en términos de la

El profesor B, ademas, explicita verbalmente las diferencias y relaciones entre
los macro objetos f ’(a) y f ’(x) como elemento y clase respectivamente,
justificandolo correctamente con argumentos graficos y algebraicos.

Los profesores A y E, evidencian dificultades para diferenciar y relacionar los
macro objetos f ’(a) y f ’(x). Por un lado, el profesor A reduce, tanto grafica
como algebraicamente, al macro objeto f ’(x) en el macro objeto f ’(a), llegando
a asociar incorrectamente la funcion y = 2x con la expresion simbolica de la
recta tangente y con la grafica de la recta tangente. Por otro lado, el profesor E,

solo hace referencia, incorrectamente, a la funcion y = 2x como la ecuacion de la

1.
funcion derivada, usando argumentos graficos y algebraicos.
2.
3.
recta tangente a la gréafica de la funcion en un punto.
4.

El profesor C, no relaciona explicitamente los macro objetos f ’(a) y f '(x), y
solo relaciona a la funcién y = 2x con la expresion que le permite calcular el
valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en un punto

fijo calculando f ’(a).

Red sistémica del problemalll-v

[11. Usando s6lo una calculadora, puedes conseguir un método para calcular € valor
aproximado deladerivadadef (x) =47, en x = 2. Explicay justificala solucién.

[

Aproximacién numérica | Ninguno
(Por funcion gradiente)

exponencial y = a¥)

Aplicando la técnica indirecta
Algebraicamente| de las reglas de derivacion.
(derivada de la  funcién

No explicita el resultado:
y’=4".Ln4

Explicita el resultado:
(m=y’=4".Ln4=22)

Andlisisdescriptivo del problemalll-v

A, 0

Lo justifica en términos del
valor de la m de la recta
tangente a la grafica de la
funcion y = 4" en el punto de
abscisa x =2

No justifica el resultado

D)

(B, E)

Inicialmente, pretendiamos organizar las respuestas de los profesores atendiendo a las

técnicas de derivacion que aplicaban al resolver el problema, por ello, definimos dos

grupos de respuestas no excluyentes.
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1. Profesores que resuelven aplicando técnicas de aproximacion numérica y
gréfica.
2. Profesores que resuelven algebraicamente aplicando técnicas de derivacion

directas o indirectas.

Sin embargo, los profesores solo respondieron a la situacion aplicando procedimientos
algebraicos, centrados en la aplicacion de la técnica indirecta de las reglas de

derivacion. Las conclusiones que podemos sacar del analisis de la red son las siguientes:

1. Todos los profesores aplican correctamente la regla de derivacion de las
funciones exponenciales (y = a").

2. Soélo el profesor D justifica el uso de la técnica indirecta y el resultado
encontrado en términos del macro objeto f ’(a), es decir, como el valor de la
pendiente de la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion y = 4" en
el punto de abscisa x = 2.

3. Ninguno de los profesores utiliza técnicas de aproximacion numérica y gréfica.

5.3.2. ANALISIS GLOBAL DEL CONOCIMIENTO DIDACTICO
DEL CONTENIDO DE LOS PROFESORES: |la derivada como

objeto de ensefianza y aprendizaje

Para este andlisis tendremos en cuenta los resultados que arroja el andlisis particular de
los aspectos que consideramos al describir la componente didactica del contenido, como
son: la programacion, la unidad didactica y el andlisis de los libros de texto.
Inicialmente, haremos una descripcion general del itinerario didactico y el tratamiento
matematico que proponen los profesores para abordar la ensenanza y aprendizaje de los
macro objetos f (@) y f ’(x). Teniendo en cuenta las categorias definidas,
posteriormente, nos centraremos en la descripcion de las tareas que usualmente estan
presentes en la evaluacion de estos macro objetos y las que conforman la practica
matematica de estos profesores, con el propdsito de hacer una tipologia de tareas que
nos permita aproximarnos a una caracterizacion de la actividad matematica que se

fomenta en el nivel de secundaria del sistema colombiano.
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Con este analisis perseguimos dos objetivos: en primer lugar, tener una visién global
de la actividad matemadtica que estos profesores generan en el aula, intentando destacar
similitudes y diferencias tanto en el tratamiento de los macro objetos como en las
tareas que proponen y evaluan para buscar la comprension de los mismos; y en
segundo lugar, recoger elementos conceptuales y didacticos que nos ayuden a hacer
una revision de la descomposicion genética inicial que realizamos del concepto de
derivada, es decir, que dé¢ luz sobre la epistemologia y la didactica asociada al concepto

de derivada.

5.3.2.1. Descripcién del andlisis global de la estructura y organizacion del objeto

matematico derivada para su ensefianza en € nivel de bachillerato

a. Conceptos estructurantes quejustifican lastécnicasdef’(a) y f ' (x)

El analisis de las programaciones y la unidad didactica propuestas por los profesores
nos muestran que en términos generales se opta por un itinerario tradicional para la
ensefianza del concepto de derivada, en el cual, primero se desarrolla una unidad
didactica dedicada la estudio del concepto de limite, en su mayoria centrada en los
procesos algebraicos del mismo. Los profesores A, B, D y E, dicen que previamente a la
introduccion de la derivada hacen un tratamiento intuitivo del concepto de limite
mediante aproximaciones graficas y numéricas que ayuden posteriormente a la
comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Resulta curioso que el profesor E dice
utilizar la paradoja de Zen6én como una situacion que le ayuda en el tratamiento intuitivo
del concepto limite, pero contradictoriamente encontramos que el analisis de la
respuesta dada por este profesor a la version de la paradoja que le presentamos, nos
muestra que tiene inconsistencias en el manejo de los conceptos del precalculo y del
calculo inmersos en la situacién (concepcion potencial del infinito, etc.), significativos

para la comprension de los macro objetos f’(a) y f’°(x).

La prioridad varia, pero en general todos los profesores coinciden en que los
prerrequisitos que han de manejar los estudiantes para poder desarrollar la unidad de
derivada son: funciones, pendiente, conceptos de la trigonometria y limite. Con relacion

al primero de ellos, funciones, solo el profesor B plantea en la unidad didactica
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actividades para ir tratando progresivamente los diferentes aspectos de la funciones
(tipos de funciones, analisis monotono, etc.) hasta llegar a la introduccion del macro
objeto f ’(x), a través del manejo de las diferentes representaciones y relaciones entre
representaciones de este macro objeto (se tratan conjuntamente las visiones de
funciones dadas por Fermat (ES f (x)—G f (x)) y Descartes (G f (x)—ES f (x)). El resto
de profesores hace referencia al concepto como importante, e incluso alguno de ellos
habla de la importancia del manejo algebraico y grafico de este concepto pero no
plantean actividades concretas previas a la introduccion de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x), y en términos generales se basan solo en la vision de funciones dada por Fermat

(ES f (x)—G f (x)).

Un aspecto a resaltar del tratamiento de las funciones es que ninguno de los profesores
hace referencia a la coordinacion de los diferentes aspectos de la continuidad de una
funcion en un punto y en un intervalo (discontinuidad evitable, discontinuidad no
evitable), que consideramos que es una de las caracteristicas esenciales para la
definicion formal de los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Mds concretamente, no
encontramos tareas, en toda la unidad didactica ni en la evaluacién, en las que se
estudien funciones definidas a trozos, que requieran la comprension de la continuidad

de funciones, bien sea en un intervalo o en todo el dominio de la misma.

Con respecto al segundo concepto estructurante, el de pendiente, los profesores no se
detienen a describir el tratamiento previo que hacen de este objeto. Tan solo el profesor
B hace un trabajo previo que ayuda posteriormente a la comprension del macro objeto
f’(a), ya que usa diferentes representaciones del concepto, pero sin hacer referencia a la
pendiente como la tangente trigonométrica del &ngulo que forma la recta tangente con el
eje de las abscisas. Por su parte, el profesor A hace solo referencia a la importancia que

le otorga a este concepto, previa la ensefianza de los macro objetos f’(a) y f’(x).

En general, en los libros de texto se define la pendiente utilizando la notacioén

Sx+A0) - f(x)

incremental (m =
Ax

); y en algunos casos aparece, conjuntamente con la

notacion incremental, pero sin coordinacion alguna, la notacién funcional

380



SOx) = f(x) - ,
- JEa)=/(x) o en su defecto, m=22"21) que a nuestra manera de ver ayudaria a

Xy — X —
2 1 Xy — X1

(m

la comprension posterior del macro objeto f’(a).

Finalmente, respecto al tercer concepto estructurante, el de limite de funciones, como ya
explicamos en la introduccion, los profesores realizan una unidad previa a la
introduccion del concepto de derivada, pero centrdndose sobre todo en los
procedimientos y técnicas algebraicas asociadas al calculo del limite de funciones, mas
que en la interpretacién y comprension de este concepto matematico. Y posteriormente,
en la misma unidad de la derivada, cuatro de los profesores (A, B, D y E) dicen
dedicarle un espacio a la introduccion intuitiva del concepto para llegar a la definicion

de los macro objetos f’(a) y f ’(x).
b. Técnicas que utilizan para calcular los macro objetosf’'(x) y f '(a)

Analizando qué técnicas tiene que saber el alumno para calcular f ’(x), como resultado
del estudio de la unidad didactica que proponen los profesores, encontramos que

aparecen dos técnicas de derivacion:

I. Técnica directa por definicion en términos de limite

II. Técnica indirecta por las reglas de derivacion

Solo en el caso del profesor B encontramos tareas, tanto en la evaluacion como en la
unidad didactica, que requieran de técnicas directas de aproximacion grafica y
numérica; y en el caso del profesor A, encontramos un tipo de tareas que requiere de

alguna técnica de derivacion gréfica.

Después, rastreamos qué técnicas han definido para calcular f ’(a) para luego poder
justificar las técnicas de célculo de f ’(x), y encontramos que, en general, no existen
técnicas para calcular f ’(a), porque en las definiciones que presentan los profesores en
la unidad didactica, estan mezclados los macro objetos f ’(a) y f ’(x). Es decir que no se
disefian actividades y tareas que permitan la construccion de las técnicas de calculo del
macro objeto f ’(a), sino que aparecen reducidas al resultado de sustituir el valor de x =a

en las técnicas (I y II) que se utilizan para calcular el macro objeto f ’(x); y ello
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independientemente de que se haya introducido primero el macro objeto f ’(a) y
después el macro objeto f ’(x), o viceversa. Y s6lo de forma periférica, en las tareas que
propone el profesor B se fomenta el uso de técnicas graficas para el calculo del marco

objeto f’(a).

c. Definicién delosmacro objetosf ’(a) y f '(x), 0 viceversa

Hemos identificado dos itinerarios didacticos para la ensefianza y aprendizaje de los
macro objetos f ’(a) y f ’(x): los profesores que, aparentemente, definen primero el
macro objeto f ’(a) y después el macro objeto f’(x); y los que definen primero el macro
objeto f ’(x) y, luego, definen el macro objeto f ’(a). A continuacidon nos detenemos a
puntualizar algunas singularidades y diferencias de los aspectos tratados en de cada uno

de los dos itinerarios.

= Definen primero el macro objetof ’(a) y después el macro objeto f ’(x)

Los dos profesores, A y B, aparentemente optan por introducir primero el macro objeto
f ’(a) y, mas adelante, el macro objeto f ’(x). Los dos profesores apuestan por el estudio
de los dos problemas historicos que dieron origen a la construccion del concepto de
derivada: el célculo de la pendiente de la recta tangente en un punto (que denomina
interpretacion geométrica de la derivada) y el calculo de la velocidad instantanea (que
denomina interpretacion fisica de la derivada); encontrando diferencias en el tratamiento

que estos profesores le dan a los mismos.

El profesor B plantea un itinerario didactico para la ensefianza y aprendizaje de los
macro objetos f ’(a) y f ’(x) que sigue, grosso modo, el desarrollo historico de los
mismos, basado en el método que utilizaba Newton para calcular velocidades
instantaneas y para calcular la pendiente de la recta tangente en un punto a partir de las
pendientes de las rectas secantes, cuando éstas se aproximan a la recta tangente. Es asi
como, apoyandose en la definicion que propone el libro de texto, después de proponer y
resolver un grupo de problemas, introduce conjuntamente la definiciéon de los objetos
tasa instantdnea de variacion y pendiente de la recta tangente como la derivada en un
punto P, s6lo en términos del limite del cociente incremental. Mientras que el profesor

A hace un tratamiento de los dos problemas histéricos mediante el tratamiento
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algebraico de los mismos: primero hace la interpretacion geométrica de la derivada y

posteriormente la fisica.

Hay que senalar que en la unidad didéctica de los profesores A y B se proponen
introducir primero la definicion del macro objeto f ’(a), después de un tratamiento
fenomenoldgico previo de los objetos pendiente de la recta secante, velocidad media y
tasa media de variacion, para posteriormente, pasar a definir los objetos pendiente de la
recta tangente, velocidad instantdnea y, por tanto, definir el macro objeto f ’(a) como el
limite del cociente incremental; encontramos que el uso de esta notacion implica utilizar
el aparato sintactico del macro objeto f ’(x) sin haberlo definido previamente. Es decir,
que al definir el macro objeto f ’(a), consciente o inconscientemente, se avanza la
definicion del macro objeto f ’(x), lo cual genera confusiones entre los macro objetos

f’(a) y f’(x), tales como:

1. No especifican las coordenadas del punto fijo P; por tanto, no se sabe si se hace
referencia a un punto en concreto o a todos los puntos del dominio de la funcién.

2. La notacién incremental que usan en la definicion, conlleva al error de definir el
macro objeto derivada en un punto como el macro objeto funcion derivada; es decir,
como el limite del cociente incremental de la funcién en todos los puntos del
dominio. Por tanto, se confunden los macro objetos f ’(a) y f ’(x), puesto que habla
de la derivada en un punto, de su interpretacion fisica como la velocidad instantanea,
y la define como la funcién velocidad instantanea (que es la derivada de la funcién
desplazamiento); y en su interpretacion geométrica se da un tratamiento funcional al
macro objeto f ’(a) que es un niimero el valor de la pendiente de la recta tangente en
el punto P (a, f (a)).

3. El uso no justificado y coordinado de las dos notaciones para definir el macro objeto
f ’(a), puede ocasionar conflictos semidticos en la comprensiéon de los objetos
involucrados; puesto que no hay un tratamiento cualitativo del paso de la notacion
funcional la cual se usa inicialmente y después desaparece, a la incremental que es la

que se sigue utilizando en toda la unidad.

Después, ambos definen el macro objeto f ’(x) como el limite del cociente incremental.
Sin embargo, al definirlo el profesor B hace un intento por diferenciar los macro objetos

f’(a) y f’(x) como elemento y clase. Es decir que insiste en el hecho de que la funcion
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derivada es otra funcion que relaciona a cada punto del dominio con el valor de la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en dicho punto. Por su parte, el
profesor A, que sigue literalmente un libro de texto, define rdpidamente la funcion
derivada como el limite del cociente incremental, sin darle mucha importancia al
proceso de sintesis del macro objeto f ’(a) en el macro objeto f ’(x); solo hace referencia
a este paso como un cambio de variable de a@ por x en la definicion del macro objeto

f ’(a), como un comentario mas del libro de texto.

Consideramos que el intento que hace el profesor B por diferenciar los macro objetos
f’(a) y f’(x), quizas pueda estar influenciado por la comprension que tiene este profesor
de las diferencias y relaciones entre estos dos macro objetos. Creemos que es muy
dificil que el alumno llegue a comprender las diferencias sintacticas y semanticas entre
estos dos macro objetos, puesto que las dos definiciones de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x) propuestas en la unidad didactica, incluyen so6lo el tratamiento de la notacion
incremental que presentan los inconvenientes anteriormente descritos y que dificultan la
comprension de estos macro objetos. Sin embargo, valoramos que una herramienta
poderosa que tiene este profesor, para ayudar a sus estudiantes a relacionar y
comprender estos macro objetos, es la riqueza de la metodologia que implementa en el
aula basada en la resolucion de problemas que favorecen variedad de traducciones y
relaciones entre estos macro objetos y que involucran una variedad de fendmenos que

organizan los mismos.

Después de la introduccion del macro objeto f ’(x), los profesores A y B proponen el
estudio de las reglas de derivacion y la aplicacion de estos conceptos a la resolucion de
problemas de optimizacidn y construccion e interpretacion de graficas de funciones. En
el caso de estos dos profesores, encontramos que no hay un espacio dedicado al estudio
de la regla de la cadena; por tanto, no podemos inferir que estos profesores hayan
optado por la definicion de los incrementos como un tratamiento previo para la
introduccion y justificacion de la regla de la cadena. Mas bien consideramos que el uso
de la notacion incremental puede obedecer a los siguientes factores: (1) la tradicion
historica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica, méas en nuestro contexto,
donde la formacion del profesorado es bidisciplinar en matemadtica y fisica y los

profesores son simultaneamente profesores de las dos asignaturas; y (2), la importancia
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que se le otorga al libro de texto como referente principal para la transposicion didactica

acritica de los conceptos que se ensefian.

= Definen primero el macro objetof ’'(x) y después el macro objetof ’(a)

Los profesores C, D y E optan por introducir primero el macro objeto f ’(x) y mas tarde
aparece de manera superficial, e incluso accidentalmente la definicion del macro objeto
f ’(a). Al igual que en el itinerario anterior, encontramos diferencias entre los libros de
texto en la forma en la que abordan la definicion de los macro objetos. Creemos
conveniente recordar, que los profesor C y E siguen linealmente un mismo libro de
texto, y que el profesor D sigue uno diferente, pero que el tratamiento que dan estos
libros a los macro objetos es muy similar, salvo por algunos matices, a nuestra manera

de ver favorables para el aprendizaje en el texto que sigue el profesor D.

En los tres casos, la definicion del macro objeto f ’(x) aparece después del tratamiento
previo de los objetos incremento de una funcién, incremento relativo de una funcion o
tasa media de variacion como el limite del cociente incremental. El libro de texto que
siguen los profesor C y E hace sélo un acercamiento algebraico de los objetos tasa
media de variacion y velocidad media, presentando el objeto velocidad media como una
aplicacion del objeto tasa media de variacion a la fisica y no justificando la
fenomenologia historica del concepto. Lo anterior puede justificar que el objeto
pendiente de la recta tangente no aparezca en la introduccion del objeto tasa media de
variacion. En cambio, el libro de texto que sigue el profesor D, si que utiliza
acercamientos algebraico, numérico y grafico para introducir estos objetos, pero al igual
que en el libro de los profesores C y E, no se estudian los aspectos fenomenologico de
los mismos, sino que aparecen como técnicas algebraicas (formulas) que permiten

abordar ejercicios tipo enunciados en diferentes contextos.

Para definir el macro objeto f ’(x), parten de un ejercicio de calculo del incremento
relativo y analizan lo que ocurre cuando el incremento de la variable independiente
tiende a cero; pero hay que sefialar que no se utiliza ninguna técnica de aproximacion
grafica o numérica que ayude a visualizar los objetos matematicos y los signos
matematicos asociados a la notacion que se encuentran inmersos en la definicion. Esta

definicién del macro objeto f ’(x) tiene el mismo inconveniente de la complejidad
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semiotica que el uso de la notacion incremental y puede ocasionar dificultades en la
comprension del macro objeto f ’(x), tal y como lo hemos descrito en el andlisis de los

profesores A 'y B.

En general, de la definicion que dan en los libros de texto que usan los profesores C, D
y E, podemos llegar a las siguientes conclusiones: (1) al definir el macro objeto f ’(x) no
se hace énfasis en el significado del concepto sino en la sintaxis del mismo, es decir que
no se define la derivada como otra funcioén que asigna a cada punto del dominio el valor
de la pendiente de la recta tangente en dicho punto; (2) consideramos que abusan en el
uso de notaciones sin justificacion alguna, puesto que, inicialmente aparece sélo la
notacion incremental y de manera magica y sin ninguna justificacion, se introducen
informalmente la notacién diferencial de Leibnitz (dy/dx) y la notacién actual de
Cauchy (f’(x)), sin apoyarse siquiera en alguna grafica que ayude a visualizar los signos
asociados a las notaciones; se deja al estudiante la responsabilidad de comprender el

paso y la relacion entre ellas.

Posteriormente, en los dos libros, se trata el objeto velocidad instantdnea sin haber
introducido previamente el macro objeto f ’(a). En el caso del libro que sigue el profesor
D, aparece en un margen del libro, y sin darle mayor importancia ni sintactica ni
semantica, la definicion del objeto velocidad instantanea para poder solucionar una
tipologia de tareas, el calculo de la velocidad instantdnea de un movil a partir de la
expresion simbolica de la funcidon desplazamiento. Sin embargo, esta definicion no es
del todo correcta porque en algunos momentos da un tratamiento funcional a la

fE+A) - 1) .

velocidad como V(¢)= Lim - A ; y en otros momentos hace referencia a la
At—0 t

velocidad como un nimero, pero confundiendo incorrectamente los macro objetos f ’(a)

y f°(x), asi: ¥ SO i B iy LUHAD SO g decir, que se confunde la derivada
dt  M—0At  A—0 At

en un punto en su interpretacion fisica que es el valor de la velocidad instantanea, con la

funcion derivada razon de cambio o funcion velocidad instantanea.
En general, de la forma como se introduce el objeto velocidad instantanea podemos
inferir tres cosas: (1) hay una confusion en la comprension de los macro objetos f ’(a) y

f ’(x), puesto que introducido sélo el macro objeto f ’(x), en términos del cociente
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incremental, que es una funcidn se pide el calculo algebraico del macro objeto f ’(a) que
es un numero; (2) no hay ninguna conciencia de la complejidad que implica el paso del
macro objeto f ’(a) al objeto f ’(x) o viceversa, puesto que las técnicas para el calculo
del macro objeto f ’(a) aparecen espontdneamente y sin justificacion como una simple
sustitucion de variable x = a; y (3), no se privilegia la coordinacion de los objetos
velocidad instantdnea y tasa instantdnea de variacidn que organiza el macro objeto

f’(a), como tampoco el proceso de sintesis de estos objetos en el macro objeto f’(x).

Seguidamente, aparece la interpretacion geométrica de la derivada, y con ella la
“definicién” del macro objeto f ’(a); no queda claro inicialmente si se esta refiriendo a
la interpretacion geométrica del macro objeto f ’(x) o si se pretende introducir la
definicion del macro objeto f ’(a). Es aqui, cuando por primera vez en los libros de
texto, aparece el objeto pendiente de la recta tangente definido mediante el uso de la
notacion incremental. Consideramos que la notaciéon que usa en la definicion de este
macro objeto, conduce al mismo error cometido al definir el objeto velocidad
instantanea, que es el de definir el macro objeto derivada en un punto (que es un

nimero) como el macro objeto funcioén derivada (que es una funcion).

Al igual que en el tratamiento que dan al objeto velocidad instantanea, consideramos
que el macro objeto f ’(a) “se introduce”, para justificar la resolucion de un tipo de
tareas, en las que se pide hallar la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a
una curva en un punto fijo. La forma como lo definen y lo tratan puede ayudar a
emerger inconsistencias en la comprension de los macro objetos f’(a) y f ’(x), como por
ejemplo, el terminar considerando que el macro objeto f ’(x), sin diferenciarlo del macro
objeto f ’(a), es la ecuacion y la grafica de la recta tangente (Amit y Vinner, 1990).
Igualmente, las técnicas de f ’(a) se reducen de este tratamiento a una simple sustitucion
de variables x = a en la expresion obtenida de f ’(x) por la aplicacion de cualquier
técnica algebraica de célculo de f ’(x), lo cual implica que no se traten técnicas graficas
y numéricas que ayuden a una mejor comprension de las relaciones y diferencias entre

estos dos macro objetos.

A partir de aqui, se introducen las reglas de derivacion, y en los tres casos,
seguidamente se introduce la regla de la cadena, pero se da un tratamiento diferente en

cada uno de los libros de texto; asi: (1) el libro de texto que usan los profesores C y E, al
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definir la regla de la cadena, no usa la notacion diferencial, y por tanto, no queda
justificada la introduccion de la notacion incremental y de la notacion diferencial para
definir los macro objetos f’(a) y £ ’(x); y (2) el libro de texto que sigue el profesor D, al
definir la regla de la cadena usa la notacion diferencial para demostrarla. Por tanto, en
cierta medida, queda justificada la introduccién de la notacidén incremental y de la
notacion diferencial para definir los macro objetos f ’(a) y f ’(x), pero no tenemos

evidencia empirica de que el profesor D sea consciente de ello.

Regla de derivacion en cadena

Sea y = f(U) (1) siendo U una funcién de x. En otras palabras, y es la funciéon compuesta de
Uy f Sise incrementa x en 4x, U queda también incrementada AU, para producir un
incremento en y, Ay. Se tiene: y + Ay =f(U + 4U) (2)

Efectuando la diferencia de (2) y (1): 4y =f (U + 4U) - (U)

& _ fU+AD) - [(U)
Ax Ax

Dividiendo por Ax:

Si multiplicamos y dividimos al segundo miembro por AU con lo cual no se altera, se tiene:
Ay fU+AU)-fU) AU _ f(U+AU)-fU) AU
Ax Ax AU AU " Ax

Pasando al limite cuando 4x tiende a cero (0) y teniendo en cuenta que: A]:c@OAU =0

Lim XY~ L JUFAD)-/U) AU
Ax—>0 Ax  Ax—0 AU Ax

Aplicando el teorema del limite 3.3:
Lim Y~ i JUHAD SO L AU
Ax—>0 Ax  AU—0 AU Ax—>0 Ax

Aplicando la definicion de derivada:
& _d v
dx dU  dx

Esta formula se conoce como la regla de derivacion en cadena y sirve para encontrar la
derivada de y = f(U) respecto a x si U es una funcién de x, porque bastara encontrar dy/dU'y
luego derivar U respecto a x.

Por tanto, teniendo en cuenta las dificultades semioticas que implica el uso de la
notacion incremental, concluimos que al igual que en el itinerario anterior, los

profesores pueden estar influenciados por los siguientes factores:
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1. La tradicion historica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica, mas
en nuestro contexto, donde la formacion del profesorado es bidisciplinar en
matematica y fisica; ademas ellos simultdneamente son profesores de las dos
asignaturas.

2. La importancia que se le otorga al libro de texto como referente principal para la
transposicion acritica de los conceptos que se ensefian.

3. En el caso de estos profesores (C, D y E), afiadimos la influencia de las
concepciones sobre la matemadtica en la forma como abordan la ensefianza y
desarrollo de los conceptos matematicos (Moreno, 2000), en este caso concreto,

sobre la ensefianza de los macro objetos f ’(a) y f ’(x).

Finalmente, creemos conveniente sefialar que el profesor E, después del tratamiento de
la regla de la cadena y las reglas de derivacion, opta por introducir el teorema del valor
medio, sin haber desarrollado antes el teorema de Rolle. Consideramos que la
incorporacion de este contenido tematico en el nivel de secundaria tendria sentido, si se
hubieran dado las siguientes condiciones: (1) haber tratado previamente diferentes
notaciones de los objetos tasa media de variacion, pendiente de la recta secante,
pendiente de la recta tangente, tasa instantanea de variacion que organizan el macro
objeto f ’(a), y las técnicas asociadas a la manipulacion y calculo de los mismos, que no
son tan simples e inmediatas (Azcarate, 1990; Font, 2000); (2) haber introducido
previamente el Teorema de Rolle, que a nuestra manera de ver, es util para el estudio
grafico y algebraico de los puntos maximos y minimos; y entonces, el teorema del valor
medio apareceria justificado como una generalizacion del Teorema de Rolle, y por

tanto, ayudaria al estudio grafico, numérico y algebraico de los objetos inmersos en ¢él.

Del analisis del tratamiento que dan los profesores a los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en
la unidad didéctica, concluimos que hemos detectado un problema que se presenta con
una cierta regularidad y generalidad tanto en el analisis de la derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza aprendizaje en el sistema educativo
colombiano, que consiste en la confusion o la no diferenciacion entre los macro objetos
f’(a) y f’(x); y por tanto, el no tratamiento de técnicas de derivacion para el calculo del
macro objeto f ’(a), quedando éstas reducidas a la simple sustitucion de la variable x = a

en la expresion simbdlica del macro objeto f ’(x), hallada mediante la aplicacion de las
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técnicas de derivacion I y II. Esto se constata con mayor o menor grado, en todos los
libros de textos de matematica de 11° que usan los profesores que participaron en este

estudio como complemento del disefio de la unidad didactica.

5.3.2.2. Descripcion del andlisis global de la estructura y contenido de las tareas y
actividades

i. Con relacion alasevaluaciones

El analisis general de las 36 tareas propuestas por los profesores en las evaluaciones del
concepto de derivada, sintetizado en la tabla 18, nos desvela una tipologia de 14
modelos de tareas que los profesores dicen implementar y evaluar con mas frecuencia
en la asignatura de matematica de 11°. Encontramos que en su mayoria son tareas que
involucran conceptos estructurantes del concepto de derivada, como por ejemplo,
funcién, tasa media de variacion, limite, etc., hasta evaluar diferentes aspectos, tanto
sintacticos como semanticos de dicho concepto. A continuaciéon haremos un analisis
descriptivo general de las tareas propuestas por los profesores en las evaluaciones del
concepto de derivada, teniendo como base el instrumento 1 (tabla 4 del capitulo 3), que
es la tabla que disefiamos para el andlisis de las tareas, tomando como referentes los
organizadores del curriculo (Rico, 1997) y la teoria APOE (Dubinsky y otros, 1996); y
el instrumento 2 (tabla 5 del capitulo 3), que es la tabla sobre el analisis de las

traducciones entre representaciones del concepto de derivada, basada en Font (2000).

En la tabla 19 se pueden visualizar los cinco tipos de tareas que son presentadas por la
mayoria de los profesores en las evaluaciones: la P (1), que demanda en los estudiantes
la utilizacion de la regla de los cinco pasos para calcular la funcidon derivada a partir de
la expresion simbolica de la funcion; la P (3), donde se les piden a los estudiantes
encontrar la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la gréafica de
una funcidén en un punto, dada la expresion simbolica de la misma; la P (4), que
persigue el calculo indirecto de la funcion derivada mediante el uso de las reglas de
derivacion a partir de la expresion simbolica de la funcion; la P (6), donde se busca el
analisis mondtono de la funcion y la construccion de la grafica de la misma, partiendo
de la expresion simbdlica de la funcion y usando los criterios de la primera y segunda

derivada; y finalmente, la P (9) que es la unica de las tareas comunes que busca la
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aplicacion del concepto en un contexto no matematico como es el campo de la Fisica,

pero que se encuentra enunciada en un contexto algebraico.

Profesor
Tipo

A

P (0)

—_—

P (1)

P(2)

P(3)

P(4)

P (5)

P (6)

P(7)

P (8)

P(9)

P (10)

P (11)

P (12)

[E— U (JUN U

P (13)

— = NN W~ NN oo~ DN W

Total

11

(98]
(@)

Tabla 19. Distribucion del ntimero de tareas de cada una de las tipologias definidas propuestas
en la evaluacion de cada profesor

En general, encontramos que en las tareas propuestas por los profesores en las
evaluaciones, no hay preocupacion por evaluar explicitamente las diferentes opciones
fenomenoldgicas para el concepto de derivada. Concretamente, estas tipologias de
tareas se encuentra fuertemente influenciada por la fenomenologia, que Puig (1997)
define como pura, es decir, que en la mayoria de las tareas los mismos conceptos
matematicos se convierten en los fendmenos a organizar por nuevos conceptos o
estructuras matematicas (83,3%), quedando s6lo un 16,7 % de ellas donde hay una
preocupacion por parte de los profesores por mostrar y evaluar la riqueza de este
concepto matematico conectandolo con otros fendmenos en diferentes contextos. Sin
embargo, creemos conveniente resaltar que esta conexion fenomenologica es muy pobre
y en su mayoria se hace en la Fisica (11,1%), siendo la variacién del espacio con
respecto al tiempo (céalculo algebraico de la velocidad instantdnea) el fenomeno mas

organizado por el concepto de derivada, y el resto en la Economia (5, 6 %).
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Fenomenologia Por centaje (%)
Matematica 83,3
Fisica 11,1
Otras |Economia 5,6
Total 100

Con relacién a las representaciones de los conceptos mas usadas en las tareas, tanto en
su presentacion como las que se requieren traducir o relacionar en su resolucion, hemos
encontrado, en primer lugar, que las representaciones mas utilizadas en el enunciado de
las tareas es la expresion simbdlica de la funcidon para posteriormente conseguir o bien
la grafica de la funcion, o la expresion simbolica de la funcién derivada
(ES f x)=ES f ’(x)), o a lo sumo la descripcion verbal de la funcion derivada
(ES f (x)=DV f ’(x), esta tltima en muy pocas ocasiones) y, s6lo en un caso, la grafica
de la funcién derivada (ES f (x)=G f ’(x)). Tan s6lo encontramos dos tareas, la 27 y la
28 tipificadas como P (7) y P (8) respectivamente, donde el enunciado estd expresado
por la grafica de la funcion (propuestas solo por el profesor B); y cuatro tareas,
definidas en tres tipologias diferentes, expresadas por la descripcion verbal de la misma:

P (11), P (12) y P (13); propuestas por los profesores A y B.

En segundo lugar, observamos pocas tareas donde se traten traducciones entre
representaciones del concepto de funcion, siendo las mas repetitivas las traducciones
que hemos definido como: 1.1.1.2., que va de la expresion simbolica de la funcién a una
transformacion de la misma dentro del mismo sistema de representacion (ES f (x)—
ES f(x)4¥), ylal.2.2., que va de la expresion simbolica de la funcion a la grafica de la

misma (ES f (x)—G f (x)).

En relaciéon con las traducciones entre representaciones del concepto de funcidon
derivada, tan s6lo hemos identificado un tipo de tarea, de expresion simbolica de £ ’(x) a
expresion simbolica de f ’(x), pero implicitamente en la resolucion de la tarea 7 del tipo
P (1), propuesta por el profesor E (ES f’(x)—ES f ’(x)), y otra de descripcion verbal de
f ’(x) a grafica de f ’(x), también implicitamente en la resolucion de la tarea del tipo
P (8), propuesta por el profesor B (DV f ’(x)—G f ’(x)). Sin embargo, en términos
generales, podemos decir que las tareas que se evaliian no exigen para su resolucion de

la traduccidn entre representaciones de f ’(x).
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En lo que respecta a relaciones entre representaciones de los conceptos de funcion y
funcién derivada, la mayoria de las tareas evaluadas por los profesores se centran en la
relacion entre representaciones de f (x) a representaciones de f ’(x), privilegiandose
siempre la traduccidon entre una funcion expresada simbolicamente hasta obtener la
expresion simbolica de la funcion derivada (58,3 %). Seguidamente encontramos que la
relacion que va de una expresion simbdlica de f (x) a la descripcion verbal de la funcién
f ’(x) tiene un 16,7 %; la relacion que va de descripcion verbal de f (x) a expresion
simbolica de f ’(x) con un 11,1%, compartidas s6lo por los profesores B y A; y
finalmente, solo el profesor B exhibe mas riqueza en las tareas en el uso de las
traducciones y relaciones entre representaciones, planteando ademds tareas que
requieren relaciones entre la grafica de la funcion y la grafica de la funcién derivada, y
entre la grafica de la funcion y la descripcion verbal de la funcion derivada. Por ultimo,
ninguna de las tareas analizadas buscan la relacion entre representaciones de f ’(x) a

f (x). En la tabla 20 podemos visualizar con mayor potencia lo descrito anteriormente.

Por tanto, a manera de conclusion, la tabla 20 deja ver con claridad que la mayoria de
las tareas propuestas por los profesores (especialmente los profesores C, D y E),
teniendo en cuenta sélo la representacion inicial y la representacion final utilizada en la
presentacion y en la resolucion de la misma, llevan al resolutor a la forma habitual de

calcular la expresion simbolica de la derivada, ya sea directamente a través del calculo

(A1)

del limite (f ®)= Ainx) Ar ), utilizando la expresion simbolica de la funcion f (x),

o indirectamente a través de la aplicacion memoristica de las reglas de derivacion. En
esta relacion de ES f (x)2ES f ’(x), consideramos que prima el manejo algebraico de
reglas y procedimientos, que en términos de la teoria APOE, implica la interiorizacion
de acciones en procesos. Por tanto, en la resolucion de este tipo de tareas que demandan
procesos cognitivos como la interiorizacién de acciones, no se requiere tener una
perspectiva esquema del concepto de derivada que indique una compresion del mismo,
sino se enriquece con otro tipo de actividades que involucren mas relaciones y

traducciones entre representaciones de los conceptos de funcion y funcion derivada.

Otro aspecto a resaltar, es la pobreza en las relaciones entre las representaciones de f (x)
y f ’(x), pues tan solo el profesor B muestra alguna variedad en el manejo de las

representaciones que requieren procesos cognitivos mas complejos para su resolucion,
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tales como la coordinacion de esquemas de conceptos matematicos (tasa instantanea de
variacion, velocidad instantanea, derivada en un punto, etc.), o la generalizacion
del esquema de derivada que le permita al individuo reflexionar sobre su comprension
del esquema del concepto, visto como “un todo”, y ser capaz de realizar nuevas
acciones sobre el esquema (la funcion derivada como razon de cambio de variables
relacionadas). Entre estas tareas tenemos las que demandan las relaciones: G f (x)=
Gf’(x), Gfx)®DV f’(x),y DV f (X)®ES f’(x). Por tanto, la resolucion de este tipo
de tareas si que requiere de una perspectiva esquema del concepto de derivada, que

integre diferentes niveles de compresion de dicho concepto.

Por otra parte, el profesor A muestra también el uso de algunas relaciones entre
representaciones, pero a diferencia del profesor B, en las relaciones y traducciones
intermedias que se dan durante el proceso de resolucion se requiere del manejo
algebraico de ecuaciones, como es el caso de las tareas 8, 19, 34 y 35 planteadas por el
profesor A (ver tabla 18); lo mismo sucede con las 22, 23, 24 y 25 planteadas por el
profesor D. Sin embargo, hay que resaltar como interesante, la necesidad de
modelizacion que hay en la resolucion de las tareas 34 y 35, planteadas por el profesor

A, para poder solucionarla.

Las técnicas que se requieren para solucionar la mayoria de las tareas, son de dos tipos
para el calculo de la funcion derivada, porque se encuentran explicitas en la formulacion
de algunas tareas: la técnica directa del calculo por limite, y la técnica indirecta de las
reglas de derivacion. Las técnicas de derivacion para el célculo del macro objeto f ’(a)
parece que quedan reducidas al proceso de sustitucion de x = a en la expresion
simbolica de la funcién derivada hallada por cualquiera de las técnicas anteriormente
descritas, puesto que, en general, no encontramos tareas que requieran de la aplicacion

de técnicas graficas o numéricas para calcular el macro objeto f ’(a).

Por ejemplo, con relacion a la técnica I, en las tareas del tipo P (1), donde los profesores
piden exactamente el uso de la regla de los cinco pasos, se requiere que los alumnos
usen la definicion de la derivada en término de limites, con lo cual se puede caer
facilmente en un problema de algebrizacion del limite a través de interiorizacion de
acciones, y no propiciar la comprension del concepto a través de encapsulaciones de

procesos en el objeto de funcion derivada, cuando no hay un trabajo previo que ayude a
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los estudiantes a hacer estas encapsulaciones. Es decir que la preocupaciéon o el peso
conceptual puede recaer en el algebra del limite mucho mas que en la comprension del
concepto de funcion derivada. Encontramos que son los profesores C, D y E los que
plantean tareas del tipo P (1), y que si bien es cierto que previamente se preocupan por
evaluar tareas del tipo P (0), que podrian ayudar a los estudiantes a hacer

encapsulaciones del proceso de calcular por aproximacion numérica todas las tasas

JOAA)—fx)

medias de variacion A cuando Ax —0, en el objeto funcion derivada

SO+~ %)

S @)= AXLLO A , consideramos que no se tiene en cuenta la complejidad semiotica

y las inconsistencias o errores conceptuales que puede provocar la comprension por
parte del estudiante de simbolos matemadticos tan abstractos como Ax, que ya han
identificado otras investigaciones en didactica de las mateméticas (Tall, 1981, 1985a,
1992; Orton, 1980, 1983; Azcérate, 1990, Sierpinska, 1985, 1987; Font, 2000, Dubinsky
et al., 1995 e Inglada y Font, 2002).

Con relacién a la segunda técnica, que creemos que serd la que utilizaran en el proceso
de resolucion de las tareas restantes (aunque no se haga explicito en el enunciado), es la
técnica indirecta de las reglas de derivacion. Suponemos que por economia de trabajo y
tiempo sera la técnica mas utilizada por los alumnos. Sin embargo, el uso exclusivo de
esta técnica tampoco garantiza la comprension y relacion de los macro objetos f ’(a) y
f ’(x), porque igualmente puede caerse con facilidad en la aplicacion memoristica y
acritica de las reglas de derivacion, sin tener ninguna reflexion ni justificacion tedrica
del uso de las mismas; lo cual puede conducir también a la interiorizacién de acciones

que sélo requieren una perspectiva proceso del concepto de derivada.

Solo nos encontramos con otra técnica diferente a las dos anteriores descritas, necesaria
para solucionar dos tipos de problemas, P (7) y P (8), porque son tareas donde a partir
de la gréfica de la funcion se pide hallar la descripcion verbal de la funcion derivada y
dibujar la grafica de la funcién derivada, respectivamente. Esta es la técnica de
aproximacion grafica y numérica (Tall, 1985b; Azcarate ef al., 1996a, 1996b). Como ya
mencionamos anteriormente, las tareas tipo P (7) y P (8), propuestas solo por el profesor
B, son tareas que en el proceso de resolucion demandan procesos cognitivos complejos

que requieren una perspectiva esquema del concepto de derivada.
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Como ya hemos venido mencionando a lo largo de la descripcion, los procesos
cognitivos que demandan las tareas propuestas estan influenciados por el uso de las
traducciones y las relaciones entre f (x) y f ’(x) presentes en ellas. Sin embargo, nos
parece que es muy dificil, en general, puntualizar sobre los procesos cognitivos, y
consideramos que sera mas facil desmenuzarlos en el analisis particular de cada
profesor, que es el que nos permite mirar horizontalmente el esquema que evalua cada
uno de ellos (ver secciones 5.1. y 5.2., y anexos 11, 12 y 13). Igualmente, a lo largo de
la descripcion del analisis global de las tareas hemos ido enfatizando en los procesos
cognitivos que suponemos se activan como resultado de la actividad matematica que se

genera.

Para terminar, un aspecto a resaltar es que ninguno de los profesores plantean tareas que
requieran el uso de nuevas tecnologias: ni manejo de software, ni el uso de calculadoras
graficas, etc. Por tanto, es un factor ausente en las tareas disefiadas por los profesores
que consideramos importante a tener en cuenta de cara al disefio de programas de

formacion permanente e inicial.

ii. Con relacién ala unidad didactica

La decision metodologica de abordar primero el andlisis de las tareas propuestas en las
evaluaciones y posteriormente las propuestas en la unidad didactica, consideramos que
fue favorable por las siguientes razones: (1) redujo notablemente el nimero de tareas
por analizar (36 en total), lo cual nos facilité el acercamiento y definiciéon de una
primera tipologia de las tareas que los profesores consideraban importantes para evaluar
la comprension de los macro objetos f (x), f’(a) y f’(x); (2) facilito el procesamiento y
la clasificacion de la gran cantidad de tareas presentes en las unidades didacticas (416
en total) a partir de las 14 categorias definidas. Lo cual nos permitié centrarnos en el
analisis de las que no podiamos incluir en la tipologia inicial y aportaban elementos
nuevos al tratamiento de estos macro objetos. Fue asi como ampliamos a 32 los tipos de
tareas que caracterizan la actividad matematica en el nivel de secundaria y bachillerato
del sistema educativo colombiano, que se pueden visualizar en la tabla 21; y (3) nos
permitioé rastrear si las tareas que se evaliian forman parte de la actividad matematica
que genera en el aula, o si por el contrario, se evalian aspectos de los macro objetos

f(x), f’(a) y f ’(x) que no han sido tratados previamente por los profesores.
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Asi, el analisis de las unidades didacticas nos aporta 18 nuevos tipos de tareas mas a las
ya definidas con el andlisis de las evaluaciones, que incluyen 33 tareas que hemos
denominado como “otras”. Concretamente, la ampliacion de la tipologia de las tareas
definidas como “otras” quedoé distribuida por profesor de la siguiente manera: (1) de las
3 tareas que propone el profesor A en la unidad didactica definimos 3 tipologia nuevas
(P (14), P (15) y P (16)); (2) de las 10 propuestas por el profesor B definimos 10
tipologias nuevas (P (17), P (18), P (19), P (20), P (21), P (22), P (23), P (24),P (25) y
P (26)); (3) de las 11 propuestas por el profesor C definimos 3 tipologias nuevas (3
tareas en la P (27), 4 en la P (28), y 4 en la P (29)); (4) de las 4 propuestas por el
profesor D definimos una tipologia nueva (P (30)); y (5), de las 5 propuestas por el

profesor E definimos una tipologia nueva (P (31)).

Por tanto, teniendo en cuenta los 14 tipos definidos con el analisis de la evaluacion
ampliamos en 18 la tipologia inicial, quedando en total 32 tipos de tareas que
caracterizan la actividad matematica del concepto de derivada que se realiza en el nivel

de secundaria y bachillerato en Colombia.

Como se puede observar en la tabla 21, el tipo de tarea que mas aparece en la unidad
didactica de todos los profesores es la P (4) con 89 tareas. Esta se caracteriza por estar
enunciada en un contexto algebraico y por centrarse en el estudio de un fenémeno de la
propia matematica. Para su resolucion requiere, explicitamente, de la aplicacion de la
técnica indirecta de calculo del macro objeto f ’(x) de las reglas de derivacion, lo cual
demanda las siguiente traducciones y relaciones entre representaciones de los macro
objetos f (x) y f ’(x): ES f (x)>ES f (x)=ES f ’(x). Es una tipologia de tareas que
podriamos considerar como un ejercicio tipo de calculo de la expresion simbdlica de la
funcion derivada a partir de la expresion simbolica de la funcion. Por tanto, a nuestra
manera de ver, no necesariamente promueve la activacion de procesos cognitivos
complejos si no se complementa con tareas mas potentes que involucren: (1) una
variedad de fendmenos (de la propia matematica y de otras ciencias); y (2), riqueza de
traducciones y relaciones entre representaciones de estos macro objetos. Es decir, que
puede propiciar la emergencia de interiorizacion de acciones en procesos y conllevar a

la memorizacion de reglas sin justificacion alguna.
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En segundo lugar, entre las tipologias utilizadas por todos los profesores, tenemos la
P (6) con 24 tareas. Al igual que la tipo P (4), se caracteriza por estar enunciada en un
contexto algebraico y por centrarse en el estudio de un fenémeno de la propia
matematica. Para su resolucion no se hace explicita la aplicacion de una técnica
concreta de derivacion; indistintamente se podrian aplicar, tanto la técnica directa de
derivacion de céalculo del macro objeto f ’(x) por definicidon en términos de limite como
la técnica indirecta de célculo del macro objeto f ’(x) de las reglas de derivacion. Sin
embargo, por la complejidad de las funciones que involucran algunas de las tareas que
la conforman y por economia suponemos que se aplica la técnica indirecta de las reglas
de derivacion; éstas ultimas pueden propiciar la emergencia de interiorizacion de
acciones en procesos y conllevar a la memorizacion de reglas sin justificacion alguna. A
diferencia de la tipo P (4), en éstas se requiere hacer las siguientes traducciones y
relaciones entre representaciones de los macro objetos f (x) y f ’(x): ES f (x)—>
G f (X)=ES f ’(x). Es decir, se pide la construccion de la grafica de la funciéon pero no
queda claro si se tienen en cuenta los criterios de la primera y segunda derivada para el
analisis monotono de la funcion, o si se hace a partir de la expresion simbdlica de la

funcién (ES f (x)—>G f(x)).

Finalmente, entre las tareas comunes propuestas en las unidades didacticas de los
profesores, tenemos la tipo P (9) con 22 tareas. Esta tipologia solo se diferencia de las
anteriores en que el fenomeno que estudia es de la fisica. Sin embargo, teniendo en
cuenta las traducciones y relaciones que demanda hacer durante el proceso de
resolucion podemos concluir que es un ejercicio tipo que busca el calculo de la
expresion simbdlica del macro objeto f ’(x) a partir de la expresion simbolica de f (x).
Este tipo de tareas no se centra en la comprension e interpretacion del fenomeno que
organiza (velocidad instantdnea) sino que favorece la aplicacion memoristica de las
reglas de derivacion utilizando objetos de la fisica. Es decir que en realidad no fomenta
la coordinacién de los objetos velocidad instantanea y tasa instantdnea de variacion en
términos del macro objeto f ’(a). Otro aspecto a resaltar es que, en general, las técnicas
de célculo del macro objeto f ’(a) aparecen reducidas a la simple sustitucion de la
variable x = a en la expresion simbolica de f ’(x) hallada mediante la aplicacion de las

técnicas directa en término de limite o por la indirecta de las reglas de derivacion.
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Igualmente, consideramos que otros aspectos relevantes para nuestro proposito de
definir y caracterizar la actividad matemadtica, son: (1) la ausencia, en la unidad
didactica de los profesores C, D y E, de tareas que requieran para su resolucion de la
aplicacion de técnicas indirectas grafica y numérica para el calculo de los macro objetos
f’(a)y f’(x), y la poca presencia de las mismas en las unidades de los profesores A y B;
y (2), la presencia explicita, en la unidad didactica de los profesores C, D y E, de un
gran nimero de tareas que requieren para su resolucion de la aplicacion de técnicas

directas por definicion de limite, para el calculo de los macro objetos f’(a) y f’(x).

Con relacion a la primera, por un lado, encontramos que los profesores D y E, no
proponen en la unidad didéactica ninguna tarea que se centre en el tratamiento y
aplicacion de técnicas de aproximacion grafica y numérica para el calculo de los macro
objetos f ’(a) y f ’(x). Solo entre las tareas que propone el profesor D, 4 de las
denominadas como “otras” (ver anexo 13), se encuentran enunciadas en un contexto
grafico. Sin embargo, éstas se centran en el estudio e interpretacion grafica de los
objetos velocidad media y tasa media de variacion que, si bien es cierto que es
importante para la posterior comprension de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), no los

involucra directamente.

Por otro lado, encontramos que el nimero de tareas que proponen los profesores B, C, y
D que requieren de la aplicacion de técnicas directas de derivacion grafica es muy
reducido (34 de 216). Estas se encuentran repartidas entre las tipo P (7), P (8) y las
denominadas “otras”. Creemos conveniente resaltar que el profesor B es el tnico que se
preocupa por utilizar técnicas graficas y numéricas para el calculo de los macro objetos
f’(a) y f ’(x) que impliquen, o bien relaciones que van de representaciones del macro

objeto f (x) a representaciones del macro objeto f ’(x), es decir: f(x)= f£’(x);

o bien, relaciones que van de representaciones del macro objeto f ’(x) a representaciones
del macro objeto f (x), es decir: f’x)= f (x). Si bien es cierto que las
ultimas nos llevarian al calculo integral, consideramos que ayudan a una mejor

comprension y relacion de estos macro objetos.

Con relaciéon a la segunda, la presencia explicita del uso de técnicas de derivacion
directa por definicion de limite, encontramos que los profesores C, D y E, plantean

tareas en la que los alumnos han de calcular tanto el incremento de una funcién (tipo
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P (0)) o calcular el la expresion simbolica de la funcién derivada o el valor de la
derivada en un punto mediante la aplicacion del limite del conciente incremental, mas
concretamente, sugieren aplicar la regla de los cinco pasos. Lo anterior es coherente con
el itinerario didactico que proponen estos profesores en la unidad didactica para el
tratamiento de los macro objetos f ’(x) y f ’(a), en la que el énfasis esta en la definicion

usando la notacion incremental.

En términos generales podemos llegar a las siguientes conclusiones con relacion a las

tareas que se proponen en las unidades didacticas proporcionadas por estos profesores:

1. La mayoria de las tareas, 272 de 416, requieren para su resolucion de la aplicacion de
las técnicas indirectas de las reglas de derivacion. Estas se encuentran enunciadas en
un contexto algebraico, en su mayoria estudian fenémenos de la matematica y
aparecen en menor proporcion fenomenos de la fisica y de la economia. Lo anterior
implica que estas tareas favorecen la emergencia de una perspectiva proceso de los
macro objetos involucrados caracterizada por la interiorizaciéon de acciones en
proceso y la coordinacion de procesos.

2. Los profesores C, D y E proponen tareas en las que se requiere la aplicacion de la
técnica directa por definicién de limite. En total son 110 de 416 tareas, de las cuales
40 se dedican al célculo del incremento de la funcion y 70 a la reglas de los cinco
pasos.

3. En menor proporcion, los profesores A, B y C proponen tareas que requieren de la
aplicacion de técnicas de derivacion grafica y numérica para el calculo de los macro
objetos f (x), f’(a) y f ’(x); aproximadamente 34 tareas de 416.

4. Las tareas que propone el profesor B destacan por la variedad de contextos en los que
se enuncian, lo cual implica una riqueza en la traduccidon y relaciones entre
representaciones de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x) que hacen emerger
procesos cognitivos complejos (encapsulacion de procesos en objetos,
desencapsulacion de objetos en proceso, sintesis de objetos en esquema, etc.).

5. En general, las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a) aparecen reducidas a la
simple sustitucion de la variable x = a en la expresion simbolica de f ’(x) hallada
mediante la aplicacion de las técnicas directas en términos de limite o por la indirecta

de las reglas de derivacion.
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Por ultimo, teniendo en cuenta que nos interesa analizar la relacion que hay entre las
tareas propuestas en la unidad didéctica y las que se proponen en las evaluaciones,
disefiamos un instrumento (tabla 22) que nos permitiera comparar los tipos de tareas que
los profesores evalian con los tipos de tareas que forman parte de la actividad

matematica que dice que general en el aula, encontrando lo siguientes resultados:

Tino Profesor A B C D E

Eval. U.D. Eval. U.D. Eval. U.D. Eval. U.D. Eval. U.D.

P (0) 1 [1o0] 1 [12] 118

P (1) 1 (41 ] 1 [15] 2 ] 14

P2 (1) 9

P (3 3 () 1 | 4 1 | 2] 2] 3

P (4) 3 10 20 26 | 1 | 30

P (5) 1 1 46 | 1 |12 ] 1 | 3

P (6) 1 6 | 4 | 11 2 4

P (7) 1 1 1

P (8) 1 1 | 2 1

P (9) 1 | 7] 1] 6] 1 1 3

P (10) 1 | 4 1

P (11) 1 %3 1 9 3 2

P (12) 1 3 2

P (13) 1 3

Otras 3 10 11 4 5

Total 6 |27 6 |35 ] 11 ]158] 6 |[109] 7 | 87

Tabla 22. Tabla comparativa de la distribucion del nimero de tareas de cada una de las
tipologias definidas propuestas en la evaluacion y en la unidad didactica de cada profesor

1. En general, la mayoria de tareas que aparecen en las evaluaciones forman parte de la
actividad matematica previamente desarrollada en el aula de clase, siendo los
profesores C, D y E lo mas coherentes entre lo que dicen que hacen y lo que evaltan.
Tal y como lo hemos descrito, lo anterior no implica que las tareas que propongan
sean conceptualmente potentes y que ayuden a construir la comprension y relacion
entre los macro objetos f (x), f’(a) y £ ’(x).

2. Como se puede apreciar en la tabla 22, los profesores C, D y E son los que proponen
una gran cantidad de tareas durante el desarrollo de la unidad didactica (158, 109 y
87, respectivamente), lo cual no implica que la actividad matemadtica sea rica y
variada; mientras que los profesores A y B proponen un nimero reducido de tareas
(27 y 35, respectivamente), curiosamente son los profesores que plantean mas

situaciones en donde se tratan una variedad de traducciones y relaciones entre
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representaciones de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x). Lo anterior es mas
abundante en el caso del profesor B y es coherente con la estrategia de ensefianza que
implementa éste, basada en la resolucion de problemas. En efecto este profesor en la
unidad didactica introduce los conceptos a partir de problemas que sirven para buscar
las ideas previas de los estudiantes y después de éstos desarrolla los conceptos; e
incluso en algunos apartados de la unidad didéctica, retoma problemas que propuso
en las actividades de iniciacion para ser desarrollados en clases aplicando técnicas
mas apropiadas.

. Una de las tareas que propone el profesor D del tipo P (10) se evalua pero no se trata
previamente en el aula. El hecho de que aparezca esta tarea que estudia un fendmeno
de la Economia es coherente con lo que propone este profesor en la programacion
pero incoherente con lo que propone en la unidad didéctica. En efecto, si bien es
cierto que el bachillerato que se imparte en este colegio tiene un énfasis comercial,
¢ste asegurd en la entrevista sobre la elaboracion de la unidad didactica que no
acostumbra a centrarse en los aspectos fenomenologicos de estos macro objetos sino

en los procesos algebraicos involucrados en la aplicacion de las técnicas [ y I1.

“Profesor D: yo creo que es desde las matematicas desde donde se debe introducir
el tema de derivada... porque las otras disciplinas como la fisica, quimica y
comer ciales pueden ayudar en la aplicacion del concepto... peroinsisto yo creo
gue debe ser desde la matemética de 11°.. porque he de confesar que de
matematica financieralo trato poco es que no me gusta.”

. De los tipos de tareas que propone el profesor A en la evaluacion, observamos que
dos no aparecen entre las propuestas en la unidad didactica. Sin embargo, la tipo
P (2), encerrada en un 6valo, forma parte de las tareas que desarrolla para introducir
la interpretacion geométrica del macro objeto f ’(a); y la otra que es del tipo P (12) es
muy parecida a las tipo P (11) tratadas en la unidad didactica (ver anexo 11). Por
tanto, consideramos que los estudiantes no tendran grandes dificultades para
resolverlas.

El profesor B, es el que propone mds tipos de tareas en la evaluacidon, que
aparentemente, no fueron tratadas en la unidad didactica. Por un lado, la tarea del
tipo P (3), encerrada en un Ovalo, forma parte de las tareas que desarrolla para
introducir la interpretacion geométrica del macro objeto f ’(a). Y con relacion a la
aparicion de las tipo P (11) y P (13), consideramos que la riqueza de las tareas que

conforman la actividad matematica que desarrolla en el aula, las cuales pueden
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ayudar a emerger una perspectiva objeto de los macro objetos f (x), f’(x) y f ’(a), les
permitird a los estudiantes abordar sin muchas dificultades las diferentes tipologia de

problemas propuestos en la evaluacion.

5.3.3. Revision de la descomposicion genética inicial del concepto de

derivada

En el marco de la teoria APOE, el uso de la descomposicion genética inicial del
concepto de derivada que construimos, nos permitid describir las construcciones
mentales, con relacion al concepto de derivada, que tienen los profesores que
participaron en este estudio. Nuestra descomposicion genética inicial (DGID),
presentada en el capitulo 4, describe construcciones paralelas de los macro objetos f (x),
f ’(a) y f ’(x) atendiendo a las dos dimensiones del esquema que hemos definido:

algebraica y gréafica.

La informacién que nos proporcionan tanto el andlisis particular de los casos como el
analisis general de los problemas que conforman las tres lineas de coherencia que
definimos para describir los niveles de comprension del esquema de la derivada, nos
muestra que muchas de las construcciones mentales que describimos en el estudio del
conocimiento disciplinar de los profesores (ver secciones 5.1., 5.2., 5.3., y los anexos
11, 12 y 13) estan por demds contenidas en la DGID. Sin embargo, los resultados
obtenidos, al describir, por un lado, los niveles de comprension del esquema de la
derivada, y por otro lado, el andlisis del tratamiento de los macro objetos en los libros
de texto, reflejan ciertos aspectos de los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x) que necesitan
ser enfatizados, o bien relacionados en el itinerario epistemoldgico y didactico del
concepto de derivada que proponemos. A continuacion, incorporaremos en la revision
de la descomposicion genética inicial los diferentes elementos detectados en el analisis

de los niveles de comprension del esquema de la derivada.

La DGID esta conformada por cuatro apartados: conocimientos prerrequisitos,
contextos graficos y algebraico hacia la construccion del macro objeto f ’(x),

interpretacion gréafica de los macro objetos f ’(a) y f ’(x), y aplicacion del macro objeto

f’(x).
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a. Con relacion alos conocimientos prerrequisitos

Las investigaciones en Didactica de la Matematica sobre la ensefianza y aprendizaje de
la derivada (Azcarate, 1990; Tall, 1991; Azcarate ef al., 1996; Font, 2000), han sefalado
que para acceder con éxito a la ensefianza de este concepto se deben tener en cuenta los

siguientes aspectos:

“1. Partir de las ideas previas que los alumnos tienen de la velocidad
2. Utilizar las representaciones graficas de las funciones para visualizar las ideas,
en especial la tasa media de variacion como pendiente de una recta
3. Tener presentes las dificultades cognoscitivas que entraia el proceso de paso
al limite” (Azcérate et al., 1996; pp. 23)

Azcarate (1990) sefiala, a partir de los resultados de investigaciones sobre el aprendizaje
de la derivada, que los alumnos cuando trabajan con los conceptos basicos, que esta
autora denomina del precalculo (velocidad media, pendiente de una recta y tasa de
variacion), muestran dificultades y errores conceptuales y de aplicacion de las técnicas
de célculo. Por tanto, sugiere que la mayor y mejor inversion para un buen aprendizaje
del célculo es un buen tratamiento previo sobre estos contenidos, que dote a los

estudiantes de unos conocimientos que tienen importancia y utilidad por si mismos.

Retomando los elementos anteriores que aportan las investigaciones en Didéctica de la
Matematica sobre el aprendizaje y ensefianza de la derivada, y a partir de nuestra propia
experiencia con este concepto como aprendices y educadores, en la DGID que
disefiamos proponemos unos conocimientos prerrequisitos que los individuos deberian
conocer y comprender para acceder con ¢éxito a la comprension de la derivada. Ello
implica ir construyendo estructuras cognitivas complejas, teniendo como base estos

conceptos, a partir de procesos de abstracciones reflexivas continuos y progresivos.

Los conocimientos prerrequisitos que proponemos inicialmente (ver apartado 4.1.2.1.),
incluyen: representacion grafica en sistemas de coordenadas cartesianas, coordinacion
de representaciones de puntos con funciones, coordinacion de diferentes aspectos de
continuidad de funciones, traducciones entre diferentes modos de representacion de
funciones, coordinacion de representaciones de la pendiente de una recta, y la

coordinacion entre los objetos pendiente y funcion en el analisis de la monotonia de las
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funciones. Sin embargo, extrayendo los resultados del analisis de las respuestas al
cuestionario indirecto, la entrevista sobre vifietas y la entrevista sobre el proceso de
resolucion del cuestionario, encontramos que no todos los profesores comprenden los
conocimientos prerrequisitos que contemplamos en nuestra DGID, e incluso,
aparecieron otros aspectos relacionados con estos conceptos y con otros conceptos que
no habiamos tenido en cuenta en la DGID, y que incorporaremos en la revision de la
misma. Por ejemplo, el andlisis de las respuestas a la version de la paradoja de Zenén
refleja que algunos de los profesores tienen dificultades e inconsistencias en: (1) la
comprension del infinito potencial; (2) el paso de la secante a la tangente; (3) la
interpretacion de funciones asintéticas; (4) la aplicacion de técnicas de aproximacion
graficas y numéricas que incluyan traducciones entre dibujo y gréfica, y viceversa; y
(5), la fundamentacion tedrica de los conceptos de espacio, velocidad, tiempo y
movimiento en términos del calculo diferencial (perspectiva proceso de las ecuaciones
de la cinematica cléasica). Igualmente, el analisis de los diferentes problemas revela que
algunos de los profesores muestran dificultades e inconsistencias en: (1) la lectura e
interpretacion grafica de funciones acumulativas y de graficas de espacio-tiempo; y (2),
la coordinacion de diferentes significados del objeto pendiente: velocidad media, tasa

media de variacion y cociente incremental.

A continuacion, revisamos nuestra DGID incorporando los aspectos de los

conocimientos prerrequisitos descritos anteriormente:

I. Conocimientos prerrequisitos

1. Representacion grafica en sistema de coordenadas cartesianas de los objetos
matematicos
1.1. Reconocimiento de los ejes; del significado del origen; de las unidades; y de las
escalas
1.2. Representacion grafica de los puntos
1.3. Representacion grafica de una recta
2. Coordinacion de representaciones de puntos con las de funciones
2.1. Interpretacién de (X, y), cuando y es dada por la ES f (x)
2.2. Interpretacion de (X, y), cuando y es dada por la G f (x)

2.3. Definicion de las condiciones necesarias para que una relacion sea funcion
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2.4. Interpretacion grafica de estas condiciones
2.5. Superar la necesidad de tener una ES f (x) para interpretar y tratar con el macro
objeto f (x)
3. Coordinacion de los diferentes aspectos de la continuidad de una funcion
3.1. En un punto
3.1.1. Discontinuidad evitable
3.1.2. Discontinuidad no evitable
a. En un intervalo
3.2.1. Discontinuidad evitable’
3.2.2. Discontinuidad no evitable
4. Coordinacion y traduccion de diferentes modos de representacion de funciones en
general; y en particular, de funciones acumulativas y del espacio en funcion del
tiempo
4.1. Lectura de grdficas de funciones
4.1.1. Lectura local: punto a punto
4.1.2. Lectura global: por intervalos o en todo el dominio
4.2. Interpretacion de grdficas de funciones
4.2.1. Traduccion de una descripcion verbal a una grdfica, y viceversa.
4.2.2. Pasar de un dibujo a una grdfica, y viceversa
4.2.3. Otras traducciones entre representaciones (tabla, descripcion verbal,
grdfica y expresion simbdlica)
5. Coordinacién de representaciones del concepto de pendiente de una recta
5.1. La pendiente determina el grado de inclinacion de la recta
5.2. La pendiente es la tangente trigonométrica del angulo que forma la recta con el
eje x
5.3. La pendiente como el nimero (coeficiente) en la formulay = ax + b

5.4. La pendiente como la razén entre los incrementos de las variables

3 Con letra cursiva sefialamos los aspectos nuevos que incorporamos en la revision de la DGID como
resultado de los aportes del analisis particular de los casos y del analisis global de las componentes del
conocimiento profesional que tienen los profesores que participaron en este estudio del concepto de
derivada. Ademas, hemos tenido en cuenta los aportes de investigaciones en Didactica de la Matematica
sobre la ensefianza y aprendizaje de los conceptos del calculo y del precéalculo, entre ellos, los trabajos de:
Azcarate, 1990; Azcarate et al., 1996; Norman, 1992; Even, 1993; Garcia y Llinares, 1994; Garcia, 1997,
Font, 2000 y las investigaciones del Grupo RUMEC.
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(m Ty - f(b)—f(a)j
b—a

5.4.1. Velocidad media
5.4.2. Tasa media de variacion
5.4.3. Cociente incremental
5.5. Traduccion de registros (grafico, tabla, formulas, verbal) en el calculo de la
pendiente de una recta
6. Coordinacion de los conceptos pendiente y funcion en el analisis de la monotonia de
funciones (local y global)
6.1. Crecimiento y decrecimiento: puntos de singularidad, maximos y minimos
(relativos /absolutos)
6.2. Concavidad y convexidad: puntos de inflexion
6.3. Continuidad y discontinuidad
6.3.1. Tratamiento del infinito: lo infinitamente grande y lo infinitamente
pequerno
6.3.2. Funciones asintoticas
7. Tratamiento intuitivo del limite
7.1. Acercamiento numérico al concepto de limite
7.2. Acercamiento geométrico (grafico) al concepto de limite

7.3. El paso de la secante a la tangente (cuerdas y tangentes).

b. Con relacién a los otros tres apartados: contextos gréficos y algebraico hacia la
construccion del macro objeto f ’(x), interpretacion grafica de los macro objetos

f'(@yf’(x),yaplicacion del macro objetof’(x).

Las construcciones mentales discutidas y descritas en las secciones 5.1. a 5.3., y en los
anexos 11, 12 y 13, en términos generales, son explicadas por la DGID. Por ejemplo,
primero, el profesor B que tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada
trans algebraico-trans grafico, mostr6 tener construidas las relaciones, tanto graficas
como algebraicas, entre los macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), definidas en los cuatro
apartados de la DGID, y coordinarlos, correctamente en la resolucion de problemas no

rutinarios enunciados en diferentes contextos.
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Segundo, el profesor D, que tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada
trans algebraico-inter grafico, mostro tener construidas las relaciones algebraicas entre
los macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x), pero tener algunas dificultades en la coordinacion
de estos macro objetos cuando interpreta graficamente el objeto tasa media de variacion,
llegandolo a confundir con el crecimiento de la funcidon. En términos generales, las
respuestas del profesor D a los problemas planteados, reflejan que puede pensar y tratar
con los macro objetos f ’(a) y f ’(x) utilizando sélo la informacioén que le proporciona la
grafica de la funcién y, segun sea el caso, la informacion grafica de la funcion derivada.
Sin embargo, las dificultades anteriormente descritas nos llevan a ubicarlo en un nivel
inter grafico del esquema de la derivada caracterizado por: (1) la coordinacién del
objeto de pendiente de la recta tangente a la grafica en un punto con el objeto limite de
las razones de cambio en un punto; (2) por el manejo con propiedad de los criterios de
la primera derivada para describir la variacion local y global de la funcion expresada
graficamente, y de manera incipiente y especialmente en los puntos de inflexion, utiliza
graficamente el criterio de la segunda derivada de acuerdo con el criterio de la primera
derivada; y (3), por mostrar elementos que le permiten distinguir graficamente los
macro objetos f ’(a) de f ’(x), pero dependiendo del contexto de la situacién aun tiene
dificultad para diferenciarlos (especialmente en la interpretacion de la variacion local y

global de funciones acumulativas).

Tercero, el profesor C, que tiene un nivel de comprension del esquema de la derivada
inter algebraico-intra grafico, en el que, dependiendo del contexto de la situacion,
encontramos algunas dificultades e inconsistencias en la comprension grafica de los
macro objetos f (x), f’(a) y f ’(x), tales como: (1) dificultades para interpretar la grafica
de una funcion cualquiera dependiendo del contexto del problema, mas concretamente
inconsistencias en la interpretacion de graficas de espacio-tiempo; (2) dependencia del
contexto del problema para coordinar los objetos O;, O, y O3 y relacionarlos con el
objeto f ’(a); y (3), tendencia algebraica para coordinar los macro objetos f ’(a) y f ’(x)
en la solucion de problemas enunciados en un registro grafico, a pesar de manejar
graficamente el criterio de la primera derivada en la interpretacion de la variacion local

y global de la funcion representada.

Igualmente, encontramos que cuando el profesor C soluciona problemas aplicando

procedimientos algebraicos se evidencia la presencia de procesos cognitivos complejos,
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tales como la desencapsulacion de objetos en procesos cuando manipula los objetos Oy,
O, y Os.; y, cuando el problema lo requiere, aplica correctamente las técnicas de
derivacion indirecta (reglas de derivacion), justificando el uso de las mismas y

mostrando una perspectiva objeto de la diferenciacion de funciones.

Y, finalmente, los profesores A y E, que tienen un nivel de comprension del esquema de
la derivada intra algebraico-intra grafico, muestran una perspectiva proceso de los
macro objetos f (x), f ’(a) y f ’(x), caracterizada por la necesidad de obtener la expresion
simbolica de la funcion para poder realizar transformaciones y relaciones entre dichos
macro objetos. Es decir, que verbalizan la necesidad de obtener la ES f (x) para
diferenciarla, y, a partir de ella, asociar o bien la expresion simbolica de la funcion
derivada o bien la grafica de la funcion derivada (ES f (X)=ES f ’(x); 6 ES f (X)=
ES f’(x)>G f’(x); 6 G f (x)>ESf (X)=ES f’(x); 6 G f (x)>ESf (X)=ES { ’(x)—>
G f’(x)).

En términos generales, los profesores A y E tienen dificultad para pensar y tratar con los
macro objetos f ’(a) y f ’(x) utilizando sélo la informacion que les proporciona la grafica
de la funcion, y segun sea el caso, la informacion grafica de la funcion derivada.
Dependiendo de la funcién representada graficamente, interpretan graficamente f ’(x)
como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto (f ’(a)), y tienden a
confundir la grafica de f ’(x) con la gréfica de la recta tangente a la gréafica de la funcién
en un punto. Por tanto, no tienen construidas la relacion entre los macro objetos f ’(a) y
f ’(x). Esto se refleja en la no coordinacion de los objetos O;, O, y Os, que engloba el
macro objeto f’(a); y en la ausencia del proceso de sintesis de los anteriores tres objetos

en los objetos 0’1, O’, y O’3, que engloba el macro objeto f’(x).

Igualmente, al solucionar problemas enunciados en un registro algebraico, son
profesores que no relacionan los macro objetos f ’(a) y f ’(x) como elemento y clase,
puesto que para calcular el valor de la derivada en un punto, aplican un proceso de
resolucion algebraico no justificado que consiste en: primero, hallar la funcion derivada
a partir de la expresion simbolica de la funcion mediante la aplicacion de las técnicas
indirectas de las reglas de derivacion (ES f (x)=ES f’(x)), y posteriormente, calcular la

derivada en un punto reemplazando el valor de x en la funcién derivada encontrada. El
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anterior proceso de resolucion algebraico no justificado muestra que estos profesores

tienen una perspectiva proceso de las reglas de derivacion.

Otro aspecto importante, que aporta elementos significativos de la derivada como objeto
matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje, son los resultados obtenidos del
analisis del tratamiento que dan a los macro objetos f ’(a) y f ’(x) en los libros de texto
usados por todos los profesores. Este andlisis nos permitio detectar un problema que se
presenta con una cierta regularidad y generalidad en el sistema educativo colombiano,
que consiste en la confusion o la no diferenciacion de los macro objetos f ’(a) y £ °(x), y
como consecuencia, el no tratamiento de técnicas de derivacion para el calculo del
macro objeto f ’(a), quedando éstas reducidas a la simple sustitucion de la variable x = a
en la expresion simbdlica del macro objeto f ’(x), hallada mediante la aplicacion de las
técnicas de derivacion I y II. Este problema se constata con mayor o menor grado, en
todos los libros de textos de matematica de 11° que usan los profesores que participaron

en este estudio como complemento del diseno de la unidad didactica.

A continuacién, incorporaremos, en la revision de los tres apartados de la DGID, las
anteriores conclusiones a las que llegamos después del andlisis de los niveles de
comprension de los esquemas de la derivada que tienen los profesores y del tratamiento

que dan a los macro objetos f’(a) y f’(x) en los libros de texto (y/o Unidad didéctica):
II. Contextosgraficoy algebraico hacia la construccion del macro objetof ’(x)

la. Grafico-analitico: la accion de conectar dos puntos sobre una curva para
formar una cuerda que es una porcion de la secante, a través de los dos puntos;
junto con la accion de calcular la pendiente de la recta secante a través de los
dos puntos

1b. Algebraico-numérico: la accion de calcular la tasa media de variacion entre el

punto y otro punto “préximo” (m Ay ApAC O] (")]

b—a
2a. Grafico-analitico: interiorizacion de las acciones del punto /a en un proceso

unico a medida que los dos puntos del grafico se aproximan mas y mas
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2b. Algebraico-numérico: interiorizacion de las acciones para calcular la tasa

. .y, — ‘b)-f , .
media de variacion (m =V =TMV = %j , cuando b—a; en un proceso Unico,

a medida que la diferencia entre los intervalos se hacen mas y mas pequefios.
Esto es a medida que la longitud del intervalo se acerca mas y mds a cero

3a. Grafico-analitico: encapsulacion del proceso del punto 2a para producir la
recta tangente como la posicion limite de las secantes, y para producir la
pendiente de la tangente en un punto sobre la grafica de una funcion

3b. Algebraico-numérico: encapsulacion del proceso del punto 25, de calcular las

S(B)-f(a)
b-a

tasa medias de variacion (m =V =TMV = quando b—a, para producir la

tasa de variacion instantdnea de una variable respecto de la otra como el

( Lim f(b)—f(a)]

b—a b—a

3c. Coordinacion grafica y algebraica de las notaciones incremental y funcional de

la tasa instantanea de variacion:

[Lim SO S _ f(a+AX)*f(a)J

b>a b-a Ax—0 Ax
4. Coordinar las diferentes interpretaciones, tanto algebraicas como grdficas, de la
tasa instantanea de variacion
4.1. El valor de la pendiente de la recta tangente como el limite del cociente

ey SO -f@ _ . f(a+AX)—f(a)J
=Lim————= Lim —————————
b>a b-a Ax—0 Ax

incremental (mtan
4.2. La pendiente como la tangente del angulo de inclinacion de la recta
tangente con el eje de las abscisas ( AE‘ m =tan )
4.3. La velocidad instantanea, el ejemplo mas sencillo de la tasa instantanea de

variacion, como el limite de la velocidad media:

[Vmst = LimM = Lim Mj

b>a b—a At—0 At

4.4.La velocidad como el cociente entre incrementos de las variables: Ae

. . ) At
4.5. Las razones de cambio de funciones que dependen del tiempo, como el

;- . . . Ama
limite del cociente de las tasas medias ( Lim . £)
At—0 t
4.6. La razon de cambio como el cociente entre incrementos de las variables/.'A/Amag
At
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4.7. Las razones de cambio de funciones que dependen de una magnitud

. , . . . A
cualquiera como limite del cociente de las tasas medias ( Lim Amag )
Amag'—0 mag'

4.8. La razon de cambio como el cociente entre incrementos de las variables/;A/Amag
. _ Amag’

. Encapsulacién de los procesos de los puntos 2a y 2b en general para producir la

definicion de la derivada de una funcién en un punto como el limite del cociente

incremental en ese punto:

[m ey LOI@ e A= (@

bsa b-a Ax—0 Ax - (a)j

. Coordinacion de los procesos de los puntos 2a y 2b en varias situaciones
relacionadas con la derivada de una funcién en un punto presentadas en
diferentes contextos

. Interiorizacion de la accion de producir la derivada en un punto en el proceso de
construir la funcién derivada f ’(x), la cual toma como entrada el punto x y

produce en la salida el valor de f ’(x), que es el valor de la pendiente de la recta

tangente a la grafica de la funcion, para cualquier x del dominio de la funcién

( Lim LEFAD S ?J

Ax—0 Ax x

. Encapsulacion del proceso del punto 7 para producir la funcion derivada f °(x)
como un nuevo objeto complejo (que implica el proceso de sintesis de los
objetos O;, O, y O3 que engloba el macro objeto f ’(a), en los objetos O’;, O’ y
O’; que engloba el macro objeto [ ’(x)

d d . _ fla+A) - f(a)
(n’ltan = Vmst = d_z |X=a :Ef(X) |x:a = f (a) = é@o%}

. Generalizacion del macro objeto [ '(x) en el cdlculo indirecto de la funcion

derivada a través de las reglas de derivacion

9.1. Interiorizacion de las acciones de encontrar la derivada de una funcion a
partir de la aplicacion de las reglas de derivacion, y en algun caso, la accion
de aplicar la regla de la cadena

9.2. Coordinacion de las acciones presentes en la aplicacion de la regla de la
cadena sin ser relacionadas

9.3. Encapsulacion del proceso de aplicar la regla de la cadena en un objeto

que requiere la coordinacion de la composicion de funciones con la

. o . | dy _dy du
diferenciacion de funciones (reglas de derivacion {E = E'E} )
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9.4. Coordinacion de varias notaciones de la regla de la cadena (utilizando la

notacion de Leibnitz y la de Cauchy)

[11. Interpretacion gréfica dela derivada

1. Interpretacion grafica del macro objeto f’(a)
1.1. Superar la necesidad de diferenciar una formula o ES f (x)
1.2. Coordinar varias interpretaciones del macro objeto f ’(a)

1.2.1. Como el limite del cociente diferencial en un punto dado

1.2.2. Como el valor de la pendiente de la recta tangente en un punto dado

1.2.3. Como el valor de la velocidad instantanea en un instante dado

1.2.4. Como la razon de cambio entre magnitudes que dependen del tiempo
en un instante dado

1.2.5. Como la razéon de cambio entre dos magnitudes cualesquiera en un
punto dado

2. Interpretacion grafica del macro objeto f’(x)
2.1. Coordinar varias interpretaciones del macro objeto f ’(x)

2.1.1. La funcién derivada como la funcion limite del cociente incremental
(tasa media de variacion) de una funcién en todos los puntos del
dominio

2.1.2. La funcidn derivada como una nueva funciéon que hace corresponder a
cada abscisa x del dominio de la funcion, el valor de la pendiente de la
recta tangente en el punto (x, f (x))

2.1.3. La funcién derivada como la funcion limite de las razones de cambio
entre magnitudes

2.2. Traduccion entre un mismo sistema de representaciones de los macro
objetos f (x) y f ’(x); y relacion entre diferentes representaciones (tabla,

grdfica, descripcion verbal, expresion simbolica) de los macro objetos f (x)

v f ’'(x) en el cdlculo de la funcion derivada presentada en diferentes

contextos

V. Aplicacion del macro objeto f ’(x)

1. Coordinacion de varios procesos para obtener la grafica de f (x) y de f '(x)
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1.1. Interpretacion grafica de f (x) para un determinado x del dominio de f (x)

1.2. Interpretacion de f ’(x), para un determinado x, como el valor de la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva

1.3. Proceso de interpretar graficamente el comportamiento de x a través de un
intervalo
1.3.1. Monotonia de la funcién y signo de la primera derivada (crecimiento

v decrecimiento)

1.3.2. Pendiente infinita (tangente vertical) y derivada infinita
1.3.3. Concavidad de la funcion y signo de la segunda derivada

1.4. Dibujo de la grdfica completa o representativa de f (x) y de f ’(x) a partir de
la ESf(x)

1.5. Coordinacion de las propiedades de continuidad y criterios de la primera y
segunda derivada para la construccion de las graficas de f (x) y f '(x)

2. Generalizacion de la funcion derivada como razon de cambio relacionadas

2.1. Aplicacion en la interpretacion y resolucion de problemas de optimizacion
(Geometria)

2.2. Aplicacion en la interpretacion y resolucion de problemas de mecéanica
clésica (Fisica)

2.3. Aplicacion en la interpretacion y resolucion de problemas de crecimiento y

decrecimiento de magnitudes (Biologia, economia, etc.).

Finalmente, queremos recordar, por un lado, el cardcter subjetivo y provisional de la
anterior descomposicion genética del concepto de derivada; y por otro lado, que el
hecho de habernos centrado en el paso cualitativo del macro objeto f ’(a) al macro
objeto f ’(x), nos aportd mas informacion para revisar el apartado II de la
descomposicion genética inicial. Por tanto, los demas apartados de la descomposicion se
han de investigar mds profunda y detenidamente para intentar construir las
descomposiciones genéticas parciales que requiere el estudio de un concepto

matematico tan complejo como es el objeto matematico derivada.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONESE IMPLICACIONES
DIDACTICAS

6.0. A maneradeintroduccion

Este capitulo se encuentra estructurado en tres secciones. En las dos primeras secciones
se describen las conclusiones de la investigacion, gue hemos organizado teniendo en
cuenta los objetivos propuestos en el capitulo uno. En la primera seccion, las
conclusiones metodoldgicas las presentaremos expuestas en dos subapartados, uno
centrado en los aportes de este estudio a los instrumentos de recogida de la informacion
y otro centrado en la metodologia de andlisis que diseflamos, los cuales ofrecen
elementos nuevos a la metodologia de investigacion cualitativa. En las conclusiones
didacticas se esbozan los aportes mas significativos en € area de Didéactica de la
Matemética. Finalmente, en la tercera seccion de implicaciones didacticas, proponemos
algunos elementos que nos parecen fundamentales en la formacion permanente del

profesorado y se dejan abiertas algunas tareas futuras de investigacion.

6.1. Conclusiones metodol dgicas

Para la reconstruccion de las conclusiones de este estudio, partiremos de los objetivos

metodol 6gicos que planteamos en el capitulo 1, los cuales fueron:

e Aportar nuevos elementos metodol 6gicos a la investigacion cualitativa para e
tratamiento de lainformacion en el andlisis de estudios de casos, centrados en la
integracion de la componente del contenido y de la componente didéctica del
contenido del conocimiento profesional de profesores de matemética en
gjercicio.

e Proponer un modelo de investigacién adaptado del ciclo metodolégico que
plantea la Teoria APOE que permita € estudio de las componentes del
conocimiento profesional del profesor, centrado en un concepto matematico
concreto que considere la naturaleza situada de éste, como base para €l disefio
de programas de formacién permanente e inicial del profesorado.
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e Disefiar un instrumento para el andlisis de las tareas matematicas que proponen
los profesores para la ensefianza y evaluacion de los conceptos matematicos,
que son fundamentales para caracterizar la actividad matemética que fomentan
en el aula

Inicialmente haremos una reflexion de los instrumentos que disefiamos e
implementamos en esta investigacion, porgue consideramos que aportan elementos
significativos a la metodol ogia de investigacion cualitativa. Seguidamente, resaltaremos
los aspectos més importantes de la metodologia de andlisis que adaptamos a las
caracteristicas de este estudio y presentaremos, como aporte més relevante, €l
instrumento que disefiamos para € andlisis de tareas mateméticas, teniendo como base
las categorias tedricas y analiticas que nos ofrecen la adaptacion que hicimos de la
Teoria APOE y de los Organizadores del curriculo para el estudio del conocimiento

profesional del profesor.

6.1.1. Con respecto a losinstrumentos de recogida de infor macion

Consideramos que la €eleccion y e disefio de los instrumentos de recogida de la
informacién que utilizamos en esta investigacion han sido acertados porque permitieron
acercarnos a las formas de conocer el concepto de derivada como objeto matematico y
como objeto de ensefianza y aprendizaje que tienen los profesores que participaron en
este estudio. A continuacion presentamos algunas de las conclusiones que sacamos de la
implementacion de los mismos para € andisis del conocimiento profesional del

profesor:

» La eeccion de los instrumentos de recogida de datos nos permitieron obtener
informacion, tanto por separado como integradamente, de las componentes del

conocimiento profesional del profesor consideradas en este estudio.

» El uso de una variedad de instrumentos nos permitié la triangulacion de
informacién, que nos ayudo a establecer lavalidez de los datos obtenidos.

» El modelo de unidad didactica que le proporcionamos a los profesores nos

permitié obtener informacion rigurosa sobre la transposicién didactica que hacen
del concepto de derivada en este nivel de escolaridad. En efecto, las tareas
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propuestas en las evauaciones y en la unidad didactica nos permitieron
aproximarnos a una caracterizacion de los rasgos més significativos de la actividad
matematica que los profesores generan en € aula, aclarando que nos centramos en
la fase preactiva. Sin embargo, aungque no hacemos una observacion directa de lo
que ocurre en el aula, la potencia de este instrumento nos permitio inferir algunos

aspectos relevantes de |a préctica profesional del profesor.

Las entrevistas sobre la justificacion de la elaboracion de la unidad didactica,
de la programacion y de la evaluacion, nos permitieron: (1) describir €l carécter
situado del conocimiento profesional del profesor, puesto que los documentos por
si solos darian un caracter estético de la agenda de ensefianza y no nos permitirian
hacer inferencias sobre la practica; y (2), inferir sobre la coherencia entre €l
discurso del profesor, lo que dice que hace, y los rasgos de la préctica
caracterizados a partir de los aspectos considerados.

El disefio del cuestionario indirecto y la entrevista sobre la justificacion del
proceso de resolucion de los problemas planteados facilitaron un acercamiento a
lo que los profesores saben sobre el concepto de derivada como objeto mateméti co.
Un aspecto importante a resaltar es que este instrumento nos permitid, por un lado,
indagar indirectamente las formas de conocer del profesor creando un ambiente de
intercambio y reflexion entre profesores e investigadora; y por otro lado, generd
procesos metacognitivos en los profesores sobre los elementos del objeto de
derivada presentes en la evaluacion (cuestionario indirecto) y los aspectos de este
concepto que ellos evallan. En efecto, los profesores lo valoraron como positivo
porque les permitié cuestionar su conocimiento y generar nuevo conocimiento, a
partir de lareflexién sobre su préctica acerca del concepto de derivada como objeto

matematico y como objeto de ensefianzay aprendizaje.

Laentrevista con vifietas permitio dar validez a los datos obtenidos por medio del
cuestionario indirecto, por las siguientes razones. (1) la estrategia que utilizamos
para formular estos problemas, alternando entre la justificacion que daban al
proceso de resolucion de los problemas del cuestionario, cred un ambiente relgjado
de intercambio entre los profesores y la investigadora; y (2), propusimos problemas
con caracteristicas similares a las del cuestionario indirecto que nos permitieran
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validar y analizar la coherencia entre los procesos de resolucién que utilizaban al
abordar los problemas presentados en vifietas y los procesos que aplicaban en la

resolucion de los problemas del cuestionario.

6.1.2. Con respecto a la metodologia de andlisis

Consideramos gue las decisiones que se toman para abordar el proceso de andlisis de los
datos son fundamentales para llevar a buen término la investigacion. El disefio
metodol6gico que utilizamos en esta investigacion, el estudio de casos, nos llevd a
manejar gran cantidad de informacién cualitativa que nos permitio abordar el estudio
del conocimiento y la practica del profesor. Por esta razéon tuvimos que disefiar
diferentes niveles de anadlisis que nos permitieran mangjar la complejidad cognitiva e
ingtitucional del estudio del conocimiento profesional del profesor. A continuacion
presentamos algunas de las conclusiones del proceso de andlisis disefiado e

implementado para este fin:

= Ladefinicion de los tres niveles de andlisis. macro, micro y Su integracion, nos
permitié abordar un estudio riguroso de las componentes del conocimiento
profesional del profesor atendiendo a su naturaleza situada; es decir, se tuvo en
cuenta tanto los elementos cognitivos del conocimiento profesional como los

elementos institucional es del mismo.

» El disefio delas cuatro fases de analisis nos permitié manejar una gran cantidad de
informacion sobre las componentes del conocimiento del profesor, a partir de la

triangulacion de los mismos, que dio validez a los resultados obtenidos.

» Con relacion a analisis macro, la construccion de la descomposicion genética y la
definicion de los niveles de comprension del esquema de la derivada en las
dimensiones algebraicas y gréficas, constituyen un aporte tedrico y metodol 6gico
de gran riqueza para €l estudio del concepto de derivada como objeto matemético y
como objeto de enseflanza y aprendizaje. Lo original de este aporte, es la

adaptacion que hacemos de la Teoria APOE a estudio del conocimiento
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profesional del profesor, abriendo una nueva perspectiva tedrica y metodoldgica

para estalinea de investigacion.

Con relacién a analisis micro, los resultados del andlisis del nivel de comprension

del esqguema de la derivada gque tienen los profesores, nos permiten concluir que:

a) Los resultados gque hemos encontrado a partir del estudio de los cinco casos nos
confirman € carécter provisiona de las categorias tedricas que propusimos a
definir los niveles de la doble triada algebraica-gréfica del esquema de la

derivada. Ahora, con los datos empiricos analizados, podemos concluir que:

1. En € conjunto de profesores elegidos, slo hemos encontrado algunos de los

niveles definidos.

2. La riqueza de los resultados nos lleva a validar algunas de las categorias
tedricas de los niveles de la doble triada, tales como, intra-intra (profesores A
y E), inter-intra (profesor C), trans-inter (profesor D), y trans-trans (profesor
B).

3. Haquedado cuestionada |la viabilidad de otras categorias; entre éstas tenemos
e nivel intra agebraico-trans gréfico (intra-trans) y los niveles trans
algebraico-intra gréfico (trans-intra) e inter agebraico-trans gréfico (inter-

trans).

En efecto, llegados a la conclusion de que € nivel de comprension intra algebraico-
trans gréfico es imposible que se dé en la realidad. Es decir, no es cognitivamente
viable, puesto que la interpretacion gréfica de los macro objetos f '(a) y f '(X)
reguiere de una complegjidad en el manejo del aparato formal de estos objetos que no
se tiene construida en € nivel intra agebraico. Mientras que consideramos que €l
nivel trans algebraico-intra gréfico es cognitivamente mas factible de encontrar,
porgue esta influenciado por la ensefianza tradicional de los conceptos matematicos,
en donde prima la algebrizacion de los conceptos matematicos en detrimento de la

interpretacion gréfica de los mismos. En lo que respecta a los niveles inter
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algebraico-inter grafico (inter-inter) € inter algebraico-trans grafico (inter-trans),

podrian ser encontrados, pero en nuestra investigacion no surgieron.

b) Las categorias tedricas y anditicas adaptadas de la Teoria APOE nos
permitieron hacer un andisis de las tareas matematicas que proponen los
profesores, centrandonos en |os procesos cognitivos que se activan a hacer las
traducciones y relaciones entre representaciones de |os macro objetos f (x), f ’(a)
y f ’(x). La definicion de los procesos que se activan a hacer las traducciones y
relaciones entre estos macro objetos siguiendo € instrumento que propone Font
(2000), es otro aporte significativo de este trabajo con relacion a la adaptacion
de la Teoria APOE a estudio de la préactica del profesor (ver tablas 6 a 10 del
capitulo 3). Sin embargo, consideramos que la dificultad que tiene tanto: (1) la
definicién de los procesos cognitivos como las perspectivas accion, proceso y
objeto; y (2), € hecho de que e andisis no se haya hecho en grupo de
investigacion, tal y como sugiere el grupo RUMEC, nos lleva a postular el
carécter provisional y subjetivo de los resultados encontrados; aln cuando
hayamos recurrido a la valoracién de expertos para dar validez a los andlisis
realizados.

El disefio de las tablas de resumen y de las lineas de coherencia nos ayudaron a
la definicion y andlisis de las categorias que precisamos para la comprension de los
macro objetos f ’(a) y f ’(x). Consideramos que estos instrumentos constituyen un
aporte relevante de esta investigacion para el analisis del conocimiento disciplinar
de los profesores de matemética centrados en los procesos de resolucion de

problemas relacionados con un concepto matemético concreto.

a) Lastablas resumenes sSon un instrumento que nos permitid, por un lado, resumir
la cantidad de informacion que teniamos de las respuestas a cuestionario, a las
entrevistas sobre la justificacion del proceso de resolucion de los mismosy alas
entrevistas sobre |0s problemas presentados en vifietas; y por otro lado, presentar
la informacién de una manera resumida y muy comprensiva, perfilando
categorias analiticas que ayudaron a la construcciéon posterior de las redes

sistémicas.
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b) Las lineas de coherencia son un instrumento con un gran potencial visual que
nos ayudd a detectar la coherencia entre los procesos de resolucion grafico o
algebraico que utilizaban los profesores a resolver problemas que involucran los

macro objetosf (x), f () y f ' (X), enunciados en diferentes contextos.

Otro aporte metodoldgico es e uso de las redes sistémicas para € estudio del
conocimiento profesional del profesor. Estas redes nos permitieron la organizacion
delainformacién y la definicidn de las categorias que utilizamos para el andlisis de
la comprensién que los profesores tienen de los macro objetosf (x), f'(@ y f ' (X).

El instrumento que disefiamos para el andlisis de las tareas matematicas que
proponen los profesores en las evaluaciones y en las unidades didéacticas (ver tabla
4 capitulo 3), nos permitié hacer un andlisis riguroso de la actividad matemética
relacionada con el concepto de derivada que se promueve en lainstitucion nivel de
bachillerato del sistema educativo colombiano. Consideramos que este es un aporte
relevante dentro de este estudio, porque permite hacer una descripcion detallada de
una parte importante de la préctica profesiona del profesor. Igualmente,
consideramos que es un instrumento que permite centrarse en la tarea matemética
abordandolo desde diferentes aproximaciones tedricas. En efecto, encontramos
estudios que se estan realizando en la actualidad que han utilizado este instrumento
para €l andlisis de las tareas propuestas en los libros de texto de matemética de
bachillerato del sistema educativo espafiol, adaptando las categorias a marco de las
Funciones Semiéticas (Ingladay Font, 2002a).

Otro aspecto positivo, que aporta a tratamiento de la cantidad de informacion que
involucran los estudios sobre el profesor, fue la decision metodoldgica de analizar
primero las tareas que los profesores proponen en las evaluaciones v,
posteriormente, las que proponen en la unidad didactica, puesto que nos facilito la
definicion de la primeratipologia de tareas, 13 tipos en total, con la que abordamos
después e andlisis de las 416 tareas que proponen en la unidad didactica,
permitiendo centrarnos solo en las tareas que aportaban e ementos nuevos y que

definian nuevas tipologias, hasta llegar a 32 tipos de tareas en total.
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6.2. Conclusiones didacticas

El proceso de la investigacion que hemos seguido de entrevistar a unos profesores, con
unos cuestionarios mas 0 menos detallados, para intentar estudiar sus esquemas con
relacion a concepto de derivada, nos ha permitido llegar ala conclusion de que hay una
descoordinacién entre los macro objetos f '(a) y f ' (x). En algunos casos los integran, en
otros, dependiendo del contexto de la situacion problema, se da o no esta integracion y
en otros no estan integrados e incluso se presentan inconsistencias en la comprensién de
los mismos. La triangulacién del andisis de los niveles de comprension con la
informacion que da el andlisis de la unidad didacticay de las evaluaciones nos permite
observar que este problema se reproduce en la ensefianza secundariay se transmite alos

alumnos.

Hemos descubierto un fendmeno didéctico, un problema que se presenta con
regularidad y generalidad en el andlisis de la derivada como objeto matematico y como
objeto de ensefianza aprendizaje en € sistema educativo colombiano. Este fendmeno se
produce en la ensefianza del concepto de derivada en Colombia, y se puede definir
como la confusion o la no diferenciacién entre los macro objetosf '(a) y f ' (X). Esto se
constata con mayor o menor grado, en todos los libros de textos de matematica de 11°
que usan los profesores que participaron en este estudio como complemento del disefio

de launidad didactica

Por tanto, a continuacion describiremos las evidencias de este fendmeno v,
posteriormente, en la proxima seccion de implicaciones didéacticas, proponemos algunas

alternativas de solucion al mismo.

Evidencias del fendmeno

Para analizar las causas del fendmeno encontrado, nos basamos en la triangulacion de
los resultados que nos proporcionan 10os tres tipos de andlisis que hemos realizado: €l

andlisis macro de las restricciones institucionales, €l andlisis micro del conocimiento

profesional del profesor y laintegracion de los dos andlisis.
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1. El andlisis macro nos muestra la siguiente radiografia del objeto de la derivada
como objeto de ensefianza y aprendizaje, en las tres instituciones en las que se

encuentrainmerso el profesor y que consideramos en este estudio:

a. El plan de estudio de la formacién del profesorado de mateméticay fisica se
encuentra estructurado en dos ciclos. El primer ciclo de formacion contempla
primero € desarrollo de la asignatura de fisica mecénica (1) en e primer
semestre de la carreray, posteriormente, el desarrollo de la asignatura de calculo
diferencial (I) en el segundo semestre. Por tanto, dado que en el primer semestre
se introduce el concepto de velocidad instantanea con la notacién que
histéricamente se trabagja en la fisica, que es la de los incrementos, en la
asignatura de segundo semestre, que es la del calculo diferencial, muchas veces
desarrollado por el mismo profesor, se repite este formalismo simbdlico.

b. El disefio curricular de la Ensefianza Secundaria Colombiana contempla la
ensefianza en el grado 10° de la fisica mecanica y, posteriormente, en el grado
11° la ensefianza del calculo diferencial, lo cual implica € estudio de la
velocidad instantanea y de las razones de cambio previo a laintroduccion de los
conceptos del calculo diferencial. Concluimos que este caso es més grave que €l
anterior, porque si los estudiantes no tienen e nivel de la asignatura de
matematica, €l profesor, simplemente, puede posponer la notacién de los
incrementos, o incluso utilizar un itinerario diferente (derivada antes de limite,
etc.). Pero si e profesor de fisica de grado 10° ya introduce e concepto de
velocidad usando la notacién incremental, aunque lo posponga en la matemética
de 11° sigue creando problemas e incoherencias en los estudiantes para
comprender el mismo concepto en contextos diferentes. Es decir, nos
encontramos con formas diferentes de definir un mismo concepto, y esta
particion genera el fenébmeno de compartimentacion (Vinner, 1991), que actia
como obstaculo en la comprension fenomenologica de los conceptos
mateméticos. En este caso, no bastaria sdlo con solucionar € problema de la
matematica, porque si desde la asignatura de fisica introducen el objeto
velocidad instantanea con la notacion incremental, posteriormente, € mismo
profesor termina reduciendo la definicion de los macro objetosf (@ y ' (x) a
uso exclusivo de la notacion incremental . Es decir, |os conceptos mateméticos se
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reducen a la manipulacion de reglas, formulas y técnicas propias de la

matematica, en detrimento de comprension de |os mismos.

c. En nuestro contexto, los libros de texto son un sustituto de los programas
curriculares; por tanto, los profesores delegan en las editorides la
responsabilidad de adaptar a la ensefianza de la secundaria'y el bachillerato las
reformas curriculares que propone e MEN. Es decir que se les otorga un gran
peso a las editoriales dentro del proceso de transposicion de los conceptos

mateméti cos.

d. La notacién que se usa en los libros de texto para definir los macro objetos
f’(@yf’'(x). Para hacer referencia a este problema como causa del fendbmeno
encontrado, nos basamos en los resultados que nos proporcionan los estudios
que hay en didactica de la matematica sobre las dificultades que tienen los

alumnos en:

1. La comprension y manegjo de los simbolos dx, dy, dy/dx, ox, oy, Ax, Ay...
(Orton, 1980; Tall, 1985; Font, 2000; Azcérate, 1990; Azcérate et al., 1996,
Dubynsky et al, 1995, entre otros).

2. En el aprendizaje de los conceptos del célculo

3. Los estudios sobre el uso de representaciones en las definiciones sobre los
objetos f '(a) y f '(x) en los libros de texto del Estado Espariol (Inglada y
Font, 2002; 2003).

Hemos detectado que, en la mayoria de los libros de texto del sistema colombiano
optan por introducir el cociente incremental A4y/4x para definir 1os macro objetos
f’@ y f’'(x), generamente acompafada de una representacion gréfica; esto nos
permite inferir que intuyen, consciente 0 inconscientemente, que hay una

complgjidad semidticaimportante.

En los libros de texto analizados, encontramos dos itinerarios para €l tratamiento del

concepto de derivada:
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1. Quienes introducen primero el macro objeto f ’(a) y, posteriormente, e macro
objeto f ’'(a). En este caso, la complegjidad semidtica involucrada al definir el
macro objeto f '(a) usando la notacién incremental, implica de alguna manera
avanzar la funcion derivada (profesores A y B). Es decir, optar por esta notacion
implica, de facto o de manera indirecta sin darse cuenta, estar avanzando la
funcion derivada de forma que el alumno no puede entender la derivada en un
punto definida de esta manera; dificilmente puede llegar a comprender el cociente

incremental como la funcién derivada.

2. Quienes optan por definir primero el macro objeto f '(x) y, posteriormente, €l
macro objeto f ' (). En este caso, no se elimina la complegjidad semidtica, ni las
dificultades para que los estudiantes puedan construir las relaciones y diferencias
entre estos macro objetos, puesto que la derivada en un punto, en su mayoria, no
llega a definirse, y en el mejor de los casos aparece reducida a un simple cambio

Sl d)—f() _dy

, _ P
de variable x =a en la expresion L e x,yenel peor de los casos,

gue es lo méas usual, se utiliza indistintamente la expresion anterior, tanto para
referirse al macro objeto f ’(a) como al macro objeto f ’(x). Es decir que, a definir
o bien la pendiente de la recta tangente en un punto o bien la velocidad
instantanea, se hace incorrectamente porque se les da un tratamiento funcional y
no como €l valor de un nimero. Por tanto, este itinerario tampoco ayuda a los
estudiantes a construir las relaciones y comprension de estos macro objetos
(profesoresC, D y E).

e. El conocimiento matematico puede convertirse en una restriccion institucional
para € profesor, cuando se tienen dificultades en la comprensién de los
conceptos mateméticos y cuando se desconocen elementos epistemol dgicos e
histéricos de estos conceptos que ayuden a la comprension e interpretacion de
los mismos. En efecto, en primer lugar, el andlisis del programa de formacién de

los profesorados reflgjala ausencia de asignaturas, entre otras:
» Historia de la matematica
» Epistemologia de la matemética

= Historiadelasciencias
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= Epistemologiade las ciencias
» Didacticade lamatemética: calculo, geometria, aritmética, etc.
» Didécticadelafisica

» Nuevastecnologias

En segundo lugar, la entrevista a los profesores sobre su formacion inicial y permanente
nos sefidla, nuevamente, en muchos de los profesores la ausencia en sus procesos de
formacion de los e ementos anteriormente sefialados, y en algun caso, la necesidad de

autoformacion parair superando estas dificultades.

2. El andlisis micro del conocimiento profesional del profesor nos aporta informacién
valiosa sobre las maneras de conocer que tienen los profesores de |a derivada como
objeto matemético y como objeto de ensefianza y aprendizaje. Podemos concluir

entonces que:

a. Anadlisis del conocimiento del contenido: e estudio de los niveles de
comprension del esqguema de la derivada que tienen los profesores nos muestra
que hay una pluralidad en los niveles de comprension que tienen los profesores
gue participaron en este estudio sobre el concepto de derivada. Asi, encontramos
dos profesores (A y E) que tienen un nivel intra algebraico-intra grafico (intra-
intra), caracterizado por tener una perspectiva proceso de los macro objetos
f(x),f’ (@ yf’ (x), que no son coordinados en la resolucién de problemas
rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos. Un solo profesor
(C) estéd en € nivel de comprension inter algebraico-intra gréfico (inter-intra),
caracterizado por tener una perspectiva proceso de los macro objetos f '(a) y
f '(X) que, dependiendo del contexto de la situacion, son coordinados en la
resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios. En el nivel de comprension
trans algebraico-inter grafico tenemos al profesor D (trans-inter), caracterizado
por tener una perspectiva objeto de los macro objetos f’'(a) y f ’(x), que son
coordinados en la resolucién de problemas rutinarios y no rutinarios, pero
dependiendo del contexto en que son enunciados. Finalmente, el profesor B tiene
un nivel de comprension del esquema de la derivada trans algebraico-trans

grafico (trans-trans), caracterizado por tener una perspectiva objeto de los macro
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objetos f (@) y f '(x), que son coordinados en la resolucion de problemas

rutinarios y no rutinarios enunciados en diferentes contextos.

Por tanto, encontramos que la mayoria de los profesores tienen dificultad en la
comprensién grafica de los macro objetos f (x), f '(@) y f ’(X), e incluso algunos
reproducen inconsistencias con relacion a estos macro objetos que han sido
resefiadas por investigaciones centradas en e aprendizaje de los mismos, tales

como:

1. Laconfusién delos macro objetosf’(a) y f ' (x).

2. Lareduccion de la expresion simbdlica del macro objeto f ' (x) ala ecuacién de
la recta tangente y la gréfica del macro objeto f '(x) a la gréfica de la recta

tangente.

3. Lano justificacion del uso de las técnicas de derivacion directas e indirectas

(definicion en término del limitey las reglas de derivacion).

. Analisis del conocimiento didéactico del contenido: nos muestra que la estructura
y organizacion del concepto de derivada obedece a dos itinerarios de ensefianza. A
continuaciéon describiremos brevemente algunos aspectos mas significativos del
andlisis realizado:

» Laestructura'y organizacion del concepto de derivada obedece a dos itinerarios
de ensefianza. Tres de los profesores (C, D y E) introducen primero el macro
objeto f ’(x) y posteriormente el macro objeto f ’(a); y dos de los profesores (A 'y
B) introducen primero el macro objeto f '(a) y después el macro objeto f ’(x).
Sin embargo, independientemente del tratamiento anterior, encontramos que en
las definiciones, en las técnicas y en los conceptos que justifican la introduccion
de estos macro objetos, hay en general una confusion de éstos, reduciendo €l
paso de uno a otro a la simple sustitucion de variables x =a en la expresion
simbdlica encontrada. Esto se debe a que estos macro objetos se definen
utilizando sblo la notacién incremental, 1o cual no favorece el proceso de sintesis

de los mismos.
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» Andizando qué técnicas tiene que saber e aumno para calcular f '(x) como
resultado del estudio de la unidad didactica que proponen los profesores,
encontramos que aparecen dos técnicas de derivacion: la técnica directa por
definicién en términos de limite y laindirecta por las reglas de derivacion. Solo en
el caso del profesor B encontramos tareas, tanto en la evaluacion como en la
unidad didactica, que requieran de técnicas directas de aproximacion grafica y
numeérica; y en el caso del profesor A, encontramos un tipo de tareas que requiere

de algunatécnica de derivacion gréfica.

» Después rastreamos qué técnicas han definido para calcular f ' (a) paraluego poder
judtificar las técnicas de calculo de f '(x), y encontramos que, en general, no
existen técnicas para calcular f ' (a), porque en las definiciones que presentan los
profesores en la unidad didactica estan mezclados los macro objetos f '(a) y
f’(x). Esdecir que no se disefian actividadesy tareas que permitan la construccion
de las técnicas de calculo del macro objeto f ’(a), sino que aparecen reducidas al
resultado de sustituir €l valor de x =a en las técnicas (I y 1) que se utilizan para
cacular e macro objeto f ’(x); y ello independientemente de que se haya
introducido primero el macro objeto f '(a) y después el macro objeto f ’(x), o
viceversa. Y s0lo de forma periférica, en las tareas que propone el profesor B se

fomenta el uso de técnicas gréficas parael clculo del marco objeto f ’ (a).

» En lamayoria de los casos encontramos que el uso de la notacion incremental no
obedece a la necesidad de justificar mas adelante la regla de la cadena como:

% = j—y : % . Es decir que la notacion de incrementos coordinada con la notacion
X u X

diferencial Lim & - permita con comodidad introducir y justificar la regla de
Ax—>0Ax  dx

la cadena (Inglada y Font, 2002; 2003), porque la mayoria de los profesores no
desarrollan esta temética, y quienes la desarrollan 1o hacen utilizando |a notacion
de diferencial de Cauchy. Sdélo en un caso (profesor D) se justifica € uso de la
notacion incremental para demostrar la regla de la cadena, pero no tenemos
evidencia empirica de la conciencia por parte del profesor de las dificultades

semidticas que implica el uso de la misma. Por tanto, consideramos que el uso de
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la notacion incremental en el nivel de secundaria del contexto colombiano, puede

estar influenciado por |os siguientes factores:

1. La tradicién histérica de utilizar los incrementos por influencia de la fisica,
més en nuestro contexto, donde la formacion del profesorado es bidisciplinar
en matematica y fisica; ademas ellos simultaneamente son profesores de las

dos asignaturas.

2. Laimportancia que se le otorga al libro de texto como referente principal para

la transposicion acritica de |os conceptos que se ensefian.

3. En & caso de estos profesores (C, D y E), anadimos la influencia de las
concepciones sobre la matematica en la forma como abordan la ensefianzay el
desarrollo de los conceptos mateméticos (Moreno, 2000), en este caso

concreto, sobre la ensefianza de |os macro objetosf ’(a) y f * ().

c. Integracion delas dos componentes del conocimiento: las dificultades que tienen
los profesores en la comprension de los macro objetos f *(a) y f ' (x) se convierten
en un obstaculo para poder hacer una buena transposicion de estos macro objetosy,
posteriormente, para la ensefianza de los mismos, y les lleva, en muchos casos, a

reproducir las confusionesy |os errores de cara a sus alumnos.

6.3. Implicaciones didacticas de esta investigacion

Con base en los resultados de los andlisis macro, micro y la integracién de los dos, nos
interesa proponer algunos lineamientos para la formacién permanente del profesorado
que apunten a la solucién del fendmeno detectado, que es la falta de diferenciacion de
los macro objetos f '(a) y f '(x) y la falta del tratamiento adecuado de las relaciones y

diferencias entre estos. Consideramos que podria solucionarse en dos direcciones:
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1. Solucionesradicales

Implican el proponer reestructuraciones en los programas de formacion del profesorado
y en la organizacion curricular de la matemética y fisica del nivel de secundaria y
bachillerato del sistema educativo colombiano. Sin embargo, consideramos que los
resultados de esta investigacion no son suficientes para tal proposito, porque esto
requiere de un estudio més profundo sobre: (1) la formacion inicial y permanente del
profesorado de matematica en Colombia; (2) los programas curriculares oficiales de
matemética y de fisica de secundaria y bachillerato; y (3), los libros de texto mas

utilizados para la ensefianza de estas dos asignaturas.

2. Soluciones alter nativas

Implican dar sugerencias sobre la formacion permanente del profesorado, y degjar la
solucion en manos tanto de los profesores, como de los formadores de profesores. A
continuacién, desarrollamos algunos elementos de una propuesta de formacién que
contemple la problematica hasta ahora descrita. Sin embargo, creemos conveniente
aclarar que son sblo lineamientos porque no hemos implementado ningun curso de

formacion que integre |os elementos que seguidamente esbozaremos.

Dada la complejidad semidtica que tiene la definicién de los macro objetos f '(a) y
f '(x), la notacién que se utiliza para definirlos puede reducirla o aumentarla
notoriamente. Los resultados de este estudio desvelan que de alguna manera algunos de
los profesores son conscientes de la problemética semidtica que envuelve estos macro
objetos, e incluso la llegan a verbalizar; y otros en cambio no son tan conscientes de
ella. Por tanto, podemos concluir que e fendbmeno minimamente lo tienen detectado,
aunque no hagan nada o eviten tratarlo y se cifian a reproducir las inconsistencias que
presentan |os libros de texto que usan o consultan a la hora de definir los macro objetos
f’'(@ y f ’'(x), quizés limitados por las dificultades que tienen en € dominio de estos

conceptos.
Después de detectar €l problema, consideramos que es indispensable el disefio de cursos

de formacion permanente que consideren esta problematica disciplinar. Es decir que

partan de una reflexiéon seria y rigurosa del contenido matematico en cuestion, que
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posibilite una reflexion metadisciplinar de ese contenido matematico que les permita a
los profesores observar directamente esta problematica, tomar conciencia de lamismay
generar cambios en su conocimiento y en su préctica profesional. Es decir, que ya
diagnosticado a posteriori (después de andizar las componentes del conocimiento
profesional del profesor) e fendmeno en la ensefianza de la derivada en € nivel de
bachillerato del sistema colombiano, estamos considerando que los cursos de formacion
basados en € disefio de unidades didacticas teniendo como base la teoria APOE, y, mas
concretamente, la construccion de la descomposicion genética del concepto matemético,
le proporcionan elementos a profesor para mejorar su practica, haciendo un andisis a

priori del problemay detectando posibles dificultades en sus material es de ensefianza.

Como los resultados del los niveles de comprensién demuestran que la mayoria de los
profesores que participaron en este estudio tienen dificultades en e dominio del
conocimiento disciplinar, lo que conviene es que la puerta de ingreso alaformacion sea
a través de éste; es decir, refrescar primero el saber disciplinar para poder hacer una
reflexion después sobre el mismo. Consideramos que lo anterior es indispensable, en
nuestro contexto, porque s los profesores no tienen un conocimiento disciplinar
asentado, €l conocimiento metadisciplinar es vacio a quedar ma aplicado al

disciplinar.

Igualmente, cuando se analiza el conocimiento y la practica del profesor centrados en un
concepto matematico especifico, se debe asumir que € objeto matematico que queremos
que €l profesor reconstruya y afine a partir de la reflexion sobre su practica debe
considerar tanto la dimensién institucional como la dimension personal. Es decir que
debe llevar a los profesores a reflexionar sobre como vive el objeto matematico en la
institucion matemética y en la institucion curricular concreta, pero también como ese
objeto matematico se convierte en objeto de ensefianza y aprendizaje a disefiar, poner

en practicay evaluar unidades didacticas en un contexto escolar especifico.

Desde esta perspectiva estamos abordando la complejidad del estudio del conocimiento
del profesor, atendiendo tanto a aspectos cognitivos como a aspectos socioculturales
propios de las instituciones en las cuales él se encuentra inmerso, que de alguna manera
condicionan su actividad profesional (Llinares, 1996; 1998; 2000). La propuesta que
sugerimos parte de la consideracién de que la formacion del profesorado debe centrarse
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en lareflexion sobre laprécticay en la préctica. Por tanto, consideramos que el disefio,
implementacion y evaluacion de unidades didacticas es un medio significativo para
generar conocimiento préactico, nuevo y valido, para los profesores. Los programas de
formacion permanente e inicial del profesorado deben enfrentar a profesor con la
realidad concreta del aulay permitir que su conocimiento situado evolucione a partir de
la reflexion sobre procesos de ensefianza y aprendizaje reales. La propuesta que
presentamos se centra en la necesidad de que los programas de formacion propicien la
integracion de dos niveles de andlisis, necesarios en la elaboracién de unidades

didacticas (ver figural).

1. Andlisisfino

Este andlisis consiste en un estudio detallado del concepto matematico a ensefiar, que
persigue una reflexion epistemoldgica y didactica del mismo. Es aqui donde
encontramos que el concepto de descomposicion genética, propuesto por Dubinsky y
sus colaboradores, toma un papel relevante dentro de un programa de formacion. La
elaboracion de la descomposiciéon genética de un concepto matematico introduce a
profesor en una reflexion epistemolégica del concepto que le permite cuestionar la
comprensién que tiene de é. A su vez, le lleva a usar dicho conocimiento en la
estructuracion de la ensefianza de los conceptos matematicos, orientandola hacia los
procesos de construccién del conocimiento que espera que sus estudiantes desarrollen.
Es decir que al elaborar la descomposicion genética de un concepto matematico, se
conjugan dos niveles de reflexion. Un nivel de reflexion de primer orden, donde el saber
de referencia es la matemaéticay el objetivo es la reconstruccion del objeto matematico
en cuestion, atendiendo ala complejidad de los aspectos sintacticos y semanticos que o
congtituyen. Y un nivel de reflexion de segundo orden, donde el saber de referencia es
la didéctica de la matemética (integracion con € andlisis grueso), apoyandose en la
epistemologia e historia de la matematica como gjes centrales en la estructuracion y
definicion del concepto matemético como objeto de ensefianza y aprendizaje. Por tanto,
ademés del dominio del concepto en cuestion, se requiere un posicionamiento sobre las
teorias de ensefianza y aprendizaje que le permita a profesor disefiar € itinerario

didéctico que ayude alos estudiantes en la construccion del concepto mateméti co.
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Sin embargo, consideramos que en la elaboracion de una unidad didactica no podriamos
hablar de una sola descomposicion genética que cubra toda la complejidad del concepto
matematico, Sino que se necesitaria la elaboracion de varias descomposi ciones genéticas
gue integren los diferentes aspectos del concepto. La descomposicién genética también
orienta la eleccion de las situaciones problemas y de las actividades que el profesor
disefia para que los estudiantes alcancen la construccién del concepto matematico. De
igual forma, se convierte en una herramienta metacognitiva para el profesor sobre €l
proceso de ensefianza, ya que le proporciona categorias analiticas para mirar los logros
de los estudiantes como resultado del proceso de ensefianza y para cuestionar los

procesos de transposicion.

2. Andalisisgrueso

Un segundo andlisis, que hemos denominado andlisis grueso, debe proporcionar a
profesor elementos tedricos y conceptuales bien construidos y funcionalmente potentes,
que le permitan mejorar su propia formacion y disponer de un marco de referencia
adecuado para abordar la complgjidad del aula. Los organizadores del curriculo
propuestos por Rico (1997) ofrecen a los profesores un buen marco conceptua para la
ensefianza de la matemética, permiten generar espacios de reflexion que muestran la
complgjidad de los procesos de transmision y construccion del conocimiento

matematico, y proporcionan criterios para abordar y manejar esta complgjidad.

Un programa de formacion centrado en e disefio, implementacién y evaluacion de
unidades didéacticas basadas en |os organizadores del curriculo, implica la integracion y
coordinacion de las diferentes componentes del conocimiento profesional del profesor.
Por tanto, se les debe proporcionar a los profesores diversidad de documentos y
suficiente informacion sobre cada una de las componentes de los organizadores del
curriculo. Esto le permitira configurar una base conceptual con la que puedan tomar
decisiones sobre las diferentes formas de abordar la ensefianza de un concepto
matematico en un contexto institucional especifico. Cada organizador proporciona una
base sdliday unos criterios para estructurar todas y cada una de |as unidades didacticas,
y paradelimitar el conocimiento didactico de sus contenidos (Rico, 1997; Gémez, 2000,
2001).
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Consideramos que un programa de formacion permanente del profesorado que tenga en
cuenta los organizadores del curriculo y la descomposicion genética de un concepto
matematico, ayudaria a estructurar el conocimiento practico del profesor atendiendo a
su naturaleza situada (Llinares, 1996; 1998; 2000). Concretamente, le proporcionaria la
base disciplinar adecuada que permita un tratamiento objetivo del conocimiento
matematico y del conocimiento didactico sobre cada uno de los contenidos del

curriculo.

En este sentido, la propuesta liderada por ee RUMEC nos resulta atractiva porgque
plantea un ciclo de investigacion para € desarrollo curricular y para la investigacion
dentro del pensamiento matemético avanzado gque nos permite perfilar un itinerario de
investigacion dentro del pensamiento y conocimiento del profesor apuntando a la
formacion permanente e inicial del profesorado. La propuesta que plantean dentro de la
Teoria APOE contiene tres elementos a resaltar: un andlisis fino del contenido
matematico, la hipétesis constructivista de la construccion del conocimiento, y la
consideracion de la interaccion social del individuo como medio de construccion del
conocimiento. Estos elementos son relevantes dentro del estudio del conocimiento y la
actividad profesional del profesor y las implicaciones que tienen en la formacién del
profesorado de matemética.

El ciclo de investigacion que proponemos comporta dos niveles de investigacion: (1)
centrada en los procesos de formacion del profesorado; es decir que los cursos de
formacién de profesores se conviertan para los formadores de profesores en espacio de
investigacion y reflexion que ayude a mejorar |os programas de formacion permanente e
inicial del profesorado de matemética; y (2), centrada en la reflexion en la practica y
sobre la practica de los profesores de secundaria y bachillerato; es decir que los
profesores que participen en los cursos de formacion permanente entiendan su préctica
como un profesiona reflexivo (Schon, 1983, 1992). Esta tarea de reflexion, por parte
del profesor de matematica de secundaria y bachillerato, estaria orientada desde los
propios cursos de formacion permanente. Es decir que apostamos por cursos de
formacion permanente del profesorado que se estructuren a partir del ciclo de
investigacion que propone APOE, los cuales tienen como eje central la elaboracion e
implementacion por parte de los profesores de unidad didactica de los conceptos

matematicos constituidos a partir de la construccién y reflexion de la descomposicion
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genética de dicho concepto matemético. Por tanto, esta propuesta implica considerar al
constructo descomposicion genética como elemento central de los programas de
formacion. En efecto, consideramos que la elaboracion de la descomposicion genética
de un concepto matematico introduce al profesor en una reflexion epistemol égica del
concepto que le permite: (1) cuestionar y mejorar la comprension que tiene del concepto
matematico en cuestion; (2) usar y organizar dicho conocimiento en la estructuracion de
la ensefianza del mismo (disefio de tareas, etc.); y (3), orientar € aprendizaje de los
alumnos hacia los procesos de construccion y reconstruccion de los conceptos
mateméti cos que espera que sus estudiantes desarrollen (Badillo y Azcarate, 2002).

Teniendo en cuenta todos los aportes anteriormente descritos, proponemos un modelo
de investigacion para e estudio del conocimiento profesional del profesor de
matematica que apunte hacia € desarrollo profesional y la formacion permanente e
inicial del profesorado de matematica basado en el ciclo de investigacion de la Teoria
APOE (ver figura 2). EIl modelo de investigacion que proponemos parte de una
reflexion sobre los programas de formacion inicial en los que fueron formados los
profesores que participan en e estudio, 1o cual nos permite caracterizar el objeto
derivada como objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje en la
Licenciatura en matemética y fisica. Lo anterior nos permite definir el conjunto de
situaciones gque conforman la actividad matemética que se genera en esta institucion,
gue en cierta medida ayuda a hacer emerger en los profesores esquemas o formas de
conocer de los conceptos matematicos como objeto matematico y como objeto de

ensefianzay aprendizaje.

A partir de esta radiografiainstitucional nos disponemos a elicitar las formas de conocer
que tienen los profesores con relacion a un concepto matemético especifico.
Consideramos que para acceder a conocimiento profesional del profesor se han de
analizar el conjunto de practicas contextualizadas que el profesor disefia para la
ensefianza de este concepto; asi como la justificacion que hace de las mismas.
Particularmente, optamos por la integracion de las dos componentes del conocimiento:
la disciplinar y la didactica del contenido. El andlisis de estas dos componentes, que
nosotros hemos hecho a partir de documentos que permitan acceder a ellas, como son
los documentos que los profesores elaboran para la ensefianza de este concepto, se sacan
conclusiones de lo que e profesor sabe, que sugieren algunos lineamientos sobre la



formacion del profesorado que permiten incidir en lamismay que pueden dar luz sobre

la formacion inicial. Visto de esta forma no se diferencia de los aportes que hasta este

momento han dado las investigaciones en didéctica de la matemética centradas en esta

linea de investigacion. Lo interesante de este ciclo es la adaptacion que hacemos de las
categorias tedricas y analiticas que propone la Teoria APOE para el andlisis de las dos

componentes del conocimiento profesional del profesor, y la consideracion ciclica del

proceso de investigacion en la que cada una de las partes se reestructura y se

reconstruye a partir de lareflexiéon de las mismas.
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Figura 2. Modelo de investigacion ciclico sobre el estudio del conocimiento profesional del
profesor y laformacién del profesorado de matematica basado en lateoria APOE.
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L ineas de investigacion futuras

Somos conscientes de que esta investigacion ha sido un primer acercamiento a la
investigacion en didéctica de la matemética que ha contribuido a la investigacion
cualitativa centrada en € estudio del conocimiento y la préctica del profesor de
matematica. Sin embargo, consideramos que a partir de los resultados que aporta esta

memoria quedan abiertas algunas posibles lineas de investigacion:

1. Contrastar los resultados encontrados con la actividad del profesor a través del
aprendizaje de los alumnos. Es decir, saber qué pasa con sus alumnos; s se da en
sus alumnos e fendmeno de compartimentacion en la comprension de los macro
objetos f '(a) y f '(X); S se reproducen en sus alumnos las inconsistencias que
tienen los profesores en la comprensién de estos macros objetos, etc.

2. Contrastar los resultados encontrados con la actividad del profesor centrado en la
interaccion profesor-alumno. Es decir, la gestion del aprendizaje del alumno:
cuando e aumno duda, cuando tienen dificultades con relacion a concepto
matematico, como las gestiona el profesor antes sus propias dificultades e
inconsistencias en la comprension de estos conceptos. Por g emplo, en nuestra
investigacion, el profesor A tiene dificultades en la comprension de los macro
objetos f '(@) y f ’(x), pero si se analiza solamente el discurso o la agenda de
ensefianza sin la justificacion de las tareas que propone y evalUa, se podriallegar a
la conclusion erronea de que sabe y que es un buen profesor. En efecto, seria
interesante verlo en la gestion del aprendizaje de sus alumnos, porgue éste se atreve
a plantear problemas complejos, enunciados en diferentes contextos, que el mismo
no sabe resolver. Igualmente, resulta Ilamativo estudiar la gestion en e aula que
hace el profesor D. Este profesor domina relativamente el saber disciplinar, y en
cambio hace una ensefianza tradicional. Este caso reflgjala problemética de la falta
de formacion didéctica, muy tipica en paises donde laformacion del profesorado en
ciencias es més fuerte y en cambio la formacién didéactica es més deficiente o casi

nula, y por fuerza se deben dar unos rasgos diferentes.
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3. Diseflar programas de formacién permanente del profesorado en Colombia que
recojan los resultados de esta investigacion y que permitan aplicar €l ciclo de
investigacion que propone la Teoria APOE que da luz sobre laformacion inicial del

profesorado.

4. Aplicar este modelo de investigacion en Espafia para ver los resultados que
encontramos y proponer programas de formacion que tengan en cuenta las
caracteristicas concretas de este contexto, puesto que cuando iniciamos este estudio
la investigadora provenia de una redidad a la que pensaba volver y €

planteamiento actual es diferente.
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