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CAPITULO IV

MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO:
—PARTICULARIZADO PARA HORMIGONES-

IV.1.- MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO PARA MATERIALES
FRICCIONALES PARTICULARIZADO PARA HORMIGONES
— INTRODUCCION.

En este capitulo se presenta un modelo constitutivo, objeto fundamental de este

78] Su nombre

trabajo, que puede ser denominado modelo de dafio plastico
se debe a la hipdtesis que considera que el comportamiento no-lineal ineldstico
que sufre un solido cohesivo-friccional, como consecuencia de la formacién y
desarrollo de micro-fisuras debido al deslizamiento entre las particulas de su masa,
es asimilable a un fendmeno elasto-pldstico 16 .

La posibilidad de la aplicacién de la teoria matemdatica de la plasticidad a
un material friccional, parte de suponer que la deformacion no recuperable, o
deformacion por micro-fisuracién B4 | puede ser entendida en forma andloga que
en los materiales plasticos 29 .

La teoria matematica de la plasticidad clasica estd basada en una formulacion
tenso-deformacional isotrépica para cada punto del sélido (Ap-I), lo que significa
que la funcion de fluencia pldstica se ve sometida a un movimiento homotético
fig.(IV.1,a) que es gobernado por la evolucion de la variable de endurecimiento

[29]

plastico k (Ap-I). La interpretacion fisica de este dafno isotrépico , puede

ser entendida a partir del fenémeno de dario adireccional que sufre cada punto del
sélido real 1 .

Asi | en un primer andlisis, el concepto de dano adireccional resulta
contrapuesto al de dano macroscopico (fractura), debido a que este tltimo
constituye un fenomeno direccional fig.(IV.1,b).
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fig.(IV.1,a): Comportamiento isotrépico de un punto del sélido

Del anélisis realizado en el cap. II, sobre el comportamiento del hormigon,
se puede admitir como hipétesis que el dario macroscdpico direccional (fisura),
proviene de un comportamiento microscopico adireccional de los puntos situados
en una cierta zona del solido, que se denominard zona de dano. con base en
esto, una fisura quedara definida por el lugar geométrico de los puntos que han
sufrido un dano adireccional fig.(IV.1,b).

La concentracion del dano en una determinada zona del sélido, se debe a
un fenémeno denominado localizacién 0 concentracién de deformaciones fig.(IV.2)
(Anexo-D) que se desarrolla en una zona del sélido de dimensiones reducidas 1% |
donde una cierta cantidad de puntos se encuentran sometidos a un proceso de

endurecimiento negativo o ablandamiento.

De acuerdo con este razonamiento, el sélido se encuentra constituido
por puntos situados dentro de la zona de dano, que siguen un proceso
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PUNTOS ISOTROP IC AMENTE
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MACRO- D IRECCION
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fig.(IV.1,b): Aspecto macroscépico de los infinitos puntos istrépicamente dafiados

tenso-deformacional con pérdida de tension y crecimiento de la deformacién
(ablandamiento), asi como por puntos que estén fuera de la zona de localizacién
del dano y que experimentan un proceso de descarga manteniendo el nivel de
dano ya alcanzado fig.(1V.2).

El modelo constitutivo que se presenta es capaz de memorizar la macro-
direccionalidad del dano producido durante todo el proceso de carga, admitiendo
condiciones de carga no-radial * o no-proporcional (cap. V).

En virtud de lo antes dicho, se considera que el fendmeno de localizacion del
dano posibilita el uso de la teoria de la plasticidad como base de un “modelo
constitutivo de dano total, para materiales friccionales”, ofreciendo asi una
herramienta que satisface en buen modo los mecanismos de dano descritos para
el hormigén en el cap. II, y que cumple rigurosamente con los principios basicos

de la mecénica de medios continuos ™I

* Nota: Se dice que un proceso de carga es “radial” o “proporcional” cuando se cumple durante
toda la aplicacion de la misma la siguiente relacion —~ ~H; = % = ... = 2% entre las
11 12 33

componentes del tensor de tensiones en el estado actual y el estado inicial, respectivamente
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fig.(1V.2): Estado del dafio en distintos puntos del sélido:
b) Comportamiento de un punto del sélido en la zona no-daiada.

c) Localizacion del daiio en un zona del sdlido.
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IV.2.- CARACTERISTICAS GENERALES DEL MODELO CONSTITUTIVO DE
DANO PLASTICO.

La teoria de la plasticidad proporciona una adecuada estructura fisico-
matematica, que permite formular el comportamiento de los materiales
friccionales sometidos a estados de carga. De la extension de sus principios bésicos
y de la reinterpretacién de sus variables fundamentales, ha surgido este modelo
de dano plastico . Asi , a partir de la variable de endurecimiento plastico &k ,
definida en el Ap-I, se ha formulado una variable de dafio plastico ? , que crece si
y solo si hay deformaciones plasticas no llegando nunca a decrecer. Esta variable
interna esta tratada como una magnitud adimensional, normalizada a la unidad,
que varia entre 0 < k? < 1, tal que para x? = 0 no hay dano plastico,
y para k? = 1 se define el limite de dano total de un punto del sélido. Este
estado ultimo puede ser interpretado desde el punto de vista de la mecéanica de los
medios continuos, como una pérdida total de tension, y desde un punto de vista
fisico, como un desmembramiento de la masa del sélido en el punto de analisis
(discontinuidad fisica).

El criterio de fluencia plastica presentado en la ec.(Ap-1.7), es tratado en este
modelo a través de una expresion matematica que puede ser escrita en la siguiente
forma general:

F=Flo,¢)= (o) — =10 v

donde f(o) es una funcién escalar homogénea de primer grado en las
componentes del tensor de tensiones, que permite definir la cohesion ¢ , o
una tension uniaxial escalada, como una funcion de endurecimiento pldstico.
Los criterios de plasticidad de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager (Ap-I) también
pueden representarse por una expresion similar a la ec.(/v.1), pero no aproximan

adecuadamente el comportamiento real de los hormigones ¥ | ni de los

[43]

geomateriales en general Numerosos criterios de fluencia plastica han

tratado de mejorar esta aproximacion para los materiales cohesivos-friccionales
B33 T B0I[TI0213] - phero solo se ha logrado una mejora formulando funciones
f(a) no-homogéneas en las componentes del tensor de tensiones, caracteristica
que impide definir una funcion de endurecimiento pldstico con una interpretacién

fisica directa. Para el modelo constitutivo que se propone, se han definido
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dos criterios de fluencia: Una simple modificacion del de Mohr-Coulomb
(anexo-C), que permite obtener una relaciéon inicial de resistencia uniaxial
|o2|/]oy| adecuada para el hormigén, a partir de un dngulo de rozamiento interno
¢ apropiado (apart. Ap-I1.3.f); y otro més general (apart. IV.5), definido como
una funcién homogénea de primer grado en las tensiones, que concuerda bastante
bien con el comportamiento experimental del hormigén excepto en el dominio de

altas presiones hidrostaticas.

La cohesién ¢ , es tratada como una magnitud escalada con la resistencia
inicial a compresiéon uniaxial del hormigén of,  (umbral de discontinuidad
tensional), que es el nivel de tensiones para el cual la deformacién volumétrica
€, es maxima. Consecuentemente se define: La cohesion inicial, o cohesién
del material virgen, como ¢ = ® «x 02 para x? = k?° = 0, situacién que
establece la posicion inicial del criterio de fluencia o criterio de discontinuidad
inicial, y la cohesion final, o cohesién del material totalmente danado, como
c =c" =0 para kK’ = kP = 1 situacién que define la posicion final del
criterio de fluencia o discontinuidad. A diferencia de la plasticidad clasica con
endurecimiento isotrépico, la cohesiéon no es una simple funcién de la variable
de endurecimiento plastico c¢(k) (apart. Ap-1.3.c.), sino que es una variable
interna que depende del proceso elasto-plastico, gobernada por una ecuacién de

evolucion.

A pesar de que el dangulo de rozamiento interno ¢ también podria definirse
como una variable interna, a partir de una ley de evolucién que dependa
del proceso elasto-plastico, se plantea simplemente una funcién explicita de
la variable de dano plastico ¢@(x*) . Con esta hipdtesis se ha obtenido una
buena aproximacién al comportamiento real del hormigén.  Este dngulo vale
¢ = ¢ =0 al iniciar el proceso plastico, para ¥ =0,y ¢ = ¢™* al finalizar
el proceso para kK =1 .

El 4ngulo de dilatancia 1 , que al igual que el adngulo de rozamiento
interno podria definirse como una variable interna, también en este caso se
obtiene explicitamente como una funcién de la variable de dano pléstico (k?) ,
dado que con esta hipdtesis también se ha obtenido una buena aproximacion al
comportamiento real del hormigén. Este angulo vale ¢ = ¢° = 0 al iniciar el
proceso plastico, para k? =0,y 1 = ¢™* al finalizar el proceso para k? =1 .
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En definitiva, para un proceso plastico sin degradacién de rigidez, el vector
de variables internas q (Ap-1.3.b), queda expresado por q = (€’;c;kF) 149
donde €” es la deformacién plastica, ¢ la cohesién entre particulas, y k? la
variable de dano plastico; cuyas reglas de evolucién seran definidas seguidamente,

como parte de las ecuaciones fundamentales que gobiernan el modelo. Estas son:
e Un criterio de fluencia plastica como el definido por la ec.(iv.1).

e Una descomposicién de la deformacién en una cuota elastica y otra plastica

ec.(Ap-1.20):

e=D.'oc+e =€ + ¢ (1V.2)

siendo Dy el tensor de rigidez elastico secante.

e Una regla de flujo plastica no asociada, definida como una variable interna
mediante la siguiente ecuacién de evoluciéon ec.(Ap-1.21):

& =)\ He(o,q) =\ lw] =g (1V.3)

donde A es un escalar no-negativo denominado parametro de consistencia
plastica.

e Una ecuacion de evolucion de la variable de daiio plastico, definida mediante
la siguiente hipotesis ec.(Ap-1.37):

kP = )\ Hﬁ(aﬂ Q) = )‘ h:(aa ’{pa C) % = hHT(U, /fp, C) é’ (Iv.4)

donde h,.(o,k",¢) es un tensor de segundo orden, funcién del estado actual
de las variables @, k", c .
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e Y una ecuacién de evolucién de la cohesién, definida mediante la siguiente
hipotesis:

0G (o, c)

¢=X\ Hyo,q) =X\ |h(o,r",¢) k. (0, c) 90

= h.(o,K",c) R’

(IV.5)

donde h.(o,k?,c) es un funcién escalar del estado actual de las variables
o,k C.

IV.3.- VENTAJAS MAS IMPORTANTES DEL MODELO DE DANO PLASTICO
PROPUESTO

Los rasgos generales dados sobre el modelo en los apartados anteriores, permiten
valorar algunas de sus ventajas y anticipar otras. Entre las caracteristicas més
importantes se pueden mencionar las siguientes:

- Formula una ley constitutiva que permite considerar satisfactoriamente
procesos de carga dominados por estados de comportamiento volumétricos
y distorsionales a la vez.

- Trata en forma unificada los procesos multiaxiales a traccion y compresion,
mediante una formulacion inelastica sélidamente fundada en la teoria

matematica de la plasticidad.

- Define como wariables internas, la cohesién y la variable de dano pldastico, y
como variables explicitas el el dngulo de rozamiento interno y el angulo de
dilatancia; pudiendo condicionar la evolucion de éstas, durante el proceso
elasto-plastico, mediante funciones que deben ajustarse a partir de resultados
experimentales uniaxiales.

- Considera que los materiales no solo tienen distintos limites tensionales de
fallo a traccion y a compresion, sino que también distingue para cada uno de
estos procesos, deformaciones ultimas diferentes. Esto se consigue mediante
una generalizacion de la variable de endurecimiento plastico, que en este
modelo se la denomina variable de dano plastico.



—88— Capitulo IV : Modelo constitutivo de dafio plastico

- Permite definir distintos criterios de discontinuidad inicial (ﬂuencia inicial
para los metales) y subsecuentes superficies de carga plastica, controladas por
una funcién de endurecimiento con un sentido fisico directo, estableciendo

asi distintos estados elasto-plasticos consistentes.

- Trata el flujo plastico a través de una regla de normalidad, asociada a una
superficie de potencial plastico, que puede o no coincidir con las de carga
plastica. Esta funcién potencial es la que garantiza el control del fenémeno

de la dilatancia.

- Permite simular el comportamiento multiazxial, a partir de datos que surgen

de ensayos experimentales uniaziales.

- Adopta la wvariable de dano pldstico como medida relativa del dano en un

punto.

- Determina el dano local (dafio en un punto), y su direccién, mediante un post-

procesamiento de resultados, una vez que se converge al estado de equilibrio.
IV.4.- VARIABLES FUNDAMENTALES DEL MODELO DE DANO PLASTICO.

IV.4.a- Definicion de la variable de dano plastico: KP.

Como una primera posibilidad, la teoria de la plasticidad clasica define la variable
interna de endurecimiento pldstico isotrépico (apart. Ap-I1.3.c.), como una
deformacion pldstica efectiva que tiene la siguiente ley de evolucion s = € ec.(Ap-
1.41), o también en forma mas general como un trabajo pldstico especifico que
evoluciona durante el proceso pldstico con la siguiente ley A = w? = 0”& ec.(Ap-
1.39). En el primer caso se asocia el dano plastico a la deformacion pldstica efectiva
€ y se supone que el estado tltimo sobreviene cuando se alcanza el valor 1ltimo

de ésta € . Esto es ec.(Ap-1.41):

=0 =0 =0

EPEEP“:/ /%dt:/ épdt:/ Ve \/ (7€) dt (1V.6)
t t t
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siendo:

2P

€ . Incremento temporal del tensor de deformaciones plasticas.

\/C, . Constante a determinar para cada criterio de potencial plastico Q

Esta definicion de la variable de endurecimiento plastico, supone que el dano
total ocurre siempre para una deformacion plastica efectiva €’ , ya sea que se
desarrollen procesos mecdnicos uniaxiales, de traccién o compresién, o procesos
multiaxiales en general. Esto hace muy limitativo su utilizacién en los materiales
cohesivo-friccionales, que para cada proceso mecanico, tienen una deformacion

ultima distinta [33136]

, por ej.: los hormigones tienen deformaciones tultimas
entre 10 y 15 veces mayores a compresion uniaxial que a tracciéon uniaxial :

10 < [e°¢|/lerr| <15

En el segundo caso, cuando se adopta el trabajo pldstico especifico como variable
de endurecimiento, se asocia el dano de un punto del sélido a la energia especifica
disipada durante el proceso de carga w? , y se supone que se ha alcanzado
el nivel de dano total cuando el punto alcanza a disipar una energia especifica
igual a la energia especifica de dano pldstico g* , (drea encerrada por la curva
tension-deformacién para un proceso de carga uniaxial que ha alcanzado el estado
ultimo).

g’ = wh" = / kP dt :/ o' & dt (v.7)
t t

=0 =0

Al igual que la wariable de endurecimiento anterior, ésta constituye una
magnitud tnica independiente del proceso de carga desarrollado, lo que no cumple
con el comportamiento de los materiales friccionales que disipan distinta energia
especifica segtin sea el proceso mecanico desarrollado. Asi , por ej.: en hormigones
se disipa entre 100 y 150 veces mas energia en un proceso a compresion uniaxial
que a traccién uniaxial.

Debido a estos inconvenientes, ha surgido como una necesidad definir una
nueva la variable de daino plastico, que constituye una “medida relativa” de la
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energia disipada durante el proceso plastico. Por simplicidad y orden en la
presentacion, es conveniente definir esta variable para procesos uniaxiales simples,
y luego generalizarla a procesos multiaxiales.

Definicién de la variable de dano plastico para estados de tension uniaxial.

De un ensayo experimental uniaxial a traccién y otro a compresion, se obtienen
los diagramas tension-deformacion, y a partir de ellos se pueden deducir las curvas
o — €’ fig.(IV.3) que encierran las dreas ¢4 y g¢g¢ (anexo-D), respectivamente.

La energia especifica disipada al final de un proceso elasto-pléastico, cuasi-
estatico, de traccion uniaxial vale:

gy :/ or €. dt (IV.8)
t

siendo

Or . Tension uniaxial de traccion

e’} . Deformacion plastica uniaxial de traccion

y a partir de ésta se define la variable de dafo plastico para un proceso cuasi-
estatico, de traccién uniaxial, como:

1 t
K = / orp € dt (IV.9)
t

-
gr Ji=o

resultando asi una variable relativa con respecto a la energia especifica méxima a
traccion, que tomara valores comprendido entre 0 < xk? < 1 para el inicio y fin
del proceso plastico, respectivamente. Con kP como variable independiente se
puede transformar el diagrama uniaxial de tension-deformacion plastica en otro
que dependa del dano pléstico: o7 — k* (anexo-B). Esto es : op = op(KkF) en
el intervalo [0, 1], tal que en los extremos vale:
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{ or(0) = o7 (IV.10)
o 0 '

Similarmente, la energia especifica disipada al final de un proceso elasto-

plastico, cuasi-estatico, de compresion uniaxial vale:

9o :/ oc €. dt (IV.11)
t

O¢ . Tension uniaxial de compresion

P . . P L L
€c : Deformacion plastica uniaxial de compresion

y a partir de ésta se define la variable de dano plastico para un proceso de

compresion uniaxial, cuasi-estatico, como:

1 t
KP = / oc €. dt (IV.12)
t

— b
dc Ji=o

resultando asi una variable relativa con respecto a la energia especifica méaxima a
compresion, que tomard valores comprendido entre 0 < xk? <1 para el inicio y
fin del proceso plastico, respectivamente. Con k” como variable independiente se
puede transformar el diagrama uniaxial de tension-deformacion plastica en otro
que dependa del dano pléstico: oo — k* (anexo-B). Esto es : oo = oc(KkF) en
el intervalo [0, 1], tal que en los extremos vale:

(IV.13)
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1 kP
fig.(IV.3): Ensayo uniaxial de traccién y compresion:  a)Diagramas tension-deformacion plastica.
b)Diagramas tensién-dafio pldstico.

De las ec.(iv.9) vy ec.(iv.12) resulta una wvariable de endurecimiento pldstico
1sotropico objetiva respecto a los dos procesos uniaxiales desarrollados, debido
a que en cualquiera de los dos casos varia dentro de los mismos limites. De esta
forma, el dano total en un punto se alcanza cuando k? = 1 , pero la energia

disipada a traccién es gr y a compresion g¢ .
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Definicion de la variable de dano plastico para estados de tensién multiaxial.

De modo general, para un proceso de carga genérico, se define la variable de dano

pldstico como ec.(1v.4):

. T .
k? =h, (o,k",c) & (1IV.14)

donde h, (o, k", c) esun tensor de segundo orden que, para los casos particulares
de traccién y compresion uniaxial, da lugar a una variable de dano plastico x? que
cumple con la ec.(1v.9) y ec.(iv.12), respectivamente, y para los restantes casos es
capaz de desarrollar una magnitud de dano consecuente con el proceso de carga.
En su forma més simple resulta igual al tensor de tensiones h, (o, k) = o , y para
materiales isotropos puede ser definido a partir de sus magnitudes principales,

quedando la ec.(1v.14) expresada como:

3

RP = Z (h; €) (1V.15)

i=1

A partir de esta forma general de la variable de dano plastico, se podrian formular
distintas leyes de evolucién con el fin de evaluar correcta y objetivamente la
magnitud del dano en un punto del sélido, para cualquier proceso de carga
cuasi-estatico ™. Con el presente modelo, se propone una generalizacién de
las definiciones uniaxiales ec.(1v.9) ec.(iv.12) , considerando como hipotesis basica,
que la energia total disipada durante un proceso multiaxial puede ser tratada
como la suma de una energia a traccién mas otra a compresion, disipadas por
procesos uniaxiales equivalentes. En otras palabras, esta hipétesis admite que

todo proceso multiaxial es suceptible de ser descompuesto en procesos uniaxiales
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desarrollados en las direcciones principales. Esto es:

3

KP =K+ kL = Z [(hei)r + (hei)c] €
i=1

(IV.16)

siendo:

1 1
" g

(hm‘)T = <_Ui>

(xy=z ;V x>0
(xy=0 ;V <0

. Funcion rampa [79“131].

las magnitudes ¢7" y g¢b" son las energias especificas a traccién ec.(1v.8)
y compresion ec.(iv.11), ajustadas de acuerdo al criterio de fluencia adoptado,
respectivamente. Esto es:

(IV.17)

siendo:
O . Tension uniaxial de traccion correspondiente al

estado multiaxial actuante.

O¢ . Tension uniaxial de compresion correspondiente al

estado multiaxial actuante.
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Sustituyendo en la ec.(v.16) (h.;)r v (h.;)c , POr sus respectivas expresiones,
resulta la variable de dano pléastico segtin una forma uniazial equivalente:

— O¢ €¢ (IV.18)

. i/€;
donde: €&, =—75—— |y €&, = —5——— pueden tratarse como

definiciones particulares de la deformacion uniazial equivalente a traccion y
compresion, respectivamente. En el anexo-A se realiza una evaluacion de esta
variable de dano plastico, para algunos casos particulares.

IV.4.b- Definicién de la ley de evolucién de la cohesién — Relacién: ¢ — KP.

El modelo que se propone supone que la micro-fisuracion y posterior fisuracion,

de los materiales friccionales, se debe a una pérdida de cohesién intergranular

M producida por el deslizamiento entre granos, o particulas, de

[23][44][46][95][97][129)]

instantdnea
la masa del sélido Esta pérdida de cohesién intergranular
se inicia, en los puntos mas solicitados, inmediatamente después de superar el

[34][41][136] ) medida que

umbral de la cohesion limite o cohesion inicial c°
evoluciona el proceso de carga crece la cantidad de particulas descohesionadas
hasta llegar a conformar un volumen de dimensiones considerables que conduce
a la ruptura de todo el sélido (fractura). Debido a este mecanismo de fallo, el
ablandamiento por deformacién es un fenomeno inexistente a nivel intergranular
1 manifestdndose solamente como un efecto macroscépico provocado por el

comportamiento promedio de un conjunto de particulas.

Debido a que el modelo constitutivo de dano plastico realiza un andlisis
numérico en el espacio discreto mediante la técnica de aproximacién funcional de
los elementos finitos, cada punto de andlisis representa infinitos puntos materiales
contenidos en su area de influencia. Por ello, a nivel discreto, si tiene sentido

considerar al fenémeno de ablandamiento por deformacién como una propiedad
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del material * contenido dentro de la zona de influencia del punto discreto [% y
en tal caso es necesario definir una funcion de endurecimiento pldstico que tenga
en cuenta este fendomeno de conjunto, que para este modelo constitutivo no es

mas que la cohesion entre particulas.

La ecuaciéon de evolucion de la cohesion ¢ debe considerar, para cualquier
proceso de carga cuasi-estatico, que ¢ — 0 cuando K? — 1,y c =

0

¢’ cuando K’ = 0 . En general, se puede escribir la ley de evolucion de esta

variable, como ec.(v.5):

¢=h.o,k",c) RP (1V.19)

La cohesion, definida de esta forma, se convierte en una wariable interna
dependiente del proceso pldstico fig.(IV.4), donde h.(o, K", c) es una funcién escalar
del estado actual de las variables o, k”,c . La forma adoptada para la funcién

h.(o,K?,c) , es la siguiente:

r(o) der(kP) 1 —r(o) dec(kP)
h P — .
0,1, = ¢ cr(k?)  drr + co(KP) dkP (1v-20)

donde r(o) esuna funcion de peso que define el tipo de proceso de carga que se
desarrolla a cada instante (traccién o compresion o traccién-compresién), y que
varfa entre 0 <r(g) <1, dependiendo del estado actual de las tensiones en el
punto. Asi se tendrd r(e) =1 si 0; > 0 paratodo i = 1,2,3 (estados de
traccién), y r(e) =0 si 0, <0 paratodo i =1,2,3 (estados de compresién).

Una forma particular de r(o) para procesos de carga no radial * es:

* Nota: Read and Hegemier [''61 consideran que el fenémeno de ablandamiento es una “propiedad

estructural”; (Anexo-D).
* Nota: En particular, para procesos de ‘“carga radial” 7“(0‘) se mantiene constante, no siendo

necesario su actualizacion durante el desarrollo del proceso elasto-plastico.
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(IV.21)

La funcién cq(k?) puede obtenerse en forma explicita y representa la evolucién de
la cohesién durante un ensayo uniaxial de compresion simple fig.(IV.4). Su relacion

con la tension uniaxial de compresién viene dada por la siguiente expresion:

co(KP) = R oo (KP) (1V.22)

siendo:

N : Un coeficiente que depende del criterio de fluencia, y representa el
factor de escala entre la cohesion y la tension uniaxial de compresion. Para
los criterios clasicos de Mohr-Coulomb y drucker-Prager vale:

® para Mohr-Coulomb:

1
de la ec.(Ap-1.90) — R =

® para Drucker-Prager:

1 sing — 3
de la ec.(Ap-1.102), y ec.(Ap-1.106) — < = |——"—
N 6coso |,
1 3sing —3
de la ec.(Ap-1.102), y ec.(Ap-1.108) — — = |——— =
N 6cosg | ..

La funcién c¢p(k?) también estd formulada explicitamente y representa la
evolucion de la cohesion durante un ensayo uniaxial de traccion simple fig.(IV.4). Su

relacién con la tension uniaxial de traccion viene dada por la siguiente expresion:

cr(k?) = [R° o (k)] (1V.23)

Z| =
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donde:

RO — ¢ (k?=0)

or(kP=0) ° Es la relacion entre resistencias uniaxiales iniciales; tal

0
que RT vale para los criterios clasicos de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager:

® para Mohr-Coulomb:

R Ratomn
de la ec.(Ap-1.90) — vy = @

® para Drucker-Prager:

R 3+ 3sing
de la ec.(Ap-1.102), y ec.(Ap-1.106) — — = |————
N 6cosgp |,

RO [3+sinq§}

de la ec.(Ap-1.102), y ec.(Ap-1.108) — — =
6 cos ¢

En el anexo-B se formulan algunas de las funciones de cohesion-variable de dano
plastico que utiliza el modelo.

Algunos investigadores sostienen que las curvas de resistencia a traccion
y compresion simple del hormigén, que resultan de ensayos experimentales

[33][134][136

uniaxiales, tienen formas analogas I, lo que equivale a afirmar que la

relacion de escalas entre ellas es una constante durante todo el proceso de carga
cuasi-estatico, y viene dado por:

P
R(k") = ———=~ =cte. = R° M =R YV O0O<kK<I1 (IV.24)

en tal caso las funciones explicitas de la cohesién a traccién uniaxial (ec.(iv.22)) y
a compresiéon uniaxial (ec.(1v.23)) coinciden. Esto es:

(k) = cp(k?) = co(KP) = %ac(/ﬁp) (IV.25)

Esta definicion tnica de la cohesion, permite formular una funciéon de estado
h.(o,k?,c) , mas simple que la expresada en la ec.(1v.20):
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P
h.(o,Kk" c) = [ de(x”) } , (1V.26)

por lo tanto, para este caso particular, la ley de evolucion de la cohesion
¢ ec.(Iv.19), se reduce a una funcién explicita, no siendo necesario tratarla como
variable interna:

d P integrando 1 RO
¢ =ho,Kk",c) k¥ = [ Z(Z )-‘ I S0c(k’) = —or(k")  av.27)
C(KP)A
CPIC _

Py
08) = S R 00

}
0 KPPIC kP KM g kP

fig.(IV.4): Funcién de cohesion a traccién y compresion uniaxial,y su evolucién para un caso general de
tensiones.

Tanto la ec.(iv.19) como la ec.(iv.27), gobiernan el movimiento isotrépico de la
funcién de fluencia plastica. Durante esta evolucion, la funcion de endurecimiento



—100—- Capitulo IV : Modelo constitutivo de dafio plastico

c definird tres limites de discontinuidad o limites de cambio de comportamiento
mecanico fig.(IV.4):

e Limite de discontinuidad inicial o primer limite de fallo ?¥®l: Delimita una

frontera dentro del espacio de tensiones, a partir de la cual un punto del sélido
abandona su comportamiento elastico, para iniciar un comportamiento elasto-
plastico con endurecimiento. En este modelo, se conoce a esta frontera como
limite convencional de inicio del mecanismo de micro-fisuracion en el punto

[MR7IB4]Bs]A61186] v quedard  definido por:

[ c=c" ] para: K'Y =0 (Iv.28)

e Limite de tensién maxima o segundo limite de fallo (341351, Marca una frontera
dentro del espacio de tensiones, a partir de la cual cesa el crecimiento de las
tensiones en el punto, inicidndose un proceso de ablandamiento inelastico. En
este modelo, se conoce a esta frontera como limite convencional de inicio del

[72][123][133

mecanismo de macro-fisuracion del punto I, v queda definido por:

pic
P

[c=¢c"] para: K' =K (IV.29)

e Limite de tensién iltima o tercer limite de fallo: Define una frontera dentro
del espacio de tensiones, a partir de la cual el estado tensional se mantiene
constante e igual a cero. En este modelo, se conoce a esta frontera como
limite convencional de dano total del punto, y queda definido por:

[c=c"=0] para: K" =r"" =1 (IV.29)

IV.4.c- Definicién de la variable ¢ , dngulo de rozamiento interno — Relacién:

¢ — KP.

A medida que se aumenta la carga sobre un solido cohesivo-friccional, en su
interior ocurre un deslizamiento entre particulas (micro-fisuracién), que conduce
a una pérdida de cohesion intergranular, haciendo que el sélido tienda a
comportarse, cada vez mas, como un simple material friccional no-cohesivo. Asi ,
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la pérdida de cohesion implica una ganancia de rozamiento interno, provocando un

n 18123 debido al incremento de la fuerza

comportamiento mas ductil a compresié
de rozamiento entre particulas, y una disminucion de la resistencia a tracciéon por
la pérdida de las fuerzas cohesivas fig.(IvV.6,b). Esto inducira a un crecimiento de
la relacién entre resistencias uniaxiales R(k?) = o¢(k?)/or(Kk?) a medida que

evolucione el proceso pléstico.

En una primera instancia, se podria formular una variable interna de friccion,
con una ley de evolucién del tipo ¢ = A H,(o,q9) ., que reprodujera el
mecanismo antes mencionado durante todo el desarrollo del proceso de carga
cuasi-estatico. Sin embargo, los estudios realizados por R. Borst y P. Vermeer
231 sobre la propiedad cohesivo-friccional del hormigén *, demuestran que es
suficiente plantear la evolucién del angulo de rozamiento interno ¢ como una
funcién explicita del dano plastico kP que afecte la movilidad de la funcién de
fluencia, provocando el efecto deseado de aumento de ductilidad a compresion
y disminucion de la resistencia a traccion. Por esta razoén, se ha adoptado una

funcién explicita del siguiente tipo 2! fig.(1IV.5):

5 VKPP KL

- max . p L
P sin ¢ VoRP <K
sing = (1V.30)

sin @™ ¥V kP > KF

donde k” es la variable de endurecimiento, denominada variable de dano pldstico
ec.(v.14)), y k" es el limite de dano, a partir del cual la cohesién se anula y el
rozamiento interno se mantiene constante e igual a su valor maximo ¢™** | por
lo tanto este limite coincide con el de dano total: k¥ =k? =1 .

* Nota: Estudios realizados por Borst y Vermeer (23] sobre la propiedad cohesivo-friccional

del hormigon, confirman que la pérdida de cohesion, producida por el incremento del dafio plastico

kP (en la referencia citada se utiliza como medida del dafio la deformacion pldstica efectiva €® ec.(Ap-
1.35)), provoca la movilizacion del angulo de rozamiento interno, desde ¢O =0 para c®, hasta

¢ =¢m* para c* — 0
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sinfbA

sin qua)_(_ ————————— ———

(23]

fig.(IV.5): Funcién cuasi-empirica que define la evolucion del angulo de rozamiento interno en

funcion de la variable de daio plastico.

Utilizando la funcién de rozamiento interno expresada por la ec.(v.30)), y
suponiendo en un primer momento la hipétesis de que la cohesion ¢ = cte. , se
puede observar que se desarrolla un proceso elasto-plastico que pasa de un estado
inicial ¢ = ¢° = 0 donde la presién hidrostatica es despreciable, a otro final
¢ = ¢™* donde es muy importante su influencia fig.(IV.6,b). De esta forma, y
pensando en una superficie de fluencia del tipo de la de Mohr-Coulomb ademas
de la movilidad isotropica que adquiria la superficie de fluencia por efecto de
la evolucién de la cohesién (apart. IV.4.b), aparece una movilidad anisotrdpica
provocada por el incremento del rozamiento interno fig.(IvV.6). Este movimiento
consiste en un acercamiento de la cuspide de la superficie hacia el origen,
acompanada de un crecimiento de su base. Presentandose como un fenémeno
de endurecimiento para procesos de compresion y como un ablandamiento
para procesos de traccién fig.(IV.7). Asi pues, bajo estados de compresion
triaxial con presiéon de confinamiento, se obtiene un comportamiento dtctil

(18 prevaleciendo inicialmente el efecto de

para altas presiones hidrostaticas
endurecimiento por rozamiento interno sobre el ablandamiento por cohesién, y
posteriormente crece la influencia del segundo fenémeno sobre el primero logrando

un ligero ablandamiento fig.(IV.8).
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A P_v3 Toer

—~——

€308 cotgg ™™
»

&3 Ooct

et ) > cU3) > oW

K<Hg<)§

)

b) A PETocr

TRESCA

P=0=0 (k)
1 §°=~Ja_c’"°" cotgPKP)

¢M’)< ¢0(3)<¢(K§) g =3 Ooct
W < WG
X
fig.(IV.6): Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb segin sus planos meridianos: a)
Movilidad isotrépica debido a la cohesion ¢(k”) ;  b) Movilidad anisotrdpica debido al rozamiento

interno (k") .

En materiales fragiles con alta cohesion inicial, como los hormigones, es
posible utilizar durante todo el proceso plastico un dngulo de rozamiento interno

constante y méximo, sin que esto induzca a resultados insatisfactorios en la
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a)
b)
%A o4
TESTADO PARA ¢ = pmax
|
0
OE: T ¢ =0 :
|
: 00l $=0
| ESTADO PARA @ = ¢pmax
! . |
€ (KL) € IG (KL) i
AC; 9%

2
2C

— %T/ <

2C

, 01
S| e

ot 2 onine)

MOHR-COULOMB

fig.(IV.7): Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb para una hipotética situacién de cohesion
constante: a) Caso de compresion simple; b) Caso de traccion simple; c) Movilidad anisotrépica

debido al rozamiento interno (k") .

resolucién de problemas biaxiales (eap. V). Esto es, en sustitucion de la ec.(1v.30)

se utiliza la siguiente particularizacion:
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05 =400 Kglcm2

03 = 200 Kgrcm?

Oy = 100 Kg/cm?

fig.(IV.8): Simulacion del comportamiento a compresion de un sélido confinado, considerando

endurecimiento por rozamiento interno y ablandamiento por cohesién (23]

sin ¢ = sin ¢"*" = cte. VoORP (IV.31)

IV.4.d- Definicién de la variable 1 , dngulo de dilatancia — Relacién: ) — K”.
Introduccién:

Un fenémeno que caracteriza a los materiales friccionales, es el cambio de
volumen ineléstico que experimentan por efecto de la distorsién pléstica 231135
Este fenémeno, denominado dilatancia, puede ser atribuido al crecimiento de
los mecanismos de micro-fisuraciéon que sufre el hormigéon durante el periodo
ineldstico 1/ fig.(Iv.9). Una forma apropiada de ponderar este fenémeno, es
mediante el dngulo de dilatancia 1 fig.(IV.9), que fue inicialmente introducido

57]

por B. Hansen y que representa la relaciéon que hay entre el incremento de

volumen plastico y la distorsién plastica.
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Este fenémeno no puede controlarse dentro de la teoria de la plasticidad
asociada, donde G = F , ya que en tal caso la regla de flujo depende del criterio de
fluencia ec.(ap-1.22), que normalmente se encuentra muy afectado por la influencia
de la presion hidrostatica o, = % : Por ello, el control de la dilatancia
necesariamente debe ser tratado a partir de una funcién de potencial plastico

G que produzca un flujo plastico con una componente de dilatancia fig.(IV.11)
(1][75]

concordante con los estudios experimentales

fig.(1V.9): Fenémeno de dilatancia provocado por la distorsion plastica.

La explicacién fisica de este fenomeno, se puede conseguir a través de la
relaciéon que hay entre el incremento temporal de deformacién plastica €’ vy el
angulo de dilatancia 1 . Para ello, partiendo de la regla de flujo generalizada
ec.(Ap-1.21):

96(0,q)

¢’ =\ Heo(0,q) = N —2 = )\ , (IV.32)
€ e (0.9 0 g

y del incremento de volumen pléstico:

0g og og
Oo, + 0o, + 0o ’

P 2P Py P )
= +el+é = (1V.33)
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\f-03
fig.(1v.10): a)Componentes de la deformacion plastica en el espacio de tensiones principales;
b)Deformacion plastica y sus componentes en un plano meridiano; c)Deformacion plastica y sus

componentes en un plano octaédrico.
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y que sustituyendo el parametro de consistencia pléastica obtenido de la ec.(iv.33)

en la ec.(1v.32), resulta el siguiente incremento temporal de deformacién pléstica:

e = 65 ag(aa q)
— [90G L 906G , 909G ] oo (IV.34)
60'1 60'2 60'3

Este vector, definido en el espacio de tensiones principales, tiene dos componentes
fig.(IV.10): —una normal al plano meridiano (&), , y —otra contenida en el plano
meridiano (€ )y . A su vez, esta ultima tiene dos componentes: —una de
distorsién pléastica, contenida en el plano octaédrico (€"),,y —otra normal al
plano octaédrico, o paralela a la direcciéon volumétrica, (&) que representa
la componente de cambio de volumen plastico fig.(Iv.10). Las expresiones

matematicas de estos vectores componentes de la deformacion plastica son:

(&) =€ sina

P
(€), = (&) cosp =€ sina cosyp (1V.35)
= (¢

’)
’)

—

X

~—
o
|

v SinYy =€ sina siny
donde:

2P

® (v :angulo que forma: € , con la normal al plano meridiano: q_;J_M

=pT .p
€ Uy (0 — o) €5
Y

A Toct/ 35 + 1}

—
® 9V, . versor normal al plano meridiano :

coso =

o i, 01 1 % 1 02 — O3
V y = O X - 09 X — - —= O3 — 01
o V3 1 V3 o, — Oy
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(] ¢ 1 angulo de dilatancia. De la fig.(IV.10) y de la ec.(IV.34) se obtiene:

(&) I =¢&"1sina = ||&] sina sing
ot 0G0, \" 7| .. o
oG avg 9G 3 1| sina = ||€’] sinasiny
o

|:80'1 + 802 + 803i|

: € [[(€")ell

S =
o tambien:

B (oY

1€), |

Conocido el fundamento fisico de la dilatancia, y las expresiones matemaéticas que
relacionan el angulo de dilatancia 1 con las componentes del vector incremento
de deformaciones plasticas, definido en el espacio de tensiones principales, se
estudiara la movilidad de este angulo y el efecto que produce durante el desarrollo
de un proceso plastico.

Angulo de dilatancia y su movilidad:

Debido a que los sélidos friccionales no exhiben un angulo de dilatancia constante
durante todo el proceso elasto- plastico, es necesario formular una funcién de
evolucion de esta magnitud. Este pardametro también podria ser definido como
una vartable interna del proceso inelastico, pero dado que su variacién puede ser
descrita en forma simple y satisfactoria mediante una funcién explicita, cuasi-
empirica de la variable de dano plastico 1 = 1(k?) , se ha abandonado la idea
de una formulacién mas compleja.

Entre las posibles formas de definir la evolucion de la dilatancia a lo largo

del proceso elasto-plastico, se ha utilizado en este modelo una modificacion de la

[125] (23

ecuacion de P.Rowe , desarrollada por P. Vermeer y R. Borst % | que se

adapta muy bien al comportamiento de los hormigones. También se ha formulado
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en esta tesis, a partir de esta ultima, otra funcién mas simple que presenta una
buena aproximacion. La modificacién de Vermeer y Borst es la siguiente:

sin ¢(KP) — sin ¢,
1 — sin ¢(KP) $in G,

P(KP) = arcsin (IV.35)

siendo:

@(KP) : funcion de rozamiento interno apart. IV.4.c;
(bcv . constante denominada “angulo de rozamiento interno a volumen constante”.

Su expresion surge a partir de @™, y Y™

1 — sin ¢gmae sin pmaez

sin (bcv =

(bmam ~ 350
¢max ~ 130

Como dato orientativo, para hormigones:

La ec.(1v.35) describe una evolucion tal, que al iniciar el proceso plastico
se produce una disminucién de la dilatancia con un dngulo (k”) negativo,
creciendo luego con el incremento de kP hasta alcanzar el valor de dilatancia
nula (k) =0 para ¢ = ¢, (dngulo de rozamiento interno que permite un
proceso ineldstico a volumen constante), a partir de este estado, la dilatancia
crece hasta alcanzar su valor maximo ¥ (k?) = ™ | finalmente sigue un
proceso con dilatancia méxima constante fig.(Iv.11). Para los hormigones no
deben utilizarse angulos de dilatancia negativos, situacion que exige considerar
la siguiente limitacion sobre la ec.(1v.35):

0 ; Vo(k) < by

P(KkP) = (1V.36)

sin @(KP) — sin ¢,
1 — sin ¢(kP) sin @,

arcsin

s Vo) > P
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¢mdx___.__...___‘_..._.__._..__._.._.._..

s V0O,

¢= ¢'V ////
V- oy

D o=

arcsen[ senP(KP) - seng, :] ;V¢(ﬂ> @,
1-sen((HD) seng,
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@ b=
0y - g, ;MO g7,

fig.(IV.11): Evolucién del dngulo de dilatancia ) en funcién del dngulo de rozamiento interno ¢ .

Una altenativa sencilla a esta funciéon de dilatancia, viene dada por una

relacién lineal entre 9 y ¢ fig.(Iv.11). Esto es:

(IV.37)

{ 0 ;Y o(R") < ¢,
(") = P 5 YV O(K") > &,
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siendo:

@(KP) : funcion de rozamiento interno apart. IV.4.c;
/ . e . . ”
(bcv . constante denominada “angulo de rozamiento interno a volumen constante”.

Su expresion surge a partir de @™, y YP™W*

(bl _ (bmax o wmax
cv

Tanto la ec.(1v.36) como la ec.(1v.37) son similares en el hormigén, para el rango
que interesa ¢., < ¢ < @™ fig.(IV.11).

IV.5.- CRITERIO DE FLUENCIA PLASTICO PROPUESTO [,

IV.5.a- Definicion del criterio — Introduccion.

Mientras en ensayos biaxiales de hormigones [74136]

es usual encontrar que
la superficie de discontinuidad inicial es similar en su forma a las sucesivas
superficies de carga plastica. En estados de compresion triaxial no se encuentran
ensayos experimentales para altas presiones hidrostaticas que permitan afirmar
lo mismo. No obstante, esta falta de conocimiento sobre el comportamiento
del hormigén para estados de tension triaxial afectados por altas presiones

31041 que hacen

hidrostaticas, existen criterios como el denominado cap model
la hipdtesis de que la superficie de discontinuidad inicial se cierra sobre el eje de
presiones hidrostaticas, mientras la superficie de tension mdxima o sequndo limite
de fallo asi como las sucesivas superficies de fluencia (incluida la superficie limite
de tension ultima), se encuentran abiertas hacia el infinito sobre el mencionado
eje de presiones hidrostaticas en la zona de compresion total. Esto implicaria,
que para estos estados, donde —o; = —0, = —03 , se desarrollaria un proceso
de endurecimiento indefinido, sin alcanzar la superficie de de fallo total. Por
otro lado, debido a que el presente modelo esta orientado hacia el estudio del
dano total, no se ha intentado formular un criterio de fluencia que considere el
comportamiento plastico en la region diagonal donde aparentemente no se puede
alcanzar la situaciéon de dano total; por lo tanto se propone una funcién de fluencia
ec.(Iv.1) que solo serda valida en la zona del espacio de tensiones en la cual se tiene
la ceteza de que una carga radial conduce a alcanzar un estado de fallo total.
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Es por lo tanto un rasgo caracteristico de este modelo, que la misma funcion
F(o,c) describa el limite de discontinuidad inicial, y luego evolucione durante
el proceso de carga, fijando los sucesivos limites de fallo.

En el (apart. IV.2.) se ha mencionado, que este modelo elasto-plastico
adopta el uso de funciones de fluencia homogéneas de primer grado en las
componentes del tensor de tensiones. Esta decision permite definir una funcion
de endurecimiento pldstico simple y con un claro sentido fisico, en este caso
la cohesion ¢ . No obstante esta aparente ventaja, los criterios de fluencia
que gozan de esta caracteristica no pueden simular el comportamiento de los
solidos friccionales a muy altas presiones hidrostéticas, donde se exige que los
meridianos se curven hasta hacerse paralelos al eje de presién hidrostatica 102 .
Sin embargo, no hay evidencias experimentales de que esto ocurra en hormigones,

[33][113][102] que surgen de

pues los resultados experimentales aprovechables
ensayos triaxiales a compresién, no alcanzan tan altas presiones hidrostaticas,
evidenciando solamente una leve curvatura en los meridianos sin que lleguen a
ser paralelos al eje de presion hidrostatica fig.(IV.12). Resultando de aqui que
los meridianos rectos pueden ser una buena aproximacién dentro del dominio de
trabajo al que normalmente se somete al hormigén. Consecuente con la decision
de adoptar el uso de funciones de fluencia homogéneas de primer grado, se propone

el siguiente criterio:

1

F =Fl(o,c) = a—a) [\/3 Jy + ol + Blo™*) — 7(—0’”’“‘”>] —c=0

(1V.38)

donde « , By v son constantes adimensionales que modifican la forma de la
Yy

max

funcion de fluencia, o™ es la tensién principal mayor * o3 < 0, <0y =0

*  Nota: De la ec. (An-E.35), resulta:

24/ J. 2 I
oMt — o, = \\;_?? szn(@ —+ _ﬂ-) + s

3 3
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¢ es la funcién de cohesién o endurecimiento plastico * definida en el (apart.
IV.4.b).

También se puede presentar la ec.(/v.38) a partir de las coordenadas cilindricas
definidas en el espacio de Westergard. Esto es:

F=F(p) = 20 + avie+ sl = s(-am) | — =0

(1V.39)

Si en la ec.(1v.38) 0 en la ec.(1v.39) se hace ¢™** =0 (estado de compresién
biaxial: o3 < 0y < 0, =0 ), este criterio toma la forma del criterio de Drucker-
Prager en la zona de compresion total, salvo el valor de sus constantes de ajuste
78] Esto es:

.7:2.7:(p,§,c):p + Oé'\/éf - \/ilC’zo (1v.40)

siendo:

donde se advierte que « también puede ser considerada como una funcién del
angulo de rozamiento interno: « = f(¢) .

*  Nota: Para este criterio de fluencia, la relacion entre las funciones de cohesion, a compresion

simple y traccion simple, con las respectivas tensiones uniaxiales ecs.(IV.22) (IV.23), se obtienen a
partir de las siguientes expresiones:

ce(KP) =

Zl = Z| =

cr(kKP) =
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IV.5.b- Determinacién de los parametros «, 3,7 .

Parametro «a :  Este parametro, es el encargado de ajustar la funcion de
discontinuidad inicial en la zona de compresion, con el fin de obtener la relacion
deseada entre la resistencia uniaxial y la resistencia equibiaxial fig.(IV.12). Debido
a que la ec.(iv.40) describe la funciéon de fluencia en el plano o, — g3 , es posible
deducir de ella la magnitud de « . Para ello, considerando un estado de
compresion plano y simétrico o, = 03 = 0, < 0, = 0 en la ec.(1v.40), se

tiene:

2 2
p=\2J, = g(Ucb) =\/3 %
(1 —2a)
= Ogp————= — c=10 (IV.41)
(1-a)
¢ I, 2
= — =— —= O,
3 V3

Por otro lado, puesto que es un proceso de compresion pura (o; < 0) , se tiene
que la funcion de peso ec.(iv.21) es constante y nula (o) = 0, resulta la siguiente

ecuacion de evolucion para la cohesiéon ec.(1v.20):

1 deo(k?
¢=h.o,k",c) i =c G KP (1V.42)
ce(kP)  dkp
integrando esta ecuacion de evolucion, resulta:
c = co(KP) (IV.43)

y debido a que en este criterio de fluencia, la relacion entre la funcién de cohesion

a compresion simple y la respectiva tension uniaxial viene dada por ec.(1v.22):
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¢ = co(kf) = < 0c(KP) = oc(kP) (1V.44)

se puede escribir la ec.(1v.41), como:

Cep l—«
= — V.45
oo 1 -2« ( /
resultando de aqui la expresion del parametro « :
o-C
o= 90 _ | (1v.46)
Oc

donde o. y o, representan la resistencias de compresion uniaxial y equibiaxial
para el limite de discontinuidad inicial k? = 0 , respectivamente. Segun estudios

[74][136][102

experimentales sobre el comportamiento de hormigones I, la relacién

g—cc” oscila entre 1.10 y 1.16, de donde se obtienen valores de « comprendidos
entre 0.08 y 0.1212... .

Parametro 0 La relacion que hay entre las resistencias uniaxiales de
compresién y traccion R(k?) = o¢(kP)/or(k?), cuando se alcanza el primer
limite de discontinuidad , para: kP = 0 , puede ser controlada a través del
parametro [ .

Conocido « , y sustituyendo un estado de traccién simple 0 = 03 = 0, <
0, = or en la ec.(1v.38), se tiene:

ﬁ[% + aor + B o)) = ¢ (Iv.47)

y debido a que en este criterio de fluencia, la relacién entre la funcion de cohesion
a traccién simple y la respectiva tension uniaxial viene dada por ec.(1v.23):
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1
cr(k?) = " [R° o7(k")] = R° or(kP) (1V.48)
se puede escribir la ec.(1v.47), como:
l+a+ 8= _10-a R (1V.49)

resultando de aqui la expresién del parametro [

B=(1-a)R—(1+a) (1V.50)

donde R° representa la relacién uniaxial que hay entre la resistencia uniaxial de
compresion y traccién cuando se alcanza el primer limite de discontinuidad, (para
kP =0 ). Segun estudios experimentales sobre el comportamiento de hormigones
[r4I6] a relacion R(kP = 0) es del orden de 10.0, que junto a un « = 0.1212,
da valores de (3 del orden de 7.66 .

Parametro 7 : Este parametro, funcién de la relacion de radios octaédricos
maximos a traccion y compresiéon r%* | aparece solamente para estados de

oct

compresion triaxial, o sea cuando o3 < 0, < 0, = 0™ < 0. Designando

con [T.M.] y [C.M.] los meridianos a traccién ( 03 = 0, < 0y; 0 0 = — )
y compresién (03 < 0y =0, ; 0 0 = % ), de la superficie de fluencia plastica,

respectivamente, y expresando las tensiones maximas a partir de la ec.(An-E.35),
como:

1

para [T.M.]: 0 = — % = oM = 3 <11 +24/3 J2> (IV.51)
s 1

para [C.M.]: 0 = 6 = """ = 3 <11 + /3 J2> , (IV.52)

tal que, sustituyendo éstas en la ec.(iv.38) con ¢™** < 0 , resultan las siguientes
ecuaciones que describen meridianos rectos de tracciéon y compresion:
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para [T.M.]: 27 +3) V3, v+3a) [ =3(1—a)c (IV.53)
para [C.M.]: v+ 3) /3J, Y+3a) [ =3(1—a)c (IV.54)

donde ¢ es el valor actual de la cohesién, que viene descrita por la funcion
de evolucién presentada en la ec.(iv.19). Considerando la relacién de radios

mazx
oct

octaédricos maximos a tracciéon y compresion r , en un plano octaédrico

cualquiera I, = cte. , se tiene de las ecs.(1v.53) y (1v.54):

3(1 —a)e— (v + 3a)
e _ Pr_ (V2R)p (V) (y+3)VB 43
T pe (V2h)e (Vh). 30-a)c—(y+30) 2y+3
(v+3)V3
(IV.55)

resultando de aqui la expresion del parametro v , que es constante debido a que
los meridianos son rectos ecs.(1V.53) y (1V.54):

oct

2 pmer — ]

oct

3 1_ max
= —( Toer) (IV.56)

Segtin N.S. Ottosen B3INOANS " 1a relacién mdzima entre radios octaédricos

max
oct

r , debe ser una funciéon de la presion hidrostatica I; , variando desde

re® = 0.5 para: I; — 0 , hasta 7% = 1.0 para: [, — 00 , esto significa que la

oct oct
funciéon de fluencia pasa de una secciéon octaédrica triangular, a una circular,
respectivamente. No obstante esto, los ensayos experimentales no muestran

[113]

tal incremento , sino que tiende a una constante que oscila alrededor de

rme® ~ 0.65 . De esto ultimo, se obtiene un valor de « = 3.5 . El criterio de
fluencia plastica de Willam-Warnke % | al igual que el que se propone, mantiene
la relacion mdrima entre radios octaédricos constante durante todo el proceso
ineldstico, y comprendida entre 0.5 < r%¢* < 1.0 segun sean las constantes de

ajuste que se utilizan.
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008< (x<< 0,1212

fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto: a) En el espacio de tensiones principales o espacio de
Westergard,; b) Segin el plano o, — 03,0, = 0.



-1.28 -1a12 -0.96 -0.80 -0.64 ~-0.48 -0a32 -0.16 -0.00 0.16

~1ad4

fig.(IV.12): Criterio de fluencia propuesto:

segtn el plano 0, — 03, 05 = 0.
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Capitulo 1V : Modelo constitutivo de dafio plastico

/ (1) OTTOSEN:133)[102] {103}, (N3
/ @ LADE:13]
/ (@ PODGORSKI :[113)]
7 x KUPFER: [74][n3)
/ Y ANDENAES:[1]3
3 TASUJI:M3hoe]

-1.12 -0-96 -0.80 -0-64 -0.48

c) Comparacion con otros criterios de fluencia plastica

Q
o
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P
A oct=—=
oct 3
|[ TM] 5
Tog=[(1-Q) ¢ - (Y4300 q,,_.,3]-3(—2—\275

To=[1-0)C - (Y 3 Q) Tpy3]

[CM]

fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto: d) Segun los meridianos de traccion y compresion maxima.
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fig.(IV.12): Criterio de fluencia propuesto:
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Capitulo IV

. Modelo constitutivo de dafio plastico

7 | T P
1=
O V3
i ®}c ROPUESTO { Y235
IT.Pl :
Q Rt Y= 60
| ® Pobcorski [13]
| @ LADE 3
(®) OTTOSEN [33]1102] 103} 113)
< + TASUJI [m3)
& KUPFER [6] [69]
7|« ScHICKERT 69l Ooct _
| #ZIMMERMAN 13 0y
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PARA TRAZAR EL PLANO OCTAEDRICO
T T T T T T T T T T T T T T T 1
248 -2a6 -2ud -2u2 -2a0 -1u8 -1s6 -1ad -1.2 -1a0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2

segun los meridianos de traccién y compresion maxima.

i

0.4

e) Comparacion con otros criterios de fluencia plastica

a1
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PLANO OCTAEDRICO para: Out=-1.8

-0, a=01212
«=0,08

fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto: f) Segtin el plano octaédrico 0., = —1.8.

IV.5.c- Forma de la funcién de fluencia.

La funciéon de fluencia propuesta, describe en el espacio de tensiones principales,
o espacio de Westergard, una pirdmide como la que muestra la fig.(IV.12,a). En los
planos meridianos de traccion maxima y compresion maxima fig.(1IV.12,d), debido
a que depende en forma lineal de p y de & , describe dos rectas con una
relacion maxima de radios octaédricos como la expresada en la ec.(iv.55). En el
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CRIT. PROPUESTO @=0.08; ‘Y=3.5

+ a=012; =35
o\l:‘ " " a=008 ; 7y=6.0

“ - a=012 ; Y=6.0
PODGORSKI (113
LADE [113]

< MOHR-COULOMB

m ENSAYQOS DE GREEN andBISHOP

=

>

|74

(@]

=)

m

8

Z

e

Y

in

wn

o

=z

0%,

(1-a
. + Toct, = . | +9g[3a+37] -
= T2z s U
eo N "'\/__ en(.g. +2 . )
fig.(IV.12): Criterio de fluencia propuesto: g) Comparacién con otros criterios de fluencia plastica
segtn el plano octaédrico 0, = —1.8.

plano octaédrico fig.(IV.12,f) describe una curva con tres vértices, por donde pasan
los tres meridianos de compresion maxima y donde presenta uno de los tipos de
singularidad que produce una definicién multiple del vector normal a la superficie
f (1v.7.). Por ultimo, en el plano principal fig.(IV.12,b) [0y — 03 , 05 = 0] , en
la zona de compresion total, presenta una funcion similar a la de Drucker-Prager

ec.(Iv.40), y en la interseccién con el octante de compresion total, presenta el otro
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tipo de singularidad que también produce definicién multiple del vector normal

a la superficie (IV.7.).

Del analisis de las figs.(IV.12) se puede deducir que, tanto en el plano octaédrico
como en los planos meridianosy en el plano principal [0, —03 , 05 = 0] el criterio

[1][74][113][134

propuesto aproxima bien los resultados experimentales I'. Ademas, se

puede observar que para los valores de tension octaédrica comprendidos entre:

0
o -
~ =20 < — Tt < et M (dominio donde se encuentran

= |oo(k? =0)] = Joo(k? =0
numerosos ensayos experimentales para los hormigones), las funciones meridianas

rectas aproximan bastante bien el comportamiento real de este material.

IV.6.- CRITERIO DE POTENCIAL PLASTICO.

De la regla de flujo expresada mediante la ec.(ap-1.21), resulta obvio que el
incremento de deformacién plastica € queda definido a partir del criterio
de potencial plastico G , quedando asi establecida la cuota de dilatancia
admitida en el material ideal propuesto, durante el desarrollo de un proceso de
carga elasto-plastico. En otras palabras, la definicién de la funcion de potencial
plastico establece indirectamente la magnitud del efecto de la dilatancia que se
producira en el solido ideal que se modela. La variacion de este angulo de
dilatancia, a lo largo del proceso de carga ineldstico, ha sido presentada en el
(apart. IV.4.d), y mediante esta funcién se puede dar movilidad al criterio de
potencial plastico con el fin de lograr una mejor simulacién del fenémeno de

dilatancia.

Existe una gran cantidad de funciones de potencial plastico G , definidas
para lograr la dilatancia deseada para cada material friccional ideal P37 = En
este modelo constitutivo se ha utilizado una extension de la propuesta realizada

23]014]  consistiendo en adoptar el criterio de fluencia de

por D. Radenkovic
Mohr-Coulomb , que en este caso se considera su modificacién (anezo-C) como
criterio de potencial plastico. Sustituyendo el dngulo de rozamiento interno por

el de dilatancia (apart. IV.4.d): ¢ = ¢ . Esto es:
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1 in 6 st
g(]l,J2,9,¢,aR): _1_K3+ \/ JQ (chOSQ_KQM) — cte. :0
3 \/g
(IV.57)
o bien:

G(&,p, 0,1, o) = V2K 5+ V3p (K1 cos ) — KQW%W) — cte.=0

(IV.58)
donde K, son constantes que dependen de la relacién inicial entre las resistencias
uniaxiales a compresién y a traccién (Anezo-C ). Esta modificacién de la funcion
de Mohr-Coulomb, provee un vector de flujo plastico que se acerca a los resultados
experimentales obtenidos, sobre morteros de cemento y hormigones, por E.
Andenaes y otros [ fig.(Iv.13). En esta misma figura se puede observar el
error cometido en considerar un flujo asociado a la funcién de fluencia propuesta
(Iv.7.), y la ventaja que proporciona el uso de la propuesta de Radenkovic
aplicada a la funcién de Mohr-Coulomb modificada (anezo-C). Esta ultima,
puede presentar una discrepancia con los resultados experimentales obtenidos por
Andenaes M para la relacién de tensién == % (punto singular), pudiendose
solucionar mediante la definicién del flujo plastico de Koiter ec.(Ap-1.126), con una

seleccién apropiada del factor de peso p®@ .
IV.7.- RIGIDEZ TANGENTE - CALCULO DEL VECTOR NORMAL A LA
SUPERFICIE DE FLUENCIA PLASTICA (apart. IV.5.) — .

Para este modelo constitutivo, en ausencia de degradacion de rigidez, el tensor
tangente elasto-plastico se expresa de la misma manera que en la teoria de la
plasticidad clésica ec.(Ap-1.54). Esto es:

DY = Ds - {DS {g_g} H%T}T Ds]

T ag 6}‘ T ag (1vV.59)
()] e P %]

]
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A

i .P=0
3 g

STE€ g

& FLUENCIA /
R\Q__[LE___?——-__ "
CRITE ==SFUESTO

Oy g ;r=0 0/3

N

Q!Dz

1/3 /
1
1

\
P { ZONA DE FLUJOS o
; / POSIBLES -ANDENAES
»

gle——— FLUO DE MOHR-COULOM

0> “g'=¢g ‘ Y
2 272 4——21 FLUJO DEL CRITERIO
6\/ 2 PROPUESTO O3

fig.(IV.13): Flujo plastico producido por la superficie de fluencia presentada en el (apart. IV.5); flujo
plastico obtenido por E. Andenaes y otros - y flujo segiin la propuesta de D. Radenkovic (23)[114]

donde %‘7; representa al vector normal a la superficie de fluencia plastica definida

en el apart. IV.5; y % representa al vector normal a la superficie de potencial
pldstico *. Dy es el tensor de rigidez secante de cuarto orden, representado
por una matriz de treinta y seis elementos; h.(o,q) es una funcién del estado
del proceso plastico que describe la evolucién de la variable interna de cohesion

* Nota: La funcion de fluencia plastica propuesta en el apart. IV.5 provee un flujo plastico que

no cumple plenamente con los resultados experimentales obtenidos por Andenaes y otros M (ver fig.
IV.13). Sin embargo, en el capitulo VV se muestran algunos ejemplos tratados con la regla de flujo
asociada a este criterio de fluencia dando resultados satisfactorios. La modificacion del criterio de
Mohr-Coulomb propuesto en el anexo-C, junto a un angulo de rozamiento interno igual al de dilatancia
¢ =1 (funcion de Radencovich modificada apart. IV-6) da una superficie de potencial pldstico que
se ajusta bastante bien a los resultados experimentales 1 .
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¢ ec.(iv.20),y h(o,q) esotra funcién del estado del proceso pléstico que describe

la evolucion de la variable interna de dano plastico kP ec.(iv.16).

A continuacién se definira ,en el espacio de tensiones principales, el vector
normal a la superficie de fluencia plastica propuesta (apart. IV.5), y se
tratara también el problema de definicién multiple de este vector en los puntos

singulares que presenta esta funcién.

IV.7.a- Vector normal a la superficie de fluencia plastica.

0F

El vector normal al criterio de fluencia plastico f = Jo expresado en el espacio

de tensiones principales, queda definido como:

g]—"

01
f = 8}—8(07 q) = gg: (Iv.61)

o 2

oF

doy

siendo una componente genérica de este vector:

oF . 20—i_0-j_0-k Lo+ /88<O'max> B 76<_O.max>

90, 23T oo, 9o, (o2

ogitoj+ok

o)) = 3 s, , resulta:

tal que sustituyendo en ésta: 20, —o; — o), =3 [Ji —(

0F _ 3
5@ n 2 \/?)JQ

+ a + (Iv.63)

donde $; es un pardmetro que considera la de influencia de la tension principal
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—-129—
mdzima en la componente de flujo f; = g‘;— ec.(IV.61), y vale:
8<O.max> a<_0.max> a<0.ma:c> 8<_0.max> ao.max
. = e — _—t ' = _
i b 0o, i 0o, p Oogmax Oogmax 0o,
(IV.64)
<0.maw> <_0.maw> ao.mam 80.maw
i B ‘o-max | g ‘o-max | aO’i aO’i
donde *:
max 1 max max
(07) = £ (7" & [07])
I 2
e D T2
3 3 3
do™m [ s, . 21 cos(0+ %) [1  s;s, 3 s:Js
D E 6+ == N 37 | 3Tk T e
9o, 3 L, Sm( T3 ) Y see 13T 2 W

IV.7.b- Puntos singulares de la superficie de fluencia — definicién del vector normal.

La superficie de fluencia que se propone en el (apart. IV.5) tiene puntos no
alisados donde el vector normal no es tnico en el sentido dado por Koiter

* Nota: La derivada de la tension maxima respecto de las componentes de tension principal es:

o™ Jg™aT JI; Yo §(Jy)z D™ 9P

Jo; oI, Oo; + 8(]2)% do; + 00 8_OUL

domw L oL 2 2m\ ()T | 2V | om\ 99
80’i a 3 80’1 + ﬂsm <9+ 3 > 80’i + \/§ cos | 0 3 80’1

con : ol — 1 . 8(J2)5 S; ) 8(J3)

Jo
8@- o ' 8@- n 2\/J_2 ' 8@- o S]Sk—*—?
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™ (apart. Ap-I.3.h). Estos puntos singulares se encuentran fig.(IvV.14): a) donde la
tension normal maxima cambia de direccién, en los tres meridianos de compresion
méxima, y en los meridianos de traccién maxima y b) donde la tensién normal
maxima cambia de signo, en la interseccion de la superficie de fluencia con
los tres planos que definen el octante de compresion triaxial en el espacio de
tensiones principales: [0, = 0,0, < 0,03 < 0], [0, < 0,00 = 0,05 < 0] 'y
01 < 0,0, < 0,03 =0] .

® Primer caso de singularidad.

En la intersecciéon de cada uno de los tres planos meridanos de compresion
maxima y de traccién maxima, con la superficie de fluencia, se presenta una
definicion multiple de su vector normal, configurando un tipico caso de simetria
respecto de cada plano meridiano. Esta situacién se resuelve definiendo un vector
normal intermedio, comprendido entre los dos simétricos, que tenga dos de las
tres componentes iguales fig.(IV.14,a). Por ejemplo, en el meridiano de compresion
o3 < 0y =0, 0 6 =Z|, se presentan dos vectores simétricos y normales a la

6
superficie de fluencia fig.(IV.14,a):

dF W {3;(1) oFD  gFM }T

para la sup. (1) : ——— =
@ oo |+ doy doy Jos

ol

+
ol

(IV.65)

OF® oF® 9F® ar® |
para la sup. (2) : 6—0' N - { 80’1 602 603 } +

ol
ol

donde sus componentes tienen la siguiente caracteristica:

OFW as
9oy liz— 0oy liz
OFW OF®
0o, +%: 0oy iz
OFW OF®
0o, +§: do, |tz
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MERIDIANO

A

fig.(1V.14): Tipos de singularidades que presenta la funcién de fluencia plastica (apart. IV.5): a)
Plano octaédrico: singularidades en los tres meridianos de compresion; b) Plano (01 — 03) , 05 =20
: singularidades en la interseccién con el octante de compresion.
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permitiendo definir un nuevo vector normal tnico, comprendido entre los dos
vectores antes citados es decir:

oOF 1 [8}"(1) L 5.7:(2)}
bl S (IV.66)
Oo = 2| Jdo Oo tz
donde:
oF|  _ OF
60'1 +x 60'2 +x

Se puede extender este criterio a todos los casos de singularidad que se presentan
en los tres meridianos de compresiéon maxima y tracciéon maxima.

® Segundo caso de singularidad.

En la interseccion de la superficie de fluencia con el octante de compresion total,
se presenta otra situacion de discontinuidad en las derivadas. Esta singularidad
afecta a los estados de tension biaxial que coinciden con los planos del octante de
compresion total, como asi también a los problemas uniaxiales de compresion.
Para un estado tensional del tipo [o3 < 0, < 0] , se tiene un vector normal
a la superficie de fluencia, cuyas componentes principales estan definidas por la
ec.(IV.63):

_af_ 1 351‘

=85 "1 a 23T

+ a + S (IV.67)

donde &; = [ si o, > 0 ec@ves), I = v si o, < 0 ec@ves)y
§; esta indeterminado entre 3 y v para o, = 0 fig.(IV.14,b). La indeterminacién
de este parametro de influencia provoca la indeterminacién de las componentes
f; del vector normal a la superficie. En estos casos de indeterminacion, se puede

recurrir a estudios experimentales para decidir su direcciéon mas apropiada. Para
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ello, en este modelo constitutivo se ha considerado una formulacién cuasi-empirica

que decide la magnitud del parametro S :

Homer Ogmaer
A & _ 1—
siop=0 = $,=90 9o, B (1—p)+70p] 90,

;v o0gp<a (IV.68)

En el caso de trabajar con plasticidad asociada, este criterio permite seleccionar,
para estados de compresion uniazial, un flujo normal a la superficie de fluencia
definida en el cuadrante de compresién (p =1 — J; =) fig.(IV.14,b), situacion
que coincide con los resultados experimentales de Andenaes 1. De aqui , para
un estado tensional del tipo [o3 < 0y = 0, = 0] , resulta a partir de las ecs.(1v.67)

y (Iv.68) el siguiente vector normal:

oF OF 1 {1 }
- + o + v , con: p=1

doy,  Odoy, 1—a |2
(IV.69)
oF 1
= ~1 = -1
do; 11—« [ + o

Aprovechando esta expresion del vector normal a la superficie de fluencia,
resulta de particular interés conocer la relacion que hay entre las deformaciones
longitudinal-transversal, para un problema de compresién uniaxial. En el caso
de trabajar con plasticidad asociada G = F , el vector normal a la superficie de
fluencia ec.(1v.69) pasa a trabajar como vector de flujo pldstico, y a partir de él se
obtiene el incremento temporal de deformacion plastica €5 , en la direccién de la

carga, y €, en la direccién normal al incremento anterior. Asi se tiene:

o
a = o “ (IV.70)
-p _ . _ e -
€& = & €5
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donde:

. v Er.
€] = —E—So'g = —Z/E—SE?,

e 1 . )

& = = 6i —v(o; +on)] —

Es

o098 _Er,
5" Es Es

. . 1 1

Eszm[i + a + 'Y:|

de donde resulta:

1 1 E
)\—l——f—a—i—v]:él—l—y—Tég
l—a |2

Es

(IV.71)

Er

N =eal12Z=

“(1-%)
dividiendo m.a.m estas dos expresiones, se tiene:
1+20+2y & + vité

- = V.72

de donde surge la relacién de incrementos de deformaciones buscada:

€ €5 14 2a+ 2y ] Er L Er .
L =2_ = =7 — vl =—|=v V.73
€5 €5 2(1 - «) Ey Es ( /

donde v* recibe le nombre de mddulo de Poisson ficticio que depende el proceso
elasto-plastico que se desarrolla.
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IV.7.c- Vector normal a la superficie de fluencia plastica expresado segiin la forma

de Nayak-Zienkiewicz (anexo-F).

Resulta de particular interés, para el calculo numérico, la expresion del vector
normal a la superficie de fluencia dada por Nayak-Zienkiewicz (anexo-F). Para
ello, a partir de la ec.(1v.63) vy la ec.(1v.64), se tiene:

S11 1
Soo 1
af \/g Sas 1 60.771,(1:8
— = ) :
9o 2T | 27 +tado¢ T py (IV.74)
T31 0
2719 0
comparando ésta, con la ec.(an-F.4), resulta:
oF o™
—=V3Ff, + + 0 (1V.75)
ao_ \/_ f2 « fl ao,

max
sustituyendo en ésta, la derivada 6%0 por su expresion ec.(iv.64 * ), resulta:

oOF
90 V3t afit

2 3J, cos(f+ %) 1 cos(6 + %)
o018, i)

1 2
+6 [§f1 + (ﬁ sin(0 + ?) + (7))} cos(30)

T, cos(30)
(IV.76)
reordenando ésta, resulta una expresion andloga a la ec.(an-F.4). Esto es:
oOF
% = f = Cl fl + CQ f2 + Cg f3 y V- E<0<E (Iv.77)

siendo los vectores f, los mismos que los expresados en la ec.(an-F.4), y las
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constantes C; iguales a:

d
20

V3

§ cos(f+ %)

C, =3+ [sin(G + %) — tan(30) cos(0 + ?)]

Cy=—
’ (Jy) cos(30)
v o5 si 0 <0
con: 0 = ﬂ ;s o >0

(1=p)B+py] ;s 01=0

Como era de esperar, las constantes C, y C5 , se indeterminan sobre

. . ., T o
los meridianos de compresion y tracciéon, para ¢ = £ y para 0 = —Z

respectivamente.

e Indeterminacién de la constante () .

Para solucionar la indeterminacién de la constante C', , es necesario obtener su
valor limite en el meridiano de compresion ¢ — +% |y en el meridiano de
traccion 6 — —Z% . Esto es:

20
C,=V3+—21 V.78
2 \/g ( )

siendo:

L= [sz’n(G + ?) — tan(30) cos(f + %)]

sin(0 + &) cos(30) — sin(30) cos(0 + =)
cos(36)
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aplicando a L la regla de L’Hospital y tomando el limite para cuando:
¢ — +% ,ycuando: 6 — —7% . Resulta

2 cos(30) cos(0+27) + sin(30) sin(@+ )] 1
3 sin(30) e

[ 2 cos(30) cos(0 + %) + sin(30) sin(d + %) _2
3 sin(30) 3

de donde surgen las expresiones de (' para los dos casos particulares de
discontinuidad:

para: 0 =+% = C';%:lim C, = \/_—|—3

0—+Z &

7

(IV.79)

_,__

para: 0 =—% = C;F = lim 02_f+3f

o Indeterminacién de la constante Cf .

Para solucionar la indeterminacién de la constante C'5 , es necesario obtener su
valor limite en el meridiano de compresion ¢ — +Z% , y en el meridiano de
tracciéon 0 — —Z . Esto es:

5 cos(f+ =)
(Jy) cos(30)

Cy = — (1V.80)

aplicando la regla de L'Hospital, y tomando el limite para cuando: 6 — +% .y

cuando: # — —Z  surgen las expresiones de ('3 para los dos casos particulares
de dlscontmuldad.



—138— Capitulo IV : Modelo constitutivo de dafio plastico

. 6 —sin(0+ )] 0
e o _ B 3/
para o = &= N 177 3 sin(36) 6 Jz
(1V.81)
. 5 —sin(0+ )] 0
- f=-= C;° =1 - ; -
para s — Us 9_2,721% I (Jy) 3 sin(30) i 3 Ja

IV.8.- GENERALIZACION DEL MODELO DE DANO PLASTICO PARA
PROCESOS CON DEGRADACION DE RIGIDEZ I8,

IV.8.a- Consideraciones generales.

Los resultados experimentales muestran que para procesos de carga, mientras
el solido se encuentra en periodo elastico, se produce a medida que crece la
deformacién total un cambio en la rigidez secante que se denomina degradacion
eldstica de la rigidez. Este cambio de rigidez secante se manifiesta también
durante los procesos plasticos, en funcion del incremento de deformacién plastica,
solo que en esta situacién la degradacion plastica viene acompanada de fenémenos
de cambio de cohesiéon, rozamiento interno y dilatancia.

Fisicamente la degradacion de la rigidez se inicia con el crecimiento y posterior

conexién entre micro-fisuras 30131

o entre micro-poros existentes en la masa
del hormigén. Dentro del contexto de la mecdnica de los medios continuos, se
puede considerar este fenémeno mediante una actualizacion del tensor de rigidez
Dy | en funcién de la evolucién de dos variables internas (escalares o tensoriales):
1) La variable de degradacién elastica &e , 'y 2) La variable de degradacién
pléastica d . Estas variables tienen una forma similar a la descrita por Simo and

1611701 pero, a diferencia de éstas, en el caso

Ju B3y hor otros investigadores |
que se presenta no es necesario definir una superficie de degradacion de rigidez

para formular su regla de evolucién.

Se supone una regla de evolucién de la wvariable de degradacion eldstica, a
través de la siguiente expresion, en funcién del incremento de deformacion total:
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;Z. = 9, (k, € (IV.82)

AT

donde k, es un vector definido en el espacio de tensiones que proporciona la

(2

€

A

direccion de degradacion d, ,y ®,; esun escalar positivo.

La variable de degradacion pldstica estd asociada a la deformacién plastica,
y tiene una regla de evolucién general de la siguiente forma:

d = A (1v.83)

donde A es el parametro de consTistencia plastica que interviene en la regla de
flujo ec.cap-1.21). Haciendo H; = ej % en la ec.(1v.83), se tiene una ecuaciéon de
evolucién del tipo:

I Y (1V.84)

donde Zj , es un vector definido en el espacio de tensiones que da la direccion de
degradacion plastica. Este, al igual que I::z- puede obtenerse a través del gradiente
de dos funciones definidas respectivamente en el espacio de tensiones principales.
Estas superficies de degradacion, fueron introducidas inicialmente en el espacio

de deformaciones principales por Dougill 46156

(cap. 3) y posteriormente fueron
utilizadas en el espacio de tensiones principales, o en ambos espacios a la vez,
por distintos investigadores (Bazant and Kim 13134 ) "Han and Chen % | Simo
and Ju 1390310 Klisinski and Mroz [™ . En el modelo que se presenta, estas
superficies quedan implicitamente definidas, adoptando formas muy particulares,

que seran tratadas en los siguientes apartados.
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IV.8.b- Ecuacién constitutiva y rigidez tangente para procesos con degradacion.

El fenémeno de degradacién de rigidez modifica la ecuacién constitutiva elasto-
plastica tangente presentada para plasticidad con pequenas deformaciones en el
apart. Ap-1.3.c ec.(Ap-1.53). Esta debe ser formulada nuevamente, y para ello
se partird definiendo una energia potencial libre (a una temperatura dada)
compuesta de una parte eldstica y otra plastica [™ | de la forma:

\Il(eeaqonq§) = \Ile(eeaap,q5) + ‘I”’(qa) (1v.85)

Donde, W¥”(g,) es una funcidn de potencial pldstico y \Ife(ee,;ip,qﬁ) una
funcion de energia elastica, siendo: € una variable libre del proceso, que
representa la deformaciéon eldstica en un cierto instante ¢ del proceso cuasi-
estatico; @, las variables internas pldsticas que siguen una ley de evolucién del
tipo q, = A H,(0,q,) , v que incluyen, entre otras, la deformacién pléstica
€’ vy la degradacién plastica d ; gy otras variables internas entre las que se

A

encuentra la degradacién eldstica d .

A partir de los principios de la mecénica clasica, se puede escribir la disipacion
total de energia = mediante la siguiente expresiéon simplificada de la desigualdad
de Clasius-Duhem ™ (disipacién reducida):

E=0¢"e—T >0 (IV.86)

Esta desigualdad expresa el balance de entropia para un continuo de Cauchy, y es
valida para cualquier proceso de carga admisible. Haciendo la derivada temporal
de la energia libre ec.(iv.85), se tiene:

\i; — 8\11 ! =€ + a_\ll ! N + a_\ll ! N
~loe[ © oq., e g, 9

\i; — 8 v ! e 8 v ! P + 8_\11 ! A + 8_\11 ! N
) e ¢ Oe° ¢ oq., 1. dq, %
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y sustituyendo esta ultima en la ec.(iv.86), resulta la siguiente expresion para la
disipacion:

(1]
|

L0 U I S €71 70 L
aee € 8qa qo( aqﬁ qﬁ_

(IV.87)

It

Para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de Clasius-Duhem ec.(1v.87),

cualquiera sea el incremento temporal de deformacién € durante el proceso
de carga, y siempre que el proceso de descarga sea elastico no-degradable, debe
ocurrir necesariamente que:

0w "
[oT - { } =0 D v € (1V.88)
Oe*
de donde se deduce que la tensién vale:
ov (IV.89)
g = .
Oe*

En particular, para un sélido elasto-plastico que exhibe un comportamiento
elastico lineal con degradacion de rigidez, la energia libre ec.(iv.85) puede ser
escrita como:

~c

(e—&)" Dy(d.,d) (e—&) + U*(q.) (1v..90)

N | —

\I!(eeﬂq(y7qﬁ) =

donde DS(&e,&p ) es el tensor de rigidez secante, de cuarto orden, que depende
de las variables de degradacién elastica y pléstica.



—142— Capitulo IV : Modelo constitutivo de dafio plastico

Sustituyendo la ec.(1v.90) en la ec.(1v.89), queda expresada la ecuacién constitutiva
para un sélido elasto-pléastico, a partir de la rigidez secante:

o = DS(&e,f) (e—¢&) (IV.91)

resultando de aqui una ley constitutiva incremental, tangente, para un proceso
de carga elasto-plastico:

. ODg ¢ O0Dg P ..
o = —d +—d e—¢€) + Dy (e—¢& (IV.92)
% o ( ) s ( )

reagrupando los sumandos, se puede escribir la relaciéon incremental tangente
ec.(Iv.92) en forma andloga a la ec.(Ap-1.49):

6 =C.d,d)e—cud,d) & =6 — 6 (1v.93)

siendo:

6 = C° & = D é+%—?§le (e—€) = Dy e+

(IV.94)
donde 6&° es el incremento de tension eldstico degradado, que es igual al
mcremento de tension total mas el incremento de tension provocado por la
degradacion eldstica; y siendo:

A P
6" = Ch & = Dy ep—al?s d (e—€) = Dy & — Zal?s d,| Dy'a
od -
(1V.95)

P es el incremento de tension pldstico degradado, que es igual al

donde &
mcremento de tension pldstico total mas el incremento de tension provocado por
la degradacion plastica.
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Conviene observar, que para un proceso de carga sin degradacion elastica ni
plastica C%. = C"% = Dg = cte. , la ec.(1v.93) se reduce al caso simple formulado
en la ec.(Ap-1.49).

Al igual que en plasticidad clasica (apart. Ap-I.8.c), para expresar la
ecuacton constitutiva elasto-pldstica tangente, es necesario partir de la condicién
de consistencia plastica de Prager (apart. Ap-1.3.d); esto es:

F(o,¢c)=f(e) —c = 0, (1V.96,a)

: OF ’ OF

Flo,0,c,¢) = M o + M c=0 (1V.96,b)
oo oc

Sustituyendo la ec.(1v.96,a) en la ec.(1v.96,b), se tiene:

oF " . ,
ZU e = ¢ (1Iv.97)
Jo

y sustituyendo en esta ultima la ec.(1v.19), resulta:
OF "
{8—} 6 = h.o,k",c) ¥ = h.o,K"c) <hHT(a, K, c) é”) (1V.98)
o

y sustituyendo a su vez en esta iltima, el incremento de deformacién pléastica
€’ por la expresion de su regla de evolucion ec.(1v.3), se tiene:

T
{g—f} G = A\ he (hKT %) , (1IV.99)

donde el incremento temporal de tension, durante un proceso de carga plastica,
queda definido por la ec.(iv.93). Asi | la ec.(iv.99) resulta:

oF " ... . (oF" ., 99 : r 0G
{%} Cr.e — )\ {%} C’. 9 Ah, (hﬁ %) (1V.100)
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agrupando términos se obtiene el pardmetro de consistencia pldstica; esto es:

G e [ 2} - {E) e

T
| {92} cie .
A= jeon: A>0 vii01)

)] - ) e

y sustituyendo esta tltima en la ec.(1v.93), resulta la siguiente relaciéon incremental

Q

de tensién-deformacion:

€ (IV.102)

Pudiéndose escribir finalmente, a partir de esta ultima, la ley constitutiva
incremental tangente para un proceso elasto-plastico no-asociado con degradacién
de rigidez eléstica y plastica, como:

6 = C2d.,d) é (1v.103)

siendo C7? el tensor de rigidez elasto-pldstico tangente del material, que
contempla los fenémenos de degradacién elastica y plastica a la vez.

cy = C; — } (IV.104)
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La rigidez tangente ec.(iv.104) serd simétrica, si C’. es simétrica y si
C. {%} es proporcional a C7, {%} . Se demostrara (en el apart. IV.8.f),

que esta proporcionalidad es una forma mas general de definir la regla de flujo
asociada para procesos con degradacién elastica y plastica.

A continuacién, se presentan dos formas particulares para formular la degradacion
de rigidez eléstica para obtener C7., y una para formular la degradacion de rigidez
plastica para obtener CY. .

IV.8.c- Degradacion elastica simple.

La hipdtesis mas simple para considerar la degradacion de rigidez que ocurre
[130]
y

se basa en utilizar una tunica variable de degradacion elastica d¢ , de la que se

durante un proceso de carga elastico, ha sido introducida por Kachanov

obtiene el factor de reduccion de rigidez secante (1 — cAie) . De acuerdo a esto, la
rigidez secante degradada resulta:

DS(EF) = (1 — Eie> D° (IV.105)

donde D’ es el tensor de rigidez inicial, DS(Ele) es el tensor de rigidez secante
que depende de la variable de degradacién elastica d¢ . Esta variable vale
de =0 para un material en su estado inicial no degradado, y de =1 para
un material totalmente degradado. Kl sentido fisico de esta variable estd dado
por el concepto de drea nominal degradada, que es la relacion que hay entre el
area degradada y el area total de una determinada zona del sélido.

(29]33][34][42][44)[74)[136] * coinciden en que durante un

Distintos investigadores
proceso de carga uniaxial, de compresion o traccién, existe un comportamiento
inicial eldstico-degradable con moédulo de Poisson constante hasta alcanzar el
75—80°/, de la tensién pico de compresiéon oZ¢ o traccién oh, respectivamente
(cap. 2) (este limite puede tomarse para fijar la posicién de la superficie
de discontinuidad inicial). La ec.(iv.105) permite cumplir con este requisito

hipotético. Asi mismo, se admite que a partir de este limite se produce un
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incremento del médulo de Poisson, acompanado de un proceso de micro-fisuracion
que colabora en producir mayor degradacién (degradacién pléstica (apart. IV.8.d)
). En este caso, la ec.(iv.103), provee una relacién tensién-deformaciéon que cumple
con toda esta hipotesis de comportamiento.

Para estudiar el caso particular de degradacién elastica de Kachanov, es
necesario sustituir el tensor de rigidez secante ec.(1v.105) en la ec.(1v.94) que da
el incremento de tension eldstico degradado y en la que resulte de éstas, sustituir
la regla de evolucion de la variable de degradacion eldstica ec.(1v.82), resultando
de aqui :

. o Aov AT (D)
6° = C; € = Dg(d*) é— [DO ® 6>] (1—a) g (1V.106)
g o o & .1

= C, ¢ = Dg(d°) e— 1) (k € o

donde C7. essimétrica, si y sélosi k es proporcional o igual a o ( esta es una
forma de definir la direccion de la degradacion elastica, en la que la degradacion
de rigidez en un proceso elastico estda asociada al incremento total de trabajo de
deformacion * ec.(Ap-1.23)).

A

Si se considera que @ se mantiene constante durante todo el proceso de

AT

carga, y ademas que k &€ =o' &, la ec.(1v.106) quedaria formulada como sigue:

* Nota: Para el rango de comportamiento elastico degradado, el “incremento total de trabajo de

T

deformacion” vale: o' € = (1 —d°) @, donde 2 w® = €' D% es el cuadrado de la norma de

energia de deformacion para un punto no dafiado 31 .
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o =C; € = DS(EZS) € — ———— (0 o’ )é (IV.107)

C.(d) = Dg(d) — ——— (00") (1V.108)

e FEn las ecuaciones antes mencionadas, el factor de reduccion (1 — gle) puede
estar formulado a través de cualquier regla de evolucion del tipo de la ec.(iv.82) que,
dependiendo del proceso mismo, produzca la degradacion deseada. Aqui se ha
hecho la hipétesis de relacionar este factor con el trabajo de deformacion eldstico,
resultando la siguiente funcién de degradacién propuesta:

<1 — gie) = (1 — Ctie) (IV.109)

donde w* = o’ € es el incremento temporal de energia especifica eldstica.
Sustituyendo la ec.(1v.109) en la ec.(1v.105), se puede expresar la tension total como:

o = Dg(d°) &€ = D° (1 — ® we) € (IV.110)

y el incremento de energia especifica eldstica sera :

w'=0r &€ =¢" D° (1 —® we> € (IV.111)

de donde surge el factor de reduccion buscado:
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t e t
/ wiAdt:/ €T D° & dt
=0 (1 — dwe) t=0

1 - 1
~ In(1 - dur) = - "D
5 n( we) 5 € €

<1 — EZ8> = (1 — due) = e @LPLucI/? (1IV.112)

A partir de ésta, se puede escribir la energia especifica de la siguiente forma:

1 See .
w® = 3 <1 — e (q’eiﬂD%k"k')”) (1V.113)
y de aqui la tension valdra :
= ~
Cfiw — o — DO e~ (<I>E§JD27M521)/2 € (IV.114)
68

por lo tanto, el tensor de rigidez secante resulta:

Ds (d°) = (1 — d°)D° = D" e @D/ (IV.115)

Sustituyendo las ecs.(1v.112), (1Iv.114), y (1v.115) en la ec.(1v.108) resulta el tensor de

rigidez degradado eldsticamente, esto es:
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C;({ie) — DO e~ (&>627D?jk7151';1)/2 . qA) <€eTDO€e) DO e (éeij?jMe;l)/Q
(IV.116)

;(gle) = DO |:1 - é) <66TD066)i| e (Pef; DYjricia) /2

A

En éstas so6lo queda por determinar la magnitud del escalar & | que
serd considerado como una constante.

e La determinacion de la constante @ , surge de estudios llevados a cabo sobre
ensayos unidimensionales. Aplicando la ec.(iv.115) a un problema uniaxial, resulta:

Ey = E° e (PE(e)?)/2 (IV.117)

donde E° es el médulo de elasticidad inicial (médulo de Young) y FEg es
el modulo secante para un cierto instante ¢ del proceso cuasi-estatico.
Determinando este ultimo médulo para una cierta deformacion € , se puede
obtener de la ec.(1v.117) la magnitud de d fig.(Iv.15). Esto es:

1
Es = E' = E° ¢ @M _, v o (BE(EH)?)/2
E' o
lnﬁ = — —EO(GT)Q
. 2 E!
o = — In — (IvV.118)

donde E' es el médulo de elasticidad secante, correspondiente al punto donde
concluye el periodo elastico fig.(1V.15).
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BE=] ENERGIA DISIPADA

R/

ed- &

fig.(IV.15): Curva uniaxial de tensién deformacién con un periodo elastico no-lineal.

La energia disipada durante un proceso elastico con degradacion de rigidez,

sera :

$.e 0 e
(1 — e (‘Dﬁi-?DWéM)/Q) — —€" D€ (IV.119)

0| =

IV.8.d- Degradacion elastica diferenciada.

Algunos investigadores 29133

sostienen que la degradacion propuesta por
Kachanov es insuficiente para representar el comportamiento elastico del
hormigén, siendo necesario recurrir a diferentes grados de degradacién para el
mddulo volumétrico secante KL |y para el mddulo de corte secante G5 . Este
tipo de degradacion selectiva, se debe a la diferencia que hay entre las curvas

volumétricas o, — €.t , v la distorsional 7, — Voer fig.(1V.16).
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Ooct 4= Om A
\

AT D
KtD( €oct) OC'i: Gy Vot

|
GD(’YO T):TOCT = ES
P e 2011

3€ocr 3(1-2 Us)

|
|
|
D _ 0 _E
KS(:EQCT)_ oct __Es
|
|

> »
€ OCT = ;— SV ’YOCT

fig.(IV.16): Curva uniaxial de:  a) Tension-deformacion octaédrica normal,

b) Tension-deformacion
octaédrica de corte.

Del mismo modo que para la degradacion simple, la degradacion diferenciada

puede presentarse como un caso general de la de Kachanov ec.(iv.105). Esto es:

(IV.120)

resultando el tensor de rigidez fisica secante, para un sélido isétropo, de la

contribuciéon de una parte volumétrica y otra de corte. Esto es, escrito en la
forma de matriz de 6 x 6 :
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Dy(d) = K211" + G2 U dev
(IvV.121)

Dsd) = (1—-d5,) K°117 + (1—d) G° U dev

(DL D"y D7"g 0 0 0] 4
DL D'y 0 0 0 Dy = Kg + 3G
- Di 0 0 0 .
Ds(d) = G o0 0|’ 5
sim. GP 0 I _ prb_2~D
7 5 e D¢ = Kg SGS
y su inversa resulta:
D;'(d) = L 117 4 LU dew
s IK?Z Go
(IV.122)
ac 1 1
D,//d) = ———— 11" + ————— U 'dev
9(1 —ds)K° (1 —dg)G°

donde 1=1{1,1,1,0,0, O}T es un vector unidad, dev =1I—:1 17 es el operador

desviador, I es la matriz identidad, y:

Para estudiar el caso particular de degradacién eldstica diferenciada, es

necesario sustituir el tensor de rigidez secante ec.(1v.121) y su inversa ec.(IV.122)
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en la ec.(iv.94) que da el incremento de tension elastico degradado, y en la
expresion que resulte de éstas, sustituir las reglas de evolucion de las variables

. ¢ o A€ s eT A€ s AT
de degradacion eldstica ec.(v.82): d,, = Px (ki € ,y d, = g (kg € ,
resultando de aqui :

) ne ODg(d) ¢ ODg(d) ¢ e
© = C% & = D(d 4| =2 =) D' (d
o r € S( ) € [ dels. K el G s ( ) o

(IV.123)

operando algebraicamente con ésta, y teniendo en cuenta que: dev 117 =0 ;

UdewU 'dev= devdev= dev; e=deve; (117) (11") = 3(117);

0w =31"0; s = dev o ;la ec.(v.123) resulta:
act éK AT (APG AT
6 =C, ¢ = Ds(d) €— (ky € 0, 1 — — (k, € s
(1—dj) (1—dg)
(IV.124)

donde C7. serd simétrica durante todo el proceso de degradacion elastica, si
y solosi  kyx =o0,,1 v ke = s * En otras palabras, la degradacion de

* Nota: Estas dos formas de definir las direcciones de degradacion elastica, contienen

implicitamente “dos funciones de degradacion’”: una para la parte volumétrica y otra para la parte de
corte.
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rigidez volumétrica y distorsional estan asociadas al incremento de trabajo de

deformacién volumétrico y distorsional, respectivamente.

Si se considera que ®x y P, son constantes durante el proceso de carga,

AT AT
y ademéas que: h, € = 0,41" € yque: h, € = 8" &, se tiene que la ec.(1v.124)
quedaria formulada como sigue:
ne d o
6° = C. & = Ds(d) é— K (0, 1) AT 0p) € — ¢ _ss” &
(1—di) (1 —dg)
(IV.125)

Se puede deducir inmediatamente, que la anterior se cumple cualquiera sea el

€ impuesto, resultando asi el tensor de rigidez degradado elasticamente:

- B by
C, = Dsd) — ——— (0, 1) (lT Opet) — ————— 8 s’ (IV.126)
! (1—ds) (1—ds)
donde:
Gor = =170 = KP(do) e, = (1 . d;) KO,
ST S D e e 0
Toct — 3 = GS (dG> ’)/oct <1 - dG) G ’yoct
e, = 1€
’yoct eT €
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e En las ecuaciones antes mencionadas, los dos factores de reduccion
(1 — d;) y (1 — dg) , pueden estar directamente relacionados con el trabajo
elastico de deformacion volumétrica y con el trabajo eldstico de deformacion
distorsional, respectivamente. A continuacién se propondrd una regla de

evolucion, para cada una de estas dos variables internas de degradacion elastica,

que cumpla con la ley general presentada en la ec.(1v.82).

Factor de reduccién volumétrico: Se propone la siguiente funciéon de

degradacion del modulo volumétrico:
(1 — EZ}) = (1 — @K w;) (IV.127)

donde w$, = o,, € es el incremento temporal de energia especifica eldstica
volumétrica. Sustituyendo la ec.(iv.127) en la ec.(iv.120), se puede expresar la

tensién normal octaédrica como:

v

Ooct = K?(Eiﬁ)ee = K° (1 — Py w%) € (IV.128)

y el incremento de energia especifica elastica volumétrica sera :

e e 0 x e e e
Wy = Opy €, = K (1 — @k wK) € € (1IV.129)

de donde surge el factor de reduccion buscado:

¢ e t
/ #dt:/ K° ¢ & dt
t=0 (]. - @wa() t=0
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1 A 1
— — In(1—®xuws) = = K%?
@K n( KwK) 2 EU

(1 - Ez;) = (1= dpws,) = e @K'/ (1V.130)

a partir de ésta, se puede escribir la energia especifica volumétrica, de la siguiente
forma:

Wy = = <1 — e @KKOEZQ)/Q) (IV.131)
D

y de aqui la tension normal octaédrica valdra :

dws, : .
¥ K — g, = K¢ (®xK'a%/2 € (IV.132)
€
donde:
KP(d) = (1 — d5)K° = K°e (®xK'a?/2 (1V.133)

Factor de reduccién distorsional: Se propone la siguiente funcion de
degradacion del modulo distorsional:

<1 - Ezg) - (1 ~ 3d, wg) (V.134)

donde w¢ = 7, Y5, es el incremento temporal de energia especifica eldstica
distorsional. Sustituyendo la ec.(iv.134) en la ec.(1v.120), se puede expresar la
tension cortante octaédrica como:
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Toer = GP(d)A, = G° <1 — 3, wé) ve, (1V.135)
y el incremento de energia especifica elastica distorsional sera :
W = oo Fo = G* (1 = 306 w5 ) e Ao 1v.136)
de donde surge el factor de reduccion buscado:
t /L.Ue t
G 0 .e Le
PN dt:/ G Yoct Yoc dt
/tzo (1—-3Pqwg) t=0 b
= e 1 0.e 2
" 3. In(l—3Pswg) = 3 G5,
(IV.137)

(1= ) = (1 3boug) — e Ghecive

a partir de ésta, se puede escribir la energia especifica distorsional, de la siguiente

forma:

]_ Z O.e 2
(1 L (386G, >/2) (1V.138)

y de aqui la tension cortante octaédrica valdra :

dwg 0~ (30aG%v¢.,2)/2 _e
=G e oot /1% yC (IV.139)

d’ygct
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y por lo tanto:

2Tt 2 0. e 2
s = oc ee — 2 GO e— B3®aG Yoct )/2 ee

€
’yoct

(1V.140)

donde:

Gy (&E) = (1 - EleG) G = GO e (%2 (IV.141)

Sustituyendo los factores de reduccién volumétrico y distorsional ecs.(1v.130) y
(Iv.137), v las tensiones octaédrica ec.(1v.132) y desviadora ec.(1v.140) en la ec.(1v.126),
resulta la expresion del el tensor de rigidez degradado elasticamente en forma
diferenciada, esto es:

Ae

Ci(d) = Ds(d) — (1—dj) & (K°)* (€)* 117) -
— (1—d5) 6 (2G°) € e

ae ace - 0 e2 A (1v.142)
Ci(d) = Ds(d) — e @2 (K7 () 117) —
C e BRE2 § o (9G0)? € e
sustituyendo en ésta la ec.(iv.121), y operando algebraicamente resulta:
Cod) = K*(117) [1= by (K°) (&)7] e e 4
(IV.143)

+ G [U dev — B 4G° & eeT] o (38605,

e La determinacién de las constantes @ y D , surgen de considerar el valor
que toman los médulos K2 (d5) y GE (ds) cuando se alcanza el limite de
elasticidad, durante ensayos uniaxiales. Asi , a partir de la ec.(1v.133) se tiene:
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KP(d) = (1 — d,)K° = K°e (®xK'a)/? (1V.144)
tal que en el limite eldstico, cuando € = (€°), , se tiene:
F 2 (K§)1

b, = Ko(ecy? n 70 (1V.145)

siendo (K7Z), el médulo volumétrico secante en limite eldstico, y (), la

(KDh
st~ é
KO - 4

el momento en que se inicia el crecimiento del médulo de Poisson B3 (Limite

deformacion volumétrica en el limite de elasticidad. La relacién en

convencional de inicio de la plasticidad, admitido por el modelo).

A partir de la ec.(1v.141) se tiene:

Gy (&2) = (1 — &g) G° = QO e B®C /2 (IV.146)
tal que en el limite eldstico, cuando € = (€°), , se tiene:
2 (G&)

o, = l V.
¢ T 3Gy G (e

siendo (GE); el médulo distorcional secante al limite de elasticidad, y (v,); la
(G811
oo &
momento en que se inicia el crecimiento del médulo de Poisson ¥ (Limite

distorcién octaédrica en el limite de elasticidad. La relacion en el

convencional de inicio de la plasticidad, admitido por el modelo)

A partir del ajuste de las constantes (iDK y i)G , las ecs.(1v.133) y (1v.139)
permiten obtener buenos resultados de comportamiento elastico degradado (cap.
5). Como alternativa al uso de las ec.(1v.120), existen expresiones empiricas que

permiten considerar la degradacién de los mddulos volumétrico y distorsional
[29][33]
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e Por tltimo, para un solido isétropo y como una alternativa desde un punto de
vista operativo, es conveniente presentar el tensor de rigidez secante degradado

~e

eldsticamente Dg(d ) ec.(iv.121) como:

Ds(d) = Dy <Es(&e),us(&e)> (1V.148)
siendo:
ne 9 KP(ds,) GE(de
Esd) = DSA( i) S(DGA) (1V.149,a)
3 K¢ (di) + Gg(dg)
ae 3 KP(ds,) — 2 GR(de
vs(d) = = (DKA) Z(AG) (IV.149,b)
2 (3 K3(dx) + G3(dz))
KP(d5) = (1 — d5)K° = K° ¢ (®xK’ah/2 (1V.149,¢)
GP(de) = (1 — do) G = G° e BFeG™i)/2 (1V.149,d)
E
K= — % (IV.149,¢)
3 (1 — 2u)
E
G = ——2 1V.149,f
2(1 4+ w) ( !

IV.8.e- Degradacion plastica.

En este apartado se presenta un modelo simple para tratar el fenémeno de
degradacion de rigidez que ocurre en el hormigén por efecto de la deformacion
plastica. Se basa en admitir como hipdtesis, que este fenémeno de degradacion
pldstica se desarrolla a partir del momento en que se inicia el ablandamiento del
material (pérdida de cohesién), situacién que coincide con el inicio del periodo
de macro-fisuracion (limite convencional adoptado por distintos investigadores
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eln2slis3l) - Asf | se formula la rigidez secante en un punto del sélido, en funcién
de la evolucion de la cohesién en dicho punto, situacién que se confirma con
resultados experimentales que muestran claramente que cerca y mas alla del
pico de tensiones, existe una pérdida de cementacion intergranular que se
evidencia también como un fenémeno de degradacién de la rigidez 1619, Este
comportamiento se pone de manifiesto cuando de aplican cargas ciclicas fig.(IV.17).

o)

0° = 0"

fig.(IV.17): Esquema uniaxial de degradacion de la rigidez secante.

Definido el problema con base en la hipdtesis antes realizada, se tiene un sola
variable de degradacion plastica d =d , que permite formular la rigidez secante
degradada, por efecto del fenémeno pléstico, del siguiente modo:

~e

Dy(ar,d) = (1 - &p) Dy(d) (IV.150)

donde DS(&Z” , &e) es el tensor de rigidez que resulta de un proceso de degradaciéon
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elastica y plastica, Dg(d¢) es el tensor de rigidez secante degradado eldsticamente
ec.(Iv.105), y dP es la variable de degradacién plastica, cuya regla de evolucién
es la siguiente:

_ (—é) (IV.151)

donde ¢ es la cohesion definida segin la regla de evolucion expresada mediante
la ec.(1v.19). El valor inicial de d” sera nulo y se mantendra sin cambios hasta
que se inicie el proceso de ablandamiento (¢ < 0) , a partir del cual valdra :

- c
p p— —
@ =1 cpeak (IV.152)
Sustituyendo la ec.(iv.14) en la ec.(1v.19), y ésta en la ec.(iv.151), resulta:
AP 1 — Eip
- =) ( — he(o,K7,c) hl(a, K", c) &) (1V.153)
c

de donde se puede obtener una formulacién que se identifica con la regla de
evolucion general de las variables de degradacion plastica ec.(iv.84); esto es:

éf _ 7 e (1V.154)
donde:
X 1 — dr
= a-d) (— h.(o,k?,c)) h.(o,k",c) (1v.155)
c

es un vector, que representa la direccion de degradacion plastica. Esta forma

PN

particular de definir £ lleva implicito una superficie de degradacion en el espacio
de tensiones.
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Sustituyendo la ec.(1v.154) y la ec.(1v.150) en la ec.(1v.95), resulta el incremento

de tension pldastico degradado expresado de la siguiente forma:

(IV.156)

y a partir de esta tultima, se puede escribir el tensor de rigidez degradado

plasticamente, como:

o hl(o,K"c) (IV.157)

Por simplicidad, en la implementacién de estos modelos de degradacion (cap.
V), se ha tenido en cuenta una hipétesis adicional a las ya realizadas, que
considera que la degradacion eldstica y pléstica no ocurren simultdneamente (la
degradacion elastica actiia hasta alcanzar la tension pico, y luego se hace actuar la
degradacién pléstica), sin embargo la formulacién presentada,permite considerar
ambos fenémenos a de degradaciéon de rigidez a la vez.

IV.8.f- Regla de flujo asociada para materiales con degradacion .

La teoria de la plasticidad clasica, introduce el concepto de flujo pldstico asociado
a través de una regla de normalidad a la superficie de fluencia plastica, la que
estd definida en el espacio de tensiones mediante la ec.(ap-1.22). La regla de flujo
asociada definida en esta forma, es equivalente el axioma de méaxima disipacién
plastica (MDP) para el caso en que la rigidez se mantenga constante [™ .

Esta idea sobre plasticidad asociada deja de ser valida para sélidos que sufren
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degradacion de rigidez durante el proceso de carga. Para una definicién mas

general del flujo asociado, valido para estos sélidos, es necesario admitir:

e en primer lugar que la energia libre puede ser descompuesta en una parte plastica
y otra eldstica ec.(iv.85), situacién que permite escribir la disipacion total de
energia = mediante una expresion simplificada de la desigualdad de Clasius-
Duhem ec.(iv.87), esto es:

[1]

-l )

pero segin la ec.(1v.89), se tiene que la tensién vale: o = 90¥/de , tal que

AL T A R TR L
€ oe [ € oq., % dq, % =

(IV.158)

sustituida en la expresion anterior, permite formular la desigualdad de Clasius-

Duhem como la suma de una disipacion elastica mas otra plastica. Esto es:

= =24 = >0 (IV.159)

donde la disipacion eldstica que se desarrolla durante el proceso de carga, vale:

_. o }T, oV
me — _ 7 qg, = — = s, (IV.160)
{a‘lﬁ ’ Zi:aqgi ’

y la disipacion plastica, que se desarrolla durante el mismo proceso de carga, vale:

_ ow ", ov ", . ov
=-{ate-{Gle-Te T e
[e% _7 j
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considerando ademaés los tipos de degradacién elastica y plastica propuesto en
los dos apartados anteriores, donde las variables internas pldsticas son: ¢q, =
{er,d’} , y las variables internas eldsticas son: q; = {d’} | la disipacién eldstica
y plastica, formuladas anteriormente, quedan expresadas respectivamente por las

siguientes ecuaciones:

OU Y7 ze oV xe
me= — {2 d = -— — d, IV.162
{ad } Zc‘)de e

_, Jov ", fow\"w qow"., ., ov i
=foet et ) et e ey

(IV.163)

Sustituyendo en estas dos ultimas la energia libre propuesta en la ec.(1v.90),
y luego las reglas de evolucion de las variables internas de degradacion eléstica
ec.(Iv.82) y pléstica ec.(iv.84), resultan las siguientes expresiones para la disipacién

de energia elastica y plastica, respectivamente:

[1]
I
|
Q
S
Qo
|
|
| =
Kb
o
|
N
~
Q
=
0
> \'Q_,(:
2
o
|
X
/\)
<N
Kyl

(IV.164)
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ov :p
= =g" & — d; — V" =
—~ o

(IV.165)

donde la disipacion elastica se debe al proceso de degradacion elastica, y la
disipacion pldstica se debe al proceso de degradacién plastica, mas la energia
disipada por el mismo proceso plastico irreversible. La desigualdad de Clasius-
Duhem (segunda ley de la termodindmica) ec.(iv.159) se satisface siempre que

2 >0 y E° >0, cumpliéndose esta tultima para cada df si se tiene una

oDs(d . d")

oy definida negativa (ver la definicion de Dy en las ecs.(1v.105, Iv.121)).

® y en segundo lugar, se debe admitir también, que el axioma de la (MDP) supone

que ™ :

=E'(e—¢€,q,,495€,4,) > Z'(€ —¢€,q,,q;¢,4,) (IV.166)

donde €* es un estado de deformacion que puede ser obtenido a partir de € por
medio de un proceso elastico, ( € = cte. ). En ausencia de degradacion de
rigidez, se obtiene un caso simple de la desigualdad anterior, la que toma la

conocida forma del sequndo postulado de Drucker ec.(ap-1.56): o€’ > o€
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Desarrollando la desigualdad (1v.166) se obtiene una forma local del axioma de la
(MDP):

o=p
.T —
€

> 0 (IV.167)

Oee —

sustituyendo en esta tltima la disipacién plastica por su expresion ec.(iV.165),
resulta:

& [DS(&e,&p) — ZM (e—é&) f]ép >0 , (IV.168)

que puede ser escrita, segin la ec.(1v.95) y la ec.(1v.84), como:

e [C’;(&e,&")} e€ >0 (1V.169)

sustituyendo en ésta la regla de flujo ec.(1v.3), resulta:

}\§>0

T ) e A
& cvd,d) 5 2 0

(IV.170)

pero en un estado de carga pléastica se debe cumplir siempre que A>0 (ver
también las condiciones de Kuhn-Tucker apart. Ap-I.3.e), por lo tanto la ecuacién
anterior se puede escribir, como:

& cocndd) = >0 (IV.171)

y teniendo en cuenta que, durante la misma situacién de carga plastica para que
A >0, se debe cumplir en la ec.(iv.101) que:
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e np. OF
>0 - &cud.,d) == (IV.172)

[{g—f}T c.d,d) e o

Para que las desigualdades ec.(iv.171) y ec.(iv.172) se cumplan a la vez, es
necesario que exista proporcionalidad entre ambas, o sin perder generalidad exigir
su igualdad, esto es:

CI%(&i&p) g—f_ = C;(&p,&p) g—f (IV.173)

resultando asi, una definicion mas general de regla de flujo asociada, vdlida
para materiales con degradacion de rigidez. Se puede verificar que en el caso
particular de rigidez secante constante (sin degradacién de rigidez): C%. (dp d ) =

C;(:f d ) =Ds = cte. , laregla de flujo asociada se reduce a la forma clasica
% = %—J: , ya presentada en el Ap-I

Para plasticidad asociada con degradacién, donde Ci(d ,d ) # C.(d .d) |

el incremento de tension ec.(v.102) queda definido por:

6= Cé —

(IV.174)

donde g—g representa el nuevo vector de flujo asociado que tiene en cuenta
el fenémeno de degradacion de rigidez. De la ecuacién anterior resulta la
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siguiente relacion constitutiva tangente, para un proceso elasto-plastico asociado
con degradacion de rigidez:

= C7 € (IV.175)

siendo C7 el tensor de rigidez elasto-pldstico tangente del material para
plasticidad asociada, que contempla los fenémenos de degradacion elastica y
plastica a la vez y puede ser presentado en la siguiente forma:

o (%) (%) o
{hc (h c.' C gj;)} + {{%—ja:}T ‘ %_J:} (1V.176)

A

cr = C; -

Para el caso de la degradacién plastica propuesta en en el (apart. IV.8.e),
el flujo plastico asociado toma una forma particular, que puede ser obtenido a
partir de la ec.(1v.173). Esto es:

gi c:.'d,d)c.d, dp) oF (1V.177)

sustituyendo en ésta el tensor de rigidez degradado pldsticamente ec.(1v.157),

resulta:
% _ o IO <_hc(07/€p7c>> T p B e (3 3 6_‘?
e = Ds(d .d) ; o h(o,rc)| cud.d) o
06 e | 0F  (—h) kI DJ@.d) C; O
— = Dy'(d.d) |C; = — T T 7
do do ¢+ (—h) R D;'(d.d) o

(IV.178)
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siendo ésta la regla de normalidad asociada a la superficie de fluencia plastica,
modificada por la acciéon de la degradacion de la rigidez. A partir de esta
definicion de flujo plastico asociado, se puede obtener para este caso particular
de degradacién plastica, el parametro de endurecimiento pldastico que se expresa
en la ec.(iv.176). Esto es:

h TD71 )t € a_f.
Y ¢ h, h_, Dy (dP,d)CT oo (IV.178)

e+ (-h)R' DA d) e

sustituyendo esta ecuacion en la ec.(1v.176), se obtiene el tensor de rigidez elasto-
plastico tangente degradado C7’ , para este caso particular de degradacién
plastica.
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