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Anexo 6

Breves apuntes sobre la teoria de errores.

AG6.1. Introduccion.

Se introduce brevemente los conceptos fundamentales de la teoria de errores para
ensayos experimentales. Se trata de errores cometidos en la medida de una
variable y errores cometidos en la medida indirecta de una funcion que depende de
varias variables.

Las variables medidas pueden ser estadisticas 0 no estadisticas. En e sentido
estricto de la palabra una variable se considera estadistica cuando se ha obtenido
un elevado nimero de medidas de la misma. Este nimero, en general, se considera
gue tiene que ser superior a 100 (Box, Hunter y Hunter, 1988; Giamberardino,
1977?). Algunos autores consideran una variable estadistica cuando su valor se ha
medido un nimero de veces superior a 30 (Martinez y Macia, 1988). En la
préctica no se suelen realizar més de 10 6 20 medidas de cada variable. En este
caso los errores estadisticos pierden significado y quedan como definiciones
convencionales que se utilizan para expresar los resultados experimentales
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(Giamberardino, 1977). Por este motivo, junto con el valor asociado a unavariable
hay que indicar e nimero de medidas experimentales realizado sobre lamisma. Si
el nimero de medidas efectuadas es inferior a 10 se considera que la variable es
no estadistica 'y no se puede tener ninguna confianza en los errores estadisticos
calculados.

L os errores asociados a una variable pueden ser de diferentes tipos:

Errores sisteméticos. Se repiten en todas las medidas experimentales
realizadas. Pueden estar ocasionados por:

- Errores en lacalibracion de los instrumentos de medida.
- Condiciones experimental es no adecuadas.

- Técnicas experimental es imperfectas.

- Formulas o teorias incorrectas.

Errores casuales. Son aeatorios. Estan presentes en todas las medidas que
serealizan. Dentro de éstos se incluyen:

- Los errores de apreciacion que dependen de la minima division de
laescala del aparato de medida.

- Loserrores debidos alas condiciones de trabgo. Variaciones en las
condiciones del laboratorio (humedad, temperatura, presion
atmosférica, etc...) pueden producir oscilaciones en las medidas.

- Errores producidos por la falta de definicion de la magnitud que se
quiere medir.

Errores ilegitimos. Aquellos gue no son casuales y que no se cometen de
forma sistemética en el experimento. Se pueden agrupar en:

- Errores personales. Ocasionados por un uso incorrecto de los
instrumentos o por lecturas inexactas.

- Errores de céculo. Debidos a menudo a la falta de precision del
instrumento o programa utilizado para el calculo.

- Errores cadticos. Puede ocurrir una perturbacion que, en unas
medidas determinadas genere un error superior a error casua. En
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estos casos es necesario desestimar estas medidas. Puede ocurrir,
por gemplo, en e caso de un cable ma conectado, una
sobretension, un contacto mal hecho, etc...

En este anexo se analiza, basicamente, |a estimacion de errores aleatorios.

AG.2. Errores de una variable.

A6.2.1. Promedio, errores aparentes, errores verdaderos y error
sobre el promedio.

Cuando se mide experimentalmente una variable V se realizan n medidas de su
valor, u; con i=1,...n. El valor rea de esta variable en un cierto U desconocido.
Se denominan errores verdaderos a la diferencia entre cada una de las medidas

experimentalesy €l valor real delavariable:

e =u - U™ coni=1,..,n. (A6.1)

Se denominavalor promedio de lavariable U a

au
U= (A6.2)
n

Este valor promedio se dice que es €l valor mas probable de la variable U. Se
considera que, para poder tener un valor estadistico de @, n ha de ser mayor o igua
a10.

El error aparente o resduo es la diferencia entre cada una de las medidas
realizadasy €l valor promedio de lavariable:

e =u,- U coni=1,...,n (A6.3)
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Estos errores, a diferencia de los errores verdaderos, son una cantidad que se
puede calcular. EI denominado error sobre el valor promedio es también una
cantidad desconociday se define como:

E=u- U™ (A6.4)

AB6.2.2. Histograma, distribucion normal, t de Student, ¢y curva
de Gauss.

Se denomina histograma a esguema que muestra en nimero de veces que se
obtienen valores determinados de una misma magnitud. Si el nimero de medidas
realizadas es muy grande y los intervalos considerados para el histograma son
pequefios se tiene una distribucion f(x). La probabilidad de que una sola de las
medidas realizadas, tomada al eatoriamente, esté comprendida en €l intervalo entre
X y x+dx se calcula como f(x)dx. Como la probabilidad de que una medida
cualquieratenga un valor cualquiera ha de ser la unidad, se cumple que:

&, f(x)dx =1 (A6.5)

Se define el promedio de una cierta cantidad x como:

+8<f (x)dx
X="t (A6.6)

?j (x)dx

La funcion f(x) se puede definir de tal manera que sea independiente de la
naturaleza de la medida y de los instrumentos utilizados. Diferentes definiciones
de esta funcién proporcionan diferentes distribuciones. Una de las més utilizadas
es ladistribucion de Gauss, |lamada también distribucion normal, definida como:

h

f(x)=—e "™’ (A6.7)

=)
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Siendo h un parametro de precision que determina lo aguda que es la curva
simétrica definida por esta funcion. Una medida de la variable U es tanto més
precisa cuanto mayor es el valor de h, lo que equivale a que los errores aparentes
de las medidas son pequefios, por |0 que estas medidas se concentran arededor del
su valor promedio. Valores elevados de h proporcionan una curva aguda.

Para obtener la funcién de Gauss se considera la probabilidad de obtener una
cierta medida dentro de un intervalo entre —x; y +Xxu:

+Xq +Xq

h 2,2 h 2,2
S (x)dX = —=e " dx =2 —=e " dx (A6.8)
gro%=0p 0%

- Xq

+Xq

Realizando € cambio de variables:

t =~/2hx (A6.9)

La ecuacién 16.8 queda como:

q(z) = % ¢ “at (A6.10)

A la expresion 16.10 se le conoce como integral de Gauss y se evalUa mediante
métodos nuMeEricos o por aproximaciones. Sus valores estan tabulados (ver, por
gjemplo, Giamberardino, 1977).

No siempre los datos experimentales se gjustan a una distribucion normal. Se
consideran entonces otros modelos, como e definido por la distribucion t de
Student:

f(x) :&§+—i (A6.11)
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Donde m es el nimero de grados de libertad de la variable x porque ésta es la
suma de m variables aleatorias independientes entre las que no existe ningun tipo
de relacion que restrinja su campo de variabilidad. Cada una de estas variables
puede tomar un valor cualquiera entre -[J e [0 (Martinez y Macia 1986). Ges la
funcion gamma.

Otra distribucion bastante comin es la c® Sean u, con i=1,..n, variables
aleatorios con distribucion normal. Se considera una nueva variable aeatorio
definida como:

c2=g u? (A6.12)

[N

Esta nueva variable sigue una distribucién c? si su funcién de densidad de
probabilidad se define por:

i m, X
i mlmlee2 para 0 < x
fX) =122 g2 (A6.13)
|
10 parax <0

Siendo el coeficiente m, como en la ecuacion 16.11, el nimero de grados de
libertad y Glafuncion gamma.

A6.2.3. Error cuadratico medioy error estandar .

Error cuadr atico medio.

El error cuadrético medio de una serie de n medidas de la variable U representa el
error que se supone se ha cometido sobre cada una de las n medidas ux. Se define
Como:

(A6.14)
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Siendo n € nimero de medidas de la variable U redlizadas y & € error aparente
de u.

Cuando se identifica el parametro h de la funcién de Gauss una funcién del error
cuadratico dada por:

h=_t (A6.15)

J2m,

Entonces |la probabilidad de que e error sobre la medida de U esté comprendido
entre dos valores x y x+dx viene dado por:

f(x)dx =

e & Tdx (A6.16)
i}

Analizando esta expresion se llega a que la probabilidad de que una medida uy
difieradel valor promedio 0 en mas de 3my, es de un 0.27%.

Error estandar.

Se calculad error cuadrético medio del promedio:

A

- Sedeterminan los n promedios Uy, Gy, ..., On.

- Seconstruye la curva de Gauss de los promedios, que resulta simétrica
a un valor U. Se considera que la diferencia entre un promedio
cualquiera 'y un promedio de promedios se distribuye segin la ley de
Gauss.

- Con estas consideraciones e error cuadratico medio o error estandar
viene dado por:
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(A6.17)

Esta expresién es cierta para medidas estadisticas, es decir aquellas
paralas cuales el valor n (repeticion de medidas) es muy elevado.

Identificando el pardmetro h de la distribucién de Gauss por:

(A6.18)

Se tiene que la funcidn de distribucién de probabilidad A6.16 puede escribirse
Como:

f(x)dx = ——="Ce 2 Tdx (A6.19)

Que representa la probabilidad de que el promedio de una cualquiera de esta serie
de n medidas efectuadas difiera del valor promedio de todas €llas, considerado
muy préximo a valor verdadero de la variable, en una cantidad comprendida entre
X y x+dx. El valor del error definido en la ecuacion A6.17 resulta ser la cantidad
maés adecuada porgque da una idea de la probabilidad de que el promedio O de una
serie de medidas difiera del valor verdadero U™ de la variable U. A su vez, la
expresion A6.17 es equivaente a:

(A6.20)

Siendo s € error conocido como estandar, que también recibe el nombre de
desviacion tipica, siendo una medida de la dispersion de los datos.
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Si se tiene una serie de medidas de una cierta variable U: u;, W, ..., Uy, € valor
verdadero de esta variable, U™ tiene una probabilidad de estar comprendido
entre:

1) (G-s)y (0+s)de 68.3%.
2) (G-2s)y (0+ 2s) del 95.45%.
3) (0-3s)y (0+3s) del 99.73%.

Esto indica que &l promedio U tiene una probabilidad de menos del 0.27% de
diferir en més de 3s del valor verdadero de lavariable U™,

Este error estandar, que no se escribe con més de dos cifras decimales, se puede
considerar como el error absoluto cuando la variable analizada es estadistica, es
decir, que este tratamiento es valido cuando el nimero de veces que se ha repetido
una misma medida es elevado. Se suele considerar que todo |0 expuesto hasta este
punto es valido cuando n=100.

A6.2.4. Evaluacion del error cuando n es pequefio. Variables no
estadisticas.

En la practica no se suelen efectuar mas de 10 6 20 medidas de una misma
variable. Cuando esto ocurre, los errores introducidos hasta este punto pierden su
significado y quedan Unicamente como definiciones convencionales que
generalmente se utilizan para expresar los resultados experimentales
(Giamberardino, 1977?).

Si el numero de medidas es inferior a 10 se observa que €l error que afecta al error
estdndar es tan grande como su propio valor, lo que indica que no se puede tener
confianza alguna en los errores estadisticos. Por este motivo se utilizan las
expresiones estadisticas para los casos en los que n>10, teniendo en cuenta que
para valores menores a n=100 (Box, Hunter y Hunter, 1988) o a n=30 (Martinez,
Maciay Pérez, 1988) estas expresiones no proporcionan € error estadistico y se
convierten en unas definiciones utilizadas convencional mente.
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Si e nimero de medidas es n<10 la variable medida no se puede considerar
estadistica. Paratrabgjar con ella se sigue en siguiente procedimiento:

1)

2)

3)

4)

5)

Se obtiene un valor de n medidas de una cierta variable U, con n<10.
Se calcula d valor promedio de las medidas (ecuacion A6.2).

El error presuntamente cometido se calcula como la diferencia entre los
dos valores mas extremos de |las n medidas realizadas dividida entre 2:

Du,, = Sme~ Ymn (A6.21)
2

El valor delavariable U se da como:

U=T=Du, (A6.22)

No se toma nunca un error inferior a Duy. En el caso que las medidas

Uk realizadas tengan un error propio asociado Duy mayor que Duy se
tomael primero como error de lavariable.

AG6.3. Errores en una funcién de varias variables.

En muchas ocasiones € parametro calculado, F, se obtiene indirectamente como
unafuncién de m variables experimentales (z1, z», ..., Zm). Se dice en este caso que
este parametro es una medida indirecta: F(zy, 2, ..., Zm).

Las variables utilizadas para obtener la funcién pueden ser estadisticas (cantidades
medidas como minimo 10 veces) o0 no estadisticas (medidas menos de 10 veces).

El error cometido a estimar la funcion se evalla a partir de las m variables
medidas que intervienen. Pueden darse tres situaciones:

1)

Las m magnitudes medidas son estadisticas.
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2)
3)

Ninguna de las m magnitudes es estadistica.
Algunas z son estadisticas y las demés no o son.

A6.3.1. Tratamiento estadistico.

Este tratamiento se realiza cuando lam variables son estadisticas.

Paratrabajar con ellas se procede de la siguiente manera:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Se calculan los promedios de las m variables z;, z,, ..., zm, a partir de
todas las n medidas efectuadas estimarlas (con n>10).

Se obtienen los errores cuadréticos medios asociados con cada una de
|as variables estadisticas: M1, Mm2, ..., Mmm.

Se calculan los errores estdndar de cada unade las variables: sq, So, ...,
Sm.

Con los errores cuadréticos de cada una de las variables se estima €
error cuadrético de lafuncién F como:

p & 59
m = agngﬂ 7 (A6.23)
BN o
e ﬂ

Con los errores estandar de cada variable se calcula el error estandar de
lafuncién F;

- O

3911

6.2
2 (AB.24)

QI IO

(72}
.
7 e
U

Q I

La funcion que representa la probabilidad de que € error del parametro
buscado F = F(z,,Z,,...,Z,,) esté comprendido entre x y x+dx es:
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;[ x“d
_ gef nth gy (A6.25)

Las ecuaciones A6.23 y A6.24 dan lugar a la ley de propagacion de errores
estadisticos. El error cuadratico medio y €l error estandar de la funcion tienen el
mismo significado que e que presentaban para una variable, por lo que €
resultado final €l parametro F se suele escribir como:

F=F+3s, (A6.26)

Al anadlizar los errores cuadrético medio y estandar se presentan dos situaciones
extremas:

1) Cuando los diferentes errores s, S, ..., Sm (0 l0S errores Mm1, Mm2, ..,
Mmm) NO tienen ninguna relacién entre ellos. Se dice entonces que son
estadisticamente independientes. En este caso F se calcula a partir de la
expresion A6.26 y sus errores asociados con las ecuaciones A6.23 y

A6.24.

2) Cuando varias de las variables z, pueden depender unas de otras y sus
errores asociados pueden estar relacionados entre si. En este caso los
erores estandar de estas variables son estadisticamente no
independientes.

Cuando los errores son estadisticamente independientes se supone que se produce
una compensacion de errores ya que éstos son totalmente aleatorios de una
variable a otra. Ladesviacion tipicade F se calculaa partir de la ecuacion A6.24.

Cuando los errores son estadisticamente dependientes se supone que no se
produce compensacion y las contribuciones de los sk se suman algebraicamente.
Por |o tanto, en este caso, €l error asociado a F se expresa como:

0
'-u 2k CERYF T Ss,
1 ‘HZ. iz, &

"°a°§

s, \/%n ZAIF 9 (A6.27)

+
N
'QJOB

I
®O

QU’O
Q-l-l-O:
I

Q| -0

i



Radar de subsuelo. Evaluacion para aplicaciones en arqueologia y en patrimonio histérico-artistico 915

Donde los coeficientes L;; son los denominados factores de correlacion entre las
variablesiyj (sendoi=1, 2,..., m; j=1, 2, ..., m).

En e caso de que todas las medidas sean estadisticamente independientes, los
coeficientes de correlacion son nulos, y la ecuacion A6.27 se transforma en la
ecuacion A6.24.

Cuando todas las medidas son no independientes, |a correlacion entre variables es
maximay los coeficientes de correlaciéon son la unidad. En este caso la expresion
A6.27 se simplifica quedando:

m\l
SF:éis — (A6.28)
|

Cuando los coeficientes de correlacion estan entre 0 y 1 se aplica la expresion
AB6.27. El error que proporciona la ecuacion A6.28 es mayor que €l de A6.27 que,
a su vez también es mayor que el obtenido por la expresion A6.24.

L os coeficientes de correlacion se pueden estimar a partir de la expresion:

1 [ U
L.=—ia Z,Z, - N"ZZ.y A6.29
ij (n_ 1)SiSj%k6}1 ik = jk i J% ( )

Donde n es el niUmero de veces que se ha realizado la medida de las variables z y
zj, que tiene que ser e mismo para ambas.

A6.3.2. Tratamiento no estadistico.

Cuando las medidas redlizadas para alguna de las variables son pocas
(convencionalmente se considera pocas para n<10), €l tratamiento estadistico ya
no es correcto y toda aquella variable que sea no estadistica tiene un error

asociado que no es ladesviacion tipica.

Se presentan tres situaciones:
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1) Todas las variables se miden varias veces sin superar en ningln caso
las 9 medidas.

2) Todas las variables implicadas se miden una Unicavez.

3) Parte de las variables se mide una Unica vez (variables no estadisticas),
otras se miden un numero de veces n inferior a 10 (variables no
estadisticas) y €l resto se mide un nimero de veces superior a 10
(variables estadisticas).

Para considerar € error de la funcion F hay que tener en cuenta el valor de cada
unade las variables implicadas y su error absoluto asociado, estimado a partir de:

1) Loserroresestandar (si lavariable es estadistica).

2) Loserrores maximos (si lavariable no es estadistica).

3) Los errores de apreciacion (si se realiza una Unica medida o si €l error
de lectura o sensbilidad del aparato es mayor que los errores
mMaximos).

Todaslas variables se miden varias veces sin superar en ningln caso n=9.

En este caso no se puede producir ninguna compensacion entre los errores y
error asociado con la funcion F se estima a partir de la ecuacion A6.28. Por |o
tanto se obtiene como:

N
AU
o

.

Dz =a i

m ~
i=11]

Bl
1z,

F
2,

1

i

s Dzi% (A6.30)

Dz, +
fz,

DF:‘ Dz, +...+

m

Como las variables z, no son estadisticas, su error se evalUa a partir de la ecuacion
A6.21 como:

Dz, = _méx  Pmin (A6.31)

O bien utilizando € error de precisiéon(de lectura o sensibilidad del aparado) de la
variable zx S este es mayor que €l resultante de A6.31.
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Si de una determinada variable z se hace una Unica lectura, € error utilizado para
esta variable en la ecuacion A6.30 es el asociado con la lectura o sensibilidad del
aparato, Dzo.

El utilizar las derivadas parciaes para estimar 10s errores es muy practico porque
los diferenciales pueden considerarse como los errores con la condicion de que

estos Ultimos sean pequefios y se pueda realizar la aproximacion Dx O dx.

Todas las variables se miden una Unica vez.

En este caso los errores de cada una de las variables implicadas son los de
sensibilidad o lectura del aparato. No se puede producir ninguna compensacion
entre los errores, de manera que € error de la funcién F se estima utilizando la
ecuacion A6.30, donde cada uno de los Dz, son errores de sensibilidad del aparato
de medida.

M edidas mezcladas de variables.

En este caso parte de las variables se estiman a partir de una Unica medida. Otra
parte mediante un nimero de medidas inferior a 10, mientras que € resto son
variables estadisticas (n>10).

Este caso es el més complegjo de tratar. El error justo correspondiente ala variable
F seria DF* ta que estaria comprendido entre los proporcionados por las
expresiones A6.24 y A6.30, cumpliéndose que:

i
TF Dz,y =D, (A6.32)

De ta manera que DF* se tiene que calcular mediante la ecuacion A6.27,
calculando los coeficientes de correlacion a partir de la ecuaciéon A6.29. Sin
embargo es dificil que se puedan estimar estos coeficientes y, en caso de
conseguirlo, e vaor de DF* solo tendria sentido s las variables estadisticas se
hubieran estimado a partir de un nimero de medidas muy elevado (n>100). Por
ello se considera correcto el considerar que DF* =Dr..



