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Capitol 1

Introduccié. Sistemes de
Referéencia 1 Unitats

1.1 Introduccid

Dins d’aquesta memoria tractem essencialment dos problemes. El primer d’ells,
contingut en el capitol 2, és un problema “académic” que té els seus origens en els
treballs de Stromgren (1935) sobre orbites periddiques del problema restringit de
tres cossos. En aquell temps era conegut que algunes families d’orbites periodiques
finalitzen en una “orbita” formada per un parell d’orbites heterocliniques que con-
necten els dos punts triangulars d’equilibri. Stromgren, pel valor del parametre de
masses ¢ = 0.5, va trobar cinc d’aquestes orbites heterocliniques. Posteriorment,
entre els anys 1960 i 1975, quan de nou va prendre importancia el seguiment de les
families d’orbites periodiques del problema restringit, Danby, Nacozy, Szebehely i
Van Flandern van trobar families d’orbites periodiques que finalitzen en un parell
d’orbites heterocliniques a les quals acabem de referir-nos.

Dins d’aquesta part de la memoria donem una classificacié de les orbites ho-
mocliniques i heterocliniques atenint-nos al nombre de vegades que tallen I’eix z, aixi
com un metode que ens les permet calcular. Recuperem els resultats obtinguts per
Stromgren i fem un seguiment de les orbites heterocliniques al variar el parametre de
masses. Durant aquest seguiment, s’arriba a un punt en el qual el nombre d’orbites

heterocliniques que tallen una vegada 1’eix = esdevé infinit. En aquest moment, els




resultats numerics son poc clars i per aquest motiu es donen dues proposicions que
expliquen el mecanisme de generacié d’aquests tipus d’orbites i que clarifiquen els

resultats numerics.

El segon problema, que tractem en el capitol 3, és un dels anomenats problemes
de la “vida real” del qual n’hem de treure resultats practics i esta dedicat a I’estudi
d’alguns aspectes de ’analisi de missi6 del satel.lit SOHO.

Durant ’any 1995, I’Ageéncia Espacial Europea (ESA) conjuntament amb la nord-
americana (NASA), tenen previst el llangament d’un satéllit cientific anomenat
SOHO (Solar and Heliospheric Observatory). Durant un periode de temps entre sis
i vuit anys, el SOHO ha de dur a terme programes relacionats amb I’observacié solar.
Estudiara les capes més superficials del Sol, les oscil.lacions de la seva lluminositat,
i la mesura del vent solar entre d’altres coses. Una missié semblant va ser duta a
terme pel satel.lit nord-america ISSE-3 en el periode de temps comprés entre els
anys 1978 i 1982 (veure [6]).

El desenvolupament d’una missié espacial esta essencialment condicionada per
restriccions tecniques degudes tant a la tecnologia del moment com a raons de tipus

economic. Aixi per exemple:

¢ La fiabilitat de les components del satél.lit encareix de manera notable el seu
preu. Aquest problema s’agreuja si la fiabilitat la demanem per periodes de

temps llargs.

e L’eleccié del tipus de motor (hidrazina, gas fred, etc.) que ha de dur el sateél.lit
per a realitzar les maniobres de transferéncia entre orbites o de manteniment en
estacio, al mateix temps que ha de ser prou potent per realitzar-les, també esta
molt condicionada al tipus d’aparells que duu el satel.lit. Un motor d’hidrazina
permet fer maniobres grans, pero contamina ’entorn del satel.lit durant un
cert temps i potser aixo impedeix les observacions durant aquest periode. Un
motor de gas fred no contamina, pero les seves maniobres poden ser tant sols

d’uns pocs centimetres per segon.



o El tipus d’antena per mantenir les comunicacions amb la Terra també és essen-
cial, sobre tot en missions llunyanes. Una antena fixa és més econdomica i
segura ja que estalvia els aparells d’encarament. Una antena mobil té les car-
acteristiques oposades pero potser sera inevitable depenent de I’eleccié d’orbita

que es faci.

Tenint en compte totes aquestes restriccions, I’analisi de missié s’ocupa, entre

d’altres coses, de les segiients qiestions:

e Estudi de les possibilitats de les diferents orbites nominals en les quals podem
posar el satel.lit per a dur a terme la missi6 encomanada. En aquest pas,
a més dels lligams tecnics, cal tenir en compte els requeriments cientifics de
I’'observacié i la facilitat de seguiment del satel.lit des de la Terra. D’entre el
ventall de possibilitats cal escollir una o6rbita nominal i fer-ne una determinacio

acurada.

e Un cop determinada I’drbita nominal cal trobar les finestres de llangament. Es
a dir, el moment i les condicions amb les que s’ha de llangar el satél.lit des de
la Terra per tal que arribi a I’orbita nominal. També cal calcular i1 optimitzar
les maniobres que s’han de realitzar tan per realitzar la transferéncia des de
la Terra a I’0rbita nominal com pel manteniment del satel.lit en la seva orbita

nominal.

En el capitol 3 d’aquesta memoria es tracta essencialment el problema de la
transferéncia d’un satel.lit artificial des de la Terra a una determinada orbita he-
liocentrica del sistema solar, anomenada de tipus halo, que es troba entre 'orbita
de la Terra i el Sol. Per a aquest fet, estudiem la geometria del problema util-
itzant eines de la teoria general dels sistemes dinamics. El funcionament essencial
del procés esta basat en el fort caracter hiperbolic de les orbites halo. Aquest fet fa
que si s’aconsegueix inserir el satel.lit en la seva varietat estable, aquest arribara en
un temps raonable a 1’orbita halo escollida, estalviant-nos la maniobra d’insercié ja
que la varietat s’acosta asimptoticament a 1’orbita halo. Aquest proposit s’estudia

seguint els seglents passos:



e En primer lloc es duen a terme un seguit d’exploracions on s’utilitza el proble-

ma restringit de tres cossos, que malgrat la seva simplicitat, déna una bona
llum a la manera en que es pot assolir la transferéncia. Es considera el Sol com
a primari gran i el baricentre Terra-Lluna amb la seva massa corresponent ac-
tuant com a primari petit. Malgrat que la forma de les orbites de transferencia
que s’obtenen s6n molt semblants a la que es va utilitzar pel satél.lit ISEE-3
utilitzant metodes de “prova i error” totalment diferents, en principi no sembla
possible (encara que més endavant veurem que si) aconseguir la transferéncia
des de la Terra fins ’orbita halo escollida, evitant la maniobra d’insercié a
Porbita halo un cop el satellit arriba a aquesta. Les primeres exploracions
amb el problema restringit de tres cossos mostren que la varietat estable de
I’orbita escollida com a nominal passa relativament lluny de la Terra. Com
que varietats estables d’altres orbites de la mateixa familia si passen prop de
la Terra i fins i tot col.lisionen amb aquesta, dissenyem una estrategia de canvi
d’orbita halo, es a dir un metode de transferéncia entre orbites halo utilitzant

també el problema restringit.

En una segona fase posem de manifest la importancia que té la Lluna en el
problema de la transferencia. Per aixo modelitzem de nou el problema, aquesta
vegada utilitzant un model bicircular pels moviments del Sol, La Terra i la
Lluna. Calculem l’orbita halo nominal utilitzant aquest model i globalitzem
la seva varietat estable. Ja en aquest estadi de I’estudi es veu que la Lluna
té una influencia decisiva. Amb una petita ajuda gravitacional per part de la
Lluna, es pot aconseguir realitzar la transferencia directament des de la Terra
fins ’orbita halo objectiu, sense ser necessaria la transferencia entre les orbites

halo.

En una tercera fase utilitzem el model de sistema solar real proporcionat per
les efemeérides del JPL. D’una manera analoga al problema bicircular obtenim
l’orbita nominal i definitivament es posa de manifest que la Lluna és essencial-

ment ’inic cos del sistema solar, apart clar esta de la Terra i el Sol, que juga



un paper fonamental. Utilitzant aquest model, el métode ens déna totes les
possibles orbites de transferencia des de la Terra fins I’orbita halo escollida.
Apliquem aquest métode per a diferents orbites halo fent especial émfasi en el
comportament de les orbites de transferencia prop de la Terra, ja que aixo de-
termina les finestres de llancament. Els resultats mostren que és possible, tal
com passa pel problema bicircular, aconseguir la transferéncia des de la Terra
fins I'orbita halo objectiu d’una manera directa amb un cost lleugerament in-
ferior al del ISEE-3 en la sortida de la Terra i evitant la maniobra d’insercio
a ’orbita halo objectiu. Aquest estalvi és el veritablement important, ja que
en altres estudis que s’han fet pel projecte SOHO estan al voltant de 45 m/s
de mitjana (veure [13]), i per tant evitar aquest salt de velocitats pot suposar

poder utilitzar un motor amb menys poténcia per fer les maniobres.

La memoria finalitza amb la implementacié de ’estratégia de transferencia entre
orbites halo utilitzant també el model de sistema solar real. Tal com es posa de
manifest en la part anterior, dedicada a la transferencia del satel.lit des de la Terra
fins a ’orbita halo, aix0 en principi no és necessari, pero pot ser-ho si per qualsevol
motiu es fa necessari el canvi d’orbita un cop el satél.lit ja ha arribat a la familia
d’orbites halo o bé perque no ha estat possible inserir el satéel.lit en la varietat estable

de 'orbita halo que ha de ser la nominal.

1.2 El problema restringit. Utilitats

En una primera aproximacid, el moviment d’un satel.lit en el sistema solar, que no

s’aparti excessivament de la Terra, es pot modelar de la segiient manera:

e Suposar que les tniques forces gravitacionals que actuen sobre el satel.lit sén
les degudes al Sol i a la Terra (que en el nostre cas cal considerar Terra +

Lluna).

e Suposar que el camp gravitatori originat per la massa del satél.lit no influeix

en el moviment ni del Sol ni de la Terra.




¢ I finalment, suposar que la Terra (que la considerarem col.locada en el bari-
centre Terra-Lluna) i el Sol es mouen descrivint una orbites circulars planes al

voltant del seu centre de masses.

Les desviacions d’aquest model respecte la situacié real entre d’altres sén les

seglients:

o Si el satel.lit es mou entre les orbites de la Terra i de la Lluna, o en una regi6
propera a aquesta, el fet que en el nostre model la Terra i la Lluna, estiguin

agrupats en un sol cos pot portar-nos a resultats erronis.

e El satel.lit, la Terra i el Sol també estan sotmesos a pertorbacions degudes
als camps gravitatoris dels altres cossos del sistema solar, aixi com a possibles
forces d’origen diferent com sén per exemple les degudes a la pressié de radiacié

solar.

e Malgrat tenir una excentricitat baixa (al voltant de 0.0167), I’orbita de la Terra

no és circular, ni tampoc plana degut a les pertorbacions d’altres planetes.

Malgrat aquestes desviacions, el model proposat que en unes coordenades ade-

quades s’anomena model restringit espacial de tres cossos(Sol, Terra+Lluna, satel.lit)

o RTBP, ha demostrat ser un bon model en molts problemes practics de la mecanica
celeste.

Com que el nostre objectiu es descriure la trajectoria del satel.lit, cal un sistema
de coordenades que clarifiqui la visié el maxim possible, utilitzem per a aquest fi
el sistema de coordenades anomenat sinddic, I'obtencié complerta del qual es pot
trobar a [19] i que apuntem breument.

En el sistema sinodic es normalitzen les unitats de temps, massa i longitud. Aixi,
una volta del primari petit (la Terra), al voltant del primari gran (el Sol) triga 27
unitats adimensionals de temps (es a dir, es fa amb moviment mig igual a a unitat),
la distancia entre els primaris val la unitat (per tant la unitat astronomica és la
unitat de longitud), i finalment, la suma de les masses dels primaris és també la

unitat.



A més, el sistema de referencia és giratori (i per tant no inercial) amb origen
el centre de masses dels primaris, de tal manera que aquests prenen posicions fixes
sobre 1'eix X.

En el nostre model RTBP adoptat hem posat la Terra a la part negativa de I'eix
X, en el punt (z — 1,0,0) i amb massa u, mentre que el Sol es troba en el punt
(#,0,0) i amb massa 1 — u.

El valor de p i les conversions d’unitats adimensionals en unitats fisiques son les
segiients (segons [15]):

u = 3.040357143 x 10~¢ = sa Terra- a
massa lerra-Lluna+massa 5o

unitat adimensional de longitud = 1 AU = 1.4959787141 x 10° km.
unitat adimensional de temps = 58.132355281521 dies solars mitjos.

unitat adimensional de velocitat = 29784.73582435 m/s.

Les equacions que regeixen el moviment del satel.lit resulten ser:

-2y = Q.
j+2z = (1.1)
z = N,
on
1 l—p p 1
0 2% NN Nl L RS
(z,9,2) = 5(z" +97) + Tt g 1)y

r=(x-pl+y’+2> ri=(z—p+1P2+y2+22

Aquestes equacions tenen una integral primera anomenada Integral de Jacobi

que ve donada per:
i+ 9% + 22 = 2Q(z,y,2) - C

on C és la constant de Jacobi que es conserva al llarg de cada orbita.
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Es bén conegut que les equacions (1.1) tenen cinc punts d’equilibri, tres d’ells
col.lineals amb els primaris, anomenats Ly, L, 1 L3, situats respectivament entre
els primaris, a I’esquerra del primari petit i a la dreta del primari gran. Els altres
dos restants anomenats Ly i Lg, estan situats en el pla z = 0 formant un triangle

equilater amb els primaris (veure la figura 1.1).

z
i
- <P (M-1,0,
. Py (k- 0,0)
"‘ . ~
,”’— L}: \\\
Lsr\\ ””»L4
-~ ”’
\\ ’4’
\\ "—’ y
Pl(#.0,0)
L

Figura 1.1. Problema restringit espacial i punts d’equilibri

Aquests punts d’equilibri per 4 = 3.040357143 x 10~° tenen per coordenades:

X Y
L, [ -0.989986054887962 | 0
L, | -1.010075126632794 [ 0
Ly | 1.000001266815476 | 0
L, | -0.499996959642857 | 2
Ls | -0.499996959642857 | =2

Mirats a I’espai fisic aquests punts d’equilibri representen orbites circulars en les
quals ’atraccié dels dos primaris es veu compensada per la forga centrifuga, alhora
que es manté la seva posicié relativa.

En el sistema solar hi ha alguns exemples que confirmen la utilitat del pro-

blema restringit. Si prenem el Sol i Jupiter com a primaris, uns grups d’asteroides
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anomenats Troians i Aqueus es mouen en les proximitats dels punts triangulars que
defineixen aquests dos primaris. Si prenem la Terra i el Sol com a primaris, al voltant
del punt d’equilibri L, hi ha una certa concentracié de pols interplanetari que es
detecta per reflectir la llum solar i donar lloc al fendmen anomenat Gegenschein.
Malgrat ser inestables, els punts col.lineals estan en una immillorable posici6
a efectes de comunicacié amb satél.lits que estudiin el Sol, ja que la seva posicié
relativa a la Terra es manté fixa i a més, el fet que la posicié relativa al Sol també
és fixa, evita ’haver de fer maniobres d’encarament dels aparells d’estudi. Aixi per
exemple, L; és un bon lloc d’observacio solar, ja que a més de tenir-se sempre la
superficie del Sol a I’abast, esta relativament lluny de la Terra (aprox. 1.5 x 108
km) i per tant del soroll que pot causar aquesta (mirar [4] i [6]). El punt L; podria
ser un bon lloc per a l'observacié d’eclipses solars, encara que aquest punt té major
importancia en el sistema Terra-Lluna on esdevé una inmillorable posicié per a
I’establiment de comunicacions amb una possible base translunar. El punt L3 torna
a ser un bon punt d’observacio solar, a I’estar més prop del Sol podrien fer-se estudis

de la superficie solar i dels seus canvis.

1.3 Sistemes de referéncia i equacions del movi-
ment al sistema solar

1.3.1 Sistemes de referéncia

Per a I’estudi de la transferéncia en el cas real, cal utilitzar diferents sistemes de re-
ferencia. Essencialment sén dos, el primer d’ells és un sistema de referencia ecliptic
amb origen el centre de masses instantani del sistema solar, i el segon és adimen-
sional, extensio natural del sistema de referéncia del problema restringit i que serveix
al mateix temps per a comparar i representar els resultats que obtenim, de manera
analoga a la que ho fem en el problema restringit.

Si notem per € i per @ les coordenades espacials d’un punt en el sistema ecliptic 1

en el sistema adimensional respectivament, podem passar d’un sistema a 1’altre via

12



una transformacié del tipus:
&= kCd+b,
on k és un factor de canvi d’escala, C una matriu ortogonal i b una translacié.

Un cop hem seleccionat dos primaris, per exemple el baricentre Terra-Lluna i el
Sol, el vector bés la posicié del centre de masses d’aquests dos cossos respecte la
posicié del centre de masses del sistema solar. Evidentment E, aixi com les altres
magnituds que apareixen a ’equacié que defineix la transformacié, sén funcions del
temps.

Notem per R;, i R, les posicions dels dos primaris (el primari i el secundari) en
el sistema de referéncia ecliptic, per Ry la posicié del baricentre i1 per V, la velocitat
del secundari respecte del primari.

Com que en el sistema de referencia sinodic, el baricentre el tenim fixat a ’origen
del sistema de coordenades resulta que b= éb.

Al mateix temps, com que en el sistema adimensional d’unitats els primaris estan
fixats en els punts (¢£,0,0) 1 (#—1,0,0), on u és el parametre de masses, resulta que
k=|R,~R,|

Si ¢y, &2, €3 denoten els tres vectors columna de la matriu C, aleshores prenem:

- R‘p—R‘B

Cl - k I

s _ (B-R)nY,

3 - = - ]
| (B, — RBy) AV, |

G2 = GAN@.

Aquesta eleccié ve determinada pels seglients fets. En la determinacié de ¢
estem demanant que al fer el canvi de coordenades al sistema sinodic, el primari
gran estigui situat a (y,0,0) i el petit a (¢ — 1,0,0). Seleccionem llavors &5 de tal
manera que el pla (z,y), en coordenades adimensionals, contingui en cada moment
el vector velocitat del primari petit respecte del gran. Finalment determinem ¢; de
manera que completi una referéncia ortonormal orientada positivament.

Les transformacions de coordenades per les velocitats 1 acceleracions s’obtenen

a partir de ’anterior derivant. Degut al fet de que el canvi de coordenades per

13



les posicions depén de la velocitat del primari petit respecte del gran, pel canvi de
coordenades dels vectors velocitats i acceleracid, necessitarem de ’acceleracié i de
la sobreacceleraci6 del primari petit respecte del gran, respectivament.

Un altre sistema de coordenades que cal utilitzar és el normalitzat. Aquest
sistema s’agafa de tal manera que si eliminem totes les pertorbacions, les equacions
del moviment es redueixen a la formulacié donada per Richardson en el problema
restringit (veure secci6 (3.2.3) i [16]). Per aixo ens cal definir uns punts en el
sistema adimensional amb les mateixes relacions geometriques que defineixen els
punts d’equilibri en el problema restringit, malgrat el fet que el sistema pertorbat
no té punts d’equilibri.

Sigui L; un d’aquests punts definits de manera geomeétrica. Per passar del sistema
adimensional al normalitzat, fem una translacié de 'origen de coordenades al punt
L; i escollim la unitat de distancia igual a la distancia des del primari gran a L3, en
el cas de prendre coordenades normalitzades en aquest punt, o bé igual a la distancia
del primari petit a Ly (resp. L;) si les coordenades normalitzades les prenem a L,
(resp. Lj). Pel cas de L, i L, la direcci6 positiva dels eixos = i1 y canvien de signe.
En cas de prendre coordenades normalitzades en el punt Ly o Ls només cal fer la
translacid, no cal cap canvi d’escala ja que la distancia d’aquests punts als primaris
és u.

Ens cal dir només com cal canviar el temps al passar d’un sistema de referencia
a un altre. Pel cas dels sistemes de referéencia adimensional i normalitzat la unitat
de temps és la mateixa. La definim de tal manera que el temps mig que el primari
petit triga a donar una volta al voltant del gran en el sistema ecliptic passa a ser
27 en les unitats adimensionals. En el sistema Terra+Lluna-Sol aixé vol dir que
I’anomalia mitjana del Sol és u.

Arribat a aquest punt apareix un problema de coheréencia. Nosaltres volem
expressar les equacions del moviment com una pertorbacié del problema restringit.
Si considerem els primaris, el Sol i el baricentre Terra-Lluna, aquest haurien de
complir la tercera llei de Kepler n?a® = G(m, + m,). En aquesta relacié n és el

moviment mig associat amb la longitud mitjana del primari petit al voltant del gran
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i a és la distancia mitjana entre els primaris. Resulta que aquesta equacio no es
satisfa. Per a tal que es compleixi el que es fa és modificar (poc) la massa del
primari gran de manera que la tercera llei de Kepler es verifiqui i llavors la resta de

la massa es considera com una pertorbacié més situada en el lloc del primari gran.

1.3.2 Equacions del moviment

En aquesta secci6 anem a veure com es poden desenvolupar les equacions del movi-
ment en el sistema solar real, de manera que es puguin estudiar els moviments per-
torbats al voltant dels punts geomeétricament definits a partir dels punts d’equilibri
del problema restringit.

En primer lloc a partir de les idees de Richarson i de Farquhar a [7] es desenvolu-
pen les equacions del moviment al voltant dels tres punts col.lineals en el sistema

Terra+Lluna-Sol de tal manera que:
1. S’adapten rapidament a I’analisi de pertorbacions.

2. Tots els termes no lineals fins qualsevol ordre del desenvolupament es poden
obtenir utilitzant relacions de recurréncia que es poden implementar en un

ordinador.

3. Les equacions tenen la mateixa forma que les obtingudes per Richardson en el

problema restringit més pertorbacions.

Estem estudiant el moviment d’un satel.lit en el sistema solar format pel Sol, la
Terra, la Lluna i varis planetes P,,...,Ps.

En primer lloc considerem un sistema de referencia inercial amb origen el cen-
tre de masses del sistema solar i els eixos paral.lels als ecliptics. El temps ¢ el
mesurem en dies julians modificats 1950.0 (temps uniforme contat en dies a partir
del comengament del dia u de gener de 1950) i les distancies en kilometres.

Siguin R, R‘S,R‘E,R‘M,R'B i R.pi (resp. O, S, E, M, B, P,) els vectors posici6

respecte el sistema de referencia inercial (resp. les masses) del satel.lit, Sol, Terra,
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Lluna, baricentre Terra-Lluna i I's-éssim planeta, respectivament. Les equacions del

moviment del satel.lit les podem escriure com:

E=¢ ARy~ R)
Ac{S,EMP,.P) | Ba—R?
on G es la constant de gravitacid i els punts denoten les derivades respecte el temps
t.

Sigui o la pressi6 de radiaci6 solar, mesurada en Newtons/metre?, a una unitat
astronomica de distancia, és a dir: o« = 4.51-107%. Si notem per m (mesurada en
kilos) i per o (mesurada en metres quadrats) a la massa i a la seccié efectiva a la

pressié de radiacié del satel.lit, tenim que la contribucié de la pressié de radiacié a

les equacions del moviment és:

. Rs—R
— ===,
| Rs— R 2
on
&= 149597870.66% x 86400%cc kilometres®
- 1000m (dies julians modificats)?’

Notem per ap al semieix major, i per ng, al moviment mig del baricentre Terra-
Lluna al voltant del Sol. Aquest moviment mig té en compte els termes seculars en
I’argument de periheli ecliptic i en ’anomalia mitjana, deguts a I’efecte dels planetes.
Degut a la tercera llei de Kepler tenim que na} és proper a G(S+ E+ M). A fi de

que aquesta llei es compleixi, introduim una massa modificada del Sol, S, mitjancant
nyd} = G(S+ E + M).

Aleshores si tenim en compte a més la pressié de radiacio, les equacions del

moviment del satel.lit les podem escriure de la segiient manera:

E _ GS(Bs - B) A GS(Bs - R) > GA(R,— R)
| Rs— R 3 |Rs— R  setgmp..py |Ba—R[? ,

on §=5-5—a/G. Ala contribucié de S — T a S en les equacions anteriors li

direm el terme de coheréncia (o el terme de coheréncia de Kepler).
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Si tenim en compte que el Sol satisfa I’equacié

B = GA(R4 - Rs)

’

AC{EMP,,..P} | Ba— Rs

llavors si notem per 7 = R — Rg, tenim que les equacions del moviment del satel.lit

respecte del sistema de referéncia ecliptic amb origen al Sol sén

- gor_ g oa(Fsa=r Tsa
T T e [Fsa—7P 175aP)’
A€{E,M.P\,...Px} SA SA

It

on 7's4 denota el vector que va de S a A.

Podem notar ara que les equacions anteriors es corresponen amb les equacions

de Lagrange donades pel Lagrangia

1. . GS GS 1 TSA - F)
L=gr-f+om+r+ GA(.. = TR ,
2 7117 ae@ MR |7sa =7 | 7sa P

1 TSA'T
+K ( -t -y - ))
st my " \TFoa =71 Taa T
on K=G@+E+M)ipus=AS+E+ M) " per A€ {S5,S,EM,P,..PJ}.
Notem també que py5 =1 —pg on pp = (E+ M)(S+ E+ M)~

La geometria pel punt d’equilibri L; pel cas Sol i baricentre Terra+Lluna esta

i
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representada a la figura 1.2.

! Isp
i "1' Lluna
l r b o = -7
I‘ =S —B —LI
| 2 '
| B y :
s LV
r °1 L
= P
Satel.lit Terra

Figura 1.2. Geometria al voltant del punt d’equilibri L;.

La geometria pels altres punts d’equilibri és semblant i es segueix de la definida
pel cas del problema restringit. Suposant que L; (per ¢ = 1, 2, 3) esta localitzat re-

specte del baricentre Terra+Lluna mitjangant el vector 7, ’expressié que determina

FL___ BBTL “‘(1-#3)( Ts _ _TsB )
| Fse > |7 P ITs > |7ss

Aquesta equacié és equivalent a la quintica d’Euler que determina els punts
col.lineals en el problema restringit. Si v, = r1, 758, Y2 = TL,TsB, V3 = TL,T5h»
les localitzacions dels punts col.lineals L; s’obtenen a partir de les solucions de les
quintiques:

FL és

7~ (3~ pe)rf + (3—2uB)} - pB7} +2uBN — 4B =0,

75 + (3 - pB)vs + (3 — 2uB)73 — uB7: — 2uB72 — BB =0,
73 +(2+pB)7s + (14 2u8)73 — (1 — pB)Y3 — 2(1 — pB)pBY3 — (1 — pB) = 0.

Ara realitzem una translacié del nostre sistema de referencia posant I'origen al
punt L; del sistema Terra+Lluna-Sol. Sigui doncs p'= 7 — rs, el vector posicié del

satel.lit en el sistema de referencia ecliptic amb origen L;. Les posicions del Sol, la
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Terra, la Lluna, un planeta P, i el baricentre Terra-Lluna respecte de L; els denotem

per s, ¥g, M, T'P,, 1 TB Tespectivament.
En aquest nou sistema de referéncia el Lagrangia s’escriu com

1o, o o o 1-up 1 FsB-fp
L=_'—""+K(—..——:.—+ (.. eyl ))+
Kug . 1 Fsa-p
btk Y i (- A 2),
|75 -7 A€{E.M,R,....Px,B} |Ta—p| |7sal

on hem omés del Lagrangia els termes que només depenen del temps i

, 1 si A€ {E,M,P,..,P,
i(A) { -1 si A= B.

Aquest Lagrangia es pot rescriure de la forma

1 1 rs-p
L = 5p-p—p "s+K1—#B)(.. — — = )+
2 ( %71 17 F
1 rR D
+K#B( — = i) +
¥ —p| |78
s P r's:p Tsp:p
+K (1 - )5+ = +
(( uB)Tp T e (| P 17 |))
K -
FRL S
| ¥s — 7’|
. 1 Tea D
+K > 1(A)pa ( — 24 ’;)
A€{E,M,P,,....Px,B} | Fa—=p1 [Tsal
Utilitzant les definicions de L; tenim
s 7B 8 — (1 — pB)TsB
1~ -— + = = — ,
( I‘B)lrs E I‘Ber E ITSB E

per tant

B p Fsa'ﬁ)_

fs-p
l1=—ppg)T=—m+ B( —= — T35
( I‘)I"SP’ # |78 P [7sB P

_ (FB ~ (1 —pB)isB I‘BFSB> =
| *sp |2 | s |?

s-f

s |*

3

{

~

i llavors el Lagrangia queda com
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1 oo 7
L = =-5-5— - _
5P F—p s+ K(1 ﬂB)(I_, 51 IFS|3)+
1 Y -
+K#B(.. -~ 12 §)+
{8 —p| |78 |
Krsp Kus
il Ry
|7sg |2 |Fs—~p|
. 1 FSA'ﬁ)
+K (A ( — —_— — —= .
)y A \T5 =71 " Trsa F

A€{E,M,P\,...,P;,B}
El proper pas és expressar el Lagrangia en coordenades normalitzades. En primer
lloc considerem un sistema de referéncia amb origen el punt d’equilibri L;, ’eix =
apunta en la direccié de la linia formada pels dos primaris (el Sol i el baricentre Terra-
Lluna) amb el sentit del primari gran al petit, el pla (z, y) coincideix amb el pla
instantani de moviment dels primaris, i I’eix z completa un sistema de coordenades
positivament orientat.
Siguin 6 i 6 1 longitud i la latitud del baricentre Terra-Lluna en coordenades
ecliptiques centrades al Sol. Tenim llavors que el vector unitari en la direccié de

Peix z és

el vector unitari en la direccié de l'eix z
- _ TspATsp
€3 = . N 9
| 7sB ATsg |

i el vector unitari en la direccid de 'eix y és €; = €3 A ;. Sigui C la matriu formada
pels vectors €, €;, €3 posats en columnes:

cosdcosf —T(sinf + Rsinécosf) T(— cosfsiné+ Rsinb)
C=| cosésiné T(cos®— Rsinésinf) —T(sinfsiné+ Rcosh) |,
sin 6 TRcosé T cosé

on R =6(fcos8)™ i T = (1 + R?)~1/2. Notem que la matriu C és ortogonal.
Anem ara a considerar el canvi de variables del sistema de referéncia ecliptic
amb origen L;, p, al sistema de referéncia normalitzat amb origen a L;, @ = (z,y, z),

donat per
p=kCa,
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on el factor d’escala s’agafa k = rp, = v;rsp per a L, i com k = rg = vy;rsp per a
L,.

En el sistema (z,y, z), les unitats de massa, temps i distancia les agafem de la
segient manera (hem canviat 4; per v a fi d’abreujar):

e La unitat de temps ’agafem com + vegades el semieix major ag del baricentre

Terra-Lluna al voltant del Sol.

e La nova unitat de temps s és el temps ¢ mesurat en dies julians modificats i
escalat per 7%/2. Per tant s = 4%/%t. D’ara en endavant les primes denoten

derivades respecte de s.
e La unitat de massa I'agafem de manera que
K=GS+E+M)=n%d} =1,

on ng és el moviment mig del baricentre Terra-Lluna al voltant del Sol.

El sistema (z,y, z) amb aquestes noves unitats és el sistema normalitzat centrat a L.

Notem que en aquests moments el pas de coordenades ecliptiques a normalitzades

es fa realitzant primer la translacié a L;.
Si es tenen en compte les propietats de la matriu C' i desenvolupant els darrers
termes de Lagrangia utilitzant els polinomis de Legrendre, el nou Lagrangia esdevé:

L = %{Icz(:::'2 + 92 + 2% 4 2K (22’ + yy' + 22') +
+2k% (E(zy' — y2') + Py — 2¢')) + (2> + ¥ + 2%) +
+k*(Az? + By* + C2? + 2Dz2)) -
—k"%zsz — kk'zsz’ — k*(Azsz + Dxsz) — k*Ezpy +
+Kk™1 Y cna" P, ( )+ Kk lzgz +

n>2

+Kk"17'3%s‘5: Z (:a—) P,(cos 8,) +

n>1 NS

+Kk~1y78 Z i(A)pa ( acosA2 -— Z ( ) Py (cos Al)) ,

A€P TA n>1
on P = {E,M, P, B} i els vectors normalitzats s’han distingit anb una titlla.
Recordem que en coordenades normalitzades g 1 75 només tenen components en .

L’angle A, (resp. A;) és 'angle entre 7a (tesp. ﬁSA) ia.
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Els coeficients A, B, C, D, E, i F , aixi com les seves derivades sén funcions de

la longitud 6 i de la latitud é del baricentre Terra-Lluna i es defineixen com

A = 0%cos?é + 67,
(cos?§ 4 sin’ 6R?)87 4 (2 + R*)8% 4 (R’ +siné8')*

B =
(1+ R3)
__FR
(14 R?)¥
Cc = R%*0"7 — § 4 (R’ + sin §¢')? R*R?
- (1+ R?) (1+ R3)?’
= s a(y 4 paya _ SR
D sin  cos §0"(1 + R*) O
E = 6 cosé+ 6'R
- (1+ R¥)Y2°
RI
= 0'si _t__
F = 0s1n6+(1+R2),
on
6’
R = 6'cosé

A partir del Lagrangia les equacions del moviment es poden escriure com (veure
els detalls a [7]):

' = 2 +(1+2e)z+ ) (n+1)ens1a™Pr (E-) +
n>2

+C(0) ) nena™"'P, (f) +
( )g -~
+C(1)z + C(2)y+C(3)z+ C(4)z' + C(B)Y + C(T) +
n-2__
+Kky 3 pg(z — 25) 3 =7 Pn(cos 1) +
n>2 zs

. ] ar i
+Kk™y7 Y i(A)pa (—-:-354 +(z = 24) ) 77 Pnlcos Al)) ’
SA

AeP n>2'A
Y = =22+ (1-c)y+y E cna™ %P, (-1-:-) +
n>3 a
+C(0)y Z cna 7P, (-z—:) +
n>2 a

+C(11)z + C(12)y + C(13)z + C(14)z’ + C(15)y’ + C(16)2' +
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n—2

+C(AT) + Kk™3y2uzy Y %775"(003 51) +

n>2%vs
a . a'n.—2__
+KE™3y73 3" i(A)pa —gﬁ—" +(y—va) D, =55 Palcos 41) |,
A€P Tsa n>2 TA
2" = —cz+ 2 Z cna™ " *P, (2) +
n>3 a
+C(0)z Z cna™ 2P, (E) +
n>2 a

+C(21)z + C(22)y + C(23)z + C(25)y’ + C(26)2’ + C(27) +

n—-2
+EKk3yPugz z __:n+l P, (cos 81) +
n>2vs

_ . z a2
+EEy 2 Y i(A)ua |22 4 (2 - 24) Y =7 Pulcos A1) |
AeP Tsa n>2 TA

on P = {S,M,P,.., P}, Pa) = —d(P,_,(a))/da, i

(0) = Kk™3-1,

(1) = A-1-Fk"k,

(2) = 2K'k'E+ E
Cc(3) = D,

(4) = 2Kk,

(5) = 2(0'—0%+E—1),

(

)
)
C() = (K'k'— A+ Kk 3)zs,
C(12) = B—-1-k"k,
C(13) = 2k'k'F+ F/,
C(16) = 2F,
C(23) = C—k"k1.

i C(11) = ~C(2), C(14) = —C(5), C(15) = C(4), C(17) = z5C(2), C(21) = C(3),
C(22) = —C(13), C(25) = —C(16), C(26) = C(4), C(27) = ~zsC(3).
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1.3.3 El model JPL

El model que utilitzarem per a fer els calculs de la transferéncia en el cas real és
el model JPL. Hem implementat a I'ordinador un arxiu d’accés directe amb les
efemerides JPL DE-118. Aquest arxiu conté 790 registres de 5960 bytes, i cada
registre conté dades dels cossos del sistema solar per a 32 dies. Les dades poden ser
utilitzades a ’interval comprés entre el 10-12-1959 (3630 MJD1950) i el 21-01-2022
(26318 MJD1950).

Aquest arxiu no conté les coordenades dels planetes (dia a dia per exemple) siné
els coeficients dels desenvolupaments, en termes dels polinomis de Chebyshev, per
a diferents intervals de temps (tipicament sén 32 dies llevat per Mercuri que sén 8
dies, la Terra 16 dies i la Lluna 4 dies).

Utilitzant la seguent férmula recursiva per la avaluacié dels polinomis de Cheby-

shev:
Poz) = 0
Pi(z) = z

Papi(z) = 2zPu(z) — Pasa(z), n 21,

es poden calcular facilment les posicions, velocitats, acceleracions i sobreaccelera-
cions dels cossos. Totes les coordenades dels planetes estan donades en el sistema
equatorial mig 1950.0 amb origen el centre de masses del sistema solar, llevat de
la Lluna que és geocentrica. Les unitats que hem escollit per a les posicions, ve-
locitats, acceleracions i sobreacceleracions sén Km, Km/dia, Km/(dia)? i km/(dia)?
respectivament.

Les constants que hem adoptat pel calcul de trajectories sén també les del JPL:

Unitat Astronomica (AU) : 149597870.66 Km.
Relaci6é de masses Terra/Lluna : 81.300587.
Coeficient de pressié de radiacié solar : 4.51x107° Kg Km / (m s )? (és la forga

que actua per unitat de superficie a una unitat astronomica).

1MJD1950 Indica dies julians modificats 1950.0 i correspon al temps, contat en dies, que ha
passat des del comengament de I’u de gener de ’any 1950.
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Potencials gravitacionals dels cossos en AU® / dia?:

Mercuri
Venus
Terra+Lluna
Mars
Jupiter
Saturn
Ura
Neptu
Pluto
Lluna
Sol

0.49125474514508x10~1°
0.72434562096328 x10~°
0.89970116585573x10~°
0.95495289422241 x10~1°
0.28253421034459 %10~
0.84594685048307 %107
0.12888162381380x1067
0.15321124812843 %107
0.22762477518637x10~11
(Terra+Lluna)/82.300587
0.29591220828559 %103
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Capitol 2

Solucions homocliniques i
heterocliniques associades als
punts Ly 1 Ly

2.1 Introduccié

Ja des del temps de Strémgren [18] és ben conegut que algunes families d’orbites
periodiques del problema restringit i pla finalitzen en una “orbita” formada per un
parell d’orbites heterocliniques que connecten els dos punts triangulars d’equilibri.
De fet, pel valor del parametre de masses igual a 0.5, Strémgren va calcular cinc
orbites heterocliniques simetriques, que combinades per parelles, algunes d’elles eren
limit de families d’orbites periodiques simétriques bén conegudes (veure [19]). Al-
gunes oOrbites homocliniques (o orbites periddiques asimptotiques d’acord amb la
nomenclatura classica) també van ser calculades per Strémgren. Families d’orbites
periodiques que finalitzen en algunes d’aquestes darreres foren donades per Danby
[2], Szebehely i Nacozy [20] i per Szebehely i Van Flandern [21] pel parametre de
masses igual a 0.5.

J. Henrard a [12] va demostrar la conjectura d’Strémgren, d’acord amb la qual
una classe de parelles d’orbites asimptotiques son limit de families d’orbites perio-
diques. Resultats posteriors de Devaney a [3] demostren que aquest fendomen passa
en els sistemes Hamiltonians i reversibles.

En aquesta primera part de la memoria fem un calcul sistematic de les orbites
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homocliniques i heterocliniques associades amb els punts d’equilibri triangulars del
problema restringit. Per a aquest proposit, en primer lloc fem un estudi numeric
preliminar de les varietats invariants, estable i inestable associades a aquests punts
d’equilibri. Obtenim aixi resultats sobre el nombre i la forma de les orbites ho-
mocliniques i heterocliniques al variar el parametre de masses.

Com a primer resultat del treball trobem que el nombre d’orbites heterocliniques
simetriques per a g = 0.5 que intersequen 1’eix £ només una vegada de forma perpen-
dicular és quatre. Aquest resultat ja era conegut per Stromgren. Dues d’aquestes
orbites trobades sén terminacié natural de families d’6rbites periddiques simeétriques
de les classes (k) i (I) d’acord amb la terminologia d’Stromgren (veure [19] pp. 484-
5).

Al variar el valor del parametre de masses, el nombre d’orbites heterocliniques
també varia. Els resultats numeérics sén poc clars per a valors petits de g. En aquest
cas mostrem sota quines condicions aquest nombre es fa infinit tant per les orbites

homocliniques com per les heterocliniques.
2.2 Estudi local de les varietats invariants dels
punts d’equilibri triangulars

Si p és un punt d’equilibri d’un camp vectorial X definit en una certa varietat M,
les varietats estable i inestable de p (les quals s’acostumen a representar per W*(p)

i W*(p) respectivament) es defineixen com:
W*(p) = {z € M, p(t,z) =3 p}

W*(p) = {z € M, p(t,z) == p}

on ¢(t,z) denota el flux associat al camp vectorial X que passa per z.
Si la varietat M, en la qual tenim definit X, es 4-dimensional, d’acord amb [3]

el camp vectorial es diu R-reversible, si R és un difeomorfisme de M que satisfa:

(i) R? = Id, (R és una involucid),
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(if) dim Fiz(R) = 2, (on Fiz(R) = {p € M, R(p) = p}),
(ili)) DR(X) = —XR, (on D denota la diferencial).
Es ben conegut (veure [19]) que el problema restringit és reversible amb:
Ri(q1, 92, P1,2) = (91, =2, —P1, P2),
i pel cas de 4 = 1/2 a més per:

R2(¢11, 112,171,1’2) = (—ql’ 92, P1, _p2)’

on ¢; i p; representen les posicions i moments del tercer cos respectivament.

Figura 2.1. Simetria Ry. Si A és una orbita recorreguda en el sentit indicat

llavors B també ho és, i a 'inrevés.

Utilitzant aquestes simetries pel cas dels punts d’equilibri triangulars L4 i Ls,

obtenim les segiients relacions que ens son utils en els calculs posteriors:

Rl(W’(L4)) = W“(LS),
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RI(W“(L4)) = W'(Ls),

A més pera p=1/2:
RQ(W'(L;)) = Wu(L,'), amb 1 = 4,5.

Si a les equacions del moviment del problema restringit els hi apliquem una
translacié que porti 'origen de coordenades a Ly, i després fem una rotacié d’eixos
d’angle «, donat per tan2a = 3!/2(1 — 2u), on u és el parametre de masses, les

equacions del moviment queden normalitzades i amb el segiient aspecte:

i = 2y+ Az +0(2), (2.1)
:‘7 = =2z + le + 0(2),

on

%= Sl (-3 - W),

%= 20— (1 - 3u(1 - u))

Els valors propis de la part lineal de (1.1), DX(L,), al punt d’equilibri L, sén
+(a£if) amb

" 8= 27u(1 — w2 +1]"
- 2

_ R -p -1
2

Cal notar, que degut a la reversibilitat, DX (Ls) té els mateixos valors propis.

D’aquesta manera tenim que si 4 > pg, on upg es refereix a la relacié de masses
de Routh (ur = 0.0385208965...), €l punt d’equilibri és hlperbohc, iel fet que S #0
implica que les orbites espiralen al voltant seu.

La solucié de la part lineal de (1.1) és:

z(t) = €*(a;cos Bt + agsin Bt) + e~ (a3 cos Bt + a4 sin Bt) (2:2)
y(t) = €™(b; cos Bt + by sin Bt) + e~**(bs cos Bt + bysin Bt)
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amb les segiients relacions entre les a’s i les b’s:

bl = ala'+a2ﬂ'

b2 = —Glﬂ, + aga'
by = —aia + a4ﬂ'
b4 = —a3,3' - 640,
' «Q 2 - .ot ﬂ(lAIz + XQ)
= A=A = ——
on a 2|A|2(I I 2) lﬂ 2|A|2

Si seleccionem a; = a; = 0 llavors tenim b, = b; = 0, i per tant en aquest cas les
solucions de les equacions linealitzades donen una bona aproximacié de W*(Ly) si
ens trobem suficientment prop de l'origen. D’una manera semblant si a3 = a4 = 0

llavors b3 = b4 = 0 i obtenim ’aproximacié de W*(L,).

2.3 Globalitzacié numerica de les varietats in-
variants

A fi de globalitzar numéricament les varietats W*(L,) i W¥(L,) cal un bon conjunt
de condicions inicials que ens doni les érbites sobre aquestes varietats.

En la seccié anterior hem vist que I’aproximacié lineal de W*(L,) ve donada per:

z(t) = e*(a;cos Bt + aysinBi),
y(t) = (b cos Bt + bysin ft).

Tenint en compte que el sistema és autonom, les condicions inicials les podem
prendre per ¢ = 0. Aleshores si tenim en compte les relacions entre les a; i les ¥;

obtenim:
z(0) = a,
y(0) = b= @’ + ayff
z(0) = a1a+ axf,
y(0) = al(a'a - ,3',3) + az(aﬂ' + a'ﬂ).
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] _ (64 2 _ -
4] - 2IA12(IAI A2)7
r BUAR+ )
o= NP
M = sl = =l a8,

%2 = 30— (- 31— W)

Podem agafar un bon conjunt de condicions inicials pels nostres proposits si
triem a; i a; de tal manera que quan ¢t = 0 llavors (z(0),y(0)) recorri un cercle,
(r cos 0, r sin 6) prou petit al voltant del punt d’equilibri sobre la part lineal de la

varietat. Aix6 ho fem prenent:

a; = rcosd,
. !
rsinf — ra cosé

ﬂl

i variant la 6 a l'interval [0,27]. Com que les orbites de la varietat espiralen vers

Ay =

Porigen, i la varietat té dimensié dos, podem assegurar que per a valors de r prou
petits qualsevol orbita que vagi cap 1’origen té al menys un § associat.

Per les globalitzacions de W*(L,) procedim d’una manera semblant.

Després de fer algunes proves, hem dut a terme els calculs agafant r = 10~*
i un conjunt finit de valors de @ a linterval [0,27]. Utilitzem un Runge-Kutta-
Fehlberg(7-8) per la integracié de les equacions del moviment (1.1) i regularitzem
les passades prop de col.lisio amb els primaris utilitzant coordenades de Levi-Civita.

Les variacions de la constant de Jacobi:
C = Mz, y,2) — (& + §* + #)

al llarg de les orbites s’ha mantingut inferior a 107! respecte del valor 3 que pren
en el punt d’equilibri, i que ha de ser, clar esta, el valor al llarg de totes les orbites

de les varietats invariants.
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Utilitzant aquest métode, hem calculat les primeres interseccions de W*(L,) i
de W*(L,) amb l’eix z pels segients valors del parametre de masses: u =0.5, 0.4,
0.3,0.2,0.1.

De fet, degut a les simetries mencionades anteriorment, per x4 = 0.5 només cal
calcular una de les varietats anteriors. Les varietats associades a Ly s’obtenen també

per simetria en tots els cassos.

Les interseccions amb 'eix z es poden representar en el pla (z,z). Degut al fet
que en aquest moment y val 0 i el valor de y es pot obtenir via la integral de Jacobi,
la grafica obtinguda determina la varietat al primer tall amb ’eix z. A les figures
que van des de la 2.2 fins a la 2.11 estan representades aquestes corbes associades

amb la primera interseccio, per a les varietats estable i inestable de L.

~2

1

¥
\

Figura 2.2. W*(L4) primera interseccié, u = 0.5.
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Figura 2.4. W*¥(L4) primera interseccié, u = 0.3.

Cal notar que aquestes corbes tenen dos tipus de discontinuitats, una prop
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Figura 2.6. W*(L,4) primera interseccid, u = 0.1.

dels primaris, deguda a les possibles 6rbites de col.lisié, i una segona deguda al

caracter no global de y = 0 com a superficie de seccié. Degut a aquest darrer fet,
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Figura 2.7. W*(Ly4) primera interseccid, g = 0.5.
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Figura 2.8. W*(L4) primera interseccid, p = 0.4.

una orbita tangent produeix una discontinuitat en la representacié de la varietat,
respecte condicions inicials properes tal com es pot veure a la figura 2.12. De totes

maneres aquests fets no afecten de manera essencial els nostres proposits.
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Figura 2.10. W?(L,4) primera interseccid, u = 0.2.

També cal dir que a les figures corresponents als parametres de masses que van

de 0.5 a 0.2, els dos inclosos, la grafica de la varietat esta formada per tres branques
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Figura 2.11. W*(L4) primera intersecci6, 4 = 0.1.

Figura 2.12. Comportament de les orbites prop d’una tangent que produeix una

discontinuitat en la representacié de la varietat invariant en el pla (z, ).
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continues, mentre que per g = 0.1 (figures 2.6 i 2.11) I’aparent difusié que s’observa
en la representacié de les varietats s’ha d’entendre com una acumulacié de diferents
branques. Es molt dificil donar un bon dibuix que representi aquestes varietats
juntant els punts calculats amb corbes suaus, per aixé hem preferit representar-les
de manera puntejada. L’explicacié del comportament d’aquestes varietats la donem

a la propera seccio.

2.4 Orbites homocliniques i heterocliniques

Siguin p i ¢ dos punts d’equilibri hiperbolics d’un camp vectorial X com abans.
Si ¢ € W*(p) N W*(p), llavors 1’orbita que passa per z es diu homoclinica. Si
z € W*(p) N W*(q) llavors I’drbita que passa per z es diu heteroclinica de p a q.

Una orbita homoclinica, «, es diu no degenerada si
dim(TW?*(p)NnTW*(p)) =1

on TW*(p) i TW*(p) sén els espais tangents a W*(p) i a W*(p) respectivament en els
punts de 4. Una definicio analoga es pot donar pel cas de les orbites heterocliniques,
(veure [3] i [12] per a les seves propietats).

Hem classificat les orbites homocliniques i heterocliniques tenint en compte el
seu nombre d’interseccions amb ’eix z. D’aquesta manera, donada z € W*(L;) N
W3(L;), amb ¢ € {4,5}, direm que '0rbita v que passa per z és una orbita

2k-homoclinica, si la seva projeccié (z,y) té 2k-talls amb l'eix z, £ = 0,1.... Si

P’orbita té alguna tangéncia amb leix z, la seva multiplicitat es té en compte. D’
una manera semblant podem definir orbites (2k + 1)-heterocliniques si agafem z €
W*(L;) N W*(L;), amb 7 # j.

Si X és R-reversible i p és un punt d’equilibri de X, direm que p és simétric si

p € Fiz(R). Direm que una orbita v de X és simétrica si R(y) = 7.
En el problema restringit, degut a la simetria esmentada a la seccié anterior,

tenim que:
We(Ls) = Ry(W*(Ly)) 1 W*(Ls) = Ri(W?*(L4)),.
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per tant si volem calcular totes les orbites 1-heterocliniques de Ly a Ls (resp. de
Ls a Ls) hem de calcular totes les interseccions entre les grafiques corresponents a
W*(L4) (resp. W*(L,)) i la seva simetrica respecte 1'eix z (z = 0). Tenim doncs que
un punt (z,z) sobre la grafica de la varietat correspon a una orbita 1-heteroclinica
si el punt (z,—z) també és de la grafica.

La segiient proposicié resumeix els resultats numeérics obtinguts per a les orbites
1-heterocliniques.

PROPOSICIO. Per les relacions de masses estudiades, el nombre d’orbites

I-heterocliniques ve donada per la segiient taula.

24 Wu(L5) N W’(L,‘) W’(L5) N W“(L4)
0.5 4 4
0.4 3 4
0.3 2 2
0.2 2 2
0.1 ? ?

OBSERVACIONS:

1) Pel valor del parametre de masses y = 0.1 sembla que hi ha un nombre infinit
d’orbites 1-heterocliniques. Els resultats de les proposicions que segueixen

expliquen aquest resultat.

2) Les orbites trobades pel cas u = 0.5 eren ben conegudes per Stromgren (veure
[18]).

3) Pels valors dels parametres de masses entre 0.5 i 0.2, la interseccié de les
grafiques de les varietats succeeix quan y = z = 0 i per tant totes les orbites 1-
heterocliniques sén simeétriques. Per altres valors de u (per exemple p = 0.14)

apareixen altres orbites 1-heterocliniques Ls — L.

Des de la figura 2.13 fins a la 2.20 hem representat les orbites heterocliniques pels
primers quatre valors del parametre de masses. Des de la figura 2.21 fins a la 2.24

presentem alguns cassos tipics d’orbites heterocliniques corresponents a W*(L,) pel
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valor del parametre de masses ¢ = 0.1. També representem una orbita 0-homoclinica

que com veurem té un paper fonamental.

Figura 2.14. Orbites 1-heterocliniques Ly — L pel cas u = 0.4.
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Figura 2.15. Orbites 1-heterocliniques Ly — Ls pel cas u = 0.3.

Figura 2.16. Orbites 1-heterocliniques Ly — Ls pel cas p = 0.2.
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Figura 2.17. Orbites 1-heterocliniques Ls — L4 pel cas u = 0.5.

Figura 2.18. Orbites 1-heterocliniques Ly — L4 pel cas u = 0.4.
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Figura 2.20. Orbites 1-heterocliniques Ls — L4 pel cas y = 0.2.
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Figura 2.21. Les orbites 1-heterocliniques Ly — Lg més “simples” pel cas u = 0.1.
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Figura 2.22. Orbita 0-homoclinica Ly — L4 pel cas y = 0.1.
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Figura 2.23. Orbita 1-heteroclinica Ly — Ls involucrant la forma de 1’drbita

0-homoclinica de la figura 2.22 pel cas g = 0.1.

Figura 2.24. Orbita 1-heteroclinica Ly — Ls involucrant la forma de I’drbita

0-homoclinica 2.22 pel cas g = 0.1.
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L’estudi numeric de la varietat inestable de L4 al segon tall, pel cas g = 0.5,

(Figura 2.25) presenta dues parts ben diferenciades.
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Figura 2.25. W*(Ly) segona interseccid, & = 0.5.

Una part que podriem dir propia que esta representada per les corbes continues
a trossos, i una segona que és una acumulacié de branques (en el sentit al qual
ens referiem en la seccié anterior) vers la grafica de la varietat inestable de Ls al
primer tall (seria la figura simétrica de la 2.7). D’aquesta manera, pel cas de les
orbites 2-homocliniques de L, a L5 obtingudes amb la interseccié W}(L4) N W7 (Ls),
deixant-ne de banda un nombre finit de “propies”, n’apareix un nombre infinit que
“recorden” essencialment la forma d’un parell d’6rbites 1-heterocliniques. Aquest

fet ens porta a la segiient proposicié.

PROPOSICIO. Per a un valor de p fizat, Uezisténcia d’un parell d’orbites
1-heterocliniques no degenerades, una de Ls a Ly, i l'altra de Ly a Lg, implica
Uezisténcia d’un nombre infinit d’orbites 2k-homocliniques (de Ly a Ly i de Ly a
Ls), aizi com lezisténcia d’un nombre infinit d’orbites (2k + 1)-heterocliniques (de

LyaLsideLs aLy) perak=1,2.3,....
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Demostracid. Considerem C; 1 C, dues circumferencies de radi r al voltant dels
punts d’equilibri L, i Ls, parametritzades pels angles 8, i 6, respectivament.

Sigui 4 una orbita 1-heteroclinica de Ly a Ls, i 7 una orbita 1-heteroclinica
de Ls a Ly. Suposem que la primera interseccié entre v i C; té lloc per un valor
del parametre igual a 6). Considerem l'interval (9} — ¢,0), + ¢), i recordem que
dim W¥(L;) = dim W*(L;) = 2 per ai = 4,5. Per continuitat respecte les condicions
inicials, i degut al fet que v espirala infinitament al voltat de Ls, podem trobar una
orbita, 4,, a W*(L,) i propera a 7 de tal manera que, dins de C; i abans de sortir-ne,
doni exactament n voltes al voltant de Ls en el sentit de les agulles del rellotge. Si
denotem per ¢ al valor del parametre que correspon a la primera interseccié de

l’orbita 4, amb la circumferéncia C;, podem suposar que per un ¢ adeqiiat tenim
~e+0, <0 <8l

De manera analoga podem trobar una orbita 4,4, a W*(L,), de tal manera que
dintre de C; doni exactament n + 1 voltes al voltant de Ls,en el sentit de les agulles
del rellotge, i amb

1 1 1
0’71: < 0’Yn+l < 0’7'

Per a valors de n prou grans, diguem n > ny, les drbites de W*(L,) que surten
de L, entre 8} i 9,1"“, quan surten de C,, cauen en un entorn de W*(Ls) i per
tant “reprodueixen” W*(Ls), en el sentit que aquestes orbites formen una varietat
dos dimensional que fora de C; pot ser considerada com una petita pertorbacié de
W*(Ls). La notarem per W*"(Lg) (veure figura 2.26).

Com que 75 és no-degenerada, W*(Ls) N W*(L,) és transversal, i per tant també
ho sera W*"*(Ls) N W*(L4) per a n > ny, ja que quan n — oo llavors W*"(Lg)
s’acosta a W*(Ls).

D’aquesta manera hem construit un conjunt d’orbites, 42, 2-homocliniques i no-

degenerades Ly — (C;) — L4 per a n > nq.
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Figura 2.26. Procés de generaci6 de W“*(Ls).

Agafant una orbita qualsevol, 77, entre aquestes drbites 2-homocliniques trobades,
podem repetir els mateixos arguments considerant el valor del parametre 0:: corres-
ponent a la primera interseccié de 43 amb Cj,, quan 4} espirala al voltant de Ls en

el sentit de les agulles del rellotge. Entre 03& - €, 0?': + ¢, podem trobar un nombre
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infinit d’orbites 3-heterocliniques Ly — (C3 — C)) — L5 de la mateixa manera que
hem vist anteriorment.

Comengant amb una orbita 1-heteroclinica de Ls a L4, podriem obtenir families
d’orbites 2k-homocliniques (Ls — Ls) i families d’orbites (2k + 1)-heterocliniques
(Ls — Ly).

Utilitzant els mateixos arguments es pot provar:

PROPOSICIO Amb les mateizes hipotesi que en la proposicid anterior, lexis-
téncia d’una orbita 0-homoclinica no degenerada (Ly — Ly o Ls — Ls), implica
Pexisténcia d’un nombre infinit d’orbites 0-homocliniques (Ly — Ly o Ls — Ls), 1

un nombre infinit d’orbites 1-heterocliniques (Ly — Ly o Ls — Lyrespectivament).

1) Aquesta darrera proposicié explica la situacié observada numericament per

valor del parametre de masses u = 0.1.

2) Hem observat numeéricament que la primera orbita 0-homoclinica no-degenerada
apareix per un valor de x dins I'interval (0.1108,0.1109). Per a valors del
parametre de masses menors que aquest valor critic 1 més grans que el valor
de Routh (gr = 0.03852...), existeixen, d’acord amb la darrera proposicié,

un nombre infinit d’orbites 0-homocliniques i 1-homocliniques.
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Capitol 3

Transferencia a orbites halo

3.1 Introduccid

El que segueix en aquesta memoria esta dedicat a ’estudi de la transferencia d’un
satel.lit artificial a les proximitats del punt L,. Ara bé, el punt L; no és un lloc
adequat per a deixar-hi el satel.lit ja que des de la Terra aquest emplagament es veu
sobre el Sol i resultaria que els senyals de radio que enviaria el satél.lit quedarien
emmascarats, i de fet desapareixerien, en mig del soroll causat per la radiacié solar.

Sortosament resulta pero, que el problema restringit té orbites tridimensionals
en libracié al voltant de L, (i de fet al voltant de tots els punts d’equilibri colineals)
que poden servir pel proposit de I'observacié solar ja que compleixen el que deiem
anteriorment: estan lluny de la Terra, no molt lluny de L, i la distancia angular al
Sol vista des de la Terra es pot escollir prou gran per a tal que la radiacié solar no

interfereixi el senyal de radio.

3.2 Disseny de la missié6 i orbites halo

Ja hem comentat que el satel.lit no pot deixar-se exactament en el punt L, degut a
les interferencies causades per la radiacié solar. Les restriccions técniques imposen
que el satel.lit ha d’evitar una zona d’amplada angular aproximada de sis graus vista

des de la Terra. D’altra banda, vista des de la Terra, I’orbita tampoc pot separar-se
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molt del disc solar, ja que si volem mantenir I’antena fixa, el seu con d’emissid, que
ha de contenir obviament la Terra, és molt ampli i per tant ’energia necessaria per
a les comunicacions hauria de ser molt gran. Resulta aixi que I’angle format per la

linia Terra-satel.lit i el pla de I'ecliptica ha de ser sempre menor de sis graus. (veure

TO SUN

=< ! ZAXIS IS PERPENDICULAR
S Oy, TO ECLIPTIC PLANE

Figura 3.1. Orbita halo al voltant de L;. (Ref. [6])-

figura 3.2).

Per a tal de complir aquestes constriccions, a [4] s’estudien dos tipus d’orbites.

Les orbites de Lissajous i les orbites halo.
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Figura 3.2. Orbita halo vista des de la Terra. (Ref. [6]).

3.2.1 Orbites de Lissajous

Com ja veurem més endavant, en la construccié analitica de les orbites halo, en un
sistema de coordenades centrat a L;, es pot veure que les equacions linealitzades del

moviment d’un satel.lit artificial prop d’aquest punt en el sistema Terra~Sol son:

5:—23]—(2314-{-1)1‘ =0
ﬁ+2d:+(BL,—l)y =0
:'z'+BL,z = 0

on By, = 4.06107.
D’aquestes equacions es veu que el moviment en el pla X-Y esta acoblat, mentre
que el moviment fora d’aquest pla és senzillament harmonic i desacoblat de I’anterior.
Si s’agafen les condicions inicials de manera que el moviment en el pla X-Y sigui
oscil.latori, i per tant acotat, aleshores 1’orbita seguida a I’espai sera quasiperiodica al
voltant de L;. D’orbites d’aquest tipus n’hi ha tota una familia i les seves equacions

es poden posar com:
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z = kAysin(wgyt + Ozy)
y = Aycos(wgt+ q)ry)
z = A;sin(w,t+ ;)

amb k = 0.309668, w,, = 2.08645 i w, = 2.01521.
L’inconvenient principal d’aquestes orbites és que degut a la diferéncia entre les
freqliencies d’oscil.lacio en el pla X-Y i fora d’ell surten corbes de Lissajous en el pla

Y-Z tal com es veu a la figura segiient.

)
/
/

Figura 3.3. Orbita de Lissajous vista des de la Terra. Ay, = 200000km,
A, = 100000km, ®,, = &, = 0. (Ref. [4]).

Encara que en aquest cas I’orbita és inacceptable, ja que passa molts moments
per la zona d’exclusid, es poden trobar orbites de Lissajous que es mantinguin fora
del disc, durant un cert temps, triant de manera adequada les amplituds A, i A,,
aixi com les fases ®,, i ®,.

A les figures seglients poden veure’s grafiques d’elongacions solars minimes per
volta versus temps a I’orbita. Aixi per exemple, amb A, = 500000 km i A, = 100000

km, es poden trobar angles de fase que donen orbites de Lissajous amb elongaci

53



solar minima més gran de quatre graus en un interval de temps d’uns tres anys. Es
poden aconseguir orbites que estiguin fora de la zona d’exclusié agafant amplituds
z, A;, més grans. Per6 A, no pot ser molt gran. Com ja hem dit degut a les

constriccions d’antena la maxima elongacié pot ser de sis graus.

1
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Figura 3.4. Elongacié solar minima per una orbita Lissajous amb

A, =200000 km. (Ref. 4]).

Una altra manera d’evitar la zona d’exclusié seguint una orbita Lissajous, seria
fer maniobres en la direccié z a fi de variar el periode d’oscil.lacié en aquesta direccié
i de manera que quedi sincronitzat amb el moviment respecte €l pla X-Y. Segons
els estudis de [5] aixo vindria a costar uns 20 m/s per any pel cas d’una orbita amb
A, =200000 km i A, =115000 km.

En el treball recent [9], s’ha construit un manipulador algebraic que permet
obtenir qualsevol orbita de Lissajous desenvolupada en una serie de poténcies sem-
blant a la que veurem en una propera seccio, en la construccié analitica de les orbites
halo. Com a resultat es mostra que no hi ha cap orbita de Lissajous confinada en
una distancia angular adequada al voltant del Sol pels requeriments d’una antena
fixa, per exemple uns 9°, sense que passi un moment o altre per la zona d’exclusié.

En aquest cas cada 4.75 anys cal fer una maniobra d’uns 143 m/s en la direccié de
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eix z. (Veure figura 3.5).
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Figura 3.5. Orbita de Lissajous excloent el disc solar i confinada en una distancia
angular d’uns 9° al voltant del Sol. Cal una maniobra d’uns 143 m/s cada

4.75 anys a fi d’evitar el disc solar.

3.2.2 Orbites halo

Les orbites halo s'obtenen agafant I'amplitud A, prou gran, de manera que les
pertorbacions degudes a la part no lineal produeixin freqiiéncies d’oscil.lacié en el
pla X-Y i en la component Z iguals (wz, = w,). El resultat és una orbita periodica
espacial del problema restringit en coordenades sinodiques z,y,z tal que la seva
projeccié en el pla Y-Z és homeomorfa a una circumferéencia amb ’origen contingut
en la component acotada.

Apareixen també com a bifurcacié de la familia plana d’orbites de Liapunov quan
I’amplitud d’aquestes és prou gran. (Veure [8], {11] i [22]).

Degut a una constriccié entre A, i A;, no poden existir orbites halo a menys que
A, > 654276 km.

Tragats tipics d’orbites halo es poden veure a les segiients figures. Notem que
degut a les simetries de les equacions (1.1) hi ha dues families d’halos, la projeccié

de les quals en el pla X-Y és ideéntica, les altres projeccions sén simetriques respecte
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del pla X-Y. 103

2t

%
£0.998

Figura 3.6.

x107

-0.996

£0.994

-0.992

-0.99 -0.988

-0.986

Orbites halo classe 1i 2. Projeccié X-Y.

-0.984

2F

3t

classe 1

classe 2

-4
-0.995

-0.994

-0.993

-0.992

-0.991

099  -0.989

-0.988

Figura 3.7. Orbites halo classe 1 i 2. Projeccié X-Z.
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Figura 3.8. Orbites halo classe 1 i 2. Projeccié Y-Z.

L’orbita nominal del ISEE-3 es va escollir amb A, = 120000 km i A, = 666672
km. En aquell moment, les raons principals d’eleccié d’una o6rbita halo en lloc d’una

Lissajous d’amplitud menor varen ser:

1) Una orbita d’amplitud A, gran minimitza el temps passat al voltant de la zona

d’exclusid.

2) Es pot evitar la zona d’exclusi6 sense necessitat de fer maniobres (malgrat que
caldra fer maniobres de manteniment del satel.lit en 1’orbita nominal degut al

seu caracter inestable).

3) El cost d’insercié a ’orbita disminueix si aquesta té amplitud-z gran. (Aixé
es posara de manifest 1 veurem la seva explicacié en els seglients apartats

d’aquesta memoria).

3.2.3 Meétodes d’obtencidé de la familia d’6rbites halo

Per a obtenir la familia d’orbites halo, podem emprar un meétode analitic, buscant

les orbites desenvolupades en série de Fourier mitjangant un manipulador algebraic
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(de fet el métode és semianalitic ja que els coeficients sén numerics) o bé podem

obtenir les orbites numeéricament mitjangant un metode de continuacié.

Construccié analitica de les orbites halo

A fi d’obtenir un desenvolupament que es pugui generar de manera recursiva i
d’aquesta manera poder utilitzar manipuladors algebraics, Richardson a [16] in-
trodueix una formulacié lagrangiana prenent com a origen de coordenades el punt
L; de la segiient manera:

Sigui E qualsevol dels tres punts col.lineals (L1, L, o L3) localitzat respecte M,
(primari petit) pel vector rg. Dirigim I’eix positiu de les X des de M, (primari gran)
a Mj, es a dir, orientat amb —r;,, I’eix Y el posem contingut en el pla del moviment
sideral formant un angle de 5 respecte ’eix X en sentit contrari a les agulles del
rellotge, i finalment, I’eix Z es tria perpendicular als anteriors de manera que formi

un sistema de coordenades positivament orientat (veure figura 3.9).

Figura 3.9. Sistema de referéncia centrat en un L;. (Veure [16]).

Aleshores el Lagrangia del problema de tres cossos que descriu el moviment d’un

cos M; respecte de M; i pertorbat per M,, es pot posar com:

1 TP

1 T2 p
+(1— _
e = Ay

3
Lip

1, . ry- .
L= 5p-p+-1—3—p—r1-p+p(l )+t. ctants.

T12
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D’aqui reconeix que els termes que porten els factors p i (1 — ) tenen la forma
d’un potencial pertorbador, es a dir, el moviment al voltant del punt E és essencial-
ment de libracid, pertorbat pels primaris i com si aquests juguessin el paper d’un
tercer cos pertorbador en el moviment kepleria d’un objecte, al voltant d’una massa
central suposadament col.locada a E.

Aixo suggereix d’utilitzar polinomis de Legendre per a desenvolupar la pertor-
bacié (veure [1]) quedant el Lagrangia:

L= -;— p+— Z( )"P (cos Sy) + Z( )"P cos S3),

Tl pm2
on 51 1 S; sén els angles entre p i els vectors ry i ry respectivament, i P, és el
n-éssim polinomi de Legendre de primera espécie amb argument o bé cosS; o bé
cos S. Aquest desenvolupament és valid sempre que els quocients £ i £ siguin els
dos menors que la unitat.

Prenent llavors com unitat de distancia, v, la que hi ha des del punt d’equilibri
considerat al primari més proper, es a dir ¥ = d(M;,L;) per i = 1,2 0 bé vy =

d(M3, L3), i el canvi de la variable independent donat per s = 7L/ t on:

{—'L pera L, i Ly,
T =

T12

2
2 pera L,

el Lagrangia queda:

1. [ kd n T
L=35p-p+2 " Pal2),
n=2 P
on les primes denoten derivacié respecte de s i les ¢, venen donades per:
-_— "+1 . . . .
¢ = ;li—[(il)"p + (- l)"%#g{,w] signe superior L,, inferior L,,
Cn = ;1%-[1 g+ (1+‘rz,)"+1] pel cas L.

Aleshores les equacions del moviment prenen la segiient forma compacta:

(>}

" ' T
z =2y —(14+2c)z = Z(n+l)c,.+1p"P,,(;),
n=2
" ' > o~ , X
Y + 2z +(c2_l)y = chypn 2Pn(;)a
n=3
" > ~ T
zZ +ez = 2%2.0"'21%(;),
n=3
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on

S o ‘ z
P, (=)= Z (3 + 4k — 2n)P,_p_2(=),

i essent [252] la part entera de 252,

Un cop desenvolupada la formulacié lagrangiana, el mateix Richardson en un
altre article (veure [17]) indica la manera d’obtenir la construccié analitica de les
orbites periodiques de la seglient manera.

Si considerem les equacions linealitzades del moviment:

z ~2% - (1+2c)z = 0,
y +2z +(cz~1)y = 0,

n
z +cz = 0,

i busquem condicions inicials de tal manera que el moviment en el pla XY sigui
acotat (la component Z sempre ho és, ja que és un moviment harmonic), la solucié

es pot expressar de la forma:

z = acos(At+ ®),
y = —kasin(At+ ),
z = fcos(vt+ ¥),

amb
k — A¥+202+1
2A ’
2 —c; +(9g — 8¢)'/2
A = /3
( 2 ) ’
=

i les projeccions del moviment en els diferents plans coordenats produira corbes de
Lissajous. A més si no es té la precaucié de que % sigui racional, el moviment sera

quasiperiodic.




El moviment del tipus halo s’obté si ’amplitud en el pla XY és prou gran de
manera que les contribucions no lineals al sistema anterior produeixin freqieéncies
propies iguals. Tenint en compte les simetries de les equacions i utilitzant mani-
pulacié simbolica pel métode de Lindsted-Poincaré (veure [14]), podem buscar les

orbites halo desenvolupades en la forma:
r = Eac‘jka"ﬂj 7,
y = V=1 bya'fiyk,
z = E Z;jka‘ﬂj‘rk,
7 = exp(tlwr), k=1,2,

on les variables 7 i w les introduirem tot seguit.
Utilitzant la solucié de la part lineal com a primera aproximacio i el metode de
Linsted-Poincaré, es va construint el desenvolupament de I’orbita halo igualant ter-

mes en o'#’~*. Per aixd es convenient partir de les equacions linealitzades segiients:
g —2 —(1+2¢)z = 0,
v +2z2 +(ca-1)y = 0,
Z' 42z = 0,

on hem canviat el c; que teniem per A%, introduint una correccié6 A = A% — ¢;, que
haurem d’afegir al costat dret de I’equacié en z, quan construirem aproximacions
d’ordre superior. Es a dir, la nova equacio per a la z sera:

z Az = > cnzp"'QPn(%) + Az.

n=3

Se suposa clar, que aquesta correcci6 és de I'ordre de magnitud A = O(f?) i per
tant apareixera per primera vegada en les expressions per a les correccions de tercer
ordre.

Finalment, a fi de treure els termes seculars que apareguin a I’hora d’aplicar el
meétode de Linsted-Poincaré cal introduir una nova variable 7 donada per 7 = ws
amb

w=1+Y w, 1 w,<I,

n>2
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on w, se suposa d’ordre O(a™). Es va triant cada w, durant el desenvolupament de
la solucié per anar anul.lant els termes seculars.

Richardson va aplicar aquest metode manualment per a obtenir les orbites halo
fins a ordre 3. A I’any 1985, G. Gémez, J. Llibre, R. Martinez, i C. Simé a [7] van

desenvolupar un manipulador algebraic i van obtenir les 6rbites halo fins a ordre 15.

Obtencié numerica de les orbites halo

En el treball [7] es descriu el metode de continuacié per a l'obtencié d’orbites
periodiques del problema restringit simetriques respecte el pla X-Z i en particu-
lar doncs, orbites halo. El seguiment i parametritzacié de la corba caracteristica
es fa pel parametre arc, la qual cosa evita les singularitats tipiques del métode de
continuacié.

Considerem P, = (zo, Yo, 20, To, Yo, %0) = (z,Y,2,%,Y, z)o la condicié inicial amb
Yo=0,z0=012 =0.

Considerem la primera interseccié de 1’orbita que passa per F, amb el pla y =0
que la notem per Py = (zy,yy, 24, Z1,¥5, 21) = (2,9, 2,%,9,2)s (amb yy; = 0).

Si el que volem és una orbita periodica, degut a les simetries del problema només

ens cal que
fl(z’za?;/)o = ij = 0’
fA(z,2,9)0 = 25 = 0

o el que és el mateix, definint X = (z,z,¥) i F = (f', f?)*, volem la solucié del
sistema no lineal F(X,) = 0.
Si el rang de DF és dos, aleshores F(Xo) ens déna una corba, anomenada ca-
racteristica a l'espai (z, 2,9)o (cada punt de la corba correspon a una orbita halo).
Per a tal de seguir aquesta corba apliquem un metode de continuacié respecte del
parametre arc que notarem per s, aixi, com que dir que una corba esta parametritzada
per Parc és equivalent a que el vector tangent tingui norma 1, a més de F(X,) = 0,

cal imposar que

dr., ,dz., dy.,
dS) +(ds) +(ds) _1’

llavors calculant les derivades parcials de F i aillant ‘i—‘:, %f i % obtenim el sistema
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d’equacions diferencials que ens déna la corba:

dz _ Al
ds ~ A
dz _ Ag
ds ~ A
dj _ As
ds ~ A
on
A _6f16f2_8f‘6f2 A _3f13f2_3f13f2
17 820 By o 020" T BgoOzo 070 Ogo’
1 2 2
=L SLIE o= a1+ a4 ay

= Ozo 0z 0Oz Oz’

Per a integrar aquest camp, com que no tenim explicitament ’expressié de f?
ni de f?, siné que només les podem avaluar numéricament, és convenient aplicar un
metode predictor-corrector per a poder aprofitar la informacié que es va obtenint.
Per aixo utilitzem un Adams-Bashford d’un, dos, tres o quatre passos depenent del
nombre d’orbites periddiques que es tinguin en aquell moment.

D’aquesta manera, donats uns quants punts z;,...,z, amb n > 1 de la corba
caracteristica, el métode d’Adams-Bashford ens déna un nou punt z2,, proper a la
corba i que caldra refinar per a obtenir una nova orbita halo.

Pel refinament utilitzarem basicament un Newton. Suposem que X*~! sigui

Paproximacié d’una orbita halo, aleshores construim el segient metode iteratiu:
X =Xx1+AxH?

on imposem que AX*! verifiqui DF(AX*!) = —F(X*') i que es minimitzi la

norma definida per AX*AX. La solucié d’aquest problema és:
AXk—l = _Q—th(GQ—th)—lF(Xk-—l),

on hem notat per G = DF(X*-1).
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3.3 Magnituds geometriques associades a les or-
bites halo

Entendre la geometria i el comportament local de les orbites prop d’una orbita halo
és de vital importancia ja sigui per a elaborar una estratégia de control del satel.lit
per a mantenir-lo en estaci6 (veure [7]), o bé, tal com veurem en aquesta memoria,
per a realitzar maniobres que el transfereixin d’una orbita halo a una altra.
Considerem les equacions del moviment del problema restringit (1.1) que d’una

manera compacta les podem escriure com

§y = fly), veR (3.1)

L’estudi de V’entorn d’una orbita el podem dur a terme, fins a primer ordre,

mitjangant de les equacions variacionals:
A = Df(y(t))A amb A(0) = Idi A € L(RS, RS), (3.2)

ja que si @ és el flux associat a (3.1), i denotem per ®,(y) el punt de ’orbita per
t = 7 que ha passat per y quan t = 0, aleshores la matriu A(7) de (3.2) és la
diferencial de D® ., respecte de les condicions inicials.

Es a dir, si h € RE llavors
®,(y + h) = &,(y) + DO, (y)h + O(|  [*)

i per tant ®.(y) + A(7)h és una bona aproximacié de ®,(y + h) si h és petit.

Les equacions variacionals d’ordre superior es poden anar obtenint mitjangant la
formula de Taylor, ara bé, en el nostre cas no han estat necessaries ja que la teoria
de primer ordre ha donat un resultat satisfactori. La incorporacié de les variacionals
de segon ordre suposaria integrar 216 equacions a més de les 6 del camp i de les 36

de les variacionals de primer ordre. Es a dir, un total de 258 equacions.

3.3.1 Teoria de Floquet per a les orbites halo

Si integrem la matriu de variacionals sobre una orbita halo, durant el seu periode
T, obtenim la matriu M = A(T) que s’anomena matriu de monodromia associada

a ’orbita.
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Si s’analitzen els valors propis d’aquesta matriu resulten ser
M>1, <1, A=A =11 X = Ag complexos de modul 1.

Aquests sis valors propis es poden agrupar per parelles i tenen el segiient significat

geometric:

e La primera parella (A(, ;) reals i tals que A; - A\; = 1, esta associada a la
varietat inestable i estable de 1’0rbita respectivament. Aquests valors propis
dénen el caracter hiperbolic a 1’orbita. El valor propi A; és el dominant (el
major en valor absolut) i el seu vector propi associat que notarem per e;(0)
ddna la direccié més expansiva. Utilitzant D®, obtenim la imatge d’aquest

vector transportada pel flux variacional
61(7’) = D(I)TCI(O),

aquest vector e;(7), juntament amb el vector tangent a 1’6rbita ddna, en cada

punt d’aquesta, un pla que és tangent a la varietat inestable local W¢ .

D’una manera semblant A; junt amb el seu vector propi e;(0) esta associat a

la varietat estable, és a dir, a la direccié de més contraccié igualment
62(T) = Dq)-re2(0))

és un vector que juntament amb el tangent a I’orbita genera un pla tangent a

la varietat estable local: W'l’o c

A més per la simetria de les equacions, si (vy,...,vs) és el vector associat a A,
aleshores (v, —vy, v3, —v4, Vs, —vg) és el vector propi associat a A,, per la qual
cosa, si tenim la matriu de monodromia, només cal calular e,(0), pel metode

de la poténcia per exemple, i automaticament tenim la parella.

Els calculs han demostrat que les orbites halo son molt inestables, i que la
inestabilitat decreix a mesura que augmenta ’amplitud z. Aixi per a una
orbita halo d’amplitud z normalitzada 8 = 0.08 (120000 km), A\, ~ 1727.96,
mentre que per a 8 = 0.25, A\; ~ 1420.67.

65



e La segona parella (A3, A4), esta formada per valors propis iguals a 1 que estan
associats a direccions neutres. Ara bé, malgrat que la seva multiplicitat alge-
braica és dos, la seva multiplicitat geométrica és u. Es a dir, només hi ha un
vector propi de M amb valor propi 1. Aquest és el vector tangent a I’orbita

que notarem per e3(0) per t = 0 i e3(t) en general.

L’atre valor propi igual a 1, esta associat a variacions de I’energia o a qualsevol
altra variable equivalent que parametritzi la familia en el nostre rang, per
exemple 'amplitud 2. El vector associat, que per a fixar-lo el triarem dins el
subespai perpendicular a e3(0), déna la direccié tangent a la familia d’halos.

La matriu de monodromia restringida a aquest pla té la forma de Jordan

(o 1):

i el fet de que € no sigui zero, es degut a que el periode de les halo, encara que

molt lentament, varia al llarg de la familia.

e La tercera parella (A5, A¢) esta formada per valors propis complexos de modul 1
i juntament amb la parella anterior completen els vectors associats a la varietat
central de ’orbita. La matriu de monodromia restringida al pla generat per les

parts real i imaginaria dels vectors propis associats a As i a A¢ és una rotacio

cosI' —sinT
sinT’ cosI" |~

Aixi doncs, en una base adequada, la matriu de monodromia es pot escriure com:
A1
A 0
1

cosI' —sinT
sinT’ cosT

i per tant té la forma

—

S -

Tenint en compte aquesta geometria que té el problema, anem a definir els

modes de Floquet.
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Volem sis vectors T-periodics, &(7) per i = 1---6, de tal manera que a partir

d’ells es pugui recuperar ¢;(t) d’una manera facil.

Degut a que el ritme d’escapament local per la varietat inestable és exponencial,

definim el primer mode de Floquet com

&(r) = ex(r) exp( In dy).

El segon mode &;(7) el definim d’una manera analoga tenint també en compte

que el ritme local d’apropament per la varietat estable és exponencial
&2(t) = ex(7) exp(-zi_,1 In A;).
o bé, degut a la simetria de les ;equa.cions, si
&(7) = (1(7), va(7), v3(7), va(7), v5(7), ve(7)),

llavors

é&(7) = (n(7), —vy(7), v3(7), —v4(7), vs(7), —vg(7)).

El tercer mode és el vector tangent a 1’orbita que ja és una funci6 periodica

&(7) = es(7).

Pel quart mode, un cop calculem e4(0),i el seu transportat per D®,, e4 (), el
descomposem com
ea(r) = &(7) + &(r)es(7),
on &4(7) s’escull ortogonal a &3(r).

Finalment el cinque i sise modes els obtenim de la manera segiient.
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Partint de e5(0) i e(0) obtenim es(7) i eg(7) aplicant la matriu D®,. Aleshores
tenint en compte la rotacié en el pla generat per les parts real i imaginaria dels

vectors propis associats a A5 1 a Ag definim

&s(r) = cos(_;T)e5(T)—sin(_TFT)es(T),
_ . ~I'r ~I'r
és(t) = sin( T Jes(T) + cos( T )es(T),

on I' és 'angle de rotacié dels vectors associats a A5 i Ag 1 essent As = a + bz ve
donada per I = arctan(2).

Aquests modes de Floquet han estat calculats, equiespaiats en el temps, sobre
les orbites halo, en 512 punts a fi de fer analisi de Fourier. D’aquesta manera es

poden generar en qualsevol moment sense gran esforg.

3.3.2 Posicio nominal i factors de projeccio

Suposem que en un cert moment 7 tenim un punt X € R® (posicions i velocitats)
que es troba en una oOrbita propera a una halo. A aquest punt X, li associarem per
algun procediment un altre punt X NO € R® que es troba sobre una orbita halo i

que anomenarem posicid nominal. Amb aixo voldrem indicar que X NO és l'estat

en el qual s’hauria de trobar el satel.lit, perd degut al motiu que sigui, la diferéncia

és un cert vector error no nul:
§=X—-XNO = (6:1:,5y,5z,6:i:,5y,52).

Per a tenir una idea del tipus de separacio entre la posicié real i la nominal en el

moment 7 necessitem expressar 6 com a combinacié lineal dels modes de Floquet:
6
§ = Ec,-é;(r) (3.3)
=1
Ja veurem m’es endavant que no seran necessaries totes les ¢; siné tant sols
alguna d’elles. Per motius de calcul, no resoldrem el sistema 6 x 6 que imposa (3.3)

cada vegada que voldrem els ¢; ja que aixo implicaria a més guardar tots els &;(7).

Utilitzarem el que anomenarem factors de projeccio.

68




Si apliquem la regla de Cramer a (3.3) obtenim que

— det(él(T), CcC ,éa ) EG(T))
det(&1(7),&(7),- -+, & (7))

Podem desenvolupar llavors el determinant del numerador per la columna i-

essima i obtenim:
¢; = mi(1)6z + 7i(7)y + 78(7)6z + 7i(T)é% + 7i(7)6y + wi(7)62,

on 7}(7) és 'adjunt del j-essim element de la columna i-essima dividit pel determi-
nant de la base de Floquet.

Notem aixi, que podem obtenir les components ¢; fent un producte escalar entre
el vector error § i un cert vector ‘. A aquest vector ’anomenarem i-essim factor
de projeccio.

Com veiem, els factors de projeccié només depenen dels &(7). Aleshores és
convenient que quan es calculen els modes de Floquet calculem també els factors
de projeccié que siguin necessaris. D’aquests ultims n’hem fet també l’analisi de
Fourier.

A efectes técnics, ja que &;(7) és un vector que varia en modul al llarg del temps,
és millor utilitzar normalitzacié i multiplicar 7 per | & |, d’aquesta manera els ¢;
s6n sempre les components respecte d’un vector unitari i per tant comparables en

qualsevol instant. Es a dir, expressant
6= c.
e

s’obté

— i by
o= —talh b 0 80) oy < ai(r), 6 >=<nt ], 6>

Tt det(@(r), &(r), -+, &(r))
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3.4 Estudi de la transferéencia utilitzant el pro-
blema restringit

3.4.1 Introduccid

Els calculs de les orbites de transferéncia des de la Terra fins a una orbita halo, es
fan moltes vegades utilitzant metodes de “prova i error”, canviant les condicions
inicials de sortida de la Terra, gairebé de manera manual, fins que s’obtenen les
transferencies. D’altres vegades s’escull entre les diferents possibilitats en que es
pot realitzar la sortida de la Terra, essencialment mitjangant una insercié directa
del satel.lit en 'orbita de transferéncia, o mitjangant una empenta de sortida quan
el satel.lit es troba en una orbita geostacionaria de transferéncia. Un cop fet aixo,
es fixen uns certs parametres, usualment alguns elements orbitals de ’orbita geosta-
cionaria de transferencia o bé algunes caracteristiques de I’orbita d’insercié directa,
1 se’n deixen altres de lliures, o dins uns marges, com poden ser el punt d’insercié
a Porbita halo escollida i d’altres elements orbitals en 'drbita de sortida o bé en
Porbita geostacionaria. Utilitzant llavors un programa optimitzador, es troba una
orbita de transferéncia que minimitza la suma de delta-v gastats per a realitzar la
maniobra de sortida de la Terra i la maniobra d’insercié a 1’0rbita halo. Un cop
es té una orbita candidata i s’ha refinat amb l'optimitzador, s’aplica un meétode de
continuaci6 respecte I’época de sortida i d’aquesta manera es van obtenint les orbites
de transferéncia durant el temps desitjat (veure [13]).

Aquests metodes, malgrat que troben solucions al problema, no aprofiten de
cap manera la geometria del problema de la qual la teoria general dels Sistemes
Dinamics en déna bona llum. El procés optimitzador déna un resultat que sembla
que es queda curt quan al que realment es podria dir del problema i de les seves
caracteristiques.

L’objectiu d’aquesta part de la memoria, és aprofitar la geometria de la qual
disposem en el problema per a aconseguir la transferéncia. Aixi doncs, degut al fort
caracter hiperbolic de les orbites halo, la varietat estable s’acosta a I’orbita halo

d’una manera bastant rapida. Per tant, si féssim capagos de posar el satel.lit dins
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la varietat estable d’una orbita halo, arribariem prop d’ella, a uns pocs kilometres
de distancia, tardant un temps de viatge raonable.

Si fos possible procedir d’aquesta manera, estalviariem la maniobra d’insercié
que necessariament cal fer en els metodes que fins ara es venen utilitzant, ja que
aquests metodes “apunten” a un punt en concret de ’orbita halo objectiu, i en canvi
nosaltres ens hi acostariem d’una manera asimptotica. Caldria doncs només realitzar
la maniobra d’insercié a la varietat estable al sortir de la Terra, i les maniobres de
seguiment durant la transferencia per a forgar al satel.lit a seguir el cami establert.
Aquestes darreres no es poden evitar ja que ens acostem a una orbita hiperbolica.

Per comencar a estudiar si és possible la realitzacié de la transferéncia d’aquesta
manera, hem agafat el model del problema restringit, ja que en principi, degut a la
seva simplicitat, podem obtenir els resultats més essencials i descobrir si existeix una
manera d’abordar aquest problema, sense que les limitacions del temps de calcul o
altres complicacions tecniques dificultin la tasca. Aquest model ens permet fer un

gran nombre d’exploracions en un temps raonable.

3.4.2 Model i1 orbites halo

En aquest estudi preliminar utilitzarem les equacions del problema restringit. Aga-
farem el parametre de masses u = 3.04018792067404 x 10~ que és el que s’obté si
considerem les masses del Sol, Terra i Lluna donades per les efemerides del JPL de
les quals en parlem a la seccié (1.3.3).

En aquest model considerem que el primari gran és el Sol, mentre que el petit
esta format per la Terra+Lluna i situat en el baricentre Terra-Lluna (veure figura

3.10).
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TERRA+LLUNA
(#-1,0,0)

N

SOL ' — Y
(%,0,0)

Figura 3.10. Situacié considerada en el problema restringit.
El punt L, s’obté com a solucié de la quintica d’Euler:

T+EB - +GB-2u’ -y’ +2uy—p=0

iestrobaa (g—1+4+,0,0) = (—0.98998624016421,0,0). Fent la conversié a unitats
fisiques, tenint en compte que la unitat de distancia en el nostre model és la distancia
mitja del baricentre Terra-Lluna al Sol (1AU=149597870.66 km), el punt L; es troba
a uns 1500000 km de la Terra.

Per a fer els calculs d’aquest estudi, i especialment els de la propera seccid,
ha estat necessari generar la familia d’orbites halo al voltant de la d’amplitud-=
normalitzada § = 0.08 (~ 120000 km). Per aixo hem calculat les orbites halo de
la classe 1 d’acord amb Richardson® utilitzant el procés analitic d’ordre 15 descrit
a la seccié (3.2.3) pel rang d’amplitud en 3 des de # = 0.05 fins a 8 = 0.26 i

equiespaiades amb un pas AfB = 0.001. Les hem refinat posteriorment de manera

1A [17], tenint en compte les simetries de les equacions del problema restringit, que fan que exis-
teixin més d’una familia d’é6rbites halo, Richardson considera dues classes d’orbites halo simétriques
una de Paltra respecte del pla XY. Veure les figures 3.11, 3.12 i 3.13.

72




numeérica, utilitzant el procés corrector que expliquem per ’'obtencié numerica de les
drbites halo, dins la mateixa seccié (3.2.3), essent les correccions ’ordre de 1072 en
les coordenades d’espai (=~ 1.5 km) i de 10~7 en les coordenades de velocitat (~ 2.9
mm/s). Algunes de les condicions inicials obtingudes per a diferents amplituds-z

aixi com el seu periode poden veure’s a la taula 3.1. Per a obtenir les condicions

inicials corresponents a les orbites de la classe 2, només cal canviar el signe de z.

Jij a z z i Periode
0.05 § 0.1401468230 | -0.9888342317 | 0.0005591021 | -0.0088841665 { 3.0599266974
0.06 | 0.1405794627 | -0.9888354742 | 0.0006711503 | -0.0089062613 | 3.0598251236
0.07 | 0.1410907645 | -0.9888369601 | 0.0007833414 | -0.0089322747 | 3.0597046212
0.08 | 0.1416790512 | -0.9888386980 | 0.0008956860 | -0.0089621557 | 3.0595649713
0.09 | 0.1423436345 | -0.9888406976 | 0.0016082059 | -0.0089958485 | 3.0594059078
0.10 | 0.1430837542 | -0.9888429698 | 0.0011209230 | -0.0090332916 | 3.0592271258
0.11 ] 0.1438985844 | -0.9888455264 | 0.0012338589 | -0.0090744175 | 3.0590282801
0.12 { 0.1447872404 | -0.9888483805 | 0.0013470354 | -0.0091191539 | 3.0588089838
0.13 | 0.1457487866 | -0.9888515460 | 0.0014604741 | -0.0091674235 | 3.0585688066
0.14 | 0.1467822433 | -0.9888550377 | 0.0015741965 | -0.0092191447 | 3.0583072731
0.15 | 0.1478865949 | -0.9888588712 | 0.0016882242 | -0.0092742325 | 3.0580238603
0.16 | 0.1490607970 | -0.9888630630 | 0.0018025786 | -0.0093325982 | 3.0577179958
0.17 | 0.1503037847 | -0.9888676303 | 0.0019172811 | -0.0093941507 | 3.0573890548
0.18 | 0.1516144791 | -0.9888725909 | 0.0020323532 | -0.0094587964 | 3.0570363574
0.19 | 0.1529917954 | -0.9888779632 | 0.0021478164 | -0.0095264396 | 3.0566591658
0.20 | 0.1544346495 | -0.9888837662 | 0.0022636921 | -0.0095969836 | 3.0562566801
0.21 | 0.1559419644 | -0.9888900195 | 0.0023800020 | -0.0096703302 | 3.0558280351
0.22 | 0.1575126772 | -0.9888967431 | 0.0024967675 | -0.0097463808 | 3.0553722959
0.23 | 0.1591457442 | -0.9889039574 | 0.0026140107 | -0.0098250363 | 3.0548884532
0.24 | 0.1608401473 | -0.9889116835 | 0.0027317535 { -0.0099061977 | 3.0543754180
0.25 | 0.1625948984 | -0.9889199427 | 0.0028500181 | -0.0099897661 | 3.0538320165
0.26 | 0.1644090445 | -0.9889287566 | 0.0029688271 | -0.0100756434 | 3.0532569833

Taula 3.1. Condicions inicials i periodes d’algunes drbites halo, classe 1,

del problema restringit.

Les projeccions en els plans coordenats d’algunes d’aquestes orbites poden veure’s
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a les figures 3.11, 3.121 3.13.

x103
6
..... p = 0.2¢
4r ___B=0.08 -
- - -B=0.05
2F )
or i
2t i
4+ 4

_6 i A 1 A n L
-0.998 0.996 0.994 0.992 0.9 -0.988 -0.986 0.984
Figura 3.11. Projeccions en el pla XY de les orbites halo amb 8 = 0.05, 8 = 0.08 i

B = 0.26. Les classes 1i 2 tenen la mateixa projeccié XY.
x103

_6 A N n I n
-6 -4 -2 0 2 4 6

x103
Figura 3.12. Projeccions en el pla YZ de les orbites halo amb 8 = 0.05, 8 = 0.08 i

B = 0.26. Les classes 1 i 2 apareixen simétriques respecte de ’eix Y perd

recorregudes en sentit contrari.
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3F .
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1+ classe 1
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-1r classe 2

2F 4
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_4 J 1 A e, I o 1.
0995 0994 0993 -0992 0991 099 0989 -0.988 -0.987

Figura 3.13. Projeccions en el pla XZ de les orbites halo amb 8 = 0.05, 8 = 0.08 i

B = 0.26. Les classes 11i 2 apareixen simétriques respecte de I’eix X.

3.4.3 Generacid de la varietat estable

Un cop disposem de les orbites halo ens cal globalitzar les seves varietats estables
per a buscar les possibles orbites de transferéncia que passen prop de la Terra (en
aquest cas el baricentre Terra-Lluna). Per aix6 sabem que el vector propi associat
al valor propi de modul minim de la matriu de monodromia de ’orbita halo déna la
direcci6 de la varietat estable. Aquesta direccid, transportada pel flux variacional
ddna la direccié de la varietat estable en els altres punts de l’orbita.

La taula 3.2 mostra quins sén els vectors propis i valors propis de la matriu
de monodromia associats a la varietat estable de les orbites halo d’amplitud con-
siderada. Degut a les simetries del problema restringit, canviant el signe a z i a 2z
s’obtenen els vectors propis associats a la varietat estable de les orbites halo de la
classe 2, mentre que canviant el signe de y, £ 1 2, i el vap A per 1/) s’obtenen els
vectors propis i els valors propis associats a la varietat inestable de les orbites halo

de la classe 1.
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0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.16

0.0005711158
0.3634509489
-0.8365328900
0.0005732469
0.3636112700
-0.8362130264
0.0005757787
0.3638005665
-0.8358350443
0.0005787178
0.3640187341
-0.8353990058
0.0005820718
0.3642656742
-0.8349049459
0.0005858498
0.3645412810
-0.8343529005
0.0005900619
0.3648454431
-0.8337429059
0.0005947196
0.3651780457
-0.8330749968
0.0005998356
0.3655389726
-0.8323492059
0.0006054242
0.3659281083
-0.8315655616
0.0006115011
0.3663453400
-0.8307240876
0.0006180836
0.3667905599
-0.8298248009

0.1223347372
-0.3899205824

0.1222422460
-0.3898607040

0.1221334543
-0.3897908667

0.1220086256
-0.3897115358

0.1218680479
-0.3896232355

0.1217120400
-0.3895265531

0.1215409491
-0.3894221359

0.1213551478
-0.3893106892

0.1211550312
-0.3891929737

0.1209410146
-0.3890698025

0.1207135297
-0.3889420395

0.1204730220
-0.3888105960
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0.0058923500
-0.0328262610

0.0070680992
-0.0393716326

0.0082425585
-0.0459073658

0.0094153708
-0.0524311668

0.0105862964
-0.0589414416

0.0117550931
-0.0654366364

0.0129215157
-0.0719152399

0.0140853154
-0.0783757859

0.0152462387
-0.0848168547

0.0164040269
-0.0912370753

0.0175584152
-0.0976351257

0.0187091315
-0.1040097343




0.17

0.18

0.19

0.20

0.21

0.22

0.23

0.24

0.25

0.26

0.0006251908
0.3672636671
-0.8288677103
0.0006328436
0.3677645697
-0.8278528153
0.0006410647
0.3682931865
-0.8267801043
0.0006498792
0.3688494495
-0.8256495530
0.0006593142
0.3694333048
-0.8244611226
0.0006693996
0.3700447148
-0.8232147586
0.0006801675
0.3706836596
-0.8219103888
0.0006916534
0.3713501385
-0.8205479216
0.0007038956
0.3720441707
-0.8191272443
0.0007169360
0.3727657972
-0.8176482216

0.1202199479
-0.3886764288

0.1199547712
-0.3885405379

0.1196779606
-0.3884039644

0.1193899865
-0.3882677887

0.1190913177
-0.3881331284

0.1187824192
-0.3880011373

0.1184637487
-0.3878730039

0.1181357539
-0.3877499502

0.1177988697
-0.3876332312

0.1174535154
-0.3875241343

0.0198558959
-0.1103596797

0.0209984189
-0.1166837912

0.0221364008
-0.1229809486

0.0232695301
-0.1292500818

0.0243974822
-0.1354901701

0.0255199179
-0.1417002412

0.0266364819
-0.1478793704

0.0277468008
-0.1540266790

0.0288504811
-0.1601413336

0.0299471075
-0.1662225437

Taula 3.2. Valor propi i vector propi de la matriu de monodromia associats a les drbites

halo de la taula 3.1. Al costat de ’amplitud-z hi apareix el valor propi, les dues linies

Seleccionada una orbita halo, podem obtenir les condicions inicials que serviran
per globalitzar la varietat estable dins I’aproximacié lineal d’aquesta, agafant un
punt X de P’orbita (posicions i velocitats) i desplagant-nos al llarg de la direccié

estable en aquell punt. Una manera equivalent, que és la que prenem en aquest cas,

segiients contenen el vector propi associat.
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és fixar un valor del desplagament, A, (positiu o negatiu) i considerar diferents punts
de Dorbita halo afectats d’aquest desplagament en la direcci6 estable d’aquell punt.
Es a dir, si X és un punt de ’orbita halo i1 V, el vector unitari corresponent a la

direcci6 de la varietat estable en aquell punt, llavors
X¢=X+\V,

ens déna un punt que es troba en l’aproximacié lineal de la varietat estable de
Porbita halo. Si anem variant el punt X al llarg de 1’orbita considerada, obtenim
totes les condicions inicials que integrades temps enrera, ens permeten globalitzar
numericament la varietat estable.

En aquest procés només cal anar amb compte amb la tria de A\. D’una banda, cal
escollir el signe de manera que la varietat estable integrada temps enrera s’acosti a
la Terra. D’altra banda, quan al seu modul, també cal anar amb compte amb la tria.
Si s’agafa gran, la varietat estable no quedara ben aproximada pel desenvolupament
fins a la part lineal que utilitzem. Si s’agafa massa petit poden entrar en joc errors
d’arrodoniment i, a més, el temps d’integracié s’allarga ja que ens costard més
“sortir” de l’orbita halo, aquest darrer fet, malgrat que no és una dificultat gran pel
problema restringit, pot ser-ho quan utilitzem models més complexos. Les proves
que hem fet per la tria de X indiquen que es disposa d’un bon rang de valors pels
quals els resultats obtinguts concorden i per tant I’aproximacié lineal és suficient pels
proposits que tenim. El valor seleccionat pels resultats presentats és A = 1.336 x
10~%, (~ 200 km de desplagament respecte de I’0rbita halo mesurada en unitats
fisiques).

Procedint d’aquesta manera, triant un nombre de punts sobre ’orbita halo, po-
dem globalitzar la part de la varietat estable que s’acosta a la Terra. Les figures

3.14, 3.151 3.16 esquematitzen el tub d’orbites que forma la part de varietat estable
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que s’acosta a la Terra per ’orbita halo d’amplitud 8 = 0.08.
x103

6

-.16.004 -1.602 -‘l -0.4998 -0.696 0994 0992 099 0988
Figura 3.14. Esquematitzacio de la globalitzacié de la part de varietat estable

103 que passa prop de la Terra. Projeccié XY.
3 - T 1 T

6 4 2 0 2 4 6

x103
Figura 3.15. Esquematitzacio de la globalitzacié de la part de varietat estable

que passa prop de la Terra. Projeccié YZ.
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x10-3
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-1.004  -1.002 -1 0998 0996 0994 0992 099 -0988

Figura 3.16. Esquematitzacié de la globalitzacié de la part de varietat estable

que passa prop de la Terra. Projeccié XZ.

Si considerem el pla £ = —0.9999969598 es a dir, el pla perpendicular a l’eix z i
que passa pel punt on tenim la Terra, les varietats estables a I'intersecar-lo ho fan
en les posicions representades a les figures 3.17 i 3.18.

Tal com veiem en aquestes figures, la distancia fisica des de la varietat estable
fins la Terra presenta un minim que decreix a ’augmentar ’amplitud 3. En la
figura 3.19 tenim representada la grafica formada per les distancies de les orbites
de la varietat de l’orbita halo d’amplitud-z 8 = 0.08 a la Terra. Com anirem
veient quan utilitzarem models més complexos, la forma que presenta essencialment
es conservara, perd amb pertorbacions. A la figura 3.20 tenim la grafica formada
pels minims de cada una de les grafiques analogues a la de la figura 3.19 al variar
Pamplitud 5. En aquesta figura podem observar com decreix la distancia de la

varietat estable a la Terra a 'augmentar ’amplitud-=.
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x103

8 I 6 S5 4 3 2 1 0 1 2
x103

Figura 3.17. Representaci6 de les posicions de tall de la varietat estable de les orbites
halo de la classe 1, (amplituds § = 0.08 i 8 = 0.25) per un pla perpendicular a
’eix z que conté la Terra. El cercle que es troba en la creuera dels eixos

representa la secci6 de la Terra.
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x104
Figura 3.18. Detall de la figura 3.17 prop de la Terra.
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Figura 3.19. Distancia en km de les drbites que formen la varietat estable de 1’orbita

halo d’amplitud 8 = 0.08 a la Terra.
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Figura 3.20. Distancia en km de la varitetat estable de les orbites halo a la Terra

al variar 'amplitud 8.
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3.4.4 Comparacié dels resultats obtinguts amb els de la
transferéencia del satel.lit ISEE-3

Un cop feta la primera exploracié usant el problema restringit, és convenient fer
una comparacié dels resultats obtinguts amb la informacié que disposem sobre la
transferencia del satel.lit nod-america ISEE-3.

Els articles que parlen de com es va dur a terme la missié d’aquest satel.lit no sén
gens explicatius. Aixé, juntament amb el fet que els resultats dels quals disposem
a partir del problema restringit encara es troben lluny de la realitat, fan que la
comparacié pugui ser poc més que qualitativa.

En primer lloc si mirem les projeccions de les orbites de transferéncia sobre el
pla XY, que obtenim pel nostre metode (figura 3.21) i la seguida pel satel.lit ISEE-3
(figura 3.22) veiem que essencialment segueixen el mateix cami. Per tant, d’alguna
manera en la transferencia del satel.lit ISEE-3 es va seguir una orbita propera a la
varietat estable de ’orbita halo objectiu.

x10
s v

-2+ -

-3 -

4 4

_5 i A A " " i
-1.002 -1 -0.998 -0.996 -0.994 -0.992 0.99 -0.988

Figura 3.21. Orbita de la varietat estable de I’drbita halo d’amplitud 8 = 0.08

que passa més propera a la Terra. Projeccié XY.
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Figura 3.22. Orbita de transferéncia i maniobres aplicades

pel satéllit ISEE-3. (Ref. [6]).

La taula 3.3 conté alguns valors dels parametres nominals de la transferencia del
satel.lit ISEE-3. Les figures 3.23 i 3.24 representen el temps de viatge i la velocitat
relativa a la Terra en el moment de minima distancia de les orbites de la varietat
estable de I'orbita halo d’amplitud 8 = 0.08. Notem que la velocitat relativa a la
Terra, per I'orbita de la varietat que més s’acosta a la Terra ve a ser de 1’ordre de
la que es té pel satel.lit ISEE-3. El temps de viatge és molt més gran, pero aixo no
és indicatiu ja que de fet en el nostre temps de viatge hauria de ser infinit degut al
comportament asimptotic de la varietat vers ’orbita. A efectes practics el satel.lit el

podrem considerar ja operatiu forga abans d’aquests 204 dies de viatge que el situen
q geq
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a 200 km de I’orbita halo.

Nominal Trajectory Parameters

Launch Time (GMT): 15:12 Aug. 12, 1978
Injection Time (GMT): 16:10 Aug. 12, 1978
Injection Parameters:
Radius: 6564.1 km
Velocity: 10.990 km/sec

Spin-Axis Sun Angle: 82.61°
Flight Time to Halo Orbit:  104.75 days
AV Requirement for Halo-Orbit Insertion:

In-Plane Magnitude: 36.95 m/sec

Out-of-Plane Magnitude: 0.03 m/sec

Taula 3.3. Parametres nominals de la transferéncia del satéllit ISEE-3. (Ref. [6]).

220 - - . .
218
216}
214}
212}
210}
208}

206

202

200 . s — ;
0 50 100 150 200 250

Figura 3.23. Temps de viatge, en dies, que es triga des de la condicié inicial presa sobre
la varietat, a 200 km de 1’0rbita halo d’amplitud § = 0.08, fins arribar a la minima
distancia a la Terra. (La integracié es fa temps enrera perd donem els resultats amb

signe positiu).
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Figura 3.24 Velocitat relativa a la Terra, en km/s, que es té per les orbites de la varietat

de ’orbita halo d’amplitud S = 0.08 en el moment de minima distancia a la Terra.
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3.5 Transferéncia entre orbites halo del RTBP

Degut a que les orbites de la varietat estable de les orbites halo del problema restrin-
git i de 'amplitud desitjada, passen relativament lluny de la Terra, i que s’obtenen
col.lisions de la varietat amb la Terra per orbites d’amplitud major, hem considerat
que calia desenvolupar una tecnica que permeti la transferencia entre les orbites halo
del problema restringit.

Com la geometria del problema la coneixem essencialment a ’entorn de les orbites
halo, va semblar que el millor seria desenvolupar una técnica de “patinatge” que

proporcioni aquest tipus de transferéncia.

Hem de tenir en compte que les maniobres que realitzara el sateél.lit, es fan
mitjangant uns motors que porta acoblats i que li permetran una variacié en la seva
velocitat. Se suposa que aquests impulsos sén instantanis, i per tant, una maniobra
o un control suposa que el satel.lit passa d’un cert punt X = (1, z2, z3, &1, 22, Z3) de
l'espai de fases a un altre punt X' = (21, 2, 3, £}, £9, £3) amb un petit salt a les tres
components de la velocitat, z;, £3 1 ;. Quan provoquem la variacié d’aquest vector
velocitat, mesurada amb una norma adequada, (usualment en els nostres calculs
farem servir la norma euclidea) direm que hem aplicat al satél.lit una Delta-v (Av)
de magnitud el valor de la norma. L’objectiu de molts problemes d’astrodinamica,
i també en el nostre cas, és dissenyar l'estratégia que ens ha de fer assolir 'objectiu
desitjat d’'una manera possible en el sentit tecnic i practic, 1 Optima en termes de

minimitzacié de la suma de Av gastats durant les maniobres.

Comencem parlant del metode de control proposat a [7], per a mantenir el satel.lit
en estacio.

La idea essencial de 'estrategia esta basada en el fet que el satel.lit “s’escapara”
de I’orbita halo seleccionada seguint la varietat inestable d’aquesta. Per tant el que
es fa essencialment és mirar en quina mesura el satél.lit s’ha situat en la varietat
inestable, detectant-se aixo pel tipus d’allunyament exponencial en el temps respecte
de ’orbita halo. Un cop sabem que el satel.lit comenca a escapar-se, seleccionem

un cert punt nominal sobre 1’0rbita halo i tal com expliquem a la seccié (3.3.2),
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utilitzant el factor de projeccié 7! per a calcular la component del vector error sobre
la varietat inestable, aquesta es fara zero aplicant un Delta-v adequat. Per aixo, cal

calcular primer el que anomenem controls unitaris de velocitat A,, A,;, Az segons

les direccions z, y i z respectivament, a fi d’anul.lar la component inestable quan a-
questa és unitaria i de manera que el vector error resultant tingui només components

centre-estables:

0
0
é(r) 0 8 _
— = ae;\(T).
e *| & 2, 5%(7)
2
Aj

A partir d’aqui, agafant les tres primeres equacions es pot veure que el determi-
nant que acompanya a o, az i a4 és diferent de zero i per tant es poden aillar en
termes de as i ag. Després, inserint-les a les tres ultimes equacions i aillant les A;

s’obté

AV ayo + anos + aj206
Ay | = | axp +axnas +axnas |,
Az azg + az1as + az20s

onles a;;, 1 =1,2,3, 7 =0,1,2 sén funcions del temps. (Veure [7] per més detalls).
La llibertat que tenim a I’hora de fer el control la fixem finalment triant as i as
de manera que es minimitzi la norma ||A|| = (A? + A2)/2+ | Az | que és 'adequada
tenint en compte la situacié que havien de tenir els motors del satel.lit.
Aixi doncs la primera de les estrategies de transferéncia per la familia d’orbites
halo que podria pensar-se, és la utilitzacié d’aquesta técnica de manteniment en
estacié per aconseguir canviar d’orbita. Prenent posicions nominals en una orbita

halo d’amplitud més petita de la que realment tenim més propera.

Suposem que representem les components espacials de la familia d’6rbites halo
com la superficie d’un troc de con, de manera, que cada orbita halo quedi represen-
tada per la circumferencia que s’obté a l’intersecar aquesta superficie amb un pla
perpendicular al seu eix. El diametre de la circumferéncia obtinguda el relacionem

d’una manera directa amb I’amplitud de I’orbita halo que considerem.
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Amb aquesta representacio, la tecnica considerada es veu de la seglient manera.

-~ ——

Figura 3.25. Representacié qualitativa de la familia d’orbites halo.

Donat un estat del satellit, S = (S?,S") (posicié i velocitat), busquem I’6rbita
halo, Hy, que esta a minima distancia espacial d’ell (tenint en compte nomeés les tres
components de posicié S?). Obtenim aixi el que anomenarem édrbita nominal a mini-
mg disténcig, 1 considerant el punt de I’orbita H, que déna aquest minim, N; =

(NT, Ny), obtenim el que per extensié anomenem punt nominal a minima distincia.

Considerant 6, = m el vector error, la técnica de control per a mantenir el
satel.lit en estacié consisteix en modificar S¥ de manera que s’anul.li la component
inestable de é,. L’aplicacié d’aquesta tecnica per la transferencia consisteix en con-
siderar un altre punt nominal, N,, en una orbita halo H, d’amplitud més petita
que H,, 1 anul.lar la component inestable del vector “error” 6, = m, modificant
adequadament S*.

Aquest metode, que resulta molt efectiu a ’hora de mantenir el satel.lit en una
orbita donada, no funciona a ’hora d’utilitzar-lo per a canviar d’orbita. La raé
d’aquest fet és que aquest metode manté el satél.lit en una varietat centre-estable
oscil.lant al voltant de 1’0rbita nominal escollida. Per tant garanteix que no hi haura
escapament exponencial d’aquesta orbita seleccionada, peré en cap cas aquesta es-

devindra “absorvent” ja que ho impedeixen les components neutres, i especialment,
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cal controlar la component tangent a la familia, que és de fet qui mesura el despla-
cament al llarg del tub i que el nostre cas no sabem el que li succeeix quan apliquem
el control.

D’aquesta manera, sembla clar que si el que volem es “patinar” per sobre de la
familia d’orbites halo, el que cal essencialment és donar una empenta al satel.lit en
la direcci6 tangent a la familia, i en tot cas, si es necessari, anar aplicant petites
maniobres de control prenent com a referéncia 1’orbita nominal a minima distancia,
per anar anul.lant la component inestable que pugui apareixer durant la baixada.

Tenint en compte que durant la transferéncia el nostre satel.lit estara molt proper
del tub d’orbites halo, si en principi prenem una posicié nominal en una altra orbita
halo d’amplitud una mica més petita que la de la nominal a minima distancia, el que
ens variara en el vector error essencialment sera la component tangent a la familia.
La maniobra la podem calcular aixi de manera que cancel.li la component tangent a
la familia, deixant que aquest vector error, respecte d’una orbita d’amplitud menor,

tingui només components estable, tangent a I’orbita i les neutres 5 i 6:

0
0
é4(7’) 0
— 4
llea(m)| By

= 262(T) + a3€3(7) + a585(T) + agés(T).
2
As
Aillant a5, a5 i ag (que sén les que dénen el determinant diferent de zero), en
funcié de a3, de les tres primeres equacions i inserint-ho a les tres darreres d’una
manera analoga a quan anul.lavem la component inestable, s’obté A;, A 1 A; en

funcié de a3. Seguidament imposem que es minimitzi

|A] = JAa2+A2+A2 (3.4)

quedant aixi fixat a3 i obtenint els A;.
A diferéncia del cas de control, pel manteniment en estaci6, I'éptim de (3.4) no
s’obté necessariament amb algun A; = 0, per la qual cosa el que fem és I’analisi de

Fourier dels A; per a una xarxa d’orbites, i llavors, usant interpolacié, els obtenim
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per les orbites d’entremig que es desitgen. D’aquesta manera donada la projeccié
sobre la direcci6 tangent a la familia, que obtenim mitjangant ’aplicacié del factor
de projeccié discutit en la seccié (3.3.2), només ens cal multiplicar-lo pel control
unitari que hem calculat i que tenim emmagatzemat amb els coeficients de Fourier,
per a obtenir I’empenta tangent.

Degut a que els valors de A;, i per tant el valor de ||A||, depén fortament del
lloc de I’orbita, mirat respecte de ’angle?, on es déna ’empenta, i com ja veurem,
el fet de donar una empenta tangent cap a una orbita determinada no implica que
aquesta darrera esdevingui “absorbent”, en principi es fa molt dificil de triar quines
serien les orbites que han de fer de passos intermedis per a arribar a ’0bjectiu final.
El que hem fet ha estat classificar les empentes tangents per la seva magnitud.
Donada una certa posicié i velocitat del satéllit, S, i un cert valor de ||A]|, es
calcula la maniobra (A;, Ay, Az) que cal fer per a obtenir una empenta tangent
d’aquesta magnitud, buscant un punt nominal en una orbita halo de tal manera que
la component tangent a la familia s’anul.li. Durant aquest procés es varia ’amplitud-
z, mentre que ’angle es manté fixat en el valor que tenia el punt nominal a minima
distancia corresponent a S. D’aquesta manera podem realitzar impulsos tangents
de la mateixa magnitud des de diferents angles d’una orbita halo seleccionada, de
manera que poden ser comparats entre si.

La figura 3.26 mostra I’evolucié de I'amplitud-z, mesurada en termes del punt
nominal a minima distancia, de 1’orbita que obtenim quan donem una empenta
tangent de 3 m/s a I’angle 0 graus de I’érbita halo d’amplitud-z 0.14. La integracié
ha estat realitzada aproximadament durant un temps igual al del periode de I'orbita
halo.

La figura 3.27 mostra la distancia del punt de I’6rbita al punt nominal a minima

2Vista des de la Terra o considerant la projeccié de sobre el pla YZ, les orbites halo sén home-
omorfes a una circumferéncia. Associem un angle a cada punt de I’drbita de la segiient manera. Si
P és el periode de 1’orbita i considerem que per t = 0 estem sobre 1’0rbita, amb coordenades y = 0
i amb z > 0, ’angle a associat a un temps ¢ qualsevol ve donat per la relacié: a = 2—}’,'t.

91



distancia pel mateix cas.

0.14
0.138}
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Figura 3.26. Evolucié de I’amplitud-z quan donem un tnic impuls tangent.
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Figura 3.27. Evolucié del quadrat de la distancia al punt nominal a minima distancia pel
mateix impuls que a la figura 3.26. El signe ve a indicar si el satél.lit es troba

per dins o per fora del tub d’orbites halo.

Notem de les figures, que en cap cas passat el periode hi ha hagut una disminucié
considerable de ’amplitud. Tant sols prop de les 0.8 i 2.3 unitats adimensionals
de temps d’integracié s’obté una baixada considerable d’amplitud, peré aquesta

disminucié no es manté durant la volta completa. Podriem dir que escapem per la
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tangent peré mantenint la libracid, la qual cosa no és anormal si pensem en el resultat
de [16] on Richardson mostra que en el punt L, es descriu un tipus de moviment al
voltant d’ell que és essencialment una libracid, pertorbada pels primaris. Per tant
una empenta puntual feta dins la varietat central pot fer-lo desviar de la libraci6 en
la qual es trobava, peré entrara en una altra.

En la nostra representacié qualitativa de la familia d’orbites halo, I’efecte d’una

empenta tangent la podem veure a la figura 3.28.

Figura 3.28. Representacié qualitativa de 1’efecte d’'una empenta tangent.

Arribat a aquest punt cal preguntar-se si és possible obtenir la transferencia
encadenant les empentes tangents amb els controls sobre la varietat inestable. La
resposta essencialment és que si, peré des del punt de vista practic no és gens
recomanable i a més és un procediment molt insegur pels motius segiients. Si baixem
rapidament d’amplitud, bé sigui realitzant empentes tangents de magnitud gran,
bé sigui amb empentes petites peré ressonants amb l’'oscil.lacid, la insercié dins
P’orbita objectiu utilitzant el procés d’anul.lacié de la component inestable és del tot
incontrolable. Si baixem d’una manera suau, cal realitzar moltes maniobres petites
d’empenta tangent i moltes de control sobre la varietat inestable d’'una manera que
no es pot preveure a priori, la qual cosa fa que sigui inviable des del punt de vista

practic. A més, en aquest darrer cas, el temps de transferéncia esdevé molt gran i la
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inserci6 en ’0rbita objectiu no esta del tot garantida, a menys que la baixada sigui

molt lenta.
Comportaments tipics que s’obtenen realitzant aquests tipus de maniobres els

tenim a les figures 3.29 i 3.30:

0. 16
0.14f .
0.12} .
0.1} .
0.08} .
WO 3 3 0 1

Figura 3.29. Baixada d’amplitud utilitzant maniobres d’empenta tangent

que ressonen amb 1’oscil.lacié.

Amb aquestes experiéncies, veiem que la maniobra d’empenta tangent sembla
bona per a fer moure el satel.lit en la direcci6 adequada, pero el seguiment del
satel.lit que hem fet fins ara, utilitzant el punt nominal a minima distancia, no
sembla ser indicador de gran cosa, ja que d’'una banda en els minims d’amplitud
que s’assoleixen durant el seguiment no esta clar que estiguem prop d’aquest punt
nominal i d’'una altra no disposem de cap procediment per a arribar a aquesta orbita
nominal en la qual diem que estem. Per a resoldre aquest problema definirem el que

en direm 1’0rbita nominal WS.
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Figura 3.30. Baixada d’amplitud utilitzant moltes petites maniobres d’empenta

tangent i de control de la varietat inestable.

3.5.1 Orbita nominal WS

Donat un punt de I’espai de fase, X, (posicié i velocitat) prop de la familia d’orbites
halo, 1i associarem un punt nominal N, d’una orbita halo H,, de tal manera que

el vector error 6, = X — N,, compleixi la segiient condicié:
(5w); = /\(Eg),‘, per:=1,2,3.

Es a dir, busquem N,, sobre una orbita halo H,, de tal manera que el producte
vectorial dels vectors formats per les tres components espacials de €; i de 8, sigui
zero. D’aquesta manera é; i é,, s6n col.lineals respecte les tres components relatives
a ’espaii per tant les tres primeres components de é,, apunten en la mateixa direccié
que la varietat estable de la orbita halo H, en el punt N,,.

Anomenarem a N, €l punt nominal WS'i a H,, [’orbita nominal WS.

Donat el punt X i calculats el punt N, i ’orbita H,, podem fer una maniobra

que ens porti asimptoticament a H,, afegint a les tres components de velocitat de

X les tres darreres components de Aé; — 4.
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Aconseguim d’aquesta manera que el vector error §,, es trobi dins ’aproximacié
lineal de la varietat estable de I’6rbita H,,, i si ens trobem prop de la familia d’6rbites
halo aix6 garanteix la insercié. L'inic inconvenient que sembla que pot plantejar-se
perd, és que nosaltres no triem 1’orbita halo a la qual volem inserir-nos, siné que
aquesta ens ve donada.

A la figura 3.31 1 a la taula 3.4 veiem el seguiment d’una orbita a la qual s’ha
donat una empenta tangent de 10 m/s sortint de ’angle ap = 0 i amplitud g = 0.20.
Representem el seguiment donat pel punt nominal a minima distancia i el comparem
amb el seguiment donat pel punt nominal WS que acabem de definir. Llevat de

regions molt concretes, veiem que realment no s’apartem molt una grafica de I'altra.

0.205 - y - v —r —

0.2

0.195

0.19

0.185

0.18

0175 . ]

0.17 T S "

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 3.31. Comparacié dels seguiments d’amplitud. Orbita nominal a mfnima

distancia (Iinia continua) i érbita nominal WS (linia puntejada).

Amb el seguiment nominal WS, a més de tenir ’avantatge de saber a quina orbita
podem anar a parar i que és el que ens costara, fa que no sigui essencial apuntar a una
orbita concreta passant per sobre de la familia d’halos, siné que tenim tot un entorn
al voltant d’aquesta familia, en el qual canviant la velocitat de manera adequada
arribem asimptoticament a una orbita halo, i a més, 'apropament es produeix de

forma exponencial.
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Nominal minima distancia

1

Nominal WS§

| cost

angle

amplitud

D2

angle

amplitud

D2

0.00
0.10
0.20
0.30
0.40
0.50
0.60
0.70
0.80
0.90
1.00
1.10
1.20
1.30
1.40
1.50
1.60
1.70
1.80
1.90
2.00
2.10
2.20
2.30
2.40
2.50
2.60
2.70
2.80
2.90
3.00
3.05

0.000
11.384
22.756
34.107
45.443
56.796
68.286
80.238
93.211

106.813
119.648
131.619
143.175
154.575
165.918
177.237
188.538
199.822
211.097
222.406
233.893
245.940
259.036
272.625
285.366
297.298
308.883
320.347
331.777
343.200
354.619

0.325

0.2000000
0.1997882
0.1991065
0.1978002
0.1955714
0.1918773
0.1857613
0.1757395
0.1612456
0.1549169
0.1679383
0.1804965
0.1885422
0.1934357
0.1963374
0.1978816
0.1983176
0.1975815
0.1952514
0.1903722
0.1812205
0.1660604
0.1530431
0.1611948
0.1735698
0.1823733
0.1882522
0.1922556
0.1950728
0.1971168
0.1986325
0.1992403

0.000E4-00
0.1056E~09
0.427E-09
0.102E-08
0.199E-08
0.351E—~08
0.559E—~08
0.726E—-08
0.498E—-08
0.117E-09
0.178E—-08
0.434E-08
0.557E-08
0.604E-08
0.626E—-08
0.652E—-08
0.693E-08
0.752E-08
0.819E-08
0.856E~08
0.761E-08
0.385E~08
0.526E—11
0.246E-08
0.348E-08
0.245E-08
0.124E~-08
0.404E-09
0.231E-10
0.122E-09
0.801E~-09
0.142E-08

0.000
11.334
22.629
33.855
44.979
55.952
66.744
77.497
89.763

106.651
119.671
131.337
142.690
153.967
165.216
176.437
187.614
198.720
209.746
220.730
231.893
244.097
258.974
273.357
285.726
297.401
308.883
320.324
331.767
343.231
354.720

0.476

0.2000000
0.1997581
0.1989424
0.1973227
0.1944060
0.1892204
0.1797533
0.1620566
0.1338406
0.1513130
0.1749935
0.1871265
0.1936727
0.1973804
0.1994759
0.2004850
0.2005483
0.1995000
0.1967936
0.1912817
0.1810002
0.1643229
0.1528903
0.1636346
0.1755112
0.1835335
0.1888593
0.1925110
0.1951164
0.1970526
0.1985600
0.1992091

0.000E4-00
0.121E-09
0.526E~09
0.137E-08
0.305E~-08
0.643E-08
0.133E-07
0.264E—-07
0.322E-07
0.334E-09
0.302E~-08
0.647E-08
0.841E-08
0.974E-08
0.110E-07
0.125E-07
0.143E-07
0.167E-07
0.194E-07
0.217E-07
0.209E-07
0.113E-07
0.118E~-10
0.348E-08
0.393E-08
0.257E-08
0.127E-08
0.412E-09
0.238E-10
0.129E-09
0.869E—-09
0.157E-08

10.000
10.389
11.185
12.544.
14.732
18.281
24.153
33.966
46.342
30.600
19.082
14.473
12.438
11.588
11.435
11.803
12.661
14.084
16.231
19.348
23.674
28.637
29.205
23.212
18.397
15.309
13.341
12.176
11.666
11.802
12.635
13.339

Taula 3.4. Seguiment de 1’orbita de transferencia segons les orbites nominals a minima
distancia i WS. ¢ indica el temps adimensional contat des de la sortida, D? refereix al
quadrat de la distancia a I’orbita nominal (u. adimensionals), i el cost és

el cost d’insercié a 1’6rbita nominal WS mesurat en m/s.
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3.5.2 Rendiment de la maniobra de salt

En aquests moments estem en condicié6 de donar una empenta al satellit en la
direccié tangent a la familia d’orbites halo, seguir el decreixement de I’amplitud
nominal WS, i, en un moment donat, inserir-lo a una varietat estable que ens porta
a una altra orbita halo. A aquest procés li direm maniobra de salt.

Definirem el cost d’ung maniobra de salt com el Av gastat al donar I’empenta
tangent de sortida més el Av gastat al fer la maniobra d’insercié.

El nostre objectiu és optimitzar la suma de costos de les maniobres utilitzades per
passar d’una orbita halo a una altra. Per aix6 comencem notant que una maniobra

de salt ve determinada per tres parametres en principi lliures:

e L’época en la qual donem ’empenta tangent, o equivalentment, ja que els
sistema d’equacions diferencials que regeix el moviment és autonom i 1’orbita
halo periodica, la posicié (donada per I’angle) en ’orbita de sortida on tenim

localitzat el satel.lit quan donem ’empenta tangent, ao.
e La magnitud de I’empenta tangent, T'1.

e L’epoca, t, en la qual fem la maniobra d’insercié un cop s’ha donat I’empenta
tangent. Notem que la magnitud de la maniobra d’insercié, II, depen de

I’epoca t en la qual es fa.

Definirem el rendiment de la maniobra de salt, RS, com:
Ap
RS = TI+ 11

on Ap és la diferencia entre ’amplitud de I’orbita halo en la qual donem I’empenta
tangent i 'amplitud de I’orbita halo H,, en la qual ens inserim en la seva varietat
estable.

Primer hem fet exploracions numeriques de RS fixant el punt inicial, donant una
certa empenta tangent i mirant el valor que va prenent RS al variar I’¢poca d’insercié

durant un temps aproximadament igual al periode, T', de I’dorbita halo. Aquestes
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exploracions s’han fet per a diferents valors de I’empenta tangent, i posteriorment
variant el punt inicial. El resultat ha estat que pér un punt inicial, ag, I’época
d’inserci6 optima, t, no depen de la magnitud de ’empenta tangent TI. Un exemple
d’aquest fenomen esta representat a la figura 3.32 on hem dibuixat la funcio RS al
variar t, pels valors d’empentes tangents de 5 m/s i de 10 m/s donats al punt inicial

ap = 0° d’una orbita halo d’amplitud-z 0.2.

x10+

“o 05 1 15 2 23 3 3s

Figura 3.32. Grafica del rendiment de la maniobra de salt. La linia puntejada correspon

a I’empenta tangent de 5 m/s, i la continua a la de 10 m/s.

Un cop sabem que ’¢poca d’insercié ptima, ¢, és independent de la magnitud

de ’empenta tangent hem d’estudiar la funcié
ax. RS(T1I, ap,t)

quan variem ’angle ap, i per a diferents valors de T'I.

La figura 3.33 mostra els valors d’aquesta funcio al variar aq pels valors de T'/
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iguals a 5 m/s 110 m/s.
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Figura 3.33. Valor maxim del rendiment de la maniobra de salt en funci6é de 1’angle on es
déna ’empenta tangent, pels valors de ’empenta tangent iguals a 5 m/s (linia continua)

i a 10 m/s (linia puntejada).

D’aquesta darrera figura veiem que per una empenta tangent donada a o = 0,
el rendiment Optim del meétode ve a ser de 784.40 ms~!/AB. Per tant el cost per
anar d’una orbita halo d’amplitud 0.25 a una altra d’amplitud 0.08 és de 133.85
m/s. Hem observat també que quan ’empenta tangent es déna per oy = 0, la
insercié optima en 1’orbita halo H,, s’ha de fer al cap de 0.8 unitats adimensionals
de temps, el que ve a ser uns 40 dies, el que és molt bon temps d’es d’un punt de
vista técnic tant per veure si ’empenta tangent s’ha realitzat satisfactoriament com
per preparar la maniobra d’insercié.

La figura 3.34 mostra les projeccions sobre els plans coordenats de I’orbita de
transferéncia que va des d’una orbita halo d’amplitud 8 = 0.25 fins a una altra
d’amplitud B = 0.08. La primera empenta tangent 1’hem donada amb oy = 0 pero
els altres han estat donats en altres llocs. Per aquest mateix exemple, la figura
3.35 mostra el decreixement de I’amplitud en front del temps de viatge mesurat en

unitats adimensionals. El nombre total de maniobres ha estat sis (tres empentes
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tangents i tres insercions a la varietat estable). El Av total necessari ha estat de

142.15 m/s.

13—

2} ]

i ]
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Figura 3.34. Projecci6 en els plans coordenats d’una orbita de transferéncia que va de

I’6rbita halo d’amplitud 8 = 0.25 a la d’amplitud 8 = 0.08.
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Figura 3.35. Evolucié de I’amplitud-z de 1’orbita representada en la figura 3.34.
Seguiments segons 1’0rbita nonimal a mfnima distancia (lfnia puntejada)

i segons 1’drbita nominal WS (linia contfnua).
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