CAPITOL 1

Sistema complet d'invariants d'una terna de
matrius

Introduccid

Generalitzant de fornia natural la relacid6 de semblanca entre matrius quadrades 1 la
semblanca per blocs de parelles de matrius, es defineix, tal com s'ha dit a la Introduccio, a -Mnmp
la relacié d'equivaléncia segiient: direm que dues ternes (41,81,C)) 1 (42, B2,C>) son equivalents
quan existeixen matrius P € G,(C), J € Mn(C), K € M,i(O), V € GL(C) i W € GI,(C)

tals que

(As, By, Cy) = (PA, P~ + PB,J+ KC,P~',PB,V,WC, P1). (1)

En aquest capitol es presenta un sistema complet d'invariants d'una terna de matrius de M,
per aquesta relacio d'equivaléncia, definits tots ells (llevat dels valors propis) a través de rangs de

matrius associades a la terna.

La seccio §1 esta dedicada a la forma reduida canonica d'una terna de matrius, respecte de la
relacié d'equivalencia (1). Aquesta relacié d'equivaléncia entre ternes €s, com s'ha dit en la
Introduccid, la que es correspon amb la relacid d'equivaléncia entre sistemes dinamics lineals a

coeficients constants,

X(t)=AX(t)+ BY (t)

Y(t)=CU(t)
a l'aplicar-los una o més de les transformacions elementals segilients: canvis de base en I'espai
d'estats, canvis de base en l'espai d'entrades, canvis de base en l'espai de sortides, realimentacio i

injeccid externa.
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Tal com s'indica a [Ho 90], s'obté, associant a cada terna un feix de matrius, una forma
reduida canonica de la terna, a partir de la forma canodnica del feix, o, equivalentment, dels
invariants de Kronecker del feix, vistos en la seccio §4 del capitol 0: divisors elementals infinits,
valors propis, divisors elementals finits, indexs minimals per files i indexs minimals per
columnes. Donarem aqui una expressié d'aquesta forma reduida, que sera la que utilitzem al llarg
de tota la memoria, i que indicarem per (A4, Be, C.).

Les seccions §2, §3, §4 i §5 estan dedicades, respectivament, a introduir les families
d'invariants { p¢° (4, B, O)}.ig<n, { P (M)A, B, C)}.15j<n per a cada valor propi A del feix de
matrius associat a la terna, { p; (4,8,C)} 1< 1 { p; (4, B, O)}.15<n} -

En primer lloc provarem que aquests escalars son invariants per la relacié d'equivaléncia
definida anteriorment a -"-/f,,mp, i després veurem com a partir d'ells es poden obtenir els
exponents dels divisors elementals infinits, els indexs minimals per columnes i per files, i la

caracteristica de Segre dels valors propis del feix associat a la terna. Aixi, doncs, el conjunt que

consisteix en els escalars introduits, junt amb els valors propis del feix, {Ay,..., A},
{{5°(4, B, )}, {Ai} {p (M)A, B, C)}, {054, B, C)}, {p3(4, B,C)}} -1<jcni<i<us
¢s un sistema complet d'invariants de la terna, a partir dels quals podem deduir la seva forma

reduida canonica.

En la secci6 §3 donarem també una caracteritzacio dels valors propis del feix associat a la

terna en funcio dels escalars anteriors.

Finalment, en la secci6 §6 es recopilen els resultats de les seccions anteriors, obtenint aixi

que el conjunt

{05°(4,B,C)}, (A} 1ol (N (A, B, O} {65(4, B, C)}, {p2(4, B, C)} o1<j<nn<icus

¢s, en efecte, un sistema complet d'invariants d'una terna de matrius.
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§1. Forma reduida canonica d'una terna de matrius

Com s'ha dit a la Introduccid d'aquest capitol, aquesta seccio esta dedicada a recordar com és
la que hem anomenat forma reduida canonica d'una terna de matrius, que s'obté a partir de la

forma reduida del feix de matrius associat a la terna.

Considerem a M,,,, = M, (C) x M,,,(C) x M,,,,(C) la relacié d'equivaléncia segiient:

Definicié 1.1. Direm que dues ternes (4,8,C) i (A',B",C") de M,,,, son equivalents quan
{4' B’ C') = (PAP"' + PBJ+ KCP,PBV, WCP™)

per a unes certes matrius P € GI,(C), J € M,,,.,,(C), K € M,,.(C), V € GL(C)i W € GI(C) .

Es a dir, quan una s'obté a partir de 1'altra fent una o més de les transformacions elementals

seguents:

1) (4,B,C) ~ (PAP™',PB.CP™') = (A", B'.C"),

ii) (A,B,C) ~ (A,BV.C)= (A", B, C"),

111) (A,B,C)~ (A, B,WC)= (A", B C'),

iv) (A,B,C)~(A+BK,B,C)=(A",B",C"),

V) (A,B,C)~(A+JC,B,C)=(A",B',C"),
amb P, J, K, Vi W com abans.

Observem que aquesta relacié d'equivaléncia generalitza la relacié de semblanca de matrius

quadrades (si (4,B,C) 1 (4",B’, C") son equivalents i B =0, C = 0, aleshores B'=0,C'=0141A4’
son equivalents), i la relacié de semblanca per blocs entre parelles de matrius (si (4,B,C) i

(4", B',C") son equivalents i C = 0, aleshores C' =01 (4,B) i (A',B") son equivalents).
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Sigui (4,B,C) € M,,,,. Seguint el procediment descrit a [Ho 90] pot trobar-se la forma

reduida canonica d'una terna de matrius fent el segiient.

Associem a aquesta terna el feix de matrius

(A B I, 0 A-), B
H(’\):(c 0)*’\(0 0>:< C 0)'

Recordem que dos feixos de matrius L(A) i M(N) sOn estrictament equivalents quan
existeixen matrius invertibles G i H, amb coeficients constants, tals que G L(A) H = M(\) (seccio

§4, capitol 0).

Tenim aleshores el segiient resultat,

Proposicio 1.2. ([Ho 90]) Dues ternes (4,B,C) i (A',B',C') son equivalents si i només si els feixos

de matrius associats a elles son estrictament equivalents.

Sigui H.(\) la forma canonica del feix H(N) (seccié §4, capitol 0). Llavors H.(A) és de la

A, B. <l Y _ f By =T =B
H,_.(,\)_(Cc 0)+)\(0 0)_( c. 0)‘

Observacié 1.3. El feix H.(N\) no té divisors elementals infinits d'exponent igual a 1.

forma

Definicié 1.4. Anomenarem forma reduida canonica de la terna (4,B,C) a la terna (4., B., C.).

La forma de les matrius 4., B. i1 C. és coneguda. Pot trobar-se, per exemple, a [Gan 67], [Mo

78] 1 [Ho 90]. Aqui l'escriurem per a fixar les notacions.

Suposem que ¢ = (ki > ... 2 k, 2 k1 = ... = k,, = 0) sOn els indexs minimals per columnes del
feix HN), n = (I > ... 2 ;> I = ... = [, = 0) sOn els indexs minimals per files del feix, d = (m; +
1 >...>m;+ 1) son els exponents dels divisors elementals infinits, Ay,..., A, son els valors propis

1 a(7) és el simbol de Segre del valor
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propi (1) = (ni, =mni, = ... =n;, ), per al <i<u. Aleshores es poden prendre les

matrius 4., B. 1 C. de la manera segiient:

T a0 0 - 0 Ci 0 0
) _ 2 . —
AC_ooAgo’B"_OOBz*CC‘ggé}g*
0 0 0 Ay 0 0 0 2
essent
hYa!
N Lo
A, = N} = . € My, (C), 1<i<y
Ny 10
B! [1)
B]Z B]= E«Wk;x1((—:), IS.iS?",
B! 0
i 0 1
.#\'12 .
A; = V= € M (C), 1<i<s,
N? L
d 0
o
C, = ,Cl=(1 0...0) e M1x,(C), 1<i<s
C']
0 1
N3 .
Az = , N} = € M, (C), 1<i<t
i 1
N3 )
B? 0
B, = , B} = o | € Mmia(C) i<t
B} 1
ct
Cy = L, CP=(1 0...0)EMixm,(C), 1<i<t
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Jy J?
Ay = J; =
/\?’
1 A
J! = ) EM, (C), 1<:i<u,l<v<a;
1 A

Definicié 1.5. Anomenarem exponents dels divisors elementals infinits de la terna als escalars d

=(m+ 1, ..,m+1).

Anomenarem indexs minimals per columnes de la terna (4, B, C) als escalars ¢ =

—r—t

(kyyooo ke, 0,0 5., 0).

Anomenarem indexs minimals per files de la terna (4, B, C) als escalars =

(I1,...,15,0,7=",0).
Anomenarem valors propis de la terna (4, B, C) als escalars A,..., \,.
Anomenarem exponents dels divisors elementals finits de la terna (4, B, C) (per a cada valor

propi A,) al conjunt d'escalars o(i) = (nI NSNS )

i iy

Observacio 1.6. (a) Es evident que els indexs minimals per columnes no nuls de la terna, {£i,...

Lk} son els indexs de controlabilitat de la parella (4;,8,): {kf yeus k! }amb

kf =rang (By A1By --- A{B] ) peral <j<r.

(b) Es evident també que els indexs minimals per files no nuls de la terna, {/y,... ,/}

son els indexs d'observabilitat de la parella (%J 0, equivalentment, amb els indexs de
1

controlabilitat de la parella (A;, C, ): {k{’ U ¢ }amb
i;:;-’ =rang(Cy Ch142 --- ClAg }t pera 1<j<s.
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(c) Els valors propis de la terna (4, B, C) son els valors propis del bloc 44 de la matriu
A

(d) Sirang (4, B, C) indica I'ordre maxim dels menors no ideénticament nuls de la matriu

(A_‘f In B ) (a aquest ordre se li diu rang del feix), aleshores es té que A és valor propi de la
) terna (4, B, C) si i només si es compleix que

rang (A E,/\f Jg) < rang (A, B,C).

Aquests escalars, indexs minimals per columnes i per files, exponents dels divisors elementals
infinits, aixi com els valors propis 1 els exponents dels divisors elementals finits formen un
sistema complet d'invariants de la terna (per la relacio d'equivaléncia definida anteriorment). Els

valors propis de la terna s'anomenen invariants continus, i els altres invariants discrets.

Finalment, tenim unes definicions més que utilitzarem més endavant:

Definicio6 1.7. Direm que la terna (4, B, C) té€ part controlable i observable alhora quan ¢ # 0.

Observacio 1.8. Es immediat veure que la terna (4,B,C) no té part controlable i observable
alhora si i només si C,4’B, =0 per a tot j > 0. En efecte. Si ¢ =0, llavors C,4/B, =0 per a totj
>0.1,sit#0, llavors C,4""'B, #0,...,C_A""'B_ #0 simj + 1,..., m+ 1 son els esponents dels

divisors elementals infinits.

Definicio6 1.9. Es diu que la terna (4, B, C) té€ part controlable, perd no observable, quan » # 0.

Definici6 1.10. Es diu que la terna (4,B8,C) té part observable, perd no controlable, quan s # 0.
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§2. Calcul dels exponents dels divisors elementals infinits

Trobarem en aquest apartat un metode per a determinar els exponents dels divisors

elementals infinits d'una terna de matrius, utilitzant només el calcul dels rangs d'unes certes

matrius.
Sigui (4, B, C) € M,,,, una terna qualsevol.

Definicié 2.1. Pera totj € N, j > 0, definim
P (4,B,C) =rang(CB CAB CA’B .. CAB).
I posarem p (4, B, C)=0.

Proposici6 2.2. Per atotj 2 n, p;"(4,B,C) = p,° (4, B, C).

n—1

DEMOSTRACIO. Pel teorema de Cayley-Hamilton, tenim que per a tot j > n existeixen
constants  ao(j),a1(f),... ,ani() € C tals que 4 = a()I + a(DA+.. + a(HA"".

Llavors

CA'B = a,(j)CB + a1(j)CAB + ... + a,.,(j)CA"'B,
1, per tant, pj‘."’ (4.B,C)= p;°(4,B, C). ©
Lema 2.3. Siguin (4,,B1,C1) i (42,B5,C,) dues ternes de M,,,, equivalents, és a dir, (4,B5,C>) =
(PAlP'1 +PB.J + KC,P" PB,V, WClP'l) per a unes certes matrius P € Gl,(C), J € M,.,(C), K

€ Myup(O), V e GL(C) i W € GL(QC). Aleshores, si C,A/B, =C,A,B, =0 peratoti € N,0<i

</l-1,esté

C,A.B, =W(C.4'B ).
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DEMOSTRACIO. Peratot 1 € N, 1 <7 </,
CoAL Y (PAIT P~YB,y = Co AL PAT I PTIPB Y =
— CLATHPATI BV =
— CLAS A, PATIB Y =
= A (PAVPTY + KC P74+ PBJ)PA BV =
= CLAT PAATIB Y 4+ CoAT K (C AT By )V +
+ CLAS'PBJPAT BV =
= (LA PA BV + (CLA ' By) VTV JPATI BV =
= CL A 'PAIB,V =
= CLAL'PAIPTIPBV =
= CLAL (PALP™Y)B,.
Aixi, dones, en particular tenim
CyALBy = CLAS(PP™)By = Co(PAP™")B, =
= WCPT'PALPTIPBV = W(C1 AL B )V,

com voliem provar. <

Lema 2.4. Siguin (Ay,B;,C1) t (A2, By, Cy) dues ternes de M, ) equivalents, és a dur,
(A3, B2, Cy) = (PAP' + PB,J+KCP™',PB,V,WC,P~') per a unes certes matrius
PeGl,(CT), J € Mpyxn(C), K € Myxp(C), V € Glp(C) i W e GI,(C). Sigus { € N tal
que per a tot 1 € N, 1 <1< —1, C’lAiBl =01 C A B, #0. Aleshores per a tot i € N,
1<i<l—1, CLALBy =014 ChASBy # 0.

DEMOSTRACIO. Observem en primer lloc que

CyBy = W(C,P~'PB,)V = W(C,B,)V.

Per tant. Cy B> = 0 si 1 només si C; B = 0.
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Provarem per induccié que peratot ¢ > 1,
C3By = CoAsBy = ... = CL A ' By = 0,

CiBy=CiA1Bi=...= CJAE_IBI =0 =
C2ASB, =0 < C,A$B; =0.

Peral =1,si CiB; =01 C14,B; # 0 llavors C,B, = 0, per 'apartat anterior, i
CyAyBy = WC P~ (PAP™' + PB,J + KC,P Y )PB,V =
=WC A ByW +WCByKPB,V + WC,P~'JC,B,V =
=W(C14:B,)V
1, per tant, C24,B, = 0 si i només si C14,B; = 0.

Suposem-ho ara cert fins £ - 1. Si C\B; == C14,B; = ... = C, AIMB1 = 0, aleshores, per hipotesi

d'induccio, tenim que

CyBy = C2A3By = - = C, A 2By =0
CZAE_IBQ =0, ja que CgAg"lBg = 0 si 1 només s1 C4 Ai_lB1 = 0.

1que
Aplicant el lema 2.3, CgAﬁ“lBg = W(C, ./—IfB1 )V i, per tant, Co A% By = 0 siinomés si
C-'I_LEEBI = 0 &

D'aquest ultim lema i de 'observacié 1.12 podem deduir la segiient

Proposici6 2.5. Si CB = CAB = ... = CA"'B = 0, aleshores la matriu A no té part controlable i

observable alhora.

DEMOSTRACIO. Pel lema anterior tenim que CA/B = C,A’B,= O pera 1 <j <n - 1. Pel
teorema de Cayley-Hamilton, també C A4/B, = 0 per a tot j > n. El resultat és conseqiiéncia ara

d'aplicar l'observacio 1.12. <

Per a veure que els escalars p;”son invariants per la relacié d'equivaléncia de ternes definida

en la seccio anterior, necessitem el lema segiient:
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Lema 2.6. Sigui A' = A + BJ. Aleshores

C»'_QIEB — C:{lé’B n Z C_tfif—k—lBJA,fr‘x‘Bl
0<k<i—1

DEMOSTRACIO. Provarem ~ A’* = A+ 3 A~%=1BJA"" per induccié sobre /.
0<k<i—1
Pera /=1, és obvi.

Suposem-ho cert finsa /- 1.
‘4}'(4- _ AFAA;j_FF_‘l — {A ;;BJ}‘":‘.’K—] —
= A4 4 BJA T =

=A (445—1 + Z Af_k_zBJA,-k) n B._TA“?_I _

0<k<b—2
I N k {—1
Al o Z AE2B T A L BTATT =
0<k<t—2

= A + Z At-k=1p 7 4%
0<k<f—1

Il

com voliem provar, <

Ara ja podem provar que els escalars p}” son invariants per la relaci6 d'equivalencia de

ternes.

Proposicié 2.7. Siguin (A1,B1,C)) i (A42,B,,C2) dues ternes de -"/f,,mp equivalents. Aleshores per
atotj=0, pjc.o (41,B1,C)) = ,OJC.O (42, B,,(%)).

DEMOSTRACIO. N'hi ha prou amb veure que p*° no varia al fer les transformacions segiients:
i) (4,B,C)— (PAP' PB,CP",
i) (4,B,C)— (4,BV,C),
iii)  (4,B,C) — (4,B,WC),

iv)  (4,B,C)— (4 + BJ,B,C),
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v) (4,B,C)—(4 + KC,B,0),

ja que la seva composicié dona la relacio6 entre (45, By, C)) 1 (42, B2, C»).
(i) Diem A’ = PAP', B'=PBiC'= CP". Llavors

p;°(A',B',C") = rang(cP~'PB ¢CP-1PAP~1PB .. CP~'PAIP~1PB ) =

=rang(CB CAB ... CA'B)=
= p°(4,B,C).
(i1)) Diem B’ = BV. Llavors
pj“(A,B’_._C) =rang(CBY CABV ... CA'BV)=
=rang(AB CAB ... CA'B)V =
= pi°(A,B,C).
(i11) Diem C'= WC. Llavors
pi°(A,B,C") =rang (WCB WCAB ... WCA'B)=
=rangW (CB CAB ... CA/B)=
—rang(CB CAB ... CA'B)

= p®(A, B,C).

(iv) Diem A’ = 4 + BJ. Si apliquem a la matriu (CB  CAB CA’B .. CAB)les
transformacions elementals de blocs columna segiients:
C.; =¢9 + ¢1J B,

(‘; =c3+coJB + 1 JA'B,

(’:? = Cj + Cj—lf)TB + CI:,'_-Q.IA‘B 44 ClJflfj_zB,

es transforma, aplicant el lema 2.6, en la matriu (CB CA'B. CA” B .. CA’B). Per tant,
p;’ (4, B, C) = P;’ (4, B, O).
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També podriem haver-ho provat a partir del lema 13.6 de [Go-La-Ro 86], pag. 167, on es

demostra que

ImB+ImAB+ - - +ImA"B=ImB+ImA'B+...+ImA"B.

Per tant,

ImCB+ImCAB - +ImCA"B=ImCB +ImCA'B---+ImCA"B,

vang (CB CAB ... CAIB)=rang (CB CA'B ... CA”B).
(v) DiemA4"=A4 + KC.
p°(A",B,C) =rang (CB CA"B CA"™B ... CA"'B),
=rang (B'C' B'A"'C' B'A"C' ... B'A"C")
=rang ( B'C' B'A!Ct B'AYCt ... BtAYC!) =

=rang (CB CAB CA’B ... CA'B)=

= p%(4,B,C).

Amb aix0 esta provada la proposicio, <

Passem ara a veure com donada una terna (4,8,C) € «-'menp, a partir dels escalars ,050 (4, B,C)

podem obtenir els exponents dels divisors elementals infinits de la terna.

Teorema 2.8. Sigui (4, B, C) una terna qualsevol amb 0 < Py’ (4, B, C)< 0" (4, B, C) < ... <
,0;0 (A, B, C), de manera que

0 < pi°(A,B,C) < pS2(A,B,C) < -+ < pS°(A, B, C),

I 2
amb j, =min{i | P;° (4,B,C)> 0}, jx = min {i| p;" (4, B, C) > P} (A.B,C)} pera tot k> 2.
Aleshores els exponents (estrictament més grans que 1) dels divisors elementals infinits de la

terna (4,B,C) son:

oo R 1+ [} Y gCO -
PEC(A,B,C)=p%° (A B,C) PS9(A,B,C)=pS° | (A.B.C)

{1 +2, - GLH2 . it 2 5 jr +2}.
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DEMOSTRACIO. Per la proposicié 2.7 n'hi ha prou amb veure que els exponents dels divisors

PE:P[A(_‘-BC-C—:_]_.F‘C_OI(Aanc-CJ:J" pjg{AC|BC|CC]_9§3_1(-’46|BC|C"C)

{71 +2, g J1+2, o L+ 2, jr + 2%

Recordem que la terna (4, B., C.) és de la forma

A 0 0 0 B, 0

0
0o ¢ 0 0
10 A 0 O {0 0 0 B
AC’_UOAQ.U’BC_UUBQ Cc_ggcqg
0 0 0 A 0 0 0 ?
Aleshores, peratoti >0,
in _ (0 0
= (3 )
Si
N} Bl C3
AJ: B2: ) sz )
N} B ci
llavors

CiN}' B}
CoN3 By =

CLNL' B
Observem que

elementals infinits de la terna (4, B, C) son
i & . . i—1 .
rang C¥NF'BE =0 si i#mp—1, i rang CENF™ " BF =1.

Per tant, tenim que

p?"('Am B.,C.) =rang(C.B, C.A.B. ... C.AB,) =
=rang(CyB; C3NsBy ... CyNiB;)=
C3 B3 C3 N3 B} CING B}
= rang . . . =
CiBi CLN:B! CLNL BY
= Y rang(CkBE CENEBE ... CENF'BE) Vi>o.

1<k<t
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Aixi, ,050 (4., B., C) és igual al nombre de caixes de A3z de mida més gran o igual quej + 1, 1

d'aqui es dedueix el resultat, <

Finalment donarem condicions equivalents per a una terna a no tenir part controlable i
observable alhora.
Corol'lari 2.9. Les segiients condicions son equivalents:

(a) Laterna (A, B, C) no té part controlable i observable alhora.

(b) ,0;-0 (4, B,C) =0 peratotj € N.

(c) ,OEO(A, B, CO)=0peratotje N, 1<j<n-1.

(d) CB=CAB=...=CAB=0peratotj €< N.

() CB=CAB=..=CAB=0peratotjE N, 1<j<n-1.

DEMOSTRACIO. Es immediat a partir del teorema anterior, i tenint en compte les proposicions

22.125. ©

§3. Calcul dels exponents dels divisors elementals finits

Donarem en aquesta seccid una forma de caracteritzar els valors propis d'una terna de matrius
(4, B,C), 1 trobar aleshores la caracteristica de Segre de cadascun dels valors propis d'aquesta
terna. Aquests calculs, a I'igual que els de la secci6 anterior, es basen només en el calcul de rangs

d'unes certes matrius .

En tot l'apartat utilitzarem el valor de ¢ (nombre de divisors elementals infinits de la terna)

obtingut en la secci6 anterior.

Sigui (4,B,C) € M,,,, una terna qualsevol, i sigui A € C.
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Definicié 3.1. Posarem, peratotj € N,j > 1,

(A—AI) (A=XI)"'B ... (A-M)B B
C(A—AI)~' C(A-\I)%B ... CB
pj—()\)(_A.,B.C) = rang
C(A—\) CB
C

I posarem també ,0{)] A4, B, C)=n, ,O_Jl M4, B, C) =0.

Observacio 3.2. Si (4,B, C) és una terna que no té part controlable i observable alhora, llavors,

pel corol-lari 2.9,

(A=) (A=A)"'B ... (A-X)B B
C(A— )} 0 0 0
pj()\)(A._B,C) = rang =
C(A—-\) 0 0 0
C 0 0 0
(A — }\I)j AI-'B ... AB B
cA-1 0 0 0
= rang : 0 0
CA 0 0 0
o 0 0 0

Provarem ara que aquests escalars ©; (A\) son invariants per la relaci6 d'equivaléncia de

ternes considerada en la seccid 1 d'aquest capitol. Abans, perd, necessitem provar el lema

seglient:
Lema 3.3. Sigui A' = A + BJ. Aleshores

(A= XD =(A- D'+ Z (A=X)""FBJ(A" = A1 we>1.
1<k<t

DEMOSTRACIO. Ho provarem per inducci6 sobre /.

Pera ¢ =1,4'-N=(A + BJ)-N = (4-N)+ BJ
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Suposem certa la igualtat finsa ¢ - 1.

(A=A = (A = AI)(A' =AD"t =
= (A= M)+ BJ)(A =)'t =
= (A= A)(A' = \)7' + BJ(A' = AI)' ! =

1<k<i-1
+ BJ(A' =\ =

= (A=) Z (A=A FBJ(A = M)F1 4 BJ(A' = A =
1<k<t-

=(A-AD"+ (A= N)""*BJ(A' — AD)FL.
1<k<t

Amb aixo0 esta provat el lema. <

Proposicio 3.4. Si (41,81,C1) i (A42,B,,C>) son dues ternes equivalents, i N € C, aleshores
J J .
P; MN)(A1,B1,C1) = P; (AN)(A2, By, C2) peratotj> 1.

DEMOSTRACIO. Corn a la proposicié 2.7, n'hi ha prou amb veure que ,Of (M) no varia al fer

cap de les segiients transformacions:
i)  (4,B,C) — (PAP",PB,CP™"),
ii) (4,B,C)— (4,BV,C),
iii)  (4,B,C)—(4,B,W0C),
iv)  (4,B,0)—(4 + BJ,B,C),
v) (4,B,C)— (4 + KC,B,0),
ja que la seva composicié dona la relacio6 entre (4,B1,C1) i (4a, By, Cy).

(i) Diem A’ = PAP', B'=PBiC'=CP".
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Sigui X la matriu

P
I
X =
I
X és una matriu invertible i
P—l
X t= !
1
Aleshores
(A=AIY  (A-ADI)7'B .. B (A'=AT)! (A'=AIy~'B' .. B
C{A=AI)Y Y C(A=AI)72?B ... 0 x-1 C'(A'=AI) =t (A=A ™*B' ... 0
c 0 .0 c' 0 0
Per tant,
(A— ALy (A-X)'B ... (A-X)B B
C(A- NIy~ C(A-XI)V?B ... CB
pj(M(A, B,C) = rang : :
C(A—\) CB

C

I posarem també ,06] AN, B, C)=n, p_Jl (A4, B, C) =0.

Observacio 3.5. Si (4, B, C) és una terna que no té part controlable i observable alhora, llavors,

pel corol-lari 2.9,

(A—XIY (A=A)'B ... (A—A)B B
C(A - A1 0 0 0
ij()\J(A,B,C')=rang : =
C(A—\) 0 0 0
C 0 0 0
(A—MXI)} A-'B ... AB B
C A 0 0 0
= rang ; ; 0 0
CA 0 0 0
C 0 0 0
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Provarem ara que aquests escalars 0; (A) son invariants per la relacié d'equivaléncia de
ternes considerada en la seccid 1 d'aquest capitol. Abans, pero, necessitem provar el lema

seglient:

Lema 3.6. Sigui A'= A+ BJ. Aleshores

(A=A = (A=AD'+ Y (A= ADTFBJ(A = ADF' ve> 1.
1<k<t

DEMOSTRACIO. Ho provarem per induccié sobre .
Pera /! =1,A'-N = (A +BJ)— N = (4- N\I) + BJ.
Suposem certa la igualtat finsa /- 1.
(A = \I)f = (A = X)(A = AD) =
= (A= N)+BJ)A =)' =
= (A=A =\ '+ BJ(A - A1 =

=(A- f\f)((A —ADT Y (A=A TR B(A - M)*‘—l) +

1<h<f-1

+ BJ(A = )1 =

=(A=AD"+ 3 (A-ADTEBI(A - DM+ BI(A' = AN =

1<k<t—1

= (A - /\I)f + Z (A — /\I)f_kBJ{A’ _ ’\I)k_l-
1<k<t

Amb aix0 esta provat el lema. <

Proposicio 3.7. Si (4,,81,Cy) i (A42,B2,C>) son dues ternes equivalents, i N € C, aleshores
£ N BILC) = P (N)(A2,B2,Co) pera totj> 1.

DEMOSTRACIO. Com a la proposicié 2.7, n'hi ha prou amb veure que ,Of (M) no varia al fer

cap de les segiients transformacions:

i) (4, B, C) — (PAP"', PB, CP™),
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i) (4,8,C) = (4,BV.0),
ii1) (4,B,C) — (4,B,WC),
iv) (4,B,C) — (4 + BJ,B,C),
v) (4,B,C)— (A + KC,B,0),
ja que la seva composicio dona la relacio entre (41,B1,C1) 1 (42,82, C?).
(i) Diem A’ = PAP', B'=PBiC=CP™.

Sigui X la matriu

X =

X és una matriu invertible 1

Aleshores

(A'=AI)? (A'=ADi—'B" .. B
C{A =X~ C'(A'=AT) 2B’ ... 0

(A=XI)  (A=AI)~'B .. B

[=]

C{A=AY~Y C(A-AD)'"2B .. -
C l.'J 0 c;’ (‘] 6
Per tant,
(A — \I)! (A—AI)J'__‘B ... B
; C(A-)\I)J_l C(A-XI)2*B ... 0
p;,-(_/\](A,B,C) = rang _ . _
C 0 ... 0
(A’—,\I)J (A" = \I)~1B' ... B
_ C'(A" = \I)J—1 C'(A" — A)72B" .00
i pj(A\)(A',B',C") = rang . . ‘
C' 0 ... 0

coincideixen.
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(ii) Diem B’ = BV. Sigui

1
Vv
}" p—
I/r
Y és una matriu invertible. Aleshores
(A=A (A=AD)~'B .. B (A=XI)Y  (A=AD~'B' .. B
C(A=-AD "L c(A=AY—2B ... 0 . C(A=XIV~Y C(A=AIY 2B’ ... 0
¢ 0 0 ¢ 0 .0
Per tant,
(A—/\I)f (A—/\I)j_lB ... B
g C(A- I~ C(A- /\I)J'_'EB 0
p;(AM(A, B,C) = rang ) . )
C 0 .. 0
(A=) (A=\)7'B" ... B
I C(A—AI)«"‘I C(A-\I)2B" ... 0
i pj(/\)(fl,B’,C) = rang , . )
C 0 0
coincideixen.
(ii1) Diem C'= WC. Sigui
I
w
7 =
W

Z és una matriu invertible. Aleshores

(A=AIY  (A-AI)"'B .. B (A—AT)? (A=AD~'B ... B
C(A=ADI~Y C(A=-AD)"2B ... 0

C' (A=A~ C'(A=AD¥72B ... 0

.. 0 c’
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Per tant,

(A—/\I_)f (A—/\I)J'le B

] C(A=NI)7' C(A-)\I)B 0

pij(AM(A, B,C) = rang ) .

C 0 oo 0
(A — M) (A= X)"'B ... B

C'(A-MN)Y~' C(A=XI)Y"*B ... 0

i pj(/\)(A,B._ C') = rang . . .

c’ 0 .0

coincideixen.

(iv) Diem A’ = 4 + BJ. Fem, a la matriu

(A=A (A-X)Y"'B ... B
C(A— A=Y C(A—\)"2B ... 0
C 0 .0

les transformacions elementals de blocs columna segiients:

a=ct Y (4 =AM

1<k<

Cy =y + Y ek J (A = A)¥B,
2<k<

{’,’; = C3 + Z C,r;+1J(A" — /\I)k“:iB,
3<k<

('; =¢; + ¢j+1J(A" = AI)B.

Aleshores la matriu es transforma, aplicant el lema anterior, en la matriu

(A =Ny} (A =M\)"'B ... B
C(A' = \I)I7' C(A' = \)"2B ... 0

C 0 ... 0
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Per tant,

(A —}\I)f (A—M)-'B ... B
) C(A=XI)Y~Y C(A-XI)V?B ... 0
pj(A){A.B‘_C) = rang _ _ _
C 0 .. 0
(A" — )\I)fi (A —/\I]jl_lB ... B
_ C(A" =Xy~ CA'-\IyY?B ... 0O
i p}(\)(4',B,C) = rang . . |
C 0 ... 0

coincideixen.

(v) Posem A’ = A + KC. Llavors A" = A"+ C'K'. Tenim

pLN(A', B, C) = pl(A\)(A",C1. BY) = pl(\)(A', C, B) = pl(\)(4, B, 0).

Amb aix0 esta provada la proposicio, <

Podem ara donar un criteri en funcid d'aquests invariants per a determinar si un valor A € C
¢s, 0 no, valor propi de la terna (4, B,C). Aquest criteri fa que puguem caracteritzar els valors

propis d'una terna (4, B, C) només a partir del rang d'una certa matriu.
Proposicié 3.8. A és valor propi de la terna (A,B,C) si i només si ,0; (A)(A4,B,C) < n+t.

DEMOSTRACIO. Per la proposicio anterior, ,0}-] MN)(A4,B,C) = ,0}-] M) (4., B.,C.). A l'observacio

1.5 (c), hem vist que A és valor propi de (4,B,C) si i només si ho és de A4.

Teniem
FI . 0 ¢ o
Ade=19 0 4, o Be=1| 14 o B, Ce= 8 8 CO 8
0 0 0 A, 0 0 0 2
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Llavors,

Ay —\I B,
Agp—AT

A.— M B Az—nl Ba
c C) = rang

J _ A _
p1(A)(A., B.,C,) = rang ( c. 0 Ag—AI =

Ch

Ca

= rang (A1 —AI B) + rang (AZ(;M) + rang (ASC;M 132) + rang (As—AI) =

— Z ki + Z li + Z mi +1t+rang( Ay — AT ).

1<i<r 1<i<s 1<i<t
Tenim aleshores que

A és valor propi de (A, B,(C) <= rang(As — A ) <n— Z ki — Z li — Z m;
1<i<r 1<i<s 1<it

= pl(M(Ac, B, Ce) <n+t
= pl(\(A,B,C) <n+t,

com voliem provar. <

Si la terna (4, B, C) no té part controlable i observable alhora, veiem que tots els valors

propis de la terna (4, B, C) soén també valors propis de la matriu 4, com es veu en el segiient

Corollari 3.9. Si (4, B, C) és una terna que no té part controlable i observable alhora, i X és un

valor propi de (4,B,C), aleshores rang(4A — NI) < n.

DEMOSTRACIO. Si la terna (4,B,0) no té part controlable i observable alhora, llavors ¢ = 0 1, per
la proposici6 3.5,
) és valor propi de (4, B,C) <= pi(\)(4,B.C) <n

(A — M B)
< rang C 0 <n

= rang(A — A\ ) < n,
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com voliem provar, <

Sigui A € C qualsevol. Podem interpretar els escalars ,Of (A)(4, B, C) de la manera segiient.

Proposicio 3.10. Sigui (4., B¢, Cc) la forma reduida canonica de la terna (A,B,C), amb

Ay
A: .
A= ( 2 As ) . Aleshores per a tot j > 0,
A

pIA)(A,B,C) = n+1(j + 1) — dim Ker (44 — \I)7.

DEMOSTRACIO. Com que hem vist a la proposici6 3.4 que

pj(A\)(A, B,C) = pj(\)(Ac, B, Ce)

per a tot j > 0, n'hi ha prou amb provar que

pT(N)(Ae, Be, Ce) = pn(M)(Ac, Be, Co) +t(j —n)  Vj=>n.

Recordem que
B

01 8 g 0 C; 0 0
B, = CC.=l0 0 0 o0

0 0 B 0 0 Cy 0

0 0 0 2

Posem M (M), M:(N)i M (M) a les matrius

MIN) = ((4 =AY (A —AIP'By ... (4 —AB, Bi),
(Ay — NI
C4 (Az - )\I)j—l
M2()\) = :
Cy (A — AT
e
(4‘13 — /‘UT)J' (.-43 — /\I)j_le coe (Ag — /\I)BJ By
Co(As — AI)7=1 Cy(As — AI)"2B, ...  CyB,
wo-| ;
Co(Az — \I) C2B;

&
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Utilitzant que
NI N1
.‘4] e T . ) A2 =
NI NS
B} B3 Ct
By = By = , C1=
Bl By
tenim que
(N}=AI)? (Ni=AI)~'B}
rang M';- (\) = rang ,
(NT—AT)

3" rang((N{ = M) (Nj = AT} B;

( (N1-Ar)y/

(NS=AI)!

CHNZ=AD)! 1

C3(NS—AD) 1
rang _Mf(,\) = rang

CHNI=AD)

CE(NZ=AI)

c;

(N3=AT)’
CHNS=AIY T

CiH(Ni=AD)
Ci

As

(NT=ADy 1

(N} = \I)B;

Sistema complet d'invariants d'una terna de matrius
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( (N3~xY (Np=ary=' B; . o
C(N3-ary _ Vi-ary-rey | (Ni-anBy By
CY(N} -t CY(N3-A1Y=?B} -
rang MJ‘?(/\] = rang : : =
Ci(NI-AT) C3B;
. CHNy=AI) . . CiBY
& . S
\ a - /
(N3g—AI))  (Nj—-AIY’~'Bj ... (Nj—AI)Bj Bj
Cy(N3g—=AI) =1 Cy(N§j—=AI)—% .. CiBj
= Y rong : ; =
1<i<t Ci(Ni—AI) CiB}
Ca
= Y mi+t(i+1).
1<i<t

Llavors

(A — \I)! (Ac —AI)J"'B. ... (A.—-M)B, B.

Co(Ae = M)7Y C.(A. = AN)7?B, ... C.B.
p}(M)(Ac, Be, C.) =rang : :
CC(AC - AI) CCBC
C.
(A, =Ary _ (Ay=AIY—' B, o (Ay=AD) B B,
(Az= ALY
X [{As=AT) sty (Aa=ATY=Y)B, . (As=ANB; B,
Ci{Aa=ATp=} Cy(As-ALY=78, _ -
— rang c,[n,-_u}“" CalAs=AIY"8; . CyBy —_
c‘u:-u} : CiBy
La g CalAs=AT) €38,
i "', = Gy
M} (N
= ’ =
rang M)
(As — AI)
= Z rang M, (\) + rang .MJ?(/\) + rangfvff()\) +rang(As — M) =
1< <t
= Y kit Y L+ Y mi+t(j+1)+rang(Ay — ) =
1<:i<r 1<i<s 1<:<t

=n+1t(j+1) — dim Ker(A, — AJ)?,
com voliem provar, <
En la seccid anterior hem vist que ,0;0 (4, B, C)= P.°\(4, B, C)peratotj>n - 1. En aquest

cas, i com a conseqiiéncia de la proposicio6 anterior, tenim que per aj > n els escalars O} (N\)(4,

B,C) poden obtenir-se a partir dels escalars le A4, B, O), ..., ,OnJ AN)(4,B, C),
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segons es veu en el corol-lari segiient.

Corollari 3.11. Per a totj > n, P; (N4, B, O)= p) (N4, B, C)+1(j - n).

DEMOSTRACIO. Com dim Ker(44 — NIY = dim Ker(44 - NI)" per a tot j > n, tenim que
pI(N)(Ac, B, Ce) = n+1(j + 1) — dim Ker(As — A} =

=n+t+1) —dim Ker(A4 — A\I)" =

=n+tn+1)—dim Ker(Ay — A" +t(j — n) =

p',],(/\)(A,:,B,:, Ce)+1t( —n),

com voliem provar, <

Sigui A € C un valor propi de la terna (4,B,C). El teorema segiient ens dona la caracteristica

de Segre del valor propi A en funcid dels escalars { ,OiJ (AN)(A4, B,C)}1<i<n.

Teorema 3.12. Els exponents dels divisors elementals finits de la terna (A4,B,C) referits al valor

propi \ sén la particié conjugada de

{p!(N(A4, B, C) = pi11(V(4, B, C) + thocicn.

DEMOSTRACIO. Per la proposicié 3.4, n'hi ha prou amb veure que els exponents dels divisors

elementals finits referits al valor propi A de la terna (4, B, C) son la particié conjugada de

{p](\)(Ac, Be, Ce) — plia(M\)(Ac, Be, Ce) + tho<i<n.

Sabem que aquests exponents son la particié conjugada de
{8i1(A) = di(A) }o<i<n,

essent 8;(\) = dim Ker(44 — AI)’ per a tot i > 0 (on 8o(A) = 0).
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Aixi, doncs, n'hi ha prou amb que provem que per atoti € {0,..., n},
0it1(A) = 6i(A) = Pf(/\}(Am B.,C.) - Pg—i—l('x)(.“lm B.,Cc) +1.

Per la proposicio 3.7,
p)(Ae, Be, Ce) = n +#(i + 1) — dim Ker(Ag — AI)',

4034.] (Aca Br,; Cr) =n-+ f(? + 2) — dim Ker(/h - /\I)H-l'

Per tant,

pHA(A, B,C) — pl.1(\)(A,B,C) +t = dim Ker(A4y — M) — dim Ker(Ay — \I)*

= Si41(A) = (),
com voliem provar.

Observem que per a tot i > n, la proposicio 3.7 ens diu que
pi(A\)(Ae, Be, Cc) = pn(A)(4, B, C) +t(i — n),
pi1(M(Ae, B, Co) = pp(A)(A, B,C) +t(i + 1 —n).

Per tant,

pi(\)(A,B,C) — pl11(M)(A,B,C) +t=0.

Amb aix0 esta provat el teorema, <

§4. Calcul dels indexs minimals per columnes

Definirem en aquesta seccio, a l'igual que en les seccions anteriors, uns escalars (que

posteriorment provarem que son invariants per la relacio d'equivaléncia de ternes de matrius

63
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definida a la secci6 1), a partir dels quals, i junt amb la constant ¢ calculada en la secci6 2,

obtindrem els indexs minimals per columnes de la terna.

Sigui (4, B, C) una terna de matrius. Definicio

4.1. Posem, peratotj € N,j >0,

B AB A’B ... A'B

CB CAB ... CA'7'B

p5(4, B,C) = rang CB ... CA™'B
CB

I posarem P (4,B,C) = 0.

Observacio 4.2. Si (4,B,C) és una terna que no té part controlable i observable alhora (¢ = 0),

llavors, pel corol-lari 2.9, pjc. (4, B,C) és, simplement,

P (4,BC)=ramg(B AB A’B .. AB).

Es a dir, { ,0;. (4, B, C)}osj<n sON els indexs de controlabilitat de la parella (4,B). En aquest
cas, doncs, podem dir que els indexs minimals de columnes de la terna (4, 5, C) sén la particio

conjugada de
{P; (4 B,C)- P; (4, B, C) - thogent.

Provarem que aixo és cert en general.

. c , . . .,
Veurem ara en primer lloc que els escalars ©; (4,8,C) son invariants per la relacio

d'equivaléncia de ternes de matrius definida en la seccio 1.

Proposicio 4.3. Siguin (41,B,,C)), (42,B,,(C,) € -M,,mp dues ternes equivalents, és a dir, (42,B>,C>)
= (PAlP'1 +PByJ+ wdp™! PBV, WClP'l)per a unes certes
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matrius P € GlL(C), J€ M, (0O, K € M,,(O), V € GL(C) i W € GL(C). Aleshores

P; (41, Bi,C1) = P; (A2,B2, Co).

DEMOSTRACIO. Mitjangant transformacions elementals de blocs fila i blocs columna és immediat

comprovar que

("
I \
[ I:rl )
pj(Az, Ba, Cy) = rang By AsB» AZB, .. ALB,
C2Bs C2AsB ... 62‘4;—152
CoBz ... C2AL™?Bs
\ vy,
As Ba
Cs 0O
I, 0 A, Bs
=rang [ © © ?‘2 g -n(gj+1)=
0 0
A By
P K Cy 0 P
oW ln 0 _4.1 Bl g
= rang ‘EI{; 00 ‘f* 8
0 0
A, By
C: 0
In 0 A By
=rang | 0 © ?l g —n(j+1)=
0 0
In
( Iﬂ
. I, , .
= rang By A1B, A}B A1 By
C1B1 C1A1By ... C1 AT By
C'J_Bl (.71‘4:;_23_1
Cy B,

\
= pj(Al:'Bl-JCl)';

com voliem provar, <

—-n(j+1)=

p—] 0

IV —n+1)=

—n(j+1)
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Observacio 4.4. A [Kar-Ka 88] es veu que

Sistema complet d'invariants d'una terna de matrius

Ay By As Bo
c, 0 Co 0
I, 0 A By In 0 Ag Bo
rang 00 ?1 g = rang 00 ?2 g
n b
0 0 0 0

També en aquest cas tenim una formulaci6 equivalent per als invariants ,Oj 4, B, C).
Proposicié 4.5. Siqui (4,B,C) una terna de matrius la forma reduida canonica de la

Ay B0 0
qual és (A, B.,C.), amb A, = ( A2 Aa ) 1 B, = ( g 85?2). Si kf,... ky sdn els
As 00

indexs de controlabilitat de la parella (A, B1), es compleix

Vi>0  p5(A,B,C) = kS +(j +1).

DEMOSTRACIO. Per la proposicio 4.3, tenim que n'hi ha prou amb veure que

p;’(Acch;Cc) - k; +1t(7 + 1).

Tenim que
0 C; 0 0
0 0 Cy O
Posem
By AsB, A‘;Bg
! 7 2 CZBQ CTQA';_IBZ
Mj,_c:-'(Bl Ay By ...A'{Bl), JMj’C — .

C2B,
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Llavors
/Bc A B, AE B. AQ_B,
C.B. A.B. CCAJ;_IBF
1 =2
pi(Ac, Be, Cc) = rang C.B. CcAL™"B: | =
\ C.B.
(Bl A, B; VR Al By ‘
Bs AaBo ... cee ees e J-‘.l',";!Bz
CoBas  CoAgBo ... ... CyA)7 " By
= rang CoBs .. .. CoAlT2B, | =
\ CyBa
By A1By ...Al B,
Bs A3Ba AL By
4i—1
— I‘aﬂg CQBQ CQA"% Bz =
CoBay
V2
= rang Mfic + +rang M7 .
Teniem
Ny Ni B! 3
AI = .. s _f-13 = N _B] = B CQ =
NT N B Cl
Aleshores
By AzB> ... AlB>
C2Bs C2A4]7 "B,
rang M? = rang ' =
ng je = g ] =
CsBs
( Bl N} B} Ni®B} N3 Bl \
’ T 2 aTtd
B, NiBL NE2BL | N BY
clBi CiNiB2 cind 7Bl
C4BY CiNEBY CiINE B

ciB}
= rang
CLBL

C3 B,

CLB}
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pi(Ac, Be, C.) = rang Mr;,c +t(7+1) =k + 1+ 1),
com voliem provar, <
Hem vist a les dues seccions anteriors corn els invariants que hem definit per a j > n son
facilment calculables a partir dels anteriors. En aquest cas també passa aix0. Més exactament,
tenim el seglient

Corol‘lari 4.6. Per a tot j > n, es compleix que

05(A, B,C) = p5,_1(A,B,C) +t(j —n +1).

DEMOSTRACIO. Com que k‘; =k | +4j+1)peratotj>n -1 (aquests son els indexs de

controlabilitat de la parella (4;,B;)), aleshores

pj(.Agm BC}CC) s kf!-—l + f(J “l" 1) —
= k;_l +tn ‘I‘t(j —n+ l) —
= pfw.—1(‘4aB= G) + f(.} —n+ 1)3

com voliem provar, <

Podem ara ja enunciar el teorema que ens dona els indexs minimals per columnes de la terna

(4,B,C) en funcio dels escalars ,0; (4,B,C) trobats anteriorment.

Teorema 4.7. Sigui (A,B,C) una terna qualsevol. Aleshores els indexs minimals per columnes no

nuls de la terna (A, B, C) son la particio conjugada de

{P; (4,B,C) - P, (4,B,C) - t}osin.

1 el nombre d'indexs minimals per columnes nuls és igual a m —rang B.

DEMOSTRACIO. Siguin {ki...., k.} els indexs minimals per columnes no nuls de la terna (4, B, C),

ordenats de forma que k; > ... > k,. Per la proposici6 4.3, n'hi ha prou amb
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provar que els indexs minimals per columnes no nuls de la terna (4, B, C) s6n la particio
conjugada de

{p;(AC BE‘} CE‘J - p(i:—l(AC:! BC: Cr‘) - t}()SiSn.-

Amb les notacions de la proposicio 4.4, { k, = k| ..., k. = k:} son la particié conjugada de

{rang AMS__C —rang M1, ., rang Mﬁl_‘c —rang M'é’c, ... rang M}, . —rang M _, .},

Per la proposici6 4.4, tenim que
pi(Ac, Be,Ce) — pS_1(Ac, Be,Co) —t = k§ +t(i +1) — ki, —ti —t =

= ki - ki-—-11
com voliem provar.

Observem que per a totj > n,

:O?(AC!BC:CCJ - PE_I(A,:,BC?CC) —t=0.

A més, el nombre d'indexs minimals per columnes nuls €s igual a
m - rang B, = m - rang B,

1 amb aixo esta demostrat el teorema, <

§5. Calcul dels indexs minimals per files

Donarem uns certs escalars, que es calcularan com en els casos anteriors unicament a partir

de rangs de matrius, i amb els quals es dedueixen els indexs minimals per files d'una terna.
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Sigui (4, B, C) € M,,,, una terna de matrius.

Definicié 5.1. Posem, per atotj G N, j >0,

C
CA CB
CA? CA-'B CA-?B ... CB

I posarem P’ (4, B, C) = 0.

Observacio 5.2. Si (4,B,C) €s una terna que no té part controlable i observable alhora (7 = 0),

llavors, pel corol-lari 2.9, ,0;) (4,B,C) és, simplement,

C c\' C
CA CA CA
p;(A,B,C) = rang CA? | = rang CA? | =n —dim Ker | CA?
CA CA’ CA

)
¢s a dir, els nombres ,0;) (4,B,0C) son els indexs d'observabilitat de la parella ( ¢ . En

aquest cas, els indexs minimals per files de la terna (4, B,C) son la particié conjugada de
{ID]O (A: B’ C) - pjo'—l (A’ B, C) - t}onSn-l

Provarem aquest resultat en general, per a una terna de matrius qualsevol.

o J4 . . .y . N . .
Els escalars ©O; (4, B, C) son invariants per la relacio d'equivaléncia de ternes considerada en

la seccid 1, segons es prova en la segiient

Proposicié 5.3. Siguin (4,,B1,C)), (42, By, C) € M,,,, dues ternes equivalents, és a dir,
(A2,B2,Cy) = (PAlP'1 + PB,J + WCIP'IPBlWClP'l), per a unes certes matrius P € GI,(C), J €
M, C), K € M,,.(C), V € Glon(C) i W € GIy(C). Aleshores O] (41,B1,C1) = P (42,B5,C5).
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DEMOSTRACIO. Mitjangant transformacions elementals de blocs fila i blocs columna és

immediat comprovar que

pi(Asz, By, Cy) = rang

= rang

= rang

= rang

(In

\

Az

Cs
I
0

\

In
Ca

C;;AE Cz Bg
C2AZ CaA4Bs CsB-

CoA) CoAI™ By C2AL7 B, .. 0233)
B2
0
0 As Bs
0 Cy 0 T _
a 0

Al By
Cy 0 p-1 g
Jr\li 0 A Bl J V

P K 0 0 C, 0 Pt o
ow I, 0 J v

Ay
(o

\

By
0
0 A By
0 ¢ 0 (i _
—n(y+1)=
o (J+1)
0 O

1
CiA, OB
C“] Af Cl Al B]_ CJ_B‘L

C14] C,AIT'B, C1AITEB, .. C1B; /

= p;(‘41181101)1

com voliem provar, <

—n(j+1) =

—n(j+1) =

—n(j+1) =
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Observacio 5.4. A [Kar-Ka 88] tamb¢ es pot trobar

Ay By Az Bz
Cy 0 Cs 0
I, 0 A By I, 0 As By
0 0 C, 0 _ 0 0 Cs 0
rang = raln
= In 0 g I, ©
0 o 0 0

Veurem ara una altra forma de donar els escalars ,0;-) (4, B,C).

Proposicié 5.5. Sigut (A, B.,C.) la forma reduida canonica de la terna (A, B,C'), amb

A1 N 0C, 00 -
A, = o2 iCe= (00 0o0|. Sily,...,19 son els indezxs d’observabilitat de
As N 00 Cz0 ’

4

la parella (gf), es compleix
V>0  p(A,B,C) =1+t +1).

DEMOSTRACIO. Per la proposicié 5.3, n'hi ha prou amb provar que

P (4,B,CH= P +1(j + 1),

Tenim
By 0 0
0 0 O
B. = 0 0 B,
0 0 0O
Posem
C1 CZ
Ci14; CrA;3 Cy B,
ﬁ{{! — ClA% W? — CQA:% C2A3Bg CQBQ
5o 1 “*3,0

C1 4] CoAl C2A}'By, CoA}?B; ... CyBs
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Llavors

Ce
C.A. C.B.

p?(‘{ct Bc‘a C'c,] — fang Crc"—."f‘ CC'_I-CBC CCBC

C.Al C.AI7' C.AI7%B,

[ @
Co
Ci A,
) CoAzC5 B85
= rang 142 2
C‘g_-la CoA3Ba C2Ba
\Cl_.-’xi;

(o
b \
CpA3
=rang | .4 =
Ca
Cada CoB2
\ C2AL C2AL7'Bs .. CQBQ)

1 12
=rang M , +rang M, .

Teniem

ci

C; =

CoAl™'By C24172Bs .

73

C.B.

CQBQJ
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Aleshores

Cz 43 C2 B>

rang _\If_o = rang CyA;  C2A43B, C2 B, _

C,A7'By, CLA*B, ... (B,

‘Tt
( cl
C;
CaN; €38
CiN; €383
=rang | cja;’ CaN; B3 €183 =
cing? CINBY c3B3
ciny’ CiN}T'B} CciN}TT'B} ciBl
CINY CiNy=iBY CINJIT?BY ciB3
=ty + 1),

p'j(‘—lc.Bp.C!_—]:ranglfj +to+ 1) =17+t +1),

com voliem provar. <

Com en tots els casos anteriors, tamb¢ els escalars ,0; (4, B, C) poden obtenir-se, per a

j=n-1,apartirde { O; (4,B,0), ... , Lo (4,B,C)}, com es veuen el corol-lari segiient.

p2(A.B.C) = p%_1(A,B,C) +(j —n).

DEMOSTRACIO. Com per a totj > 7 - 1 tenim que rang M },0 =rang M ;_1,0 (son els indexs

dobservabilitat de la parella [ 4, | , aleshores
Cl
—lBC‘I—anUl +tj+1)=

=rang M, |, +tn+t(j—n)=

= 0% _1(A,B.C) +t(j — n),

com voliem provar. <
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com voliem provar. <

Podem ara ja demostrar que els indexs minimals per files de la terna (4, B,C) venen donats

pels escalars { pf (A4, B, O)}o<i<n-1-

Teorema 5.7. Sigui (A,B,C) una terna qualsevol. Aleshores els indexs minim als per files no nuls

de la terna (A,B.C) son la particio conjugada de
{P?(A B, C') - p?—l{-'q'* B: C) - f}Uﬂzgno
El nombre d'indexs minimals per files nuls és p — rang C.

DEMOSTRACIO. Siguin {/|... . , Is} els indexs minimals per files no nuls de la terna (4, B, C),
ordenats de forma que /; > ... > /. Per la proposicidé 5.3. n'hi ha prou amb provar que els indexs

minimals per files no nuls de la terna (4. B, C) son la particié conjugada de

{p?f A..B..C.) — pi_1(A:, B..C) — f}.'_\.grgn.

Amb les notacions de la proposici6 5.4, {/i,...., [;} son la partici6é conjugada de

1
_1’0 b

1 1

{rang Mé’o -rangM |, rang Mll’0 -rang M ,...., rang Mi,o -rangM, .},

posant M'  =0. Amés,rang M, -rang M, , =0 Vj=3.Perla
proposicié 5.4, tenim que

P2 A Be,Co) = po_y(Ae: B, Co) =t = 10+ (i + 1) =10, —ti —t =

= 31' — Ii—l*

com voliem provar.

Observem que per atotj > n,

f)?(Ac- B., C'c) - p?—](flc-. B, Cr:) —t=0.
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El nombre d'indexs minimals per files nuls és igual a

p -rang C.=p - rang C.

Amb aix0 esta provat el teorema. <

§6. El sistema complet d'invariants R d'una terna de matrius

Sigui (.4. B, C) una terna de matrius. Posem R(4, B, C) al conjunt d'escalars

{{p;ul_-L B- Cr}}. ‘{"\I}- {:U_‘:I\/\i\“\‘-l B C.':l}._. {J{?;lf;. B._ Cr}}, {,U;I{fl, B-er}}—lgjfn.ifzgu.‘

amb les notacions segons les definicions 2.1, 3.1, 4.1 1 5.1. Tenim aleshores el segiient

Teorema 6.1. El conjunt d'escalars R(A,B,C) és un sistema complet d'invariants per a la terna

(4.B,0).

DEMOSTRACIO. Hem vist a les seccions anteriors que aquests escalars son invariants per la
relaci6 d'equivaléncia definida en l'espai de ternes de matrius, i també que a partir d'aquests
escalars es poden obtenir els invariants de Kronecker del feix de matrius associat a la terna:
divisors elementals infinits, valors propis i divisors elementals finits (per a cada valor propi).

indexs minimals per columnes i indexs minimals per files.

Per tant, aquest conjunt determina la forma reduida canonica de la terna de matrius. <

A més, tenim
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Teorema 6.2. Existeix una bijeccio entre el conjunt de classes d'equivalencia de ternes de
matrius i els conjunts d es calar s R = {{ ,050 b AN, {,0; A}, {,0; }, {,0; } sen 1<i<u

tals que

(1) I;.)jo. ;”j(\:) pj p? eNu A E C. pf}l = Pil = ;)‘11 = p'._-I(.)\!'_] =0,1<:<uw.

co

(i) pS° < 5200 PN S pywa (M), 95 S p5iy 19 S pgay pera0<j<n—11<i<u.

(i) Si 0 < p§? < ... < pj2, amb ji = min{t[p{® > 0}. jk = min{l|pf® > pS?_ } per a
2 < k < 7, llavors es verifica:

n= Y (P =p U+ D+ Y Y (RN = ple (N + 1)+

0<k<r 1<i<u0<k<n

f .C -C [afn] e (&} 3
Z Pk — Pr—1 — Pj. ) + Z (P — Pr_y — pj‘: .

1<k<n 1<k<n

I

I

p>p ..;

DEMOSTRACIO. Donada una classe d'equivaléncia, el sistema complet d'invariants R(4, B,C)
d'una terna qualsevol de la classe verifica les condicions (i), (i1) i (ii1).
Reciprocament. Donat un tal conjunt d'escalars R, podem obtenir

,_-_.6-“.; A B C)=p°7 (A B.C)

(my+1.....m¢ +1) =()1 +2. T g1+ 2.0,
e (A B —}‘: . A B.CH
Jr+ 2, T Jr +2).
(1) y.-es N, ) com la particié conjugada de {pj(_,\;} — ij + f}ﬂs_?gnllggu__
(ky...., kr) com la particié conjugada de {p$ — pS_; —t}ogj<n,
(Iyo.... ls) com la particio conjugada de {p — pj_; — tho<j<n,

Aleshores tenim una unica terna en forma reduida canonica els invariants de Kronecker

de la qual son aquests escalars, 1 aquesta terna ens determina una classe d'equivaléncia. <©
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