CAPITOL 2

Deformacions miniversals d'una terna de ma-
trius

Introduccio

En la secci6 §1 del capitol anterior hem considerat una relaci6 d'equivaléncia en l'espai M,,,,,
de ternes de matrius. En la primera seccié d'aquest capitol es veu aquesta relacié d'equivaléncia
com la induida per l'accié d'un grup de Lie g que actua sobre la varietat diferenciable M,,,,. Aixi,
la classe d'equivaléncia d'una terna donada és igual a la seva orbita per 1'accié d'aquest grup. Aixo

ens permet la utilitzaci6 d'eines geométriques.

A la secci6 segona s'adapta la definicié general de deformacions versals 1 miniversals donada
en la seccio §2 del capitol 0 al nostre cas particular. A [Ta 81], A. Tannenbaum en el teorema
V.1.2, p. 66, generalitza el lema 2.3 a [Ar 71] relatiu a I'accié de GI,(C) sobre M, (C), al cas en
que un grup de Lie actua sobre una varietat. Aquest resultat, aplicat al cas del grup de Lie g que
actua sobre la varietat -"-/fnmp permet obtenir, donat un producte hermitic qualsevol a -"-/fnmp, per a
tota terna de matrius, una deformacié miniversal, que anomenarem deformacio miniversal
ortogonal. Aquesta deformacid6 miniversal ortogonal, en el cas de matrius quadrades, va ser

trobada per V. I. Arnold a [Ar 71].

En la secci6 tercera es fixa un producte escalar hermitic a -M,,mp 1 es determina de forma
explicita la deformaci6 miniversal ortogonal. Aquesta deformacié ve donada per una varietat
lineal, que té com a subespai director el conjunt de solucions d'un sistema lineal d'equacions. En
el cas en que tinguem una terna en forma reduida canonica, es troba la solucid general d'aquest

sistema, descomponent-lo en subsisténcies linealment independents.
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En general, per a una terna de matrius qualsevol es dona la relacié entre la deformacié miniversal
ortogonal de la terna donada i la de la seva forma reduida canonica, la qual cosa ens dona, de fet,

la deformacié miniversal ortogonal per a una terna qualsevol.

Conseqliencia d'aquest calcul explicit és l'obtencid de la dimensié de la deformacio
miniversal, ja que aquesta ¢és igual al nombre de parametres independents que apareixen en la
solucio del sistema anterior, és a dir, la suma del nombre de parametres que hi ha en la solucio6 de
cadascun dels subsistemes linealment independents en que aquest descompon, afegint-1i el
nombre de parametres de les matrius arbitraries. Aixi mateix, s'obté la dimensio de l'espai
ortogonal a l'espai tangent a 1'drbita d'una terna per l'accié del grup de Lie Y i la dimensi6 de

l'estabilitzador de la terna per aquesta accio.

Finalment, en la secci6 §4 s'obté explicitament una altra deformacié miniversal, que
anomenarem deformacio miniversal minimal, per a una terna de matrius en forma reduida
canonica, que t€é com a caracterisitica que els parametres apareixen només un sol cop. Es a dir, el
subespai director admet una base formada per vectors de la base natural de l'espai de ternes de

matrius.

El métode utilitzat per a obtenir aquesta deformaci6 miniversal minimal a partir de la
deformaci6 miniversal ortogonal, es pot aplicar a una terna de matrius qualsevol, i, en general, es
poden donar diferents deformacions miniversals minimals. Aquesta deformacié miniversal
minimal per a ternes en forma reduida canonica s'utilitza posteriorment en els Annexs A i B, aixi

com en el capitol 4.
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§1. L'accié de Y sobre M,,,

Sigui 9 = GI(C) x M ©) x Mn,p(C) x GL(C) x GL(C). 9 és un obert de la varietat
diferenciable M, {C) x M,,,,,(C) x M, (C) x M, (C) x M,(QC), i, per tant, U ¢és una varietat

diferenciable. Considerem a C l'estructura de grup que ve donada per l'operacio
(Pl , Jl y I\.—l R V] , TfV1 )D(P—z, Jz, I{Q y I’rg, T/VQ):(P], .P-z , JgPl_l +V2 J] . P] I{-z +I\"1 W"Q., .ng-j . H’yl EVQ).

son diferenciables, i, per tant, U ¢sun grup de Lie.
Llavors les operacions
GxGg—¢g
(Py,Jy, K1, Vi, W) (P Jo. K3, Va. W3)) — (Py Po, Jo P +Vo Jy Py Ky + Ky W, Vo Vi T W)

Gg—G

(P.J K VW) — (P VP P 'KW1 VI w1

G és també una varietat algebraica, i com que aquestes dues aplicacions sén també morfismes
de varietats algebraiques, G és també un grup algebraic. Les definicions de varietat algebraica 1

morfisme entre varietats algebraiques es troben, entre molts altres texts, a [Hum 75].

G actua de forma diferenciable sobre «-'anmp de la manera segiient:

o Q X .Mﬂmp — -"Mnmp
((P,J,K,V,W),(A,B,C)) — (PAP~! + PBJ + KCP~', PBV,WCP™!).

Aquesta aplicacid €s també un morfisme entre varietats algebraiques.

Observacio 1.1. L'orbita de la terna (4, B,C), per aquesta accid a,

O(4,B,C) = {a((P.J,K, V,W),(4,B,C)) | (PJK,V,W)EY},
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coincideix amb la classe d'equivaléncia de la terna (4, B, C) per la relacio d'equivaléncia definida
a la seccio §1 del capitol 1, 1 que era, recordem, el resultat de fer una o més de les

transformacions elementals segiients:

i) (A,B,C) — (PAP~',PB,CP™1),

i) (A,B,C) — (A+ BJ,B,C),

iii) (4,B,C) — (A+ KC,B,(C),

iv) (A,B,C) — (A,BV,C),

v) (4,B,C) — (A,B,W(C),

Aquestes transformacions es corresponen amb 1'acci6 dels elements (P, 0,0, I, 1),
(1, J,0,d 1), (1,0,K,1nJ)), (/1,0,0,V,1,) 1 (£,,0,0,/,n, W) de g, respectivament.

Al ser oo un morfisme entre varietats algebraiques, es verifiquen les propietats segiients.

Lema 1.2. (([Hum 75], p. 33). Les orbites son conjunts constructibles.

Teorema 1.3. ([Hum 75], p. 60). (Lema de l'orbita tancada). Per a tota terna de matrius
(4,B,C), la seva orbita per l'accié a, O(4,B,C), és una subvarietat algebraica localment tancada

de -M,,mp, i la seva frontera és reunio d'orbites de dimensio més petita.
A més, cal destacar que es verifica la segiient propietat d'homogeneitat al llarg de les orbites.

Proposicio 1.4. Donades (A1,B1,C1) i (A2,B2,Cy) pertanyents a la mateixa orbita, existeix un

difeomorfisme f de -M,,mp en -Mnmp que conserva les orbites i tal que f(A1,B1,C1) = (42,82, ().

DEMOSTRACIO. Si (4,,B1,C1) i (42,B,,C,) pertanyen a una mateixa orbita, aleshores existeix un
element (PJK V,W) € Y tal que (4B, Cs) = (PAP' + PB\J+
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KC,P~',PB,V,W(C;P~1). N'hi ha prou amb considerar I’aplicacié
f : "M nmp — J'M nmp

(A,B,C) — (PAP™' + PBJ + KCP~',PBV,WCP™'),

ja que és evident que verifica les condicions de I’enunciat. ¢

Aquesta propietat es verifica en general en tota varietat diferenciable en al que actui un grup
de Lie.

§2. Deformacions versals de ternes de matrius

En aquesta seccid es dona la definicié de deformacioé miniversal d'una terna de matrius, que és

l'objecte d'estudi en aquest capitol, adaptant la definici6 general vista en el capitol 0, §2.

Definicio6 2.1. Una deformacio de la terna (4,B,C) és una aplicaci6 diferenciable
'H:? : DT —_— .f"\/l nmp

A= (Aryeeey ha) — (A(N), B(A),C(N)),
amb U un entorn obert de l'origen a C, tal que »(0)=(4, B, O).

Els A, s'anomenen parametres de la deformacio i U es diu que és 'espai de parametres.

Definicié 2.2. Una deformacié ¢ - U — M,,,, de la terna (4, B, C) es diu que és versal si per a

tota altra deformacio de la terna (4, B, C),

'{Jf! . .L"- e .;J\/{ nmp
po= (1o pim) — (A(p), B(p), C(p)),

amb V entorn obert de l'origen a C" i w(0) = (4,B,C), existeixen un obert ' < Vamb 0 € V, una

aplicaci6 diferenciable f : V' — U amb S(0) = 0, 1 una deformaci6 de
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I =(I,,0,0,In,1I,) € G (I'eclement neutre de G),
:V — @G
po= 1y i) —> (P(), J(p), K (1), V (), W),

amb 6(0) = I, tals que
P(u) = a(B(u),e(B(1)) VeV

Suposem a partir d'ara que la deformacio ¢ és versal.

Recordem que la deformacié ¢ és miniversal quan la dimensi6 de l'espai de parametres és la

menor possible entre totes les deformacions versals de (4, B, C).

Com a cas particular del teorema 3.5 enunciat al capitol 0, tenim la segiient

Proposicio 2.3. Una familia diferenciable ¢ : U — M,,,,, on U és un entorn obert de l'origen de
C, és una deformacié versal de ¢(0) = (4,B,C), si, i només si, és transversal a I'orbita O(4,B,C)

en (4,B,0).
De forma immediata es dedueixen d'aqui els segiients corol-laris.

Corollari 2.4. Una familia diferenciable ¢ : U — «-‘anmp, on U és un entorn obert de l'origen a
C?, és una deformacio miniversal de ¢(0) = (4,B,C), si, i només si, és minitransversal a l'orbita

O(4,B,C) en (4,B,C).

DEMOSTRACIO. Es evident per les definicions, <

Corol-lari 2.5. Considerem a «M,,mp un producte escalar hermitic qualsevol. Aleshores, per a tota
1
terna de matrius (4,B,C) € «Mnmp, si considerem una base (ui,... ,ug) de T(A,B,C)@(A,B,C) ,
l'aplicacio
W U— M nmp

(Alﬁ...,)\d) — (ABC) 4+ Muy 4 .. F Agug
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amb U entorn de l'origen a (Cd, és una deformacio miniversal de la terna (4, B,C).

DEMOSTRACIO. Obviament, M, = Tous0) O(4.B,C) ® Tusce O(4,B,C)". <

Definici6 2.6. A una deformacié miniversal de la terna (4, B, C) com en el corol-lari 2.5

I'anomenarem deformacio miniversal ortogonal de la terna (4,B,C).

§3. Calcul explicit d'una deformaci6 miniversal ortogonal

Sigui (4, B, C) una terna de matrius.

Podem caracteritzar Ty 5 ) O(4,B, C)J' de la forma segiient:

Proposicié 3.1. Donada una terna de matrius (A,B,C) € M,,,, l'espai tangent a l'orbita
O(4,B,0), Tusc) O(A4,B,C) en el punt (4,B,C) és el conjunt de ternes:
{(AP -PA + BJ + KC, BV + PB, -CP + WC) |
P € M(C),J € Mmxn(C),K € M,(C),V € M, (C),W &€ MpC)}.
DEMOSTRACIO. Considerem l'aplicacié definida a 9 i induida per a,

O4,B,C) : N -Mnmp

(P, J, K, V, W) — (PAP" + PBJ + KCP"',PBV, WCP).

Llavors, l'espai tangent a O(4, B,C) en (4,B,C) és la imatge de la diferencial de o4 5,y en

l'element unitat / = (£,,,0,0, 1,,, 1,) de g,
Tusc) O(A4,B,C) = d(awusc)(T19),

on T,Y indica l'espai tangent a G en 1. Obviament,

Tlg = 'Mn((c) X "'men((c) X "'Mnxp((c) X 'Mm((c) X .-'pr((C)_

85
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N'hi ha prou amb veure que:

d{awusc)(P, J, K, V, W)= (AP -PA + BK + JC, BV + PB, -CP + WC),

on(P,J, K, V, W) e T,9. Pera veure-ho, calculem o g o)l + P, &/, €K, I, + eV, I, + W), que

¢s igual a

(L +eP)A(L,+eP) ' +(I,+eP) (I +eVyH(I,+eW)C(I,+eP) ' (I, +eP)BeJ,eKC(I,+eP) ™))
Tenint en compte que ([, + eP)"' =1-¢P + ¢’P’ + ..., l'aproximacio lineal és:
(A, B, C) + ¢(AP - PA + BJ + KC, BV + PB, -CP + W().
Al ser a4 5 ) diferenciable, estd amb aixo demostrada la proposicio, <
Considerarem a a'Mnmp el producte escalar hermitic segiient:

Definicié 3.2. Donades dues ternes (4, B, C), (4B, C") € a'Mnmp qualssevol, definim el producte

escalar d'aquestes dues ternes com:

<(4,B,C), (A,B",C") >=tr(AA™) + tr(BB"™) + tr(CC"™).

Tenim aleshores la segiient descripcid de I'espai 74 5,c)(4, B, C)J':

Lema 3.3. Suposem que tenim a M,,,, el producte escalar hermitic definit abans. Aleshores:

AA”" —A"A+ BB - C""C =0)

A*B =0
(A, B',C") € Ta p.c)O(A,B,C)* BB =0
CA”™ =0

cCc’™ =0)
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DEMOSTRACIO. Tenim que (4', B',C") € T(4,p,cyO(A, B,C)* si i només si
0 =< ((AP —PA+BJ+KC,BV + PB,—-CP +WC),(A',B",C") >=
= tr(PAA"™ — APA"™ + BJA™ + KCA") + t¢(BVB'* + PBB'")+
+tr(~CPC"™" + WCC'™) =
= tr(AA""P — A" AP) 4 tr(A""BJ) + tr(CA™ J) + tr(B""BV) + tr(BB'" P)+

+u(c”CPyHﬂcc”W)

[4,A"*|+BB'*-C'"*C A" B PoJ
= tr 0 BB KV o per a P J, K, V,W qualssevol.
CA'™ 0 CC’ 00 W

Com que les traces de les matrius

[A,A”*]+BB'*-C'*C A'”*B 0 PO J _ [[AA"]+BB*—C""C A*B 0 PXJ
0 B'*B 0 KV o |,1 0 B'*B 0 KVY

cA"" o cc't 00w CA"™ o cc'” Z T W

P X
KV ) és

Z T
[4 4-‘*]+BB.H C“C 4th P X J-
Er(( 0 B'*B )(I{V})) 0,
CcA'” 0 (‘(‘”‘ Z T W

[A,A"*]+BB"™* —C'*C A"™B 0
0 BB 0 =0,

cA"™ o CcC

'i«“f.cq

coincideixen, llavors, tenim que per a tota matriu (

i, per tant,

la qual cosa és equivalent a

AA” —A"A4+ BB —C"C =0)
A"B =0
B"B =0},
CA™ =0
cC’ =0

com voliem provar. o

Podem donar ara ja explicitament una deformacié miniversal d’una terna de matrius.
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Teorema 3.4. Sigui (4,B,C) € —Mnmp. Sigui F el subespai vectorial de —Mnmp format per les
matrius (X,Y,Z) tals que (X* Y*Z*) € M,(C) x M,,,(C) x M,,(C) sén solucions del sistema

AX — XA+ BY — ZC =0)
XB=0
YB=0}
CX =0
cZ=0)

Sigui («i,... ,Ud) una base de F. Aleshores l'aplicacio
W - U—M nmp

(A1, Ad) — (A, B,C) + Muy + ...+ Aqug

amb U un entorn obert de l'origen a C? és una deformacio miniversal de la terna (4, B, C).
DEMOSTRACIO. Es immmediat, a partir del lema anterior, i del corol-lari 2.5. ¢

Segons la definici6 2.6 de la seccido §2, aquesta és la que hem anomenat deformacid

miniversal ortogonal.

Donada una terna (4, B, C) qualsevol, podem deduir la deformacié miniversal ortogonal
d'aquesta terna a partir de la de la seva forma reduida canonica, (4., B., C.), segons es veu en la

proposici6 segiient.

Proposicié 3.5. Sigui (A, B,C) € My, una terna de matrius, amb forma reduida
canonica (Ac, Be,C.). Sigui (P,V,W,J,K) € G, i siguin (X,Y., Z), (Xo, Yo, Zo) € M,(C)x
Mixn(C) x My p(C) tals que:

(a) a((P,J, K, V,W),(A,B,C)) = (A.,B.,C.), i
(b) (X,Y,Z) = (P 'XoP,JXoP + VYoP,P ' Xo K + P71 ZoW).
Aleshores

(XS,YO*,ZS) € T(-Ac-Bcncc]O(AC?BC? CC)J_ — (X*jy’*?Z*) € T{z‘l,B.C‘)O(A:BaC)"L-
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DEMOSTRACIO. Tenim, a partir de (a),

(Ae, B,,C.) = (PAP™' + PBJ + KCP~', PBV,WCP™).

Sigui (Xg, Yy, 28) € Tya..B..c.)O(Ac, Be,C.)*. Pel lema 3.3,

AcXo — XoAc+ B.Yy — ZpgC. =0
XoB. =0
YoB. =0}
CcXo=0
CeZp=0)

Com que per (b) tenim

Xo=PXP1,
Yo=V7lyYp ! —v-lgjpxp!,

Zo=PZW™1 - PXP 'KW1,
aleshores

A.Xo=(PAP™' + PBJ+ KCP )Xo, = PAP7'Xy, + PBJ Xy + KCP X, =
= PAXP~' + PBJPXP~' = P(AX + BJPX)P™!,

XoA, = Xg(PAP™' + PBJ + KCP™') = PXAP' + PXP'KCP ™' =
= P(XA+XP'KC)P™?,

B.Y, = PBV(V'YP~! —V'JPXP 'Y= PBYP ! - PBJPXP ! =
= PBYP™' — PBJPXP ! =P(BY — BJPX)P',

ZoC, = (PZW™! = PXP'KW Y WCP™!)=PZCP ' - PXP'KCP™' =

=PZCP ' -~ PXP 'KCP'=P(ZC-XP'KC)P!,

&9
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1, per tant,

XoB.=P(XB)P™'=0 = XB=0,

YoB, = (VyP ! - vl yPXP Y PBV =V~ 'YBV -V 'JPXBV =
=V (YB)V =0 =YB=0,

C.Xo=W(CX)P'=0 =CX=0,

C.Zy =WCP Y PZW ! - PXP'EKW Y =WCZW™' —-WCXP'KW™' =
=W({CZ)W™'=0 =CZ=0,

A Xo — XoA. + B.Yy — ZoC. = P(AX — XA+ BY — ZC)P™! =

=0 = AX-XA4+BY -ZC=0.

Reciprocament. Sigui (X*,Y*, Z*) € T(4,5,c)O(A, B,C)*. Pel lema 3.3,

AX - XA+ BY —-ZC =0
XB=0
YB=0;
CX =0
CZ=0)

Com que

A=P A P-P'BV'JP-P'KW™IC.P,

B=P 'BV",
C=WC.P,
X = P7'XoP,

Y =JX. P+ VY,P,

Z = P'XoK + P ZoW,
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tenim que
AX = (P*A.P-P'BV'JP - P 'KW~'C.P)P ' X,P =
=P 'AXoP-P 'BV 'JXoP =P (A Xo)P
XA=P'XoP(P'4.P-P'BV'JP - P KW~C.P) =
=P 'XgA.P - P 'XgKJW™C.P = P} (XoA, — Xo KW™'C.)P,
BY =P !BV Y JX¢P+VYyP)= P 'BV 1JXoP =
= P Y(B.Yy)P
Z2C = (P 'XoK + P ZWYW'C,P =P ' Xo KW 'C.P+ P ' (Z,C.)P =

= P_l (JKOIX’I'if_] Cc - Z(‘CF)P

Per tant,

XB =P Y (XyB)V!1=0= XoB. =0,

CX=WHC.Xo)P=0=C.Xp =0,

YB = (JXoP+VYyP)P'BV ! =VYyB. V! =V(YyB)V ! =0= YsB. =0,
CZ=WC.P(P'XoK +P ' ZoW) =W Y CeZo)W = 0= C.Zp = 0,

AX — XA+ BY —ZC =P Y (A. Xy — X0A, + B.Yy — ZoC.)P = 0.
Amb aix0 esta provada la proposicio, <

Cal notar que, en general, sempre que es té 1'accid a d'un grup de Lie Y sobre una varietat
diferenciable X, si x; 1 x s6n dos elements de X tals que a(g, x;) = Xp, aleshores existeix un
difeomorfisme local f'de X en X que conserva les orbites i tal que f{x;) = x» (de fet, n'hi ha prou
amb considerar l'aplicacié que ve donada per fix) = a(g,x)) i que indueix una aplicacid entre els
espais tangents T O(x1) i T2O(x,). Evidentment, pero, no es pot donar de forma explicita la
relaci6 entre els elements pertanyents als subespais 71O (xl)l— 1 szo(xz)l. si no es té també de

forma explicita el conjunt d'elements que pertanyen a aquests subespais.
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Observacio 3.6. Com a conseqliencia d'aquesta proposicio, tenim que per a trobar la deformacio
miniversal ortogonal d'una terna (4, B, C) qualsevol, n'hi ha prou amb conéixer la deformacio
miniversal ortogonal de (4.B.C.), forma reduida canonica de la terna (4, B, C), és a dir, amb

resoldre el sistema

A X -XA.+BY —-ZC.=0)
XB. =0
YB.=0,; (9)
C.X =0
CeZ =0

Considerem, doncs, una terna (4., B., C.) en forma reduida canonica.

Partim les matrius X, Y, Z del sistema anterior en blocs, segons els blocs de les matrius 4., B,

1C.,
A 0 0 O By 0 0 0 C, 0 0
4= 90 A 0 0 p 000 c.={0o 0o o o
0 0 A3 O 0 0 B, 0 0 O 0
0 0 0 A 0 0 0 ?
obtenim
SUNN  muwnw (434
x=|%8 20 H| v=luwyw| 2=\ 2%
X 1 X 2 X 3 X 4 '1,'3 }/3 }/3 };3 Zl ZZ Z-’S
Xt X3 Xi X ! 2 3 4 zZt Z3 Z}
Aleshores el sistema (.5) descompon en els segiients subsistemes:
A X] - XA +B Y} =0 A X3 — X3 A3 + B\Yy — Z1C, =0
Xi{B; =0, (1), X3By =0} (2),
Y!'By =0 Yy By =0

A X - X5A, + BY) —Z]Ci =0(3), A1X] — X Ay + B Y] =0 (4),
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A X? - X}A1 =0 Ay X? — X34y — Z2Cy =
XiB, =0, (5), C1Z} =0, (6),
C1X? =0 C1X; =0
Ay X2 — X2A3 —Z2Cy =0)
X:B, =0 A X2 - X2A,=0 |
(), | (8)
C12: =0 C1X; =0
C]_X‘-? - UJ
AsX? — X3 A, + ByY? =0)
A3 X3 — X34, + ByY) — Z3C1 =0
X3B, =0 .
_ e (9), C2Z7 =0 (10),
YB, =0
Cy X3 =0
C2 X7 =0

AsX3 — X3 A5 + BoY? — 23Cy = 0)

C2 X3 =0
A3X? — X34, + BY2 =0
YiB, =0 (11), (12)
CoX? =0
C2Z3 =0
X2B, =0)

AXE-XtA4, =0

(13), AyX; — X3A; — Z{Cy =0 (14),
X{B; =0

AXy — X3A3 —Z3C, =0
(15), A4X; — X Ay =0 (16),
X3By =0

Y?B, =0 (17), YZB, =0 (18),
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C1Z22=0(19),  Cyz2 =0(20).

2 2 1 4 QA
Remarquem que Y} Y’ Z), Z; son qualssevol.

Passem ara a donar la solucié dels diferents subsistemes, que és el que ens dona

explicitament la deformacié miniversal ortogonal d'una terna.

Subsistema 1

Partim la matriu ¥ 1‘ en blocs, d'acord amb els blocs de les matrius 4, 1 By,

N B!
A-l: '.‘ . BTZ .,
N} B!

Obtenim aixi  x r sistemes linealment independents, tots ells de la forma
N!X — X.-N"}1 +BlY =0
XBj =0, (1)
Y B} =0
on N} € My, (C), N} € My;(C), B} € My, x1(C) i B} € My, x:(C).
Linealitzant el sistema (1;) amb el producte de Kronecker i1 I'operador vectorialitzador,

definits en la seccié §4 del Capitol 0, tenim que X, Y son solucions del sistema (1;) si i només si

(vec(X )J és solucio6 del sistema

vec(Y)
Iy, ® N} - N} @I, I, ® B! . 0
Blle T 0 vec(X) B
gk ; vee(Y) :
0 B'® I ‘

Per a simplificar les notacions diem M(1;) € M (kg UKk ) (©) ala matriu
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del sistema anterior,

o T r1t e
Ik_,— @) .f\"l-l — _\?1 ® Ik.- ij ® Bl

M(1;;) = B @I, 0 =
0 B @I
NP B!
- N I, B;
N} B!
5L

\ I }

Aleshores la dimensi6 de l'espai S(1;)) de solucions del sistema (1;) és

dimS(1;) = kik; + k; - rangM(1)).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna podem transformar la

matriu M(1;) en la forma

0 I
("L \

NIt T?pl ... N!B!' B

\Ik; )

veiem que

rangM(L,j) = kik;+ ki~ rang (N'' Bi.. N'B' B') Bj)= ki + l+min{k;, k-I},

dimS(ly) = kj — 1 — min{k;, k; — 1} =max {0, ;; — ki — 1}.

En el cas k; < k; + 1, I'inica soluci6 d'aquest sistema €s la trivial.
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Enel cas k; > k; + 1, és facil comprovar, per calcul directe, que les matrius X, ¥
tals que (;) € M (i1 (C€) s6n matrius Toeplitz banda trapezoidals inferiors amb la

primera entrada no nul.la en la posicio (1,2) i 'ltima en la posici6 (L& — k), és a dir,

0 € i) -'l'kj-—k;—l 0 0 S |

Y
| = 0 0 X i) ;Ifk-j_g‘-_‘._q 0 B
X ’ . .o
0 ... 0 0 Ta cor Tgj—ki—1 0 ... 0

00 0 - - 0 0 0 0 e e 0
| 0 0 @ -+ o o Tgog-1 O 0 0 -+ 0
NIX =

0 0 I xkj—k,-—l 0 0

0 9 Ik_,-—k,-—l 0 0
~arl . . . . . -
XNi=1: . . N . :

o -.- 0 T i:l.i_f—k‘-—l 0

0 T e ;I.Tkj —k;—1 0 0 g

0 0 --- 0 0 -~ 0 ,
Bly=|. . : : .|, xBl=|:], YB}=(0).

0 0 0 0 0 0

Es evident que tots els parametres estan en direccions diferents, i el nombre de parametres €s
igual a la dimensi6 de l'espai de solucions. Per tant, aquestes matrius generen tot l'espai de
solucions del sistema (I;). Concloem, doncs, que el nombre de parametres en la solucid del
sistema (1) €s

Z: max{0,k; — k; — 1}.

1<i,j<r
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Observacio 3.7. En particular, si els divisors elementals de columnes de la terna (4., B., C.) no

difereixen en més d'una unitat, tenim que el subsistema (1) t€ només la solucio trivial.

Subsistema 2

Partim les matrius X, Y; i Z, en blocs, segons els blocs de les matrius 4, 43, B,
B, 1 C,,
N} N3
Ay

Il
>
|

B] .'. ) _B‘z: '-_ y C.'ZZ

I

Obtenim aixi r x ¢ sistemes linealment independents de la forma

N}X - XN} +B}Y - 2C; =0
XBi=0; (2i)

YB? =0

on N} € My, (C), N} € M, (C), B} € My, x1(C) i B2 € Mixm, (C).

Si linealitzem el sistema (2;;com en el cas anterior, tenim que X, Y i Z sén solucions

del sistema (2;)si i només si {ﬁﬁiﬁff} és solucid del sistema

vec(Z)

Imj ® IV; - ‘?\'T;'}i ® ka- I.m.)' ® B:' C?t & Ikg 'l-’GC(‘X) 0
B?'- @ I, 0 0 vee(v) | = [ 0
0 B?r ® I 0 vec(Z) 0

Per a simplificar notacions, diem ~ M(2;;) € M (x;m; +k;+1) % (kim;+m;+1)(C) ala matriu
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anterior,

Im; @ N} =N @Iy, Inm; @B} C¥ QI

M(2i)) = B¥ @ I, 0 0 =
0 B*ern 0
N} B! I,
_I;, N! B!
B I, N} B!
I,
I

La dimensi6 de l'espai S(2;)) de solucions del sistema (2;) és

dim S(2;;) = kimj; +m; + k; — rang M(2;;).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna podem transformar la

matriu M(2;) en la forma

(

Iy,

Ik
I,

tenim que

rang M(2;;) = kimj + k; + 1,

dim S(2;;) = m; — 1.

F1mi—1 Nr1 ey —2 P <
N}™ 7B} N}™TUB? ... N}Bj

Es facil veure, per comprovacié directa, que les matrius X, Y 1 Z tals que la matriu

0|Y

(— : —) € M(k;41)x(m;+1)(C) és una matriu de Hankel banda trapezoidal superior amb

Z|X
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I'altima columna 0, 1 la primera entrada diagonal no nul‘la en la posicio (1,2), és a dir,

0 | v
Z | X
0 | 3
Z | X

( 0 [ 21 2 @3 Tp;—1 0 \
s ] Z2 LTmj—1 0 0
T
— si kj > mj, 1
Ty —1
0 0 0 0
\ 0 0 o o0 )
/ 0 | Z1 T2 Tm;—ki—1 Lmj—1 0\
Ty Iy Ly —ki—1 0 0
- T2
\leJ- —k;i—1 :rmj =1 0 0 0)

si k; < m; , sOn solucions d'aquest subsistema, tenint en compte que, en el cas k; > m,,

NlX =

0 0
( &1 0
Tmj—2

'T'] . :lfmj_l
0o - 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0

( 0

, X _;\Tf = 0
0

\0

, 20} =

I
Z2

Lo

Lmj;—1

0

Tmj—1 \
0

0

0/
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0
2 . 2
XBj=1|:], Y B; = (0),
0
i, en el cas k; < mj,
0 o - 0 0 0 I €I e :C-mj —1
I o --- 0 0 I ’ 0
mx=| Sl IR G O
Tm;—2 0 -~ 0 0 0 zm;— 0 - 0
Ty Tgme—1 0 0
o o 0 00 ) o
BiY =| . : o ZC5 = :
0 ... 0 0 0 Tpm;—1 0 - o 0
0
XBE =11, YB? = (0).
0

Obviament, tots els parametres apareixen en direccions independents, i el nombre de
parametres ¢€s igual a la dimensid de l'espai de solucions. Per tant, aquestes matrius generen
S(2y).

Concloem, doncs, que el nombre de parametres en la soluci6 del sistema (2) és

Z (TT.',.I' — ].)

1<i<t

Subsistema 3

Si partim les matrius X, ¥, i Z, en blocs, segons els blocs de les matrius 4;, 42, By i Ci,
N} N?
Al — . 3 A; = .
e N?

r
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B; Ci
Bl = . Cl

obtenim r x s sistemes independents de la forma

N}X —~XN?+BlY -2Cl=0 (3;)

essent N} € My, (C), N* € My;(C), BF € My, x1(C) i C} € My, (C).

Si linealitzem el sistema (3;;), tenim que X, Y i Z sén solucions del sistema (3;;) si 1

vec(X)
nomeés si ("EC(T’)) és soluciod del sistema
vee(Z)
vee(X)
(Ilj @ *'?V?:I — .N—?f & Ik,— I!J; & Bll —C;I b4 Ik,' ) 'E-’EC(}/) = 0.
vec(Z)

Per a simplificar notacions, diem M(3;;) € M kil kil 414k, (C) a la matriu anterior,

M(3;;) = (f[j & ;"\"'g-l — N_;-zt @ Ig, Ifj & Bgl —Cjﬁ ® Ik, ) =

N1 B! I,
— Iij' N?;] B :1

Com que fent transformacions elementals de blocs fila 1 blocs columna la matriu M(3;) es

transforma en la forma
I

tenim que

rang M(?}gj‘) = k.,gt’-j
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dim SG3y) = kil + ki + [ — kif, = ki + 1,

0Y
Les matrius X, Y 1 Z amb (— : —) € Mk, 4+1)x(1;+1)(C) una matriu de Hankel densa
7| X

amb el primer element diagonal no nul en la posicié (1,1), és a dir,

(/0 0 @ @z - ak o )
0 X €T9
1 ) sl ké < .{'J',,
T2
\“rki P x!‘j PR PECEEY P PECEEY i‘k‘__i_l.?/
/ 0 | 0 T Ty Tk, \
0 T T2 Tk, Th; 41
T Ty e : si ki =1,
0 | Y o P :
_ | = ¢
Z | X \ )
iy Th;+1 Tk;+1;
( 0 0 T T2 r"; \
0 T €9
I Ty
T2 ’ Tk,
si ki > 15,
Ty,
. \"I'.k:' DY ... e PR :I?k!'+lj/

son solucions d'aquest subsistema, com es veu facilment tenint en compte que
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NIX =

N; X =«

=

/0

i) I3

Thi+1

/ i

o T3

T3

i) Iy

Iy

T4z

\ \érk;+1

T9

I3

Ehi+42
Ty
g

Tki+2
L2

L3

Ll+1

Tki+2

I3

Ti;42

si ki <,

‘Tl[.:+2 - P if?k,+l_?+2
Thi+l  Thit2

siki = 1,
Thi+lj+1
Tl;+2 \
Lhi+1
sik; > fj'.
Thi41;+1 )
Thi42 - mlj—l-—l

si ki < 1,

‘Tfj—i-l ‘Tkt"i'lj'i']

Lhi+1 \
Thi+2 .
si ky =15,
:rk,'-l-fj-i-l)
Ti4+1 \

mkg—i—l’j-{—l )

103
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I 0 0

Ly T2 T3 Tli41
1 0 0 0 0 1 0 )
B,‘} = : ZC’} — X3 0 0
0O 0 O 0 ' ' )
Tk41 0 o 0

Tenint en compte que tots els parametres estan en direccions independents, la dimensi6 de
l'espai de solucions és igual al nombre de parametres, veiem que el conjunt de solucions de (3;)

¢s igual al conjunt de matrius d'aquesta forma.

El nombre de parametres en la solucio del sistema (3) és, doncs,

Z Z U‘ﬂ‘i“h)

1<i<r1<<s

Subsistema 4

Descomponem les matrius X, i ¥, del subsistema (4) en blocs, segons els blocs de les
matrius A, A4 1B,
N B
44.] == . . ) BJ - K . ?
.\’.Nv‘! B.l.
Jy Ji
Ay = . Ji= L 1<i<u.
Ju J

El subsistema descompon en r X ) «; subsistemes de la forma
1<i<u

N!X - XJ'+BlY =0 (4,)

on ;'\"'3-1 - ,Mk,.((C), )T;} < JMRJ-V (C) 1 Bll € eMk‘qq (‘C)

Linealitzant el sistema (4;;,,) tenim que X, Y son solucions del sistema (4;;, ) si i només

. vee( N 4 10 1
g (f“( ]) és solucio del sistema
vec(Y')

(I

iy

S ATl ot o . nl vee(X)\
QON; —J7" @Iy, In;, @ B;) (vec(}")) =(0).
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Per a simplificar notacions, diem M(4;,) € M ko, (k,-+1)((c) a la matriu del sistema anterior,

M(4ijy) = (In;, @N} =TV @ Iy, In;, @ B} ) =
A'?\‘r_i] — /\ _}'I k!‘ B:
— —1k;
?\r'r_‘-l — NI, Btl
—Ii N} =\, B;
( N} — \;I, B} \
—1I, 0 N!-\I B;]
—1I;, ’

N! —\I;,, B!

\ —Ii,

Tenint en compte que les matrius (N, — Nj I , B!) tenen rang maxim, la dimensié de 'espai

S(4;,) de solucions del sistema (4;,) €s

dim S(45,) = nj, (ki +1) —nj ki = nj,.

Y
Es facil comprovar que les matrius X 1 Y tals que la matriu (_) és de la forma
X
ki k; Ei—1_, k; ki—2_, ki, ki ki—1 k;
ki—1_, ki—1 ki—2 ki—=1y\k;—3 _, ki—1 ki—1 ki—2 _, ki—1_
)\? .E.3—i—( 1 ))\JI 3‘2—1—( 9 ))\J g} )\j I3+( 1 )/‘\j Ty )\j- T
/\j.l?g + 2;\;‘:1‘2 + Iy /\?{I.‘Q + 2)\;3"1 .)\:_“;.??1
Ajxz + T2 AjTa + x5 Ajxy

\. - X3 i) | /
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son solucions del subsistema, tenint en compte que

0 0
A;."'J.-;;-i—("l")Aj.“"_1u:2+(“25)/\;"_21r1 Niiza+ (RN Ty A¥ig

ki=1 ki—1yyRi=2 k=14 k;—23 ki—1 hy=1y 4 R;—2 ki—1
viy— |- AT e (M)A T et (M AT T ey AT T (M)A T e AT ey
Vg — .
A2e 2,\ : 2. "A-- }‘2'
i a3+ _',112+-5J. /\j-lg+2 J 1 T
/\j;i‘,'3+.?,‘2 r\jj’.’z-{-.‘.‘i‘j AJ'.'J,‘]_
ki . k- 2 P . . ki — ks
D D LY P (3 PYnr 3 Aizat (KON T ey Al
k; - - ki— - k;— ki— - k;—12 k
.z\j’ l;r:';—i—(k‘l ])Aj‘ zrg—l-(k‘z L))\J.‘ Bx]_ ,\j‘ la‘g—i—(kfl ]}/\j‘ zn /\).‘ T1
XJ! =
J . .
/\?I‘3+2/\j1¢2+.‘1’?1 )\?3:;+2AJ-.I:1 Af,rl
Ajraztza Ajrata; Ajzy
k; Ry ki1 By ki—2 B Beyyki—1 k;
)\j‘x3+(] ]r\j? $2+(2)Ajf rq Aj .I,g-i-( ll)Aj' 1 /\J.*J:t
0 0
J -
1 BY = :
i .
0 0 0
0 0 0

Obviament, tots els parametres apareixen en direccions independents, i la dimensié de l'espai
S(4;) de solucions del sistema (4;) és igual al nombre de parametres. Per tant, aquestes son totes

les solucions del sistema.

El nombre de parametres en la soluci6 del subsistema (4) és

T 3

1<i<u 1<v<a;

Subsistema 5

Partim la matriu X en blocs, segons els blocs de les matrius 4;, 42, By i C),

N N?
Ay = Ay = , ,
N} N?
Bj Cy
B 1= ) C'] =
B! c!
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Obtenim llavors 7 x s sistemes linealment independents, tots ells de la forma

N}!X —-XN} =0
X B} =0 (5i5)
Cl!X=0
on N? € M;,(C), \j € My, (C), B} € Mg, x1(C), C! € M1+, (C).
Linealitzant el sitema, tenim que X és soluci6 d'aquest sistema si i només si vec(X) és solucid
del sistema

IQN?-NY@I
Bj.t ® I (vee(X))=0.
I®C}

Per a simplificar notacions, posem M(5;) a la matriu

AT r1t
Ik). & .-N'f — f\'_} & Igt.
. .
B} ) L'!- -
T ool
ij 'J\/.)g' Cz

=
—
r‘;C_J'l
ey
—
I

~I, N?
€ Minj+14k5)x1:k5 (C).

\ ct)
Aleshores la dimensi6 de l'espai de solucions del sistema (5;) és

dim S(5;;) = l;k; — rang M((5;; ).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna podem transfor-
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mar la matriu M(5;) en la fornia

0
I, 0
M(5,;) ~ ,f‘f, 0
NZH A
J‘\'Tf'c:
\ C! )

veiem que

rang M(B;;) = E,‘kj,

dim 8(5;;) = 0.
L'nica solucid d'aquest sistema ¢€s, doncs, la trivial.

Subsistema 6

Partim les matrius X 22i Z ; en blocs, segons els blocs de les matrius A, i Cy,

N? Ci
A‘Z = - i y C‘l = .
N? cl

Obtenim aleshores s x s subsistemes independents, tots ells de la forma
N}X —-XN; -2ZC;=0
clz=0yp (6;)
C1X =0
on N? e M, (C)iC, € M, x1(C).

Podem observar que el transposat d'aquest subsistema ¢és un sistema del mateix tipus que el
sistema (1;). La forma de la seva solucio és, doncs, de la forma transposada a la de la soluci6 del

subsistema (1;).
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Si/;<1[;+ 1, aleshores I'inica solucio és la trivial. Si /; > [; + 1, aleshores son solucio totes les

matrius de la forma

[ 0 0 0 0 \
1 0 0
Z2 Ty 0
T
Tl—1;—1
(z | x)=| " T
0 0 Ty
0
; l—15—1
0
L .

En particular, el nombre de parametres que hi ha a la solucio6 del sistema (6) és

Z max{0,l; —; — 1}.
1<i,j<s
Observacio 3.8. En el cas de que la terna sigui tal que els divisors elementals de files no
difereixin en més d'una unitat, aleshores veiem que la soluci6é del subsistema (6) és sempre la

trivial.

Subsistema 7

Partim les matrius X 23 i Zz2 en blocs, segons els blocs de les matrius 4,, 43, By, Ci 1

C27
N2 N
Ay = ) Az =

B? c: C?
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Obtenim aleshores sx¢ subsistemes independents, tots ells de la forma

N?X - XN} - 2C?=0)
XB?=0
? (7,'3')
ClZ=0
ClX =0)

on N2 € My,(C) , N¥ € M, (C), C? € Misem,;(C), B3 € Min;x1(C) i C} € Myx1,(C).

Si linealitzem el sistema, obtenim que X, Z son solucions d'aquest subsistema si 1 només si

(3258?) és solucio del sistema

A2 ar3t o ot
Im.j ® -\Tf — :\‘ff & II,- _C; & I.f,'

B a1, 0 ( vee(X) )
o = 0.
0 neco | \vel2)

Per a simplificar notacions, posem M(7;) a la matriu del sistema anterior,

- Te AT t t
Imj & f\'f - _,\-; ® I —C:f & L's

2t
M(7;5) = Bj @I 0 ] —
0 Il @ C,‘
Im; ® C} 0
/‘”E _I[,-\
—1.
-I;, N?
-1 " €M (©)
o cl Mbzlim+li41) x(limy 1) .
C! ‘
\ C! ]

T

La dimensi6 de l'espai S(7;;) de solucions del subsistema (7;) és

dimS(7;) = Lim; + [; — rangM(7;).
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Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(7;) es

transforma en la matriu

( a

Iy,
o ... 0 O

\o .. 0 0/

tenim que

rang M(7;;) = lim; + [;
1, per tant,
dim S(7;;) = 0.
Aixi, Ttnica solucio del subsistema (7;) €s la trivial.

Subsistema 8

Partim la matriu X, en blocs, segons els blocs de les matrius 42, 441 Ci,

Nt Ji

N? Ju

Obtenim aleshores s x ) a; subsistemes independents, tots ells de la forma
1<i<u

N!X - XJ!=0
(8i5)
C,-l X=0

on N7 € My, (C), J¥ € My, (C)iC} € Mix;,(C).
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Si linealitzem el sistema, obtenim que X és soluci6 d'aquest subsistema si 1 només si vec(X) €s

solucid del sistema

(f ho } v C{J‘ I ) (vee(X)) =0.

njy @M

Per a simplificar notacions, posem M(8;;) € -"/f(l_n_ on i (C) ala matriu del sistema anterior,

In;, @ N} - J’® I,
(.'?\':2 — /\J.r(' \
I, N2-)I,
-1
N2 Z AL
—I{‘ A\Tf - /\If!-

La dimensi6 de l'espai S(8;;) de solucions del subsistema (8;) és

dimS(8;) = ;n, - rangM(8;).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(8;) es

transforma en la matriu

M(Sl} ] ~ I(;I L]

\o ... o)
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tenim que

rangM(8;;) = lin i

1, per tant,

dimS(8;) = 0.
Aixi, I'inica solucio del subsistema és la trivial.

Subsistema 9
Partim les matrius X;, X; , Y21 en blocs, segons els blocs de les matrius A4y, 43, By, B2 1 Ca,
*"\'Tll ;'1\"'13
A1 = e 3 A3 = e 3
N} N}
B B} C3
B] = " . , B-2 = - i 3 C‘J =

Obtenim aixi ¢ x r subsistemes independents, tots ells de la forma

NSX - XN} + BEY =0]
XB; =0
b (945)
YBJ,} =0
C?‘Y = U)

on Ni3 e M m; ((C)s le e M k; ((C), Bi2 eM myx1 (C)’ BJI‘C M kxl (C)l Ci2 e M Ixm, ((C)

Si linealitzem el sistema, obtenim que X, Y son solucions d'aquest subsistema si 1 només
si (Sjﬁgf))) es solucié del sistema

Ii; ® N} @ Im; I, @ B?
Bl}i & I, 0 (-vec(X) ) —0
0 BY @I '

ij‘@c? 0
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2. Deformacions miniversals d'una terna de matrius

Per a simplificar notacions, posem M(9;) a la matriu del sistema anterior,

M(9;;)

(IL '(\Z \TII \._‘.' I‘.I’TL,'
B]t t>:\>:'| If”!

=

\ I @‘C?
o1 e

N 3

I}L fb 32
B1 & Il

- I iT?g .

Il € ‘x\/{(kj-m\g-l-m.;—]—kj—l—l)X(k_.‘;m,')(c)'

La dimensi6 de l'espai S(9;)) de solucions del subsistema (9;)) és

dimS(9;) = kim; + k; — rangM(9;)).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(9;) es

transforma en la matriu

tenim que

1, per tant,

Tin,
M(9;;) ~ Im

Iy,

0 ... 0 0

0 ... 0 0

rang M(9;;) = kjm; + k;

dim S(9;;) = 0.
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