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Aixi, I'inica soluci6 del subsistema (9;) és la trivial.
Subsistema 10

Partim les matrius X3, ¥, i Z; en blocs, segons els blocs de les matrius 4,, 43, By, Cy i Cs,

/"12: ’ ‘4.3-‘: y

El subsistema (10) descompon llavors en ¢ x s subsistemes independents de la forma

NJX—-XN} +B}Y-ZC} =0
C}Z=0p (10;)

C!X =0

Ni3 € M m; O, sz e M I, (C)7Bi2 e M mx1 O, C} e M Ixl; (©)i Ci2 e M Txm, (O.

Si linealitzem el sistema, obtenim que X, Y, Z son solucions d'aquest subsistema si 1
nomes si {V“‘ X )]és solucid del sistema

vec(Y
vec(Z

I, 2N} =N @I, Iy®B} —Claln, vee(X)
0 0 I, ® C? vee(Y) | =0.
I, @ C} 0 0 vee(Z)

Per a simplificar notacions, posem M(10;) € M (1mp+1, 41K )(C) ala matriu

ljmi +l/ +m;



116 2. Deformacions miniversals d'una terna de matrius

del sistema anterior,

M(10,;) = 0 .
I, @ C? 0 0
/3 B? [
‘—Iml- 4\3
_Imt N—f B?
C? '

La dimensi6 de l'espai S(10;) de solucions del subsistema (10;) és

dimS(10;) = m; + I[; +m; - rang M(10;).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(10;) es

transforma en la matriu

I, 0 0... 0

M(10;,) = I,

tenim que

rang M(10;5) = I;m; +1; + 1

1, per tant,
dim S(10;;) = m; — 1.

Z|X
Les matrius X, Y i Z tals que (; | ;) € M(m;+1)x(1;+1)(C) és una matriu Toeplitz
trapezoidal amb la primera fila 0 i el primer element diagonal no nul en el lloc (2,1), és a
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dir,
/ 0 0 \
| U
Ty
Z | X |
— . = =] iy 0 sim; >, 1
0 | Y Ty
L —1
\ 0 ‘T?ﬂ-,'—'l x?ng-—lj )
/ 0 0 0 D\
£y 0 :
£ U
Z | X
o . _ — X1
0 | Y T —2 :
-B'mg—l mm;—Z T 0 G
\ 0 Tm;—1 Tm;—2 £ 0 U/
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sim; <[

son totes solucions del subsistema, com pot ser directament comprovat. De fet, només cal temi en

compte que

N}X =

T

Ty —2

T

N)X =

Tm;—3

1

xm‘-—l_.;—l

&

/

, sim; > 1y, i
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0 0
£
0 :
XN? = e simi >l i
0
£
\0 Tm;—2 " e Tm; —1; -2 )
(0 0 e 0
0 0 :
-T2 0 Iy
AN;:
0 o T
\U Tmi—z v+ 0 ox 0 .- 0)
0 0
BY =| : sim; > 1 i
0 0
Tmi—1 *°°  Tmi—l;
0 0
BfY= : st mi <[y,
0 .
;{;m_‘._l T 0 {}
0 0o -~ 0
2 2y Ty 0 -+ 0
CiZ=(0), C;X = ( U),ZC’}: _ ' ]
-I’m,-—l 0 0

Com tots els parametres estan en direccions diferents, i el seu nombre ¢és igual a la dimensid

de I'espai de solucions, concloem que aquestes son totes les solucions del subsistema.

El nombre de parametres que hi ha en la solucié del sistema (10) és, doncs,

Z (m; —1).

1<i<t
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Subsistema 11

Partim les matrius X, ¥;' i Z; en blocs, segons els blocs de les matrius 43, B> i Cs,

Ny B c?
As = , By = , Cy= .
N} B? 2

El subsistema (11) descompon en ¢ x ¢ subsistemes independents, de la forma

N}X — XN} + B}Y — Z2C} = 0)
C}X =0
YBY =0, (11)

CiZ=0

XB?=0)

amb N; € M _(O),N; e M (O),B; e M, (O)icC;eM, (O

Si linealitzem el sistema, obtenim que X, Y", Z son solucions d'aquest subsistema si i

(. (vee(X), .y .
nomes si | ve B ¢és solucio del sistema
vec

o N3 r3t o 7 : 2t o
I?RJ @ -&'\‘ri - J?\' i Y Im,' Im.j Y Bf —Cj L) I‘m;

Im; ® C? 0 0 vee(X)
0 B¥ @1 0 vee(Y') | =0.
0 0 I ® C? vee(Z)

B¥ @ I, 0 0

Per a simplificar notacions, posem M(11;) € -'Vf(

)(C)ala

mlmj+mj+2}<(mlmj+m/+m[
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matriu del sistema anterior,

- A73t
Im; @ N} —N¥ @ I,

Iﬂ?.j @ C? 0 0
M(11;;) = 0 B @I 0 5
0 0 Il ) CIZ
B ® I, 0 0
/ N? B? Im \
_—Im.,-
N3

In, N} B?

C?
C?
I
C?

\ 1. W,

La dimensi6 de l'espai S(11;j) de solucions del subsistema (11;) és

dimS(11;) = mm; + m; + m; — rangM(11).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(11;) es

transforma en la matriu

(I \

N3 2
M(11;) ~ N; B

N} B?
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tenim que
rangM(11y) = mm; + max{m;, m;} + 1=

= m;m; +m; + m; - min {m,-, mj} +1
1, per tant,

dimS(11;) = min{mm;} — 1.

Z| X
Les matrius X, Y i Z tals que (u : _> € M@mi+1)x(m;+1) € una matriu Toeplitz
0]y

banda trapezoidal amb las primera fila i la darrera columna 0 i el primer element no nul

a la diagonal en el lloc (m; —m; 4+ 2,1) si m; > m; ien el lloc (2,1) si m; < mj, és a

dir,

( 0 O\
0
Z | X .
— _1 simg >my, i
0 | Y
Umj—2
Tmj—1 Lm;—2
\ 0 Tm;—1 <1 0/
( 0 0 (}\
I :
Z | X ‘ f10
. T si m; < my,
0 | VY :
Tmi—1 T —2 T 0 0
\ 0 i1 @ 0 0)
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son solucions del subsistema. Per a comprovar aixo només cal tenir en compte que

( 0 []\
0 :
N}X = 1 - | s m; > mj, 1
; 0
:I?-mj_g T 0
\ 0 0/
0 0 0
T ) :
N?.Y = : | stmi <my,
0 0
0 0
B?‘Y = : : simi >mj, 1
T ||
LTmy—1 - Iy 0
0 0
B?Y = . - sim; < mj,
Tm;—1 T 0 e 0
/ 0 0o - D\
: 0 0 -~ 0
v2 O . . 2 I : : .
ZCJ'- = ) ) 51 m; > m; 1 ZCJ- = ) sim; < mj,
] . . . . .
L 5 Tm-1 0 - 0
\:Umj—l 0o --- 0)
0
C}X=(0 -+ 0),YB}=(0),C{Z=(0), XBI=|:
0

Es evident que tots els parametres apareixen en direccions independents. Com que el seu
nombre coincideix amb la dimensidé del subespai S(11;), tenim que aquestes son totes les

solucions del subsistema.
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El nombre de parametres en la solucio del sistema (11) és

Z min{m;,m;} — L.

1<i i<t

Subsistema 12
Partim les matrius X j , Yf en blocs, segons els blocs de les matrius 43, A4, B> 1 (3,
NP Ji J

Az = , Ay = . Ji , 1 <1 <,
"Vt‘3 Ju J&

Obtenim aixi ¢t X ) «; sistemes independents, tots ells de la forma
1<i<u

] ;‘X’ - XJ! + BYY =0
) (125)
CfX =0

Si linealitzem el sistema, obtenim que X, Y son solucions d'aquest subsistema si i només si

(:icg))) és solucid del sistema

Iy, @ NE — J;-’t QI In, ® B? vee(X)\ 0
I, @C? 0 vee(Y) ) —

Per a simplificar notacions, posem M(12;) € Mn ;m; +n, (C)alamatriu de l'anterior
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sistema,

I.. @ N} —J""@1I,., I, ®B?
M(12;;) = ( T @0 Ty Wme Iy, ©50)
(12i5) ( I,;, @ C? 0

/N,f Y B? \
I, NP, '

F

_Im." -\’3 - )\I‘m,; B’zz

\ T )

H

La dimensi6 de I'espai S(12;) de solucions del subsistema (12;) és

dimS(12y) = n; m; +n; - rangM( 12;).

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(12;) es

transforma en la matriu

Im.--l—l
M(1245) ~

Im.,-—l—l

tenim que

rang M(12;;) = n;, (+1)m;

i, per tant,

dim S(12;;) = 0.

L™inica solucié del subsistema (12) és, doncs, la trivial.
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Subsistema 13
Partim la matriu X' en blocs, segons els blocs de les matrius 43, A4 1 By,

N} Jh

.-NT?} J u

J B!

T T

Obtenim aix{ r x ) ¢; sistemes independents, tots ells de la forma
1<i<u

JIX -XN;j=0
(13;5)
XBj =0
Si linealitzern el sistema, obtenim que X és soluci6 d'aquest subsistema si i només si (vec(X))
¢s solucid del sistema

(ij ®J! — NV @I,

B'wI ;, ) (vee(X)) =0.
j Wing,

Per a simplificar notacions, posem M(13;)) a la matriu de l'anterior sistema,

Iy, ® J' — N @ I,
M(].Sij):( b < slt Y Gl ) 2
.Bj & I'”-;'U
J?
L. JY
= . € J'M(kjﬁgy+FL3‘“)><;~‘.J;TI.£U ((C)
L. J
Iﬂ‘-v

La dimensi6 de 1'espai S(13;;) de solucions del subsistema (13;) és

dimS(13) = k;n, - rangM(13).
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Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(13;) es
transforma en la matriu
In,,

M(13;;) ~

tenim que

rang M(13;;) = k;n;,
1, per tant,
dinlS(ngj) = 0.

L'nica solucié del subsistema (13) €s, doncs, la trivial.

Subsistema 14

Partim les matrius X ; 17 14 en blocs, segons els blocs de les matrius A,, A4 1 C),

N? Jy
‘4-2 - . 3 A4 - .
N2 Ju

g 1
j i ' Cs

El subsistema (14) descompon en els seglients Y. «a; X s subsistemes independents
1<i<u

JIX - XN} —2ZCj=0 (14

on J! € My, x1(C), \,}2 € My;x1(C) i C} € Mixi;(C).

Analogament que en els casos anteriors, linealitzant el sistema (14;;) tenim que X, Z

vee(X)

sén solucions del sistema (14;;) si 1 només si ( (2)) és solucié del sistema
vec(Z
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N T L at vee(X)\
(If", [y zJT‘ - :\g 'r>_'y I?’l.y _'Cj <) Iﬂa— ) ('U[‘,'C(Z)) — (O).

Per a simplificar notacions, posem M(14;) € M (,+1)(©) ala matriu de l'anterior

Lin;, xn;,

sistema,

M(14;) = (I;; @ J¥ = N2 @ I,, —-C} @I, )=

J ;} I Ty
I ny, J ;}
I,, JY
Inu '}iU
I;li " l}-,s'v
Inu ']‘ﬁu

Com la matriu M(14;) té rang maxim, la dimensio6 de l'espai S(14;) de solucions del sistema
(14i1) és
dim S(144j) = n, (1, +1)-n, 1, =n, .

Iy

Les matrius ( Z | X ) de la forma

L li—1
Az A0 Tm eee ATy T
Lan ly=—1 L [y L=z -1
f)\,-" T1+A] Ta 4. ))\‘-" zi+A7 oz ve. T1F AT T2
: 1j—2 iy (=1 p PEETON PR i1y, lj—2 1i—1
( i))\' :r1—{—( f),\f. zat+ A7 vy ( g )’\i 1‘1—1—( i ),\!. oA Txa ... watAizs 2y

son totes les solucions del subsistema. Per a comprovar-ho, n'hi ha prou amb tenir en compte

que
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Ai.j I ,\ij_l;ﬁ e AP
Lyl ! 1 =1y lj—2 =1
('il),\t .171+/\‘- T2 ('?1 ))‘,’ x‘l“i“i\‘- g ce B AT
I 1, -2 I 1.—1 e 1:—1 l:—3 1o=1 l1:—2 li—1
-)T:jX = (é),\'-f 'I'-l+( f)’\ij .‘I‘Q—]—,\’:‘? T3 (J2 )}‘,;J J-’l‘i‘( 'Tl )A‘-J J‘.‘2+A‘-J Ty ... To+Airs
;=1
0 Ag'J Ty Aixq
1y —2 [y
0 (EJI AT TmA "z LT
e =B 4 li—m 1—1
X ’\.“2 — 0 (_EJz l)'\‘-'? Jfl‘f’(t"']_ I))L!.‘;r Li:2+/\a.J rg ... Tot+Aixs
AN = .
!.
'\;J-'Fl 0...0
N | 1
(Iif )/\g-“T Ti+A 2o 0..0
: . Sy L=l l;
ioz0t = | (DN Pa k()N et A w0 0
1

Obviament, tots els parametres apareixen en direccions independents.

Per tant, el nombre de parametres en les matrius X, Z com abans és igual a la dimensi6 del

subespai de solucions i aquestes matrius generen Si4(if).

El nombre de parametres en la solucio del sistema (14) és:

SR

1<i<u 1<v<a;

Subsistema 15

Partim les matrius X 34 Z 34 en blocs, segons els blocs de les matrius 43, A4, By 1 Cy,

N} Ji J!
, Ay = o , Ji= .. 1<i<u,
N{ Ju Je

A_';



§ 3. Calcul explicit d'una deformacié miniversal ortogonal

B"J: "_ bl CTQ:

Obtenim aixi t x Y, a; sistemes independents, tots ells de la forma
1<i<u
J'X - X N? —Z C-’f =0
,. (15i;)
XB:=0

Si linealitzem el sistema, obtenim que X ¢s soluci6 d'aquest subsistema si 1 només si

(Iﬁigf))) es solucio del sistema

In; @ Jf =N} @ Iny, =CF @Iy, \ (vee(X) _
B¥ @1, 0 vee(Z) '

Per a simplificar notacions, posem M(15;) a la matriu del sistema anterior,

J

In; @ JY =N¥' @I, —C¥QI,
M(lé?J) — ( Wy j 0 ) In;,

B @1, 0
JY Imy
— _I'ﬂ-su I v € Jw(??.gy':nj+nsu)(c)'
- nig, i

La dimensi6 de l'espai S(15;;) de solucions del subsistema (15;) és

dimS(15;) = n, m; +n, - rangM(15;).

129

Com que fent transformacions elementals de blocs fila i blocs columna a la matriu M(15;) es

transforma en la matriu

In‘i,,
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tenim que

rangM(15;) = n,

1, per tant,

dimS(15;) =0.

L'tnica solucid del subsistema és, doncs, la trivial.

Subsistema 16

Si partim la matriu X, en blocs, segons els blocs de la matriu A4,

Ji J]

’}TL '}.‘.'CF‘.

el subsitema (16) descomponen > a; x Y, o; subsistemes, tots ells de la forma
1<i<u 1<i<u

J'X —XJ! =0 (16)).

La solucié d'un sistema d'aquest tipus és coneguda. De fet, és el sistema que apareix a [AR
71] al trobar la deformaci6 miniversal ortogonal d'una matriu a -"-/fnmp. Pero la resolucié del
sistema ja es pot trobar en llibres classics com, per exemple, a [Ga 60] (o tamb¢ a [McDU 46]),
ja que el mateix sistema també apareix a l'estudiar les matrius que commuten amb una matriu
donada. Posarem aqui, pero, la seva soluci6 ja que la notacié feta servir fins ara no és la que
sempre es pot trobar. En tot cas, no fa falta que calculem la dimensi6 del subespai de solucions ja

que ¢és coneguda.
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La soluci6 d'un sistema d'aquest tipus és de la forma:

( T} 0 0 .. 0
.r:; ;Ir} 0 ... O
1 1 1 .
T3 x5 Ty ... 0 si ng = nj,
1 . P | 1
:I’n; 'T'n;—] ‘Ln;—'Z T
( -r} 0 0 0 0 0
T} i 0 0 0 0
1 1 1 )
T3 ) Z 0 0 01 & ng < nj,
X =
1 1 1 1
\‘I"ﬂ.; ‘Fﬂf—‘l Tn;—" ‘1’1 0 U
( .L‘% 0 0 0 \
1 1
Ty T 0 0
x}} ;r.% x} 0
1 1 1 S1 71t > nj.
rn_, 3".'13-—1 g —2 ‘Il
0 0 0
\o 0 0 ... 0/

El nombre de parametres en la solucio del sistema (16) és

Z (ni, + 3ni, + Mgy + ... + (2a; — l)'”'ia; ).
1<i<u

Subsistema 17

Partim la matriu le en blocs, segons els blocs de la matriu B;,

1 obtenim aleshores  subsistemes de la forma

- 1 _ —
YB; =0 (17;).
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Les matrius soluci6 d'un subsistema d'aquest tipus son les de la fornia

Yk;

com pot comprovar-se facilment.

El nombre de parametres que hi ha en la solucio del sistema (17) és.

Sistema 18

Partim la matriu Y32 en blocs, segons els blocs de la matriu B,

B} ’
B?. - ) -B;Z = : € d"'\/In'e‘-Xl((C): 1< S ?f.,

1 obtenim aleshores ¢ subsistemes de la forma:

YB} =0} (18

Les matrius solucid d'aquest subsistema son totes les de la forma

Y2

y'mj -1

0

com es pot comprovar de forma immediata.

En la solucio6 del subsistema (18;;) el nombre de parametres és:
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Z (mj; —1).

1<5<t

Sistema 19

Partim la matriu Z; en blocs, segons els blocs de la matriu C,
Ci
C,=

1 obtenim aleshores s subsistemes de la forma

1 _
ClZ=0 (19;).

Les matrius solucié d'aquest subsistema son totes les de la forma

Sistema 20
Partim la matriu Z 23 en blocs, segons els blocs de la matriu C;,
Ct
Ch =
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1 obtenim aleshores 7 subsistemes de la forma

C’Z=0 (20y

Les matrius solucid d'aquest subsistema son les de la forma

0

Z2

7 = : € -'"Mmjxl((c)-.

com es pot comprovar de forma trivial.

En la soluci¢ del subsistema el nombre de parametres és:

Z (mj; —1).

1< <t

Al mateix temps que hem trobat la soluci6 dels diferents subsistemes en que descompon el
sistema (S), hem anat calculant la dimensi6 del subespai vectorial format per les solucions de
cadascun d'ells. Com que el conjunt de solucions del sistema (S) és igual al conjunt de vectors de
Tsc) O(4,B, C)J', es té que la dimensio de Ty pc) O(4, B, C)l és igual a la dimensi6 del subespai

de solucions del sistema (.5).

Tenint en compte que, com s'ha remarcat anteriorment, els diferents subsistemes en que
descompon el sistema (5) son linealment independents, la dimensio del subespai vectorial format
per les solucions del sistema (S) és igual a la suma de les dimensions dels subespais de solucions
de cadascun dels diferents subsistemes. Cal tenir en compte, també, que les matrius Y,'’, Y, Z)
i Z; son arbitraries.

Aixi, doncs, com a conseqiiencia del calcul explicit d'aquesta deformacié miniversal s'obté la

dimensi6 del subespai T4 5c) O(4, B, o)

Podem ara descriure en una taula el nombre de parametres que hi ha en la solucio dels

diferents subsistemes.
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1<i<r1<y<s

Subsistema Nombre de parametres
(1) Y. max{0,k; —k; — 1}
1<i,5<r
(2) 2. (mi—1)
1<i<t
(3) >, 2 (kitl))

(4) Ty 2

1<i<u 1<v<a;

(6) >, max{0,l; —[; — 1}
1<i,j<s
10 > (mi—1)
1<:i<t
(11) Y. min{mi,m;} -1
1<1,7<t¢

(14) s 22

1<i<u 1<v<e;

(16) (Z;( (i, + 3niy, + 50y + ... i — ng, )
(17) T (m—r—1) > (ki—1)
1<i<r
(18) - (m—r—1) Z (m; — 1)
. 1<:i<t
(19) (p—s—t) 2 (Li—1)
1<i<s
(20) (p—s—1t) 2 (mi—1)
1<i<t

Taulal .

135
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Obtenim aixi el teorema segtient.

Teorema 3.9. La dimensié de T4 pc) O(4, B, C)J' és:

d = dim T 4 p c)O(A. B,C)* = Z max{0,k; —k; — 1} +2 Z (m; — 1)+
1<i,j<r 1<i<t
+ 3 Y (ki) s YD g+
1<i<r1<;<s 1<i<u 1<v<a;
+ Z max {0,/; —l; — 1} + Z (min{m;,m;} — 1)+
1<i,j<s 1<i,j<t
4 Z (ni, + 3ni, + 514y + ... + (205 — 1)?1,—0'_)4—
1<i<u
+(m—-r—t)|n-— Z ki — Z m; | +
1<i<r 1<i<t
+(m—r—1t) Z (ki = 1)+ Z (m; —1) | +
1<:i<r 1<i<t
+(p—s—t)|n— Z l; — Z my | +
1<i<s 1<i<t

tr-s-0 Y =0+ Y (mi-1)

1<i<s 1<i<t

DEMOSTRACIO. Al trobar la solucié dels diferents sistemes obtenim una descripcié explicita
del subespai T(4zc) 04, B, C)J', 1 una base d'ell. En particular, tenim la seva dimensio,

simplement comptant el nombre de parametres que hi ha en la soluci6 dels diferents sistemes.

Hem d'afegir ara el nombre de parametres de les matrius Y,”,Y,.,Z) i Z5, que son

arbitraries,

1 aixi tenim el resultat, <©
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Observacio6 3.10. En particular, veiem que d = dim T4 5c) O(4, B, C)J' (i, per tant, també dim
Tusc) O, B, C)) depén només dels invariants discrets de la terna (4, B, C).

Recordem que I'estabilitzador de la terna (4, B, C) per 'accio a és
&ti(4, B, C) = (P, LK. V.W) € Y| a((4, B, O), (P J,K, V. W) = (4, B, O)} .

Com que &st(A, B, C) és una varietat difeomorfa a g/@(A, B,C), a partir del teorema 3.9

deduim de forma immediata la proposicié segiient.

Proposicié 3.11. La dimensié de la varietat Est(A, B,C') és
dim Est(A,B,C) =m?* +p* + Z max{0,k; — k; — 1} +2 Z (mi — 1)+

1<i,j<r 1<i<t
+ 3 N i)+ s Y Y mat
1<i<r1<3<s 1<i<u 1<v<ay
- z max {0,l; —l; — 1} + Z (min{m;,m;} — 1)+
1<1,j<s 1<i,j<t
+ Y (niy + 30, +5nig + .+ (204 — Dna, )+
1<i<u
+ (m—r —t)(n — Z k; — Z m,-)-f—
1<i<r 1<i<t
+(p—s—1t) (n — Z l; — Z 'm,,-_) +
1<i<s 1<i<t
+m—r—t)[ Y (k=14 > (mi—1)|+
1<e<ly 1< <t
+p—s—t)[ > Gi-1)+ > (mi—1)
1<i<s 1<i<t

DEMOSTRACIO.
dim Est(A, B,C) =dimG —dim O(A,B,C) =

= dimG + n® + mn + np — dim Tia,B,c)O(A, B, C)*t =

=m? +p* —dim T4 p,c)O(A, B,C)*.
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§4. Calcul explicit d'altres deformacions miniversals

Donarem aqui una forma d'obtenir, a partir de la deformacié miniversal ortogonal donada en
la seccio anterior, altres deformacions miniversals d'una terna de matrius. En el cas particular en

que la terna estigui en forma reduida canonica, en donarem una explicitament.

Observacié 4.1. Sigui (u;,...,us) una base de Ti45c) O(4, B, C)J'. Siguin v,,...,vg € M,,,, tals que
<u;v;>= d;. Aleshores G = [v,...,v4] és un complementari de Ty 5c) O(4, B, C)a M,
Per tant, 1'aplicacio
@ : U — Mpump(C)
A= (A1, ) — (A, B,C) + Moy + -+ Aoy
amb U un entorn obert de 'origen a C“ és una deformacié miniversal de 4, B, C).
Evidentment, per a cada subespai vectorial G tenim una deformacio diferent.

Si la base de Tpc) O(4, B, C)l s'obté¢ donant valors independents als parametres de la

deformacio, podem considerar sempre els vectors v;,... ,v; entre els de la base natural

de M,

Definicio6 4.2. A una deformaci6 obtinguda d'aquest forma li direm deformacio miniversal

minimal.

Aquestes deformacions miniversals es caracteritzen pel fet de que la base de l'espai
complementari de T4 5c) O(4, B, C) aixi escollida esta formada per ternes que pertanyen a la
base natural de l'espai de ternes de matrius i, per tant, les ternes de matrius de ¢(U) no tenen

arametres repetits (és a dir, el nombre d'entrades nul-les és maxim).
t tit dir, el bre d'entrad 11

En particular, si la terna esta en forma reduida canonica, tenim el teorema segiient, que
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dona explicitament una deformacié miniversal minimal a partir de la deformacié miniversal

ortogonal obtinguda en la secci6 §3.

Teorema 4.3. Donada una terna (4,B,C) € Mnmp, en forma reduida canonica, si
d=dim Tupc)O(4, B, C)J', sigui ¢ l'aplicacio
@: U — Mump

A= (A1, ha) — (4,B,0) + (X(V), Y (), Z(\)

amb U un entorn obert de l'origen a (Cd, i

X[ X200 XP(N) XA\ Vi) Y2 YR
(o) X0y Xy X0 oy 20y v
x=[30 Boy 0oy o) [YO={ A0 vy o) |
X1 X200 X3(\) Xi(\) Yo Y200 YR
ZYN) Z2(N) Z3()) Z‘A
ZN) = Z20N) Z20N) 23N ZE
ZI) Z2(\) 23(/\) 24,\
tals que
() X2\ =0, X2(\) =0, X}(A) =0, X¢(A) =0, X2(A) = 0, X3(A) = 0, X}(A) =0,

X3(A) = 0, X%(A) =0, X{()) = 0, X}()) = 0, X}(\) = 0, Y} (3) = 0, Y} (A) = 0,
YF(A) = 0, Y(\) = 0, YA(\) = 0, ¥2(\) = 0, Z}(\) = 0, Z{(A) = 0, Zi()) =
ZH(A) =0, Z3(A) =0.

(ii) Y2 (M), Y&(N), YZ(N), Z3()\) sén arbitraries.
X7 X3 «0...0 ol
(i) SiXIA) = : |, lavors XP = ( ; ) sikj <l i X2 = (: :)
X2 .oXxE *0...0 L
81 k‘j' > E;‘.

(iv) Tots els elements de X3(\) sén zero, excepte els de les files {I1,11 +1a,..., Lh+ls+

..+ 1s}, que son arbitraris.

(v) Tots els elements de X} (\) son zero, excepte els de les columnes {ky, ky+ka, ... k+

ko + ...+ k.} que son arbitraris.
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(vi) X{(N) és tal que tots els seus elements son nuls, excepte els de les files {1, 14+n;,, 1+

Miny e ns l—i—ma‘,_z} que estan a les columnes a partir de n;,,...,n;, _,, respectivament, i els
¥

de les columnes {ni,,niy, ..., i, }, a partir de les files {1,n;,,...,ni, _, }, respectivament,
0
*
Yllll . Y_‘[lrl E

(vil) S1 Yi{(\) = : D], Havors Y58 = 0 si by < kj4+ 1, i Y = | » | s
YLyl X
0

ki >k;j+1, amb k; — k; — 1 elements no nuls.

(viii) Tots els elements de Y{#()\) son zero, excepte els de les files {1,1+Fky,..., 1+k; +

..+ ky} que sén arbitraris.

((ix) Tots els elements de Y#()\) son arbitraris, excepte els de les files {my,mq +

M2, ..., -E—m;—k...—l—m,} que son zero.
Zi2 .z
(x) Si ZE(\) = ; L), lavors Z2 =0 sili+1> 15,1 Z}? = (0% ..%0..0) si
Z.112 . Z[Q

li +1<1j, amb l; —l; — 1 elements no nuls.

(xi) Tots els elements de Z3(\) son arbitraris, excepte els de les columnes {1,1 +

liyoos 1404+ ...+ 1s—1} que sén nuls.

(xii) Tots els elements de Z3(\) son arbitraris, excepte els de les columnes {1,1 +
my,...,1+mq + ...+ me} que son nuls.

z33 - 23
(xiii) Si Z3(\) = o |, aleshores Z2} = (0---0%---%), té els dltims m; — 1
z% - 23
elements no nuls.

(El simbol % indica un element arbitrari).

Aleshores ¢ és una deformacié miniversal minimal de la terna (A, B,C).

DEMOSTRACIO. Resulta de forma immediata tenint en compte la forma de les solucions
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dels diferents subsistemes en que descompon el sistema (5) i aplicant I'observaci6 4.1. <

Remarca

Sigui (4, B, C) una terna de matrius, i sigui

V=1{(4,B,C) + (XA1...Aa), Y(A1,.... A2),Z(A1,...A2)) | A1, . A)E U },

amb U un entorn de l'origen a C, la varietat lineal que dona la deformacié miniversal ortogonal

de la terna (4, B, C).
Si {Ei}1<<2+mn+np € la base natural de M,,,,, posem & a l'escalar
#{j | < E;,(X(0,...,0,\;,0,...,0),Y(0,...,0,A;,0,...,0),Z(0,...,0,A;,0,...,0)) # 0}

peral <i<d.

Aleshores 'observacio 3.1 permet construir &;- ... - &; deformacions miniversals minimals

diferents.
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