CAPITOL 3

Estabilitat estructural

Introduccid

Aquest capitol esta dedicat a I'estudi i1 caracteritzacid de les ternes de matrius estructuralment
estables, respecte de la relacio d'equivaléncia definida en el capitol 1, seccid §1, i que, segons s'ha
vist en el capitol 2, seccid §1, és la induida per l'accidé d'un grup de Lie G que actua sobre la
varietat diferenciable M,,,,. Aixi, la classe d'equivaléncia d'una terna coincideix amb la seva

orbita per aquesta accio.

Es donen diferents criteris en funcié dels quals hom pot determinar si una terna fixada ¢€s, o
no, estructuralment estable. Es a dir, si existeix un entorn d'aquesta terna format només per ternes

equivalents o, el que és el mateix, que pertanyin a la seva mateixa orbita.

En primer lloc, a la seccié primera es recorda el concepte d'estabilitat estructural que pot
trobar-se a [Wi 80], adaptant-lo al nostre cas particular, i es veuen algunes caracteritzacions

immediates de les ternes estructuralment estables.

A la seccid segona, es determina si una terna fixada €s, o no, estructuralment estable a partir
de la seva forma reduida canonica. El punt clau en aquest estudi és el fet de que I'estabilitat
estructural respecte d'una relacié d'equivaléncia que ve determinada per 1'accié d'un grup de Lie
que actua sobre una varietat diferenciable és equivalent a la no-existéencia de deformacions
miniversals. Es, doncs, un estudi analog al realitzat a la caracteritzacid de les parelles i quaternes
de matrius estructuralment estables a [Gar 94] i [Fe-Gar 96], respectivament. Cal remarcar,
perd, que no hi ha cap relaci6 entre l'estabilitat estructural entre parelles, ternes 1 quaternes de

matrius. Es a dir, de I'estabilitat estructural de



144 3. Estabilitat estructural

ternes no es poden deduir condicions per a l'estabilitat estructural de parelles, aixi com de
l'estabilitat estructural de les quaternes no es poden deduir condicions per a I'estabilitat
estructural de les ternes. Aixi, si una terna (4, B, C) és estructuralment estable, llavors la parella
(4, B) no ho ¢s. 1, si (4, B) és estructuralment estable, la terna (4, B, 0) no ho és. I donada una
terna (4, B, C) estructuralment estable, la quaterna (4, B, C, 0) no ho és, i si la quaterna (4, B, C,
D) és estructuralment estable, la terna (4, B, C) no ho és. Per tant, I'estabilitat estructural de

ternes de matrius s'ha d'estudiar de forma independent.

A la seccid §3 es caracteritzen les ternes estructuralment estables mitjangant altres criteris,
per aplicar els quals no és necessari coneixer la forma reduida canonica de la terna. Aixi, en
particular, tenim que a cada terna de matrius li podem associar una matriu M(4, B, C), el rang de
la qual ens indica si la terna donada és estructuralment estable o no. A més, si considerem l'espai
tangent a l'estabilitzador d'una terna en el punt I € G, Est(4, B, C), que es pot veure com l'espai
de solucions d'una equacidé matricial que generalitza l'equacié de Sylvester classica X4 — AX =0
(que caracteritza I'espai tangent a l'estabilitzador d'una matriu quadrada 4 € M,(C) en el punt /
€ GIL(C)) i si considerem l'aplicacio€stque a cada terna 1i fa correspondre aquest espai,
aleshores veiem que els punts de diferenciabilitat d'aquesta aplicacio coincideixen amb les ternes

estructuralment estables.

Finalment, a I'annex A es presenten diagrames de perturbacions locals per a algunes ternes de
matrius que no son estructuralment estables. Es a dir, en aquests casos tot entorn de la terna talla
orbites diferents a 1'0rbita de la terna donada. Estudiem quines son aquestes orbites en els casos
donats. Veurem que en alguns casos, es poden trobar entorns de la terna donada que tallen només
un nombre finit d'orbites, mentre que en altres casos tot entorn de la terna talla infinites orbites.
S'observa, pero, que en tots els casos el nombre d'orbites amb invariants discrets diferents és

finit.
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§1. Concepte d'estabilitat estructural

En aquesta primera seccié recordarem el concepte d'estabilitat estructural de [Wi 80] i
definirem aixi el concepte de terna de matrius estructuralment estable. Veurem, en el nostre cas
particular, condicions equivalents, que utilitzarem més endavant al caracteritzar les ternes

estructuralment estables.

Definicio 1.1. ([Wi 80]) Si X és un espai topologic 1 tenim una relacio d'equivaléncia ~ definida
sobre X, aleshores es diu que un punt x € X ¢és estructuralment estable si i només si existeix un

entorn U de x tal que tots els punts de U son equivalents a x.

Observacio 1.2. En el cas particular en que X és una varietat diferenciable 1 la relacio
d'equivaléncia ve donada per l'acci6 dun grup de Lie que actua sobre X, aleshores, per
I'homogeneitat al llarg de les orbites, es té que un punt x G X és estructuralment estable si i només
si ho son tots els punts de la seva orbita, és a dir, si la seva Orbita és oberta. Equivalentment, si 1

només si dimO (4, B, C) = dini X o, el que ¢és el mateix, si i només si dim 7, Owu, B, C)L=O.

Sigui (4, B, C) € -Mnmp una terna de matrius. Adaptant la definicié anterior al nostre cas
particular, en que X = M,,,, i ~ és la relacio d'equivaléncia definida en el capitol 1, seccio §1,

tenim la definici6 segiient.

Definicio 1.3. Es diu que la terna (4,B8,C) és estructuralment estable si i només si existeix un
entorn U de la terna (4,B,C) tal que per a tota terna (4, B',C) € U, es té¢ que (4,B,C)i(4', B',C)

son equivalents.

Tenim aleshores la segiient proposicio.

Proposicio 1.4. Les condicions segiients son equivalents:
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(a) (4,B,C) és estructuralment estable.
(b) dim@(A, B C)= m* + mn + np.
(c) dim Ty 50 0w, B, C)J': 0.

(d) El sistema

AX — XA+ BY — ZC = 0)
XB =0
YB =0
CX =0
CZ=0)

té només la solucio trivial.

DEMOSTRACIO. Els tres primers apartats son la traduccié al nostre cas particular de

l'observacié 1.2. L'altim apartat és immediat a partir del lema 3.3 del capitol 2. <

Posem (4.,B.,C.) a la forma reduida canonica de la terna (4,B,C). Com que la terna (4,B,C)

és estructuralment estable si i només si ho és la terna (4., B., C.), tenim el seglient corol-lari.

Corollari 1.5. Una terna de matrius (A,B,C) és estructuralment estable si i només si els
subsistemes en que descompon el sistema (S) (vist a la seccio §5 del capitol 2) tenen només la

solucio trivial, i, a més, es verifica una de les quatre condicions segiients:

(1) m=r+t 1+ p=s+t,

(i) m=r+t i n= Z [ + Z mi,

1<i<s 1<i<t
(ili) n = E ki + E mi 1t p=s+t,
1<i<r 1<i<t
(iv) n= E k; + E m; 1t n= E l; + E m;.
1<i<r 1<i<t 1<i<s 1<i<t

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia immediata de la proposici6 anterior, ja que que el sistema
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(S) descompon en subsistemes linealment independents. A més, si es compleix una de les quatre
condicions anteriors, es garanteix la no-existéncia de cap de les matrius Y,, Y}, Z) i Z]

arbitraries en la solucid del sistema (S). <

§2. Primera caracteritzacid de les ternes estructuralment estables

Veurem en aquest apartat condicions necessaries i suficients per a que una terna de matrius
sigui estructuralment estable, a partir de la seva forma reduida canonica. Els lemes segiients ens
donen condicions necessaries (perd no suficients) per a que una terna sigui estructuralment

estable.

Lema 2.1. Si una terna de matrius (4, B, C) € -"/f,lmp és estructuralment estable, aleshores no pot

tenir, alhora, part controlable, pero no observable, i part observable, pero no controlable.

DEMOSTRACIO. Si la terna {4,B,C) tingués part controlable perd no observable i part
observable, perd no controlable alhora, aleshores, el subsistema (2) del sistema (S) tindria

solucions no trivials, 1, pel corol-lari 1.5, la terna (4,8, C) no és estructuralment estable, <

Lema 2.2. Si una terna de matrius (A, B, C) € -M,,mp és estructuralment estable, aleshores la
part controlable i observable alhora de la matriu A. esta constituida unicament per blocs

nilpotents de mida 1, és a dir, p,°(4,B,C) =t.

DEMOSTRACIO. Si la matriu Az # 0, aleshores els subsistemes (2) i (10) del sistema (S) tenen

solucions no trivials, 1, pel corol-lari 1.5, la terna (4, B,C) no és estructuralment
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estable, ©

Lema 2.3. Si una terna de matrius (4, B, C) € -Mnmp és estructuralment estable, aleshores no
pot tenir divisors elementals finits, és a dir, p; (N4, B, C) > n + t, essent t el nombre de

divisors elementals infinits de la terna (4,B,C), per a tot X € C.

DEMOSTRACIO. Si la terna (4, B, C) té divisors elementals finits, aleshores els subsistemes (4)
1 (16) del sistema (S) tenen solucions no trivials, i, pel corol-lari 1.5, la terna (A, B, C) no seria

estructuralment estable, <

Lema 2.4. Si una terna de matrius (4, B, C) € -Mnmp és estructuralment estable, aleshores B i C

tenen rang maxim. Es a dir,

rang B = min{n,m}, rang C = min{n,p}.

DEMOSTRACIO. ES conseqiiéncia immediata de la semicontinuitat inferior del rang d'una

matriu.

Directament, aquest resultat es pot provar també de la forma seglient. Observem en primer
lloc que

rang B = rangB., rangC = rangC,,
ja que B. = PBVi C. = WCP" per a unes certes matrius P € GL,(C), V € GL(C)i W € GL,(C).
Pels lemes 2.1, 2.2 1 2.3, només poden donar-se tres casos:

_ . A . [ A
AC‘—A31 Ar:—( Ag)! o bé ‘4,_-—( A3)"

amb A3z = 0 en els tres casos.

Cas 1. Si 4. = A; = 0, aleshores

B.=1, sin=m, obé B.=(Ouwmn | 1), sin<m,
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1 0(p—n)><n

C.=1I, sin=p, obé C~ . sin<p.
I,

Aleshores és obvi que rang B, = rangC, = n = min{n,m} = min{n,p}.

Cas?2.Sid.= ( Y . ) amb A4; = 0, aleshores

3

B.= By 0 sim=r+t, obé B~ By 0 0 sim>r+t,
0 It 0 0 Ir

0 0
Cc=0pns: | L) sip=t obé C.= (0 I¢> sip>t
Per a que el sistema (5) només tingui la solucié trivial, les matrius Z’ i Z, en la partici6 del
sistema (5) no poden apareixer. Per tant, la segona possibilitat per a la matriu C, no pot donar-se.

Si C.= (0] 1,), aleshores ¢és clar que rangC =t = p = min{n,p}.

D'altra banda, per a que no tinguem parametres provinents del subsistema (17) del sistema (),
ha de passar que, o bé pera tot i, k; = 11illavors By =/, irangB=r+t=n =min {mn} o bé m —
r—t =01 llavors la segona possibilitat per a la matriu B, no pot donar-se. En aquest cas també és
clar que rangB = min{m,n}.

Cas 3.Si A, =( Az Aq ), amb Az = 0, aleshores

0 . , {0 0.
BC_(L) sim=t obé BC_({) I;)Slm>t'

; i 0
C-fl 0 . p P 0 0 .
C.= sip=s+i1i obé C= sip>s+t.
(U ff) P o 1,)"F

Per a que (S) només tingui la solucié trivial, les matrius ¥, i ¥,' en la partici6 del sistema (oS)
no poden apareixer. Per tant, la segona possibilitat per a la matriu B, no pot donar-se. Si B, = ; )

, aleshores és clar que rangB, =t = n = min{n, m}.
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D'altra banda, per a que no tinguem parametres provinents del subsistema (19) del sistema
(S), ha de passar que, o bé per a tot i,/;- =11 llavors C; = IyirangC.=n =min {p, n} obép —s
— t = 01 llavors la segona possibilitat per a la matriu C. no pot donar-se. Aleshores és clar que

rangC =rangC.=p = min{p, n}. <

Lema 2.5. Si una terna de matrius (4, B, C) € M,,,, és estructuralment estable aleshores:

(a) Sid.= ( Ay ) , els seus indexs minimals per columnes o bé son iguals o bé

As
difereixen en una unitat.
Ag
(b) Sid. = ( Ag ) els seus indexs minimals per files o bé son iguals o bé difereixen

en una unitat.

DEMOSTRACIO, (a) En cas contrari, el subsistema (1) del sistema (S) té solucié no trivial, (b)

En cas contrari, el subsistema (6) del sistema (S) té solucid no trivial, o

Observacio 2.6. 1) Si posem, com sempre, » al nombre d'indexs minimals per columnes no nuls
de la terna (4, B,C), s al nombre d'indexs minimals per files no nuls i ¢ al nombre de divisors

elementals infinits, aleshores

rangB =rangB.=r + ¢

rangC =rang C, = s + £.

Suposem que la terna (4, B, C) és estructuralment estable. Tenim en aquest cas:

2) SirangB = rangC, aleshores r = s 1, pel lema 2.1, » = s = 0. Llavors, pel lema 2.3,

A. = Asi,pellema 2.2, 4. = 0. Per tant, B. = [, enelcasenquen =miB.= (0] 1,)
0
enelcasenquen <m. 1 C.=1,enelcasenquep=n, Cc=( :
111
p > n. Es evident que els casos n > m i n > p no es poden donar, és a dir, que en aquesta

) en el cas en que

situacio no hi ha ternes estructuralment estables.

3) SirangB > rangC, aleshores » > s 1, pel lema 2.1, s = 0. Tenint en compte els
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lemes 2.2,2.312.5, 4. = (Al ) amb 43 = 0. A més,
As

[ L. 0\ . .

( 0 Lg) =1, st m=mn,
I, 0 0O P

Bc—j ({} 0 If) s1 m>n,

By 0 si m<n
0 I )

En aquest darrer cas, els indexs minimals per columnes de la terna no poden diferir en més d'una

unitat, segons s'ha vist en la demostraci6 del lema 2.4.

LCe— (Opxup) | 1p)-

4) SirangB <rangC, aleshores r < s 1, Dgl lema 2.1, » = 0. Tenint en compte els lemes 2.2,
(n=p)xm
23i25,4.= ("

_AS)ambAgzo,iB(,,: . A més,

Ci 0 .
(0 It) s1 p<n.

En aquest darrer cas, els indexs minimals per files no poden diferir en més d'una unitat, pel lema

24.

Amb l'ajut d'aquests lemes i de 1'observacio anterior passem ara a caracteritzar les ternes de

matrius estructuralment estables.

Teorema 2.7. Segons les diferents relacions entre n, m i p, l'estabilitat estructural d'una terna ve

caracteritzada per les segiients relacions.

1) n <min{m,p}. Una terna de matrius (A,B,C) és estructuralment estable si i només si la

forma reduida (A.,B.,C,) d'aquesta terna és:

U[p—n)xn

Ac=0, Be= (0nxim-n | L) € M (O), C.= e M,..(O).

I n
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2) m>p, n>p. Una terna de matrius (4,B, C) és estructuralment estable si i només

si la forma reduida (A.,B.,C.) d'aquesta terna és:

‘4-1 B]
Ac = 0/, Be= I ) > Ce = Opxinpy | 1p)

i els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat.

3) p>m, n>m. Una terna de matrius (4,B,C) és estructuralment estable si i només

si la forma reduida (A.,B.,C.) d'aquesta terna és:

‘42 U(n—'m)xm Cl
AC = ) BC= " ) CC =
0 I I‘H’l

i els indexs minimals per files de la terna no difereixen en més d'una unitat.

4) m = p < n. No hi ha cap terna estructuralment estable.
DEMOSTRACIO. Provarem aquest teorema distingint els diferents casos segons la relacio que
hi hagi entre m, n i p.

1) Estudiarem els diferents casos que es poden donar.

Cas 1: n=m =p. Suposem (4,B,C) estructuralment estable. Aleshores pel lema 2.4,

rangB = rangC =n i, per 2) de l'observaci6 2.6, 4. =0, B.= 1,1 C, = I,.

Reciprocament. Si 4. = 0, B, = I, 1 C. = I, el sistema (S) només té la solucid trivial. Per la

proposicid 1.4, la terna (4,B,C) és estructuralment estable.

Cas 2: n=m < p. Suposem (4,B,C) estructuralment estable. ~Aleshores, pel lema 2.4,

0
rangB = rangC = n. Per 2) de 1'observaci6 2.6, 4. =0,B. =1,1C. = ( . )
IP\

0
Reciprocament. Si4.=0,B.=1,1C.= [ . |, aleshores C.Z =0 implica Z =10
In ..
1 1"inica solucio del sistema (5) és la trivial. Per la proposicio 1.4, la terna (4,B,C) és
estructuralment estable.

Cas 3: n =p <m. Suposem (4,B,(C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4, rang

B =rangC = n. Per 2) de l'observaci6 2.6, 4. =0,B. =0 1,)1 C, = I,
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Reciprocament. Si 4.=0, B, = (0| 1,) 1 C. = I, "inica soluci6 del sistema () ¢és la trivial, ja

que Y (0| 1, ) implica Y = 0. Per la proposicio 1.4, la terna (4,8, C) és estructuralment estable.

Casd:n<m=p,obén<m<p obén<p<m Si(4, B, C)és estructuralment estable,

aleshores, pel lema 2.4, rangB = rangC = n. Per 2) de 1'observacio 2.6, A. = 0, B.= (0| [,) 1

0
Cc:( . )
In

0
Reciprocament. Suposem que (4, B, C) és una terna tal que 4. =0, B.= (0o |/, ) 1C (I< )

Aleshores
CZ=0=272=0,
YB.=0=Y=0,
XB.=0=>X=0,

1 1"inica solucid del sistema (S) és la trivial. Per la proposicié 1.4, (4, B, C) és estructuralment

estable.

2) Cas 1: n = m > p. Suposem (4, B, C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4, rangB

= n irangC = p. Per 3) de l'observacio 2.6,

(A0 _ (I. 0. _
A, = b A43=0, B.=[ " . =(0 I).
(0 Ag)am 3 (U If)l Cc=(0 | 1)

Evidentment, ¢ = p en aquest cas.

Reciprocament. Suposem que (4, B, C) és tal que

A0 By 0
4= o 4, Jamb 470, Be={"g p )i C=(0 | 1)

1 els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. En
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aquest cas, el sistema (S) descompon en els subsistemes

Al_Xll —*X;Al-I-BlYll =0 AlX:1+BIY31 “Z; :0
X{B,=0;(1) X;=0,(2)
V!B =0 Y] =
—XfAlJrYf:UW Y3 - 23 =0)
X3iB, =0 X3=0
» (9) b (11)
Y?B, =0 Yy =0
X} =0) Z3=0)

X1 Xl Y} Yl
x=(% %) v=( B) 2=z @,
si ' '

D'aqui deduim directament que
X}=0, Xl=0 X=0,
YP=0, Yi=0, Y=
Zi=0, Z3=0o.
A més, per ser els indexs minimals per columnes de la terna tal com s'ha indicat abans,

"inica solucié del subsistema (1) €s la trivial, segons es veu en l'observacié 3.7 del capitol 2.

Observem que 7 = >ooki+ >, miip=t=s+t.
1<i<r 1<i<t
Pel corol-lari 1.5, la terna (4, B,C) és estructuralment estable.

Cas 2: m > n > p. Suposem (4, B, C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4, rangB

=n irangC = p. Per 3) de 'observacio 2.6,

A4 0 I, 0 0Y.
AC: 0 A3 amb A3:0, BC: 0 0 L‘, 1 CC:(O | ]t)

Evidentment, també ¢ = p en aquest cas.
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Reciprocament. Suposem que (4, B, C) és tal que

Ay 0 By 01 .
A, = 0 A amb A43;=0, B.= 0 I, i C.=0 | I,

i els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. En aquest cas,

el sistema (S) descompon en els subsistemes

A X - XA +Y! =0 A X;4+Y)—-Zl=0
X1 =0,(1) X3=0;(2
i =0 Yi=0
~ XA+ Y3 =0) V2 —2Z3=0)
X¥=0 X3=0
b (9) (11)
Y]:J — Y33 -0
X3 =0) Z3=0)
YZ =0 (17) Yy =0 (18)

Il

Xl X1 Y'll }fgl
si ‘ YWy
D'aqui deduim directament que
X;=0, X}=0, XJ=0,
Yy =0, Y?=0, Y)=0 VY’=0 VY?=0,
Zy =0, Z3=0,
A més, per ser els indexs minimals per columnes de la terna tal com s'ha indicat abans, 'inica

soluci6 del subsistema (1) és la trivial, segons es veu en 1'observacio 3.7 del capitol 2. Observem

quen= y ki+ > miim=r+t.
1<i<r 1<i<t
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Pel corol-lari 1.5, la terna (4,B,C) és estructuralment estable.

Cas 3: n>m > p. Suposem (4, B,C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4,

rangB = m i rangC = p. Per 3) de l'observacio 2.6,

4, 0 By 0) .
A=\"0 A3 ) amb A;=0, B={"g ;)i C=0 | I,

i els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. Evidentment, ¢

= p en aquest cas.

Reciprocament. Suposem que (4, B, C) és tal que

A=A 0 Vamb a5=0, B.=(B O)i c.=0 | 1)
0 As 0 IP

i els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. En aquest cas,

el sistema (S) descompon en els subsistemes

A XY - X14, + BiY! =0 A X3 +BY) —Z3 =0
XIBy =0 (1) X;=0;(2)
Y{B; =0 Yy =0
—X7 A + Y7 =0) Yy —2Z; =0)
X3B; =0 X3=0
0 (9) e (11)
Y?B; =0 Yy =
Xf :0_; Z,‘g - ¥

_ (X X _ (Y Y _ (71 73
y ‘Y—(Xf X;.? ) Y = 1/]3 Y‘;% ’ Z_(ZI} Z‘%)
D'aqui deduim directament que
X} =0, X3=0, X;=0,
YP=0, Y=0 VY:=0,

Zi=0, Z3=0.
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A més, per ser els indexs minimals per columnes de la terna tal com s'ha indicat abans, 1"inica

solucio6 del subsistema (1) és la trivial, segons es veu en 'observacio6 3.7 del capitol 2. Observem

que "= ), kit ) miim=r+t
1<i<r 1K<t

Pel corol‘lari 1.5, la terna (4, B,C) és estructuralment estable.

3) Cas 1: n = p > m. Suposem (4, B, C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4,

rangB = m 1 rangC = p. Per 4) de 'observacio 2.6,

0
Az 0 . . I, 0
A.= 0 As amb A43=0, B.= I, 1 C=\ I, )= 1,

1 els indexs minimals per files de la terna no difereixen en més d'una unitat. Evidentment, 1 = m

en aquest cas.

Reciprocament. Suposem que (4,B,C) és tal que

0
(A O B B ) (Is O
AC—( 0 As) amb Az = 0, B.= I. 1 CC—( 0 fm.)’

1 els indexs minimals per columnes de la terna no airereixen en més d'una unitat. En aquest cas,

el sistema (S) descompon en els subsistemes

AQ.X:? - )(;/-12 — Zf =0 AQX';E — Z«? =0
X2 =0} (6) XZ2=0y(7)
7% =0 Z: =0
~X3As + Y, — 27 =0) Yy — 73 =0)
X; = X:? =0
(10) s (11)
X} =0} Z3 =0
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si

X

X2 X2 72 72
X: oxi) . Y=(? v2), z=\z z3)

D'aqui deduim directament que

X;=0, Xj=0, X;=0, X;=0,
V2 =0, Y}=0,

Z:=0, Zi=0, Z}=0, Z;=0.

A més, per ser els indexs minimals per files de la terna tal com s'ha indicat abans, I'inica
solucio del subsistema (6) ¢€s la trivial, segons es veu en l'observacié 3.8 del capitol 2. Observem

quen = > L+ > mim=r+it=_t
1<i<s 1<i<t

Pel corol-lari 1.5, la terna (4,8, C) és estructuralment estable.

Cas 2: n > p > m. Suposem (4, B, C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4, rangB =

m irangC = p. Per 4) de 1'observacio 2.6,

Ay 0 B (0 , (C1 O
ACZ(O A;;)amb A3 =0, BC_(L:) 1 CC_(O f:)’

1 els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. Evidentment, ¢

= m en aquest cas.

Reciprocament. Suposem que (4,B8,C) és tal que

1 els indexs minimals per columnes de la terna no difereixen en més d'una unitat. En
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aquest cas, el sistema (S) descompon en els subsistemes

Ay X2 - 72 =0)
Ay X3 — X2Ay — Z7C1 =0
X;=0
€12} =07 (6) (7)
C12; =0
C1 X2 =
C1X2=0)
Yy — 23 =0)
—X3A,+ Yy - Z{Ci =0
X3=0
X3 =0 (10) s (11)
Yy =0
Z3=0
Z3=0),

(X2 OXE\ o s s, (22 2
sf‘(X% xi ) Y=02 %), 2=z 7).

D'aqui deduim directament que
X3i=0, X2=0, X3=0,
Yy =0, Y}=0,
Z} =0, Z:=0, Z};=0, Z=0.
A més, per ser els indexs minimals per columnes de la terna tal com s'ha indicat abans, I'nica

solucid del subsistema (6) és la trivial, segons es veu en l'observacié 3.8 del capitol 2. S'observa

que 1 = oo+ Y miim=t=s+t
1<i<s 1<i<t

Pel corol-lari 1.5, la terna (4, B,C) és estructuralment estable.

Cas 3: p > n > m. Suposem (4, B, C) estructuralment estable. Aleshores, pel lema 2.4, rangB

=m 1rangC = p. Per 4) de 1'observacio 2.6,

0 I, 0

Ay
Ac=< ‘43) amb 4;=0, B.=| - |i Cc={0 0
L: 0 If



160 3. Estabilitat estructural

1 els indexs minimals per files de la terna no difereixen en més d'una unitat. Evidentment, t = p

en aquest cas.

Reciprocament. Suposem que (4,B,C) ¢és tal que /

c 0
A=A 0\ amb 4=0, B=| . | i Ccz( 0 I )
0 A I

1 els indexs minimals per files de la terna no difereixen en més d'una unitat. En aquest cas, el

sistema (S) descompon en els subsistemes si

Ay X2 — 72 =0)
Ay X2 — X2Ay — Z2C, =0
X2 =0
C1Z: =0 (6) > (7)
C1Z% =0
C1X?=0
C1X:=0)
}?33_2:3;:0\
~X3A+ Y} - Z3C, =0
X3=0
X3 =0} (10) L (11)
YE =0
Z3=0
Z3 =0}
X2 X2 - _ z? 72
oG R) v 2= (3 F)

D'aqui deduim directament que

2 _ 3 _ 3 _
A més, per ser els indexs minimals per columnes de la terna tal com s'ha indicat abans, 1"inica

solucio del subsistema (6) és la trivial, segons es veu en 1'observacio 3.8 del capitol 2.
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Pel corol-lari 1.5, la terna (4,B,C) és estructuralment estable.

4) Sim = pi(4,B,C) és estructuralment estable, aleshores, pel lema 2.4, rangB = rangC. Per

(2) de l'observacid 2.6, en aquesta situacié no hi ha cap terna estructuralment estable, <
D'aquest teorema es dedueix de forma immediata el corol-lari segiient.

Corol‘lari 2.8. En el cas m = p < n no hi ha ternes estructuralment estables. En tots els altres

casos, hi ha una unica orbita formada per ternes estructuralment estables.

DEMOSTRACIO. En cadascun dels quatre casos, les condicions sobre la fornia reduida

canoOnica de les ternes estructuralment estables ens determina de forma unica aquesta forma

reduida canonica, <

§3. Altres criteris d'estabilitat estructural

Sigui (4,B,C) € -M,,mp una terna de matrius qualsevol.

Sigui I = (/n, 0, 0, 1,5, 1,) 'element unitat de G

Posem L= 110 = M,(C) x M,,,,(C) x M,,(C) x M,(C) x M,(C). Observem
que £ és isomorfa C', amb /= n’ + m’ + p” + mn + np.

Considerem Gr(L), el conjunt de tots els subespais vectorials de £ amb la metrica gap

definida a la secci6 §5 del capitol 0.

L'espai tangent T7Est(A, B,C') ésun subespai vectorial de C i, per tant, un element de

Gr(L).

Notacié 3.1. Posarem Est(4,B,C)= 11Est(4,B,0).
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Observacio 3.2. Com que

A P K\ A BYP*' 0 A B
SSt(A’B’C):{(P’J’B’V’mEQKO w)(c o)( J v>:(c 0)}=
P P K\A B\ (A B P 0\
:{@1£ﬁ*mﬂ)egKo LV)(C 0)_(0 0)<—V”JP vmgﬁ“
o P K\ A B (A BYP 0
=%RJhKJhW)€gKU WJ(C 0)_(0 0>(h W)}

tenim

@ﬁ@Lan:{@nKZJuﬂeﬁ}(ﬁ g)(é §>—(g ﬁ)(§ g):o}:

XA-AX +2ZC—-BY =0
={(X,Y,Z2,T,U) € L XB— BT =0

UC-CX =0

Per la proposicié 1.4 (d), la terna (4,B,C) és estructuralment estable si i només si dimO (4, B,
C)—m’ +mn + np. Com que&st(4, B, C) és difeomorf aG/O(4,B,C)]Jaterna (4, B, C) és

estructuralment estable si i només si dim€st(4, B, C) = m’ + p2 .

Aixi, la terna (4, B, C) és estructuralment estable si i només si dim&st(4, B, C) = m’ +p2.

Equivalentment, si i només si €st(4,B,C) € Grypp(L).

Notacio 3.3. Posem

All, -1, A —-I,@B C'®I, 0 0
M(A, B,C) = B @I, 0 0 ~I,®B 0 .
""Iﬂ. @ C 0 0 0 Ct @ Ip

M(A,B,C) S M(n2+mn+np)><(n2—|—m2+p2+mn+np)((c)'
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Proposicio 3.4. Es compleix que

X)
Y)
(X,Y,2Z,T,U) € €st(A,B,C) < | vee(Z) | € KerM(4, B, C).
T)
U)

DEMOSTRACIO. Utilitzant el producte de Kronecker i 'operador vectorialitzador definits a la

seccio 4 del capitol 0, I'equacio

(37 2)-(2 DG 3=

¢s equivalent a l'equaci6 vectorial

vee(X)
Al —-I,9A -I,9B C'®I, 0 0 vee(Y) 0
B'®I, 0 0 —I,®B 0 vee(Z) | =10
-1,®C 0 0 0 Ct® I, vec(T) 0

vec(U)

Tenim aixi el resultat que voliem provar, <

Corol'lari 3.5. Tenim que

rang M(4, B, C) =’ + m’ + p* + mn + np - dim€st(4, B, C).

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia immediata de la proposicié anterior, ja que
rang M(4, B,C) = n’ +m’ er2 + mn + np - dim KerM(4, B, C) =
=’ +m’ +p2 +mn + np — dim€st(4, B, C), com

voliem provar, <

Podem donar una nova caracteritzacio de les ternes estructuralment estables, que només depén

del rang de la matriu N(4, B, C) i dels ordres de les matrius que constitueixen la terna.
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Proposicio 3.6. Una terna de matrius (A, B, C) és estructuralment estable si i només si la matriu

M(4, B, C) té rang (maxim) igual a n’ +mn+ np.
DEMOSTRACIO. Per 'observacié 3.2, laterna (4,B,C) és estructuralment estable si i només si
dim &st(4,B,C) =m’+p°.

Equivalentment, pel corol-lari 3.5, si i només si

rang M(4, B, C) = n’ + m*> + p’ + mn + np - dim€st(4, B,C) =
=n’+mn+ np,

com voliem provar, <

Podem definir una aplicacio€st, que a cada terna de matrius li associa l'espai tangent al seu

estabilitzador.
Definicié 3.7. Anomenarem€sta l'aplicacio

Cst: Mymp — Gr(L)

(A,B,C) — Est(A, B,C).

Observacio6 3.8. Si identifiquem£ amb ;‘M(-n2+m2+p2+mn+n;n) x1 (C), aleshores, per la

proposicio 3.4, podem definir també l'aplicacio €st de la manera segiient

Est : -’Mnmp — ‘M('rtz+m2+p2+mn+-rlp)XI(C)

(A4,B,C) — Ker M(4, B, C).

Sigui X una varietat diferenciable. Considerem una familia diferenciable de ternes de matrius

parametritzada en X, és a dir, una aplicacid

[ X — Mn.mp

t — (A(?), B(t), C(t))-
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Tenim aleshores el teorema segiient.

Teorema 3.9. Sigui X una varietat diferenciable i ¢ : X — M,,,, una familia dife-renciable de
ternes de matrius. La familia d'estabilitzadors Esto ¢ : X — Gr(L) és diferenciable enty € X
si i nomes si existeix un entorn U de to tal que el rang de les matrius M(A(¢),B(¢),C(t)) és constant

peratott € U

DEMOSTRACIO. Suposem que rangM(A(#),B(£),C()) és constant per a tot ¢ € I/ . Aleshores
dimKerM(A(?),B(¢),C(¢)) és constant per atot t € U.

L'aplicacié f: Mump — M(n24mntnp)x(n24mntnp—m2+p2)(C)
(A,B,C) — M(A,B,C)

¢s Obviament diferenciable. Aleshores l'aplicacié ¢ =fo ¢ és diferenciablei ¢ : X —

M(n2 4 mnt-np) x(n>+mn+np—m2+p2) (C) defineix una familia diferenciable de matrius.

Tenint en compte (IV.1.6) de [Fe-Gar-Pu 94], concloem que Ker M(A(?), B(?), C(¢)) defineix

una familia diferenciable de subespais.

Reciprocament. Suposem que per a tot entorn U de ¢y el rang de M(A(#),B(¢),C(¢)) no és

constant. Aleshores existeix #; € U tal que

rang M(A(¢1), B(t1),C(t1)) # rang M(A(¢), B(to), C(t0)).

Per tant,

dim(Est o ¢)(t1) = dim Kery(t;) # dim Kerp(to) = dim(Est o ¢)(to),

1, segons s'ha vist a la seccid §5 del capitol 0,

O((Est 0 0)(t1), (st 0 0)(t0)) = 1.

Aixi, l'aplicacio@st o ¢ no és continua i, per tant, no és diferenciable. <
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En particular, aquest teorema es pot aplicar al cas en que X =O(4, B,C) i ¢ és la inclusid

natural. Llavors tenim el corol-lari segiient.

Corol-lari 3.10. (4,B,0C) és estructuralment estable si i només si l'aplicacio Est és diferenciable

a (4,B,C).

DEMOSTRACIO. Es immediat a partir del teorema, ja que, per la proposicioé 3.6, la terna (A, B,
C) és estructuralment estable si i només si rangM(A, B, C) = n’ + mn + np. Equi-valentment, si i
només si existeix un entorn U d'aquesta terna tal que per a tota terna (4', B, C') € U, rangM(A,

B, C)=n”+ mn + np. El resultat es dedueix ara aplicant el teorema, ©
Aquest resultat es pot expressar, Obviament, en termes dels elements de Gr(£). Tenim llavors

Corol‘lari 3.11. Una terna de matrius (A,B,C) és estructuralment estable si i només si existeix

un entorn U de (A,B,C) en -M,,mp tal que

C‘ES‘E(U) - G’l"?nﬁ_i_pQ()C).

Observacio 3.12. El resultat del teorema 3.9 és valid, en general, en el sentit segiient: si X és una
varietat diferenciable sobre la que actua un grup de Lie¥, i considerem la relacié d'equivaléncia

induida per aquesta accio, aleshores, per a tot x € X, les condicions segiients son equivalents:
(a) x és estructuralment estable.
(b) O(x) és obert.
(c) dimQO(x) = dimX.

(d) dim&st(x) = dimG— dimX.
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Podem considerar de forma analoga a 3.7 'aplicaci6

Est: X — Gr(T:G)

x — Tr(Est(x))
amb I € Gl'element identitat de¥

Aleshores tindriem que x és estructuralment estable si i només si l'aplicacié €st és

diferenciable en x.

Observem que 1Mnic canvi que s'hauria d'introduir en la demostracid feta en el teorema 3.9 i
en el corol-lari 3.10 és que&5t(x) és el nucli d'una certa matriu M(x), de la que en aquest cas, a
diferéncia del cas de les ternes, al ser I'espai qualsevol, i I'accié també qualsevol, no se'n té una
expressio general. De fet, el que interessa coneixer d'aquesta matriu és el seu rang, del que en
general només poden afirmar que és inferior o igual a dim7,¥, ja que aquest és el nombre de

columnes de la matriu.

§4. Caracter generic de 1'estabilitat estructural

Sigui X una varietat diferenciable. Seguint la definicié de J. C. Willems a [Will 78] es té la

definici6 segiient.

Definicio6 4.1. Es diu que una subvarietat Y de X €s genérica quan és oberta i densa, i la seva

frontera €s reuni6 de subvarietats de dimensié més petita.

Veurem que en els diferents casos, segons la relacié entre n, m i p, les orbites formades per

ternes de matrius estructuralment estables son genériques.

Observacio 4.2. Es evident que si una orbita €s un conjunt genéric, aleshores aquesta orbita esta

formada per ternes estructuralment estables.
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També¢ tenim, el teorema segiient.

Teorema 4.3. Sigui O una orbita formada per ternes estructuralment estables. Aleshores aquesta

orbita és un conjunt generic.

DEMOSTRACIO. Observem que no podem estar en el cas m = p < n. Sigui, doncs,Ouna orbita
formada per ternes estructuralment estables. Sigui (4, B, C) una terna qualsevol de «-'anmp, 1 sigui
(4., B., C.) la seva forma reduida canonica. Ja sabem que O¢s obert. Vegem ara que ¢és un

conjunt dens.

Suposem que n < min{m,n}. Considerem, per a tot e > 0, la terna (4(¢),B(¢),C(¢)), amb A(e) =

A, B(e) = B.+ Y(&), on Y(e) =( 7517 19), C(¢) = C, + Z(e), on Z(e) = ( valn )

0

Tenim aleshores que
rangC(e)B(e) = n,
i, per tant,
P (A(e), B(e), C(e)) = m,
P(A(), B(2),C(e) = 0, Vi <,
p3(A(e), B(),C(e)) =0 V) <,
i la terna (A(e),B(¢),C(¢)) no té cap valor propi. Per tant, la terna (A4(¢e),B(e),C(g)) ¢és

estructuralment estable per a tot e > 0. Aleshores

|M@®4mwmmwwwm¢mms%ﬁﬁ,

1, per tant, la terna (A4(¢), B(¢), C(¢)) € B((4,B,C),¢) Ve¢.

Suposem ara que n > m = p. Considerem, per a tot e > 0, la terna (4(¢),-B(¢), C(g)), amb A(e) =

A., B(e) =B, + Y(¢), on Y(g) = ( ?fz—;fm)i Cle) = C, + Z(e), on Z(e) =( s m - 0).
0

Tenim ara que

rangC(e)B(e) = m,
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1, per tant,

Aleshores (4(¢),B(¢),C(€)) és una terna equivalent, amb la relaci6 d'equivaléncia donada en la
Irra
seccio §1 del capitol 1 a la terna (4, B;, C), essent 4| = (0"‘ J), B, = ; Ci=(,]0).
Sigui g = (P,J,K,V,W) € Gtal que a((P, J, K, V, W), (41, By, C1)) = (4(¢),B(¢),C(¢)).
Sabem que les matrius diagonals que tenen valors propis diferents en la diagonal son denses

en l'espai de matrius quadrades ([Ar 71], entre altres). Per tant, existeix una matriu D diagonal,

amb elements Ay, - - -, N\, a la diagonal (tots ells diferents), i tal que D € B(J, %), amb k= ||gi||

. — (P J =(P'o
|lg2||, essent g; (0 W) , &2 ( K V)

Considerem la terna (4,, By, C,) tal que A, = (Om D ) B> = -B;, C, = C,. Finalment diem
(43,B3,C3) = a((P,J, K, V,W),(A2,B>,C5)).

Tenim ara
|(Ae, Be, Cc) — (As, B3, C3)|| =

= |I(Ae, Be, Ce) — (A(e), B(e), C(e))+
(A(e), B(),C(€)) — (43, B3, Cs)|| <
< [I(Ae, Be, Ce) — (A(e), B(e), C(e) |+
I(Ae, B(€), C(e)) ~ (As, Bs, Cs)|| <
< |I(Ae, Be, Ce) — (Ac, B(), C(2)) |+
|e(g, (A1, B1,C1)) — a(g, (A3, B3, C3))|| =
=10.Y(e), Z@) +llor (2282 2 5%) ool <
—v2m + ||gillllgzllIl] - DJ| <

<
T 24/2m
+

[\
[V RO ]

[

b | ™
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Aixi,
(A(e), B(e),C()) € O N B((4,B,0),e).
Suposem ara que n > m > p. Considerem A(¢) = 4., B(e) = B. + Y(¢), C(¢) = C. + Z(¢), essent
—E1, 0 c
o =5 L) i 20 = 1) Liavors (46e), B@). )
; i =((A B:
és equivalent a la terna (4;,B4,C1) (( ! As) ’ ( Ip) (1, 10 ))

Sigui g € G l'element tal que a((g,(41,81,C1)) — (A(e),B(¢),C(g)). Com que el conjunt de
parelles de matrius estructuralment estables és dens en l'espai de parelles de matrius ([Gar 94]),

existeix una parella (4,,B,) estructuralment estable tal que(“]L2 ,B2) € B((A1, By), ﬁ)

P J -1
essentk = [lgil- g2 amb g = (£ ) 2= (71 9)
Considerem la terna (A43,B3,C3) = a(g/(42,B2,Cy)) on (A2,B,C;) és la terna amb
4=(% ) 5(, ) =)

De forma analoga al cas anterior, es comprova que

1(4,B,0)-(45,B5,C3)|| < ¢,

1, per tant,

(A(e), B(e),C(e)) € ONB((A, B, C);e).

Sin <m, m>p, n>p, aleshores considerem la terna (4(¢),B(¢),C(¢)) amb A(eg) = A., B(e)

=B, + Y(¢), on Y(¢) = ( Vo ° 0) 1C(e) = C. + Z(¢), on Z(e) = (v 0).
0 E=lnp O

00 In_p O
Tenim que (4(¢),B(¢),C(¢)) €és equivalent a la terna (41,B,C) amb 4, =( 0 0) , B = ( 0 Ip)

1 C; = (Ip 0), 1 de forma similar als casos anteriors es veu que pertany a0 NB((A, B,C);e).

Per ultim, si p > m, n > m, podem considerar la terna (4',B",C"), ja que llavors podem aplicar

el resultat en els casos tercer 1 quart anteriors.
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Finalment, per a veure que la frontera esta formada per orbites de dimensio inferior. Pel

corol-lari 2.8, existeix una unica oOrbita foramda per ternes estructuralment estables, que, per la
., , 1. ., 2 . . <y .

proposicio 1.4, té dimensié m~ +mn + np, 1 totes les altres tenen dimensid estrictament menor.

Per tant, la seva frontera esta formada per orbites de dimensio inferior. <
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