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Introduccio

Una xarxa és un conjunt d’elements o nodes lligats per enllagos fisics. Un
graf és, per definicid, 'objecte matematic que permet modelar una xarxa.
Els vertexs s’associen als nodes, de manera que les arestes (o arcs en el
cas dirigit) s’associen als enllagos. L’intereés d’aquestes estructures és la
possibilitat de comunicar els elements entre ells. Quan el nombre d’enllagos
és limitat, la comunicacid entre dos vertexs s’estableix a través de vertexs
intermitjos. Per tant, el primer que interessa és que la distancia entre dos
punts sigui petita i que el cami a seguir per anar d’un punt a un altre
sigui facil de determinar. Aquests i altres problemes que es poden plantejar
depenen de diversos factors.

Quan es parla de xarxes en un entorn informatic, es fa referencia a di-
ferents tipus de xarxes: un conjunt d’ordinadors connectats entre ells, o
xarxa de comunicacions, presenta unes condicions molt diferents que un
conjunt de processadors treballant en paral-lel com una sola maquina, on les
comunicacions es realitzen a través de la xarxa d’interconnexié. En el primer
cas, la topologia de la xarxa vindra determinada per les necessitats dels
usuaris i, en principi, s’haura d’acceptar que el model pot ser qualsevol graf.
Una xarxa amb un nivell d’integracié més alt imposara menys restriccions
a l'hora de triar el model.

La xarxa d’interconnexié és un dels elements més importants d’una
maquina distribuida, en que un problema és resolt per diversos proces-
sadors [65, 71, 79]. La distribucié de dades i l'intercanvi o difussié de resul-
tats intermitjos s’han de poder efectuar de manera rapida i eficag, perque
influeixen en el temps d’execucié dels programes tant com la rapidesa de
calcul de cada processador. I malgrat els avencgos tecnologics, les comunica-
cions son lentes comparat amb les operacions de calcul. Es per aixo que es
solen triar topologies amb propietats de simetria, que faciliten la resolucid
de problemes [6, 11].

A més de les restriccions que imposa el tipus de xarxa, hi ha altres condi-
cionants de tipus tecnologic. Aix0 vol dir que es tenen limitacions sobre el
nombre d’enllagos i sobre com es realitza la comunicacié. Des de les primeres
xarxes en mode telefon, fins a les actuals xarxes de tecnologia optica, s’ha
passat per diversos models de comunicacié, i els avencos en aquest camp han
portat problemes nous. Per exemple, en una xarxa optica, cada enllag pot
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ser utilitzat simultaniament per més d’una transmissid, gracies a les diferents
longituds d’ona; i gracies al desenvolupament dels dispositius d’encamina-
ment, hi ha la possibilitat d’establir comunicacions entre nodes allunyats,
sense que els nodes intermitjos necessitin emmagatzemar el missatge [19].

Quins son els problemes que es poden plantejar i els factors a tenir en
compte quan es modela una xarxa per un graf? En primer lloc, és interessant
estudiar topologies amb propietats de simetria, ja que permeten simplificar
la definicié d’algorismes per a les comunicacions. Han estat molt estudiats
els grafs vertex-simetrics, que son grafs que es veuen de la mateixa manera
des de qualsevol dels seus vertexs. Dins d’aquests, els grafs de Cayley sén
grafs definits a partir de 'operacié d’un grup, i per tant permeten utilitzar
I’algebra [62].

A més, i dins de 'estudi de la topologia, hi ha alguns parametres del graf
que s’han de considerar si es vol que les comunicacions es realitzin de manera
eficient i fiable. El didmetre és un parametre important, ja que déna una
idea de com poden estar d’allunyats dos vertexs, és a dir del retard en les
comunicacions. Es el primer dels parametres a tenir en compte, i es demana
que sigui petit. A més el nombre d’enllacos, que en el graf és el grau, sol
estar limitat. Aquest és el primer conflicte que apareix i la cerca de grafs
amb una bona relacié entre el nombre d’enllacos i les distancies entre nodes
ha sigut 'objecte d’estudi de molts treballs en teoria de grafs [22, 43]. La
connectivitat del graf esta lligada a un problema de caire diferent: donat que
el nombre d’elements de la xarxa pot ser gran, s’ha de preveure que alguns
dels elements puguin fallar, i interessara que aixo afecti el minim possible el
funcionament de la resta de la xarxa, és a dir que el graf resultant d’eliminar
els elements que fallen segueixi sent connex.

Quant als esquemes per a les comunicacions, es distingeix entre comuni-
cacions punt a punt o encaminament de missatges, i comunicacions globals,
on es troben implicats tots els nodes.

Un encaminament és una funcié que diu, per a cada parella de vertexs,
quin és el cami que s’ha de seguir quan s’ha d’enviar informacié d’un a
I’altre. Per al bon funcionament de la xarxa, fins i tot quan es produeixen
avaries en algun dels seus elements, els algorismes d’encaminament han de
satisfer algunes propietats. Haurien de ser senzills en la seva definicié. A
més, en cas de fallada d’alguns elements, s’han de poder reencaminar els
missatges entre els nodes que segueixen actius. Es diu que I’encaminament
ha de ser poc vulnerable, i es mesura aquesta condicié amb dos parametres
basics. La vulnerabilitat del didmetre diu com augmenta el diametre del graf
quan es suprimeixen els elements que ja no estan actius, i és independent
de I'encaminament considerat [100]. El graf de supervivencia [44] és un
graf en que dos nodes sén adjacents si el cami entre aquests dos nodes
donat per I’encaminament no es veu afectat per les fallades. El seu diametre
indica en quants passos es pot reencaminar un missatge, si es volen fer
servir els camins fixats per 'encaminament [83]. Finalment, per assegurar
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que l'encaminament esta ben distribuit, és a dir, que no hi ha nodes ni
enllagos que hagin de suportar un transit excessiu quan diverses parelles de
vertexs comuniquen simultaniament, s’introdueix I'index de transmissio [35],
o nombre maxim de camins que passen per un vertex o arc. Per minimitzar
conflictes es busca que I'index de transmissié sigui petit.

En les comunicacions que impliquen tots els vertexs hi ha tres problemes
basics: broadcasting o difusié d’informacié, acumulacio, i gossiping o inter-
canvi d’informacié [56, 66]. Les restriccions imposades per com la informacié
passa d’un node a un altre a través dels enllacos i com es comporta el mis-
satge en els nodes intermitjos han donat lloc a diversos models, més o menys
realistes. Es per aix0 que la literatura sobre el tema és molt extensa.

Per acabar, un altre tipus de problema que no s’ha estudiat en aquest tre-
ball és el de 'emulacié d’una xarxa per una altra. En cas de tenir algorismes
prou bons en un cert model, pot ser interessant poder-los implementar en
una xarxa modelada per un graf diferent. El problema és com es simulen en
la xarxa els enllagos del model on es té definit 'algorisme, és a dir, Pestudi
d’immersions de grafs.

Aquesta tesi contribueix a 'estudi dels grafs com a models per a xarxes
d’interconnexié. Ha estat realitzada en el marc de les activitats de recerca
del Grup de Teoria de Grafs i Combinatoria del Departament de Matematica
Aplicada i Telematica de la Universitat Politécnica de Catalunya. Part del
treball s’ha dut a terme al Laboratoire de Recherche en Informatique de la
Université de Paris-Sud.

El treball tracta de les propietats d’una familia de grafs, anomenats
anells cordals, que poden ser representats utilitzant tessel-lacions del pla.
Tot i que en el seu conjunt els resultats, basats en gran mesura en aquesta
eina geometrica, han estat motivats per ’estudi de les comunicacions, una
part important de la tesi estd dedicada a les propietats estructurals dels
anells cordals.

Els anells cordals sén grafs regulars de grau 3 que es defineixen a partir
d’un cicle d’ordre parell, afegint a cada vertex una corda de longitud cons-
tant, senar. Associant a cada vertex un triangle, es pot fer correspondre
a cada graf de la familia una tessel-lacié del pla. El treball de cerca bibli-
ografica ha posat de manifest que, amb el nom d’anells cordals es coneixen
també altres families de grafs. Sobretot, hi ha molts treballs que parlen
d’anells cordals referint-se als grafs circulants que contenen 'l en el conjunt
de generadors, i més en particular als de grau 4 o grafs de doble llac. Un
dels objectius del treball és mostrar de quina manera els anells cordals tal
com estan definits aqui estan relacionats amb els grafs circulants. A més, es
veu que aquests grafs sén grafs de Cayley sobre el grup diédric i tenen, per
tant, bones propietats de simetria.

Quant a les propietats dinamiques d’aquests grafs, hi ha en aquesta
tesi dues parts ben diferenciades. La definicié i estudi de la vulnerabilitat
d’encaminaments en anells cordals de diametre senar i ordre maxim, i la
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definicié d’un algorisme de gossiping en el mode de comunicacié de camins
aresta-disjunts, amb l'estudi de la seva optimalitat. Aquests problemes i
altres sobre comunicacions que resten oberts han portat al plantejament de
questions referents a les propietats de simetria i als valors de certs parametres
dels grafs.

El calcul de cotes superiors de la biseccié ha estat utilitzat per a 'es-
tudi de la complexitat de I'algorisme de gossiping. Amb I'estructura ciclica
del graf s’ha pogut determinar el grup d’automorfismes i les classes d’iso-
morfisme dins de la familia, i també mostrar com la tessel-lacid associada
a un anell cordal el determina de manera tnica. En particular, es sap que
els anells cordals arc-transitius sén justament els que en la tesi s’anomenen
anells cordals optims, que tenen diametre senar i ordre maxim, i per als
quals s’ha pogut estudiar el problema de la vulnerabilitat d’encaminaments.

La organitzaci6é d’aquest treball és la segiient.

Segueix a aquesta introduccié un capitol de resultats previs, on es do-
nen les nocions basiques de teoria de grafs, i també la definicié i propietats
elementals dels grafs de Cayley i els grafs circulants. Un apartat sobre co-
municacions introdueix els conceptes basics i resultats necessaris en capitols
posteriors sobre encaminaments i comunicacions globals. Finalment, s’in-
clou en aquest capitol un apartat on es parla dels grafs de triple llag, per la
seva estreta relacié amb els anells cordals. Encara que es tracti d’un capitol
de resultats previs, 'algorisme de calcul de coordenades en un graf de triple
llag és part de Particle [18], que ha estat acceptat per a publicacié a la re-
vista Networks. L’interes de la seccid on es presenta aquest calcul és el fet
de donar una formalitzacié de la representacié dels grafs amb tessel-lacions.

En el capitol 2 es defineixen els anells cordals i s’estudien les seves propi-
etats. Es fa emfasi en la tessel-lacié associada a cada graf i les propietats
que se’n dedueixen. L’apartat 2.4 presenta un algorisme de reconeixement
d’anells cordals, i en 'apartat 2.5 es caracteritza el grup d’automorfismes
d’aquests grafs. Aquests dos apartats han constituit Particle [15], presen-
tat al congrés 6th International Colloquium on Structural Information and
Communication Complexity, (SIROCCO’99) i publicat a les seves actes.
Quant a I'apartat 2.7, on es donen cotes superiors per a l’aresta-biseccid
dels anells cordals, ha donat lloc al report de recerca [17].

Els capitols 3 i 4 tracten de problemes de comunicacions. La definicié i
estudi de la vulnerabilitat d’un encaminament per a anells cordals optims,
és a dir, amb un nombre maxim de vertexs respecte del diametre, es troba
al capitol 3. Es déna un algorisme per al calcul efectiu de vertexs centrals
en cas de fallada d’un o dos vertexs. Com s’ha comentat més amunt, aquest
capitol és part de l'article [18]. I en el capitol 4 es déna un algorisme de
gossiping en el model de camins aresta-disjunts. Es descriu el mode de co-
municacio, aixi com ’algorisme generic, basat en una descomposicié del graf
en subgrafs interconnectats, que permet després fer-ne una analisi senzilla
de la complexitat. L’optimalitat de I'algorisme s’estudia recolzant-se en els
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resultats sobre I'aresta-biseccié de I'apartat 2.7. Aquest capitol és fruit de la
col-laboracié amb Johanne Cohen del Laboratoire de Recherche en Informa-
tique de la Université Paris-Sud, i amb Margarida Mitjana, del Departament
de Matematica Aplicada I de la UPC, i ha donat lloc a l'article [16], pre-
sentat al congrés MFCS’98, Workshop on Communication, i publicat a les
actes. Una versid final d’aquest treball ha estat acceptada per a publicacid
a la revista Theoretical Computer Science.

Finalment, el capitol 5 conté, com a conclusié del treball, una descripcié
d’alguns problemes oberts, amb apunts sobre el possible desenvolupament
del treball posterior.
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Capitol 1

Previs

En aquest capitol es presenten definicions i resultats que s’utilitzen en els
capitols segiients. En la seccié 1.1 sén introduits els conceptes i propietats
basics de teoria de grafs. Seguidament es tracten alguns temes relacionats
amb aquest treball. Donat que els anells cordals sén grafs de Cayley que
provenen de grafs circulants, en la seccié 1.2 hi ha la definicié, les propietats
basiques dels grafs de Cayley en general i dels grafs circulants en particular.
A més, com que en aquest treball s’ha utilitzat la representacié mitjancant
tessel-lacions del pla per als anells cordals, en la seccié 1.4 es mostra en
que consisteix aquesta representacid i quins sén els treballs existents que
utilitzen aquesta técnica. Com es veu més endavant, es pot associar a un
anell cordal un graf de triple llag, i per tant, poden ser tils algunes de les
seves propietats, que es presenten en la secci6 1.4.1. La seccid 1.3, que tracta
sobre encaminaments i comunicacions globals, conté definicions i resultats
necessaris en els capitols 3 i 4.

1.1 Teoria de grafs

Un graf és un parell ordenat de conjunts, G = (V, E), tal que E C Ps(V).
Els elements de V' es diuen veértexs i els elements de £ es diuen arestes.
L’ordre de G és el nombre de vertexs, n = |V, i la mida de G és el nombre
d’arestes, m = |E|. Sie = {u,v} € E, es diuque u iv sén els extrems de e i
també que u i v sén adjacents i s’escriu u ~ v. Dues arestes sén incidents si
comparteixen un dels extrems. Dos vertexs no adjacents, o dues arestes no
incidents, es diu que sén independents. Normalment es representa un graf
en el pla: un punt per a cada vertex amb linies que uneixen les parelles de
vertexs adjacents. Enumerant els vertexs entre 1 in, la matriu d’adjacéncies
de G és una matriu n x n, A = (a;;), els elements de la qual sén 1 o 0:
a;; = 1 siinomés siels vertexs 4 i j sén adjacents.

Sigui G = (V, E) un graf i vun vertex de G. Es defineix el conjunt de
veins de v per: I'(v) = {u € V, u ~ v}. Aleshores, el grau de v, d(v), és el
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nombre de vertexs adjacents a v, és a dir, d(v) = |I'(v)|. El grau minim de
G és 0(G) = irél‘l;l{d(v)} iel grau mazim de G és A(G) = rglea‘;({d(v)}. En
un graf d’ordre n sempre es compleix: 0 < I <A <n—1.Sid=A=d,es
diu que el graf és regular de grau d o d-regular.

Dos grafs G = (V,E) i H = (W, F) s6n isomorfs, G = H, si existeix
una bijeccié « : V. — W tal que per a tota parella de vertexs de G, u,v €
V, {u,v} € E siinomés si {a(u),a(v)} € F. Sie = {u,v}, es defineix
de manera natural a(e) = {a(u),a(v)}. La bijeccié o es diu que és un
isomorfisme de G en H. Un automorfisme d’un graf G és un isomorfisme
de G en G. Un graf G és vertex-transitiu si per a tota parella de vertex
u, v hi ha un automorfisme de G, «, tal que a(u) = v. Un graf G és aresta-
transitiu si per a tota parella d’arestes e, f hi ha un automorfisme de G,
a, tal que a(e) = f. Sies té en compte la orientacié es diu que el graf és
arc-transitiu.

Un digraf o graf dirigit és un parell ordenat de conjunts D = (V, A), tal
que ACV xV —{(v,v), v € V}. Els elements de A es diuen arcs. Donat
un vertex v d’un digraf D el grau de sortida de v, d*(v), és el nombre
d’arcs amb origen v, i el grau d’entrada de v, d~(v), és el nombre d’arcs
amb final v. Un digraf és regular de grau d quan per a tot vertex de D,
v, es compleix d*(v) = d~(v) = d. Els conceptes que es donen per a grafs
es poden donar de manera analoga per a digrafs, amb les diferéncies que
es deriven de la definicid. A vegades pot interessar també, tan en el cas de
grafs com de digrafs, considerar arestes multiples, és a dir, arestes diferents
amb els mateixos extrems, o bé llacos, és a dir, arestes amb els dos extrems
iguals.

El graf complet d’ordre n, K,, és el graf on cada vertex és adjacent a
tots els altres. Kl graf K, que consisteix en només un vertex, s’anomena
graf trivial. El graf cami o trajecte de llargada n és el graf P, = (V, E) tal
que V = {vy,vg,...,0,} 1 E={{vs,viy1},3=1,...n—1}. El cicle d’ordre
n és el graf C), = (V,E) tal que V = {vy,v9,...,0,} 1 E = {{v;,vi41}, 1 =
L...n—=1}y U {{vg,v1}}.

Un graf és bipartit si hi ha una particié dels vertexs en dues classes tal
que cadascuna de les arestes té un extrem en cada classe.

Donat un graf G = (V, E) un subgraf de G és un graf H = (W, F') tal
que W CViF CE. SiW =V, es diu que H és un subgraf generador.
Si W C V, el subgraf induit de G per W és GIW| = (W, E(W)), on E(W)
son les arestes de G que tenen els dos extrems a W.

Un recorregut de longitud [ en G és una successié de vertexs vg, vy, ..., U
que satisfa: per a tot 7, si 0 < i < [, aleshores {v;,v;11} € E. Els vertexs
vg 1 v; s’anomenen, respectivament, origen i final del recorregut, i la resta
de vertexs son vertexs interns del recorregut. Un circuit o recorregut tancat
és un recorregut tal que vy = v;. Un cami és un recorregut sense vertexs
repetits. Un cicle és un cami tancat. Si entre dos vertexs u, v de G hi ha
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un cami, la distancia entre u i v és d(u,v) = min{l/, 3 un cami de longitud
[ de u a v}. Sientre dos vertexs u, v de G no hi ha cap cami, aleshores
d(u,v) = 0o. Un graf G és connez si per a tota parella de vertexs u, v, hi
ha un cami de v a v. Els components connezxos de G sén els subgrafs de G
connexos maximals. El diagmetre de G és D(G) = max{d(u,v), u,v € V'}.

Un graf G és k-connez si suprimint k — 1 vertexs qualssevol no es descon-
necta, és a dir, per a tot S CV, si |[S| =k — 1, aleshores G — S és connex.
La connectivitat de G, k(G) és el minim nombre de vertexs que s’han de
suprimir de G per tal que deixi de ser connex o s’arribi al graf trivial. Es
a dir, K(G) = k siinomés si G és k-connex, perd no és (k + 1)-connex.
L’ aresta-connectivitat de G, \(G), és el minim nombre d’arestes que s’han
de suprimir de G per tal que deixi de ser connex, si G # K;. Es defineix
k(K1) = 0. Es compleix per a tot graf, G, K(G) < A\(G) < §(G).

Un wvértex-bisector de G és un subconjunt de V' que separa el graf en
dos conjunts de vertexs d’igual cardinal, és a dir, hi ha una particié en dues
classes del conjunt V' menys el conjunt bisector, totes dues amb el mateix
nombre de vertexs, de manera que no hi ha cap aresta amb un extrem
a cada classe. La wvértex-biseccio de G és el minim cardinal dels vertex-
bisectors. Un aresta-bisector de G© és un subconjunt de E que separa el
graf en dos conjunts de vertexs amb cardinal igual o diferents en una unitat,
és a dir, hi ha una particié en dues classes del conjunt V' amb el mateix
nombre de vertexs, o un d’ells amb un vertex més que l’altre, de manera
que les iniques arestes entre aquests dos conjunts sén les de ’aresta-bisector.
L’aresta-biseccio de G és el minim cardinal dels aresta-bisectors.

Un recorregut de G és eulerid si en ell apareixen totes les arestes una
unica vegada. Es diu que un graf és euleria si té un circuit euleria. Un graf
connex GG és euleria si i només si tots els vertexs tenen grau parell. Un graf
connex GG té un recorregut euleria de v a v si i només si els tnics vertexs
de grau senar de G sén v i v. Un cami de G és hamiltonia si recorre tots
els vertexs. Es diu que un graf és hamiltonia si té un cicle hamiltonia. No
es coneix un teorema de caracteritzacié de grafs hamiltonians.

Un graf T'= (V, E)) és un arbre si és connex i aciclic. Els arbres sén els
grafs connexos minimals, o bé els grafs aciclics maximals. Es poden definir
també com els grafs tals que entre dos vertexs qualssevol hi ha un tnic
cami. Una fulla d’un arbre és un vertex de grau 1. Donat un graf G, un
arbre generador de G és un subgraf generador de G que com a graf és arbre.

Una k-coloracié d'un graf G és una aplicacié ¢ : V. — {1,...,k} tal
que si u 1 v so6n vertexs adjacents de G, aleshores c¢(u) # c¢(v). La imatge
d’un vertex, c(u), es diu color de u. Si un graf admet una k-coloracié es
diu que és k-colorable. Una k-aresta-coloracié d’un graf G és una aplicacid
c: E — {l,...,k} tal que si e; iey s6n arestes incidents de G, aleshores
c(e1) # c(e2). La imatge d’una aresta, c(e), es diu color de e.

Altres definicions i resultats generals de teoria de grafs es poden trobar
en [26] o bé en [32].
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1.2 Grafs de Cayley

Els grafs de Cayley van ser introduits com una manera de representar
grups [30, 31]. Amb els elements del grup com a conjunt de vertexs, les
adjacéncies es defineixen mitjancant un subconjunt generador a partir de
Poperacié del grup. Aixo permet utilitzar 1’algebra per a lestudi de les
seves propietats. En particular, com que sén vertex-transitius, és a dir, tots
els seus vértexs sén equivalents, poden ser bons com a models de xarxes
d’interconnexid, a ’hora d’implementar algorismes d’encaminament i de co-
municacié (vegi’s la seccié 1.3). Sobre grafs de Cayley en general i propietats
de simetria en grafs en particular, la literatura és molt extensa. Una de les
referéncies interessants és el llibre [58], del qual formen part el treball de
Scapellato [106] sobre grafs veértex-transitius i grups de permutacions, I’es-
tudi sobre isomorfisme de grafs circulants d’Alspach [7], i el survey sobre
grafs de Cayley i xarxes d’interconnexié de Heydemann [62], on es donen
resultats sobre encaminaments, connectivitat i index de transmissié. Alguns
autors estudien les propietats dels grafs de Cayley i com classificar-los a par-
tir de lestructura del grup sobre el qual estan definits, Li et al. [81]. Hi ha
també treballs que estudien les propietats dels grafs de Cayley com a models
de xarxes d’interconnexid, per exemple els de Akers i Krishmamurthy [5, 6],
Annexstein et al. [11], el de Dinneen i Hafner [43] sobre el problema (A, D),
Annexestein i Baumslag [10] presenten cotes sobre el diametre i la biseccié
en grafs de Cayley, Hamidoune i Serra en [60] calculen la vertex-biseccié
de grafs de Cayley sobre grups abelians, i Schibell [107] estudia problemes
d’encaminament utilitzant la representacié de recorreguts per una successio
de generadors.

Tot seguit es presenten la definicié i les propietats basiques d’aquests
grafs. Per a les definicions i resultats basics de teoria de grups es poden
consultar, per exemple, els llibres [59] i [102].

1.2.1 Definicid

Donat un grup (T, *) i un subconjunt de T', S, el graf de Cayley de T" i S
és el digraf Cay(I',S) amb conjunt de vertexs I' i arcs (g,g * s) per a tot
g €T, s€S. Un arc de la forma (g,g * s) es diu que esta etiquetat per s
o que té color s. Si el subconjunt S genera I', el graf Cay(I",S) s’anomena
graf de Cayley de I' generat per S.

Si S no conté ’element neutre i és tancat per inversos, aleshores Cay(T', S)
és un graf, o un digraf simetric.

Els grafs de Cayley més senzills son el graf complet K, i el cicle C),. Els
grafs circulants, presentats més avall, sén grafs de Cayley sobre grups ciclics.
L’hipercub H(n), el graf Star, el graf Butterfly sén també grafs de Cayley
que han estat estudiats des del punt de vista de les xarxes d’interconnexié
(vegi’s [79, 104]).
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1.2.2 Propietats

Els grafs de Cayley s6n vertex-transitius. En efecte, si G = Cay(T', S), es
pot considerar per a tot w € I" la bijeccié de I' donada per oy, (v) = w*v per
a tot v € I'. Aquestes bijeccions sén automorfismes del graf que conserven
el color de les arestes. S’anomenen translacions i formen un subgrup regular
del grup d’automorfismes de G, isomorf a I', denotat per G, = {ay,, w € I'}.
Sabidussi en [105] caracteritza els grafs de Cayley com els grafs tals que el
seu grup d’automorfismes conté un subgrup que actua regularment sobre el
conjunt de vertexs.

Donats dos vertexs qualssevol d’un graf de Cayley, x i y, "automorfisme
Qzy = Q-1 68 la translacié que satisfa a, (1) = y.

Els resultats coneguts sobre hamiltonisme en grafs de Cayley es presen-
ten en els treballs de Gallian i Witte [57] i de Curran i Gallian [39]. La
conjectura, proposada per diversos autors, que diu que tot graf de Cayley
de més de dos vertexs és hamiltonia, resta oberta.

1.2.3 Grafs circulants

Els grafs de Cayley sobre Z,, s’anomenen digrafs circulants, ja que van ser
definits per primera vegada com grafs per als quals la matriu d’adjacencia
és una matriu circulant. Quan sén simetrics, és a dir, quan el subconjunt
generador és tancat per inversos, s’anomenen grafs de multiple pas, i han
estat molt estudiats des del punt de vista de les xarxes d’interconnexié
(vegi’s el survey de Bermond et al. [20]). El problema de I'isomorfisme entre
circulants també ha estat molt estudiat utilitzant les propietats de Z,, com
a grup i de 'anell de les arrels n-esimes de la unitat. La generalitzacié de la
definici6 ha donat lloc a noves families de grafs com els grafs c-circulants [28,
88] i els grafs endo-circulants [27, 29], o els circulants multidimensionals [53,
54].

Definicid

El digraf circulant d’ordre n i grau d amb passos A = {ay, ag,...,aq} C Zp,
G(n, A), és el digraf amb conjunt de veértexs Z,, i adjacéncies donades pels
passos, de manera que per a tot ¢ € Zjy, 1 és adjacent a i + aj, per a tot
j=1,...d. Es a dir, G(n, A) és el graf de Cayley sobre Z,, amb subconjunt
generador A. Si A = —A es tracta d’un graf.

Els digrafs circulants de grau dos s’anomenen digrafs de doble llag, i els
de grau quatre simetrics grafs de doble lla¢. Igualment, els digrafs circulants
de grau tres s’anomenen digrafs de triple llag, i els de grau sis simetrics grafs
de triple llag. El graf de doble lla¢ d’ordre N i passos A i B és el graf
Dy(A,B) = G(N,S), on el conjunt S és S = {+A,+B}. Aixi, el conjunt
de vertexs és Zy i per acada i1 € Zy, i ~i+ A ii ~ 1+ B, amb les
operacions modul N. El graf de triple lla¢ d’ordre N i passos A, B i C
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és el graf Ty (A, B,C) = G(N, S), on el conjunt S és {+A,+B,+C}. Com
en els grafs de doble llag, el conjunt de vertexs és Zy i per a cada ¢ € Zy,
t1~i+ A i~i1+tBii~i+C, amb les operacions modul N.

Propietats

Una matriu n xn, M = (a; ), es diu que és circulant si i només si la fila i 41
s’obté desplacant ciclicament un lloc cap a la dreta els elements de la fila
i [40]. Peratoti=1,...n—1, ai41j =a;j-1 si2 <5 <n,iai41,1 = aip.
Un digraf G és un digraf circulant si i només si, amb un cert ordre per als
vertexs, la seva matriu d’adjacencies és una matriu circulant.

Un digraf és circulant si i només si el seu grup d’automorfismes té un
subgrup ciclic. Aix0 és conseqiiencia de la caracteritzacié dels grafs de Cay-
ley donada per Sabidussi [105], i implica que tot graf vertex-transitiu d’ordre
primer és circulant [80, 110].

La conjectura d’Ad4dm, proposada el 1967 en [1], diu que dos digrafs
circulants G(n, A) i G(n,A’) sén isomorfs si i només si hi ha un element
inversible, A € Z%, tal que A’ = MA. Es clar que si A’ = XA amb X
inversible, aleshores G(n, A) = G(n, A’), pero el reciproc és fals. Aixo va
donar lloc al concepte d’Adam-isomorfisme: dos digrafs circulants G (n, A) i
G(n, A’) sén Adém-isomorfs si existeix un \ € 77 tal que A" = AA. Aquest
concepte també ha estat també generalitzat a grafs de Cayley sobre altres
grups [27, 29, 54].

Elspas i Turner [47] mostren que els grafs de triple lla¢ T16(1,2,7) i
T16(2,3,5) sén isomorfs perd no Adém isomorfs. En treballs posteriors,
diversos autors han estudiat per a quins grafs la conjectura d’Adédm és certa,
és a dir, per a quins valors de n i de d és el mateix isomorfisme que Adém-
isomorfisme. Per exemple, Alspach i Parsons [8] donen resultats en termes de
Pordre i Toida en [109] en termes del grau, Boesch i Tindell [25] conjecturen
i Delorme et al. [41] demostren que per a d = 2 la conjectura d’Addm és
certa. També Mans et al. [84] extenen la classe de grafs que satisfan la
conjectura d’Ad4dms amb tecniques de teoria de nombres sobre arrels de la
unitat. Muzychuk [95] estudia el problema de reconeixer un graf circulant.

1.3 Comunicacions

Sén diversos els problemes que es plantegen quan s’estudien els grafs com
a models de xarxes d’interconnexié. En general, per treballar en paral-lel
o en distribuit interessa que les comunicacions entre nodes siguin fiables i
eficients. En aquest sentit és interessant ’estudi d’algorismes d’encamina-
ment i de comunicacié en diferents topologies. Es parla d’encaminament
quan es volen establir comunicacions d’un node a un altre de la xarxa, i de
comunicacions globals quan les comunicacions es realitzen entre conjunts de
nodes, ja sigui per difondre la informacié d’un node a tots els altres (o a un
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subconjunt), broadcasting; acumular la informaci6 de tots els nodes (o d’un
subconjunt) cap a un, acumulacié; o bé de fer conéixer a tots els nodes tota
la informacié del conjunt de tots els nodes, gossiping.

1.3.1 Encaminaments

Un encaminament estableix les comunicacions punt a punt. En general és
interessant que ’encaminament estigui definit de manera senzilla, aprofitant
les simetries del graf per tal que els camins siguin facils de determinar.
En aquest sentit, diversos autors han estudiat encaminaments compactes i
encaminaments per intervals. Per exemple, Narayanan et al. [96], Krizanc i
Luccio [77].

A més de problemes relacionats amb la definicié de ’encaminament, hi
ha dos tipus de problemes importants. En primer lloc, el comportament
de la xarxa quan es produeixen fallades. Per exemple, la connectivitat del
graf és un parametre que és independent de com es realitzin les comuni-
cacions i que déna una primera mesura de la fiabilitat de la xarxa, ja que
indica el nombre maxim d’elements que poden fallar, si es vol assegurar
que la xarxa segueix funcionant, és a dir, que el graf obtingut en eliminar
els elements que fallen segueix sent connex. La vulnerabilitat del diametre,
també independent de ’encaminament, mesura com augmenta el diametre
del graf quan falla un cert nombre d’elements [100]. En canvi, fixat I'en-
caminament, estudiar-ne la vulnerabilitat és veure com es poden connectar
els vertexs en cas que un element o més d’un falli. Un dels primers treballs
sobre aquest tema és el de Dolev et al. [44], on s’introdueix el concepte de
graf de supervivéncia. Es poden citar també, entre d’altres, els treballs de
Mukhopadhyaya i Sinha [94] sobre vulnerabilitat d’encaminaments en grafs
de multiple pas, i en grafs de doble i triple llag, Aguilé i Fiol [2], Arden i
Lee [12], Escudero et al. [49], Fabrega i Zaragoza [51], Liestman et al. [82],
Manabe et al. [83], Mukhopadhyaya i Sinha [94], Narayanan i Opatrny [96],
i Zaragoza [115].

El segon tipus de problemes, que no es presenten aqui, sén els proble-
mes deguts a conflictes. Quan hi ha més d’una parella de vertexs que es
comuniquen entre ells pot ser que els dos camins comparteixin vertexs o
arestes. El nombre de camins que passen per cada element, o index de
transmissid, depén de l'encaminament i interessa que sigui com més petit
millor. La resolucié de problemes de congestié o, en el cas extrem,de blo-
catge, haurd de passar per la redefinicié dels camins. Si es fa de manera
dinamica parlem d’encaminaments adaptatius (vegi’s el capitol 3 de [104] i
les seves referéncies).

Un encaminament en un graf és una funcié que defineix un cami per a
cada parella de vertexs (z,y) — p(z,y) =z, 21, ..., Tr—1,Y.

Un encaminament és de cami minim si per a tota parella de vertexs el
cami definit té longitud igual a la distancia. Un encaminament és consistent



14 Previs
si per a tota parella de vertexs z iy amb p(z,y) = z,21,...,%q-1,y €S
compleix p(z, ;) = T, %1, , Ti—1,%; 1 p(Li,Y) = Tiy Tix1, ..., Y, Per a tot i

entre 1 i d—1. Si un encaminament és consistent, al fixar un vertex v del graf
i considerar la unié dels camins p(v, x), per a tot vértex x, s’'obté un arbre.
Un encaminament és bidireccional si per a tota parella de vertexs x iy amb
p(z,y) = z,21,...,24-1,y es compleix p(y,z) = y,T4—1,...,%2,T1,T, 6S a
dir, si el cami de y a x és el cami de x a y recorregut en sentit contrari.

Siguin G un graf, p un encaminament en G, i F C V amb |F| < k(G).
Aleshores, el graf de supervivéncia associat, R(G, p)/F, és un digraf que in-
dica quins camins segueixen funcionant quan els elements de F' fallen, és a
dir, quins camins no contenen vertexs de F. Aixi, R(G,p)/F = (Vg, ER),
amb Vp =V — F, vértexs de G — F, i {z,y} € Er siinomés si p(z,y) no
conté cap element de F'. Donat que el subconjunt F' indica quins son els
elements del graf que fallen, la condicié |F| < k(G) assegura la connexi6
del graf resultant. De manera analoga es pot definir el graf de supervivencia
quan fallen enllagos. En aquest cas es tindra F C E amb |F| < A(G). El
diametre del graf de supervivencia déna una mesura de la vulnerabilitat de
I’encaminament. Donada una xarxa, un problema interessant és trobar en-
caminaments que tolerin la fallada de molts elements, sense que el diametre
de I'arbre de supervivencia s’incrementi massa.

Es diu que un vertex és (p, F')-central si en R(G,p)/F és adjacent cap a
i des de tots els altres. L’existéncia d’un vertex central és interessant perque
permet redefinir el cami entre dos vertexs qualssevol de fora de F' en només
dos passos, és a dir, assegura que el diametre del graf de supervivencia és 2.

1.3.2 Disseminacio d’informacio

En l'estudi de les propietats de les xarxes d’interconnexid, el problema de
la disseminacié d’informacié és una area de recerca molt activa [56, 104].
De fet, per que un graf sigui un bon model per a una xarxa d’intercon-
nexio, les comunicacions en que es troben implicats tots els vertexs, és a
dir, la difussié de la informacié d’un vertex a tots els altres, 'acumulacid
de la informacié de tots els vertexs en un, o bé la difussié simultania de la
informacié de tots els vertexs a tots els altres, s’han de poder realitzar de
manera eficag. La majoria de les biblioteques de comunicacions existents
per a sistemes paral-lels, com MPI [99], inclouen procediments per a real-
itzar aquests processos. Aix0 és degut a que la resolucié d’un problema 1inic
per diversos processadors passa per la distribucié de dades i 'intercanvi i
comparacié de resultats intermitjos. Per exemple, per a la sincronitzacié de
processos [113], per a algorismes de cerca [42], i per a algorismes d’algebra
lineal [45].
Hi ha tres problemes basics:

Difussié o broadcasting des d’un vertex: la informacié que coneix un vertex
s’ha de difondre a tots els vertexs del graf.
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Acumulacié en un vertex: hi ha un vértex que ha d’arribar a coneixer la
informacié de tots els altres.

Intercanvi o gossiping: cadascun dels vertexs ha d’arribar a coneixer la in-
formacié de tots els altres.

L’intercanvi d’informacié entre dos vertexs, en el cas no dirigit, o la
transmissié d’informacié d’un vertex a un altre, en el cas dirigit, s’anomena
una crida. Un algorisme de comunicacié es defineix com una seqiiéncia
d’etapes, cadascuna de les quals esta constituida per un conjunt de crides que
es produiran simultaniament. El nombre d’etapes és el temps de ’algorisme,
si no es tenen en compte la llargada del missatge ni les distancies entre
vertexs. Les restriccions a I’hora de definir les etapes d’un algorisme depenen
del mode de comunicacié considerat.

En un cert model, o mode de comunicacio, interessa estudiar algorismes
de comunicacié amb temps el més petit possible. Aixi, per un graf donat,
o per a una familia de grafs, es busquen algorismes optims. Es tenen les
definicions seglients, per als problemes de broadcasting, acumulacio i gossip-
mng.

El model es denota per M, i siguin G un graf (en alguns models podria
ser un digraf) i v un dels seus vertexs.

1. ba(v,G) és el minim nombre d’etapes d’un algorisme de broadcasting
des de v, en el model M.

2. by (G) = maxyey byr(v,G) és el temps de broadcasting de G en el
model M.

3. ap(v,G) és el minim nombre d’etapes d’un algorisme d’acumulacid
cap a v, en el model M.

4. ap(G) = maxyecy by (v, G) és el temps d’acumulacié de G en el model
M.

5. gu(G) és el minim nombre d’etapes d’un algorisme de gossiping de G,
en el model M.

Una distincié que es fa en tots els models, independentment d’altres que
hi pugui haver, és si els vertexs d’una crida intercanvien la informacid, (mode
2-way o full-duplez, els enllagos sén arestes) o bé si una crida és un parell
ordenat de vertexs, de manera que la informacié passa d’un veértex cap a
Paltre perd no a l'inrevés (mode 1-way o half-duplez, els enllagos sén arcs).

Els resultats que es donen a continuacié suposen que, tant per a models
full-duplex com half-duplez, la xarxa estd modelada per un graf. Aleshores
el problema del broadcasting i el problema de "acumulacié sén equivalents
ies té by(v,G) = apm(v,G) 1 by (G) = apm(G). Aixd és aixi ja que un
algorisme de broadcasting déona automaticament un algorisme d’acumulacié,
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invertint el sentit de les comunicacions i ordre de les etapes. A més, ay(G)
i by (G) donen una cota per a gpr(G), ja que es pot fer gossiping acumulant
la informacié en un vertex i fent una difussié a tots els altres des d’aquest
vertex (broadcasting).

Sobre aquest tema, la literatura és molt extensa, amb problemes tipics
com trobar cotes per al temps de broadcasting i gossiping en grafs complint
certes condicions, donar algorismes per a aquests problemes en families con-
cretes de grafs, trobar grafs que satisfacin les cotes inferiors o superiors que
es coneixen, i també que satisfacin una certa cota i tinguin alguna propietat
afegida. En [56, 61, 66] es troben els resultats basics en els primers models
estudiats, aixi com referéncies a altres treballs sobre comunicacions globals.

El mode estandard de comunicacié

En el mode estandard de comunicacié, la comunicacié es realitza a través
dels enllagos, arestes en al model full-duplezx, que s’anomena mode telefon, i
arcs en el model half-duplex, que s’anomena mode telegraf.

El mode telefon es caracteritza per les dues condicions segiients:

1. un vertex només pot prendre part en una crida a cada etapa (1-port);

2. dos vertexs poden intercanviar informacio si en el graf hi ha una aresta
que els uneix.

En el mode telegraf, la comunicacié es realitza amb les mateixes restric-
cions que en el mode telefon, llevat que les crides estan determinades per
arcs en lloc de per arestes, tal com s’ha especificat en la distincié entre
full-duplex i half-duplex.

Designant el mode telefon per F, i el mode telegraf per H, a continua-
ci6 es dona un resum d’alguns resultats basics sobre la complexitat de les
comunicacions en aquest model (vegi’s [66]).

Donat que els problemes de broadcasting i acumulacié sén equivalents,
en els resultats es parla només del temps de broadcasting. Es poden obtenir
amb raonaments senzills les cotes segiients, on G és un graf qualsevol d’ordre
n:

2. [logyn] < min,ey bp(v, G) < bp(G);
3. siel graude G és d, bp(G) < (d—1)D(G) + 1;
4. [logyn] < gr(G) < gu(G).

En [36], Comellas i Hell donen algorismes de broadcasting optims per als
anells cordals.
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El mode de camins aresta-disjunts

En el capitol 4 d’aquesta tesi es considera el model edge-disjoint paths o
camins disjunts per arestes, en el qual els dos vertexs d’una crida poden
estar a distancia més gran que 1. La comunicacié es realitza a través de
camins, amb la condicié que a cada etapa, els camins han de ser disjunts
per arestes (o arcs, en el cas dirigit).

Aquest model va ser introduit per Farley en [52], i es caracteritza per les
restriccions segiients:

1. un vertex només pot prendre part en una crida a cada etapa (1-port);

2. la comunicacié entre dos vertexs d’una crida, es realitza a través d’'un
cami;

3. els camins que corresponen a crides simultanies, és a dir, en una mateixa
etapa, no poden compartir arestes (en el cas 2-way) o arcs (en el cas
1-way).

El model vertez-disjoint paths o camins disjunts per vertexs, es pot definir
de manera analoga substituint la hipotesi [3.] per la segiient:

3'. els camins que corresponen a crides simultanies, és a dir, en una mateixa
etapa, no poden compartir vertexs.

En aquests models es permet que els vertexs que constitueixen una crida
puguin ser a la vegada vertexs intermitjos en el cami corresponent a dos
vertexs d’una altra crida.

En [52], Farley demostra que aquest model permet fer broadcasting en
una xarxa qualsevol de n vertexs en [logyn] etapes. La prova utilitza
camins a través de les arestes d’un arbre generador del graf. En canvi, el
problema del gossiping per a un graf qualsevol resta obert.

De fet, els treballs actuals en els modes de camins aresta-disjunts i de
camins vertex-disjunts inclouen la restriccié:

4. un vertex intermig en un cami corresponent a una crida no pot ser origen
o final en una altra crida.

Aquests models es denoten per 2EDP, 1EDP,2VDP i 1VDP, on el 2
indica que es tracta del mode full-duplex i I'1l indica que es tracta del mode
half-duplez. El mode EDP es diu a vegades mode line.

Hromkovic et al. [68] donen algorismes de broadcasting en el model
1EDP, a partir dels quals es dedueix per a un graf G d’ordre n que

[logon] < bippp(G) < [loggn] +1

En realitat, es pot veure que si en G hi ha un cami hamiltonia d’origen v, es
té bippp(v,G) = [logyn|. L’algorisme per a un graf hamiltonia simula un
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algorisme de broadcasting en I’hipercub. En el cas de grafs no hamiltonians,
es treballa amb arbres generadors, i es demostra que pels arbres binaris
complets la cota s’assoleix.

En el mateix treball es donen cotes inferiors del temps de gossiping en
aquest model per a algunes families de grafs. Els mateixos problemes en el
mode VDP sén estudiats en [67]. Per al problema del gossiping en el mode
EDP, es tenen resultats per arbres (Laforest [78]) i també per grafs planars
i graelles (Klasing [75]).

El treball citat de Klasing constitueix un bon resum de resultats coneguts
en els modes EDP i VDP. En particular, les cotes conegudes per al temps
de gossiping en grafs qualssevol, presentades per Klasing en [76], sén:

Mode VDP: Si Gy ¢és un graf d’ordre n i vertexs-biseccié k,
2[logy n] — [logy k] — [logy logy k| — 6 < gavpp(Gn k)

isik <

, aleshores
0gy N

govppP(Gn k) < 2[logyn| —logy k — log, logy k 4 2
Mode EDP: Si Gy, és un graf d’ordre n i aresta-bisecci6 k,
2[logy n] —logy k —logylogy k — 6 < g2rpp(Gn i) < 2[logy n]

Les demostracions per a les cotes inferiors es fan, en tots dos models, comp-
tant en un nombre donat d’etapes, quina quantitat d’informacié pot passar
a través d’un conjunt minimal de veértexs (en mode VDP) o d’arestes (en
mode EDP) que separi els vertexs en dos conjunts del mateix cardinal.

1.4 Grafs i tessel-lacions

Una tessel-lacio del pla és un recobriment del pla amb regions poligonals. Si
tots els poligons sén iguals es diu que la tessel-lacié és regular.

Per representar un graf o un digraf mitjancant una tessel-lacié del pla
s’associa a cada vertex del graf un poligon de tants costats com el grau del
vertex, i es defineixen les adjacéncies entre poligons com adjacencies entre
vertexs, amb orientacié si es tracta d’un digraf. Aquest procediment déna,
en alguns casos, una tessel-lacié. Per exemple, per a un graf regular de grau 5
no es podra obtenir mai una tessel-lacié, ja que degut a les seves propietats
topologiques el pla no es pot tessel-lar amb pentagons. Treballant amb
tessel-lacions regulars dels pla, el grau només pot ser 3, 4 o 6. Els esquemes
d’adjacencies per a aquests tres casos es mostren a la figura 1.1.

En general, un graf o digraf es pot representar mitjancant una tessel-lacié
del pla si se li pot associar algun d’aquests esquemes d’adjacéncies de manera
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Figura 1.1: Tessel-lacions amb triangles, quadrats i hexagons.

que una regié del pla que contingui una tnica vegada cadascun dels vertexs,
es repeteixi periodicament en iterar I’esquema d’adjacéncies i tot el pla quedi
recobert. Aquesta regio, que es pot triar de més d’una manera, s’anomena
rajola associada al graf. A més, el conjunt de poligons que contenen un
vertex fixat és un reticle del pla, que determina la tessel-lacio.

L’estudi de grafs i digrafs associats a tessel-lacions va ser iniciat per
Wong i Coppersmith [112] i Fiol et al. [55].

Els grafs més senzills que es poden representar d’aquesta manera sén les
malles toriques i els grafs i digrafs de doble llag, amb un quadrat per a cada
vertex, els grafs i digrafs de triple llag amb el tercer pas igual a la suma dels
dos primers, amb un hexagon per a cada vertex, i els anells cordals, objecte
d’estudi d’aquest treball, amb un triangle per a cada vertex. Pero hi ha
altres families de grafs que es poden representar mitjancant tessel-lacions.
Per exemple, Aguil6 et al. [3] treballen amb tessel-lacions tridimensionals
de l'espai per, associant a cada vertex un cub, estudiar els grafs de triple
llag amb passos qualssevol; i treballant encara al pla, Morillo [89] i Yebra
et al. [114] associen una tessel-lacié6 amb quadrats als grafs de Petersen ge-
neralitzats, associant cada quadrat a una parella de vertexs. Morillo en la
seva tesi [89] déna un estudi de les diverses possibilitats a partir d’aquests
esquemes.

Donat que un recorregut en el graf es tradueix en la tessel-lacié per un
recorregut entre poligons mitjancant les adjacencies, aquesta representacio
geometrica permet estudiar algunes propietats dels grafs relacionades amb
distancies i camins. El problema de minimitzar el didmetre per un ordre
donat, i el de maximitzar 'ordre coneixent el diametre, han estat estudiats
per a diverses families en els casos dirigit i no dirigit. Aixi tenim, entre d’al-
tres, els treballs d” Aguil6 i Fiol [2], Aguilé et al. [3], Bermond i Tzvieli [23],
Chen i Jia [33], Du et al. [46], Erdés i Hsu [48], Esqué et al. [50], Fiol et
al. [55], Hsu i Shapiro [69, 70], Morillo et al. [92, 93], Tzvieli [111] i Yebra
et al. [114].

Quant a l'estudi de problemes d’encaminament i disseminacié d’infor-
macid, les tessel-lacions han estat utilitzades per diversos autors per definir
encaminaments amb bones propietats i algorismes de comunicacié. Escude-
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Figura 1.2: El graf de triple llag T12(1,2, 3).

ro et al [49] i Fabrega i Zaragoza [51] han estudiat encaminaments en grafs
i digrafs de doble llac. Liestman et al. [82] estudien el problema del broad-
casting en grafs de doble i triple llag, i el mateix problema és estudiat per
Comellas i Hell en [36], i per Armitage en [13]. Narayanan et al. [97] donen
una cota superior per a I'index optic dels grafs de doble llag.

1.4.1 Grafs de triple llag

Un graf de triple lla¢ d’ordre N amb passos A, B i C és un graf Ty (A, B, C)
amb vertexs de Zy i adjacéncies definides per: ¢ € Zy = 1 ~ i+ A, i ~
1+ B,i~1+C. En la figura 1.2 es dona un exemple de graf de triple llag.

Aquests grafs sén 6-regulars, connexos quan mecd(N, A, B,C) = 1. Sén
grafs de Cayley sobre Zy, i per tant com a digrafs simetrics sén circulants.
Per cada parella de vertexs, x, y, la translacié « tal que a(z) =y ve donada
per a(i) =i+ y — x, per a tot 1 de Zy.

A continuacid es resumeixen algunes propietats dels grafs de triple llag
amb passos A, B i C = —(A+ B), que es poden representar mitjangant una
tessel-lacié del pla, on cada vertex correspon a un hexagon, segons l’esquema
de la figura 1.3.

Els vertexs es repeteixen periodicament, de manera que els hexagons que
contenen el vertex 0, o qualsevol altre vertex fixat, constitueixen un reticle
del pla, i es pot trobar un (o més d’un) patré que recobreix el pla i que conté
tots els vertexs del graf una vegada i només una. Les translacions del graf
com graf de Cayley corresponen a les translacions del pla.

Utilitzant la tessel-lacié es pot calcular 'ordre maxim d’un graf de triple
llag de diametre donat D. A partir d'un hexagon central, es compta el
nombre d’hexagons que hi pot haver a distancia com a molt D. Tal com es
veu a la figura 1.4, es demostra que si Ty (A, B,C), amb C = —(A + B), té
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i+C i-B

i-A i+A

i+B i-C
Figura 1.3: Adjacencies i tessel-laci6 per a Ty (A, B, C).

diametre D, aleshores
N < Np=3D?+3D +1

La tessel-lacié que correspon a aquesta rajola déna les equacions del
reticle de zeros (vegi’s la figura 1.5). Aixi, un graf de triple lla¢ d’ordre Np
té diametre D si els passos satisfan les equacions en Zy,:

A+B+C =
(D+1)-A-D-B =
D-C—(D+1)-B =

i la condici6 de connexitat med(A, B, Np) = 1.

Les ternes (A, B,C) = ((3D+1) B, B,—(3D +2) B) verifiquen les equa-
cions per a tot B € Zy,. Amb aquests valors per A, B, C' es compleix la
condicié med(A, B, Np) = 1 si i només si B € Z} . Aixi doncs, el graf de
triple llag Ty, ((3D+1) B, B, —(3D+2) B) té diametre D peratot B € Z} .
I a més, per a qualsevol parella de no divisors de zero, B, B’ € Ly, Vapli-
cacié z — B' B~! z és un isomorfisme entre Ty, ((3D+1)B, B, —(3D+2)B)
iTy, (3D +1)B",B",—(3D +2)B’).

Hi ha encara una altra possibilitat de distribucié dels zeros del reticle,
associada al graf de triple llac de diametre D i ordre Np, que prové d’una
distribuci6 diferent de les rajoles per a tessel-lar el pla. La diferencia amb
el que es presenta a la figura 1.5 és, simplement, una simetria respecte d’'un
eix vertical. Aix0 ddéna els mateixos passos, ordenats de manera diferent.
Per tant, s’obtenen tots els grafs de triple llag de diametre D i ordre maxim.

En [115], Zaragoza estudia la vulnerabilitat d’encaminaments en aquests
grafs. En els calculs s’utilitzen les coordenades dels vertexs, sense donar
pero un procediment per a calcular-les.

En I'apartat segiient es defineixen les coordenades dels vertexs, i es déna
un algorisme per a calcular-les.
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Figura 1.4: Ordre maxim per a un graf de triple llag.

1.4.2 Coordenades dels vertexs d’un graf de triple llag

En els grafs de triple llag que s’estudien aqui els tres passos, per tant tres
direccions, satisfan una relacié de dependeéncia que fa que es puguin repre-
sentar en el pla. La relacié C = —(A + B) que compleixen els passos s’ha
de traduir per una relacié de dependencia lineal entre els vectors que els
representen. Les ternes de coordenades enteres correspondran a un vertex
del graf. Pero hi ha més d’una terna per a cada vertex.

Coordenades dels hexagons

Considerant la tessel-lacid del pla per hexagons regulars i prenent com a
origen de coordenades, O, el centre d’un hexagon, i com a sistema de re-
feréncia els vectors A = (1,0), B = (=1/2,—/3/2) i C = (=1/2,v/3/2), els
centres dels hexagons son les combinacions lineals dels vectors A, B i C de
coeficients enters. I un hexagon de centre P tindra per veins els hexagons
de centres P A, P£B i P+ C,ies compleix A+ B = —-C.

Definicié 1.1 Es pot identificar un hexagon amb el seu centre. Es diu que
una terna (m,n,p) representa 'hexagon P si i només si (m,n,p) son les
coordenades del vector OP en el sistema de referéncia {A,B,C}, és a dir,
si el vector mA + nB + pC ¢és el vector OP.

La relacié A + B + C = 0 déna un conjunt infinit de representants per
a un hexagon. Aquest conjunt es denota per [P| = {(m,n,p) representants
de P}. Si (m,n,p) € [P] aleshores [P] = {(m,n,p) + A(1,1,1)}.

Definici6 1.2 Sigui (m,n,p) € [P] tal que |m| + |n| + |p| = d és minim.
La terna (m,n,p) es diu que son les coordenades de I’hexagon P id és la
distancia entre O i P.
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Figura 1.5: Tessel-lacié per a ordre maxim donat el didametre.

Les coordenades de P s6n tiniques i es poden definir equivalentment com
la terna que representa P tal que: almenys una coordenada és nul-la i si les
altres dues no ho sén, tenen signes oposats.

En dues dimensions es pot parlar de coordenades en funcié de A i B, o
de coordenades en funcié de B i C o en funcié de A i C. Si (m,n,p) € [P]
aleshores (X,Y,0) = (m —p,n — p,0) € [P] és 'inica terna amb tercera
coordenada nul-la que representa P. De manera andloga, (0,Y’, Z") = (0,n—
m,p—m) i (X",0,Z") = (m —n,0,p —n) també representen P.

Coordenades dels veértexs

Fixats dos enters A i B, s’associa a cada hexagon P el nombre enter m A +
nB+pC,on C=—(A+B) i(m,n,p) €[P]. Si(A,B,C) =\, per a cada
enter del conjunt AZ hi haura un conjunt d’hexagons que el contindran.

D’aquesta manera, i prenent com a origen un hexagon O que contingui
el vertex zero, es pot parlar de coordenades d’un hexagon i de coordenades
d’un vertex, de la manera segiient.

Donat un graf de triple lla¢ T (A, B, C), amb C' = —(A+ B), construim
la seva tessel-lacié associada a partir de la tessel-lacié del pla amb hexagons.
S’associa a ’hexagon O el vértex 0, i si 'hexagon P té associat el vertex z,
aleshores s’associa a ’hexagon P+J el vertex z+.J, pera J = +A,+B, +C,
tal com es veu a la figura 1.3.

Definicié 1.3 Una terna (m,n,p) representa el vertex z si i només si z =
mA+nB+pC enZy, que és equivalent o dir que el vertex z és el vertex
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associat a l’hexagon de coordenades (m,n,p).

S’escriu [z] = {(m,n,p), nA+nB+pC =y z}, on =y indica la igualtat
en Zy. El reticle del pla format pels hexagons que contenen el vertex z es
denota per R,. Per a cada vertex z del graf el conjunt R, de punts que
contenen el vertex z és una translacié del reticle Ry.

Definicié 1.4 Una rajola que representa el graf és qualsevol poligon (con-
nex) obtingut per unié d’hexagons adjacents tal que cada vértex hi és repre-
sentat una vegada © només una.

Es pot veure facilment que una rajola que representa el graf tessel-la el
pla. A més, per a un graf donat hi ha més d’una rajola que el representa.
Si z és un vertex del graf, aleshores d(0, z) = 511%1 {d(O, Q)} és la distancia
ER.

en el graf. Les coordenades d’un punt del pla (m,n,p) € [2] donen recor-
reguts en el graf de 0 a z, ja que un recorregut format per m passos A, n
passos B, i p passos C, a partir del vertex 0, arriba al vertex z. Si (m,n,p)
dona la distancia de l'origen a z, els camins sén de longitud minima; les
ternes (m,n,p) € [0] donen circuits, que en alguns casos poden ser cicles.

Graf de triple llag optim

Siguin N = Np iels passos A, B i C' tals que el diametre del graf és D. La
rajola associada a Ty, és el poligon constituit per un conjunt d’hexagons a
distancia com a molt D d’un hexagon donat (el centre). Quan aquest poligon
esta centrat a l'origen, s’anomena rajola central. Per a tot vertex z del graf
hi ha un dnic hexagon H en la rajola central que conté el vertex z, és a dir
H € R,, iles coordenades de H, (m,n,p), donen |m|+ |n|+ |p| = d(0,2) en
el graf. Es diu que aquesta terna sén les coordenades de z.

Definicié 1.5 La terna (m,n,p) son les coordenades de z si i només si
|m|+|n|+ |p| = d(0, 2), que és equivalent a dir que |m|+ |n|+ |p| < D i una
de les dues és nul-la i les altres dues tenen signes oposats (o bé n’hi ha dues
de nul-les).

Només es poden associar coordenades als veértexs de manera tnica a
partir de la tessel-lacié6 si el graf és optim.

Es pot treballar amb només dues coordenades ja que les ternes (m,n,p)
i (m—p,n—p,0) representen el mateix hexagon. Els eixos A i B divideixen
el pla en quatre zones, representades a la figura 1.6.

Un hexagon es troba a la rajola central si les seves coordenades (X, Y, 0)
satisfan alguna de les condicions segiients:

.LOKX<Di0<Y <D
2.0<-X<Di0<-Y < D;
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Figura 1.6: Zones amb coordenades (X,Y,0).

3. X>0,Y<0iX-Y<D;
4. X<0,Y>0iY—-X<D.

En aquest cas, les ternes que representen el vertex zero sén [0] = {(0,0,0)+
a(D+1,D,0)+6(0,—(D +1),D)+~(1,1,1)}, i el reticle de zeros, Ry, esta
generat pels vectors (D + 1,D,0) i (0,—(D + 1), D).

Algorisme de calcul

L’algorisme que es proposa a continuacié permet calcular les coordenades
d’un graf de triple llag optim, basant-se en una senzilla divisié entera. Per
a fer-ho es treballa amb el graf Ty, (3D + 1,1, —(3D + 2)). Qualsevol altre
que tingui el mateix ordre i el mateix diametre sera isomorf.

Donat 0 < z < Np, ’algorisme retorna (m,n,p), coordenades de z.

z
3D +1

1. Calcul coordenades en funcié de A 1 B.

0. Inicialitzacié: i = | |, j=2z (mod3D +1).

1.1 Sij < D aleshores (X,Y,0) = (¢,7,0).

1.2 Si j > D aleshores (i1,71,0) = (i — D,j — 2D — 1,0).
1.2.a Sij; <0 oj; —iy <D aleshores (X,Y,0) = (i1,71,0).
1.2.b Sij; —i; > D aleshores (X,Y,0) = (i1 + D+ 1,751 — D,0).

2. Pas de coordenades en funcié de A i B a coordenades en funcié de A, B
iC.



26

Previs

2.1 Si X -Y <0 aleshores (m,n,p) = (X,Y,0).

2.2 Si X -Y >0 aleshores:
2.2.a Si|Y| > |X]| aleshores (m,n,p) = (0,Y — X, —X).
2.2.b Si|Y| < |X]| aleshores (m,n,p) = (X —Y,0,-Y).

Proposicié 1.6 L’algorisme calcula les coordenades.

Demostracié. Donat un vertex qualsevol, z, s’'obté una terna (m,n,p). S’ha
de veure que mA+nB+pC =z ique |m|+ |n|+|p| és minim. Els valors
assignats a 7 i j en 0 satisfan ¢ A + 7 = z i les desigualtats 0 < ¢ < D i
0<j<3D+1. Amésesté DA+(D+1)B=0i(D+1)A+DB =0, en
Zn,. Per tant, la terna (X,Y,0) obtinguda en el pas 1 representa el vertex
z.

A continuacié es demostra que (X,Y,0) sén les coordenades de z en
funcié de A i B, és a dir que representen 'hexagon que conté z de la rajola
central. Enelcas 1.1, 0 < j < D, aleshores 0 < X <D i0<Y <D,ies
té un hexagon de la rajola central. En el cas 1.2, els valors assignats a 4 i
J1 satisfan —D <47 <0 i—D <7 <D. Siescompleix j; —i; > D, és a
dir, en el cas 1.2.a, I'hexagon (X,Y,0) = (i1, 71,0) esta en la rajola central.
En el cas 1.2.b, els valors X =41+ D+1 1Y = j; — D, satisfan 0 < X < D
i X —Y < D. Per tant ’hexagon de coordenades (X,Y,0) es troba a la
rajola central.

Finalment, la terna (m,n,p), obtinguda en el pas 2 déna les coordenades
de z, ara en funci6é de A, B i C. Com que en el cas 2.1 (m,n,p) = (X,Y,0),
i en els altres dos casos, 2.2.a i1 2.2.b, només s’afegeix un multiple del vector
(1,1,1), la terna (m,n,p) representa el mateix hexagon que (X,Y,0). A
més, en qualsevol dels tres casos s’obté una terna amb una coordenada
nul-la i les altres dues de signe oposat. O

El que fa aquest algorisme és, en realitat, calcular les coordenades d'un
hexagon que conté el vertex z, com es veu en la figura 1.7, i en els casos en
que no és ’hexagon de la rajola central, fer un canvi de rajola utilitzant els
vectors generadors del reticle, ja mostrats en la figura 1.5.
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Capitol 2

Anells cordals

2.1 Introduccio

En Testudi dels grafs com a models de xarxes, els cicles constitueixen la
topologia més senzilla. Malgrat la seva simplicitat i simetria tenen incon-
venients molt importants: el didmetre és gran i la connectivitat petita. Per
tal de millorar-ne aquests parametres mantenint perd d’alguna manera les
seves bones propietats, es poden afegir a un cicle arestes o arcs. Les diverses
maneres de fer-ho porten a noves families de grafs.

Els grafs que en aquest treball s’anomenen anells cordals sén grafs re-
gulars de grau 3, que s’obtenen d’un cicle d’ordre parell afegint arestes que
uneixen cada vertex parell amb un de senar segons un pas constant. En
la figura 2.1 se’n mostra un exemple. La regularitat d’aquesta construccié
assegura la simetria. De fet, com es veura més endavant, aquests grafs, que
van ser introduits per Coxeter el 1950 [38] i presentats com a model per a
xarxes d’interconnexié per Arden i Lee [12], s6n grafs de Cayley sobre el
grup diedric.

Pero en la literatura, amb el nom d’anells cordals es troben referéncies
a diverses families de grafs. En tots els casos, un anell cordal és un cicle al
qual s’han afegit cordes. Les diferencies vénen donades per quantes cordes
s’afegeixen i com.

En [4] Aiello et al., i en [103] Rosenberg, defineixen els anells cordals
com grafs constituits per un cicle al qual s’han afegit cordes que no es tallen
(vegi’s la figura 2.2). Tang i Arden donen una definicié d’anell cordal i
d’anell cordal generalitzat que inclou els anells cordals tal com es defineixen
en aquest treball i també els grafs circulants, i que s’utilitza per a la repre-
sentacié dels anomenats Borel-Cayley graphs [108]. La mateixa definicié es
cita en el treball de Bermond et al. [21].

Altres treballs parlen d’anells cordals referint-se a grafs de miltiple pas,
és a dir grafs subjacents de digrafs circulants. Sobretot en el cas de grau 4,
o grafs de doble llag. En aquests grafs, Narayanan i Opatrny [96] estu-
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Figura 2.1: Exemple d’anell cordal.

dien esquemes d’encaminament compactes i encaminaments per intervals, i
Narayan et al. [97] n’estudien I'index optic. En ambdéds treballs s’utilitzen
les tessel-lacions del pla per a la representacié dels grafs. Krizanc i Luc-
cio [77] estudien encaminaments booleans en grafs de doble llag. Iwasaki et
al. [74] troben arbres generadors independents en grafs de doble lla¢ amb
passos 1 id, definits de manera que, en el cas particular d’ordre 2d, el grau
és 3. Per a digrafs de doble llag, Mans i Santoro [85] donen protocols optims
per al problema de ’eleccié d’un lider, i Mans en [86] estudia el mateix tipus
de problema, utilitzant el que anomena sense of direction, una representacio
del graf basada en associar als arcs d’un tipus una direccié del pla. Per a
referéncies a treballs sobre grafs de multiple pas es pot veure el survey [20].

Nayak et al. [98] estudien isomorfismes entre circulants, anomenant-los
anells cordals. En [14] Attiya et al. defineixen els anells cordals com cicles
amb cordes addicionals, encara que estudien el problema de I'eleccié d'un
lider en el cas particular dels circulants.

Quant als anells cordals de grau 3 amb corda constant anomenats a partir
d’ara anells cordals “a la Arden i Lee”, hi ha, a més dels treballs de Coxeter
sobre simetria en grafs [37, 38] i 'estudi del didmetre d’Arden i Lee [12] ja ci-
tats, algunes referéncies d’altres autors. Hui Wang [72] i Hwang i Wright [73]
n’estudien la fiabilitat en termes de 'aresta-connectivitat, els primers, i de la
connectivitat del digraf de supervivéncia, els darrers. En [116], Zimmerman
i Esfahanian defineixen els anells cordals com grafs hamiltonians de grau 3,
és a dir, un cicle amb una corda a cada vertex, encara que presenten un
estudi sobre tolerancia a fallades pel cas particular dels anells cordals “a la
Arden i Lee”.

La representacié de grafs mitjancant tessel-lacions del pla permet gene-
ralitzar aquesta familia, Morillo [93], i estudiar-ne algunes de les propietats
metriques, com la maximitzacié de 'ordre per a diametre donat i el calcul
del diametre minim per a alguns valors de 'ordre, Yebra et al. [114], Morillo
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Figura 2.2: Un altre model d’anell cordal.

et al. [91]. Es com a generalitzacions de grafs de multiple pas, alguns dels
quals es poden representar també mitjancant tessel-lacions, que Bermond et
al. els citen en el survey [20].

Alspach i Zhang [9] demostren que els grafs de Cayley sobre el grup
diedric sén hamiltonians. Els grafs que aqui s’estudien son els grafs de
Cayley sobre el grup diedric quan es trien 3 generadors adequats. Aixo
implica, en particular, que la generalitzacié dels anells cordals presentada
en [93] es pot veure també com un cicle amb cordes.

Quan un graf modela una xarxa d’interconnexié interessa estudiar els
problemes de difussié d’informacié. Comellas i Hell van presentar en [36]
un algorisme de broadcasting optim per anells cordals, utilitzant també
tessel-lacions del pla. Armitage en la seva tesi [13] estudia algorismes de
broadcasting en malles toriques i en anells cordals torics.

A continuacié, s’estableix la definicié d’anell cordal que sera utilitzada
al llarg de tot aquest treball i s’estudien les propietats d’aquesta familia de
grafs.

2.2 Definicié i propietats

Definicié 2.1 L’anell cordal d’ordre 2n, amb n > 3, ¢ cordes a, b, c,
senars diferents de Zoy, és el graf que denotarem per Cap(a,b,c), amb con-
junt de vértexs Zoy,, 1 amb les adjacéncies definides per: cada vertex parell
21 és adjacent als vértexs senars 2i+a, 20+0, 20+ c. Per tant, cada vertexs
senar j =21+ 1 és adjacent als vértexs parells 5 —a, 7 —0b, 7 —c.

Segons la definicié d’Arden i Lee [12], un anell cordal és un graf constituit
per un cicle d’ordre parell amb cordes que uneixen, seguint un pas cons-
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tant, cada vertex parell amb un vertex senar. Per exemple, en la figura 2.1
s’afegeix al cicle de longitud 14, arestes que van de cada vertex parell i al
vertex senar 7+ 5 (i, per tant, de cada vértex senar j al vértex parell j —5).
Aixi, I'anell cordal d’ordre 2n i pas d, amb d senar entre 0 i 2n, C(2n,d),
s’obté afegint a un cicle de longitud 2n les arestes segiients:

{0,d}, {2,d+ 2}, {4,d+ 4}, ..., {2n—2,d +2n — 2}

fent les sumes modul 2n. Es clar que la definicié 2.1 és una generalitzacid
de la definici6 d’Arden i Lee, ja que C(2n,d) = Cy,(—1,d, 1).

De la definici6 anterior es dedueix trivialment que Cay,(a, b, ¢) és 3-regular
i bipartit. Els vertexs parells sén dos a dos independents, i passa el mateix
amb els vértexs senars. A més, les arestes de la forma {27,2i + a} consti-
tueixen un 1-factor, igual que les de la forma {27,2i + b} i les de la forma
{21,2i 4 c}. Les cordes defineixen doncs una coloracié de les arestes, i cada
vertex és incident amb una aresta de cada color.

Els anells cordals sén grafs vertex-transitius. Donats dos vertexs, = i
y, per definir un automorfisme del graf que apliqui z en y només s’ha de
tenir en compte que x +a, z +b i x £ ¢ s’apliquenen y +a,y+b iy +ec,
respectivament, on la operacié 4+ és suma quan el vertex és parell i resta
quan el vertex és senar.

Es facil veure que Cop(a,b,c) és connex si i només si med(a — b,b —
¢,2n) = med(a — b,b — ¢,c — a,2n) = 2. Només cal observar que hi ha un
cami de 0 a 2i si i només si 2i és multiple de med(a — b,b — ¢,2n). Si
med(a — b, b — ¢,2n) = 2k, aleshores Coy,(a,b,c) té k components connexos
isomorfs cadascun d’ells al graf Cop,(a’,b',¢') on m = n/k 1 k(a' — V) =
a—>b k(' —d)=b—c, k(d —d') =c—a. En aquest treball es consideren
només anells cordals connexos.

La proposicié segiient diu quan un anell cordal és “a la Arden i Lee”.

Proposicié 2.2 Simcd(a—b,2n) =2 o bé med(b—c,2n) =2 0 bé med(c—

a,2n) = 2, aleshores ezisteiz d, senar entre 0 i 2n, tal que Cop(a,b,c) =

Con(—1,d,1).

Demostracio. Es pot suposar sense pérdua de generalitat que med(c —
-1

c—a . . .
en Zy,. Per a tot 7, 0 <17 < n, es té

2
2i = a(c — a)i. Sigui ¢ : Zg, — Zay la bijeccié definida per ¢(2i) = a2i i
¢#(2i+c) = a2i+1. Aquesta bijeccié indueix un isomorfisme entre Coy, (a, b, ¢)
i Con(—1,d,1), perad=alb—-c)+1=¢(b). O

a,2n) = 2. Sigui a =

De la proposici6 es dedueix que els anells cordals Cs,(a,b,¢) no isomorfs a

b—c
Con(—1,d,1) per a tot d, sén exactament els que satisfan med 5 n) =

a,mcd(%,n) :ﬂ,imcd<aT_b,n> =v,amba#1,8#1iv#1
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Figura 2.3: Representacié de Cy(3,5,9) com a 2-cicle generalitzat del graf
circulant d’ordre 10 i generadors 1, 2 i 4.

enters tals que mcd(«, 3,v,n) = 1. L’ordre d’un d’aquests anells cordals és
almenys 60, que correspona « = 2, =3 iy = 5. Per exemple, Cq(1,11,7)

no és isomorf a cap dels anells cordals de la forma Cgo(—1,d,1).
a—1
En les dues proposicions segtients, utilitzant els parametres © = ——,

2
b—1 -1
Yy = i2=S , es veu com es pot definir un anell cordal a partir
d’un digraf circulant (Proposicié 2.3), i es demostra que els anells cordals
sén grafs de Cayley (Proposicié 2.4). Observi’s que med(z — y,y — z,n) =
med(z —y,y — 2,z —x,n) =1, ja que med(a — b,b —¢,2n) = 2.

Proposicié 2.3 El graf Cop(a,b,c) és el 2-cicle generalitzat provinent del
digraf circulant d’ordre n i generadors x, y i z.

Demostracié. Ordenant els vertexs de la forma 0,2,4,...,2n—2,1,3,...,2n—
1, la matriu d’adjacencia de Cy,(a,b,c), A = (aij)ij—1..2n, €s pot des-
composar en quatre blocs, Bi1 = ()i j=1..ns Bi2 = (@j)i=1..n,j=n+t1.-2n,
Bgl = B{Z, B22 = (aij)i’j:n+1...2n, de manera que BH == B22 =01 B12 és la
matriu circulant definida per la primera columna

bpy11=1,by11=1b011=1

La matriu Bjg és la matriu d’adjacencia del digraf circulant de generadors
T,y 1z O

Es pot observar que quan un dels passos a, b o ¢ val 1, el generador
corresponent val zero, i per tant hi haura llagos en el digraf circulant. Donat
un anell cordal Cy,(a,b,c) iun enter A qualsevol es compleix Cyy,(a, b, c) =
Con(a+2X,b+2), c+2)) fent les sumes modul 2n. Fixant els vertexs parells,
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i afegint 2 als senars es té un isomorfisme. Aixi, un anell cordal es pot veure
com a 2-cicle generalitzat de més d’un digraf circulant, i sempre es pot triar
un dels passos igual a 1. En la figura 2.3 es pot veure un exemple d’anell
cordal com a 2-cicle generalitzat d’un digraf circulant.

Proposicié 2.4 El graf Con(a,b,c) és isomorf al graf Cay(D,,S), amb
S = {r¥s,r¥s,r*s}, on D, és el grup diédric, r denota la rotacid d’angle
2n/n i s denota una simetria azxial.

Demostracio. El grup diedric D,, és el grup de les simetries del poligon
regular de n costats. Prenent com a generadors els elements r i s, es

té¢ D, = {I,r,r?,...,r" L s, rs,r?s,...,r" s}, Sigui ¢ : Zo, — D,

la bijeccié definida per ¢(2i) = r* i ¢(2i + 1) = r’s. Aleshores, com
-1 b—1 —

quex:a Y= iz:cT,estégﬁ(a):rIs,(ﬁ(b):rysi

#(c) = r?s. I la bijeccié ¢ indueix un isomorfisme entre els grafs Coy, (a, b, ¢)
i Cay(Dy, S). O

La bijeccié ¢ de la demostracié anterior indueix un isomorfisme de grups
entre Dy, i (Zap,*) on 'operaci6 * es defineix per v x w = v + (—1)"w.

L’operacié * defineix un automorfisme del graf per a cada element de
Zop. Aixi, la imatge d'un vertex ¢ per automorfisme «ay,, on w € Zsg,, és
(1) = wxi = w+ (—1)"i. Per a dos vertexs u, v qualssevol es denota per
Q. la translacié de Cay,(a, b, ¢) tal que ay,(u) = v, tal com s’ha definit en
la secci6 1.2. En aquest cas, per a tot i € Zay,, ay (i) = v+ (=1)"7V(i —u).
De fet, aquests automorfismes son els ja comentats en aquesta mateixa seccio
en parlar de la vertex-transitivitat dels anells cordals.

Proposicié 2.5 (Alspach i Zhang [9]) Tot graf de Cayley cibic sobre un
grup diedric és hamiltonia.

Per tant, en particular, els anells cordals sén hamiltonians. El resultat
és trivial per als grafs de la forma Co,(—1,d,1). No ho és perd per a grafs
de Cayley en general, tal com s’ha observat en la seccié 1.2.

2.3 Anells cordals i tessel-lacions del pla

S’ha vist a la seccié 1.4 com es pot associar a un graf una tessel-lacié del pla.
La tessel-lacié del pla amb quadrats correspon a un graf de doble llag, i la
tessel-lacié amb hexagons correspon a un graf de triple llac. Un anell cordal
és un graf 3-regular i, per tant, per representar-lo mitjancant una tessel-lacié
s’hauran d’utilitzar triangles. Aix0d déna la darrera de les tres tessel-lacions
del pla que existeixen si només es volen fer servir poligons regulars. En
aquesta seccid es veu com és aquesta tessel-lacié i quines propietats dels
grafs se’'n poden deduir.
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Figura 2.4: Esquema d’adjacencies d’un anell cordal.

2.3.1 Tessel-lacio associada a un anell cordal

Considerant un anell cordal connex Cs),(a,b,c), es pot representar cada
vertex per un triangle, de manera que vertexs adjacents corresponguin a tri-
angles adjacents, com es mostra en la figura 2.4. S’obté aixi una tessel-lacio
del pla on, tal com passava en el cas dels grafs de doble i triple llac, els
vertexs es repeteixen periodicament i els triangles que contenen el vertex 0
constitueixen un reticle del pla. Una seqiiéncia de triangles adjacents és un
recorregut en el graf i els recorreguts entre zeros del reticle sén cicles que
depenen de les relacions entre a, b, ¢ i 2n. Un exemple es pot veure a la
figura 2.5.

Els anells cordals sén, com ja s’ha vist, grafs de Cayley sobre el grup
diédric. Els generadors determinen una coloracié de les arestes, i en la
tessel-lacié els tres colors son les tres direccions que segueixen les adjacencies.
Hi ha dues orientacions diferents per als triangles que constitueixen la tes-
sel-lacid, i la orientacié del triangle que conté un vertex determinat depen de
la seva paritat. Aix0 és aixi degut a que els elements del grup que generen
el graf s6n involutius.

Veiem doncs que en la tessel-lacié es poden veure d’alguna manera les
propietats del graf relacionades amb la seva estructura algebrica. En grafs
de doble i triple llag, que sén grafs de Cayley sobre Z,, les translacions del
graf com a graf de Cayley sén, exactament, les translacions de la tessel-lacié.
Donat que el subgrup G, de les translacions o, ¢és isomorf al grup, una
pregunta que es planteja és com queda representada aquesta estructura sobre
la tessel-lacié. Aixo és el que es veu en les dues proposicions segiients.

Proposicié 2.6 Sigui Coy,(a,b,c) un anell cordal, i u,v € Zoy, dos vértezs
de la mateiza paritat. Siguin U iV triangles de la tessel-lacié associada
que contenen els vértexs u i v, respectivament. Aleshores, l'automorfisme
oy s pot veure en el pla com la translacio de vector UV

Demostracio. Els triangles U 1V tenen la mateixa orientacié. La translacié
de vector W porta un triangle que conté el vertex ¢ a un triangle que conté
el vertex i +v —u, i ayy(i) =i+ v—u. O
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Figura 2.5: Tessel-lacié del pla associada a C15(1,5, —1).

Proposicié 2.7 Sigui Cop(a,b,c) un anell cordal. Es fiza arbitrariament
un triangle O de la tessel-lacio associada, que contingui el vértex zero, i sigui
A el triangle adjacent a O que conté el vertex a. Aleshores, 'automorfisme
ap,q es pot veure en el pla com el gir d’angle T amb centre el punt mig del
vector OA.

Demostracié. Denotem per r el gir d’angle 7 amb centre el punt mig del
vector OA. Per veure que r és una representacié de «ag 4, s’ha de veure que
un triangle que conté un vertex i es transforma per r en un triangle que
conté el vertex agq(i) = a — 4. Pero aixo és clar ja que aqq és fer un canvi
de signe i després sumar a. [ aix0 en el pla és el gir de centre O i angle m,
seguit de la translacié de vector OA. Per raonaments senzills de geometria
plana, es prova que aquesta composicié coincideix amb 7. O

Aquesta darrera demostracié estd basada en el fet que fixant l'origen de
coordenades en un punt arbitrari O del reticle de zeros i considerant només
vertexs parells, si el triangle de coordenades (z,y) conté el vertex i, aleshores
el triangle de coordenades (—z, —y) conté el vertex —i.

Igualment es pot observar observar que amb les dues proposicions es té
una representaci6 de les translacions o, del graf, per a u i v qualssevol.
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Figura 2.6: Esquema d’adjacencies, en aparellar els vertexs.

2.3.2 Graf de triple llag associat

En la seccié 1.4.1 s’han donat alguns resultats sobre grafs de triple llag
Tn(A, B,C) que satisfan C = —(A 4+ B). Considerant en lanell cordal
Con(a,b,c) camins de longitud 2 en lloc d’arestes, i només vertexs parells
0 només vertexs senars, s'obté un graf de triple llag amb n vertexs que és
isomorf a un graf de triple llac en les condicions esmentades.

Definicié 2.8 Fl graf de triple llag associat a [’anell cordal Cyy,(a,b,c) és
el graf de triple lla¢ T, (A, B,C) amb2A=b—c¢,2B=c—a i2C =a—b.

Aquest graf és isomorf al graf que resulta d’aparellar vertexs en I'anell
cordal. Es consideren com a vertexs les parelles P, = {2i,2i + a} per a
1 € Z, amb les adjacencies definides per camins de longitud 2 entre vertexs
parells de 'anell cordal, és a dir, passos dobles 2A =b—¢, 2B =c—a i
2C = a —b. Vegi’s la figura 2.6.

Donat un anell cordal C = Co,(a, b, ¢), i el seu graf de triple llag associat
T = T,(A, B,C), considerem els triangles que contenen vertexs parells de
la tessel-lacié associada a C. El que s’obté és la tessel-lacié associada a T.
Aixi, els zeros estaran distribuits segons un reticle del pla, que sera el mateix
per a C que per a T. S’observa a més que un recorregut de longitud [ en
T déna un recorregut de longitud 2/ en C, canviant cada aresta per dues
cordes successives: A es canvia per b,—c, i —A per ¢,—b; B es canvia per
¢, —a, i —B per a,—c; finalment, C es canvia per a, —b, i —C' per b, —a. En
particular, es poden expressar les equacions del reticle de zeros, és a dir, els
vectors que el generen, com equacions en Zs, en funcié de (b—rc), (c—a) i
(a — b), o bé com equacions en Z,, en funcié de A, B i C.

Propietat 1 Si dos anells cordals son isomorfs, aleshores temen grafs de
triple lla¢ isomorfs.
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Propietat 2 Si dos anells cordals tenen, llevat simetries del pla, la mateiza
tessel-lacio, aleshores son isomorfs. I passa el mateix per als grafs de triple
llag.

Aixo0 és clar, ja que un possible isomorfisme seria posar les tessel-lacions una
sobre l'altra.

Propietat 3 Dos grafs de triple llag amb la mateiza tessel-lacio associada
sén Adam-isomorfs. Es a dir, si To(A, B,C) i To(A', B',C") satisfan C =
—(A+B) i C"'=—(A"+B'), i tenen la mateiza tessel-lacié associada llevat
simetries del pla, aleshores existeix un \ € Z tal que {+A',+B',+C'} =
[£AA, £AB, £)C).

Per veure que aix0 es compleix n’hi ha prou amb observar que si T}, (4, B, C)
iT,(A",B',C") tenen la mateixa tessel-lacié associada aleshores D, (A, B)
i D,(A'",B') tenen també la mateixa tessel-lacié associada, i com que la
conjectura d’Adam és certa per a grafs de doble llag, tal com es demostra
en [41], resulta {+A', +B'} = {£AA, £AB} per a algun X invertible de Z,,.
Amés,C=—(A+B) iC'=—(A"+ B'), i d’aqui es dedueix la propietat.

2.3.3 Ordre maxim d’un anell cordal de diametre donat

Com en el cas dels grafs de triple llag, utilitzant la tessel-lacié es calcula
I'ordre maxim d’un anell cordal de diametre donat D, comptant a partir
d’un triangle central el nombre de triangles que hi pot haver a distancia
com a molt D (vegi’s [91]).

3 1

3
Lema 2.9 Si Cy,(a,b,c) té diametre D, aleshores 2n < §D2 + ED + 7

Com es veu a la figura 2.7, hi ha 3¢ triangles a distancia ¢ d'un de donat.

Per tant es compleix 2n < 1 + ZiD:l 31 = gDZ + gD + % Aquesta cota no
s’assoleix, ja que el nombre de triangles corresponents a vertexs parells és
diferent del nombre de triangles corresponents a vertexs senars. Com que si
D és parell hi ha massa vertexs parells, i si D és senar hi ha massa vertexs
senars, per donar una cota més bona es compta el nombre de triangles
corresponents a la paritat de D — 1, i s’assigna a cadascun d’ells una parella
de I'altra paritat. El nombre maxim de vertexs d’un anell cordal de diametre
D es denota per mp. El lema segiient déna una cota superior per mp en

els dos casos, D senar i D parell.

Lema 2.10 Si Cy,(a,b,c) té diametre D, aleshores es compleix:

3D% +1
LD=2+1 = mp <21+ KL 60) = 6+ 6142 =
3D?

2.D=2 = mp<2>l_,32i-1)=6= 5
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Figura 2.7: Ordre maxim per a un anell cordal de diametre 4.

Proposicié 2.11 (Diametre senar) Donat D = 2l + 1, senar, hi ha un
3D? +1

—

Demostracio. L’anell cordal Cy,,(a,b,c) té didmetre D si i només si el seu
graf de triple llag associat, Ty, /2(A4, B,C) amb 24 =b—c¢,2B=c—a i
2C = a — b, té diametre [. Perd mp/2 = 31> + 3] + 1 és el valor de Pordre
maxim per a un graf de triple llag de diametre [. Aixi, tal com s’ha vist
en la secci6 1.4.1, T, o(A, B, C) té diametre [ si i només si B € Z;D/Q,
A= @3Bl+1)B iC = —(3l+2)B. Aleshores, Cp,,(a,b,c) té diametre D
si 1 només si existeix B € Z;‘nD/Q tal que b—c =23l +1)B,c—a=2B i
a—b=—2(314+2)B. Per exemple, prenent B=1 ic=1,sobté: A =31+1
iC'=—(3l+2),ipertant,a = —11b=6[+3=23D. O

anell cordal de diametre D 1 ordre mp =

Una observacié interessant és que la solucié és unica, és a dir, tots els anells
cordals de diametre D iordre mp sén isomorfs. A més, el fet que el graf de
triple llac associat sigui optim implica que es poden definir les coordenades
dels vertexs.

Estudiant la tessel-lacié associada, representada a la figura 2.8, es pot

veure quan el diametre és parell que la cota trobada no s’assoleix. Si hi
2

hagués un anell cordal de diametre D = 2/ i ordre ——, les equacions del
reticle, en funcid dels passos A, B i C del graf de triple llag associat, serien
les equacions
A+B+C =32
l[A—1IB =3p
IB—1C =3p

I les solucions d’aquest sistema no satisfan la condicié de connexitat ja que
sé6n de la forma (A, B,C) = (al,8l,—(a + §)I) amb a =3 (. Estudiant
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Figura 2.8: Rajola i tessel-lacié en el cas D =4 i 2n = 3D?/2.

les possibles rajoles que s’obtenen en reduir 'ordre del graf, es pot veure

que no hi ha anells cordals de diametre parell D = 2[ i ordre més gran

3D?
que mp = —— — D. Aquest resultat apareix en [89], perd no ha estat

formalment provat.

Proposicié 2.12 (Diametre parell) Donat D = 2I, parell, hi ha un anell

. . 3D?
cordal de diametre D 1 ordre mp = — - D.

Demostracio. Sigui Cy,, (a,b,c) de diametre D. El seu graf de triple llag
associat és Ty2 (A, B,C),amb 2A=b—c¢,2B=c—a i2C =a —b. Sies
pren com a possible tessel-lacid associada la que es mostra a la figura 2.9,
s’ha de complir:

A+B+C =312 0
[ A—1-B =4, 0
l—1)-B—1-C =42, 0

i la condicié med(A4, B,312 —1) = 1.

La solucié d’aquestes equacions és B = A+ a3l — 1), A—a = gl i
C = —(A+ B) amb la condicié (4, B,I(3l — 1)) = 1. Per exemple, prenent
A=1ip=0,estéa=1, B=3l1C =—(3l+1), 1 es satisfa la condici6
de connexitat. Prenent b=1 s’obté c=—1 ia=—-3D — 1. O
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Figura 2.9: Tessel-lacié en el cas D = 4, per a ordre mp apropiat.

2.4 Reconeixement d’un anell cordal

En aquesta seccié s’estudia el problema del reconeixement d’anells cordals.
El problema del reconeixement consisteix en decidir si un graf pertany o
no a una certa familia. Donat un graf G d’ordre 2n i 3-regular, s’ha de
determinar si existeixen passos a, b i ¢ tals que G = Cy,(a,b,c) i, en cas
afirmatiu, quins sén aquests passos.

Es clar que si dos grafs son isomorfs, han de tenir per a cada k el mateix
nombre de cicles de longitud k. L’algorisme que aqui es déna per resoldre
aquest problema es basa en determinar la particié de les arestes en colors a
partir dels cicles de longitud 4 i 6 del graf. Sera 1til, per tant, I'estudi dels
cicles d’aquestes longituds d’un anell cordal.

2.4.1 Caracteritzacid dels 4-cicles i 6-cicles en un anell cordal

Per notar els cicles es fan servir successions de colors, a, b o ¢. Per exemple,
el cicle abcabc és el cicle (0, a, a—b, a—b+¢, c—b, ¢), que en la tessel-lacié
son els hexagons. I quan es diu que ababab forma un cicle vol dir que
(0, a, a—b,2a—b,2a—2b, 3a—2b) és un cicle, és a dir que 3a—3b =5, 0.

Quins cicles de longituds 4 i 6 poden aparéixer en Cy,(a,b,c)? Lle-
vat canvi d’ordre en els passos, poden haver-hi només dos tipus de ci-
cles de longitud 4: abab i abac, i quatre tipus de cicles de longitud 6:
ababab, ababac, abacbc i abcabc. Aquests cicles es poden representar
en la tessel-lacid. Vegi’s la figura 2.10.

Quant a quins tipus de 6-cicles s’hauran de tenir en compte, es pot
observar que tots els anells cordals tenen cicles de la forma abcabc, que



42

Anells cordals

$ $ 3 3 [}
abab abac abcabc abacbc ababab ababac

Figura 2.10: Forma dels cicles de longitud 4 i 6, llevat simetries.

seran anomenats per raons obvies hexagons. A més, 'existéncia de 6-cicles
de la forma abacbc implica 'existencia de 4-cicles de la forma acac, que
per simetria sén 4-cicles de la forma abab.

El teorema segiient diu quina és lestructura d’un anell cordal amb 4-
cicles.

Teorema 2.13 Si un anell cordal G = Co,(a,b,c) té cicles de longitud 4,
aleshores es donara una de les situacions excloents seguents:

1. G =Cs(1,-1,3) = K3 3.
2. G=0C3(1,-1,3) 2 K44 — F, on F és un 1-factor.

3. G conté només cicles de tipus abab. Per a algun k ['ordre és 2n =
4k > 12 i el graf és G = Cy(2k + 1,1,—1). A més, les arestes de

abab i cbca abac i bcba

Figura 2.11: Reticles corresponents a 1’existeéncia de dos tipus de 4-cicles.
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Figura 2.12: Ordre 20, cinc 4-cicles abab.

color ¢ no estan contingudes en cap 4-cicle, mentre que le arestes de
colors a 1 b estan contingudes cadascuna en un unic 4-cicle.

4. G conté només cicles de tipus abac. L’ordre és 2n > 10 1 G =
Con(1,—1,3). A més, les arestes de color a estan contingudes cadas-
cuna en dos J-cicles, mentre que le arestes de colors b i ¢ estan
contingudes cadascuna en un unic 4-cicle.

Demostracio. Com s’ha observat més amunt, només hi pot haver 4-cicles de
dos tipus, abab i abac. Aleshores, els quatre casos de I’enunciat surten de
distingir si n’hi ha de més d'un tipus o només d’un.

En primer lloc es consideren anells cordals Csy,(a,b,¢) amb dos tipus de

Figura 2.13: Dos cicles abac compartint una aresta.
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4-cicles. Es facil veure que només hi ha dues possibilitats, representades en
la figura 2.11. Si hi ha cicles de la forma abac i també de la forma bcba,
les equacions del reticle de zeros sén

amb la condicié de connexié med(b — ¢,c — a,a — b,2n) = 2. La primera
equaci6 és a — b =9, ¢ — a. Aixd déna med(a — b,2n) = 2, i es pot suposar
a=11b= —1, de manera que el valor de la tercera corda només pot ser
¢ = 3. Amb aquests valors per a les cordes, s’obté en la segona equacio
—1-3—-1-1=y,0 i, per tant, 'ordre és 6. Cg(1,—1,3) = K33 és I'inic
anell cordal d’ordre 6. El raonament per a la resta de casos és analeg. Si
hi ha cicles de la forma abab només poden haver-n’hi de la forma cbca.
Les equacions 2 (¢ — b) =2, 0 i (¢ —b) + (¢ — a) =2, 0 amb la condici6 de
connexié med(b — ¢, ¢ — a,a — b,2n) = 2, impliquen que Pordre és 8 i el graf
només pot ser Cg(1,—1,3) = K44 — F, amb F' un 1-factor.

Sigui ara Cop(a,b,c) amb només 4-cicles de la forma abab. Aleshores
es compleix 2a — 2b = 2n i, per tant, 'ordre és divisible per 4, 2n = 4k. El
graf descomposa en k cicles de longitud 4, dos a dos disjunts, enllagats per
les arestes de color ¢, que no estan contingudes en cap cicle de longitud 4.
Les altres arestes estan contingudes cadascuna en un dnic 4-cicle. Tal com
es veu en la figura 2.12, hi ha dues possibilitats per a la tessel-lacié. Es pot
veure que la segona només es pot donar si k és senar, ja que k(b —c¢) =4 0
amb k parell contradiu la condicié de connexid, i també que en aquest cas,
les dues tessel-lacions donen el mateix graf. De fet, la descomposicié en
cicles disjunts permet establir les equacions del reticle

2(a—b) =4k 0
E(b—c)+(a—b) =4 0

Es pot suposar sense pérdua de generalitat que 2 (a —b) =4k i k(b —c) +
(a —b) = 4k. Fixant b = 1, s’obté per a les altres dues cordes els valors
a =2k + 1 and ¢ = —1. El graf obtingut és, per tant, Cyr(2k + 1,1, —1).
Finalment, si Coy,(a, b, ¢) conté només 4-cicles de la forma abac, aleshores
per cada aresta de color a passen dos d’aquests cicles, mentre que per les
de color b i ¢ només en passa un. En la figura 2.13 es mostra l'estruc-
tura de dos d’aquests cicles que comparteixen una aresta. S’ha de complir
(a —b) + (a — ¢) =25, 0 i la condicié med(a — b,b — ¢,c — a,2n) = 2. Es pot
doncs assegurar que med(a — b, 2n) = 2. Aixo permet triar a =1 i b= —1,
de manera que llavors, ¢ = 3 i el graf és Cy, (1, —1,3). O

En general Cy,(a,b,c) no conté 4-cicles. Per estudiar com és un anell
cordal en funcié dels 6-cicles que conté, no cal considerar 'existencia de
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Figura 2.14: Ordre 30, cinc 6-cicles ababab.

6-cicles de la forma abacbc ja que impliquen l'existencia de 4-cicles acac.
Aixi, es pot suposar que els 6-cicles que apareixen només poden ser de tres
tipus: hexagons, ababab i ababac. Utilitzant la tessel-lacid, la figura 2.14
representa 'estructura ciclica d’un anell cordal amb només 6-cicles de la
forma ababab i hexagons. La figura 2.15 mostra en la tessel-lacid, tres 6-
cicles ababac compartint una aresta de color a. El teorema segiient descriu
tots els casos possibles.

Teorema 2.14 Si un anell cordal G = Coy(a,b,c) no té cicles de longitud
4, aleshores es donard una de les situacions excloents segients:

1. L’ordre és 2n = 14,16 o bé 18, i G = Cy,(1,—1,5).

2. En G no hi ha més 6-cicles que els hexagons. Aleshores l'ordre de G
€s 2n > 20 1 per cada aresta passen exactament dos hexdagons.

3. En G només hi ha 6-cicles ababab, a més dels hexagons. Aleshores
Uordre és 2n = 6k per a algun k > 4, i G = Cgr(2k — 1,—1,1) o bé
Cer(2k+1,—1,1), depenent del valor de k. A més, les arestes de color
c estan només en dos 6-cicles, mentre que les de colors a i b estan
cadascuna en tres 6-cicles.

4. En G només hi ha 6-cicles ababac, a més dels hexagons. Aleshores
Uordre és 2n > 20, 1 G = Co,(1,—1,5). A més, cada aresta de color
a esta continguda en cinc 6-cicles, cada aresta de color b esta con-
tinguda en quatre 6-cicles i cada aresta de color ¢ esta continguda en
tres 6-cicles.

Demostracio. Els quatre casos de I'enunciat apareixen en distingir quins
6-cicles hi ha, a més d’hexagons.

En primer lloc, es suposa que Cy,(a,b,c) té, a més dels hexagons, 6-
cicles de més d’un tipus. Hi ha només tres casos: (1) en G hi ha cicles de
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Figura 2.15: Cicles de la forma ababac.

la forma ababab i bcbcebe, (2) en G hi ha cicles de la forma ababab i
algun dels de la forma ababac, (3) en G hi ha 6-cicles de la forma ababac
diferents. El cas (1) és impossible, ja que 'equacié a —b = b—c i la
condicié med(a — b,b — ¢,2n) = 2 impliquen que l'ordre és 6, i llavors hi
hauria 4-cicles. En el cas (2), es pot veure que, per assegurar que no hi
ha 4-cicles i que el graf és connex, 1"inica possibilitat llevat simetries és
que existeixin 6-cicles ababab i cbcbca. Aleshores 'ordre és 18, i el graf
és C13(5,—1,1). En el cas (3), estudi de la tessel-lacié permet veure que
hi ha dues possibilitats, llevat simetries. La primera possibilitat és que hi
hagi cicles ababac, bebeba i cacacb. Aleshores es satisfan les equacions
2(a—b) = c—a,2(b—c) =2pa—b i2(c—a) =9, b—c, ila condici6 de
connexié med(a —b,b—¢,c— a,2n) = 2. Per tant, 'ordre només pot ser 14,
ja que 7(a — b) =9, 01 med(a — b,2n) = 2, i triant @ = 1, b = —1 laltra
corda només pot ser ¢ = 5. El graf és C14(1,—1,5). La segona possibilitat
és que hi hagi cicles ababac i cbcbca. Ara les equacions donen el graf
Ci6(1,—1,5). Aixd completa el primer cas de enunciat.

Sigui ara un anell cordal Co,(a,b,c) amb només hexagons. Aquest és
el cas més general. Es pot comprovar que cada aresta esta continguda en
dos hexagons i que, en un hexagon, arestes oposades sén del mateix tipus.
D’aquesta manera es té, doncs, el segon cas de I’enunciat.

Sigui ara C,(a, b, ¢) un anell cordal que conté només 6-cicles ababab, a
més dels hexagons. Es compleix 3a — 3b = 2n, i per tant, 'ordre és divisible
per 6. Escrivint 2n = 6k, segur que k > 4 ja que en cas contrari hi hauria
4-cicles 0 bé més 6-cicles. Es pot descomposar el graf en £ cicles de longitud
6, dos a dos disjunts, enllacats per les arestes de color ¢, contingudes només
en els hexagons. Per tant, les arestes de color a i b estan contingudes en
tres 6-cicles i les de color ¢ en dos. En la figura 2.14 hi ha representats els
cinc 6-cicles ababab corresponents a un graf d’ordre 30. Per a k qualsevol
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es produeix una situacié semblant. Les equacions del reticle sén

3(a—0b) =4 O
kE(b—c)+L(a—b) =g O

on ¢ pot ser 0, 1 o 2. Per a cada valor de k, només es tenen en compte
els valors de £ que satisfan la condicié de connexié del graf. El cas £ = 0
només es pot donar si med(k,6) = 1, i déna un graf isomorf al que s’obté
quan £ =1 o £ = 2, amb un canvi d’ordre dels colors. Si / = 1 aleshores
G = Cgr(2k —1,—1,1) isi ¢ =2 aleshores G = Cg(2k +1,—1,1). Aquests
dos grafs sén isomorfs quan & = 3a. Si k = 6« + 2 aleshores ¢ # 2, i si
k = 6a — 2 aleshores ¢ # 1. Amb aix0 queda demostrat el tercer cas de
I’enunciat.
Finalment, resta només el cas en que Cyy, (a, b, ¢) només té 6-cicles ababac,

a més dels hexagons. Es compleix 2(a—b) =2, c—a i la condicié de connexid
mecd(a—b,c—a,2n) = 2. Es té doncs med(a—b,2n) = 2 ies pot triar a = 1
i b= —1, de manera que resulta ¢ = 5. El graf és Cy,(1,—1,5), i 'ordre ha
de ser 2n > 20, ja que en cas contrari el graf contindria 4-cicles o més 6-cicles
dels que es suposen. S’observa en la figura 2.15 que, cada aresta de color a
esta continguda en tres dels 6-cicles ababac i dos hexagons, cada aresta de
color b esta continguda en dos dels 6-cicles ababac i dos hexagons, i cada
aresta de color ¢ esta continguda en un dels 6-cicles ababac i dos hexagons.
Aixo completa la prova del teorema. O

La taula 2.1 resumeix els dos lemes anteriors. Aquests dos lemes permeten
definir un algorisme polinomial per a reconeéixer si un graf és o no un anell
cordal, basat en identificar el color de les arestes a partir dels cicles de
longituds 4 i 6 del graf.

2.4.2 Algorisme RAC

Donat un graf G d’ordre 2n i 3-regular, I'algorisme segiient retorna a, b i
¢ si G és isomorf a Cyy,(a, b, c).

1. Ordres petits.

A. Si2n = 6,8 o 10, comprovar si G és isomorf a Cy,(1,—1,3).

B. Si2n =14,16 o 18 i G no té 4-cicles, comprovar si G és isomorf a
Con(1,—1,5).

2. Ordre 2n > 12 i G conté 4-cicles.

A. Per i € {0,1,2}, sigui E; el conjunt d’arestes contingudes en exac-
tament ¢ 4-cicles.
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B. Cas 1. By =@ i |E1| = 2|E2| = 2n.
Es pot assignar el color a a Ey iels colors b i ¢ a la resta
d’arestes, utilitzant que tots els 4-cicles s6n de la forma abac
(vegi’s la figura 2.13). Assignar a les cordes els valors a = 1, b =
—1 ic¢=3. Aix0 permet etiquetar els vertexs, i després compro-
var si G és isomorf a Cop(1,—1,3).

C. Cas 2. 2n =4k per a algun k, Ey = @, 1 |E| = 2|E2| = 2n.
En aquest cas, assignar el color ¢ a Ey, iels colors a i b respecti-
vament a les parelles d’arestes oposades en els 4-cicles abab. En
cada 4-cicle es pot triar arbitrariament quina de les parelles és de
color a i quina de color b, llevat de quan k és parell, en que el
color de les arestes de I'iltim 4-cicle ve determinat pel color de
les arestes dels cicles anteriors. Vegi’s la figura 2.12.
Sik(b—c)+(a—b) =9, 0 aleshores assignar a les cordes els valors
a=2k+1,b=1,ic=—-1. Sik(a—c)+ (b—a) =2, 0 aleshores
assignar a les cordes els valorsa =1, b=2k+1,ic= —1. Amb
aquests valors per a les cordes, etiquetar els vertexs i després
comprovar si G és isomorf a Cyi(a,b, —1).

3. Ordre 2n > 20 i G no conté 4-cicles.

A. Per i € {2,3,4,5}, sigui E; el conjunt d’arestes contingudes en
exactament ¢ 6-cicles.

B. Cas 1. B, =FE,i E; =@ peri # 2.
Per assignar els colors a, b, i ¢ a les arestes s’utilitza que dues
arestes oposades d’'un hexagon tenen el mateix color. Sigui k
I'enter positiu més petit tal que k (a —b) =g, 0. Aleshores, es pot
assignar a les cordes a i b els valorsa = — —1 ib = —1. En
aquest punt, es poden etiquetar 2k vertexs. Si k = n, establir
el valor corresponent a la corda ¢ a partir de les etiquetes dels
vertexs. Si k < n, establir el valor de la tercera corda en ¢ =

— — 1 on £ és l'enter positiu més petit tal que £ (¢ — b) =9, 0, i

L
etiquetar la resta de vertexs. Després comprovar si G és isomorf
a Cyp(a,—1,¢).

C. Cas 2. Ey=9,1i |E3| = |E4| = |E5| =n.
En aquest cas, assignar el color a a Es, el color b a Fy, i el color
c a F3. Es pot assignar a les cordes els valors a = 1, b = —1, i
c = 5. Aix0 permet etiquetar els vertexs, i després comprovar si
G és isomorf a Coy,(1,—1,5).

D. Cas 8. 2n = 6k per a algun k, By = E5 = @, 1 |E3| = 2|E3| = 2n.
Es pot assignar el color ¢ a FEs, i els colors a i b a la resta
d’arestes utilitzant que dues arestes oposades d’un hexagon tenen
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el mateix color. Si k(b — ¢) =3, 0 aleshores intercanviar els
colors a i b. Aix0 implica que k(b —¢) + £(a — b) =9, 0 per
afl =1 o0/f =2 Aixi es pot assignar a les cordes els valors
a=2k+ (1) b= —1,ic=1. Etiquetar els vertexs i després
comprovar si G és isomorf a Cy, (2k + (—1)%, —1,1).

Teorema 2.15 Donat un graf G d’ordre 2n i grau 3, lalgorisme RAC
retorna a, b ic si G és isomorf a Cay(a,b,c).

Demostracio. El teorema és conseqiiencia dels teoremes 2.13 i 2.14.

Del cas 1 del teorema 2.13 i del fet que tots els anells cordals d’ordre
10 sén isomorfs, es dedueix 1.A. Del cas 1 del teorema 2.14 es dedueix 1.B.
En 2.A es defineixen els conjunts E; per i € {0,1,2} per tal de determinar
quins tipus de 4-cicles conté el graf. Del cas 4 del teorema 2.13 es segueix
2.B, i del cas 3 del teorema 2.13 es segueix 2.C. En 3.A, com en 2.A; es
defineixen els conjunts E; per i € {2,3,4,5} per tal de determinar quins
tipus de 6-cicles conté el graf. Els passos steps 3.B, 3.C i 3.D es dedueixen
dels casos 2, 3 i 4 del teorema 2.14, respectivament. O
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Taula 2.1: 4-cicles i 6-cicles en Cyy(a, b, c).

Anells cordals d’ordre petit

‘ Ordre ‘ Graf ‘ Comentaris
6, 8, 10 Con(1,—1,3) Hi ha 4-cicles
Ci2(1,—1,3) . )
12 Cha(l,—1,5) Hi ha 4-cicles
14, 16, 18 | Cy,(1,—-1,3) No hi ha 4-cicles
Anells cordals d’ordre 2n > 12 amb 4-cicles
‘ Ordre ‘ Graf ‘ Comentaris
4-cicles abab
2n = 4k Cur(2k +1,1,-1) | ¢ en cap 4-cicle
a i b en un unic 4-cicle
4-cicles abac
2n Con(1,—1,3) a en exactament dos 4-cicles
b i ¢ un unic 4-cicle
Anells cordals d’ordre 2n > 20 sense 4-cicles
‘ Ordre ‘ Graf ‘ Comentaris
Només hexagons
2n Con(a,b,c) Cada aresta pertany a dos 6-cicles
Arestes oposades sén del mateix color.
6-cicles ababab
c en exactament dos 6-cicles
2n = 6k Cer(2k £1,1,—1) | a i b en exactament tres 6-cicles
Els hexagons contenen les arestes c, i
arestes oposades son del mateix color.
6-cicles ababac
m Con(1,—1,5) a en exactament cinc 6-cicles,

b en exactament quatre 6-cicles
c en exactament tres 6-cicles
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2.5 Grup d’automorfismes

El problema de determinar si un graf és o no arc-transitiu és interessant, ja
que pot ser 1til en la resolucié de problemes, com 'estudi de I'index optic,
en que definir un ecaminament a partir de les simetries del graf facilita els
calculs [19, 97].

En el cas dels anells cordals, la caracteritzacio dels cicles en la tessel-lacié
permetra, a més de reconeixer els anells cordals, descriure el seu grup d’au-
tomorfismes. Com que la imatge d’un k-cicle per un automorfisme ha de ser
també un k-cicle, una aresta i la seva imatge per un automorfisme estan con-
tingudes en el mateix nombre de k-cicles. En I’apartat anterior s’ha vist que
I’estructura dels 6-cicles, o dels 4-cicles si n’hi ha, determina la tessel-lacié.
A partir dels mateixos resultats previs, és a dir els teoremes 2.13 i 2.14, en
aquesta seccié es demostra que llevat d’'un cas particular, els automorfismes
d’un anell cordal conserven la particio de les arestes en colors, i es veu també
en quins casos hi pot haver permutacié de colors.

Si G = Cyp(a,b,c), denotem per Aut(G) el seu grup d’automorfismes.
Es ttil considerar, a més del subgrup de translacions G, = {ay,, w € Za,},
el subgrup d’automorfismes que deixen fix el vértex zero, Ay C Aut(G).
Es clar que Aut(G) = G o Ag. Les translacions donen els automorfismes
sense punts fixos, i els automorfismes que fixen un punt donaran les possibles
permutacions de colors.

Per altra banda, un automorfisme es pot veure en el pla com una trans-
formacié entre els triangles. Aixi, les translacions com graf de Cayley sén
gairebé les translacions del pla. Si o, € G, per a w parell a,, és una
translacié i per a w senar a,, és una translacié seguida d’un gir d’angle .
Aquestes transformacions del pla sén isometries que conserven el color de
les arestes i les equacions del reticle, encara que no el reticle, ja que no hi
ha punts fixos. Per tant, el problema es redueix a estudiar Aj.

Fixant 'origen del pla en un triangle que contingui el vertex zero, un
element de Ay és una bijeccid entre els triangles que deixa fix I'origen i que
conserva el reticle de zeros. En aquesta seccié es veu que, en general, els
elements de Ay es poden veure també com isometries del pla que conserven
les equacions del reticle. El resultat no és trivial. En particular, hi ha una
subfamilia en que apareixen automorfismes que no corresponen a isometries
del pla.

Lema 2.16 Sigui G = Cay,(a,b,c) un anell cordal i o € Aut(G). Aleshores
a és una isometria del pla si i només si la imatge per a de dues arestes del
mateix color son dues arestes del mateiz color.

Demostracio. Sigui a un automorfisme de G que és una isometria. Aleshores
« conserva rectes paral-leles. A més, els colors de les arestes en la tessel-laci
son direccions. Per tant, arestes del mateix color tenen imatges del mateix
color.
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Figura 2.16: Cy(11,1,—1) amb u =13, v =3, w = 14, z = 4.

Reciprocament, es pot suposar sense perdua de generalitat que a € Ay.
Aleshores, les imatges dels vertexs a, b i ¢ amb la condicié que dues arestes
del mateix color es transformen en dues arestes del mateix color, determinen
a. I és clar que hi ha només tres casos: si els tres vertexs a, b i ¢ sén fixos,
aleshores « és la identitat; si un dels tres vertexs és fix, a és la simetria
axial respecte la recta que passa pel zero i pel vertex fix; i si cap dels tres

és fix, només pot ser a(a) = ¢, a(b) =a i a(c) = b, i« és el gir d’angle ?W,

4
obé ala) =b, a(b) =c ia(c) =a,ia és el gir d’angle ?ﬁ Totes aquestes

transformacions del pla sén isometries. O

Lema 2.17 Sigui Cy,(a,b,c) un anell cordal d’ordre 2n > 20. J Ay conté
només isometries si 1 només si el graf no conté j-cicles de la forma abab.

Demostracio. Siguin G = Cyy,(a,b,c¢) d’ordre 2n > 20 i o € Ajy. Suposant
que G no conté 4-cicles de la forma abab, s’ha de veure que « transforma,
dues arestes del mateix color en dues arestes del mateix color.

Si G té cicles de la forma abac, aleshores cada aresta de color a esta
continguda en un 4-cicle, i les de color b i ¢ només en un. A més no hi
ha més 4-cicles que aquests. Per tant, el conjunt d’arestes de color a és
invariant per «. I la imatge d’un cicle abac pot ser, o bé abac, o bé acab.
Per T'estructura dels 4-cicles, mostrada en la figura 2.13, si o deixa fixos
els colors b i ¢ d’un dels cicles, aleshores passara el mateix en els altres
cicles. De manera que, o bé els colors es conserven, o bé les arestes b es
transformen en arestes c¢ i les arestes ¢ en arestes b.

Raonant de la mateixa manera, amb els 6-cicles, es demostra que si G
no té 4-cicles passa el mateix: quan G té 6-cicles de la forma ababac els
colors soén fixos per a, quan G té 6-cicles de la forma ababab només es
poden intercanviar les arestes de color a per arestes de color b, i si només
hi ha hexagons, s’utilitza que una aresta esta continguda en dos hexagons,
que dues arestes d’'un hexagon tenen el mateix color si sén oposades i que
dues arestes oposades d’'un hexagon es transformen per « es transformen en
dues arestes oposades d’un hexagon.
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Per veure el reciproc, aplicant el teorema 2.13, només cal veure que per a
tot k > 5 el graf Cy(2k +1,1,—1) té automorfismes que no sén isometries.
Vegi’s una representacié de Cyo(11,1,—1) en la figura 2.16.

En Cy,(2k +1,1,—1) els k cicles abab sén C; = {24,2i + 2k + 1,20 +
2k,2i+4k+1=2i+1} ambi=0,...,k — 1. Aleshores, donat 7 entre 0 i
k — 1, la bijeccié (§; definida per

Bi(2i + 2k + 1) 2i + 1
Bi(2i+1) = 2i+2k+1
Bi(2(i + 1)) 2(i + 1) + 2k

Bi(2(i +1) +2k) = 2(i+1)

amb la resta de vertexs fixos és un automorfisme del graf, perd no és una
isometria, ja que hi ha arestes de color ¢ i de color b fixes, i també hi ha
arestes de color a i b que s’intercanvien. En la figura 2.16, 3; és I’'automor-
fisme que intercanvia els vertexs u i v i també els vertexs w i z, deixant la
resta de vertexs fixos. O

Si{z,y,z} = {a,b, c}, es denota per my, la simetria axial respecte de la
recta que passa per l'origen i pel triangle adjacent a l'origen que conté el

by T
vertex z, i per r i r? els girs d’angle 3 i 3 respectivament. Aleshores

{I, Tap, Thes Tea, T, 72} 6s el conjunt de totes les isometries del pla que fixen
el zero i transformen triangles en triangles. D’aquestes aplicacions només
son automorfismes de G les que deixen invariants les equacions del reticle,
és a dir el reticle de zeros, ja que el zero és fix. De fet son les que indueixen
sobre el conjunt de vertexs una bijeccié.

En els dos lemes segiients es fa servir que si un automorfisme és una
isometria del pla aleshores conserva les equacions del reticle. Aix0 ddéna
condicions de simetria sobre les equacions, que permeten caracteritzar el
graf. Donat que les equacions vénen donades en termes de A, B i C, les
condicions buscades es dedueixen de les imatges dels vertexs 24, 2B i 2C.

Lema 2.18 Sigui G = Co,(a,b,¢) un anell cordal. En Aut(G) hi ha una
simetria axial si 1 només si existeizen dos enters positius £ 1 m tals que es
compleiz una de les dues condicions seguents:

1. n=20m, med(,m) =1 i G=Cupm(dm+1,1,2m — 20+ 1);

0 —
2. n=4¥¢m, ¢ im tenen la mateiza paritat, mcd(m, _m) =1,:G

2
Corm(2m +1,1,m — £+ 1).

1

Demostracié. Es pot suposar que my, € Ag. Les imatges dels vertexs a, b i
¢ determinen les equacions del reticle, tal com es veu a continuacié. Com
que mgp(a) = b, map(b) = a 1 mep(c) = ¢, sobre els vertexs 2A = b — ¢, 2B =
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Figura 2.17: Anell cordal d’ordre 48, corresponent a m = 3, k = 4.

c—a 120 =a—0b es té myp(24) = —2B, mep(2B) = —2A 1 m(2C) =
—2C. Sempre que es compleixi A+ yB 4+ zC =, 0, que vol dir que
el triangle de coordenades (z,y,z) conté el vertex zero, es tindrd també
—yA—xB —2C =, 0. A més, canviant de signe les equacions, valdra
també —zt A—yB—2C=,0icA+yB+2C=,0.

Es clar que, si (z,y,2) i(—y,—x,—z) contenen el vertex zero, (z—y,y—
z,0) també. Considerant el valor positiu més petit de m amb m A—m B =,
0 itambé el valor positiu més petit de £ tal que £C =, 0, es poden distingir
dos casos. En el primer cas, aquestes dues equacions generen tot el reticle de
zeros. En el segon, els punts que satisfan les equacions pertanyen al reticle
de zeros, perd no son tots els zeros. Si les equacions del reticle sén

iC =, 0
mA—-mB =, 0

aleshores G és un anell cordal que es pot descomposar en 2m cicles disjunts
de longitud 2/ que contenen només arestes a i b. En aquest primer cas n =
2¢m,, i l'anell cordal tindra ordre 4¢m. La condicié de connexié es complira si
i només si med(¢,m) = 1. Aix0 és facil de comprovar fent £ = az i m = ay,
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JAVEY AV AVAVAVAVAVAVAVAVAVL/AVAVAVAN

Figura 2.18: Anell cordal d’ordre 30, corresponent a m = 3, k = 5.

de manera que les equacions queden ax C' = 2a’zy i ay A — ay B = 2a%xy.

Combinant-les adequadament s’arriba a 0 = z(ay A — ay B) — yaz C
2aizy A. Aleshores med(A, C,n) = &, i només pot ser o = 1.

Llevat simetries, i triant b = 1, les equacions del reticle ara donen a

dm+1 ic=2m — 2k + 1. El graf és doncs Cygy,(4dm + 1,1,2m — 2k +

)

En la figura 2.17 es mostra la tessel-lacié associada a Cyg(13,1,—1), amb

m=41i/l=3.

Si les equacions £ C =, 0 im A —m B =,, 0 no generen tot el reticle,

és

facil veure que 'inica manera de mantenir la simetria respecte de la recta

. , .. —m . .
per 0 i ¢, és que es compleixi m A — ——— C' =, 0, en particular, £ i m han

de tenir la mateixa paritat. Aleshores n = ¢m i el nombre de cicles disjunts
de longitud 2/ amb només arestes a i b és m. El reticle estara generat per

les equacions

- . o A L—m
La condicié de connexié es compleix si i només si mced | m, — ) =

1.
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L—m
2
de manera que £ = a2z +y i n = o?y(2z + y), i les equacions queden
ayA—ay B =0 iay A—axz C = 0. Combinant-les adequadament s’arriba a
0=z(ay A—ay B)+y(ay A—azx C) = 2azy+ay?)A. Aixi ay(2z+y)A =0
en Z,, on n = o?y(2x +vy). Aleshores mcd(A, C,n) = & i, per tant, o = 1.

Llevat simetries i triant b = 1, les equacions del reticle ara donen a =
2m+1 ic=m — ¢+ 1. El graf és doncs Cypp,(2m + 1,1,m — £+ 1). La
tessel-laci6 associada a C3p(7,1,—1) esta representada en la figura 2.18.

Reciprocament, les equacions del reticle de zeros corresponent a l’anell
cordal Cypp,(4m +1,1,2m — 20+ 1) sén

Per veure aix0 s’escriu, com en el cas anterior, m = ay i = a,

LC =9lm 0
mA—mB =y, 0

i les equacions del reticle de zeros corresponent a Panell cordal Cyy,, (2 +
1,1,m—£+1) sén

mA—-mB =, 0

En qualsevol dels dos casos, la simetria 7,, conserva les equacions. O

Lema 2.19 Sigui G = Cay,(a,b,c) un anell cordal. En Aut(G) hi ha els
girs v i r? si i només si hi ha un enter positiu ¢ tal que es compleiz una de
les dues condicions seguents:

1. n=3024+30+1 i G=2Co(—1,60+3,1);
2.0 éssenar,n =302 +30+4 i G=2Coy(1—2(0+2),20+1,1).

Demostracié. Com en el lema anterior, suposant que r € A, les imatges
dels vertexs a, b 1 ¢ determinen les equacions del reticle. Com que r(a) =
¢, 7(b) =a ir(c) =b,esté r(24) =2C, r(2B) =2A ir(2C) = 2B. Sempre
que es compleixi x A+y B+2z C =, 0, es complira també y A+2z B4+x C =, 0
izA+xzB+yC =, 0. Aix0o implica que les equacions del reticle seran

kA—¢B =, 0
kB—-{C =, 0
kC—-tA =, 0

per a algun valor positiu de k i/, per als quals es pot suposar k£ > ¢. En
particular, n no pot ser qualsevol, ja que les equacions del reticle determinen
la rajola i, en particular, 'ordre. En la figura 2.19 es pot veure com seria la
tessel-lacid, cas d’existir 'anell cordal, pels valors k =6 i/ = 3.
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kB —/KC <~ )+ 1>

Figura 2.19: La tessel-lacié quan k =6 i ¢ = 3.

Per calcular 'ordre en funcié de £ i ¢ es compta el nombre de triangles
parells que conté la rajola. En la representacio, es veu que els cicles k A—/¢ B,
kEC —¢AikB—/{C determinen la frontera de la rajola i, per tant, s’han
de comptar tots els vertexs interiors, i els de la frontera sense repeticions.
El calcul déna:

k+0+1 k+e 1
— ; W1 == 1 1) —2k—1
n i%IHZ_;; ¢ S(E+ L+ 1)k +0) + k(¢ +1) — 2k

Fent k = £+ m s’obtenen les equacions ({ +m)A —¥¢B =, 0, ({+m)B —
2
LC=,0 i(E—l—m)C’—EAEnO,ielvalorn:3€2+3€m+m +m+m—1.

A més, la relacié A+ B + C' =0 permet reduir el sistema a dues equacions
en A iDB:

l+m)A—¢B =, 0
A+ (20+m)B =, 0.

Ara, si A, B i C és una soluci6 del sistema, aleshores per a A € Z), AA, A\B
i AC' és també una solucié del sistema, ja que anells cordals corresponents
tenen la mateixa tessel-lacid. Aixi, les dues equacions s’han de poder reduir
a una de sola, és a dir, el determinant d’aquest sistema ha de ser zero o un
multiple de n.
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El determinant de la matriu de coeficients és 3¢2 4+ 3¢m +m?. I si aquest
2

nombre ha de ser un multiple de n = 362 +3¢m + — +m—1, només pot

m?+m
ser exactament n. Es té doncs 302 +3¢m+m? = 302 +30m+ — +m-—1
2
i per tant w +m—1=m2, que déna m? — 3m + 2 = 0. Aixd déna

dos possibles valors de m, m =1 i m = 2.
Si m = 1, aleshores n = 3/? + 3¢ + 1, i les equacions sén

(t+1)A—(¢B =, 0
(A+(20+1)B =, 0

Per tant, una solucié és a = —1, b=6£+3,1ic = 1. L el graf és Cy,(—1,6¢+
3,1).
Si m = 2, aleshores n = 3/2 + 6/ + 4, i les equacions sén

((+2)A—¢B =, 0
(A+(20+2)B =, 0

La condici6 de connexié només es satisfa si £ és senar. En aquest cas,
doncs, una solucié és a = 1 —2(£ +2),b =2(+1,ic = 1. El graf és
Con(1 —2(£+2),20+1,1), per a £ senar.

Reciprocament, com en el lema 2.18, és facil comprovar que r conserva les
equacions del reticle dels grafs Co, (—1,60+3,1) i Co,(1—2(£+2),24+1,1).
O

En el segiient teorema, consequeéncia d’aquests dos lemes, es déna la
caracteritzacié del grup d’automorfismes d’un anell cordal d’ordre 2n > 20.
Per a gairebé tots els anells cordals el grup d’automorfismes és exactament
el grup de translacions, és a dir, 49 = {Id}. Si el grup conté no només
translacions, hi ha quatre casos. Els tres primers corresponen a anells cordals
per als quals tot automorfisme deixa fix un color. En I’enunciat del teorema,
els grafs es descriuen suposant que el color fix és ¢, igual que en els lemes
anteriors. Els automorfismes 3; sén els que han estat definits en la prova
del lema 2.17.

Teorema 2.20 Sigui G un anell cordal d’ordre 2n > 20. Per a tot enter
k > 5, 1 per a tot enter 1, 0 <1 < k — 2, es defineix B;, bijeccid de Zyy, per
Bi(2i4+2k+1) =2i+1, B;(2i+1) =2i+2k+1, 3;(2(i+1)) =2(i+ 1) + 2k,
Bi(2(i+ 1) +2k) =2(i + 1), i la resta de punts, fizos.

1. Si hi ha un enter senar k > 5 tal que G és isomorf a Cy(2k+1,1, —1),
aleshores Ay és el grup generat pel conjunt {3;, 0 < i <k — 2}.

2. Si hi ha un enter parell k > 5 tal que G és isomorf a Cy,(2k+1,1,—1),
aleshores Ay és el grup generat pel conjunt {map} U{B;, 0 < i < k—2}.
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3. Si hi ha dos enters m i £, amb mcd(¢,m) = 1, tals que G és isomorf
a Cypn(dm +1,1,2m — 20 4+ 1), o si hi ha dos enters m i £ # 2, amb

mced(m, E—Tm) =1, tals que G és isomorf a Copp,(2m+1,1,m—~4+1),
aleshores Ay = {Id, map}-

4. Si hi ha un enter £ tal que n = 302 + 30+ 1 i G és isomorf a
Con(—1,6043,1), o0 si hi ha un enter senar £ tal que n = 30>+ 30+ 4
i G és isomorf a Cop(1—2(0+2),20+1,1), aleshores Ay = {Id,r,7?}.

5. Altrament, Ay = {Id}, i el grup d’automorfismes de G és el conjunt
de translacions G7y,.

El teorema es dedueix dels lemes 2.16 i 2.17. En el cas 2, Ay conté g;.
Pero també és facil comprovar que Cy(2k + 1,1, —1) = Cypp(2m+1,1,m —
¢4 1), amb £ =2 i m = k parell. Per tant, les equacions del reticle sén
invariants per 7wy, tal com s’ha vist en el lema 2.18. L’altim cas del teorema
correspon als anells cordals arc-transitius. El grup d’automorfismes conté
només isometries de la tessel-lacié, i Ay és isomorf al grup ciclic d’ordre 3.
Es interessant recordar que, el graf Co,(—1,6¢+3,1), amb n = 3¢2 + 3/ + 1
és lanell cordal de diametre senar 2¢ + 1 i ordre maxim, ja estudiats en la
Seccib 2.3.3.

2.6 Anells cordals isomorfs

L’analisi dels cicles d’un anell cordal permet, a més de resoldre el prob-
lema del reconeixement i de descriure el grup d’automorfismes, determinar
les classes d’isomorfia d’aquesta familia de grafs. De fet, el que es veu
en la seccié 2.4 és que la tessel-lacié determina el graf. Segons es veu en
el lema 2.17, hi ha anells cordals que tenen automorfismes que no conser-
ven la particié en colors de les arestes. Aquest resultat mostra que, la
resposta negativa a la pregunta de si pot haver-hi anells cordals isomorfs
amb tessel-lacions diferents potser no és tan intuitiva com podria semblar.

En la seccio 2.3.2, la propietats 3 permet donar isomorfismes d’anells
cordals, a partir d’Addm isomorfismes dels grafs de triple llac associats.
Aixi, si per a un cert A € Z} les cordes a, b, ¢ i d, b, ¢ satisfan o’ — ¥
Aa—b), b'—c = A(b—c) i, per tant, ¢ —a’ = A(c—a), aleshores Coy,(a, b, ¢)
Con(a', V', ). Lisomorfisme Cyy, (a, b, ¢) = Coy (a+2i, b+2i, c+2i) es dedueix
d’aquesta propietat amb A = 1.

El que es pot assegurar ara és que, llevat canvis d’ordre en les cordes,
que en el pla sén simetries de la tessel-lacid, aquests isomorfismes sén els
unics.

Donats un anell cordal i el seu graf de triple llag associat, Co,(a,b,c) i
T.(A, B,C), amb mcd(A,n) = a, med(B,n) = i med(C,n) = . Sempre

11l
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es poden suposar les cordes ordenades de manera que @ < 3 < «y. Aquesta
notacié és la que s’utilitza en les proposicions segiients.

Proposicié 2.21 Si a < f<v i A= za, aleshores els grafs de triple llag
To(A,B,C) i Ty(a,zB8,y7y), amb 28 =2"'B i yy = 2z"'C, son isomorfs.
En aquest cas, Cop(a,b,c) = Cop(2yy — 200 — 1,200 + 1, 1).

Proposicié 2.22 S o = =1, v # 1 i C = zv, aleshores els grafs
de triple lla¢ T, (A,B,C) i T,(z,y,7), amb © = z7'A i y = 27'B, son
isomorfs. En aquest cas, Cop(a,b,c) = Cop(2y + 22 + 1,22 + 1, 1).

Proposici6é 2.23 Si o = 8 = v = 1, aleshores el graf T,(A,B,C) és
isomorf als tres grafs de triple lla¢ T,,(1,z, —(x+1)), T, (z~ ', 1, — (271 +1))
i Tp((14+2) Y, —(14+2)" 1 —1,1), on 2 = A"'B. En aquest cas, Cyy(a,b,c)
és isomorf als anells cordals Cy,(—2x — 1,1,—1), Cop(—1,2071 +1,1) i
Con(1,—1,—1 —2(1 +2)71).

Les tres proposicions es dedueixen d’aplicar al graf de triple llac associat a
Panell cordal, T}, (A, B,C), un isomorfisme de la forma A — AA, B — \B
i C' — AC, amb l'enter A inversible en Z,, adequat. A més, d’aquestes tres
proposicions es dedueix facilment com es pot determinar si dos anells cordals
son isomorfs.

Siguin Coy,(a,b,c) 1 Cyy(a’, V', ") anells cordals, amb grafs de triple llag
associats T, (A, B,C) i T, (A',B',C"), respectivament. Es clar que si hi
ha isomorfisme, es poden reordenar les cordes de manera que mcd(A,n) =
med(A’,n) = a, med(B,n) = med(B',n) = 6 i med(C,n) = med(C',n) =
v, amb a < g <. Es poden distingir els tres casos segiients.

1. Si @« < B < 7, per la proposicié 2.21 hi ha dos enters y i ¢/, amb
mcd(y,n) = med(y’,n) = 1, tals que Cop(a,b,c) = Coy(2yy — 2a —
1,2a —1,1), 1 Co(a’, b, ) = Con(2y'y — 200 — 1,20 — 1, 1).

Aleshores, Cy,(a,b,¢) = Cyy(a’, b/, ') siinomés siy =1y’

2. Sia =03 =1, v # 1, per la proposicié 2.22 hi ha dos enters = i z',
amb mcd(z,n) = med(z',n) = 1, tals que Cyy,(a, b, c) = Copn(2y+ 22+
1,2z +1,1), 1 Cou(a’ 0, ") =2 Copn(2y + 22" + 1,22 +1,1).

Aleshores, Cop,(a,b,c) = Cop(a’,b',c') siinoméssiz =2’ obé z+2' =
7.

3.Sia = 8 = v = 1, per la proposicié 2.22 hi ha dos enters z i z',
amb mcd(z,n) = med(z',n) = 1, tals que Cy,(a,b,c) = Cop(—2x —
1,1,-1),1 Cop(a’, b, ) = Cyp(—22" —1,1,-1).

Aleshores, Cop(a,b,c) = Co,(a’,b',¢') si i només si +£(22" + 1) €
{-2z+1),227 ' +1,-1—-2(1 +z)"'}.
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2.7 Aresta-biseccio dels anells cordals

L’aresta-biseccié d'un graf és el minim nombre d’arestes que s’han d’eli-
minar per a obtenir dues components connexes del mateix ordre, o d’or-
dres amb una unitat de diferéncia. Molts dels grafs utilitzats sovint com
a models de xarxes d’interconnexid tenen la biseccié gran (vegi’s el llibre
de Leighton [79]). Aix0 és degut a que la bisecci6 és un factor important
al determinar la complexitat d’algorismes en els quals la informacié s’ha
d’intercanviar entre dues meitats de la xarxa. Per exemple, en [68, 75, 76]
es donen cotes inferiors per a la complexitat del problema de gossiping en
els modes de comunicacié de camins vertexs disjunts i de camins aresta-
disjunts, en funcié de 'ordre i de la biseccio del graf. En el capitol 4 es déna
un algorisme de gossiping en els anells cordals en el model de camins aresta-
disjunts. L’estudi de 'optimalitat d’aquest algorisme ha motivat el calcul
de P’aresta-biseccio, per a la qual només s’ha pogut trobar una aproximacio.

El problema del calcul de la biseccié de grafs és un problema NP-complet.
Per a calcular la biseccié d’algunes families de grafs s’ha treballat amb
metodes diversos. Per exemple, Leigthon déna en [79] I'aresta-biseccié de
les malles i de I'hipercub. La tecnica aplicada en aquest cas mostra que, en
general pot ser facil trobar cotes superiors, mentre que demostrar que una
cota és ajustada, és a dir, trobar cotes inferiors, pot ser més dificil. Com a
exemples dels treballs sobre bisectors de grafs, el problema per a vertexs en
grafs de Cayley és estudiat per Annexstein i Baumslag [10], Blackburn [24] i
Hamidoune i Serra [60]. En [101], Pothen et al. utilitzen meétodes espectrals
per trobar particions de grafs. Monien i Diekmann [87] donen cotes per
I’aresta-biseccio de grafs de grau parell.

En aquesta seccid es presenten cotes superiors per a ’aresta-biseccié dels
anells cordals. Per als anells cordals de la forma Cs,(—1,d, 1), els resultats
sén quasi optims.

2.7.1 Preliminars

Lema 2.24 Si k és el minim cardinal d’un conjunt d’arestes bisector de
Con(—1,d,1), amb d < n, aleshores k < d + 2.

Demostracio. La particié del conjunt de vertexs {0,...,2n — 1} en els dos
conjunts {0,...,m — 1} i {n,...,2n — 1} dbna aquesta primera cota, tal
com es veu en la figura 2.20. El conjunt d’arestes X = {(i,j) € E, 0 <
i<n-—1,n<j<2n-—1} separa els vertexs {0,...,n — 1} dels vertexs

{n,...,2n —1}.
Si n és parell, tenint en compte que d < n, es té¢ X = X7 U X U X3 on
X1 = {2n—d+1,1),2n—d+3,3),...,(2n — 2,d - 2)}
Xy, = {(n—d+1,n+1),(n—d+3,n+3),....,(n—2,n+d—2)}

X3 = {(2n—-1,0),(n—1,n)}.
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Figura 2.20: Bisector de Cy(—1,5,1).

-1 d—1
El calcul del cardinal d’aquests conjunts déna |X;| = 5 | Xo| = 5 i
|X3| = 1. Per tant, | X| =d+ 1.
De la mateixa manera, per n senar es troba | X| = d + 2. O

A continuacié s’utilitza la tessel-lacié associada a un anell cordal per a
millorar aquesta cota, en els grafs de la forma Cy,(—1,d,1).

Com ja s’ha vist, es poden associar coordenades a cada vertex parell, de
manera que la terna (z,y, z) representa el vertex 24 + y 2B + 2 2C € Zoy,.
Pero també es pot veure una terna (z,y, z) com una seqiiéncia d’arestes del
graf, de la manera segiient. Si x, y iz soén positius, (z,y,2) representa la
seqiiencia que conté = vegades (b, —c) seguit de y vegades (¢, —a), i seguit de
z vegades (a,—b). Per a ternes d’enters qualssevol, s’extén aquesta notacié
de manera natural: si x (respectivament y o z) és negatiu, apareix —z
vegades (¢, —b) (respectivament —y vegades (a, —c), 0 —z vegades (b, —a)).

Per a cada vertex parell, v, es denota per v + (z,y,z) el recorregut
d’origen v determinat per la seqiiéncia (z,y, 2). Es déna un exemple en la
figura 2.21. El recorregut v + (z,y, z) és un cicle si es compleix t A+y B +
z(C =, 0. T ja ha estat vist en la seccié 1.4.2 que, utilitzant A+ B+ C = 0,
es pot reduir una relacié de la forma x A+y B4z C =, 0 a una altra en que
només intervinguin dos dels tres enters A, B i C, amb els coeficients de signe
diferent. En efecte, suposant per exemple que =z >y > 2z, t A+yB+2C =,
0 es pot reduir a (zx —y)A — (y — 2)C =, 0. En la figura 2.21 (b) hi ha
un exemple de la representacié de cicles en el pla. Es diu que dos cicles son
paral-lels si segueixen la mateixa direccié en la tessel-lacid, i tenen 1’origen
en vertexs a distancia dos, tal com en la figura 2.22.

Amb aquesta notacid, s’estableixen els dos lemes segiients, que valen per
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(a)
OO

YAV 2, 4B £ & =n

W
g

(b)

Figura 2.21: (a) Representacié dels camins de longitud parell d’un anell
cordal. (b) Representacié dels cicles de Cyg(—1,9,1). En (b), el reticle de
zeros associat a Cys(—1,9,1) és el conjunt de triangles que contenen e.

a anells cordals amb cordes a, b i ¢ qualssevol.

Lema 2.25 Sigui v un vértex parell d’un anell cordal Cay(a,b,c), i sigui
w = v —2C. Siguin x 1y dos enters positius tals que xt A —yB =, 0.
Aleshores, els cicles C, = v + (z,—y,0) i Cp = w + (z,—y,0) estan con-
nectats per totes les cordes a amb un extrem en el subconjunt del conjunt
de vertexs de Cy,

{w, w+2A4,...,w+ (z —1)24}

1 per totes les cordes b amb un extrem en el subconjunt del conjunt de vértexs

de Cy
{v+z2A,v+22A—-2B,...,v+x22A—(y—1)2B}

Demostracio. Només s’ha de comprovar que les cordes a enumerades tenen
I’altre extrem a C,, i també que les cordes b enumerades tenen I'altre extrem
a Cy. Vegi’s la figura 2.22. O

Els cicles de ’enunciat del Lema 2.25 segueixen les direccions (A4, —B). Si
x 1y sén dos enters positius talsque z B—yC =, 0,0 talsquez A—yC =,
0, és possible fer una construccié semblant en les direccions donades pels
parells (B,—C) i (A,—C). En efecte, si t B —yC =, 0, 1 v és un vertex
parell, aleshores els cicles C, = v + (0,z,—y) i C\y, = w + (0,z,—y), amb
w = v — 2A, son cicles paral-lels connectats per x cordes b iy cordes c. T
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Figura 2.22: Cicles paral-lels C, i C,, d’un anell cordal que satisfa 7A —
2B =,0.

de la mateixa manera, si z A —yC =, 0,1 v és un vertex parell, aleshores
els cicles C, = v + (2,0, —y) i Cy = w+ (2,0, —y), amb w = v + 2B, sén
cicles paral-lels connectats per x cordes a i y cordes c.

Lema 2.26 Sigui Co,(a,b,c) un anell cordal. Siguin x iy dos enters posi-
tius tals que

tA—-yB=,0, obé zB—yC=,0, obé 2C—-—yA=,0.
Aleshores aresta-biseccié de Cop(a,b,c) és com a molt 2(x +y) + 1.

Demostracio. Per simetria, els tres casos es poden demostrar de la mateixa
manera. Per tant només cal considerar el cas t A —y B =, 0. A més, es pot
suposar sense perdua de generalitat que el cicle determinat per (x,—y,0)
és simple. En cas contrari, es podrien trobar enters ' iy’ complint 2z’ A —
Yy B=,0,amb z' +y <x+y.

En primer lloc, es considera el cas n divisible per 2(z + y). Es denota

per « el resultat de la divisio, « = ——. La seqiiéncia (z,—y,0) i el
2(z +y)

conjunt de vertexs v; = —C'4, amb 0 <7 < « — 1, defineixen un conjunt de
cicles paral-lels, C; = v; + (z, —y,0). Vegi’s la figura 2.23 (a).

Pel Lema 2.25, els veins de qualsevol vertex de C;, pera 1l <i < a — 2,
pertanyen a Cj_1, C;, o bé Cj11. A més, hi ha z +y arestes de Cy a Cf,
iz+y arestes de C, 2 a Cy_1. Sigui V' la unié dels vertexs de tots els
cicles C;, i V. = Zo, — V. Si |V| < n, aleshores es poden trobar enters z’
i1y’ per als quals es compleix una de les equacions de ’enunciat, i tals que
r' +4' < x+y. Per tant, es pot suposar |V | = |[V| = n. Per construccié de
V, les tiniques arestes amb un extrem a V i laltre a V sén

les cordes a amb un dels extrems al subconjunt de vértexs de C
{Uo,Uo +2A,... , o + (:L‘ - 1)2A}

les cordes b amb un dels extrems al subconjunt de vertexs de Cy
{vo+z24+a,...,v90+22A—-2B+a,...,v90+z2A—(y—1)2B +a}
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Figura 2.23: (a) El graf Cg4(5,19, 1) satisfa4 A—3 B =, 0. Hi ha un conjunt
bisector amb 14 arestes. (b) El graf C7(29,1,69) satisfa 54 —2B =, 0.
Hi ha un conjunt bisector amb 15 arestes. En les dues representacions, el
reticle de zeros és el conjunt de triangles que contenen O, i els triangles que
contenen e representen els punts de V', mentre que les arestes del conjunt
bisector estan representades amb trac¢ gruixut.

les cordes a amb un dels extrems al subconjunt de vertexs de C'y_1
{va—1 +b,v0-1+2A+0b,...,04-1+ (z —1)2A + b},

i les cordes b amb un dels extrems al subconjunt de vertexs de C,_1
{va—1 + 224,041 +22A —2B,...,v4—1 + ©2A — (y— 1) 2B}

Aquest conjunt d’arestes té mida 2(z + y), i separa els vertexs del graf en
dos conjunts del mateix ordre. Aixi doncs, en aquest cas, laresta-biseccio
és com a molt 2(x + y).

Elcas n = a2(z +y) + 3, amb 1 < 8 < 2(z + y) es pot resoldre de
manera semblant. Si § és parell, s’'obté la mateixa cota superior, 2(z + y).
Mentre que si 3 és senar, amb la construccié descrita trobem un bisector de
mida 2(z + y) + 1. Vegi’s un exemple en la figura 2.23 (b). O

2.7.2 Aresta-bisecci6 dels anells cordals Cy,(—1,d,1)

Per a anells cordals de la forma Cy,(—1,d, 1), es té

2A=d—1, 2B=2, and 2C=—(d+1). (2.1)
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Per aplicar el Lema 2.26, s’ha d’estudiar les equacions t A —y B =, 0, o
xrB—-—yC =,0,0xA—yC =, 0 per a les quals x + y és minim. Els

d—1
valors de A, B,iC en (2.1) donen A — TB = 0. Per tant, el Lema 2.26,

permet també obtenir la cota superior d 4 2, la mateixa que en el lema, 2.24.
Aquesta cota, pero, es pot millorar.

Suposant fixat l'origen del pla en un dels punts del reticle, es busca
en la tessel-lacid el cami més curt des de l'origen a un altre punt del ret-
icle. Per simetria, n’hi ha prou amb considerar les parelles de direccions
(A,—B), (B,—C),i(A,-C).

Es denoten per ¢ i 7 els enters positius que satisfan

2n=¢q(d—-1)+r i 0<r<d-3, rparell (2.2)
Analogament es denoten per ¢’ i 7’ els enters positius que satisfan
2n=q¢(d+1)+r" i 0<7r' <d—1, o' parell (2.3)

Les equacions (2.1), (2.2) i (2.3) permeten deduir que

!

qA+gB=Q %B—dCZQ i ¢ <q

r

En la figura 2.24 hi ha representats els cicles (g, 5,0) and (0, %, —q).

Teorema 2.27 Sigui k la aresta-biseccio de Con(—1,d,1).
1. Si ¢' =q, aleshores k <min{2¢' + '+ 1,d+2 —r'} <d+2.
2.8 ¢q=q—11i2¢<d+1 aleshores

si ' =0 aleshores k<2¢ +1<d+2,
altrament k <2q+1 < d+ 2.

3. En els altres casos, k < d+2 és la cota superior més petita que es pot
trobar.

Demostracié. Suposant ¢' = g, aleshores com que g(d—1)+7r = q(d+1)+7,
es té 7 = 2¢' + ' < d —1. Les ternes (¢, 5,0) i (0, %', —q') representen el
mateix triangle. En aquest cas, doncs, només hi ha tres punts del reticle
que puguin donar un valor petit per x + y:

d—1 r!
1_— __/
(a 2 a0>a (0a2a Q>

i la suma dels dos anteriors,

d—1 r! —d+1+7
1,——— ——q ) =11, —
(7 2 70>+<0727 q) <7 2 ) q)
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Figura 2.24: Representacié dels cicles de Csg(—1,7,1). El triangle que conté
® és l'origen, mentre que el reticle de zeros és el conjunt de triangles que
contenen e. Els enters 2 iy en la terna (z,0,—y) satisfan z (d—1) +y(d+
I)=2niz>q.

—d+r' +1

Com que en aquest cas es compleix 1 > —¢' > 5

(1’ —d%l”',_q)

, la terna

es pot reduir a

—d+1+7r+2¢
(q,+1, + —i2-r+ q’0>

Pel Lema 2.26, les cotes que donen aquests tres punts sén d+2, 2¢' +7' +1
id+2—r". Aixi doncs, £ < min{2¢' + ' +1,d+2—-71'} <d+2. En la
figura 2.25 (a) es pot veure un exemple d’aquest cas.

Es considera ara el cas en qué ¢’ = ¢ — 1. Aleshores, tal com es mostra
a la figura 2.25 (b), els tres punts que donen el valor més petit de & sén:

d—1 r r!

(17_T70)7 (%570) i (07_7_(],)'

Com que ara g(d — 1) +r = (¢g—1)(d+ 1) + 7', es té r = 2¢ + 1’ i, per
tant, 2¢ < r. La terna (g, 5,0) es pot reduir a (¢ — §,0,—5%). T aplicant el
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0, A —d\ ¢
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lI

(a) (b)

Figura 2.25: (a) Cas(—1,11,1) satisfa ¢’ = ¢. (b) Cs6(—1,9,1) satisfa
q' = q — 1. En les dues representacions, el triangle que conté @ és l'origen,
mentre que el reticle de zeros és el conjunt de triangles que contenen e.

Lema 2.26, es troben les cotes d + 2, 2¢ + 1, i 2¢' + ' + 1. La més petita
d’aquestes cotes és:

2¢ +1,8i2g<d+1ir" =0
2q+1,si2g<d+11ir #0;
d+2,s812¢g>d+ 1.

Per acabar, si ¢ — ¢ > 2, aleshores I'equaci6é ¢(d—1)+r =¢ (d+1)+7'
implica 2¢ > d+1>r,12¢ + 7' > d+ 1. Per tant, les cotes donades per
(¢ —5,0,—5) 1 (0, %', —q') s6n 2q + 1 i2¢' +r' + 1, respectivament, totes
dues més grans que d + 2. També es poden considerar els punts (z,0, —y),
amb z iy enters positiusi z(d — 1) + y(d + 1) = 2n. Es comprova que, per
a aquests punts, x > ¢. Aixi doncs, d 4+ 2 és la cota superior més petita que

es pot trobar. Vegi’s la figura 2.24 per un exemple d’aquest cas. O
En [76] es mostra que per a un graf G, ; d’ordre n i aresta-bisecci6 k
el temps de gossiping en el mode 2EDP, goppp(Gp i), satisfa
92pP(Gn k) > 2[logy n| — logy k — log, logy k — 6

En el capitol 4 es presenta un algorisme de gossiping per a anells cordals de
la forma Cy,(—1,d,1). El temps d’aquest algorisme és una cota superior de
9(Con(—1,d, 1)), i déna

2[log, 2n] — logyd +O(1) si ¢ >d+1
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2[logy 2n] —logs ¢’ + O(1) si ¢ <d+ 1.

Aquests resultats permeten concloure que, en els casos 2 i 3 de ’enunciat
del teorema 2.27, la cota trobada per a ’aresta-biseccié és, de fet, 'aresta-
biseccié.

2.7.3 El cas general

Donat que un anell cordal no és sempre de la forma Cs,(—1,d,1), pot
ser interessant preguntar-se que es pot dir de la biseccié d’un anell cordal

Can(a, b, c) qualsevol. Els anells cordals Coy,(a, b, ¢) no isomorfs a Co, (—1,d, 1)

per a tot d, sén exactament els que satisfan mcd(A,n) = «, med(B,n) = G,
imed(Cyn) =v,amba # 1, # 1,1y # 1 enters tals que med(a, 3,v,n) =
1.

Els lemes 2.25 i 2.26 de la secci6 2.7.1 permeten deduir, per a anells
cordals qualssevol, el resultat segiient:

Propietat 4 Sigui Co,(a,b,c) un anell cordal i siguin o = med(A,n), § =
med(B,n) i v = med(C,n). Aleshores l'aresta-biseccié de Cay(a,b,c) és
com a molt min{%” +1, %n +1, 27” + 1}

Aquesta propietat és conseqiiencia del lema 2.26 i de les equacions

"a=,0, =0, Zc=,0
e p gl
que Cop(a,b,c) satisfa.

Per a obtenir cotes superiors més acurades de 'aresta-biseccié d’un anell
cordal qualsevol, s’haurien d’estudiar les equacions en 7Z,, de la forma = A —
yB=,0,2B—yC=,0,ixA—yC =, 0, per a valors qualssevol de A, B,
iC.
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Capitol 3

Encaminament en anells
cordals optims

En aquest capitol es defineix un encaminament consistent de camins més
curts a partir de la tessel-lcié associada a un anell cordal de diametre senar
i ordre maxim. També es presenta l'estudi la vulnerabilitat de ’encamina-
ment, veient com es poden redefinir els camins en cas de fallada d’un o dos
vertexs. Donat que el grau és 3, la fallada de més de dos vertexs podria
desconnectar el graf. El fet que el graf de triple llag associat a un anell
cordal optim sigui també optim ha permes determinar vertexs centrals per
a 'encaminament.

En el cas d’un anell cordal qualsevol, no es poden generalitzar els re-
sultats trobats per al cas optim. Ni tan sols en el cas d’anells cordals de
diametre parell i ordre maxim, que no tenen un graf de triple llac associat
optim.

3.1 L’encaminament

Donat D = 2] 4+ 1 senar, es considera ’anell cordal de diametre D i ordre
_ 3D? +1 _ _

maxim Cy,,(a,b,c), on mp = — Definir un encaminament en Cy,

és associar a cada parella de vertexs del graf z, y un cami de z a y, p(z,y).

Per la vertex-transitivitat del graf només s’ha de definir 'encaminament p

per a les parelles (0, z).
.. z . . . z—a .
Donat z € Zy,,, z # 0, sigui z* = 5 siz és parell, i z* = si

z és senar. El vertex z* és el vertex corresponent a z en el graf de triple
llag associat. Es diu que z té coordenades (m,n,p) si i només si z* té
coordenades (m,n,p) en el graf de triple llag associat.

Definicié 3.1 Donat un vértez, z, es defineiz la situacié de z, S(z) per:
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C -B
\ /

B -C
Figura 3.1: Situacié dels vertexs per a D = 7.

1. S(z) = 0 si z té coordenades (0,—n,p) amb n > 0,p > 0, o bé
(m,—n,0) amb m > 0,n > 0, o bé z és senar i té coordenades
(m,0,0) amb m > 0.

2. S(z) =1 siz té coordenades (—m,n,0) amb m > 0, n > 0, o bé
(—m,0,p) ambm >0,p>0.

3. S(z) = —1 si z té coordenades (m,0,—p) amb m > 0,p > 0, o bé
(0,m,—p) ambn >0, p >0, o bé z és parell i té coordenades (m,0,0)
amb m > 0.

S’observa en la figura 3.1 que els semieixos determinats pels vectors A, B
i C divideixen la rajola en tres zones, i S(z) diu en quina de les tres zones
es troba el vertex z.

Definicié 3.2 Es denota per v [aplicacio donada per: si z és parell i
té coordenades (m,n,p) aleshores y(z) és el vértex parell de coordenades
(n,p,m) i siz és senar, y(z) =y(z —a) + c.

L’aplicaci6 vy és una bijeccié de Z,,,, isiz és parell i té coordenades (m,n, p)
aleshores 7~ !(z) és el vertex parell de coordenades (p,m,n) isi z és senar,

7 1(2) = v~ (z — a) + b. Geometricament, y és el gir d’angle ?ﬁ iyt és

2
el gir d’angle —%, tots dos amb centre 0 (vegi’s la figura 3.2).

3.1.1 Definicié de p(z,y)

Donats z i y es defineix 'encaminament p(z,y) utilitzant les definicions
anteriors.
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;y/ S(Z) =0
S(z)=1 ) )
Y i
+?/ a \+T
\/ ¢ b
~—oa
2
+5
S(z)=0
2 _ 27
S E NS
\ c b
S(Z) =-1 e
_ 27
3
Figura 3.2: Els girs vy iy~ L.
L. z=oyp(y)
2. Si S(z) =0, aleshores z = z.
Si S(z) = 1, aleshores z = y~1(z).
Si S(z) = —1, aleshores z = v(z).
3. Calcul de p(0, z), expressat com una successié d’arestes:
a. z parell de coordenades (0,—n,p), n,p >0
p(0,2) =a, =b, a, =b, ..., a, =b, a, —c, a, —c, ..., a, —¢
—— —— N N~ ———
1 2 P 1 2 n
b. zZ vertex parell de coordenades (m, —n,0)m,n > 0
p(0,2) =a, —c, a, —¢, ..., a, —¢, b, —¢, b, —¢, ..., b, —c¢
—— N—— ——
1 2 n 1 2 m
c. z vertex senar de coordenades (0, —n,p), n,p >0
p(0,2) =a, —=b, a, —=b, a, ..., =b, a, —c, a, —¢, a, ..., —¢, a
—— —— —— S N — ——
1 2 P 1 2 n
d. z vertex senar de coordenades (m,—n,0)m >0,n >0
p(0,2) =a, —c, a, —¢, a,..., —c, a, —¢, b, —¢, b,..., —¢, b
—— N~ N S~ ——
1 2 n 1 2 m

4. Si S(z) =0, aleshores p(0, z) = p(0, 2).
Si S(z) = 1, aleshores p(0, z) = v(p(0, 2).
Si S(z) = —1, aleshores p(0,z) = v (p(0, 2).

5. p(z,y) = a,2(p(0, 2)).
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Figura 3.3: Arbre d’encaminament de p(0, z).

Proposicié 3.3 L’algorisme defineix un encaminament de camins més curts,
consistent i que es pot representar graficament per l'arbre d’encaminament
p(0,2) de la figura 3.5.

Demostracié. Per veure que p(0,z) es pot representar per 'arbre d’encam-
inament de la figura 3.3, n’hi ha prou amb fixar-se en els vertexs del graf
z de situacié S(z) = 0, per als quals es calcula el cami directament. Els

. 2m i
girs d’angle — 1 —— permeten calcular el cami per a la resta de vertexs,

i Parbre de la figura és invariant per aquests girs.

Per veure que p és consistent s’ha de veure que per a qualsevol parella de
vertexs x, y si v € p(x,y) aleshores els camins satisfan p(z,y) = p(z,v) U
p(v,y). N’hi ha prou amb observar que 'arbre p(0, ) és invariant per rotacié
d’angle 7 i centre l'origen, si es consideren només vertexs a distancia com a
molt D —1 del zero, i també que un subarbre de p(0,z) arrelat a un vertex
qualsevol v és la imatge per la translacié «, del subarbre arrelat al zero.
O

Donat que p és consistent, un node inicial o intermig en un cami de
final un vertex donat només haurad de calcular quin és el vertex segiient en
el cami. Aixi, donat z; € p(z,y), per calcular qui és z;;11 només s’ha de
calcular en quina situacié es troba el vertex y quan es centra la rajola en
xj, 1 aix0 determinara 'aresta a través de la qual s’arriba a z;1.

Proposicié 3.4 Sigui z; € p(z,y) i sigui z = o, 0(y), aleshores
1. 5i C(z) =0 aleshores x;y1 = z; * a,

2. si C(z) =1 aleshores x;11 = x; * c,
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Figura 3.4: L’encaminament des del zero i cap al zero.

3. si C(z) = —1 aleshores zj11 = x; * b,

on loperacid * indica sumar si el primer terme és parell i restar si el primer
terme és senar.

3.1.2 Els arbres de ’encaminament

L’encaminament definit no és bidireccional. De fet, no és possible definir
en aquests grafs un encaminament de camins més curts, traslladant p(0, z)
per les translacions del graf que sigui consistent i bidireccional. Per tant, els
dos camins entre dos veértexs qualssevol x iy, p(x,y) i p(y,2) no tenen, en
general, la mateixa representacio. El que si que es pot dir, per la consisténcia
de ’encaminament, és que la unié de tots els camins p(z,0) quan z recorre
tot el conjunt de vertexs és un arbre, que sera anomenat arbre de tornada cap
al zero de 'encaminament. Amb el lema segiient es mostra quin és aquest
arbre. Com en la seccié 2.5, es denota per mp. la simetria axial respecte de
la recta per 0 i a.

Lema 3.5 Es denota per R, el conjunt de camins p(z,y) i per R} el con-
junt de camins p(y,x), amb y variant en Zy,,, en els dos casos. Aleshores,
Rar = Wbc(Ra)-

Demostracio. Per la consisténcia de ’encaminament, només s’han d’estudiar
els camins p(z,0) per a z parell. O

El lema diu que ’arbre de tornada cap al zero de '’encaminament es troba
aplicant a I’arbre d’anada des del zero la simetria axial. Per tant, es poden
representar graficament tal com es mostra a la figura 3.4. S’ha demostrat
en la seccié 2.3 que els automorfismes g, sén una translacié del pla si
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Figura 3.5: Centre senar.

és parell i una translacié del pla seguida d’un gir d’angle 7 si = és senar.
Per tant, i com a conseqiiencia del lema anterior, els arbres donats amb el
vertex zero com origen i final representen també els camins amb origen i
final un vertex parell qualsevol. A més, els arbres de la figura 3.5 sén 'ar-
bre d’encaminament d’anada amb origen un vertex senar qualsevol i I'arbre
d’encaminament de tornada amb final un vertex senar qualsevol.

3.2 Vulnerabilitat

A continuacid es presenten els resultats obtinguts sobre la vulnerabilitat de
I’encaminament definit en la seccié anterior. S’ha estudiat de quina manera
es pot redefinir 'encaminament quan falla un vertex i quan en fallen dos.
Com que el grau del graf és 3, no és possible assegurar que, en fallar tres
vertexs segueixi essent connex. Un vertex és central per un encaminament i
un cert conjunt d’elements, vertexs i/o arestes, si i només si el cami des de o
cap a un altre vertex de fora del conjunt no conté cap element del conjunt.

Vertexs i arestes per als quals el zero és central

Lema 3.6 Siguin

Lipy={-i2A+ (1 —-i)2B,0<i<1}u{i2B — (1 —14)2C, 0 <i <I}U
{i2A+(1—1)2C,0< i<}

i

Lgyp ={i2A—(—i)2B+a, 0 <i <I}U{—i2B+(1—4)2C+a, 0 <i<I[}U
{—=i24+(—-i)2C+a,0<i<I}.

El conjunt L = L5 U Ly, és el conjunt de vertexs de grau 1 en els arbres
d’encaminament p(0,z) i p(z,0). El vértex 0 és (p, L)-central, ja que per a
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Figura 3.6: Els vertexs de la frontera.

qualsevol vértex z ¢ L els camins p(0,z) i p(z,0) no contenen cap element

de L.

Els vertexs de Lg,, son els vertexs senars que son fulles de p(0,2) i de
p(z,0). Sén tots els vertexs que estan a distancia D = 2/ + 1 del vertex 0.
Estan situats a la frontera de la rajola, en la meitat superior.

Els vertexs de L;,¢ son els vertexs parells que sén fulles de p(0, z) i de
p(z,0). Som tots els vertexs que estan a distancia D — 1 = 2] del vertex 0
tals que la seva parella senar no esta en Ly, és a dir, que la seva parella
senar esta a distancia D — 2 del 0. Estan situats a la frontera de la rajola,
en la meitat inferior.

Els dos vertexs uw = —[2A i v = [2A estan situats a la frontera de la
rajola, perd no sén de L, ja que u és fulla de p(0, z) pero no ho és de p(z,0),
iv és fulla de p(z,0) pero no ho és de p(0,z). Vegi’s en la figura 3.6 la
representacié del conjunt L.

Calcul de vertexs centrals

Les proves de 'existencia de vértexs centrals que es donen a continuacié sén
constructives, és a dir, es presenten algorismes de calcul efectius.

Si F' és un conjunt de vertexs, per veure que un vértex v és (p, F')-central
n’hi ha prou amb veure que, centrant la rajola al vértex v els vertexs del
conjunt F' queden situats a la frontera de la rajola. Es a dir, n’hi ha prou
amb veure que o, o(F) C L.

Proposicié 3.7 Per a tot vértex z del graf Cp,,(a,b,c) hi ha un vértex v
tal que v és (p,{z})-central.
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Figura 3.7: Falla un sol vertex.

Demostracio. En la figura 3.7 es pot veure la situacié de z en la frontera,
en funcié de la seva paritat.

Siz = 2 és senar, el vertex v = z; —a —12C és (p,{zs})-central, ja que
ayo(2zs) =2s—v=12C+a € L. Siz = z, és parell, el vertex v = z, — 2B
és (p,{zp})-central, ja que ay(2,) =2p —v=12B € L. O

En cas de fallada d’un sol vertex el vertex central no és tinic. De fet, hi ha
tants vertexs centrals com vertexs a la frontera, és a dir |L|.

Per exemple, es poden buscar tots els vértexs (p, {0})-centrals. Es facil
veure que son tots els del conjunt Ly, U{v = z—a, 2z € Lg,,} —{l 24, —12A}.

Proposicié 3.8 Per a qualsevol parella de vértexs z, y del graf Cp,, (a,b,c)
hi ha un vértez v tal que v és (p,{z,y})-central.

Demostracio. En el cas |z — y| = a (es pot suposar sense peérdua de gener-

JAVAVANRWAVAVAN
JAVAVAVAVAVAVAVAN
JAVAVAVAVAVAVAVAVAN

u X v

\VAVAVAVAVAVAVAV/
VVV VIV

Figura 3.8: El cas y =z + a.



3.2 Vulnerabilitat

Figura 3.9: Tres casos diferents, segons la situacié de z*.

alitat que y = 2 4 a), no es poden situar tots dos vertexs a la frontera de la
rajola. Pero és facil veure (figura 3.8) que els dos vertexs parellsu = z—[2A
iv=x+12A, aixi com les seves parelles u+a iv+a, sén (p, {x,y})-centrals.

En general, |z — y| # a. Cal distingir dos casos, segons que |z — y| sigui
parell o senar.

(a) En el primer cas, es suposa que fallen dos vertexs z iy amb diferéncia
r —y parell.

Suposant z = o 0(y), i v un vertex (p, {0, z})-central, aleshores o 4(v)
és (p,{z,y})-central. Aixi, es pot reduir I'estudi als conjunts de la forma
{0,2} amb z parell.

A més, com que per 'automorfisme oy o el conjunt {z,y} es transforma
en el conjunt {0, z}, i per 'automorfisme «,, o el conjunt {z,y} es transforma
en el conjunt {0, —z}, n’hi haurd prou amb calcular el vertex central quan
z estigui a la meitat superior de la rajola.

Figura 3.10: Primer cas, z* = z;.
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Figura 3.11: Segon cas, z* = z5.

Els vertexs z parells, per als quals s’ha de calcular el vertex (p, {0, z})-
central corresponen en el graf de triple llag a vertexs z* = z/2 de la forma:
z* =21 = mA—nB amb coordenades (m,—n,0), 0 <m <1[,0<n<I;
2" =29 = —m A+ pC amb coordenades (—m,0,p), 0 < m <I[,0<p <I;
izx =23 =-—nB+pC amb coordenades (0,—n,p), 0 <n <I[,0<p<I.
Per a cadascun dels tres casos, que es mostren en la figura 3.9, es calculara el
vertex central. Aixo vol dir, situar 0 i z en la frontera de la meitat inferior
de la rajola.

(a.1) En el cas z* = z;. Centrant la rajola en v = m A+ 1 C, els vertexs
0 iz es troben en la frontera de la meitat inferior de la rajola, tal com es
pot veure en la figura 3.10.

En Panell cordal Cy,,(a,b,c), es consideren u = 2v = m2A 4+ [2C
i l'automorfisme o, definit per o, o(i) = ¢ — m2A — [2C. Aleshores,
ay0(0) = —m2A —12C = m(2B +2C) —12C = m2B — (I —m)2C i

Figura 3.12: Tercer cas, z* = z3.
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Figura 3.13: Quatre casos, segons la situacié de z*.

ayo(2) =2—m2A—-12C=m2A—-n2B—-m2A—-12C =-—n2B—-12C =
n(24+2C) —12C =n2A— (I —n)2C, tots dos vertexs de L. Per tant, el
vertex u és (p, {0, z})-central. Es facil veure que el vértex u + a també és
(p,{0, z})-central.

(a.2) Si z* = 29, centrant la rajola en v = —m A — [ B els vertexs 0 i
z* queden situats a la frontera de la meitat inferior de la rajola (vegi’s la
figura 3.11).

Ara, siguin u = 2v 4+ a i l'automorfisme de I'anell cordal a, (i) =
—m2A —12B +a —i. Com en el cas anterior, es veu facilment que oy, o(0)
i ay,0(2) pertanyen tots dos a L. El vertex u és, doncs, (p, {0, z})-central.
Prenent automorfisme «,, 4 es veu que el vertex u—a és també (p, {0, z})-
central, per a p # [.

(a.3) En el darrer dels tres casos, z* = z3, s’ha de suposar z* situat en
una rajola adjacent adequada. Per aixo es transformen les coordenades de
z* afegint —(I+1) A+ 1B =0. Ara, z* té coordenades (—(l + 1),l — n,p).
Es centra la rajolaen v = (I —n+1) B+1C, tal com es veu en la figura 3.12.
Com en els casos anteriors, els vertexs 0 i z es troben en la frontera de la
meitat inferior de la rajola.

El vertex v = 2v + a de Cp,,(a,b,c) és (p,{0, z})-central, ja que 'auto-
morfisme oy, (i) = ({ —n+1)2B +12C + a — i transforma 0 i z en vertexs
de L. Considerant o, 40, es verifica també que u — a és (p, {0, z})-central,
perap#l—1in#1.

(b) Finalment, s’ha de considerar el cas en que fallen dos vertexs z, y
de diferéncia x — y senar.

Com en el cas (a), es té en compte només el cas F' = {0, z}. El nombre
de casos a estudiar es reduia a valors de z corresponents a la meitat superior
de la rajola, perque a, o(y) = —ay0(x) quan z iy tenen la mateixa paritat.
Ara, pero z iy sén de paritats diferents, i es té az0(y) = y,0(2), de manera
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Figura 3.14: Primer cas, z* = z7.

que s’han de tenir en compte totes les parelles (0,z). Per trobar un vertex
(p,{0, z})-central s’ha de situar 0 en la frontera de la meitat inferior de la
rajola, i z, que és senar, en la frontera de la meitat superior de la rajola.
Aixd es pot fer en el graf de triple lla¢ associat amb 0 i z* = (z — a)/2.
També en aquest cas es pot reduir el nombre de casos a estudiar. Només
s’ha d’observar que anomenant o la simetria axial respecte de I’eix vertical
per Dorigen, resulta que si centrant la rajola en v, s’obté un vertex central
per a {0, z}, aleshores, centrant la rajola en o(v), s’obté un vertex central
per a {0,0(z)}.

En la figura 3.13 hi ha representats els quatre casos que s’han de tenir
en compte: z* = z; = —n B + pC amb coordenades (0,—n,p), 0 < n <
LoO<p<l p<n;2z"*=2 =mA—nB amb coordenades (m,—n,0),
0<m<I[,0<n<l;z*=2 =mA—pC amb coordenades (m,0, —p),
0<m<Il,0<p<l;and z* = z4 =n B — pC amb coordenades (0,n, —p),
0<n<l,0<p<l,n<p.

(b.1) Si z* = 21, es centra la rajola en v = [ A+ pC. El vertex 0 es
troba en la frontera inferior, i el vertex z* en la frontera superior (vegi’s la
figura 3.14). Tornant a l’anell cordal, siguin v = 2v + @ i Pautomorfisme
ayo(i) =124+ p2C +a —i. Es té auo(0) =124+ p2C +a =124 -
p2(A+B)+a=(l—-p)2A—p2B+a€ L,iayuo(z) =12A+p2C+a—z=
124 +p2C +a—22* —a = 124+ p2C +n2B — p2C = [2A +n2B =
12A —n2(A+C) = (Il —n)2A —n2C € L. 1, per tant, el vertex u és
(p, {0, z})-central. Per a p # 0, es pot veure que el vértex u — a també és
(p, {0, z})-central, considerant I'automorfisme cv,—q.0.

(b.2) Per als calculs en el segon cas, z* = zy, s’ha de situar adequadament
z* en una de les rajoles adjacents. Afegint —A+ (I —1)B +2IC =0, les
coordenades de z* sén (m — 1,0 —n — 1,2[), i es pot prendre com a centre
de la rajola el vertex v = (I —n — 1) B +1C. En la figura 3.15 es veu la
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Figura 3.15: Segon cas, z* = zy.

situacid dels vertexs 0 i z* en la frontera de la rajola.

Siguin el vertex de l'anell cordal v = 2v i l'automorfisme (i) =
i—(l—n—1)2B —12C. Calculant es demostra que oy, (0) i ay0(2) sén
tots dos a L. I, com en els altres casos, aix0 diu que u és (p, {0, z})-central.
De manera semblant es veu que un altre vertex (p, {0, z})-central podria ser
el vertex u + a.

(b.3) Siz* = z3, es considera una altra vegada z* en una rajola adjacent,
afegint (1 —1)A—2lB + (1 —p)C = 0. Les coordenades de z* sén ara
(=l+m+1,-2l,—p+1),iel vertex triat com a centre és v = -l B+(1—p) C
(vegi’s la figura 3.16).

Amb u = 2v, automorfisme o, (i) =i+ (2B + (p — 1) 2C transforma
els vertexs 0 iz en vertexs de L. Per tant, u és (p, {0, z})-central. I és facil
veure que també ho és el vertex u + a.

(b.4) Finalment, el cas z* = z4 es presenta en la figura 3.17. Ara, les
coordenades de z* que s’utilitzen sén (0, —I +n — 1,1 — p) i el vertex triat
com a centre de la rajola ésv=1A+ (I —p)C.

El vertex u = 2v és (p, {0, z})-central en 'anell cordal. Com en tots els
altres casos, aix0 es demostra veient que automorfisme o, (1) =i +12B +
(p — 1) 2C transforma els vertexs 0 i z en vertexs de L. El vertex u + a
també és (p, {0, z})-central. O
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Capitol 4

Gossiping en anells cordals

Com s’ha comentat en la seccié 1.3, I'estudi dels problemes de broadcasting
i gossiping en una xarxa depen del model utilitzat per a les comunicacions.
En aquest capitol es presenta un algorisme de gossiping en anells cordals,
en el mode de comunicacié 2EDP. Aquest model consisteix basicament en
utilitzar per a l'intercanvi d’informacié en cada etapa camins disjunts per
arestes, mentre que en el mode telefon s’utilitzen arestes.

S’ha dividit el capitol en dues parts. En primer lloc, es presenten els
resultats previs en els quals es basa l’algorisme. En la segona seccié es
descriu I'algorisme de gossiping i es fa una analisi de la seva complexitat.

4.1 Preliminars

4.1.1 Mode de comunicacié EDP

Un algorisme de comunicacié és una seqiiencia d’etapes, cadascuna de les
quals esta constituida pel conjunt de parelles de vertexs que intercanvien
informacié. Les etapes s’han d’ajustar a les restriccions imposades pel mode
de comunicacié.

En la seccié 1.3.2 es descriu el model EDP, que es caracteritza per les
condicions segiients:

1. un vertex només pot prendre part en una crida a cada etapa (1-port);

2. la comunicacié entre dos vertexs d’una crida, es realitza a través d’un
cami;

3. els camins que corresponen a crides simultanies, és a dir, en una mateixa
etapa, no poden compartir arestes (en el cas 2-way) o arcs (en el cas
1-way).

4. un vertex intermig en un cami corresponent a una crida no pot ser origen
o final en una altra crida.
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El temps de broadcasting i el temps de gossiping d'un graf G es denoten
per boppp(G) i goppp(G), respectivament.
Si G és un graf hamiltonia d’ordre n,

borpp(G) = [logyn]
Si G és un graf d’ordre n i aresta-biseccié k, aleshores
2[logy n] —logy k —logylogy k — 6 < g2rpp(Gh k) < 2[logyn|

Aquests resultats es presenten en [52, 68, 76].

4.1.2 Algorisme en tres fases

L’algorisme que es proposa més avall per als anells cordals es basa en un
algorisme de caire generic, que es desenvolupa en tres fases. Es descomposa
el graf en parts i es tria un representant per a cada part. En la primera fase,
s’acumula la informacié de cada part en el seu representant. En la segona
fase es fa gossiping, perd només entre els representants. I la tercera fase, que
es pot realitzar com la primera invertint etapes, és una difusié d’informacié
en cada part des del seu representant. Aquest algorisme no és optim ja que
en cada etapa hi pot haver molts vértexs inactius, sobretot a la segona fase,
pero permet en molts casos millorar la cota superior.

Algorisme 3F

0. Imicialitzacié. Descomposar G en r subgrafs connexos amb exactament
un vertex d’acumulacid o representant en cadascun. Aquests subgrafs
s’anomenen components d’acumulacid. Tes denota per A(G) el conjunt
de vertexs d’acumulacié.

1. Fase d’acumulacié. Cada vertex u € A(G) acumula la informaci6 dels
nodes de la seva component.

2. Fase de gossiping. Els vertexs de A(G) intercanvien informacio.

3. Fase de broadcasting. Cada vertex u € A(G) difon la informaci6 als
nodes de la seva component.

Per tal d’obtenir un algorisme efectiu, s’ha de buscar un conjunt de
vertexs d’acumulacié tal que la fase de gossiping sigui realitzable en temps
optim, és a dir, tan rapid com en el graf complet, i de manera que 'ordre de
les components sigui petit, per intentar minimitzar el nombre d’etapes en les
fases d’acumulaci6 i broadcasting. A més, triant les components d’acumu-
lacié que siguin subgrafs de G hamiltonians, es podran aplicar els algorismes
d’acumulacié i broadcasting optims descrits en [52] amb temps [logs, n].
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4.1.3 Gossiping en el graf complet

Per a la fase de gossiping, els nostres algorismes es basen en als segiients
algorismes sobre el graf complet K.

Algorisme G0, per a ordre parell

n parell, K, graf complet.
1. PER A j =1 FINS A [logyn|
2. PER A tot vertex ¢ parell, fer en paral-lel

3. intercanvi d’informacio entre el vertex 4 i el vertex ¢ + 27 — 1;

Algorisme G1, per a ordre senar

n senar, K, graf complet.

1. m=|n/2];

2. PER A tot vertex i tal que 0 < i < n/2, fer en paral-lel

3. intercanvi d’informacié entre el vertex 7 i el vertex 7 + m;

4. si m és senar aleshores n’ =m + 1 altrament n' = m + 2;

5. Fer gossiping en el graf complet de vértexs {0,...,n'}, amb Palgorisme
GO;

6. PER A tot vertex i tal que 0 < i < n/2, fer en paral-lel
7. intercanvi d’informacié entre el vertex 7 i el vertex 7 + m;

Quan s’apliquen aquests algorismes en ’algorisme en tres fases, una co-
municacio entre els vertexs ¢ i j es substitueix per una comunicacié entre
els vertexs d’acumulacié de la component i-éssima i el de la component j-
essima. Aquesta comunicacié s’estableix a través d’un cami entre els dos
vertexs d’acumulacio, i la longitud d’aquesta comunicacié es defineix com el
nombre de components que el cami atravessa més 1. Aixi, 'algorisme en tres
fases, suposant que es realitza l'intercanvi entre els vertexs d’acumulacié de
manera Optima, utilitzara 2[logy s| + [logy r] etapes, on r és el nombre de
components d’acumulacié i s és el tamany de la component d’acumulacié
més gran.

Ara cal definir una descomposicié dels grafs que permeti definir els
camins en les etapes de l'intercanvi entre vertexs d’acumulacié de manera
que no tinguin arestes comunes.
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4.2 Gossiping en Cy,(—1,d, 1)

Considerant els anells cordals de la forma Cy,(—1,d, 1), la corda d déna de
manera natural una descomposicié del graf en cicles. Si la descomposicid
té r components d’ordre com a molt s, i & és l'aresta-biseccié de C =
C?n(_la d, l)a

2[logy 2n] — logy k — logy logy k — 6 < goppp(C) < 2[log, s| + [logy ]

La descomposicié del graf ha de complir dues condicions. S’han de poder
definir camins entre els veértexs d’acumulacid, de manera que els que corres-
ponen a cadascuna de les etapes determinades pels algorismes de gossiping
en el graf complet GO i G1 de la seccié 4.1.3 siguin arest-disjunts. A més,
interessa que els valors de 7 i s permetin relacionar la cota inferior amb la
superior, que hauria de ser el més ajustada possible. Per a aixo es fan servir
les cotes per a la aresta-biseccié calculades en la seccié 2.7.

4.2.1 Elcas 2n=(d+1)?

Sigui el graf Cgq(—1,7,1). Tal com es pot veure en la figura 4.1, es pot
descomposar el graf en vuit cicles de longitud 8, C; = {8:,8i+1,...,8i+7}
perai=0...7. A més de les arestes que constitueixen els vuit cicles, en el
graf només hi ha arestes entre els cicles C; i Cjy1, amb Cg = Cj, i aquestes
son:

{8i+2,8i + 9}, {8i +4,8i + 11}, {8i + 6,8 + 13}, {8i + 7,8i + 8}

Es prenen aquests cicles com a components d’acumulacio, i en el cicle C; el
vertex R; = 81+ 6 com a vertex d’acumulacio.

L’algorisme 3F requereix log8 = 3 etapes per a la primera fase, d’acu-
mulacié en els representants de cada cicle, i log8 = 3 etapes per a la tercera
fase, de broadcasting des del representant a cada cicle. La segona fase, de
gossiping entre representants, es pot fer també en log8 = 3 etapes, definint
els camins a partir de I'algorisme G0, de la manera segiient:

Etapa 1: La longitud de la comunicacié és 2 — 1 = 1.
Per a ¢ =0,2,4,6, el vertex R; = 8 + 6 intercanvia informacié amb
el vertex R;y1 = 8¢+ 14 a través del cami 8 + 6,8¢ + 13,87 + 14.
Etapa 2: La longitud de la comunicacié és 22 — 1 = 3.

Per a ¢ =0,2,4,6, el vertex R; = 8 + 6 intercanvia informacié amb
el vertex R;;3 = 81+ 30 a través del cami 8:+ 6,87 + 13,87 + 12, 8¢ +
19, 8¢ + 18, 8¢ 4 25, 8¢ + 24, 8¢ + 31, 8 + 30.

Etapa 3: La longitud de la comunicacié és 1 jaque2®—1 =7 i R; ;7 = R;_1.

Pera:=0,2,4,6, el vertex R; | = 8 — 2 intercanvia informacié amb
el vertex R; = 81 4+ 6 a través del cami 87 — 2,81 + 5,8z + 6.
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Figura 4.1: L’anell cordal Cgy(—1,7,1), amb els camins de 1’etapa 2 de la
fase de gossiping.

En la figura 4.1 hi ha representats els camins de 'etapa 2. En cada etapa,
el conjunt de camins s6n aresta-disjunts.

De la mateixa manera, per a un valor qualsevol de d i per a ordre
2n = (d + 1)2, es poden triar com a components d’acumulacié els d + 1
cicles C; = {(d+ 1)i,(d+1)i+1,...,(d+ 1)i+d} amb i = 0...d, de
longitud d + 1, i com a vertex d’acumulacié de la component C; el vertex
Ri=(d+1)yi+d—1.

arestes:

Aixi entre el cicle C; i el cicle C;y1 hi haura
{d+1)i+2,(d+1)i+9}, {(d+1)i+4,(d+1)i+ 11}, ...,

o {d+)yi+d—-1,(d+1)i+d+6}, {(d+1)yi+d,(d+1)(i+1)}.

L’algorisme 3F requereix [log(d+1)| per a la primera fase, d’acumulaci6
en els representants de cada cicle, i [log(d+ 1)] etapes per a la tercera fase,
de broadcasting des del representant a cada cicle.

Per a la segona etapa, de gossiping entre representants, les crides es
defineixen a partir de lalgorisme GO. El nombre d’etapes és [log(d + 1)], i
en ’etapa j cadascun dels representants de subindex parell ¢, R;, intercanvia
informaci6é amb el representant de subindex senar i + 2/ — 1, R, 190 1-

Per tant, s’ha de definir per cada crida un cami, de manera que els que



92

Gossiping en anells cordals

corresponen a una mateixa etapa siguin dos a dos aresta-disjunts. Gene-
ralitzant els camins definits per a Cgq(—1,7,1), es defineix per a un cert
subindex 4 i una longitud /¢, el cami entre R; i R;;4, denotat per P;_ iy,
per la segiient unié de camins:

Pisive=FPoUPU...UP,
amb

P,=Rjyp—2k,Riyp, — 2k +d, Ry, +d—1 si 0<k</

Pp=Riyg—20,Ri1p— 20— 1,Ri g —20—2,...,Rj1p—d,Riyy

Si0 <k </ el cami P, comenca en C; 1, iacaba en Cjipyq, i el final de
Py, és igual a l'origen de Pyy1, ja que Ry +d —1 = Rjypr1 — 2(k+ 1).
A més, el cami Py és un cami en el cicle C; 1y, des de R;1; — 2¢ fins al seu
vertex d’acumulacié, R;; s, sempre i quan 2/ — 1 < d, ja que el vertex més
petit de Cjp és Ry — d+ 1. Aixi doncs, la condicié 2¢ — 1 < d, és a dir,

d+1 ., . .
¢ < ——, és la condicié que assegura que els camins estan ben definits. De

fet, la longitud ha de ser com a molt igual al nombre d’arestes que hi ha
entre un cicle i el segiient.
Ara, en l'etapa j de la segona fase, si

d+1

20 —1 (modd+1)< 5

aleshores es defineix la longitud de la comunicacié per
(=2 —1 (modd+1)
i els camins en aquesta etapa sén
Pisite, per a cada ¢ parell
Pero si resulta
d+1

2
aleshores es defineix la longitud de la comunicacié per

<2/ —1 (modd+1)

(=d+1—(2 -1 (modd+1))
i els camins en aquesta etapa son
Pisite, per a cada ¢ senar

Es a dir, tal com en la tercera etapa de I'algorisme per a Cgyq(—1,7,1), els
camins van de vertex senar a vertex parell. Aixo assegura que els camins
estan ben definits.
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Figura 4.2: L’anell cordal C74(—1,21,1).

El conjunt de camins d’una etapa sén aresta-disjunts, i com que el nom-
bre d’etapes és [log(d + 1)], el temps total de I'algorisme és [log(d + 1)] +
[log(d + 1)] + [log(d + 1)] = 2[log2n] — log(d + 1) + O(1). Donat que en
aquest cas la biseccié del graf és exactament d + 1 (vegeu la seccié 2.7),
I’algorisme és Optim.

Per a un anell cordal d’ordre 2n i corda d < n qualsevol, es proposa
un algorisme que és una generalitzacid del que acabem de descriure quan
d+ 1 és larrel de 'ordre. La descomposicié es basa també en els cicles
de longitud d + 1 de la forma 2i,2; + 1,...2¢ + d que conté el graf, pero
apareixen diversos casos segons que d + 1 divideixi l'ordre o no, i en funcié
del resultat d’aquesta divisié.
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4.2.2 Descomposicié de Cy,(—1,d, 1)

2n

717] cicles de longitud

Es distingeix en Cy,(—1,d,1) un conjunt de a = |
d + 1, disjunts denotats per Cy,...,Cy 1, amb:

Ci={i(d+1),i(d+1)+1,....i(d+1) +d}.

Si2n =a(d+1)+b amb b parell entre 0 i d — 1, aleshores Cy,(—1,d, 1)
es pot descomposar en els a cicles Cy,...,C, 1, 1 un cami amb b vertexs,
amb un conjunt addicional d’arestes que enllacen aquests subgrafs.

En el cicle C; = {i(d + 1),i(d+ 1) + 1,...,i(d + 1) + d}, es diu que el
vertex i(d + 1) +j és el vértex j-éssim, per a 0 < j < d. Es facil observar
que el vertex 0 de C; és adjacent als vertexs 1 i d de C;. A més, per a

tot i, 0 < i < | 2] — 1, els cicles C; i Cj41 comparteixen arestes.

d+1

Entre aquestes arestes, sén de tipus {z,x+d} inomés una és de tipus

{z,z + 1}. Per a cada valor de j parell entre 0 i d, el vertex j-essim de C;
és adjacent al vertex (j — 1)-éssim de Cj;1 per una aresta de tipus d. En la
figura 4.1 es pot veure la descomposicié de Cgq(—1,7,1) ien la figura 4.2 la
de 074(—1, 21, 1).

Per a la definici6 de l'algorisme de gossiping es consideren dos casos:
2n=a(d+1) i2n=a(d+1)+b amb 2 < b < d— 1. Per a aquests dos
casos, es defineixen les components d’acumulacié utilitzant la descomposicié
en cicles donada més amunt. Després es tria per a cada component un
vertex d’acumulacié. I finalment, s’estableixen els camins que corresponen
a comunicacions entre vertexs d’acumulacié definides pels algorismes GO o
G1 de gossiping en el graf complet. A més es comprova que els camins aixi
definits, en cada etapa, son dos a dos aresta-disjunts.

En tots els casos, r denota el nombre de components d’acumulacié i s
lordre de la component més gran.

4.2.3 Cas 2n=a(d+1)

Les components d’acumulacié estaran constituides de manera natural per
grups de cicles del conjunt Cy,...,C, 1. El nombre de cicles de cada com-
ponent d’acumulacié depén del parametre a:

Sia < d+ 1 aleshores hi ha a components, és a dir, » = a. Cadascuna
d’elles és un cicle de d + 1 vertexs i, per tant, s =d + 1.

Sia > d+ 1 aleshores hi haura d — 1 components, és a dir, r = d — 1.
Dividint ¢ per d—1, es pot escriure a = a(d—1)+ amb 0 < g < d—1.
Aleshores hi ha 8 components que sén de la uni6é de a+1 (d+1)-cicles
consecutius i les altres d — 1 — 8 components sén la unié de o (d+1)-
cicles consecutius. Per tant, s = a(d+1) sif=0,is= (c+1)(a+1)
en cas contrari. En qualsevol cas, s < (d + 1)(a + 1).



4.2 Gossiping en Cy,(—1,d, 1)

95

Les components s’etiqueten entre 0 i —1. En la component k-ésima, els
cicles s’etiqueten entre 1 i I', on I' és el nombre de cicles en la component k.
Denotant per (k,i,7) el vertex j del i-esim cicle de la component k-ésima,
els vertexs d’acumulacié sén els vertexs de la forma (k,1,d — 1).

Com que totes les components sén connexes i hi ha un cami hamiltonia
amb origen al vertex d’acumulacié, les fases d’acumulacié i broadcasting
requereixen [log, s| etapes, utilitzant en cada component 1’algorisme definit
en [52]. Es pot passar, per tant, a la fase de gossiping. Per cada etapa de
Palgorisme de gossiping en un graf complet (GO o G1), hi ha d’haver un
conjunt de camins de la forma P;_,i1 ¢ (modr) On ¢ és la longitud de la
comunicacié, és a dir, el nombre de components que s’atravessen entre dos
vertexs d’acumulacié que comuniquen. I en cada etapa, aquesta longitud és
la. mateixa per a tots els camins.

Cami P; ,; ¢, donada la longitud ¢

d—1
Per a ¢ < —5 €8 defineix P;,i1¢ (modr) com la uni6 de £+ 1 camins
denotats per P(i,0), P(i,1),..., P(i,£), on P(i, k) indica el cami que enllaca
la, component 7 + £ amb la component 7 + k + 1, i es deineix de la manera
segiient:

1. Si0 <k < /-1, aleshores hi ha dos casos:

si la component ¢ + k£ és un tunic cicle de d + 1 vértexs, aleshores
PG, k)={(+k1,d—1-2k),(i+k+1,1,d—1—-2k—1),(i +
E+1,1,d—1—-2k—2)}

si la component 7+ k& és la unié de I' cicles de d+1 vertexs, aleshores
PG, k) ={(+k,v,d—1-2k),(i +k,v+1,d—1—-2k—1),(i+
E,ay+1,d—1-2k),vy=1,..., ' =1}U{(i+k,I,d—1—-2k), (i +
E+1,1,d—1—-2k—1),(i+k+1,1,d—1—2k—2)}.

2. Sik = ¢, aleshores P(i,£) és un cami en la component i + ¢, del vertex
(i+4¢,1,d—1—2¢) al vertex (i +¢,1,d — 1), passant pel (i + ¢,1,0).

La condicié 2¢ < d — 1 assegura que els camins estan ben definits. En
cada etapa de la fase de gossiping de 'algorisme es pot definir 'intercanvi
d’informacié a través d’aquests camins:

1. Si el nombre de components és parell es procedeix com en el cas 2n =
(d 4+ 1)2. En l'etapa j, el vertex d’acumulacié de subindex parell 4
intercanvia informacié amb el vertex d’acumulacié de subindex senar

i+2/—1 (mod r). Si2/—1 (mod r) < %, I'intercanvi es realitza
a través dels camins P; iy ¢ (mod r) amb £ = 27 —1, per a tot i parell.

o d—1 .. . . . .
Si2/—1 (mod r) > 5 I'intercanvi es realitza a través dels camins
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Pisite (modr) amb £ =1 — (27 =1 (modr)) < %, per a tot ¢
senar.

2. Si el nombre de components és senar, r = 2r'+1, i 'etapa és la primera,
o Ialtima. Aleshores els representants de subindex 7 14 + 1/, per 1 <
i < ', intercanvien informacié mitjancant els camins P;_,; (mod 1)

d—1
ambr’gT.

3. Si el nombre de components és senar, r = 27’ +1 pero es tracta d’una
de les etapes intermitges. Aleshores les components n',...,r — 1, on
n' =71 on' =1 4+ 1 és senar, s'uneixen en una de sola. I per a
aquestes etapes, hi haurad un nombre parell de components.

Finalment, només cal veure que els camins definits d’aquesta manera sén
dos a dos aresta-disjunts.

Lema 4.1 Donats dos camins qualssevol Pi_;1¢ @ Pj_sjye, amb i < j, els
camins son aresta-disjunts, sempre i quan it + £ # j.

Demostracio. Només s’ha de veure que, quan dos camins atravessen una
mateixa component, ho fan per vertexs diferents. Per simetria es suposa
que 7 = 0, i que per a k < £ es compleix j < k. Aixi, P(0,k) i P(j,k — j)
atravessen tots dos la component k del graf. S’ha de veure que no tenen
vertexs en comd.

En P(0,%) hi ha vertexs amb tercera component R—2k o bé R—2k—1,
mentre que en P(j,k —7) hi ha vértexs amb tercera component R — 2k — 25
o bé R — 2k — 25 — 1, que s6n diferents quan j # 0, com és el cas. O

4.2.4 Temps de I’algorisme en el cas 2n = a(d + 1)

El nombre d’etapes de 'algorisme és 2[logy s] + [logyr| = 2[log, 2n] —
[logy ] 4+ O(1). Quan 2n = a(d + 1), hi ha dos valors en funcié de la relacié
entre a 1 d:

Sia>d+1,aleshoresr=d—11is=(a+1)(d+1),iesté
926pP(Con(—1,d,1)) < 2[log, 2n] — [log, d] + O(1)
Sia<d+1,aleshoresr=a is=d+1,ies té
g2epP(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n] — [logy a] + O(1)
4.2.5 Cas general

Sigui Co,(—1,d, 1) un anell cordal, amb 2n = a(d+1)+b i0 < b < d. Com
que 2n i d+ 1 sén parells, b és també parell. Hi ha dos casos a considerar:
a>b/2ia<b/2.
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Cas a > b/2

Un graf de tipus A és un subgraf de I’anell cordal induit per un conjunt de
d+ 3 vertexs consecutius, el primer dels quals és parell. Un subgraf de tipus
A conté dues arestes de tipus [z,z + d] 1 d+2 arestes de tipus [z,z + 1]. Si
1 és el vertex més petit en un subraf H de tipus A, aleshores s’anomena el
vertex i +j vertex j-esim de H (el vertex 0 de H és incident als vertexs 1
iden H).

Hi ha dos casos que depenen del parametre a. En tots dos casos, el graf
es separa en a — b/2 cicles de d + 1 vertexs i en b/2 grafs de tipus A, és a
dir, amb d + 3 vertexs.

Sia < d+1, aleshores hi ha a components. Si0 <34 < b/2—1, la component
i és un subgraf de tipus A, A;. Si b/2 <i <a —1, la component i és
un cicle de longitud d+1, C;. El graf és la uni6 de subgrafs consecutius

AUaAla s 7Ab/2717 Cb/?a oy Cat

I peracadaz, 0 <i<a—1, el subgraf d’index ¢ d’aquesta sequencia
es connecta als subgrafs d’indexs ¢ — 1 14+ 1, modul a, per (¢+1)/2
arestes.

Sia > d+ 1, aleshores hi ha d — 1 components. Cadascuna de les compo-

nents conté com a molt un subgraf de tipus .4, mentre que pot contenir
alguns cicles. Es divideix a per d — 1, escrivint ¢ = a(d — 1) + 3, amb
0 < B < d—1. Aleshores, les primeres § components estan constituides
per a + 1 subgrafs consecutius, i les altres d — 1 — § components per
a subgrafs consecutius. A més, només el primer dels subgrafs en les
primeres b/2 components és un subgraf de tipus A.
Aixi, si 0 < i < b/2—1, la component i és la unié 4;,C;1,...,C;r, de
subgrafs consecutius, on A; és un subgraf de tipus A, i C;; un cicle
de longitud d + 1. Mentre que si b/2 <14 < ¢ — 1, la component i és la
unié C;o,Cj1,...,C;r; de cicles de longitud d + 1. El valor de I'; és
asii<pf—1,1ia—1 altrament.

El graf es pot descriure per la seqiiéncia segiient:
A[),C()J,...,C[)’FO, AlaCI,la---aCI,Fla

component o component 1

Apso-1,Chj2—1,15- -+, Cpr2-1,0 5y 5

component b/2—1

Cb/Z,Oa Cb/2,17 ) Cb/?,Fb/Qa ) Cd—Z,Oa Cd—?,la SRR Cd—?,f‘d_za

component /2 component d—2

En cada component, s’etiqueta amb un 1 el subgraf de tipus A i els
cicles amb 2,3, ...
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La component k té (k,1,d — 1) com a vertex d’acumulacié si no conté
subgraf de tipus A, i (k,1,d 4+ 1) altrament.

Les fases d’acumulacié i broadcasting es realitzen com en el cas anterior,
amb l'algorisme de [52], ja que cada component és connexa i conté un cami
hamiltonia amb origen el vertex d’acumulacié. Es pot passar, doncs, a la
fase de gossiping. Com en els casos anteriors, per cada etapa de ’algorisme
de gossiping en un graf complet hi ha d’haver un conjunt de camins de la
forma P;_iyp (modr) on £ és la longitud de la comunicaci, és a dir, el
nombre de components que s’atravessen entre dos vertexs d’acumulacié que
comuniquen. [ en cada etapa, aquesta longitud és la mateixa per a tots els
camins.

. c—1 . .
Com en el cas anterior, per a £ < 5 definim P/ ., 4¢ com la uni6

de £+ 1 camins denotats per P'(i,0), P'(i,1),...,P'(i,£) on P'(i, k), per
0 < k </, es defineix de la manera segiient.

1. Si la component 7 + k + 1 no conté un graf de tipus A o bé k = /,
aleshores P'(i, k) = P(i, k), tal com s’ha definit en la secci6 4.2.3.

2. Sik #/4 ilacomponent 7+ k4 1 conté un graf de tipus A, aleshores
es consideren quatre casos:

si la component 7 + k£ conté només un graf de tipus A, aleshores
P'(i,k) ésel cami {(i+k,1,d—1—-2k+2),i+k+1,1,d—1—
2k —1),(i+k+1,1,d —1—2k)};

si la component ¢+ k conté només un cicle de d+1 vertexs, aleshores
P'(i,k) ésel cami {(i +k,1,d—1—2k),(i+k+1,1,d—1—2k—
1),@+k+1,1,d—1—2k)};

si la component ¢ + k té un graf de tipus A i ' — 1 cicles de d + 1
vertexs, aleshores P'(i, k) és el cami {(i+k,1,d—1—2k+2),(i+
k,2,d—1-2k—1),(i+k,2,d—1-2k)}U{(i+k,v,d—1—-2Fk), (i+
k,vy+1,d—1-2k—-1), (i+k,y+1,d—1-2k), y =2,..., T=1}U{(i+
E,T',d—1-2k), (i+k+1,1,d—1-2k—1), (i+k+1,1,d—1-2k—2)};

si la component 7 +k t¢ T' cicles de d + 1 vertexs, aleshores P'(, k)
ésel cami {(i+Fk,y,d—1—-2k), (i +k,v+1,d—1-2k—1),(i +
k,y+1,d—1-2k), vy=1,...,T =1}U{(i +k,T,d—1—2k), (i +
E+1,1,d—1-2k—-1),(i+k+1,1,d—1—-2k—2)}.

Com abans, és facil veure que a cada etapa de la fase de gossiping 1'in-
tercanvi d’informacio es pot realitzar utilitzant els camins que s’acaben de
definir. A més, en una etapa tots els camins tenen la mateixa longitud. Per
tant, el lema 4.2 diu que el conjunt de camins corresponents a una etapa
son dos a dos aresta-disjunts.

Lema 4.2 Donats dos camins qualssevol P! ! amb i < j, els

iitl v i
camins son aresta-disjunts, sempre i quan it + £ # j.
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Demostracio. La demostracié és analoga de la del lema 4.1. Només cal veure
que, quan dos camins atravessen una mateixa component, ho fan per vertexs
diferents. O

Cas a < b/2

Com que b < d + 1, aix0 implica que a < (d 4+ 1)/2. Hi haura a cicles de
longitud ¢+ 1 i un cami de longitud b. El graf C74(—1,7,1) de la figura 4.2
és un exemple d’aquest cas. Ara el nombre de components és r = a + 1.
Les components 1...a contenen un d + 1-cicle i la component 0 és el cami
de b vertexs. El vertex 7 del cami de longitud b en la component 0 té
etiqueta (0,1, 7) i els vertexs en les altres components estan etiquetats com
en la seccié anterior. Prenent ara (k,1,b —2), &k = 0...a, com a vertexs
d’acumulacid, hi ha b/2 + 1 arestes que connecten la component » — 1 amb
la, component 0.

Amb aquesta descomposicié la definicié de 1'algorisme es pot fer com en
elcas2n =a(d+1) ia<d+1.

4.2.6 Temps de I’algorisme en el cas general

El nombre d’etapes de 'algorisme és 2[logy s] + [logyr| = 2[log, 2n] —
[logy 7] + O(1). Quan 2n = a(d + 1) + b, els valors d’aquesta cota depenen
de la relacié entre a id, i de b:

Sia>b/2:
Sia>d+1, aleshoresr=d—11is=(a+1)(d+3),ies té
g28pP(Con(—1,d,1)) < 2[log, 2n] — [logy d] + O(1)
Sia<d+1, aleshores r =a and s =d+ 3, i es té
g2epP(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n] — [log, a| + O(1)
Sia<b/2<(d+1)/2, aleshores r = |a/2] +1 1 s=2(d+ 1), 1ies té

ngDp(CQn(—l,d, 1)) < 2[10g2 2’1’L—| — [logQ Cl-| + O(l)

4.3 Optimalitat de ’algorisme

En aquesta seccié s’analitza fins a quin punt les cotes superiors de gappp
donades pel temps de l'algorisme sén ajustades. Com que la cota inferior
coneguda depén de D'aresta-biseccié del graf, per a aquesta analisi es fan
servir les cotes superiors de la biseccié calculades en la seccié 2.7.

Si Cy,(—1,d,1) té aresta-biseccié k, a 1 b sén els dos enters tals que
2n = a(d+ 1) +b amb 0 < b < d,iq ir sén els dos enters tals que
2n =q(d—1) 4+ r amb 0 <r < d — 3, es tenen els resultats segiients:
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Cota inferior de goppp: Vegeu [68, 76].
2[logy 2n] — logy k —logy logy k — 6 < gappp(Con(—1,d,1))

Cota superior de k: Del lema 2.24 i el teorema 2.27 de la secci6 2.7.
En qualsevol cas, k < d + 2.
A més, si a = q, aleshores k < min{2a + b+ 1,d+2 —b} < d+ 2
isia=qg—112¢ <d+1 aleshores

sib =0 aleshores k <2a+1<d+2,
altrament k£ <2¢g+1 < d+ 2.

Cota superior de goppp: De I'algorisme presentat en aquest capitol.
l.a>d+1
928pP(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n] — logy d + O(1)
2.a<d+1
926ppP(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n] — logy a + O(1)

Sempre que es tingui gappp(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n| —logy, x + O(1),
si es pot assegurar que x és una cota superior de ’aresta-biseccid, és a dir,
si k < z, aleshores es pot concloure que, d’una banda ’algorisme és optim,
i de laltra, z és, de fet, laresta-bisecci6 (llevat una constant).

Per tant, en el cas a > d + 1, 'algorisme és optim, i d + 2 és l'aresta-
biseccié. De fet és d + 1 si a és parell i d + 2 si a és senar. En el cas
a < d+1, hi ha dues possibilitats, que corresponen als casos del teorema 2.27.
Sia=gq—1, resulta k <2a+ 1 o bé k < 2q, l'algorisme és també optim, i
la cota superior obtinguda és I’aresta-biseccié.

Finalment, el cas que queda és el cas en que a = ¢, que és equivalent a
dir 2a + b < d — 1. En aquest cas, la cota superior per goppp(Copn(—1,d,1)
no és prou bona, i és probable que I'algorisme es pugui millorar. A més, aix0
fa que no es pugui assegurar que la cota superior de k£ trobada és ajustada.
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Conclusions

En aquest capitol, es déna un resum de les aportacions d’aquest treball i es
descriuen alguns problemes oberts, amb un apunt sobre el possible desen-
volupament de treballs posteriors.

5.1 Aportacions d’aquesta tesi

Aquesta tesi tracta de les propietats dels anells cordals de grau 3, que sén
grafs de Cayley sobre el grup diedric. Aquest grup no és commutatiu, pero
els seus elements satisfan bones relacions. A més, la seva relacié amb el grup
ciclic fa que els anells cordals tinguin molt a veure amb els grafs circulants,
anomenats també, per alguns autors, anells cordals.

Una part important del treball és ’estudi de les propietats estructurals
dels anells cordals, mentre que en una segona part es donen algorismes d’en-
caminament amb bones propietats i d’intercanvi d’informacié entre tots els
nodes o gossiping. Aquestes dues parts del treball estan interrelacionades,
ja que les propietats estructurals dels grafs s’utilitzen en les definicions i en
I’analisi dels algorismes que es proposen en la segona part i, a la vegada,
I’estudi de les comunicacions ha motivat el plantejament de problemes de
caire més teoric, com la classificacié per isomorfisme dels anells cordals, la
caracteritzacié del seu grup d’automorfismes o el calcul de I'aresta-biseccio.

Part de l'interes d’aquest treball és I'is de les tessel-lacions per a la
representacié dels grafs. Aquesta eina s’ha revelat molt 1til en I'estudi de
propietats metriques i de problemes en qué s’han d’establir camins entre els
nodes, ja que en facilita la visualitzacié. Les altres families que han estat
estudiades per diversos autors mitjancant tessel-lacions del pla sén, sobretot,
els grafs circulants de grau 4, en que s’utilitzen quadrats per representar els
vertexs, i els de grau 6, en que s’utilitzen hexagons. Per als anells cordals
de grau 3 s’han utilitzat triangles. En particular, es veu com la tessel-lacio
determina totalment el graf, i les propietats del graf es tradueixen en propi-
etats de la tessel-lacio.
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Més concretament, es poden destacar els resultats segiients.

5.1.1 Propietats estructurals

En el capitol 2 es presenten les propietats estructurals dels anells cordals.
En les seccions 2.1 i 2.2, s’estableix la definicié dels grafs, que es deno-
taran per Cay,(a,b,c), 1 es demostra que sén grafs de Cayley sobre el grup
diedric i que es poden veure com 2-cicles generalitzats de grafs circulants. En
I’apartat 2.3 es presenta la tessel-lacié associada a un anell cordal, I’eina que
es fa servir en gairebé tots els resultats posteriors. Aquesta representacio

geometrica ja ha estat utilitzada per altres autors per veure que l'ordre

) . , 3D?+1 .
maxim d’un anell cordal de diametre senar D és mp = ———, i que les

cordes son ¢ = —1, b=3D ic=1. A més, es demostra que les translacions
d’un anell cordal com a graf de Cayley es poden veure com isometries del
pla. De fet, pero, els resultats interessants d’aquest capitol es troben en les
seccions 2.4, 2.5 i 2.6, per una banda, que constitueixen larticle [15], i la
secci6 2.7, que ha donat lloc al report de recerca [17].

En lapartat 2.4 es fa una analisi dels 4-cicles i 6-cicles del graf, a partir
d’una descripcidé en termes de la tessel-lacid. El resultat es resumeix en
dos teoremes. El teorema 2.13 diu que, llevat dels anells cordals amb ordre
6 1 8, només els anells cordals de la forma Cy,(2k + 1,1,—1) i els de la
forma C9,(1,—1,3) tenen cicles de longitud 4. El primer d’aquests casos és
interessant ja que esta constituit pels anells cordals que tenen automorfismes
que no es poden veure com isometries del pla. L’existéncia de diferents
tipus de 6-cicles es resumeix en el teorema 2.14. En primer lloc, s’observa
l’existencia de cicles de la forma abcabc, anomenats hexagons, en tots els
grafs de la familia. I el teorema diu que si 'ordre és més gran que 18, hi ha
només tres possibilitats: o bé els tinics 6-cicles sén els hexagons; o bé el graf
és de la forma Cgi(2k = 1,1); o bé el graf és de la forma Co,(1,—1,5).

Com a consequencia d’aquests teoremes, es pot determinar el color de
les arestes i assignar valors a les cordes d’un anell cordal, sabent només
en quants 6-cicles esta continguda cada aresta, o en quants 4-cicles, si n’hi
ha. Utilitzant aquesta propietat, es déona un algorisme de reconeixement en
temps lineal.

Una altra conseqiiencia d’aquests teoremes és que la tessel-lacié deter-
mina completament el graf. Es pot dir, doncs, que dos anells cordals sén
isomorfs si i només si tenen la mateixa tessel-lacio, és a dir, les mateixes equa-
cions del reticle de zeros. A partir d’aquesta caracteritzacio, en 'apartat 2.5
es determina el grup d’automorfismes d’un anell cordal. En la majoria dels
casos el grup d’automorfismes és el conjunt de les translacions. En alguns
casos, pero, hi ha també automorfismes que no conserven la coloracié de les
arestes. Quan els colors es permuten, pero la particié de les arestes és la
mateixa, els automorfismes es poden veure en el pla com simetries axials o
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rotacions. Aixo0 es demostra en els lemes 2.18 1 2.19.

Tanca la seccid el teorema 2.20, I’enunciat del qual es pot resumir com
segueix. El grup d’automorfismes de Cy,(a,b,c) és: el conjunt de transla-
cions, en el cas més general; el grup generat per les translacions i una simetria
axial si el graf és isomorf a Cypp, (dm—+1,1,2m—2¢+1), amb med(¢,m) = 1, 0

bé a Cogp(2m+1,1,m—£+1), amb med(m, —Tm) = 1; el grup generat per

les translacions i el gir d’angle ?ﬁ si el graf és isomorf a Co,(—1,60 + 3,1),

amb n = 302+ 30+ 1, 0o bé a Cy,(1 — 2(¢£ +2),2¢ + 1,1), amb £ senar i
n = 3¢ + 30 +4; o bé un grup que conté automorfismes que no conserven la
particié de les arestes en colors, és a dir, que no corresponen a isometries de
la tessel-lacid, si el graf és isomorf a Cy(2k+1,1, —1). Donat que l'estudi del
grup d’automorfismes ha sorgit a partir de preguntar-se quan un anell cordal
és arc-transitiu, val la pena remarcar que, els anells cordals arc-transitius
sén precisament els optims per als quals s’ha donat ’encaminament i ’estudi
de la vulnerabilitat en el capitol 3.

L’apartat 2.6 conté un metode per decidir si dos anells cordals sén
isomorfs, on es dona explicitament I'isomorfisme. Pels resultats dels dos
apartats previs, es té que dos anells cordals sén isomorfs si i només si els
seus grafs de triple llac associats sén Addm-isomorfs, és a dir, Con(a,b,c) i
Con(a', V', ") sén isomorfs si i només si hi ha un element inversible de Z,
A tal que @/ — b = Aa—0b) i V) — = A(b—¢). L'isomorfisme depen dels
valors de med(a — b,2n), med(b — ¢,2n) i med(c — a,2n).

La seccid 2.7 és la darrera d’aquest capitol. L’objectiu d’aquest apartat
és el calcul de l'aresta-biseccié dels anells cordals. Per a Cy,(—1,d,1) s’han
pogut trobar cotes superiors ajustades, que s’han utilitzat en el capitol 4
per a I'analisi de ’algorisme de gossiping.

En el teorema 2.27, ¢ i r denoten el quocient i la resta de la divisié
entera de 2n per d — 1, és a dir, 2n = g¢(d — 1) +r amb 0 < r < d —3.
Analogament, ¢’ i v’ denoten el quocient i la resta de la divisié entera de
2n perd+1,ésadir, 2n=¢ (d+1)+7" amb 0 < <d—1. Amb aquesta
notacié, la aresta-biseccié de Cop,(—1,d, 1), k, depén dels valors de ¢, r, ¢’ i
r': si ¢’ = q, aleshores k < min{2¢'+r'+1,d+2—7r"} <d+2;si ¢ =q—1
i 2g < d+1 aleshores, quan ' =0, k < 2¢' +1 < d+ 2, iquan ' # 0,
k<2¢+1<d+2; en els altres casos, k < d+ 2 és la cota superior més
petita que es pot trobar.

La demostracié és constructiva, i els conjunts bisectors que es donen es
basen en la representacié dels cicles del graf mitjancant la tessel-lacié. Com-
parant el temps de l'algorisme de gossiping en el mode de comunicacié de
camins aresta-disjunts que es proposa en el capitol 4, amb les cotes inferiors
conegudes per a la complexitat del problema del gossiping en aquest mode
de comunicacid, es pot veure que aquestes cotes sén ajustades.
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5.1.2 Comunicacions

Els capitols 3 i 4 contenen els resultats sobre problemes de comunicacions
en anells cordals.

El capitol 3, que a donat lloc a I'article [18], és la definicié d’un encamina-
ment consistent de camins més curts per als anells cordals de diametre senar
donat i ordre maxim, i ’estudi de la seva vulnerabilitat. En el capitol 4, que
constitueix 'article [16], es proposa un algorisme de gossiping en el mode de
camins aresta-disjunts i es veu que aquest algorisme és Optim en gairebé tots
els casos. Aquest és "inic capitol en que no s’han utilitzat les tessel-lacions
del pla. Com ja s’ha comentat més amunt, en ’analisi de 1’algorisme es fan
servir les cotes de ’aresta-biseccid calculades en el capitol 2.

En el capitol 3 es considera, donat D senar, I’anell cordal de diametre

3D? + 1
D i ordre mp = TjL Sobre la rajola associada al graf, es defineix

un encaminament de camins més curts, p(x,y), que preserva les rotacions

2
d’angle ?W per a parelles de vertexs a distancia com a molt D —1. La rajola

centrada en un vertex es divideix en tres zones, de manera que, establint les
comunicacions a través de p, un node intermig d’'un cami podria calcular a
través de quina aresta ha d’enviar el missatge en funcié de la situacio del
node al qual el missatge va destinat.

En 'apartat 3.2 es veu que en cas de fallada d’un o dos vertexs es poden
redefinir les comunicacions punt a punt mitjancant el mateix encaminament
en només dues etapes. Aixo sempre es pot fer si es poden determinar vertexs
centrals. La proposicié 3.7, de demostracio senzilla, diu que per a tot vertex
z hi ha un vertex v tal que v és (p,{z})-central. En la proposicié 3.8
es consideren conjunts de dos vértexs. L’enunciat diu que per a qualsevol
parella de vértexs z, y hi ha un vertex v tal que v és (p,{z,y})-central.

Per a la demostracié d’aquestes proposicions es fa servir el lema 3.6.
En aquest lema es déna una expressié dels vertexs de la frontera de la
rajola tenint en compte que, com que I’encaminament no és bidireccional,
els arbres d’encaminament des d’un veértex i cap a un veértex sén diferents.
Aixi, es defineixen el conjunt L, = {—i24+ (1 —i)2B,0 < i < [} U
{i2B—-(1-1)2C,0<i<I[}U{i2A+ (1 —14)2C,0 < i <1} iel conjunt
Ly ={i2A - (1 -i)2B+a,0<i <} U{=i2B+ (I —i)2C +a,0<i<
I} U{=i2A4+ (1 -i)2C +a, 0 < i <1}. Aleshores, L = Ly U Lgyp, que
és el conjunt de vertexs de grau 1 en els arbres d’encaminament p(0,z) i
p(z,0), és la frontera de la rajola centrada al vertex 0. Per tant, el vertex
0 és (p, L)-central, ja que per a qualsevol vertex z ¢ L els camins p(0, z) i
p(z,0) no contenen cap element de L.

Si F' és un conjunt de vertexs, per veure que un vertex v és (p, F')-central
n’hi ha prou amb veure que, centrant la rajola al vertex v els vertexs del
conjunt F' queden situats a la frontera de la rajola. Es a dir, n’hi ha prou
amb veure que o, o(F) C L.
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S’ha vist que I’encaminament aqui definit té bones propietats, ja que
aprofita 'aresta-transitivitat dels grafs i, com es comenta en la seccid segiient,
s’esta utilitzant per a I'estudi de I'index optic dels anells cordals.

Finalment, en el capitol 4 es proposa un algorisme de gossiping en el
mode de comunicacié EDP. En aquest model es sap que si G és un graf
hamiltonia d’ordre n aleshores el temps de broadcasting de G és bappp(G) =
[logon]; i també que si G, és un graf d’ordre n i aresta-biseccié F,
aleshores el temps de gossiping satisfa les desigualtats 2[log, n| — logy k —
log, logy k — 6 < gorpp(Gn k) < 2[log, n].

L’algorisme parteix d’una descomposicié del graf en subgrafs hamilto-
nians de mida r, en els quals es pot fer broadcasting i acumulacié en temps
[logy 7]. En cadascun d’aquests subgrafs es tria un vertex representant. Siel
nombre de components és s, es tracta de trobar camins aresta-disjunts entre
els representants que puguin simular les etapes d’un algorisme de gossiping
en el graf complet Ky en temps [logy, s|. Aixo déna un algorisme en tres
fases: acumulacié en els representants, gossiping entre els representants i
broadcasting des dels representants, en temps 2[log, s| + [log, r].

Considerant els anells cordals de la forma Cy,(—1,d, 1), la corda d déna
de manera natural una descomposicié del graf en cicles de longitud d + 1,
Co,...,Co—1, amb C; = {i(d+1),i(d+1)+1,...,i(d+ 1) +d}. Si2n =
a(d + 1) + b amb b parell entre 0 i d — 1, aleshores Cy,(—1,d,1) es pot
descomposar en els a cicles Cy,...,C,_1, i un cami amb b vertexs, amb un
conjunt addicional d’arestes que enllacen aquests subgrafs.

Com es veu en la seccié 4.2.3, el cas 2n = (d + 1)? és el més senzill.
Per a la resta de casos, es fa una generalitzacid, que permet donar en la
seccié 4.3, a partir dels apartats 4.2.4 1 4.2.6 i de les cotes per a 'aresta-
biseccié donades en la seccié 2.7, el resultat segiient sobre I'optimalitat de
I’algorisme.

Sia > d+1, aleshores: goappp(Con(—1,d,1)) < 2[log, 2n]—logy, d+0(1);
el valor de l'aresta-biseccié és k =d+ 1 sia és parelli k =d+ 2 sia és
senar; i l'algorisme donat és optim.

Mentre que, si ¢ < d+ 1, aleshores: goppp(Con(—1,d,1)) < 2[logy 2n] —
log, a + O(1), pero el valor de l'aresta biseccié depen de g i r, del teo-
rema 2.27. Sia = q¢— 1, resulta £k < 2a + 1 o bé k < 2¢ i 'algorisme
és també Optim, pero si a = ¢, que és equivalent a dir 2a + b < d — 1, la
cota superior per goppp(Con(—1,d,1)) no és prou bona, i és probable que
I’algorisme es pugui millorar.

5.2 Problemes oberts

5.2.1 Anells cordals

Quant a les propietats de la familia de grafs estudiats, és clar que alguns
problemes no han quedat completament resolts. S’han fet servir resultats
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d’altres autors quant al nombre maxim de vertexs que té un anell cordal
quan es fixa el diametre [89]. Malgrat que aquesta cota sembla ser correcta,
i en el cas de diametre senar se’n té una demostracio senzilla, no s’ha trobat
la demostracié per al cas de didmetre parell. Tampoc es té un resultat
complet quant al calcul del diametre d’un anell cordal qualsevol. Només
s’han trobat en la literatura alguns resultats per a valors concrets de ’ordre
i de les cordes [91].

El calcul exacte de I'aresta-biseccié és també un problema encara obert.
Com ja s’ha observat en la introduccié de la seccié 2.7 dedicada al calcul de
cotes superiors per a aquest parametre, la dificultat d’aquest problema és
provar que una cota superior és prou ajustada [79]. En aquest sentit s’esta
treballant, fent servir les tessel-lacions per veure que la configuracio en el pla
dels conjunts bisectors construits és la millor possible. Cal observar perd que
el treball que s’esta realitzant paral-lelament sobre encaminaments optics
podria donar algun resultat ja que hi ha una relacié entre I’aresta-biseccié
d’un graf i el seu index de transmissié. Aquests problemes es comenten més
avall.

Un altre problema, aquest amb un plantejament més general, és el de la
relacié d’aquests grafs amb els grafs circulants. Per exemple, es poden definir
els anells cordals a partir dels grafs circulants. I s’ha vist en la secci6 2.2
que dos circulants no isomorfs poden donar el mateix anell cordal. Aixi, una
pregunta a fer-se és, quina és la relacié que satisfan dos grafs circulants per
tal que els anells cordals que defineixen siguin isomorfs.

5.2.2 Generalitzacions

La primera generalitzacié d’'una familia de grafs que apareix de manera
natural, i més encara quan es tracta de grafs de grau tan petit, és la definicié
de grafs amb la mateixa estructura perd amb grau més gran. Aixi apareixen
els grafs de Cayley sobre el grup diedric amb grau qualsevol. Quin interes
podria tenir Pestudi d’aquests grafs, més enlla del pur exemple de graf de
Cayley sobre un grup no commutatiu amb bones propietats? Els vertexs
d’un anell cordal de grau 3 es poden representar per ternes (x,y, z), tals que
z+y+ 2z =0 siel vertex és parell i z +y + z = 1 si el vertex és senar.
Generalitzar aquesta construccié a un nombre més gran de coordenades
equival a demanar grau més gran. A partir d’aquesta manera de veure els
grafs de Cayley sobre el grup diedric, sorgeixen algunes qiiestions de caire
combinatori, i també de caire geometric, amb la pregunta potser més dificil
de si es pot trobar un equivalent de la representacié amb tessel-lacions quan
el grau és més gran. La comparacid, quant a bones propietats, amb altres
families de grafs i, en particular amb els grafs circulants, passa per I'estudi
dels parametres classics com el diametre, la connectivitat i la biseccié.

Una altra generalitzacié basada en la tessel-lacié del pla mitjancant tri-
angles, es troba definint els grafs mitjancant isomorfismes locals. Aix0 vol



5.2 Problemes oberts

107

dir partir del graf infinit donat per la tessel-lacié amb triangles on cada trian-
gle representa un vertex diferent, i donar les regles que permeten identificar
vertexs. Amb aquesta definicid, cada graf de la familia té una tessel-lacié
associada. I la majoria d’aquests grafs sén anells cordals. Qué hi ha doncs
de nou? S’obtenen, a més dels anells cordals, els grafs connexos correspo-
nents a equacions del reticle que no satisfan la condicié de connexié i que,
per tant, no sén anells cordals. Com que les simetries s’assemblen molt a
les simetries dels anells cordals, un problema a resoldre és si sén grafs de
Cayley i sobre quin grup.

5.2.3 Comunicacions

En la part de propietats dinamiques hi ha alguns problemes oberts, en alguns
dels quals s’esta treballant.

Quant a comunicacions globals, el problema del broadcasting en mode
telefon ha estat resolt de manera optima, per al problema del broadcasting
en el model EDP hi ha algorismes optims valids per a qualsevol graf, i el
problema del gossiping es resol en aquesta tesi. Per tant, un problema que
es podria resoldre és el del gossiping en el mode telefon, que resta obert, aixi
com treballar en altres models. Igualment es podria treballar amb altres
models, com el model all-port.

Sobre encaminaments, hi ha dos problemes oberts importants en relacié
a aquesta tesi. El primer és la definicié d’encaminaments per a anells cordals
no optims i 'estudi de la vulnerabilitat. El segon és I'estudi d’encamina-
ments optics.

En les dues seccions segiients es comenta en quin punt es troba el treball
realitzat sobre cadascun d’aquests dos temes.

5.2.4 Vulnerabilitat d’encaminaments en el cas no optim

Per a D = 2] + 1 senar, l'anell cordal de diametre D i ordre maxim és

3D% +1
Cmp(—1,3D,1), amb ordre mp = T+
sociat és T, (31 + 1,1, —(31 + 2)), on ordre és N, = % = 31> +3l+ 1.

Aquest és, justament, el graf de triple llag de didmetre [ i ordre maxim. En
aquest graf de triple llag, un vertex a distancia d del vertex 0 es troba en un
Unic hexagon a distancia d de ’origen, prenent com origen un dels hexagons
que contenen el vertex 0, com es mostra en la seccié 1.4.1. Prenent tots els
hexagons a distancia com a molt [ de ’origen, no hi haura vertexs repetits.

. El seu graf de triple llag as-

Amb I'anell cordal, no passa el mateix. Tal com s’ha vist en la secci6 2.3.3,
en la rajola associada al graf hi ha tots els triangles a distancia com a molt
D —1 de l'origen, i dels triangles a distancia D només en conté uns quants.
Aixo fa que en els 3D triangles a distancia D de 'origen hi ha els [ + 1
vertexs a distancia D del vertex 0, pero repetits. En aquest cas, pero, s’ha



108

Conclusions

pogut fixar un encaminament i trobar per a aquest encaminament vertexs
centrals quan fallen un o dos vertexs. Pero I'encaminament trobat no és
bidireccional, i s’ha hagut de tenir en compte els camins d’anada des d’'un
vertex, i els camins de tornada cap a un vertex. Aquests sén els resultats
que es presenten en el capitol 3.

Quan es fixa un diametre parell, D = 2[, es sap que 'ordre maxim d’un

2
anell cordal amb aquest didmetre és més petit que ——, que és la cota que
s’obté fent els calculs de la mateixa manera que en el cas de didmetre senar.
. . 3D? s
També es coneix que hi ha anells cordals d’ordre mp = 5 D i diametre

D. TL’ordre maxim és mp si tots els anells cordals d’ordres entre mp i

3D*? : : .
5 tenen diametre més gran que D. De fet, aix0 es compleix en tots els

exemples que s’han pogut estudiar.

En tot cas, per a un anell cordal de didmetre parell i ordre maxim no
passa el que passava per als de diametre senar. Ara, el graf de triple llag
associat no té ordre maxim respecte del diametre. Aixo fa que hi hagi més
vertexs del graf repetits en la rajola que conté tots els triangles a distancia
D de l'origen. Per tant, la rajola es pot definir de més d’una manera. Per
a definir un encaminament, doncs, el primer que s’haura de fer és fixar la
rajola, és a dir, decidir quins dels triangles que contenen un mateix vertexs
es consideraran. El pas segiient és definir els camins, segons la posicid dels
vertexs en la rajola. Treballant d’aquesta manera, es redueixen les possibil-
itats per a la definicié de I’encaminament, perd n’hi ha moltes més que en
el cas de diametre senar. I en tots els casos que s’han estudiat, no ha sigut
possible trobar vertexs centrals.

L’estudi del cas general passa per la resolucié del problema en el cas
particular, perd no optim, dels anells cordals de diametre parell i ordre
maxim.

5.2.5 Encaminaments optics

Donat un encaminament en una xarxa, una de les mesures de la seva eficiencia
és el seu comportament quan hi ha diverses comunicacions simultanies. Si
dos 0 més camins volen passar per un mateix node o utilitzar un mateix en-
llag, en el model estandard de comunicacié no poden fer-ho simultaniament.
Per a ’estudi d’aquests problemes, s’introdueix el concepte de carrega d’'un
vertex o d’un arc, i I'index de transmissié d’un graf [35]. Alguns resultats
sobre aquests parametres es troben en [63, 64].

Degut als avencos tecnologics, les xarxes optiques amb tecnologia WDM
estan actualment en el punt de mira de molts treballs [19, 34]. En aques-
ta mena de xarxes, un enlla¢ optic pot ser utilitzat per comunicacions si-
multanies, gracies a la utilitzacié de diferents longituds d’ona. Llavors, un
problema important és determinar quantes longituds d’ona sén necessaries
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com a minim en la xarxa per tal d’evitar conflictes. Aquest nombre s’ano-
mena index optic del graf. Es clar que si en un graf es té definit un en-
caminament, el minim nombre de longituds d’ona necessaries per a aquest
encaminament és com a minim la carrega maxima de les arestes. L’index
optic és per tant més gran o igual que I'index de transmissié per arestes.

Determinar I'index optic d’un graf és un problema complicat, fins i tot en
grafs amb bones propietats de simetria [97], i alguns resultats sobre encami-
naments Optics sén conjectures que estan per provar [19]. En aquest sentit,
s’esta treballant en 'estudi de I'index de transmissié i 'index optic dels
anells cordals, i es tenen alguns resultats quan els grafs sén arc-transitius
que, com s’ha vist en la seccid 2.5, sén els anells cordals optims.
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