CAP 3- Modelo Tedrico

3. MODELO TEORICO PROPUESTO

Se ha puesto en evidencia en el capitulo anterior que el calculo de la capacidad

de carga de cilindros oleohidraulicos debe abordarse desde 2 puntos de vista:

1. Estudio de la inestabilidad de un cilindro oleohidraulico equivalente a
una barra escalonada. El valor de la carga critica o de pandeo se obtiene

de la resolucion de la ecuacion trascendental correspondiente.

2. Estudio de la resistencia de un elemento estructural constituido por dos
sblidos (cilindro y vastago) interconectados mecanicamente, con
deformacion inicial y carga a compresion. El valor de la carga limite se
alcanza cuando la tension en algun punto del cilindro-vastago supera la

tension de fluencia del material.

En la mayoria de los modelos propuestos hasta el presente, no se consideran las
posibles influencias que puede tener el mecanismo que acciona el cilindro
oleohidraulico en cuestion. Si nos limitamos al sector de la maquinaria movil:
agricola, obras publicas, etc. podemos observar que el empleo de cilindros
oleohidraulicos convencionales conlleva intrinsicamente un montaje bi-articulado.
Desde el punto de vista tedrico la condicion de bi-articulado implica
exclusivamente la presencia de cargas axiales, y apoyos ideales (sin friccién). La
experiencia demuestra que esta interpretacion es ideal y no se corresponde a la

realidad.

De acuerdo con estos considerandos, se hace imprescindible desarrollar un
modelo tedrico que tenga en cuenta las fuerzas y/o momentos que se generan
en las articulaciones como consecuencia de la interaccién entre el cilindro
oleohidraulico y el mecanismo accionado por éste (cabeza de vastago o cilindro

— pasador - horquilla).
Al analizar una serie de aplicaciones convencionales, nos damos cuenta que el

criterio diferenciador esta en la presencia o no de un movimiento relativo entre

los elementos que configuran la articulacion (rotacion relativa del pasador con
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relacion a la cabeza de vastago); bien sea, como consecuencia del movimiento
del mecanismo o como consecuencia de la deformacién del cilindro

oleohidraulico. La Fig. 3.1 presenta algunas de estas aplicaciones.

Detalle junt
pasador -
mecanismo

Ejemplo 1

Volquete

Ascensor

Carretilla
elavadora

Fig. 3.1 Aplicaciones comunes con cilindros oleohidraulicos
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En el ejemplo 1 (Fig. 3.1) se observa que debido a la cinematica del mecanismo
se manifiesta la presencia de un movimiento relativo de rotacion entre el pasador
y la cabeza de vastago; el giro del pasador genera un par sobre la cabeza de
vastago de valor igual al par de rozamiento. Para este caso proponemos que
para calcular la capacidad de carga del cilindro oleohidraulico, debemos
considerarlo como un elemento estructural bi-apoyado con unos momentos
exteriores aplicados en sus extremos. Sin embargo debemos analizar en qué
sentido debemos aplicar estos momentos. Para ello vamos a estudiar los casos

esquematizados en la Fig. 3.2.

e 34()
e
e
e
e
~
~
~
~
M1
Caso a
wW2>w3>0 — Casob

w3>w2>0

Fig. 3.2 Comportamiento de un cilindro oleohidraulico dentro de un
mecanismo

Tomando de referencia el esquema del caso a, se debe cumplir que V,, =V,,,

ya que es un punto comun a ambos sdlidos. El centro instantdneo de rotacién
absoluto (/g) del vastago (3) se encuentra en el punto B aplicando el teorema de
Kennedy. Por tanto:
w, xOA = w, x BA, es decir: a)sza)z%, OA 4

BA BA

Por consiguiente: w2 > w3 > 0.
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La potencia neta del par de rozamiento en la articulacion A es una potencia

disipada y por tanto de valor negativo, es decir:

M,, - @, + M,, -, <0 (3.1)

M23

w3

Por otro lado, sabemos que:

My=-M, y @>a0>0 (3.2)

La unica posibilidad de cumplir la ecuacién (3.1) con las premisas de las

ecuaciones (3.2) es que M3 > 0.

En definitiva, los pares debidos a los rozamientos en las dos articulaciones del
cilindro oleohidraulico serian los representados en la Fig. 3.2 (caso a). El par My,

en el tubo-cilindro y el par M,; en el vastago son de signos opuestos entre si.

En el caso b de la Fig. 3.2, el mecanismo es muy parecido salvo que el centro
instantaneo de rotacion /43 del sdlido (3) ahora se encuentra entre /1, y /.

En este caso:

@-m:&;-gﬁ,portanto%:%%, %M

Es decir w3 > w2 > 0.

Al igual que el caso anterior la potencia neta del par de rozamiento en la
articulacion A debe ser una potencia negativa, ya que es una potencia disipada,

es decir:
M, -, +M,, -o, <0 (3.3)
Por otro lado, sabemos que:

M,=-M,, vy @, >aw,>0 (3.4)
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w2

Y la unica posibilidad de cumplir la ecuacion (3.3) con las premisas de las
ecuaciones (3.4) es que: M,; < 0. De esta manera, los pares debido a
rozamiento en las articulaciones son los mostrados en la Fig. 3.2 (caso b). En
este caso, ambos pares de rozamiento M., y M3 son del mismo signo. El
momento exterior Mo; representa la accion de la barra (2) sobre el cilindro
oleohidraulico (3) y el momento exterior M;,.representa el par de rozamiento en

la articulacion de la bancada.

En el ejemplo 2 (Fig. 3.1), es obvio que no hay movimiento relativo de rotacion
debido al movimiento del mecanismo, pero si puede haberlo como consecuencia
de la deformacion del cilindro oleohidraulico. A priori el cilindro oleohidraulico
deberia considerarse como un elemento estructural bi-apoyado ideal; sin
embargo, las fuerzas de contacto metal-metal que existen entre las superficies
de los elementos que constituyen las articulaciones, modifican el
comportamiento del elemento estructural a una situacion, en el peor de los
casos, equivalente a la condicion de bi-empotrado. Para este caso proponemos
que para calcular la capacidad de carga del cilindro oleohidraulico debemos

considerar el cilindro como un elemento estructural bi-empotrado.

Cuando este cilindro oleohidraulico esta sometido a fuerzas de flexion y
compresion crecientes, llega un instante en el que uno de los pares de
empotramiento supera al par resistivo consecuencia de estas fuerzas de
contacto metal-metal, y entonces se produce una transicion a la condicién de bi-
apoyado que sera incapaz de soportar las deformaciones generadas, lo que nos
lleva subitamente a la situacién de colapso del cilindro.

De acuerdo con estas interpretaciones, se hace necesario plantear una
modelizacion lo suficientemente genérica, que permita analizar facilmente, entre

otras, las situaciones esquematizadas en la Fig. 3.3.
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Mecanismo (ejemplos)

Comportamiento real

' | —/
Me+

- M1 M:

£ =
_%37 )P

Bi-apoyado, con momentos de signos contrarios

en los apoyos

L S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S SR N

M M:
P - =
NS

Bi-apoyado con momentos del mismo signo en los

apoyos

Fig. 3.3 Condiciones de contorno de los cilindros oleohidraulicos segun el
tipo de aplicacion.

Para ello se tomara en cuenta la situacion mas critica del cilindro oleohidraulico,

proponiendo inicialmente las hipotesis para los siguientes elementos implicados

) Con relacién al Tubo cilindro lleno de fluido a presion.

De acuerdo con la Fig. 3.4, el estado de tensiones que sufre el tubo-cilindro y

que pueden afectar la capacidad de carga de un cilindro oleohidraulico son:

1. Tensiones de flexion o debidas a las imperfecciones o deformaciones

laterales. Estas tensiones se pueden calcular considerando que el tubo-

cilindro lleno de fluido a presiéon es equivalente a una barra de igual

momento de inercia. Esta hipotesis respeta el planteamiento de Hoblit

[14].
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2. Tensiones tangenciales o; y radiales o,, debidas a la presencia del fluido
a presion. Estas tensiones se pueden estimar de acuerdo con la formula
de Lamé.

3. En ningun caso soporta tensiones de compresion debidas a la carga

axial.

Or

Fig. 3.4 Tensiones presentes en el tubo-cilindro

o Con relacion a la imperfeccion inicial

Las tolerancias de fabricacion de los elementos que configuran un cilindro
oleohidraulico, las imperfecciones de montaje, conjuntamente con el peso propio,
pueden dar lugar a un angulo de imperfeccion 6, entre el eje centroidal del
vastago y el eje centroidal del cilindro, antes de aplicacion de la carga. La Fig.
3.5 muestra el angulo de imperfeccién generado debido al momento presente en
la conexion Mc. Este momento M: dependera de la ecuacién de momentos
resultante para todo el sistema. Las cargas F son las cargas de reaccion del

tubo-cilindro sobre los puntos de contacto del émbolo y vastago.

A F S
A Mc’,

Punto de & F
interseccion

Fig. 3.5 Imperfecciéon en la interseccién vastago-cilindro
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De la figura anterior: 6, = a+b (3.5)
S
_ ., . M,
Para el equilibrio en la conexién: F-s=M, 6 F=—7 (3.6)

S
Como la carga aplicada aumenta, la fuerza resistiva también, resultando un
juego incrementado en la interseccion: a—>Aa y b—Ab.

El angulo total de imperfeccion sera entonces 0=6,+A0 (3.7)

. . . L Aa+ Ab
Donde el incremento en el angulo de imperfeccion es: Ag =287

(3.8)

Si suponemos que los anillos guia se comportan elasticamente, con areas de
contacto A, y A, , mbdulos de elasticidad E, y E, y espesores comprimidos t, y t,

de las guias de apoyo A y B, se tiene:

Ag F-t, _ M, -t,  Ab- F-t, _ M -t, (3.9)
A -E, s-A-E, A -E, s-A-E,
De esta manera a partir de (3.8) y (3.9):
Aa+ Ab t t M
AO = =|—2—+—2— = (3.10)
S A-E, A -E |s

Asi, el angulo 6 debido a la imperfeccién inicial y a la elasticidad de juntas toma

la forma:
6’=6?1+KC-MC (3.11)
Siendo K¢ la constante elastica de rigidez de la interseccion, quedando definida

como:

1] ¢, t,

K. =— +
c s{Aa-Eb Ab.EJ

(3.12)

La imperfeccion inicial Yyc se puede relacionar con el angulo ©; mediante

analisis geométrico (Fig. 3.8), resultando:

e1=ﬁ+&—>yocz—L1'L291 (3.13)
L L L
o Con relacién al peso propio

Tomamos como punto de partida que el peso propio del cilindro oleohidraulico

pone en evidencia la imperfeccion inicial y en consecuencia siempre
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consideraremos que sus efectos son adicionales (esta consideracién coincide

con el planteamiento de Bennet [20].

Con el objetivo de tener la maxima flexibilidad en el modelo, consideraremos el
peso del tubo-cilindro + aceite y el peso del vastago, actuando como cargas

distribuidas a lo largo de cada uno de ellos.

qiL+

Fig. 3.6 Esquema del peso distribuido de tubo-cilindro y vastago.
Imperfeccion inicial generada

. Con relacién a una excentricidad en la articulacion.

La Fig. 3.7 muestra la presencia de excentricidad en la carga aplicada. Dicha

excentricidad se presenta por defectos de fabricacion.

Fig. 3.7 Carga aplicada con excentricidad (e) debida a defectos de
fabricacion.

El par exterior debido a esta excentricidad vale M, =P -e.

o Con relacién a otras cargas adicionales.

Otras cargas laterales que pudieran actuar sobre el cilindro hidraulico (por

ejemplo debidas a latiguillos, cargas laterales fortuitas) no son contempladas en
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nuestro modelo. En cualquier caso debe aconsejarse al usuario evitar estas

circunstancias.

La Fig. 3.8 presenta el esquema propuesto como base para el analisis del
modelo que describe el comportamiento de un cilindro oleohidraulico bi-
articulado, sometido a diversas cargas externas como: Carga axial P, Pesos
propios de tubo+fluido (g4) y vastago (q2) y momentos en los puntos de apoyo M,
y M.

Actuador sin deformair,
imperfeccion inicial debida
a juegos, peso y montaje

Juegos, p C?Zy J

Actuador deformado por

carga apllcqada z B

interseccion deformar) con juntas
comprimidas.

(sin

Fig. 3.8 Esquema de un cilindro oleohidraulico, sin deformar (posicion
inicial) y deformado debido a cargas externas.

Inicialmente suponemos que sin aplicacion de carga, tanto vastago como cilindro
no estan deformados, pero entre si forman un angulo de imperfeccion inicial 6,
debido a juegos en juntas e inexactitudes de montaje y provocado por el peso
propio del actuador. Desde el punto de interseccion hay una distancia Y,c hasta

el eje coaxial X.

Una vez se aplica la carga P, los anillos guia se comprimen por su elasticidad
incrementando el angulo de imperfeccion hasta un valor 6, que depende de la
carga y de la rigidez elastica en la conexion vastago-cilindro. En un momento
determinado los anillos guia no pueden comprimirse mas y empiezan a
deformarse vastago y cilindro. A partir de este momento, el angulo 6 permanece

constante.
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De forma genérica con M; y M, identificamos a los momentos en los extremos
debido a la presencia de rozamiento en los puntos de apoyo del actuador y/o a la
excentricidad del punto de aplicacién de la carga aplicada; y con Me; y M,

identificamos a los momentos de empotramiento.

Con base en la Fig. 3.8 determinamos las reacciones R; y R, en los puntos de
apoyo de tubo-cilindro y vastago. Sumando fuerzas en Y, y momentos en el

punto de apoyo del tubo, tenemos:

Ecuaciones de equilibrio:

ZFY =0: R +R,=qL +q,l,

2 3.14
M, =0: MZ—M1+R2-L—q12L1—qu{LpLL—ZZ}:O (3.14)

Resolviendo (3.14), se obtiene:

_ 2 2
R1 :q1L1+q2L2+M2 M1 _1|:q1L1 +q2L2 +q2L1L2:|

L L 2 2
M,-M, 1[qL? q,L} 519
R = 1 2 a4 +q2 2 4 L
2 L L{ 2 2 q2L1 2}

A continuacion se plantean y analizan las formulaciones que describen el
comportamiento (deflexiones, momentos y tensiones) de los actuadores

oleohidraulicos bajo solicitaciones de carga presentes en toda aplicacion.

3.1 Ecuacién genérica de la elastica

La presion hidraulica del fluido sobre las paredes internas del cilindro genera
tensiones que pueden ser de consideracion. Estas tensiones se analizan mas
adelante en el apartado 3.4. Por ahora se estudiaran los efectos que producen la
carga axial y momentos sobre la deformacion del tubo, independientemente de

la presién hidraulica interior.

Tal como se ha mencionado anteriormente, se asumira que, para efectos de
deflexidon (calculo de la elastica), el tubo-cilindro se comporte como una viga
rigida con momento de inercia equivalente a /; [14]. Es decir, la deformacion en
el cilindro se analiza tomando el actuador como una viga escalonada con

imperfeccion inicial 8; y momentos de inercia I; e I, de cilindro y vastago
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respectivamente. De esta manera, realizando un corte en un punto cualquiera

del cilindro-tubo (Fig. 3.8), a una distancia X, obtenemos:

Y
g1 X1

Mj

Fig. 3.9 Corte en tubo-cilindro, cargas presentes.

Tomando momentos en el punto de corte g de la Fig. 3.9, se obtiene la ecuacion

de momentos:
M(X1)=—P-(Yo1*+Y1*)+M1+R1-X1—%X12 (3.16)

Donde, en este caso (tramo de tubo): X; = x , valido para 0< x<L,.

El momento en la conexién vastago-cilindro Mc empleada en (3.11) podra ser ya

calculado como:
M, =M, (L)=—PY, + M, +R, L, - ‘71L2 (3.17)

La ecuacioén de equilibrio (ecuacién de la elastica) para la deformada del cilindro

2 *

Y:* se calcula haciendo: M (x) = E//, ddL; resultando a partir de (3.16):
X

dZY] *

El ——
7 2

=P (Y, 4, *)+M1+R1x—%x2 (3.18)
Haciendo k? = %l generamos la ecuacion diferencial:

2 *
dy, kY= L
dx? El,

2
{/\4 +R1x—q1; }-kﬁ Y, * (3.19)

Cuya solucion tiene la forma:
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Y,* =C,cos(k, - x)+C,sin(k, - x)+Y, (3.20)
Donde C, y C; son constantes que dependen de las condiciones de contorno, y
Y:p es la solucion particular que tendra la forma: Y,, = Ax* + Bx +C.

Evaluando Yp en (3.19), se obtienen A, B y C, resultando:

q1 2 R1 M1 q1 *
Y, =— x2Sty Tty Ty 3.21
2P P P kP (3.21)

Reemplazando (3.21) en (3.20) y teniendo en cuenta que la deflexion total en un

punto del tubo esY, =Y, *+Y, * (Fig. 3.9) se obtiene:

Y,(x) = C, cos(k, - x)+C, sin(k, -x)—2q—'l13x2 +%X+%+I(Z_1P (3.22)
1

Ahora, sustituyendo el valor de R; de (3.15) y organizando, se llega finalmente a

la ecuacion de deflexion total de tubo-cilindro:

, q, ., M, x) M, x
Y.(x)=C,cos(k,x)+C,sin(kx)——x"+—|1-— |+ —=—+
(30=Cy008{kx) + Cysin(lx) - 517+ M 15| L X
1 1 qL12 L2 q (3.23)
+E|:Q1L1 +q,L, —Z[1T+%+q2L1L2ﬂx+ k121P , 0<x<L,

De forma similar al analisis anterior, si se realiza un corte en el vastago (Fig.

3.10), se tiene:

Y q1L1
M M qz2(X2-L1)

R e

R1 ~__

f
|

e

Fig. 3.10 Corte en vastago, cargas presentes.

Planteando la suma de momentos en el punto (g) de la figura, se obtiene:

L X, —LY
M(X,)=—P-(Yy, *+Y, )+ M, + R, - X, —(xz —51)% —qz% (3.24)
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Con X;=x,enelintervalo L, <x<L

La ecuacion de equilibrio para la deformada del vastago Y.* es entonces:

(x-L)’
2

d2\/2*_

* * L
Ezlzw_—P-(Y02 +Y, )+M1+R1-x—[x—51jq1L1—q2 (3.25)

Haciendo k? = F/E [ Se obtiene la ecuacion diferencial:
2°2

a2y, *

XZ

Pk2Y =

2°2

2

L x-L) .
M; +R, 'X—(X—jj%A —q, u}_kzz Yoo (3.26)

Con solucién para Y,* de la forma:

Y,*=C,cos(k,-x)+C,sin(k,-X)+Y,, (3.27)
Con C,y C3; como constantes que dependen de las condiciones de contorno. De
nuevo Yzp es la solucion particular que tendré la forma Y,, = Ax* + Bx +C..

Evaluando Y, en (3.26) se obtienen A, B y C, y sustituyendo el valor de R

resulta:

2 2
Y,, =22 x2 +l{q2L ——[/\4 M, + qﬁ + qZéz ; q2L1L2Hx ;
(3.28)

De nuevo, reemplazando (3.28) en (3.27) y teniendo en cuenta que

Y, =Y, *+Y, * (Fig. 3.10) y organizando se obtiene finalmente:

Y,(x)=C, cos(k, - x)+C, sin(k, -x)—ix2 +—£1_—j+__+

1 1(qlL? q,L? L q
+—|gqL——| 1422 4 L ||x+—(q,-q,)+—%= ,L <x<L
P{qz L[ 2 2 q.L.L, op (q1 qz) L,

3.2 Ecuaciones de contorno

Ahora, se plantean las condiciones de contorno del sistema, para los apoyos y la
interseccidn vastago-cilindro, de acuerdo al tipo de sujecién del cilindro

oleohidraulico (ver Fig. 3.8), asi:
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Tipo de apoyos Condiciones de contorno

biarticulado tubo-cilindro: Y,(0) =0, vastago: Y,(L)=

- tubo-cilindro: Y,(0)=0, Y,'(0)= Yo%
Empotrado cilindro-empotrado

en vastago vastago:  Y,(L)=0, Y,'(L)="o /
Empotrado cilindro-apoyado en | tubo-cilindro: ¥;(0)=0, Y,(0)= L :
vastago

vastago: Y,(L)=

- tubo-cilindro: Y,(0)=0
Apoyado cilindro-empotrado en

vastago vastago:  Y,(L)=0, Y,'(L)= Yo%
2
En todos interseccion: Y (L) =Y. =Y, (L), Y,'(L))-Y,'(L,)=6

Tabla 3.1 Condiciones de contorno de un cilindro oleohidraulico segun el
tipo de sujecion.

3.3 Forma matricial del modelo tedrico propuesto.

3.3.1 Cilindro oleohidraulico bi-apoyado (comportamiento real)

Considerando la ecuacion de deflexién del tubo-cilindro (3.23) y del vastago
(3.29), y teniendo en cuenta las condiciones de contorno del caso bi-articulado

de la Tabla 3.1, se puede obtener lo siguiente:

Y,(0)=0=C,+ M, % _ ¢ - 1(M+"1J
P

k2P P K2
L, L, o.LL, QL ql% gq
Y, =Y.=C,cos(kL,)+Csen(k =M, + =M, + 22— + 2=, A
(L) =Yo = Cycos(kiLy )+ Csen (ki) + PL PL? P PL 2P k%P
2 2
Donde Q=q1—l'1+q1L2+q2L1L2
2 2
9 q2L2 L2 q2

M
Y,(L)=0=C, cos(k,L)+C, sin(k, L)+F2_P op +$(q1—q2)+

L QL Lz[%_ j+&
2

kP

Y,(L) =Y, =C,cos(k,L)+C, sin(k, L)+L—M +iM2+

PL " PL P PL P2 k2P
Y, (L)) =Y, (L)) =0 =-C,k,sen(k,L,) + C,k, cos(k,L,) + C,k,;sen(k,L,) — Ck, cos (kL)
(3.30)

Ahora, organizando las ecuaciones (3.30) en forma matricial e involucrando la
ecuacién para el momento M¢ (3.17), se obtiene la matriz mostrada en la Fig.
3.11. Adjunta a la matriz se encuentra un esquema de las condiciones de carga

del cilindro oleohidraulico bi-apoyado analizado para este caso.
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sen(k,L,) 0 0 —1
0 cos(k,L) sen(k,L) 0
0 cos(k,L,)  sen(k,Ll) -1

—k,cos(k,L,) —k,sen(k,L,) k,cos(k,L,) O

N

—1

cos(k1L1){M1+&} Loy~ Ligg s

Fig. 3.11 Sistema matricial de ecuaciones, cilindro bi-apoyado, momentos externos ; y M,
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Resolviendo el sistema anterior se pueden determinar los valores C;, C,, Cs, Yg,

0, y asi poder calcular las deflexiones del tubo Y;(x) y del vastago Y(x).

Tal como se ha analizado en las teorias propuestas anteriormente por los
diferentes autores [15] [16], anulando el determinante de coeficientes de (3.31),
se determina la carga critica de pandeo 6 carga de inestabilidad del sistema.

Matematicamente esta carga generara deflexiones infinitas.

Los momentos aplicados M; y M, en los puntos de apoyo de cilindro y vastago,
como se ha mencionado anteriormente, pueden ser generados por una
excentricidad “e” presente en la aplicacién de la carga, o por rozamiento debido

a rotacion relativa entre elementos de contacto en los puntos de apoyo.

Debido a excentricidad: M; =P e;. y M, =P e, donde e; y e, corresponden a
los valores de excentricidad presentes en el punto de aplicacion de la carga en

puntos de apoyo de cilindro y vastago.

Debido a fricciéon: Los momentos son definidos segun el coeficiente de friccion
en cada punto de apoyo. Si el vastago de la Fig. 3.12 rota con respecto al
pasador en el punto de apoyo en presencia de la carga axial P, esto genera un
momento de friccion M, en contra del movimiento. De esta manera, podemos
aceptar con aproximacién que con presencia de friccion en cilindro y vastago los

momentos activos generados serian:

M1=P'%M1 M, =P %2, (3.32)

Donde ,, 1, son los coeficientes de rozamiento entre pasador y vastago; y

d,,,d,, los diametros de los pasadores en los puntos de apoyo.

Rotacioén de vastago con
respecto a pasador

Fig. 3.12 Aplicacion de momento debido a rozamiento.
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En términos generales diremos que los momentos aplicados en los extremos del

cilindro tienen la forma:

M1=P-e1+P-dP%-M, M2=P-62+P-d’°%-ﬂz (3.33)

3.3.2 Cilindros oleohidraulicos bi-articulados (comportamiento real:
empotramientos en ambos extremos).

En este caso, aplicamos las condiciones de contorno correspondiente de la
Tabla 3.1 para empotrado-empotrado, obteniendo ademas de las ecuaciones
(3.30), las siguientes:

, Y. 1 1 1 Q
¥,(0) =5 O, M+ Mt a2 (3.34)
1

1 1 Q

Y,'(L)= % =-C,k,sen(k,L)+C;k,cos(k,L)-—M (3.35)
2

el +_Me2 =R
PL PL PL

Notese que las condiciones de empotramiento establecen rigidez de los puntos
extremos de cilindro-tubo y vastago, en la posicién de imperfeccioén inicial del

cilindro oleohidraulico (posicion en que se define 6;).

En este caso los momentos en los extremos del cilindro oleohidraulico no son
momentos activos (cargas externas), sino momentos de reaccion del sistema
(momentos pasivos), que dependen de la carga aplicada y de las condiciones de
contorno establecida. Estos momentos de reaccién corresponden a M,; para
tubo-cilindro y M., para vastago. Organizando las ecuaciones (3.30), (3.34) y

(3.35) en forma matricial se obtiene el sistema de la Fig. 3.13.

Noétese que la matriz sefalada corresponde a la matriz de coeficientes del
sistema (3.31) (bi-apoyado); ademas los momentos M; y M, pasan de ser datos
del problema a convertirse en incognitas, siendo resultado adicional de la
solucion de la matriz (3.36). De esta manera, sistematicamente se pueden
encontrar los sistemas matriciales de las demas condiciones de contorno,
cambiando el momento exterior correspondiente M; y/o M. del vector de datos
de (3.31) (bi-apoyado), a un momento de empotramiento Me; y/o Me, en el

vector de incognitas del sistema correspondiente.
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Fig. 3.13 Sistema matricial de ecuaciones, cilindro bi-apoyado (comportamiento real: bi-empotrado)
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3.3.3 Cilindro empotrado — vastago apoyado

Aplicando las condiciones de contorno correspondiente de la Tabla 3.1 a las
ecuaciones de deflexion de cilindro y vastago, se obtienen, de igual manera que
el caso anterior, las ecuaciones (3.30), ademas de la ecuacion (3.34) (condicion
de empotramiento en extremo del cilindro. Organizando las ecuaciones se
obtiene la matriz de la Fig. 3.14. En este caso hay un momento aplicado M, en el
extremo del vastago y surge un momento de empotramiento en el extremo del

cilindro M.

3.3.4 Cilindro apoyado — vastago empotrado

Nuevamente, aplicando las condiciones de contorno de la Tabla 3.1 en las
ecuaciones de deflexion de cilindro oleohidraulico se obtienen las ecuaciones
(3.30), ademas de la ecuacién 3.31 (condicién de empotramiento en el vastago).
Organizando las ecuaciones se obtiene la matriz de la Fig. 3.15. En este caso se
aplica un momento externo en el extremo de cilindro y surge un momento

(reaccién) de empotramiento en el extremo del vastago.
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Fig. 3.14 Sistema matricial de ecuaciones para un cilindro oleohidraulico bi-apoyado (comportamiento real: empotrado en
cilindro, apoyado en vastago
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Fig. 3.15 Sistema matricial de ecuaciones para cilindro bi-apoyado, comportamiento real: apoyado en cilindro y empotrado en
vastago

Laboratori de Sistemes Oleohidraulics y Pneumatics LABSON - UPC 74




CAP 3- Modelo Tedrico

3.4 Analisis de tensiones

Antes de que el sistema llegue a la carga critica de pandeo (inestabilidad del
sistema - deflexiones infinitas), cabe esperar que se manifiesten efectos
combinados de compresion y flexion equivalentes a la tension de fluencia,
llevando al cilindro oleohidraulico al colapso total. La carga axial P que genera
esta tension maxima admisible la denominamos carga limite admisible del

actuador (diferente a la carga critica de pandeo).

El elemento mas débil en un cilindro oleohidraulico es el vastago, ya que para

una carga aplicada, su deflexién es considerablemente mayor que la del tubo.

El vastago esta sometido a una combinacién de cargas de compresion y flexion.
Tal como ha sido mencionada por varios autores, en cualquier punto del vastago

la tension total se puede calcular mediante la ecuacion:

GT = O-compresién + Gflexién

P M,-c (3.39)
or =—+

A,

Donde M, es el momento en cualquier punto del vastago, y es calculada como:

d2Y2(X)

M,(x)=E,l, x>

(3.40)

c es la distancia a la fibra mas alejada desde su eje centroidal de la seccion
transversal del vastago e I, su momento de inercia. En este caso ¢ = dJ/2.

El punto de tensidon maxima para una carga P dada, sera entonces:

Gmax _ 4P2 n 32 'M%max (341)
zd, zd,

En la Fig. 3.16 se ha esquematizado una distribucién de tensiones en la seccion
transversal del vastago. La deflexion del vastago, provocada por la carga P
aplicada y diversos factores presentes en el cilindro, como imperfecciones de
montaje, juntas, momentos de friccidn, etc., generan momentos a lo largo del
vastago, haciendo que las fibras mas alejadas en una seccion transversal

cualquiera, soporten tensiones de traccion y compresion de magnitud similar
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(Fig. 3.16, Flexion). El efecto de la compresion debido a lo carga aplicada sera

homogéneo en toda la seccion transversal del vastago (Fig. 3.16, Compresion).

Dependiendo de la magnitud de los momentos generados para una carga
aplicada, la tensién total neta sobre una seccién transversal del vastago tendra
componentes de solo compresién o de traccion y compresién. En el esquema
presentado en la Fig. 3.16 se ha supuesto que los valores de tension debido a la
compresion son mayores que los de flexion, provocando que toda la seccién del

vastago esté sometida a compresion.

Y Y‘ Y‘ Y y
C - C . | Tension
ompresion ompresion j critica
- = e — B
_ _ - S s S Sp—

Il
|
T

G

Traccién

| |
Flexion | + C&mpresién = Total

Fig. 3.16 Distribucion de tensiones normales en una seccion transversal
del vastago

Este analisis nos permite suponer que la tensién critica estara provocada en la
fibra superior (Fig. 3.16). Independiente de los valores por flexiéon generados, la
tension critica sera la suma absoluta de ambos efectos; siendo la fibra mas
alejada en el lado céncavo del vastago doblado, aquella que soporta dicha

tension.

En el tubo cilindro las tensiones seran debidas a las cargas de flexién y presion
interna. La tension a flexion maxima puede ser calculada segun (3.42), donde

Mimax €S el momento maximo sobre el tubo-cilindro.

D
M 1e
_ 1max 4 (342)

O-F1max -
I1

Las tensiones maximas debidas a la presiéon interna pueden ser calculadas

mediante las ecuaciones de Lamé (anexo B):
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2 2 2 2
o, = D %,_/; 2 [1 B %92 J 0= D %I_Z 2 (1 + gmz ] (3.43)
e i e i

1i 1i
Donde o, es la tension radial y o; es la tension tangencial generada en el tubo-

cilindro (Fig. 3.4). Para el estado de tensiones generado es conveniente

determinar la tension equivalente de von Mises. Esto es:

O ontices = \/%[(a, ~ 0o, )2 +(o, -0 )2 +(o, -0 )2} (3.44)

3.5 Aplicaciéon del modelo propuesto

Para poder aplicar el modelo propuesto, es necesario disponer de un cilindro de
referencia. A efectos practicos se plantea como cilindro de referencia uno de los
cilindros empleados en las pruebas experimentales de esta tesis, cuyos datos se

resumen en la Tabla 3.2. Este cilindro lo denominaremos “cilindro prueba”.

Parametro Referencia | dimensién | unidades
Dlstan(cclzrfgrt;er:ért;icrlrj];a)mones L 1,210 m
Longitud del cilindro Ly 0,590 m
Longitud del vastago L, 0,620 m
Diametro exterior del cilindro Dy 0,060 m
Didmetro interior del cilindro Dy; 0,050

Diametro del vastago d, 0,030 m

Modulo de elllasticidad,o de Young E, E, 2E11 N/m?2

para cilindro y vastago.

Tension de fluencia Oy 380 E6 N/m?

Dimerde oo | dmmam | oomw | m
Parametros de la conexion
vastago-tubo (Fig. 3.17)
Juego radial en puntos de contacto:
Tapon-vastago a 0,041 mm
Tubo-anillo guia b 0,112

Distancia entre puntos de contacto d 87 mm

Espesor de anillo guia t 2,44 mm

Area de contacto (anillo guia) Ap Mx50x9/2 mm

Modulo de Young de anillo guia E, 250E6 N/m?

Tabla 3.2 Parametros del cilindro ‘prueba’ como base de estudio
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La Fig. 3.17 muestra una vista en detalle de la conexién vastago-tubo del cilindro

‘prueba’.

Cilindro

guia
i 97
Tapén\hL@ & \\\\\

73

M

arrera

Vastago

Fig. 3.17 Plano de conexion vastago-tubo del cilindro “prueba

Los juegos de fabricacion, de acuerdo a las tolerancias definidas en la conexién

del cilindro estan registrados en la Tabla 3.3.

Parametro Tolerancia Diametros (m_m)
max. min.

Exterior vastago 30f7 29,980 29,959
Exterior émbolo 49, 6:8’;, 49,3 49,5

45f8 + 2 x
Exterior guia espesor guia 49,816 49,855
(2,44)
Interior tubo 50H8 50,039 50,000
Interior tapén 30F8 30,053 30,000

Tabla 3.3 Diametros limites de acuerdo a la tolerancia de cada medida

El diametro exterior guia corresponde al alojamiento (45f8) sumado al espacio
ocupado por el anillo guia. Se ha tomado 2,44 mm como espesor del anillo guia

sin desgaste.

Analizando geométricamente la conexion se pueden definir posibles puntos de
contacto y determinar el angulo entre vastago vy cilindro para cada uno de ellos.
El minimo angulo correspondera al primer contacto posible; este sera el angulo
de desalineamiento inicial entre vastago y cilindro. El esquema de la Fig. 3.18

muestra el angulo generado 6; como consecuencia del juego radial existente
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entre tapdén y vastago (a) y émbolo y tubo (b). Tal como se ha visto

anteriormente el angulo estara definido como: 6, =

a+b

Punto de

_w¥ contacto

Punto de

contacto

\Punto de interseccion

Fig. 3.18 Angulo de desalineamiento entre vastago y cilindro debido a

juegos y tolerancias de montaje

Se han tenido en cuenta los juegos maximos en cada punto de apoyo, con base

en las dimensiones limites registradas en la Tabla 3.3. La Tabla 3.4 presenta los

angulos de desalineamiento generados de acuerdo a los juegos presentes en

cada punto de contacto.

. Juego max. .
P05|blt_es contactos (a+h) Longitud s Angulo 6 (grados)
(Fig. 3.13) (mm.)
(mm.)
Tapén — vastago (1-2) 0,094 41 0,131
émbolo — tubo (3-4) 0,739 25 1,693
guia-tubo <-> émbolo-
tubo (3-5) 0,481 21 1,312
Tapon-vastago <-> 0,4165 71+carrera | 0,336 | 0,295 | 0,262
émbolo-tubo (1-4)
Tapon-vastago <-> 0,1585 67+carrera | 0,136 | 0,118 | 0,104
guia tubo (1-5)
Distancia émbolo — tapén guia (mm.) 0 10 20

Tabla 3.4 Posibles contactos y angulos generados entre vastago y cilindro

El angulo menor define los puntos de contacto que inicialmente se presentan. Es

de resaltar que dependiendo de la distancia entre pistdén y tapon guia, los puntos

de contacto varian. Cuando el actuador esta totalmente extendido, el contacto se

efectua entre vastago y tapdén, mientras que con carrera = 20mm entran en
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contacto primeramente los puntos: tapén-vastago y guia-tubo, manteniéndose tal
situacion para carreras mayores, donde el angulo disminuira progresivamente.
Para efectos de evaluacién del modelo se tomara un angulo de imperfeccion
inicial 8; = 0,1°, suponiendo que inicialmente la distancia émbolo-tapén es 20mm

aproximadamente.

Con base en la expresion (3.12) y teniendo en cuenta la geometria y
caracteristicas en los puntos de contacto tapén-vastago <-> guia-tubo a una
distancia entre tapon y émbolo (carrera) de 20mm, se puede calcular la
constante elastica K¢ en la interseccion. En particular, la conexion del cilindro
‘prueba’ carece de guia en el tapéon, se supondra por eso, que no hay
deformacién alguna en este punto de contacto, por lo tanto solo habra
deformacion en el anillo guia del émbolo. De esta manera:
1 2,44 mm

d
K.= ~18.-10° 2% (345
© 87°'mm’| 7-50-9/ mm? - 250N Nm 40
m

m2
Donde el médulo de elasticidad del anillo guia es de 250 N/mm? (catalogo de

sellos y anillos guia B&S).

3.5.1 Comportamiento de un cilindro oleohidraulico bi-apoyado
(hipotesis: apoyos ideales)

Para este caso se empleara el sistema matricial de ecuaciones (3.31), con
momentos M; = M, = 0, debido a que no consideramos ni excentricidad de carga,
ni rozamiento en las articulaciones. La Fig. 3.19 muestra el comportamiento de la
tension total maxima en el vastago [expresion (3.41)] del cilindro ‘prueba’ en
funcién de la carga aplicada, involucrando y no, el peso propio del actuador.
Para tal efecto se ha tomado como pesos unitarios calculados de cilindro+fluido

y vastago: g; = 100 N/my g, = 60 N/m.

La carga critica de pandeo (de inestabilidad) esta representada por la asintota
sefialada en la Fig. 3.19. Esta carga se obtiene calculando el determinante de la
matriz de coeficientes del sistema matricial (3.31) (cilindro bi-apoyado), y su valor
es 84,27 kN, matematicamente este valor genera deflexiones infinitas. En la
figura se observa el efecto que tiene el peso propio de cilindro y vastago sobre la

capacidad de carga del actuador. Las cargas limites admisibles, que generan
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una tension de 380MPa (fluencia del material), fueron de 78,7 kN considerando

el peso propio y 80,4 kN sin considerarlo.

B0 e
| | | ()
| | | [
| | | (]
: : ! -
600 - - con peso |- - l:‘/IL 77777
— I 1
L —— —sinpeso | :)i
\% | | | “}“ 1
£ 400} - i B/ SR
B fluencia'! Lo ! i
c ! carga limite i
e | admisible i
200} -~~~ ool oo ab - - A L i - eritica de
| P o 20
| =l |1
o —— |
0 20 40 100

Carga (kN)

Fig. 3.19 Carga limite admisible vs carga axial aplicada, influencia del
peso.

Esto indica la poca influencia que tiene el peso propio sobre la capacidad de
carga del cilindro. No obstante, en adelante se involucrara el peso propio del

cilindro oleohidraulico para todas las valoraciones.

En la Fig. 3.20 se han graficado las tensiones de flexién y de von Mises en el
tubo-cilindro y la tensién total en el vastago de un cilindro oleohidraulico bi-
apoyado. La tensién von Mises es determinada con la expresion (3.44) teniendo
en cuenta las tensiones debidas a la presion de fluido en el tubo [Lamé (3.43)] y
la tensién de flexién debida a la carga aplicada P y los momentos presentes
(3.42).

tension de fiexion en cilindro

500~ _ tension en vastago
— won Mises tubo-cilindro
400
g
s 300
C
S~
@ 200
()
|_
100
0
0 Pad
Carga (kN) adm
=78,7 kN

Fig. 3.20 Comparacion de tensiones generadas en vastago y cilindro
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La carga limite admisible (78,7 kN), que genera la tension de fluencia en el
vastago, apenas produce una tension equivalente (von Mises) en el tubo de 220

MPa, confirmando la hipotesis del vastago como elemento mas débil.

Con el modelo podemos determinar ademas, cual es el comportamiento de la

deflexién y tension a lo largo del cilindro oleohidraulico, para una carga aplicada.

-— total, +++ flexion, xxx compresion

400 - e —— Punto |
© 300 : ‘ |
= | |
4 | |
9 200 ; k
S | |
) | | |
o | | |
~ 100 | + 8

0. i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Xactuador (m)
© | ©)
e
&
[
O
<
)
©
©

Xactuador m

Fig. 3.21 Curvas de tension y deflexion del cilindro ‘prueba’ bi-apoyado
para carga limite maxima admisible (78,7 kN).

Laboratori de Sistemes Oleohidraulics y Pneumatics LABSON - UPC 82




CAP 3- Modelo Tedrico

La Fig. 3.21 muestra como se deforma el cilindro oleohidraulico y cémo se
distribuye la tensién sobre él, para la carga limite admisible (78,7 kN). Se
presentan tensiones debidas a flexion, compresion y tensién total sobre el
vastago, y la correspondiente a la flexion sobre el cilindro. Es razonable pensar
que el punto critico (maxima tensién) se encuentra sobre el vastago, en el punto
sefalado, que corresponde ademas al punto de deflexién maxima. Se muestran
también la imperfeccion inicial, las deflexiones total y neta en tubo y vastago,

encontrando deformaciones superiores en este ultimo.

3.5.2 Cilindro oleohidraulico bi-apoyado (hipotesis de comportamiento
real: apoyos bi-empotrados).

Para este caso, usaremos el sistema de ecuaciones (3.36). La Fig. 3.22 presenta
el comportamiento de los momentos de empotramiento generados en el cilindro

‘prueba’, en funcion de la carga aplicada.

0 < T T T T
00
§ 1 ‘ ™~ 1
- 200 -~ S c o SR T
e 1 1 1 N
T -300 | — Met (ciindro) | - - - BN U
% ——— Me2 (vastago) | |
= 400} --| — Mfriccion | . \(\\\

-500 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250‘ 300

Carga (kN) 264
Fig. 3.22 Momentos restrictivos M.; y M., en funcion de la carga aplicada

En esta figura estan representados, tanto los momentos de empotramiento como
el momento de friccibn en los apoyos [expresién (3.32)], tomando como
coeficientes de rozamiento y; = u, = 0,15. El punto de corte mostrado a 264 kN,
corresponde al instante en que el momento M., alcanza el valor del momento por
friccion, y en consecuencia, se interpreta que la condicion de comportamiento
empotrado no puede ser mantenida. El extremo del tubo-cilindro empieza a girar.
A partir de este instante el comportamiento del cilindro oleohidraulico pasa de bi-
empotrado a bi-apoyado, lo cual, para la carga axial aplicada (264 kN)

representa el colapso total del cilindro oleohidraulico. Por esta razon entendemos
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que el valor de la carga igual a 264 kN representa la capacidad de carga limite

de nuestro sistema.

Un tema interesante en este momento es analizar como varia el valor de la
capacidad de carga limite en funcién de la imperfeccion inicial 8,. La Fig. 3.23
describe este comportamiento. Este grafico fue construido variando el angulo de
imperfeccion inicial 8, y resolviendo el sistema de ecuaciones (3.36). Para cada
angulo se determina un grafico de momentos de empotramiento My y M, y de
friccion, encontrando la carga en la cual los momentos de friccion vy
empotramiento coinciden (momento en el cual se libera el cilindro

oleohidraulico), tal como se obtuvo en la Fig. 3.22.

300

250

200

150

100
0.1 0.12 0.14 0.16

angulo de imperfeccion inicial (grados)

Capacidad de carga limite (kN)

Fig. 3.23 Variacion de la carga limite admisible vs angulo de imperfeccién
inicial 64

La figura anterior muestra una reduccién considerable de la carga limite

admisible del cilindro ‘prueba’ con el incremento del angulo de imperfeccién

inicial, mostrando la gran influencia de este parametro sobre la capacidad de

carga de los cilindros oleohidraulicos bi-apoyados.

3.5.3 Cilindro oleohidraulico bi-apoyado (hipotesis de comportamiento:
apoyo empotrado en cilindro y apoyo articulado en vastago)

Se aplica en este caso el sistema de ecuaciones (3.37). La Fig. 3.24 presenta el
comportamiento del momento M., generado en el cilindro, y un momento activo
M, provocado por la friccion entre piezas en contacto en el apoyo del vastago (u.
=0,15.).
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Fig. 3.24 Momento de empotramiento M., y de friccién en apoyo cilindro

Como se puede ver en la Fig. 3.24 el par de empotramiento calculado es
siempre mayor que el par de rozamiento, en consecuencia, la capacidad
resistiva en el apoyo no es capaz de mantener el empotramiento y el
comportamiento real es equivalente a una configuracién bi-apoyado, con pares

exteriores M; y M,. Este comportamiento sera estudiado en el apartado 3.5.5.

3.5.4 Cilindro bi-apoyado (hipétesis de comportamiento: apoyado-
empotrado).

De forma analoga al caso anterior, el sistema matricial de ecuaciones (3.38), nos
permite obtener los valores de los momentos en los extremos del cilindro

oleohidraulico. Estos momentos se han graficado en la Fig. 3.25.

O \\\ T T T
- 1 | M1 (cilindro)
—_ B0l T~ ! Me2 (vastago) | |
£ | | |
£ :
@ l l
2 100f-------- e et EEE LS
C | |
@ | | .
£ | |
O
= -150 | | ‘
200 1 1 1
0 20 40 60 80

Carga (kN)

Fig. 3.25 Momento de empotramiento en apoyo del vastago, y de friccion
en apoyo del cilindro
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La grafica nos permite observar que hay un intervalo de cargas de 20 a 50 kN en
donde se manifestaria un empotramiento en el extremo del vastago. A pesar de
ello, entendemos que una postura conservadora nos llevaria a considerar estos
casos como apoyado-apoyado con momentos activos (comportamiento que

analizaremos en el siguiente apartado).

3.5.5 Cilindro bi-apoyado con momentos aplicados en ambos extremos
(debidos a la friccion)

Un analisis detallado del mecanismo nos lleva a estudiar dos posibles

comportamientos:

Caso a- Momentos positivos como se indica en el esquema.

C;Nh
N

P

caso b.2

Cabe tener presente que estos momentos son funcién de la carga, y conocidos a
priori. De forma analoga al apartado 3.5.1 el sistema matricial de ecuaciones
(3.31), complementado por la ecuacion del momento exterior en funcién de la
carga (3.32), nos permite obtener los resultados que se muestran en la Fig. 3.26.
El momento exterior (en este caso por rozamiento) aplicado en las articulaciones

del cilindro ‘prueba’ como funcién de la carga, tendra la forma:

0,0256

M, =M, = -0,15-P =(1,92mm)-P (3.46)

Esto, si se considera un coeficiente de rozamiento y = 0,15 en ambas

articulaciones.
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Fig. 3.26 Tensiones en tubo y vastago para cilindro ‘prueba’ bi-articulado,
con momentos exteriores

Las cargas maximas admisibles para un cilindro oleohidraulico bi-apoyado, bajo
diferentes condiciones de carga reales, organizadas en orden ascendente, se
resumen en la Tabla 3.5. Segun los valores determinados de cargas limites
admisibles, podemos inferir en qué orden las condiciones de carga (momentos

en los apoyos) son mas, o0 menos ventajosas en relacion a la capacidad de carga
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de un cilindro oleohidraulico bi-apoyado. Los momentos exteriores de rozamiento

son calculados segun (3.46), tomando un coeficiente de rozamiento de 0,15.

Cargas (kN)
Condiciones reales de carga del cilindro oleohidraulico bi- L. Critica
apoyado limite de
adm.)
pandeo
Momentos 65,2 84,3
exteriores en
ambos apoyos 74,5 84,3
quyos_ idfa'ales . . 787 843
(sin friccion)
Momentos
exteriores en 82,4 84,3
ambos apoyos
Momentos de
empotramiento 264 427
por contacto en
ambos apoyos
Euler ,criterio fabricantes 52,4

Tabla 3.5 Comparacion de capacidad de carga de un cilindro
oleohidraulico bi-apoyado (cilindro ‘prueba’), bajo diferentes condiciones

reales de carga

Como resumen final de este capitulo en el diagrama de la Fig. 3.27 se muestra

un plan de ruta a seguir para evaluar la capacidad de carga de un cilindro

oleohidraulico en una aplicacién real.
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cilindro
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Identificar comportamiento

mecanismo 0 maquina
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real: bi-empotrado
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Plantggmlento bi-apoyado
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> elastica + ideales)
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oy — I =———®
. ESttugt;'cl)'ged Estudio de la
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A 4

comportamien
to real: bi-
empotrado
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Calculo de momentos de \
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CARGA
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Fig. 3.27 Plan de ruta para determinaciéon de capacidad de carga de un

cilindro oleohidraulico
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