Capitulo 3:

COMPORTAMIENTO NO LINEAL DEL MATERIAL:
VISION GENERAL DEL ANALISIS DE SENSIBILIDAD

En el estado del arte del capitulo precedente, se ha ofrecido una panoramica general de los
planteamientos que conlleva el andlisis de sensibilidad en estructuras. Se han enfatizado las
estrategias de calculo a nivel variacional y discreto, y también se han comentado aspectos
generales, como €l célculo del error. Finalmente, se ha ofrecido una breve panoramica de otros
problemas tipo que se interesan por dicho andlisis. En este capitulo, seintroduciri el tratamiento de
los problemas de no linealidad del material en general, y en capitulos posteriores, se particularizara

todavia més paralos model os el asto-pl asticos y |os model os de dafio.

3.1 LA NO LINEALIDAD DEL MATERIAL

A continuacion se presenta brevemente el interésy lamotivacion del cdlculo no lineal del material,
asi como los comportamientos constitutivos mas comunes de los materiales de construccion en la

ingenieria

311 GENERALIDADES

El cédlculo lineal elastico suele ser e método de andlisis escogido para dimensionar el
comportamiento de una estructura en la fase de disefio. Se puede considerar que, en general y para
las estructuras mas comunes, si un disefio cumple las exigencias de los estados limite de servicio
con las hipétesis de la elasticidad, casi se puede asegurar que también va a cumplir el estado limite
ultimo. Esto es asi porque, en las normativas, |as restricciones en desplazamiento de |os estados
l[imite de servicio suelen ser més estrictas que las exigencias de seguridad de los estados limite

ultimo.

Sin embargo, en laingenieria actual existen gran cantidad de situaciones donde los estados limites
de servicio o las restricciones en desplazamiento pierden su sentido. Esto es especialmente cierto
en disefios de estructuras o zonas de estructuras donde va existir una gran concentracién de
tensiones mientras sus desplazamientos van a ser despreciables. A modo de ejemplo ilustrativo se
pueden considerar 10s siguientes casos:

En |as cabezas de vigas pretensadas existe una fuerte concentracion de tensiones en un estado

triaxial mientras que sus desplazamientos son practicamente nulos en comparacién con la
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solicitacion que reciben. Por ello, el disefio clasico elastico se ve desbordado y aparece la
necesidad de un planteamiento alternativo basado en energia de fractura.

Un problema parecido sucede en las vigas clésicas de hormigon. En zonas cercanas a los
apoyos, el cortante introduce un esfuerzo tensional suplementario que hace obligatorio un
armado especial en esa zona. Ese mismo efecto se encuentra en el punzonamiento de forjados.
En ambos casos seria interesante evaluar el disefio bajo ese estado tensional extremo con un
acercamiento masreal a comportamiento del material.

También es fécil imaginar que cualquier anclaje embebido en hormigdn y que se disefie para
trabgjar a traccién necesitara un andlisis especial debido a la naturaleza de las tensiones que
tendra que soportar el hormigén en esa zona.

L as clasicas tuberias de hormigdn en masa que se utilizan en los desaglies o en €l transporte de
algun tipo de fluidos se ven sometidas a un estado de flexion sobre lecho eléstico que suele
derivar en un célculo del lado de lainseguridad si se usan las tipicas simplificaciones el asticas.

Algunas estructuras especiales como ganchos, ménsulas cortas o vigas de gran canto.

Otro de los campos de interés de un cdlculo no lineal del material radica en la contribucion
resistente que hoy en dia, y en un futuro préximo, van atener |os nuevos materiales que aparecen
en laindustria. Algunos de estos materiales, presentan un comportamiento estructural alejado del
tipico lineal eléstico, y en consecuencia, larealizacion de un andlisis con no linealidad en €l material

puede mejorar sensiblemente la seguridad o economia del disefio de |os el ementos estructural es.

Por otro lado, es evidente que en |os planteamientos de reparacion y rehabilitacion de estructuras el
calculo no lineal es absolutamente necesario. En estos casos €l disefio ya ha superado algin
estado limite, ya se ha producido alguna rotura parcial, alguna fisuracién o alguna deformacion
excesiva. Por |o tanto, aquello que interesa, es que la estructura no empeore y que pueda seguir
trabajando. Es decir, que se mantenga el nuevo estado limite de servicio y se estabilice el estado

[imite dltimo.

31.2COMPORTAMIENTOSCONSTITUTIVOS

El tipo de comportamiento que tiene un cierto material frente a una accion puede superar aveces la
imaginacion, jpor gjemplo existen metales que se encogen frente al aumento de la energia calorifical.
En el caso del comportamiento estructural también pueden aparecer respuestas tension-
deformacién alejadas de las curvas clasicas a las que se estd acostumbrado. Pero, excepciones
aparte, se puede afirmar que en términos amplios y generales |os materiales presentan dos tipos

basi cos de comportamiento no lineal:
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Comportamiento con endurecimiento. Cuando el material supera un pn
cierto estado tensional |imite empieza a perder rigidez, aunque puede

seguir soportando incrementos de carga. En este caso, la curva de

comportamiento muestra que a medida que aumenta la tension las

deformaciones suelen crecer més deprisa que el estado tensional. llustracién 3.1

Entre materiales que se comportan de esta manera se pueden Endurecimiento

encontrar los de tipo metélico como el acero que se suelen asociar amodel os de plasticidad.

a Comportamiento con ablandamiento. Al superar cierto estado
tensional limite el material pierderigidez y no puede seguir soportando
incrementos de carga. En este caso el material se va descargando

P aunque su deformacion sigue aumentando. Este comportamiento es

caracteristico de los materiales cono el hormigén que se puede

Ilustracion 3.2: . . .
) asociar amodelos de fisuracion.
Ablandamiento

3.2 LA SENSIBILIDAD EN LA NO LINEALIDAD DEL MATERIAL

En el capitulo anterior se han establecido €l interés y la justificacién del desarrollo del andlisis de
sensibilidad en estructuras particularizado para el caso elastico lineal. En el apartado anterior se ha
justificado la mativacion del andlisis no lineal del material. A continuacién se van a describir las

aproximaciones alaresolucion del problema que aparecen en laliteratura.

3.2.1 ESTADO DEL ARTE

Uno de los primeros articulos que existen sobre el tema es el debido a Ryu et al. (1985) [R1]. Ené
se presentan unas lineas generales para atacar cualquier tipo de no linealidad desde la perspectiva
discreta. La notacion y conceptos estan claramente en la linea de los elementos finitos.

Basicamente | os autores plantean la ecuacién secante no lineal general de equilibrio:
y(q,u) = K(q,u)u- f(q) =0 321
donde( son las variables de disefio y U los desplazamientos incognita.

A continuacion derivan la ecuacién de equilibrio:

d—clI[K(q,u)u- f(q)] =0 322

Esto lesllevadirectamente ala expresion siguiente:

aaTK+ﬂKduQ du _df

gﬂ—q ﬁd—qBU+Kd—q—d—q 323
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Reagrupando convenientemente |os términos se obtiene:
a?( ﬁ 9% df ﬂK 324
fu dg dg o
Se distinguen entonces varias posibilidades:
Si el problema es lineal eléstico la ecuacion 3.2.4 se reduce a las expresiones que se habian
deducido en el capitulo 2. Esto es:
du _ df ‘HK
dg dg Mg
Si se utiliza un método que permite el célculo secante, entonces K es conociday seria posible

hallar IK /U

325

También en el caso secante se propone un esquemaiterativo alternativo segl]n el cua:

aglu 0 af 9 K K aEduo
?: —_—- — —u 326

dgg dg q Tu "€dqe
Si en laresolucion de la ecuacion de equilibrio del problema, se utiliza la matriz tangente en una
estrategia incremental iterativa, entonces se puede resolver directamente el siguiente sistema en

€l estado final de equilibrio:

KT&duo o ﬂK 327
&qo dg Tq -
Aprovechando la definicién de matriz tangente seguin la cual:

€ K u

g_K + ﬂ_uul_,j: K; 328

Sin duda estos planteamientos adolecen de ser demasiado generalistas y en consecuencia no
pueden ser aplicados directamente para cualquier formulacion constitutivano lineal. Ryuet al., alo
largo del articulo antes mencionado, reconocen que es necesaria mas investigacion sobre el

tema'For material nonlinearity (such as hypoelastic, elastic-plastic, creep, viscoplastic,etc)
partial differentation of Cauchy stress vector with respect to design is not easy to calculate.
Further investigation is needed in this area’ o bien en las conclusiones se puede leer: It is
concluded that the methods of design sensitivity analysis can be incorporated into general

purpose nonlinear finite element analysis codes. however, more research is needed to treat
various types of material nonlinearities.” Con lo cua la pretension de dicho articulo es més dar a

conocer laproblematicay sugerir unas lineas de investigacion que intentar resolverla.

Otro par de articulos sobre el tema de la no linealidad en general son de Choi et al. (1987) [C]]

(1988)[S1]. En ellos se presenta una formulacion variacional, basada en las expresiones integrales
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de equilibrio, y que incluye el andlisis de sensibilidad de parametros en estructuras con un
presunto comportamiento no lineal geométrico y del material. Su planteamiento pretende ser
general, pero en realidad sélo profundizan en €l desarrollo de la no linealidad geométrica, cosa que
gueda demostrada cuando uno observa que todos los ejempl os presentan un médul o de elasticidad
constante. Posteriormente publican un nuevo articulo en la misma linea que no aporta grandes
novedades (1992) [S2].

El primer articulo con un intento de resolver el problema discreto con no linealidad del material es €l
de Gopalakrishna et al. (1988)[G1]. En el articulo se propone una metodologia de resolucion para
problemas con una ley constitutiva que es funcidn no lineal de las deformaciones, seguin el modelo

de no linealidad el &stica de Ramberg-Osgood.

Ee
S:—
.1/n
n
& Ee 9

(;+ _
glsyia

La solucion de equilibrio estructural del problema no lineal se consigue a través de un

con h>1 329

procedimiento incremental-iterativo de Newton-Raphson:
. i-1 . . .
[KT(u'j'l,q)]j Du| = fj(q) - RV 1(5}' 1,q) 3210

Donde j es € contador incrementad y i es e contador iterativo, y e

término R'j' l(s }' 1,q) corresponde al residuo de laiteracion previa

Los autores proponen la derivacién de la ecuacion de equilibrio que se tiene en cada iteracion, en

lugar de derivar laecuacion equilibrada del sistema:
di[ . i-
: -1
Hleloysa
daql TV A
obteniendo un sistema de ecuaciones que se debe resolver en cadaiteracion:
K ( i-1q)]i'1i dDul
T\Yj ). 1=y =
) j 1 dg p;
Li-1 3212
J

1 .0 d o
Du}g,):d—q{fj(q) - R} 1(s'j'1,q)} 3211

Lasensibilidad puede cal cularse en formaincremental segun:
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i-1 i

du
dq

dDu

| du
_ Lo
dqg

=— 2.1
aq 3213

] ] J
Con la hip6tesis de comportamiento constitutivo no lineal de 3.2.9 las expresiones derivadas del
sistema de ecuaciones 3.2.12 tienen un marcado caracter explicito, y por lo tanto puede derivarse
sin dificultad. De hecho, en el texto aparecen las expresiones analiticas de la derivacion. EI método
es evidentemente limitado y sdlo funcionaria en modelos explicitos de no linealidad eléstica. Sin
embargo, presenta la novedad de calcular la derivada a través de la ecuaciéon de equilibrio

incremental.

Posteriormente Cardoso et al. (1988) [C2] presentan una teoria parecida a la de Choi et al. Pero en
este caso, si que aparecen ejempl os resueltos analiticamente y con unaley constitutivano lineal del

tipo:
s =Eel/? 3214

Se aprecia que la formulacion también es explicitay derivable y, por consiguiente, también en este
caso las expresiones serédn derivables analiticamente. EI mismo grupo de trabajo publica con Tsay
et al. (1990)[T1][T2] un par de articulos donde de forma méas completa plantean su concepcion del
problema. En el citado texto desarrollan las expresiones variacionales integrales y proceden a
plantear ladiferenciacion directa (DDM) y el problemaadjunto (AVM). En este caso lano linealidad
del material se introduce con modelos de plasticidad y viscoplasticidad muy simples, de caréacter
explicito y que en consecuencia pueden ser derivados analiticamente. Posteriormente Yao et al.
(1992) [Y1][Y 2] presentan un modelo endocronico sin superficie de fluencia en la misma linea de
modelos no lineales explicitos. Otro articulo de carécter parecido alos anteriores es el de Arora et
al. (1992) [A1], los cuales establecen unos principios variacionales tedricos parael DDM y el AVM

basados en conceptos como el volumen de control y la derivada material.

Unos articulos sobre lano linealidad el astica planteada desde el problema adjunto se encuentran en
Phelan et al. (1991) [P1] y Tortorelli (1992) [T3]. El desarrollo en ambos casos es muy tedrico y

plantean el problema desde un punto de vista variacional.

En los Ultimos afios Kleiber et al (1991) [K1] y (1993) [K2] formulan las expresiones integrales
variacionales y su correspondiente discretizacion para elementos finitos en un intento de obtener
una metodologia genera para la no linealidad material y geométrica. La ecuacion secante que se
plantea es igual ala 3.2.1 de Ryu et al. y conduce a los mismos resultados que se han comentado

antes. Sin embargo, dado que en los materiales con propiedades dependientes de la historia suele

L El articulo citalasiguiente fuente: R.M. Richard and B.J. Abbott, Versatile elastic-plastic stress-strain
formula. J. Eng. mech. ASCE, 111, 511-515. 1984.
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ser més fécil obtener una matriz tangente que una secante, los autores deciden exigir €l equilibrio

paraun incremento infinitesimal, segn la ecuacion siguiente:

K[u(a).q] u(a) =(q) 3215

donde el punto superior representa latasa de variacion de la magnitud.

En consecuencia, se propone la derivacion de la ecuacion diferencial de equilibrio anterior 3.2.15,

esto es:
d d .
— Ul = — 3.2.16
aq [KT u] aq f
con lo que se obtiene:
du_df ey , Ky dug, 3217

Tdg dq &9 Tu dgo
Una vez satisfecho el equilibrio estructural de 3.2.15 y habiendo actualizado todas las variables, se

podrian calcular todos los términos de la expresion 3.2.17 , incluso el términodu/dq que deberia

tomar el valor que tenia en el paso anterior de carga. Finalmente, solo restaria actualizar €l valor de
la derivada através de unalinealizacion:

“Pdu_‘du  du

dg dg dq

Dichas expresiones se aplican al calculo con no linealidad geométrica principalmente y sélo a final

3218

Kleiber et al. comentan la necesidad de utilizar la matriz consistente para poder conseguir la
sensibilidad con no linealidad del material.

Posteriormente Kleiber et al.(1994) [K3] formulan e problema desde un enfoque més de acuerdo
con la notacién clasica discreta de los elementos finitos y con los mismos objetivos ambiciosos.
Después de plantear les ecuaciones integrales de equilibrio deducen la expresion diferencial 3.2.15.
A continuacion plantean la ecuacion incremental de equilibrio de acuerdo con la matriz tangente

consistente y obtienen el siguiente sistemaincremental de equilibrio.
KT[tu(q),Du,q] Du(g)=""Pf- 'R 3219

Dondet hace el papel de pseudotiempo, utilizado para sefidlar el proceso de incremento de la carga
y Rjuegael papel del residuo en el paso anterior de carga.
Este sistema de ecuaciones se resuel ve mediante un proceso iterativo de maneraque parallegar a

establecer €l equilibrio estructural se plantea:

KT[ tu(q),Du"- 1,q] dpou'(g)=t* D¢ - HDRI 3220
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El subindicei hace referenciaalas iteraciones tipo Newton-Raphson necesarias parallegar al

equilibrio ddl sistema.

Los autores proponen la derivada de la ecuaciéon incremental 3.2.19 y deducen la siguiente
expresion:

d UDg tdrR K

Kr—(Du)= — == LS S 3218
dq

Laidea seriallegar a equilibrio, y apartir de la matriz tangente calcular en un solo paso la derivada

del incremento para posteriormente actualizar 1a sensibilidad. La expresion es parecida’ ala que se
obtenia en Ryu et al., y sigue adoleciendo de ser muy general, pues la expresiénth/ dqno

parece tener una expresion trivial. Posteriormente, extienden las expresiones al sistema dindmico y
con un planteamiento AVM. Los gjemplos de aplicacion que se muestran son, exclusivamente, de

no linealidad geométrica.

3.2.2UN CAMINO POR RECORRER

Hasta el momento se ha presentado una vision general de como se ha atacado €l problema de lano
linealidad del material. Este caracter general ha impedido particularizar las expresiones a modelos

concretos excepto en el caso de ecuaciones constitutivas derivablesy explicitas

Esto provoca que algunos puntos queden obscuros, sobre todo cuando se pretendan aplicar las
formulaciones de modelos constitutivos no lineales como la elastoplasticidad o € dafio. En los

capitulos siguientes se intentara dar unarespuesta a las cuestiones planteadas.

Por gemplo:
No es tan evidente, que la formulacién incremental para calcular |a sensibilidad pueda dar una
respuesta adecuada, cuando el modelo constitutivo de plasticidad utilice un esquema de
integracion implicito. De hecho la linealizacion propuesta en 3.2.18 seria cierta para pequefios

pasos de carga que suel en asociarse a model os explicitos de integracion.

2 Kleiber et al .[K3] comentan las diferencias con las expresiones del articulo de Ryu et al.[R1]:’ The drawback
in it seems to be that the use of the tangent stiffness matrix K-|- does not directly account for a specific time

integration scheme employed for solving the incremental equilibrium equation.’



Comportamiento no lineal del material. Vision general del andlisis de sensibilidad 3.9

Ilustracion 3.3 La aproximacion incremental produce

errores
t+Atf
Ky
'
t u t+At u

También se plantea la duda de tener que escoger siempre la formulacién incremental. O si por €l
contario, a particularizar €l célculo en plasticidad o en modelos de dafio se podria emplear
alguna formulacién alternativa, como por g emplo la estrategia iterativa de [G1] o aprovechar el

caréacter secante del modelo correspondiente.

Ilustracion 3.4: Planteamiento incremental-iterativoy

secante
t+Atf
Kr
Ks
tf
t u t+At u

Por otro lado, el célculo de la sensibilidad se hace a través de la derivacion de una ecuacion de
equilibrio a carga constante. Es evidente que mientras se traten model os de endurecimiento el
problema global de equilibrio puede converger con un método incremental-iterativo tipo
Newton-Raphson y, por |o tanto, para cada nivel de fuerzas se estard en condiciones de calcular
la sensibilidad. En cambio, con ablandamiento serd necesario el uso de la estrategia de longitud
de arco, y entonces, se deberia uno preguntar si este hecho puede afectar de alguna manera al

cdalculo de sensibilidades de |os model os de dafio.

Ilustracion 3.5: El ablandamiento conduce a mas de un punto de
equilibrio
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