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Capitulo IV _ Estudio de la Funcion de Coste

4.3 Modelo de Varias Fuentes

El vector de coeficientes solucién del criterio estadistico definido en secciones anteriores no
es simplemente funcién de la no-linealidad escogida sino también del tipo de estadistica de la
sefial. En esta secci6n consideraremos un modelo de sefial més elaborado, incluyendo varias
fuentes a diferencia de la seccién 4.2. Como resultado més importante de esta seccién cabe
destacar la relacién del vector de coeficientes con la funcién de regeneracién de la referencia.
Definiremos la seifial recibida de la siguiente forma,

(4.3.1)

=¥ "M is, +n, =S8, +
Te = 2uiey GSeTH =03 Ty

de forma ahéloga a como se introdujo en la seccién 3.3.2, donde hemos agrupado todas las
fuentes en el vector ax y los vectores de steering correspondientes en la matriz Sy.
Supondremos que todos los vectores de steering son linealmente independientes. Si éste no
fuese el caso, podriamos reducir el orden del modelo a un nimero menor de fuentes
equivalentes igual al rango de la matriz de steering. Supondremos que todas las sefiales son
estadisticamente independientes y que el niimero de fuentes Ny es menor que la dimensién
del vector de steering, es decir, que la dimensién del espacio, Ny<N. De este modo
podemos hablar libremente de subespacio de sefial y subespacio de ruido. Al igual que se
expuso en la seccién 4.2, estudiaremos la aplicacién de la no-linealidad propuesta a la
recuperacioén de una fuente en presencia de interferencias (el resto de las fuentes en el

modelo de ry).

Recurriendo al Teorema Fundamental de la Esperanza, la funcién de coste se expresa de la

siguiente forma,
(4.3.2)
J==E, ¥y(3) == Ea, n, Vo (e (a:1e)) =~ Eu sy W (02)

donde el operador esperanza implica ahora al conjunto de todas las fuentes y al vector de
ruido. Siguiendo el mismo desarrollo expuesto en la seccién 4.2 y definiendo las siguientes

variables aleatorias,
(4.3.3)

—wHe = whH H,  _.a
Ve SWerp=WeSia, +wyn, =y, + 17,

siendo y?2 la sefial sin ruido, el gradiente de la ecuacién de coste nos lleva a,
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Capitulo IV Estudio de lg Funcidn de Coste

4.3.4)
Vw"'" = V':l - En, (W¢*P—-m )(y:)

x

. J
=—E, |Vy*Pp, )53 - E, (V@*_P ,]Rkwk
( '7) * ao,gh by

con lo cual tras igualaci6n a cero del gradiente obtenemos la expresién para el vector de

coeficientes,
(4.3.5)
E, n Ve (}’k )ak

Wy =-— R;lst = RZ‘Skak

3
E,, %*'aj,‘g‘l’n.]

lo cual significa que cualquier vector que minimice el criterio se puede generar a partir de
como méximo N, vectores linealmente independientes pertenecientes al subespacio generado
por la matriz Ry-1Sy. Los coeficientes de 1a combinacién lineal se hallan agrupados en el
vector oy. Definimos la base transformada de los vectores de steering a partir de la inversa

de la matriz de correlacién del ruido como,
(4.3.6)

S, = RS, = w, =50, , ¥, =8/r,

Puede demostrarse que la multiplicacién del vector de datos por la matriz de steering
‘ produce un conjunto de estadisticos suficientes. Como se procedi6 en el caso anterior,
debemos determinar si la funcién de densidad que minimiza el criterio se encuentra también
polarizada. Dicha informacién se encuentra contenida en el vector de coeficientes oy.
Deberfamos poder demostrar también si en el minimo de la funcién de coste, la fuente
recuperada presenta interferencia de las otras fuentes. La solucién de minima varianza para

la recuperaci6n de todas las fuentes viene dada por la siguiente expresién,
(4.3.7)

Wiy = (SERE'S, )" SRy = (S¥'s, ) 5} = 0 5

donde @~! denota a la matriz de decorrelacién de sefiales. Evaluaremos ahora el gradiente
de la funcién de coste para cada columna de Wyyy y comprobaremos si produce o no un
minimo. Se habrd demostrado as{ que la distribucién que minimiza el criterio se encuentra
polarizada con respecto a la de minima varianza. Llegamos al punto donde debemos
particularizar la no-linealidad de la funcién de coste. Supongdmosla igual a la funci6n de
log-likelihood de la fuente deseada i. .
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Capitulo IV Estudio de lg Funcidn de Coste

Calculamos el gradiente con respecto al vector de coeficientes o,
(4.3.8)

. H=
Poisni (ak Yk) 5 {pa;h; =Dyr35,
— Y,

V uJ=-V ,E lnp, ,(aFy,)=-E. - - -
of et Bt 10 Pep oy (4450) = oy Pagun (5) Y =S¢Ri'm

14

Demostramos a continuacién que este gradiente no es cero cuando el vector ay es tal que
recupera la fuente i-ésima segiin el criterio de minima varianza y que por tanto la
distribucién minimizadora se encuentra polarizada. Si premultiplicamos y dividimos con
respecto a la matriz de decorrelacién &1, tenemos,

(4.3.9)

’ pa',+n; (a’?y")
H=—

V uJ=-®E, . ;' ==Dyo
ay § Ny pal-,.n"t(ak yk)

Puesto que la inversa de la matriz de decorrelaci6n (el producto escalar de los vectores de
steering en la norma R-1) es de rango completo por definicién, su Kernel o subespacio nulo
tiene dimensién cero. Por lo tanto, si como minimo alguno de los elementos del vector v es
diferente de cero, el gradiente no puede ser igual al vector nulo y la distribuci6n se encuentra
polarizada. Examinemos entonces la componente i-ésima del vector v . Dado que el vector
de coeficientes oy es tal que recupera la i-ésima fuente tenemos que,

(4.3.10)
[7'5:]. = i = a} +nf =of'5,

Por consiguiente,
( ) ( ) (4.3.11)
_ pa‘+n’ af-y-k e 1 pzl Z i (i _
[0]i - E.k-nk a‘+nz (afyk) [q)k yk]i = Ez: pzz (ZL) 4 = JZ/’CPZ: (Zk )dz;c =-1

con lo cual, al ser la componente i-ésima de n diferente de cero, tenemos que el gradiente
de 1a funci6n de coste no tiene un minimo en la solucién de minima varianza,

A (4.3.12)

y por tanto la distribucién que minimiza el criterio se encuentra polarizada.

A continuacién examinaremos el significado del vector de coeficientes oy. El célculo del
gradiente de la funcién de coste nos conduce a la conocida expresidn, '
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(4.3.13)
V_.J=-E J ==E, o Ve()re=0
why =" Laym,y EWQ wf’y"—- a,.n,y’¢(yk =

Desglosando el vector ry en sus componentes de sefial y de ruido obtenemos,

(4.3.14)
S:E,, n, Ve (}’k )ak =—E,n Vs (}’k )nk

lo cual es equivalente a,

(4.3.15)

Es,.n, li’O (yk )ak == d)l—:lEa, My ‘i’¢ (yk )SlilR;lnk

La expresi6n del vector de coeficientes 6ptimo queda expresado entonces segiin la ecuacién

4.3.5 como,
(4.3.16)
wy =R;'S, 207 (-E,, o, W (32 )SFRF 0y ) = Wy B,

. - J
‘3&:‘%‘5:..».%()'&)551‘&1“& , }‘=E"(V¢‘%§—pmJ
(4

donde los coeficientes de la combinaci6n lineal de los vectores de minima varianza

. agrupados en la matriz Wy resultan ser iguales a la correlacién del error generalizado

(representado por la derivada de la funcién de coste) con el ruido que afecta al vector de
estadisticos suficientes, SgHRy 1ny.

conformacién error
generalizado

decorrelacién

Ve(3%)

- -1
Siap+my (OFF- T S,fln,, [0

L—‘—> Er=—% E,, .n,‘l7¢(Yk)SfR;lnk

Figura 4.3.1: representacién esquemética del funcionamiento de la funcién de coste o
error generalizado propuesto con respecto al filtro de mfnima varianza de la fuente 1.

Para la recuperacién de la fuente 1 utilizaremos la no-linealidad log-likelihood. En el caso
6ptimo de minimos cuadrados, cuando conocemos los vectores de steering correspondientes
a cada fuente, tenemos que el vector & que recupera cada fuente es proporcional al vector
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Capitulo IV _ Estudio de la Funcién de Coste

de pinning =; asociado (un uno en la posicién 'i' y ceros en el resto), lo cual traducido a
términos de correlacién segiin la ecuacién 4.3.16 significa que el ruido a la salida de la
fuente 'i' se encuentra incorrelado con los procesos de ruido a la salida de la etapa de
conformacién correspondientes a las fuentes j#i. Es decir, la etapa de decorrelacién realiza
una prediccién del ruido a la salida i-€sima del conformador en base a los procesos de ruido
del resto de las salidas a fin de minimizar la potencia de ruido que afecta a la i-ésima fuente.
Estableciendo un paralelo entre el caso 6ptimo MMSE vy la aplicacién de 1a funcién de coste
propuesta, el vector &} se obtiene en base al error regenerado y no al error real.

En lo que sigue, deduciremos una expresién de ligadura an4loga a la desarrollada en la
seccién 4.2 entre el pardmetro varianza 6ptimo y el equivalente en este caso al escalado (§y).
- Veremos a lo largo del desarrollo algunas relaciones interesantes sobre el comportamiento
del algoritmo. Procediendo segiin el método usual, reformularemos el gradiente en términos
de las funciones q(,) y del vector de datos. Denominamos el vector de salida de la solucién
de minima varianza a una entrada ry como uy, de forma que la salida del filtro pueda
expresarse en funcién del vector de coeficientes & en lugar de oy,

(4.3.17)

a-le _ _ A _pH. _ H=
u =0y, ,» =004, = ==ty =0y,

donde sin pérdida de generalidad suponemos que tratamos de recuperar la fuente '1".
Véase la figura 4.3.1.1. El célculo del gradiente de la funcién de coste respecto a &g nos
conduce a,

(4.3.18)
VenJ == E,, o Ey; (ze - a) q(ze.a})u, =0

Dado que ahora todo quedard expresado en funcién del vector solucién de minima varianza
ug, podemos indexar el operador esperanza en funcién de éste en basa al Teorema
Fundamental de la Esperanza. Desglosando la ecuaci6n anterior llegamos a,

‘ (4.3.19)
Ey E,;ziwnq(2i.01) = By B o wg(zp.a;) = E, 73w, = E, Gyu,

donde observamos que la correlacién cruzada de la salida del filtro, z¢ con la solucién de
minima varianza es igual a la correlacién de la sefial estimada con dicha solucién. Operando
de forma distinta con la misma ecuacién surge una expresién explicita para el vector
(alternativa a la de la figura 4.3.1). Consideremos la expresion de zx en la ecuacién 4.3.17 y

sustituyamos en la ecuacién 4.3.19,
(4.3.20)
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Capitulo IV » Estudio de la Funcidn de Coste

H - Al - ~d _ -1 Y
E,wu &, =E, gupy = Ry&=E, qu, = & =RyE, qu

obteniendo una expresién de & no basada en términos de correlacién cruzada de procesos
de ruido como en la figura 4.3.1, sin6 en términos de la matriz de correlacién de los datos a
la salida del decorrelador de minima varianza. En el caso 6ptimo de minima varianza, la
correlacién cruzada E4; *uy es precisamente una de las columnas de la matriz de correlacisin
Ruu, con lo cual el vector bloquea todas las salidas del decorrelador, excepto una ¢ ~

amplitud unidad.
conformacion estimacién
decorrelacién de sefial
——— ! " h
) a(z) b—
: i
Ska k + n;

@} ” u; 34

¥
L Er =RuE,, druy

Figura 4.3.2: segundo método de obtencién de los coeficientes del filtro de
recuperaci6n de la fuente 1 a partir de las correlaciones cruzadas entre los datos.

Podemos hallar también una expresion para el vector de coeficientes ox que obtiene zy a
partir de la salida de la etapa de conformacién. La relaci6n entre los vectores de coeficientes
ax y & viene dada a partir de la matriz de decorrelacién. Por consiguiente,

(4.3.21)

H He-1z He -
=5 w = PV, =)y, = o =DFE,

Multiplicando ambos lados de la ecuacién 4.3.21 por la matriz de decorrelacién llegamos a
una expresién alternativa para el vector de coeficientes oy,

(4.3.22)
~lp-1 A “lp=lgp=lp 2* -1 Ade.
O = d)k Rquu' qu = d)k Ruuq)k E,,kakd)kuk = 0y = R;,yEy‘ a;yk

El resultado anterior se representa esquemdticamente en la figura 4.3.3.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién 4.3.20 por el vector & hermitico, obtenemaos
una relacién que utilizaremos m4s adelante, y que llamamos ecuacién de conservacién de la

fase,

) (4.3.23)
E |a| =E,znd = Im{Ez,zk&,:}=0
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conformacién estimacién
de seial
; 14
g . L b
Hp-1 | -— H
Siap+m | SER, | Vi o

T A - A
L o =R3 B, a5y

Figura 4.3.3: obtenci6n del vector de coeficientes ak a partir de la correlaci6n de la
referencia con los datos de salida del conformador.

Es decir, en esperanza, el error de fase entre z y 4y es nulo. A continuacién, reproducimos
y expandimos la expresién del pardmetro varianza ya obtenido en la ecuacién 3.5.4.4
utilizando las propiedades de las funciones q(,),

(4.3.24)
’ 2 ’
0! =E, E, |z, - a;| q(z.a;)
2 .a AR 2 ,
=E, || - E, %4y — E, 28 + E, E,¢|a;| a(ze.a1)
Recurriendo a la propiedad 4.3.22 tenemos,
(4.3.25)

0,‘2 + Ez, Izkl2 = Ez, Ea; lal’clz Q(Zkv a )

De aquf podemos deducir fAcilmente una expresién de ligadura entre el parérne&o varianza
y el vector & por simple sustitucién de z,

(4.3.26)
2 2 ’
- E, lzkl =E, gf “k“f & = Eaf R.& = 0':2 + gf R.E = E, Ea; Iakl Q(Zk’ak)

En el caso particular de una modulacién de amplitud constante e igual a uno se reduce a la
siguiente expresion,
(4.3.27)
ol +EFRLE, =1

Podemos observar en presencia de interferencias también una contraccién de la
constelacién. Para ello consideremos una expansién de la matriz de correlacién Ry, en la
correlacién de los datos y del ruido a la salida. suponemos en este caso que todas las fuentes
son de amplitud unidad (incorreladas). Entonces,

(4.3.28)
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R, =1+ [s{Ry'S, ] =1+ @}

wu

Sustitiyendo en la ecuacién 4.3.27 obtenemos,
(4.3.29)
ELDL'E
o2 +EJIE, | 14+ 2 A2k 1=
i &k

Utilizando las propiedad del cociente de Rayleigh, podemos llegar a una cota superior para

el vector en funcién de la potencia del ruido a la entrada,
(4.3.30)

- 1 eialE 1
Os'lmin(d)kl)= lmax(q)k) s ’}ngk = = gfék s 1+2';nlax((pk)

En el caso de una tinica fuente podemos ver como este resultado se reduce a la desigualdad

ya deducida en la ecuacién 4.2.4.12.
4.3.1 Equivalencia con una Referencia Conocida

En este apartado estableceremos un paralelo entre las relaciones derivadas anteriormente
para los vectores ay y yix con regeneracién de referencia y con referencia externa, es decir,
de los datos reales sin ruido. Como funcién de coste paralela respecto al segundo caso,
consideraremos la minimizacién de la potencia del error entre la salida del filtro y la
referencia disponible a la que llamamos dy. Es decir,

(4.3.1.1)
J

2
mse = Ez, |Zk —dkiz = Eu, lél,c{uk - dkl
El célculo del gradiente de la funcién de coste nos lleva a,
(4.3.1.2)

ng Imse = Ey, (&f“k -dk)‘ U = (Eu, “k“f)ék - B, du, =0

Reorganizando términos llegamos a,
. (4.3.1.3)
& = R;:Eu,dl:uk < E = R;xiEu,&I:uk
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donde podemos apreciar la equivalencia entre la solucién de minimos cuadrados y la
solucién expuesta en la ecuacién 4.3.1.17. No obstante, aunque la forma es idéntica, ambas
soluciones difieren en el término de la referencia. Establecemos asf una analogia entre
ambos criterios. Podemos observar en la ecuacién 4.3.1.2 que también se cumple el

principio de ortogonalidad entre el error y los datos.

Al igual que hemos llegado a una expresién para el vector reducido &y en la ecuacién
4.3.1.3, es posible también llegar a su andloga en el vector wi. En efecto, retomemos la
expresion del gradiente de la funcién de coste con respecto a wy e igualémoslo a cero,

(4.3.1.4)
Er,Ea;‘I(Zkvai )(Zk - al':). =0 = Er,Ea;‘I(Zkval'c )Z;l'k =E, Ea;q(zkvallc)allc.rk

Sustituyendo z, por wiHry en el lado izquierdo de la anterior igualdad y expresando el lado

derecho en términos de la referencia regenerada. llegamos a la siguiente igualdad,
(4.3.1.5)

H e
E, E,q(2.0;)r,rf Wy = E vyrfiw, = E, Gir,

donde hemos utilizado la propiedad de que la esperanza de la funcién de calidad con
respecto a la variable a’y es la unidad. Finalmente, llegamos a la expresién deseada para el

vector de coeficientes wy,

(4.3.1.6)
w,=RJE, vy

Hemos visto hasta ahora dos formas diferentes de expresar el vector de coeficientes. La
primera, mediante los vectores & o bien oy, y la segunda expresada en funcién de la matriz

de autocorrelacién de los datos ry,

4.3.1.7)
(1) w,=R;S,0, =R, ®;'E, , & =RIE, Gu,

(2) W, = R;rlEr,&l:rk

Con lo cual ambas expresiones deben coincidir. A continuaci6n justificaremos este hecho y
extracremos algunas conclusiones importantes de la coincidencia de ambas formas de
representacion, (1) y (2). Recuérdese como se vi6 en la ecuacién 4.3.16, que la forma 1 es
equivalente a una combinacién lineal de las columnas de la matriz Wiy, la cual es solucién
del criterio de minima varianza o de referencia espacial para la recuperacién de todas las
fuentes con el escalado correcto y potencia de ruido minima. Partiremos de la forma 2 y
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mediante transformaciones matriciales llegaremos a la forma 1, obteniendo como sub-
producto una expresién alternativa para el vector de coeficientes o.

Consideremos en primer lugar la expresién de la matriz de correlacién de los datos segiin el
modelo de sefial de varias fuentes,

(4.3.1.7)
R, = E, r,rf =S,(Eaa) )Sf +R,, =S,P,,SF +R,,

donde introducimos la matriz de correlacién de la secuencia ay, P,,, diagonal y positiva,
puesto que actuamos bajo el supuesto de fuentes incorreladas e independientes. Dado que la
expresion de la forma 2 requiere de la inversa de la matriz de correlacién, recurrimos al
Lema de Inversién de Matrices,
(4.3.1.8)
R;! =R;1-R;lS, (P7+SFR;ls, ) PRy |

Expandiendo la ecuacién 4.3.1.7(2) segin el modelo de sefial, llegamos a,

(4.3.1.9)
—_p-l A —1n-l AS -1 AR -
W, = R" Er.akrk = R". SkE,kakak + R” E,,'aknk =W+ W,

donde observamos que el cdlculo del vector de coeficientes puede desglosarse en dos
términos, wy y wa. Consideremos la expresién del primero a partir de las ecuaciones
4.3.1.8-9,
, (4.3.1.10)
w =R7IS,E, dia, = (R} - Ri1Sy (P2 + SIRCIS, ) SERZL IS, iy |
=R;ls, (I-(P;; +s,§’R;,,}s,‘)'l S,"’R;},S,‘)E,k aza,

_p-l an
= RmSkAEr, a,a,

en funcién de la matriz cuadrada A, de dimensién igual al nimero de fuentes, definida
como, '
o (4.3.1.11)
A= I- (P +SER;SS, ) SER;S, = (P2} +SER; 1S, ) P

Consideremos ahora la expresién de w; a partir de las ecuaciones 4.3.1.8-9,
' (4.3.1.12)
- Aw - - - - -1 - an
w, =R;JE, &y = (R,,,‘, - Rnn‘sk(Pa; +S{’R,,,‘,Sk) SHR;! )E,‘aknk
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Viendo la estructura que presenta wj en la ecuacién 4.3.1.10 y la estructura que presenta
wy en la ecuacion 4.3.1.7(1), y siendo w, = wi-wy, W, debe presentar la misma
estructura. Por lo tanto, existe un vector Sy tal que,

(4.3.1.12)
wy = RIS, B, = (Roh ~RyIS, (P2 + SIS, ) SURC )E, in,

aislamos el vector B mediante premultiplicacién por la matriz adecuada,
(4.3.1.13)
_ -1 - o~ - - -1 - Can
Be = (sFRS.) st (R - Ruls. (P +sERGS.) ' SERG B, diny

- - -1 - - -1 - Xy
=(I-(Pa;+s;?k,,,§sk) S,’,"R,,,‘,S,,)(S,‘:"R,,,fs,,) SIRLE, 4,

Podemos simplificar la dltima expresién, reconociendo la matriz Wy ya citada
antériormente en el extremo derecho de la igualdad. Operando obtenemos,
(4.3.1.14)
Be = (1-(Pal +SER:LS,) SRS, )E, i Wliym, = AE, GiWihn,

Quedando expresado el vector 8 como el producto de la matriz A definida en 4.3.1.11 por
la correlacién cruzada entre la referencia regenerada 8y conjugada con el vector de ruido
obtenido a la salida de la matriz Wyv correspondiente al criterio de minima varianza.
Podemos entonces expresar finalmente el vector de coeficientes como,

(4.3.1.15)
-1 as P
W, = R,,,,Skak y Oy = A(Er.akak + Et'aka{Vnk)

o bien en términos de la matriz de minima varianza,
(4.3.1.16)
-1
-1 -1 - sevr H
Wk = WMV(Dk(PM +¢k) PM(E,'a;ak + E,‘akwwnk)

De las anteriores ecuaciones, 4.3.1.15-16, podemos ver claramente el efecto de
interferencia residual reflejado por la correlaci6n cruzada E4y*ay, donde cada componente
refleja la correlacién existente entre la referencia regenerada y cada una de las fuentes del
modelo. Observamos también la influencia del ruido en el vector de coeficientes mediante el
segundo sumando de la ecuacién 4.3.1.15, el cual resulta ser nulo en un esquema de
referencia temporal donde no existe incertidumbre en la secuencia transmitida, puesto que
entonces, al no contener la referencia términos de ruido, queda incorrelada con el término

ng.
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4.4 Hessiano de la funcion de coste

En este apartado estudiaremos el Hessiano de la funcién de coste a partir de las expresiones
del gradiente deducidas en el apartado anterior. Suponemos el caso sencillo de una
arquitectura lineal en los datos y en los coeficientes. El andlisis del Hessiano nos facilitard
ver en qué condiciones obtenemos minimos de la funcién de coste y por otra parte nos
conducird a la definicién de pardmetros de interés de la funcién de coste y a relaciones
interesantes entre ellos. Expresamos el Hessiano como el gradiente de cada uno de los

componentes del gradiente,
(4.4.1)
Hy, J=Vo,V uJ =V, E, o E(y (e —a1) a(ye.ai)ry

Intercambiando gradiente y esperanza y reorganizando términos llegamos al gradiente de la

expresion entre llaves,
(4.4.2)
H,,J=E, o, E; Ve, {Qk = ()’k = a,"). ‘I()’kval':)}

Aplicando la regla de la cadena y utilizando el hecho de que el gradiente de yy respecto los
coeficientes del filtro es nulo, el gradiente de ¢, queda expresado como,
(4.4.3)

a . ’ 7\* a ’
Ve e =0V, ¢, =(5y';_gk)vw,yt ’-‘(Q(J’k'ak)"‘()’t -ak) 5;:“1()’&10&)}‘5

Donde s6lo nos queda hallar la derivada parcial de la funcién q(,) respecto a yy*.
Recurriendo a la expresién de q(,), tenemos,

(4.4.4)
0 5 e m-alifel ghrailfol  pbn-ailfoi a_p g-be-eil'fol
ER o o
0] ‘I(}’k,a/:)= . _am]? a2 =— 7 2
C) Yy Ea:e'ly' af|* /o ‘|yt'“r| *[o? ( Ea:e-lyk—ailz/cx’)
v =n?|? [z v, wn?? /a2
_|y,..a;|’/cf e Pr-ail [s? E e [ye=af]* fo} .;l.lz_(yk-a,':')

= '————'—lz()’k ak)+

E e‘b‘:—ﬂtlz/c' (E ~e-Iy,—aﬂ2/o‘,2 )2
a

Restituyendo la expresion de q(,) en el primer y segundo términos de la ecuacién anterior

obtenemos,
(4.4.5)
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== (9. at) =~ 2 (e ~ ai)a(ve 0 ) + 4(3e. 0k ) By 2 (v - a8 (3 )

= 'I—(Yk 2 )a(Ve.ap) + q(ykvak)_l'}-<yk—Ea:al'c,q(ykvallc’))

2
= "Lz'(al’c - Ea:al'c,q(ylc’ al’:’))Q()’k, a)= J,?(ak ~ & )4(Ye-ai)

Volviendo a la ecuacién 4.4.3 el gradiente de ¢, queda expresado como,

(4.4.6)
Vw, k= (1 + o.sz()’k - allc).(al’c - ))q(Yk’aI: )rf
Volviendo otro paso atrds llegamos a la expresi6n final para el Hessiano,
(4.4.7)
Hud = Ey o meB (142 (00 - a0) (0 - ) Jalowo i el
= Ea,,n,rkril + En,.n,rkrf ’;1'2'5'4; ()’k - ai).(ai - ak)q()’k’al’:)

con lo cual el Hessiano queda descompuesto en la suma de dos términos. El primero
coincide con la matriz de correlacién de los datos de entrada, mientras que el segundo
constituye también una matriz de correlacién ponderada por un término que depende de
forma compleja del error estimado de deteccién. Examinemos con mis detalle el factor
escalar del segundo término al que denominamos y(yy),
(4.4.8)
E, (7 _al,c).(al': -4, )a(ye ) = '51":‘5 Ve (ar ‘ak)‘I()’k’a;c)‘;l,?Ea;al'c‘(al'c —d,)a(ye.az)

T Yily — ;51: - a%z E, ai‘(al'c - &k)q(ykval':) == '017 E,; ai‘(al'c = 5&)‘1()% al':)

(%)=

;z-
_L

Donde por una parte hemos demostrado que la salida del filtro se encuentra incorrelada con
respecto al error de deteccién promediado a través de las funciones q(,),
(4.4.9)
Ea;)’;(al: - &k)q()’k’allc) =0

y por otra obtenemos una expresién reducida del Hessiano de la funcién de coste,

(4.4.10)
H'kJ = Eahn'rkrt[—Eal n'l‘kl‘k E ak( —ak)q(yk,a’:)

— H
- Ea, n,rkrk + Ea, Ny y(yk)rkrk

Vemos pues que el factor y representa la correlacién promediada a través de q(,) de la sefial
sin ruido con el error de estimacién. Podemos demostrar que en el caso de relacién sefial a
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ruido elevada, el factor y tiende a cero, por lo cual el Hessiano de la funcién de coste es
igual a la matriz de correlacién de los datos. Una expresién alternativa del factor y viene
dada por,
(4.4.11)
ve) = Zr(Eq il alve ) - 1af)

como resulta inmediato demostrar a partir de la ecuacién 4.4.8. La expresién anterior del
factor y sugiere una nueva interpretacién de su significado. Es posible relacionarlo con
alguna definici6n del error de estimacién de la muestra de sefial recibid-?. Podemos ver que
sf si tomamos la definicién de dicho error como el promedio sobre las funciones q(,) de la
norma cuadritica del error entre Ia sefial estimada 4y y cada ay' de sefial, es decir,

(4.4.12)
def a \® - ,
o} = Ey(ai-8) (6 -a)a(v.ai)

El desarrollo de la ecuacién anterior nos relaciona rédpidamente 42 con el factor v,
‘ (4.4.13)
0’3 =E, a,:‘(a; - 5&)‘1()’1:’01':)‘ 5;Ea; (al'c -4, )‘I()’k:ai) = Ea;al'c.(ai -8 )‘I(Yk’ a;:)— &;(ak - &k)

Ea;al'c‘(ai - &k)q()’k:al’:) = '0}2 7()’&)

con lo cual deducimos que el factor y es menos el error de estimacién definido
anteriormente y que por lo tanto es siempre menor que cero. La expresién final del Hessiano
se reduce entonces a,
(4.4.14)

o

Como resultado secundario obtenemos que el Hessiano es siempre menor que la matriz de
correlacién de los datos en el sentido de definici6n positiva,
(4.4.15)

H, J<E, r,rf

LT
En los minimos de la funcién de coste, el Hessiano debe ser definido positivo, de donde
encontramos una relacién final que el algoritmo ciego debe cumplir,

(4.4.16)

" H oa(%)  u
le J>0 = Eak .y rr; > Eﬂt-nk —?i_rkrk
t
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Dicha relacién establece un limite fundamental para la relaci6n sefial a ruido minima bajo la
cual el algoritmo ciego basado en la funcién de coste propuesta puede trabajar. En efecto,
supongamos el caso particular de una sefial BPSK recibida en un array y a la que se suma
ruido Gausiano de varianza o,,. Segiin se demuestra en el apéndice 8.1, la funcién de coste
evaluada a la salida del ecualizador puede representarse como la esperanza respecto a la
distribucién BPSK de 1a no linealidad convolucionada con la funcién de densidad del ruido.
A medida que vamos aumentando la varianza del ruido, llegamos a un punto en que la
convolucién con la densidad del ruido enmascara los dos minimos de la no-linealidad de
forma que la minimizaci6n del criterio no puede asegurar la recuperacion de la sefial BPSK.

(4.4.17)

J= —Ez,=:la,+n, (c,,) lnp%*"g (z")z —Ez:-..:la, (p-.m (an)*ln pﬂt‘“‘n )(Z:)= - Ez“=2.a,x(z: ,0',,)

Este efecto se debe al hecho de que la funcién de densidad de la variable zx ya tampoco
presenta dos mdximos distinguibles y por consiguiente no se adapta a la forma de la no-
linealidad log-likelihood. En la siguiente figura presentamos un ejemplo de la evolucién de
la no-linealidad x definida en la ecuacién anterior,

Figura 4.4.1: Representacién de la no-linealidad x(2x,0n) en la ecuacién anterior en
funcién de la varianza oy, del ruido Gausiano aditivo. Obsérvese como para varianzas
crecientes los dos valles de l1a no-linealidad se suavizan hasta desaparecer. Véase
también el efecto de contraccién de la constelacién: los minimos suben de nivel y se
desplazan hacia el centro para valores crecientes de oy,

Podemos establecer a continuacién una relacién entre el pardmetro varianza 6ptimo, o,2, y
la varianza de deteccién definida anteriormente, o42. Consideremos la expresién de la
primera definida en la ecuacién 4.3.24 y expanddmosla, '

(4.4.18)
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0? = E, E |y - ai[ (v a})
=E, ()’;Ea; ()’k - al':)Q(yk’al'c)" E; “i‘()’k - al':)q(ykva;c))
= E)'k (y’:(yk - ak)" yk&; + Ea; Ial’cl2 q(ykva;c))

Recurriendo entonces a la ecuacién 4.4.11, introducimos el factor y en la ecuacién,
(4.4.19)

0':2 =E, (y;()’k ’51:) - Ny +I&l:i2 + 0}27’()’1: )) =E, (b’k "&klz + °':2 Y(Yk))

con lo cual, pasando el factor y a la izquierda de la ecuacién obtenemos la siguiente

relacién fundamental entre ambas varianzas,
(4.4.20)

0}2 +E, 0'30’1:) = Ey, ka - 5k|2

[
e a() XO—| E4lel® q(ys.ai) c2(%)
O E, Ioi? ‘
& . T
E, 1o XO— of

Figura 4.4.2: relaci6n entre las varianzas involucradas en la definici6n de 1a funci6n de
coste.

Podemos obtener algunas conclusiones de esta relacién. Entre ellas una cota superior del
pardmetro varianza es la potencia del ruido a la salida del filtro en relacién a la referencia

regenerada o potencia del error generalizado,
(4.4.21)
2 - a2
O; < Ey' b’& -a,,]

La ecuacién 4.4.18 nos permite hallar una relacién final entre las potencias de la sefial
filtrada yy y de la sefial regenerada 4y en términos de las diferentes varianzas de ruido
representadas en la figura 4.4.1. Expandamos el término de error generalizado de la
ecuacién 4.4.8 incluyendo también la relacién de conservacion de la fase deducida en la

ecuaci6n 4.3.23,
(4.4.22)
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o; +E, 03(y)=E, (lyk|2 +af - ZRe{a;y'f}) . Byl =E, v
2 ~ 2
=-.E)’k|y’:| +E)’kla‘¢|

con lo cual llegamos finalmente a la relacién de potencias deseada,
(4.4.23)
2 a2
0’2 + EYkog(yk)+ E)’z ly"l = E)’rlakl

4.4.1 Otras Arquitecturas

En el apartado anterior consideramos el caso particular de una arquitectura lineal en los
coeficientes y en los datos. Podemos obtener una expresién mis general del gradiente y el
Hessiano (s6lo la corrcspdndientc al gradiente se presenta en este apartado) para
arquitecturas no lineales en los coeficientes. Aunque en este trabajo suponemos siempre
linealidad en los datos, veremos que la expresién que deducimos a continuacién no requiere
de esta condici6én. Incluso ejemplos sencillos de aplicacién (conformacién de haz m4s
ecualizacién) pueden conducir a arquitecturas cibicas en los coeficientes (algunos de ellos
restringidos en la recta real: véase el apartado de aplicaciones). Si observamos con
detenimiento el desarrollo de las demostraciones del apartado anterior, notamos que se ha
recurrido a la premisa de arquitectura lineal s6lo en aquellos puntos donde era necesario
calcular el gradiente de la arquitectura. Utilizando 4mpliamente la hip6tesis general de no-
analiticidad de la funci6n de coste y de la arquitectura llegamos a las siguiente expresi6n
general para el gradiente de la funcién de coste (donde suponemos el caso general de
vectores de coeficientes complejos, las ecuaciones son facilmente particularizables al caso de
vectores reales por simple sustitucién),

(4.4.2.1)

2 | 9 .
V,,:'J = - Ea,.n, (by_k' In Pz, 4, (Yk))VWFYk - Ea,,n, (sy'fln Da, +9, (yk))v‘,:'yk

No obstante, las funciones de densidad derivadas a partir de la convolucién de una funcién
de densidad de una variable aleatoria determinada m4s ruido Gausiano cumplen la siguiente

propiedad,
(4.4.2.2)
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a 1 -y-a’za’ 1 —y-a'zgz 1 .
Epanm(Yk):a‘Eai?Fel' 17 = By el 1y, - af)

a L]
= (Epak+n, (yk))

puesto que los términos esperanza y conjugado son intercambiables. El gradiente de la
funcion de coste de expresa en funci6n del error generalizado y el gradiente con respecto a la
arquitectura de la siguiente forma (no es posible una mayor descomposicién del gradiente de
la arquitectura en términos generales),

(4.4.2.3)
V,,ff ==E, 5‘(}’k)v,,;!}’k - E, ,n,e(}’k)v,,g)’;

Vemos pués que para el caso de un vector de coeficientes complejo donde la arquitectura de
filtrado se define en términos del producto de su hermitico con el vector de datos, el
seguhdo término de la ecuaci6n anterior (gradiente de la arquitectura conjugada) se anula,
obteniendo la expresi6n usual del gradiente. El paso al Hessiano se deriva facilmente.
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4.5 Expansion de la funcion de coste mediante cumulantes

En este apartado deduciremos una relacién entre la funcién de coste no condicionada y los
cumulantes de una variable aleatoria atn por definir. El objetivo es demostrar que con la
funcién de coste definida estamos manejando implicitamente estadisticos suficientes de
todos los ordenes. Consideremos la expresién de la potencia del error Iejl2 definida en la
ecuacién 3.4.1.1.6 y comparémosla con la expresién de la funcién generadora de
cumulantes de una variable aleatoria u cualquiera,

(4.5.1)

2
#Ie ,|2 =-InE, clamail/ol o ¥ (s)=InEze™

Donde se considera en-general que la variable s puede tomar cualquier valor en el plano
complejo, es decir, se define en el sentido de Laplace. La particularizacién s=-jo implica
una definicién en el sentido de Fourier. A la vista de la semejanza formal entre ambas
expresiones nos preguntamos si existe una particularizacién de la funcién generadora de
cumulantes de la variable aleatoria u tal que resulte la potencia del error lejl2 normalizada
mediante el pardmetro varianza. En efecto, consideremos la siguiente particularizacién de la
variable aleatoria u funci6n de a', |

(4.5.2)

R

donde obtenemos una relacién entre los argumentos de los logaritmos de las expresiones
4.5.1 mediante aplicacién del Teorema Fundamental de la Esperanza. Destacamos que la
variable zy se considera igual a una constante en la antedicha expresién. Vemos finalmente
que trés sustitucién del pardmetro frecuencia por un valor adecuado llegamos a la relacién

entre la funcién de coste o potencia del error lejl2 y una expansién de cumulantes,
(4.5.3)

Szfy’;- = #IEle=—"Plzk-a;r(-§;-)=—lnz:o%Ea;lzk—ailzv»
o v
= 2:=0-&_rcumv[|zk - a,’clz](ff:}-) 20

donde la serie de cumulantes obtenida es definida positiva por construccién de lejl2. La

funcién de coste se puede expresar finalmente como,
(4.5.4)

2 () /|2
J =Inro; —zwo(;’%) -j-!Ezkcumv[Izk—akl ]
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Hemos visto pues que la funcién de coste propuesta puede interpretarse como un criterio
implicito basado en estadfsticas de orden superior utilizando inteligentemente informacién
lateral de la funcién de densidad deseada mediante el operador esperanza E,y presente en la
ecuacion 4.5.1. Podemos interpretar a la vista de 1a ecuacién 4.5.3 que la funcién de coste
tiende a minimizar una serie de los cumulantes del error, es decir, tiende a forzar un error

Gaussiano.

Bas4andonos en la ecuacién 4.5.1 podemos hallar una nueva interpretacién de la funcién
caracteristica. Consideremos la funcién de densidad de probabilidad de una variable
aleatoria ay+ny donde ny es ruido Gaussiano y ay cualquier distribucién, tenemos entonces

que,
(5.5.3.4)

S 1)1 Fe (1) a2V
Poyen, (%) =72 A (a} )‘ ;?Zv=o';r.:'v‘Ea; loe - 4]

Al considerar la funcién caracteristica de 1a norma del error, obtenemos la funcién de

densidad de la suma ap+n; .

-4.37 -






Capitulo V

Segunda Funcion de Coste

Segunda Funcién de Coste
(51

Segunda Funci6n de Coste

Funcién de Coste Extendida
(5.2]

—_

Ventanas de Estimacién de Densidad Aplicacién de las funciones
de Probabilidad qYy q2 a Deteccién
[5.1.1] (5.2.11

——

Segunda Funcién de Coste. Codificacién Correlativa. El Sistema
Propiedades Duobinario
[5.1.2] [5.2.2]
Efecto del Ruido Aplicacién a ]a_DecotrelacicSn de
Seiiales

[5.1.3]

(5.2.3]

Aceleracion de la Convergencia

Gradiente de J2. Propiedades
[5.1.4)

Estimacién del Gradiente de J2.







Capitulo V Segunda Funcidén de Coste

5.1 Segunda Funcion de Coste

Hasta ahora hemos estudiado la funcién de coste J proveniente de uno de los términos de la
discriminacién de Kullback-Leibler. Tal como se razon6 en la seccién 3.2, el hecho de
quedarse con un tinico término provenia del desconocimiento de la funcién de densidad real
a la salida del sistema adaptativo. Debido a esto, segin sean las condiciones del problema,
pueden aparecer efectos no deseados. En esta seccién introduciremos una nueva funcién de
coste que solvente estas deficiencias, buscando un criterio m4s cercano a la discriminacién
KL. Examinemos primero problemas presentados por la primera funci6n de coste,

(5.1.1)

—la-aift/e?
J=-E Inp,,,(z)=Inno} -E, nE,e fe-aif/

1.- Convergencia a la solucién trivial: consideremos el caso simple de una funcién de
densidad de probabilidad con un méximo en cero, por ejemplo una modulacién duobinaria.
Puede ocurrir segiin se inicialicen los coeficientes del filtro adaptativo que el vector de
coeficientes tienda a 1a solucién nula. Entonces la funci6n de coste no reacciona puesto que
al estar la salida permanentemente a cero, su gradiente o error generalizado es tambien cero.

2.- Efecto de captura a sefiales con funcién de densidad diferente a la deseada: este efecto
ocurre por ejemplo cuando nos hallamos en presencia de dos variables aleatorias que
presentan maximos comunes en sus funciones de densidad respectivas (p.ej. BPSK y
QPSK). Debido a que la primera funcién de coste no es sensible a la frecuencia con que se
da cada uno de los méximos a la salida del filtro adaptativo, puede suceder que utilizando
una funcién de coste basada en una BPSK capturemos la sefial QPSK, y viceversa.
Dependiendo de la potencia de cada una de las sefiales, el minimo asociado a la sefial QPSK
cuando utilizamos la funcién de coste BPSK puede ser incluso menor que cuando
capturamos la sefial BPSK deseada. No obstante, aunque la primera funcién de coste
presenta este problema en adquisicién, suponiendo que converja al minimo deseado, su

comportamiento en seguimiento es correcto.

3.- Insensibilidad a la independencia estadistica: en el caso de que deseemos aplicar la
funcién de coste definida como hasta ahora a la separacién de serales de distribucién
.conocida (utilizando su funcién de densidad conjunta) mediante una matriz de separacién o
de decorrelacién, puede suceder dependiendo de las condiciones iniciales de la matriz y de la
potencia de las sefiales, que las sefiales recuperadas a la salida de la etapa separadora no
sean independientes dos a dos, sino que, por ejemplo, la sefial mis potente aparezca en
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todas las salidas. Esta es otra consecuencia de la insensibilidad de la funcién de coste a la
frecuencia con que se da cada mdximo de la funcién de densidad conjunta. Es decir, al
recuperar la misma sefial en todas las salidas, solo se estd dando un subconjunto de todos
los centroides posibles de la constelacién conjunta del vector de sefiales de salida.

Para situaciones como las anteriores en que puedan aparecer sefiales interferentes y

funciones de densidad deseadas con mdximos en cero se hace necesario introducir ciertas

modificaciones en la funcién de coste.

L

— @—éﬁ %‘:éj P(ak)
d 17 /: 7 [ "
ATty om e v e
__>®_gé}_,,+ [ /@ ~%>—<.+' _;' %ﬁ p(ag )
J

J
Figura 5.1.1; evaluacién de la funci6n de coste J

Hemos visto hasta ahora que la funcién de coste propuesta adolece de algunos problemas
como el efecto de captura a distribuciones de densidad de probabilidad erréneas debido al
hecho de que no es sensible a las probabilidades de cada centroide de la constelacién, sino
s6lo a su cardcter de mdximo. Proponemos en esta seccién una funcién de coste que al
mismo tiempo que sea sensible a la varianza del ruido, sea ms robusta frente al efecto de
captura. No obstante, la nueva funcién seguird siendo en principio multimodal aunque
habremos eliminado modos probleméticos de la funcién de coste antigua. Bdsicamente, se
trata de introducir sensibilidad a la dependencia estadistica. Partiendo de la funcién de coste
anterior, realizamos un simple intercambio de operadores esperanza para obtener la nueva
funcién,

: (5.1.2)
J=-E, nE, Lt /i J,=-E,mE, el [/}
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En las figuras 5.1.1 y 5.1.2 comparamos grdficamente como se evaluan ambas funciones

de coste,

T ——{Th b
+
;: p(ar)
o8 CM—» el
/ p(at)
e

D
LB
G

Figura 5.1.2; evaluaci6n de la funci6n de coste J5.

5.1.1 Ventanas de Estimacion de Densidad de Probabilidad.

Introduciremos aqui el concepto de estimacién de una densidad de probabilidad para el
caso general de variables aleatorias continuas y reales, suponiendo procesos ergédicos. La
generalizaci6n a variables aleatorias complejas es trivial. Una funcién de densidad se define

a partir de la funcién de distribucién como,

(5.1.1.1)

px(xo)z lim P(xo +Ax)“P(xo) = lim Pr(xo <x<x, +Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

~ Ahora bién, 1a probabilidad de que la variable aleatoria X caiga en un determinado intervalo
puede expresarse mediante la esperanza de la funcién indicatriz, I, del intervalo, como,
(5.1.1.2)

x-(xowm)J | @)” { Jal <3

Pr(,xo Sx<xo+Ax)=Ex1(X;[xovxo"'Ax]):EXH( Ax 0 la|>'é'

_ Debido a que trataremos con funciones de densidad continuas, no es necesario detenerse en
la definicién de I en la frontera lal=1/2. Entonces, la funcién de densidad puede estimarse

como,
(5.1.1.3)
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1
px(x,)= lim EEXI(x;[xo,xa +Ax])

Ax—0

En la préctica, la estimacién perfecta de la funcién de densidad requiere un registro de
datos infinito para poder realizar el limite Ax—0. Por lo cual, para registros de datos finitos
se debe emplear una funcién indicatriz o ventana de estimacién de anchura no nula, Ax>0. O
bien si se dispone de un registro de datos infinito y se utiliza una ventana Ax>0, la
estimaci6n de la funcién de densidad es polarizada.

Veremos que en el planteamiento de la nueva funcién de coste J, aparece de forma natural
el concepto de funci6n indicatriz y de estimacién de densidad mediante una ventana, en este
caso no rectangular sino Gausiana. Es decir, pueden considerarse una infinidad de ventanas
de estimacién ¢(x;[X,,X,+AX]) con la propiedad asint6tica siguiente, sin que éstas sean
necesariamente rectangulares,

‘ (5.1.1.4)
px(x,)= lim éExqb(x;[x,,,xo +Ax])

Ax—=0

Px 1~ I(x;[x0,X,+ AX])

7 N
%o X
—| Ay

Figura 5.1.1.1: Estimacién mediante ventanas de una funci6n de densidad.

Tendremos ocasién de comprobar esta afirmacién més adelante. Puesto que la funcién
indicatriz es de hecho una no-linealidad sobre los datos, su esperanza equivale a filtrar la
salida de una no-linealidad, lo cual es ficilmente implementable disponiendo de una
realizacién de un proceso estocéstico ergédico.

Podemos establecer un paralelo entre la estimaci6n de una densidad de probabilidad y los
algoritmos de estimacién espectral. Al igual que para estimar la contribucién de energfa de
un proceso a una determinada frecuencia, utilizamos un filtro de ancho de banda estrecho
sintonizado a dicha frecuencia y estimamos la potencia de salida, en la estimaci6n de una
densidad de probabilidad utilizamos una no-linealidad estrecha ‘sintonizada’ a un
determinado valor y filtramos mediante el operador esperanza. Los efectos de interferencia
de otras frecuencias cuando la banda del filtro no es suficientemente estrecha son totalmente
andlogos a los de densidad de probabilidad de valores de la variable aleatoria contiguos al

estimado.
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5.1.2 Segunda Funcién de Coste. Propiedades

Podemos ver a partir de esta definicién que el argumento del logaritmo neperiano puede
considerarse como una estimacién de densidad de probabilidad donde la exponencial
Gausiana juega el papel de funcién indicatriz. Examinemos las figuras 5.1.1.1-2. Podemos
ver que ambas estan basadas en una red de no-linealidades o funciones indicatrices
Gausianas. Mientras que en la primera funcién de coste, el filtrado se realiza en base a
columnas de nodos, en la segunda se realiza en base a filas. En ambos casos, antes de
realizar la acumulacién final, se aplica una no-linealidad (logaritmica) a cada una de las
acumulaciones parciales. Bdsicamente, los problemas anteriormente enumerados de la
primera funci6én de coste son debidos a que al realizar una integracién por columnas,
perdemos informacién estadistica puesto que utilizamos una dnica muestra temporal. Es
decir, no sabemos con qué frecuencia ocurre cada uno de los centroides. En cambio, al
realizar un filtrado por filas, conservamos esta informacién.

En la implementaci6n real de la funcién de coste, se puede utilizar el gradiente instant4neo
de la no-linealidad, con lo cual se pierde informacién estadistica. Esto no ocurre con la
nueva funcién de coste puesto que conserva historia previa de las sefiales.

Consideremos ahora la siguiente norma del error definida andlogamente a la norma del

error de la ecuacién 3.4.1.1.6 como,
o (5.1.2.1)
lez,r =-—o',zE",;lnA‘i'zte'l"""“z/"'2

podemos introducir la funcién p como una estimacién de la densidad de probabilidad.

Entonces,
(5.1.2.2)

" def oo
Bo=ai) < B etenil e

l( Es importante tener en cuenta que *p es de hecho una funcién de densidad de probabilidad
puesto que su integral sobre toda su regién de soporte es igual a la unidad. En efecto,

consideremos,
(5.1.2.3)

[ pla =ai)da; = [ LrE, e 1% 4ay =E, [ e /o 4oy = £, 121
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Podemos ademds ver qué densidad de probabilidad resulta al utilizar el estimador anterior
teniendo en cuenta la expresién para la densidad de probabilidad de la suma de dos variables

aleatorias independientes presentada en la Seccién 5.2.4,
(5.1.2.4)

p : - _;2 ' ’ "'12612
p(zk’:ak)-_-;%’EZte IZ¢ ‘1|/"z =pz*+n1(ak) con pn’(n‘)z_’_ré’?_el l/

Vemos pues que con tal estimador obtenemos una densidad de probabilidad equivalente a
la de la densidad que deseamos estimar mds un término de ruido gausiano aditivo de
varianza igual a la apertura o; de la ventana Gausiana utilizada. Este efecto es debido a un
leakage’ de densidad de probabilidad proveniente de los valores cercanos a zg=a'y, que
caen dentro del 16bulo de la ventana. Dicho efecto es andlogo al 'leakage’ de frecuencia
presente en algoritmos de estimacién espectral debido al tipo de ventana temporal que se
utilice. En el limite asint6tico cuando la varianza tiende a cero obtenemos una estimacién
exacta de la funcién de densidad,

(5.1.2.5)
Jim Pz =)= lim pyy, (i) = lim p, (ai)* P, (ai) = p, (i) lim p,,(af)=
=p,, (@) o(at) = p,, (i)
Tenemos entonces que,
(5.1.2.6)
J, =In no? +}1,,-|£2',|2 =-E,Inp(a;)=E, ln%- E,; In p(a;)
k

De donde podemos observar que se puede relacionar la funcién de error anterior con una
funcién similar a la discriminacién (a la que podemos llamar andlogamente pseudo-
discriminacién),

(5.1.2.7)
J, = D(ajllz, )+ H(a})

Este desarrollo de momento es vilido para variables aleatorias de densidad continua.
Examinemos qué sucede para variables aleatorias discretas. Para variables discretas debe
tenerse en cuenta que ambos sumandos de la ecuacién anterior divergen independientemente
pero su suma converge. Debido a que la anterior norma del error puede descomponerse en
dos sumandos, la pseudo-discriminacién y la entropia diferencial de la variable aleatoria
deseada sin ruido, tenemos que la minimizacién de la funcién de coste es andloga a la
minimizaci6én de la pseudo-discriminacién puesto que el segundo término, la entropia, es
independiente de cual sea la distribucion de la variable aleatoria zy. Evidentemente, es
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deseable que cuanto menor sea la varianza de ruido que afecte a zy, tanto menor sea la
pseudo-discriminacién y que la funcién de densidad estimada se acerque tanto més a la

deseada
5.1.3 Efecto del Ruido

Hemos visto hasta ahora que el criterio anterior es equivalente a la minimizacién de una
funcién de discriminacién respecto a la variable aleatoria objetivo (en el caso de variables
aleatorias continuas). Intuitivamente, dada una variable aleatoria objetivo ay, y por otra parte
una variable z,=wH(ays;+n;) la minimizacién de la discriminacién con respecto al vector
de coeficientes induce a pensar que zg—ag-+ny, con ny ruido Gausiano de minima varianza.
Pongamos un caso ejemplo en que ay es una variable aleatoria BPSK y supongamos una
restriccién del tipo wHs,=1. La funcién de coste puede expresarse segiin la ecuaci6én 5.1.2
como, | |

(5.1.3.1)

’ ’ ~lat- 2 OJ
Jy==EgInp, . (a1)==E;Inpyipn(a;)=-E4;INE, Fire bi-af/ |c’=a’+o-’

siendo,
(5.1.3.2)
2 2 H
0',, = Elnkl = wk R""Wk

Obtenemos finalmente para el caso de una variable aleatoria discreta (para el caso de una
variable continua es necesario evaluar una integral) que la funcién de coste se expresa como,
(5.1.3.3)

M M- P 0'34'0',2
P I(W u et ))

Donde M es la dimensién del alfabeto y el conjunto {p;} constituye la probabilidad de los
centroides de la constelacién: Representamos en la siguiente figura la funcién de coste en
términos de o2. Obsérvese su valor decreciente para varianzas de ruido sucesivamente

menores.
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Figura 5.1.3.1: Comportamiento de la funci6n de coste de la ecuacién 5.1.3.3 en
funci6n de la potencia de ruido. Obsérvese como un decrecimiento de la funcién de
coste conlleva una disminucién de la potencia de ruido.

5.1.4 Gradiente de J,. Propiedades

La optimizacion de la funci6n de coste propuesta se realizard igualmente con técnicas de
gradiente. Veremos también en este apartado algunas relaciones importantes con respecto a
la funcién de regeneracion bajo esta funcién de coste, como por ejemplo c6mo se expressa
el vector 6ptimo de coeficientes en analogia a la solucién de Wiener. Calculamos el
gradiente con respecto al vector de coeficientes hermitico,

(5.1.4.1)
r -‘z'-aﬂz/dz(z -ak .
J E 4 E R —_n’
w2 = ;,lf E e‘f‘t‘“&f 7 }li‘ 2 r,% 2k ak)(zk ak) Yy
donde definimos €l siguiente conjunto anélogo de funciones qz,
(5.1.4.2)
olamal/ol Ju-af/o!
q(zbag)”‘—_'le/; © QZ(Zk,ak)z"e—:r"__‘;‘ii'ﬁ?
Eye*™%l/% E, 2 %l/%
con las siguiente propiedad aniloga,
(5.1.4.3)

Eyq(zi.at)=1 & E, q;(z.0,)=1
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Tenemos ahora que la evaluacién de las funciones qa, no se hace en el eje estadfstico sino
en el eje temporal y son por tanto sensibles a la distribucién de probabilidad real a la salida
del filtro. Es decir, las funciones q,(,) se encuentran ahora normalizadas no respecto a la
esperanza de la variable aleatoria a’, sino con respecto a la esperanza de la variable aleatoria
real que tenemos a la salida del sistema. Esta definicion presenta mayor robustez que en la
primera funcién de coste puesto que el denominador de qs(,) es directamente expresable en
términos de la densidad de probabilidad estimada para la variable z, como destacamos en la
siguiente ecuacién,

(5.1.4.4)
#e-]z.—a,]’/a}

%(2a)= 'i7(zk =ay)

A diferencia de lo que ocurria en la primera funcién de coste, donde opcionalmente se
permitia la actualizacién del pardmetro oy, tal procedimiento carece de sentido en este
contexto puesto que ¢l significado de 6, no es el de una varianza de ruido, sino el de un
pardmetro de resolucién en la estimacién de una densidad de probabilidad. En su lugar,
deben actualizarse las funciones qa(,), las cuales dependen de la estadistica de la salida zy.
Las funciones de calidad para la primera funcién de coste eran en cambio fijas y
precalculables. También se define ahora un error generalizado en funcién del cual se expresa
el gradiente de la funcién de coste de la ecuacién 5.1.4.1,

(5.1.4.5)
def ’ ’ e
&2x = Ex(u-at)p2(z.a) = V‘.,;lJz = :,],!'Er,sz,kr &

Observemos la similitud formal con la primera funcién de coste. donde ahora el error
generalizado sf que es funcién de las propiedades estimadas de cada centroide. Podemos
definir igualmente una funcién de regeneracién de referencia como,

(5.1.4.6)

~ af s ’
yy = Euaiay(z,0¢)

Debido a que con la segunda funcién de coste nos ha sido posible definir una funcién
q2(,), propiedades andlogas a las deducidas en la seccién 4.3 en relacién a la funcién de
regeneracion siguen siendo aplicables. Su demostracién sigue idénticas lineas. Tomemos la
expresi6n del gradiente de la ecuaci6n 5.1.4.1 e igualémoslo a cero para que se cumpla la
condici6n de minimo, '

(5.1.4.7)
Ea;Er,‘h(Zk-al'c)(Zk —aI’:)‘rk =0 = E;E. q (Zk'al’:)zlzrk = Ea;Er,q2(zk’aI,:)aI:.rk ‘

-590.



Capitulo V Segunda Funcidn de Coste

Sustituyamos ahora z, por wiHry en el lado izquierdo de la ecuaci6n, al mismo tiempo que

expresamos el lado derecho en términos de la referencia regenerada 4, x,
(5.1.4.8)

H _ [X
E,E., 92 (e, a4 ook Wy = E, 34Ty

Finalmente, aislamos el vector de coeficientes wy mediante inversién de la matriz del lado
izquierdo de la ecuaci6n anterior,
(5.1.4.9)

-1 .
_ H A% - -1 Ak
W= [Ea; E. q, (z.a; )l'kl'k ] E v, =R E 85,1,

Nétese 1a gran similitud que presenta dicha ecuacién con la solucién de Wiener. Hemos
definido una matriz de "pseudo-correlacién” de los datos, R con tilde, donde cada
producto diddico del vector de datos ry, ryriH, aparece afectado for un factor de peso

- (definido positivo ya que se expresa como una esperanza de la funcién qy(,) también
definida positiva) funcién de la salida del filtro zx y de la distribucién que deseamos

recuperar, a’y,

i il (5.1.4.10)
R, = Er,g(zk)rkrlfl v Gz)= Ea;q2(zk’allc)¢1

¢(z)=z0

Andlogamente se cumple la propiedad de conservacién de la fase de la funcién de
regeneracion, la cual ya deducimos para la primera funcién de coste en la ecuaci6én 4.3.23.
Tomemos la ecuacién 5.1.4.7 y multipliquemos a ambos lados por el hermitico del vector
de coeficientes,

(5.1.4.11)
'\, % H s H
E; Er,q2(zkvak)zkwk ry=E,; Er,QZ(Zk’al'c)ak Wi Ty

sustituyendo en ambos lados el factor wiHry por z; y expresando el lado derecho en
términos de la referencia regenerada, llagamos a la ecuaci6én de conservacitn de la fase para
la segunda funci6n de coste,
(5.1.4.12)
E.{ (Zk )lzk|2 =k, Gypt = Im{Er,a;J:zk} =0

donde a diferencia de la primera funcién de coste aparece ahora el factor de peso (definido
positivo) presente en la funcién de pseudo-correlacion. Hemos visto en la ecuacién 5.1.4.9
que el vector de coeficientes puede expresarse en términos de una matriz de pseudo-
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correlacién de los datos. Como vimos en el estudio de la primera funcién de coste en el
capitulo 4, existe una forma alternativa para expresar el vector de coeficientes: en funcién de
la matriz de correlacién del ruido de entrada. En el siguiente apartado llegaremos a una

solucién de este tipo.

5.1.4.1 Version alternativa del vector de coeficientes

Consideremos ahora el gradiente de la funcién de coste desde otro punto de vista a
semejanza de como se realizo la primera deduccién del vector de coeficientes para la primera
funcién de coste en la seccién 4.3. Previamente al cdlculo del gradiente, expresemos la
segunda funcién de coste en términos de la funcién de densidad de probabilidad del ruido
Gausiano a la salida del sistema como,

(5.1.4.1.1)

g -aift o2 -w"’Sa«&-w"n»a'zo‘,2
JZ:"Ea;lnEz,;{;xfe fo-af /o] =“Ea;lﬂE.,.n,;#el Syt n, *l/

donde hemos sustituido la expresién de zx por su valor en funcién del modelo de varias
fuentes. Utilizando la propiedad del intercambio de convoluciones descrita en el apéndice
8.1, podemos eliminar la esperanza sobre el vector ny mediante modificacién de la no-

linealidad,
(5.1.4.1.2)

Jy=-EzhnE, (;é.e‘lx-a;lz [, Pn( x))’ . Py (2)= 2 e-lxlzld.’.l

x=wiS,a, Ou=wi Ry
donde la no-linealidad se expresa ahora como la convolucién de la Gausiana con la funcién
de densidad del ruido a Ia salida del sistema y evaluada en la variable aleatoria zy a la que se
le ha sustraido el término de ruido. Llamésmosla z2=wHS;ay. Mediante Ry, denotamos la
matriz de correlacién del ruido de entrada. Por analogia con la suma de dos variables
al::atorias sabemos que la convolucién de dos Gaussianas debe dar otra Gaussiana, cuyo
momento de segundo orden es igual a la suma de momentos (o potencias) de las dos

Gaussianas individuales. Por lo tanto podemos expresar la funcién de coste como,
v (5.1.4.1.3)

Jy==E;In E,tme'“ ll (""“’5)! conti, = ~Es1n¥(ai)

o’i”';’ Ruw,
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donde definimos la funcién y(.) para simplificar la notacién. A partir de la ecuacion
anterior y teniendo en cuenta las reglas de derivaci6n ya expuestas en capitulos anteriores
(sobre la derivaci6n de funciones no-analiticas), el gradiente anterior se puede formular de la

siguiente forma,

(5.1.4.1.4)
- -1, 2~ ¢~ —lz:-a;r/(o,z+of,)
Vapla=—Eq¥™ £, { ENEY Z('az_azl_’ ';((EJL’S"a"}e
Agrupando términos llegamos a,
(5.1.4.1.5)
= %0 alz+alzv .'a;z a 2\
V';pll = .'W _‘ d / {( I;‘:%JRMWV"(Z:‘ —ak) Skak}

Igualando la expresién ;mterior del gradiente a cero llegamos finalmente a una expresién
para'el vector de coeficientes wy que minimiza el criterio,
(5.1.4.1.6)
E,,w-'.s.,e'l‘:“‘r /("z"z)iz: &) s .
S 2 Py

=R;!S,a,

w,=R.S;

Obteniendo una expresién para el vector de coeficientes con la misma estructura a la que
llegabamos para la primera funcién de coste.

5.1.5 Estimacién del gradiente de J,.

En la primera funci6n de coste se realizaba una estimaci6n del gradiente en base a tomar el
valor instantdneo de la no-linealidad correspondiente. En cambio, la evaluacién del gradiente
de J2 requiere un mayor esfuerzo por el hecho de tratarse inherentemente de una linealidad
con memoria, es decir, si reproducimos a continuacién la ecuacién 5.1.4.1,

(5.1.5.1)
E, ¢lemail/el (ze-a})'r,
E e te-dl/a

Ty

Voali=kE; = =4 E,E, 0,(2.a )z - %) ry

observamos como la esperanza con respecto a los datos es absolutamente necesaria para
evaluar no tan sélo la funcién q2(zk,ax) sino también la esperanza del triple producto de
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q2(zx,ax) con el error zx-ax conjugado y el vector de datos ri. El procedimiento que
utilizaremos ser4 estimar por separado los términos del numerador y del denominador del
cociente de la ecuacién anterior. La divisién del término vectorial del numerador y del
término escalar del denominador nos proporcionard una estimacién del error generalizado.
Realizaremos la estimacién mediante un factor de olvido o alisado de una no-linealidad en
los datos tal como sigue. Sean vy y 8 las estimaciones del numerador y del denominador,

respectivamente. Entonces,
(5.1.5.2)

() == po(@)+ Ny | o ) wilai)
- -a'z W:’ - : a; ’
Syn(ar) = (1-B),(ap) + Be =il /o 5e(a1)

El valor 1/B nos determinar4 la longitud de la ventana temporal equivalente utilizada para
implementar la estimacién de la esperanza estadistica con respecto a los datos rx. Aunque
existen sin duda mejores estimadores de los términos vk y 8k, estos presentan un coste
computacional menor. Podria haberse procedido mediante una suma de L términos de la no-
linealidad para cada iteracién, no obstante, el coste computacibnal para obtener una
estimacién fiable es desorbitante. Téngase en cuenta que en el célculo de estos términos se
encuentra implicita la evaluacién de densidades de probabilidad, por lo cual la longitud de la
ventana temporal equivalente utilizada para la estimacién dependerd del nimero de
centroides de 1a constelacién. Es decir, para una constelacién de M simbolos, necesitaremos
una ventana de longitud aproximadamente 100M para que cada uno de los simbolos se de
por promedio 100 veces (supuestos éstos equiprobables). Esto nos fija el factor g a 1/100M.
Témese el ejemplo de ecualizacién de una QPSK con L=400, o de decorrelacién de dos
sefiales QPSK con L=100*4*4=1600. Evidentemente, un cdlculo directo es inviable. En el
caso de que los simbolos no sean equiprobables, postulamos un factor B igual a,

(5.1.5.3)

_ min{p(a,,),l <ks M}
A= 100

Es decir, forzamos que el simbolo menos probable se dé 100 veces en promedio. Un
efecto lateral de la estimacién propuesta del gradiente es que para una iteracién no utilizamos
el valor actual del vector de coeficientes para todos los términos de la ventana temporal
equivalente, sino que se utilizan valores pasados debido al promediado exponencial. Para
ser absolutamente rigurosos, deberian recalcularse todas las salidas zy dentro de la ventana
temporal mediante el vector de coeficientes actual, wy y re-evaluar el cociente. Si el paso de
actualizaci6n de los coeficientes es suficientemente pequefio, podemos considerar el
promediado exponencial anterior como una aproximacién suficientemente buena. Este efecto
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lateral es mayor durante el perfodo de adquisicién, en que el vector de coeficientes va
variando. En convergencia, y suponiendo condiciones estacionarias, este efecto no es tan
grave puesto que la solucién del criterio es una vector de coeficientes invariante en el
tiempo. Este algoritmo de estimaci6n del gradiente se ha validado en las simulaciones
incluso para valores relativamente elevados del paso de actualizacién de los coeficientes,
obteniendo buenos resultados. Con lo cual, podemos afirmar que éste serd un efecto de

segundo orden.

La eleccién del pardmetro varianza o; también revieste cierta importancia debido a su efecto
sobre los minimos de la funcién de coste. En efecto, supongamos que deseamos ecualizar
una sefial duobinaria con funcién de densidad de probabilidad p(ax) =
d(ax+1)/4+5(ay)/2+5(ax-1)/4. Para una distribucién discreta, el pardmetro o nos controla la
anchura de la ventana utilizada para estimar las probabilidades de cada centroide. Conviene
establecer un limite mdximo de esta anchura, puesto que pueden darse casos en que la
distribucién real "engaiie” a la funcién de coste.

05
; 05 H T

045 P71 SOOI SNSRIV SUROIIOY IO AU brreeied

o4 04

Figura 5.1.5.1: Representacién de las ventanas utilizadas en la segunda funcién de
coste para la estimaci6n de las probabilidades de los centroides, Obsérvese en Ia de ia
izquierda (pardmetro o2=1) como para un vector de coeficientes nulo, las
probabilidades estimadas para cada centroide son aproximadamente igual a las del
sistema duobinario, puesto que para una salida nula (funcién de densidad de masa
unitaria en el origen), la delta correspondiente coincide aproximadamente con la mitad
de la amplitud mixima de las Gausianas centradas en +1 y -1. Parece asf como si
efectivamente se diesen dichos centroides. En cambio, aumentando la resolucién de las

ventanas (derecha, con pardmetro 6,2=1/3 ), eliminamos este efecto al situar las deltas
en las colas del resto de las gausianas excepto la de interés. Para un funcionamento
correcto del algoritmo conviene utilizar ventanas lo m4s disjuntas posible.

En efecto supongamos un caso como el representado en la figura 5.1.5.1.a donde el vector
de coeficientes del ecualizador se mueve alrededor de la solucién trivial cero. Debido a la
anchura de las ventanas, se estima una probabilidad no despreciable para los centroides +1 y
-1, siendo la méxima probabilidad estimada la correspondiente al centroide cero, puesto que
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una fraccién no despreciable de las muestras cae en los limites de resolucién de la ventana.
Por consiguiente, la distribucién que "ve" la funcién de coste es bastante parecida a la
distribucién objetivo de una sefial duobinaria y aparece un minimo local al que se engancha
el ecualizador. Resulta conveniente entonces reducir el pardmetro o, para evitar este efecto.
En algunas pruebas realizadas hemos observado que para oy=1, el ecualizador se engancha a
la solucién wy=0, mientras que si ponemos o;2=1/3 conseguimos ecualizar la sefial,
eliminando el car4cter de minimo que tenfa la solucién wy=0.

5.2 Funcion de Coste Extendida

En las funciones de coste que se han propueso hasta el momento, el objetivo primordial ha
sido forzar la distribucién de una variable aleatoria escalar a la salida de un filtro adaptativo.
En un caso mds general conviene estudiar cémo se puede forzar la funcién de distribucién
conjunta de varias variables aleatorias. Existen ciertas aplicaciones donde la disponibilidad
de funciones de coste basadas en este criterio pueden resultar de utilidad:

- Ecualizaci6n ciega de sefiales utilizando informacién sobre la codificacién de los
datos: En este caso, y suponiendo que no se haya realizado un ‘scrambling' de los
sfmbolos, la codificacién se manifiesta como una dependencia estadistica precisa
entre sfmbolos cercanos. Resulta especialmente adecuado para datos codificados
convolucionalmente o en esquemas de codificacién correlativa (caso duobinario).

- Decorrelaci6n de sefiales en sistemas de comunicacién multiusuario : En este caso, y
conociendo la estadistica de las sefiales, nos interesa recuperar los simbolos
transmitidos por cada usuario, eliminando la interferencia de multiple acceso
(Capitulo III) provocada por la presencia de usuario simultdneos en el canal. El
criterio que se aplica es el de forzar la distribucién conjunta de todos los usuarios a la
salida de una matriz de decorrelaci6n.

Podemos aplicar la filosoffa de la distribucién conjunta a cualquiera de las dos funciones de
coste hasta ahora propuestas. En lo sucesivo consideraremos solamente la segunda, J,. Los
resultados que se obtienen considerando la primera son totalmente ar:logos. Supondremos
el modelo usual de datos y un filtro adaptativo para recuperar la sefiai distribucién conjunta
deseada. La obtenci6n de la salida del filtro en instantes diferentes se calcula mediante la
organizacién de los datos de entrada en una matriz de datos Xy definida como sigue,

(5.2.1)
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T H — wl —wl*
I, =W [rk"“’rk-N+l]_wkxk = zl:_kak

Supongamos la segunda funci6én de coste donde la evaluacién se realiza sobre una funcién

de distribuci6n conjunta.
(5.2.2)

R
= ~(ze-2) R (ze-ag) _ - -ll'-a'":"
J,=-E;InE, 2R ¢ =-E,InE, ?J_a T

donde utilizamos una parametrizacién del ruido segin la matriz de correlacién R;. Bajo la
hipétesis de ruido incorrelado la funcién de coste se reduce a,
(5.2.3)
R,=0/l = J,=-E,InE, We""““';/ g ~E,; np, (a})

Las prestaciones depencierén de cuén cercana sea la parametrizacién de la matriz del ruido a
a real. En cualquier caso, cuando la norma de dicha matriz tienda a cero obtenemos una
estimacién no polarizada de la funcién de densidad. La funcién Gausiana en este contexto
realiza una estimacién de la densidad de probabilidad de cada uno de los centroides de la
constelacién. A fin de hallar una expresién para el error generalizado en el caso extendido,
calculamos el gradiente de la funcién de coste respecto al hermitico del vector de
coeficientes,

(5.2.4)

N 2 ’ i N a ’ i»
Vo pha= —;1',- E, (Z.-:ﬁﬁ"m Py, (22 )wazk + z.'=179£1‘-m Py, (3% )V':,z,, )

Ahora bien, el segundo sumando es cero puesto que la salida conjugada no depende del
hermitico del vector de coeficientes. Por consiguiente,
(5.2.5)

"lz:_‘;'z/o}z i siY*

N Exe g —al ) r,; N ; \*

Vvvf‘lz =--§,’E'5 z,’=1 = b, ((al;‘) k) = =—-#E‘; z‘iﬂ Ex,Qz(zk'a;c)(Z;:"a?) Ti-is
'

Finalmente, intercambiando esperanza y sumatorio, llegamos a la siguiente expresién para
el gradiente de la funci6n de coste. Definiendo el vector error e'y=z-a'y,
(5.2.6)
’ N i ol * ’ ”*
V,;b’z = "7,1,!'5'.; Ex,q, (2. 3% )2i=l (Zk —a ) Fpoiv1 = '"é.!' E.;Ex,Qz(Zk’ak )X}

Intercambiando esperanzas, llegamos a la expresi6n del vector de error generalizado g5,
(5.2.7)
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def ’ ’ -
€k = Ea;qZ(zk'ak)ek = Vw;lfz =‘1,13'Ex,xk92.k

Igualmente podemos postular una regeneracién de referencia obtenida como,

(5.2.8)

a &ef ’ ’
a = Ea;qZ(zk'ak)ak

Observamos pues que al introducir la informacién disponible sobre la codificacién de los
simbolos, llegamos simplemente a versiones vectoriales de las ecuaciones ya deducidas. El
hecho de considerar la nueva funcién de coste no ha variado nada, podemos definir
igualmente un error generalizado y una funci6én de regeneracién de referencia y expresar el
gradiente de la funci6n de coste como la correlacin entre este error y la matriz de datos de
" entrada. Al considerar la funcién de distribucién conjunta simplemente afiadimos robustez al
algoritmo. La codificacién de los simbolos reduce el nﬂmero de secuencias posibles que se
transmiten, es decir, existe un conjunto de 'palabras c6digo’ o vectores de simbolos
permitidos y un conjunto complementario de 'palabras error’ 0 no permitidas. Si por efecto
del ruido, la palabra més cercana es una palabra error, al utilizar una funcién de coste
marginal (sobre una sola muestra), realizariamos la actualizaci6n del vector de coeficientes
de forma err6nea. En cambio, utilizando la distribucién conjunta, detectariamos la poca
fiabilidad de la muestra y la actualizaci6n se realizaria de una forma m4s conservadora. Se
regeneraria una referencia en funcién de las palabras c6digo mas cercanas en norma
Euclidea scgiin la ecuacién 5.2.3. De disponer de informaci6n sobre la correlaci6n real del
ruido, deberfamos sustituir 1a norma Euclidea por la distancia de Mahalanobis, o en la
norma de la inversa de la matriz de correlaci6n del ruido R;.

5.2.1 Aplicacion de las funciones q y qz a deteccién

El hecho de utilizar las funciones q y qz en la regeneracién de la referencia nos permite
definir un algoritmo de deteccién (Bayesiano) mediante maximizaci6én de q(zy,a'y) sobre la

distribucién a'y de,
(5.2.1.1)
a = arg.rglax{qz(z,,,a;t)} = arg.?ﬂn{- Ing,(z.a; )}

Dada la secuencia z, ésta nos induce un conjunto de, llamémosle métricas, a cada valor
posible de la distribucién deseada. Decidimos un simbolo como aquel que lleva asociada la
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menor métrica, 0 menos logaritmo de la funcién qy. Podemos ver que éste representa un
algoritmo de detecci6n totalmente ‘'soft', puesto que no se realiza cuantificacién de los datos
de entrada. Si las sefiales han sido codificadas, el mismo algoritmo realizar4 directamente la
decodificacién. Es decir, si suponemos que una secuencia original de informaci6n, by, se
ha mapeado sobre la secuencia de canal ay, el proceso de decodificacién consiste en el

mapeado inverso,
(5.2.1.2)

a b, o b= arggxax{qz(zk,a;(bk ))}

Una forma menos robusta que en 5.2.8 de regenerar la referencia pero computacionalmente
ma4s eficiente consistirfa en utilizar aquella secuencia de canal asociada al by decodificado.

5.2.2 Codificacion Correlativa. El Sistema Duobinario.

Un ejemplo clésico de correlacién correlativa es el sistema duobinario, ampliamente
utilizado en comunicaciones espaciales. En este sistema se introduce interferencia
intersimbélica controlada en el modulador. Este método posibilita la reduccién del ancho de
banda necesario del canal a transmitir (intuitivamente resulta f4cil de ver puesto que la sefial
ya no es tan "blanca"). Es decir, dada una secuencia de simbolos a(n), se genera una
secuencia codificada c(n) mediante un filtrado lineal previo a la conformacién de pulso de la
siguiente forma,

(5.2.2.1)
e(m) =Y, a(lheln=k) = almpehee(n) = s(O)=3 . _c(k)p(t-kT,)

donde hcc(n) constituye la respuesta impulsional del codificador correlativo y s(t) la sefial
en tiempo continuo emitida por el modulador. p(t) y T; constituyen el pulso conformador y
el tiempo de simbolo, respectivamente.

Si consideramos el espectro de la secuencia a(n), que suponemos blanco bajo la hip6tesis
de simbolos incorrelados, el espectro de la secuencia c(n) aperece coloreado por el efecto de
filtrado. Es decir, habremos reducido el nivel de potencia de la seiial s(t) en la banda alta de
frecuencias, o equivalentemente, evitamos transiciones bruscas o variaciones de fase rdpidas
de la seiial temporal s(t), contribuyendo a una reduccién del ancho de banda efectivo. La
reduccioén se justifica intuitivamente por la densidad de transiciones por cero de la sefial
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codificada. Un caso particular viene ilustrado por el sistema duobinario donde se utiliza un
filtro sumador Hc(z1) = (14+z-1)/2 La constelacién resultante aperece en la figura 5.2.2.1.

Im{a,} A [

.0 C).§ O%‘
oF O-l- o7 Re{a,} ot c,%_ o7 ay
o% (l)% .,
@ ®

Figura 5.2.2.1: Representacién de las constelaciones del sistema duobinario con las
probabilidades de cada centroide. (a) constelacién de un sfmbolo (b) constelacién de dos
sfmbolos, con un total de siete centroides. Podemos observar en esta constelacién
como aparecen dos centroides prohibidos debido a que no se permiten transiciones de
sfmbolos de alta frecuencia (las parejas [1,-1] y [-1,11), reduciendo as{ el ancho de
banda.

5.2.3 Aplicacion a la Decorrelacion de Seiiales

En este tipo de aplicacién forzamos tambien la distribucién conjunta de una variable
aleatoria vectorial. A diferencia de la aplicacién en codificacién, cada una de las seiales
resultantes, se obtiene a partir de un vector de coeficientes diferente. En el caso anterior, se
obtenfa mediante un vector de datos diferente (desplazado), o andlogamente mediante
vectores de coeficientes desplazados entre si. Por tanto, aquf deberemos realizar el gradiente
con respecto a una matriz de coeficientes. [Caso particular de separacién de sefiales en fase
quadratura o por diversidad de polarizaci6n en antenas, equivalente a ecualizacién de una
sefial QPSK]. Veremos que las ecuaciones no varfan sustancialmente rspecto al caso de la
codificacién. En esta aplicacién obtendremos un vector de errores generalizados,
correspondiente a cada una de las componentes del vector de sefial. Comparemos a
continuacién como se obtiene el vector de salidas en ambos casos, codificacién (izquierda) y
decorrelacién o separacién (derecha),

(5.23.1)

T_wiy — H —whH
7 =w; X, =W(w,)'r, & z,=W/r,

donde las columnas de la matriz Wy constituyen los filtros con que se recupera cada uno de
los ususarios. Vemos pués, que el caso de la codificacién puede plantearse como un caso
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particular de la decorrelacién/separacién, donde la matriz Wy aparece parametrizada
linealmentre mediante un vector de coeficientes wy. Naturalmente, es necesario conocer la
estadistica de las sefiales. En la funcién de coste podemos ver como aparecen productos
cruzados entre las sefiales. Si se llega a la condicién de independencia vemos que podemos
linealizar la funcién de coste, es decir forzamos la anulacién de los coeficientes (cumulantes)
cruzados en todos los ordenes del desarrollo respecto el pardmetro -1/(cy)?, segin la

descomposicién presentada

(5.2.3.2)
A2
Jy=~EgE, b cibld __ponE, T 4 la-aif/e
N Aol o? N ~ld-aff [a?
- —E.; In Hi:l EZ‘ —’i;lye ld a" / = —2,’:1 Ea"f In Ez‘ ’;}{e l “'r/
Es decir,

(5.2.3.3)

Jof g \iteti ibactiy "

Jo=-Egn), ; ’rl"r., e (O w(ak)(;;}‘) = "Z;, ..... N T‘iz';’(}'}) Egcum, . ﬂzk -a,‘ﬂ2

En el caso de cumplirse la independencia tendremos que en funcién de la delta de
Kronecker, los coeficientes de la expansi6n anterior cumplen la siguiente igualdad,
(5.2.3.4)

.....

Evidentemente, en un caso general no podremos asegurar que pueda llegarse a la
independencia mutua entre todas las salidas, debido a que el ruido presenta correlacién no
nula entre ellas. De hecho, tal condicién no queda garantizado en el caso de decorrelacién de
sefiales CDMA. Por consiguiente, aparecerdn términos cruzados no nulos, aunque su
contribucién se verd minimizada.

Calculando el gradiente con respecto a la matriz de coeficientes hermitica llegamos a,

(5.2.3.5)

def
= — H
82',, = E.;qz(zk,ai)ei = Vw:,.lz -——}’?-E,'r,,ez‘k

Calculemos a continuacién el gradiente de la funcién de coste,
(5.2.3.6)

N - ’ i
Vuph = (A0 ok g

donde el término conjugado es nulo por definicién de la arquitectura. Podemos expresar

entonces el gradiente de la arquitectura segiin,
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(5.2.3.7)
7 =nTWlir, = tr(Wfrkn,-T) = Vyuz= I
Sustituyendo en la ecuacién 5.2.3.6, llegamos a,
(5.2.3.8)
, N : ,i\* T ’ +H
Vonda= "‘;,lg'Ea; Er,qZ(zkvak)zizl(z;: - ak') Nm = "1,12"5.; E, q(z;. 8} )ree;
donde hemos definido el siguiente error,
(5.2.3.9)
def N . \*
€ = i=1(2;‘ 'ak') T

Definiendo el error generalizado asociado, llegamos a la expresién deseada del gradiente,

(5.2.3.10)
def Vo H
€26 = E-;qZ(zkrak)ek = Vw;sz ="g;'Er,l‘k€k

Vemos entonces que en la situacién de equilibrio, el vector de errores generalizados debe
estar completamente incorrelado con los datos.

5.2.4 Aceleracion de la Convergencia

Hemos observado en las simulaciones que la velocidad de convergencia de la ségunda
funcién de coste depende en gran medida de la potencia relativa de las sefiales interferentes
con respecto a la deseada. La utilizacién de pasos de actualizacién elevados para acelerar la
convergencia provoca muchas veces la captura del vector de coeficientes a soluciones no
deseadas, parecidas no obstante a la distribuci6n perseguida. El margen de rechazo de las
sefiales interferentes se ve asf reducido. Se recomienda pués utilizar pasos de actualizacién
més pequefios, puesto que asi garantizamos una implementacién temporal més exacta de los
operadores esperanza (recuérdese que por razones de implementacién se ha cambiado
ligeramente la formulacién de 1a funcién de coste). El margen de rechazo de las interferentes

se ve asf mejorado.

Una técnica harto conocida de aceleracion consiste en premultiplicar el vector de datos por
una matriz de filtrado dependiente de los datos. Podemos visualizar cada una de las sefiales
concurrentes en el vector de datos, como modos o resonancias, de tal forma que los modos
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menos potentes se hallan asociados a velocidades de convergencia mds lentas. Si se
construye la matriz de autocorrelacién del vector de datos, su espectro de autovalores y por
consiguiente su dispersién determinaré la velocidad de convergencia del algoritmo. El
procedimiento utilizado normalmente consiste en ecualizar el vector de datos mediante la raiz
cuadrada de la inversa de la matriz de autocorrelacién. De este modo, normalizamos la
potencia de todas las sefiales presentes en el registro de datos. Este filtrado previo es
equivalente a variar la topologia del minimo de la funcién de coste. Una gran dispersién de
autovalores se asocia a curvas de nivel de elevada excentricidad (aunque no podemos en
principio asegurar que sean hiperelipsoides debido al acusado caracter no-lineal de la
funcién de coste), mientras que una dispersién nula se manifiesta como curvas de nivel
hiperesfericas. En este segundo caso, el gradiente apunta siempre en la direccién del minimo
de la funcién de coste y la convergencia mejora apreciablemente.

El procedimiento mediante el cual se calcula la matriz de pre-filtrado o de decorrelacién de
los datos, se basa en la descomposicién de la matriz de autocorrelacién en factores de
Cholesky. El célculo asociado a las técnicas de aceleracién de convergencia requiere
normalmente un volimen de operaciones mayor que en algoritmos del tipo LMS. Un factor
adicional a tener en cuenta en la evaluacién de un algoritmo no consiste tan solo en la calidad
de la sefial conseguida sino también en el nimero total de operaciones neceario para obtener
dicha calidad.
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5.3 Resumen del Algoritmo de Referencia Estadistica.
Segunda Funcion de Coste.

En la seccién 5.1.4 hemos planteado la estimacion del gradiente respecto a los coeficientes
del filtro wy del algoritmo de referencia estadistica basado en la segunda funci6n de coste. A
modo de resumen presentamos el grifico de la figura 5.3.1 donde aparece el procedimiento
completo. Obsérvese que hemos sustituido la actualizacién opcional del pardmetro 6 por la
estimaci6n obligatoria de las funciones de calidad q,(,) en cada iteracién del algoritmo, dado
que su comportamiento va a depender de cual sea la estadistica de la salida del filtro, z.

Gradiente de los
/’_ coeficientes

1;

1 W;

N

a; = E;a19:(4 ap)

Cilculo del error generalizado

l"‘t""alzl o’
gl 2
-} -a 4
E“eI i/

\ Ciélculo de 1a funci6n

de calidad

9 ly,q ;=

Figura 5.3.1: Algoritmo de Referencia Estadfstica . Segunda Funcién de Coste.
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Capitulo VI Arguitecturgs de Ecualizacién

6.1 Introduccion

En este capitulo nos ocuparemos de la definicién de diversas arquitecturas de ecualizacién
y de la deduccién de los algoritmos de actualizacién correspondientes. Para ello utilizaremos
bésicamente la primera funci6n de coste. El algoritmo de actualizacién corrrespondiente a
una de las arquitecturas aqui presentadas (ecualizador complejo no restringido) ya se ha
deducido en la seccién 5.1.4 para la segunda funcién de coste. Seguirfamos idéntico

procedimiento para el resto de arquitecturas.

En este apartado derivaremos las ecuaciones para la actualizacién de los coeficientes de un
ecualizador no restringido. Supondremos por tanto un modelo de sefial banda base complejo
y un modelo de canal también complejo. Suponemos que una secuencia de simbolos se
modula sobre un pulso de Nyquist p(t) y se transmite a través de un canal de respuesta
impulsional hc(t). La sefial recibida se expresa en tiempo continuo segiin la siguiente
igualdad,

(6.1.1)

re) = Yo ay(prh, )t - KT)+ n,(1)

donde n.(t) representa un proceso de ruido Gausiano aditivo. La sincronizacién con la
secuencia de simbolos asi como el error en la fase de la portadora se hallan implicitos en la
respuesta impulsional del canal, ya que pueden modelarse linealmente. La arquitectura de la
demodulaci6n se define en términos de un filtro lineal h4(t) que produce salidas diezmadas a
la velocidad de simbolo, tal que los estimandos de la secuencia se expresan segin la

siguiente ecuacién,
(6.1.2)

ay = (p*h, )t -kT)

Nétese que una operacién lineal sobre los datos de llegada es suficiente para resolver
efectos estacionarios como el error de sincronismo o la rotacién en la fase de la portadora.
Esta arquitectura también puede compensar errores de frecuencia sin necesidad de un NCO
(Number Controlled Oscillator™ ~iempre que la incertidumbre del Doppler sea mucho més
pequeiia que el ancho de banda u: la sefial. El error de sincronizacién puede corregirse con
un simple desplazamiento temporal del filtro h,(t). En una implementaci6n digital
suponemos que tomamos las muestras a la velocidad 1/T, siendo la sefial disponible
discreta con ry = r(kTs)‘.* El filtro h, se toma como un filtro FIR de N coeficientes. Por lo
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tanto, si agrupamos muestras sucesivas de la sefial de llegada en un vector: ry = [r(k),r(k-
1),...,r(k-Nc+1)]T, la sefial de llegada puede expresarse como la convolucién de la
secuencia de simbolos transmitidos ax con una secuencia vectorial h; que contiene las
muestras de la respuesta impulsional en el formato anteriormente definido parar,

(6.1.3)

i=4o00

r, = axh, +n, (k)= 2'____, ah, (k—i)+n,(k)

Los sfmbolos estimados se obtienen entonces mediante producto escalar con el vector de

coeficientes w (de h,),
(6.1.4)

dp= whry = awh,(0)+ ) awh, (k—i)+n,(k)

in0

El objetivo del filtro w es minimizar la potencia de los términos interferentes, ruido
Gausiano y convolutivo, para minimizar la probabilidad de error de bit de ax. Se desearfa
que w fuese ortogonal a todos los vectores {h.(i), i#0}, aunque esto raramente sucede
puesto que h; tiene longitud infinita. Los coeficientes de w se actualizan para minimizar la
funcién de coste.

A continuacién pasaremos a estudiar tres tipos de ecualizadores: el ecualizador complejo no
restringido, el ecualizador real no restringido y el ecualizador real restringido. Las
diferencias entre estos ecualizadores se encuentran en la arquitectura de sus coeficientes. El
algoritmo adaptativo que apliquemos ser4 el mismo en cualquier caso.

6.2 Ecualizador complejo no restringido

En este ecualizador permitimos que todos sus coeficientes sean complejos sin restriccién.
Aungque el coste computacional de filtrado es mayor que en las otras dos opciones, presenta
alguna ventaja en ciertos escenarios. Un posible problema que puede presentar un
demodulador digital basado en una estrategia de muestreo 'I-Q sampling’ (es decir, los
canales de fase y cuadratura se generan analégicamente, realizando a continuacién una
conversién analégica a digital en base a dos A/D) es la descompensacién de canales debido a
diferencias en los filtros analégicos. Tal efecto puede corregirse ecualizando cada canal con
filtros diferentes. Podemos absorber también 1a correccién de fase de la portadora en el
proceso de la ecualizaci6n, con lo cual un ecualizador complejo cumple ambas funciones.
Esto es posible puesto que la funcién de densidad de probabilidad deseada a la salida del
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filtro fuerza la posici6n de los centroides de la constelacién en unos puntos determinados.

Definimos la arquitectura del ecualizador w como,

(6.2.1)

—wH
Ye =W T,

siendo w un vector de coeficientes complejos. Utilizamos la funcién de coste anteriormente
descrita. Debido a consideraciones précticas, prescindimos del operador esperanza y
utilizamos la no-linealidad instantdnea para una actualizacién de coeficientes en base al
gradiente. Podemos desglosar entonces ¢l gradiente de la funcién de coste como el producto
de su derivada evaluada en la salida del filtro o error generalizado, por el gradiente de la

arquitectura, que en este caso es igual al vector de datos ry,
(6.2.2)

J .
VwH _lang ()’l:)=—(by—ln1’z. (yk)va”yk =-€ (yk)rk
k

Puesto que suponemos una modulacién lineal con una constelacién discreta, el error
generalizado se expresa como,
(6.2.3)

9()’1.-) =Y Eaipa, q(ykrai)
ieC

Pasemos a considerar la ecuacién de actualizacién de la no-linealidad. Segiin el modelo,
estamos considerando ruido Gausiano aditivo. Por tanto, el dinico pardmetro determinante
de la no-linealidad es la varianza de dicho ruido. El gradiente con respecto a la varianza al

cuadrado viene dado por,

(6.2.4)
-]z,-a;lz/a,’

- J
Vo';" ~lnp1} ()’k)="’Pz'l()’k)ao_2 pz, (yk) , pz,(yk)=Ea; %U,ze
4

Expreséndolo en términos de las funciones q(,) llegamos a la siguiente igualdad,
(6.2.5)

1 G2
V,,,z =§1.z,'(1 _#lek -ait2pajq(zk'ai)J=;f(l "?“)

ieC '

Siendo pues equivalente a un error normalizado entre la varianza estimada y el pardmetro
varianza. Vemos que en el 6ptimo se cumplir4 la igualdad entre varianzas. Como conclusién
importante cabe destacar que la ecuacion de actualizacién de la varianza es independiente de
la arquitectura del sistema adaptativo y depende simplemente de las funciones q(,). Al
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adaptar la funcién de coste misma en el algoritmo adaptativo debemos tener cuidado puesto
que puede cambiar la importancia relativa del paso de actualizacién que estemos utilizando.
En este caso, la actualizacién del pardmetro varianza conduce a un cambio de la curvatura de
la funcién de coste en el minimo. En el caso de relaciones sefial a ruido altas, el minimo es
muy picudo y una actualizacién de la varianza puede conducir a posibles divergencias del
algoritmo adaptativo. Resulta aconsejable normalizar el paso de actualizacién a la curvatura
de Ia funci6n de coste, ya sea premultiplicando por la inversa del Hessiano o por el método
mi4s sencillo de normalizarlo por la inversa de la varianza, 1/c,2.

Existen otros métodos alternativos al del gradiente para realizar la actualizacién del
pardmetro varianza. Consideremos la expresién deducida en la Seccién 4.2.4 para el célculo
del pardmetro varianza 6ptimo mediante igualaci6n a cero del gradiente de la funci6n de

coste,
X (6.2.6)
o} =Ela - aif q(z.a1)

Realizamos entonces la actualizacién mediante un factor de olvido pg de la siguiente forma,
(6.2.7)
n A /2 ,
of,m = (1 “‘#a)o':z.m +UaE,; ,Zk - akl (I(Zluak)

En el capitulo de simulaciones realizaremos algunas comparaciones con ambos métodos de
actualizaci6n.

6.3 Ecualizador real no restringido

En este tipo de ecualizador suponemos que no existen efectos de descompensacién de
canales fase-cuadratura y que por tanto los efectos del canal pueden corregirse con un
ecualizador real. No obstante, la correccién de la fase de la portadora no puede llevarse a
cabo a partir de un ecualizador real y deberemos introducir un fasor de rotacién. La
arquitectura del vector de coeficientes viene entonces dada por,

(6.3.1)

w=ePw, , w eRV

donde w;, es un vector de coeficientes reales. Procediendo como siempre, el gradiente de la
funcién de coste se expresa como el error generalizado por el gradiente con respecto a la

-64-



Capitulp VI Arquitecturas de Ecualizacion

arquitectura. En el caso actual, la arquitectura viene definida por el vector de pardmetros fase
de la portadora m4s coeficientes del ecualizador: [6,w,T]. Debemos tener en cuenta al
calcular el gradiente, que ahora tenemos que calcular la derivada de la funcién de coste con
respecto a yi y a su conjugado puesto que ahora el gradiente de las arquitecturas yi € yi*
son ambos no nulos. La aplicacién de la regla de la cadena nos conduce a,

(6.3.2)

J J :
S INARS FTAIN) P FOTPRIN)

Recurriendo a una propiedad de las funciones de densidad derivadas a partir de la suma de
una variable aleatoria m4s ruido Gausiano (aunque esta propiedad no es exclusiva de este
tipo de distribuciones) tenemos que,

(6.3.3)
) 3 ’
—Inp, (¥)= (—- Inp, )
i, ()= 202, ()
cumpliéndose idéntica relacién en el gradiente respecto a la arquitectura,
(6.3.4)
V% =(Vorn)
llegamos a una relacién coherente para la actualizacién de los pesos del ecualizador,
(6.3.5)

d
V"r ~hnp, ()’k) =2 Re{(g"m Py, (yk))vwfyk}
k

Idéntico proceso se sigue con relacién a la fase de la portadora, con lo cual las ecuaciones
de actualizacién se basan entonces en el siguiente gradiente,

Veo2 Re{ £ (% )[ejg:k ]}

lo cual es coherente puesto que las actualizaciones de la fase de la portadora y del
ecualizador deben ser ambos niimeros reales.

(6.3.3)
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6.4 Ecualizador real restringido.

En este tipo de ecualizador realizamos un mapeado de la estructura del ecualizador éptimo.
Es decir, suponemos el ecualizador formado por la concatenacién de dos: un ecualizador de
muestras y un ecualizador o decorrelador de simbolos. De este modo podemos implementar
ecualizadores de longitud igual a los anteriores pero reduciendo el nimero de pardmetros a
adaptar. Aunque los coeficientes del ecualizador de simbolos dependen de los del
ecualizador de muestras, al forzar un enventanado finito de los datos al implementar filtros
FIR, los supondremos independientes en el proceso de adaptacién. El célculo de los
coeficientes del ecualizador de simbolos es complejo ya que es necesario calcularlos como el
‘respuesta impulsional inversa de un filtro conocido. Suponiendo ecualizacién real, llegamos
a la siguiente definicién de la arquitectura, incluyendo la rotacién de la fase de la portadora,

(6.4.1)

= ,~i8T T_
ne=e"wXw , X -[rk-—N"'"'rk+N']

donde se ha definido la matriz de datos X como compuesta de bloques de datos de entrada
desplazados un simbolo entre si. La matriz abarca un total de N=2N'+1 sfmbolos. EI vector
w corresponde al ecualizador de muestras mientras que w, corresponde al ecualizador de
simbolos. N6tese que la arquitectura pasa a ser no-lineal en los coeficientes de ecualizacién.
Podemos llegar atin més lejos en la parametrizacién del ecualizador global imponiendo la
condicién de que w, sea un vector centro-simétrico. Es f4cil introducir dicha
parametrizacién a partir de la redefinicién de w; en base a una matriz de restricciones I1,

(6.4.2)
0001000
S 0010100
wo=Ivy o 0=ty 0001 0
1000001

que hemos representado esqueméticamente para un caso particular. La definicién final de la

arquitectura se convierte entonces en,
(6.4.4)

¥ =€ VI Xw,

En la misma linea que en la Seccién 6.3 y definiendo el vector de pardmetros como

[6,w;T,v,T] obtenemos la siguiente ecuacién de actualizaci6n,
(6.4.5)
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._j)'k
V=-2Re{e"(y,) e/°XNlv,
e 1T Xw,

en el caso que decidiésemos prescindir de la matriz de restriccién, simplemente es

necesario hacerla igual a la matriz unidad I.
6.5 Conformacion de haz y ecualizacién

~ En esta aplicacién se supone que realizamos conjuntamente la conformaci6n de haz en un
array seguida de ecualizacién. Implicitamente esto es equivalente a ecualizar ca:’.: uno de los
sensores con el mismo filtro. Tal estructura de ecualizacién resulta 6ptima para un array de
banda estrecha donde las interferencias s6lo presentan correlacién espacial pero no
temporal. Supondremos que la arquitectura de ecualizacién es cualquiera de las
anteriormente expuestas. Definamos primeramente la nueva notacién. Suponemos que el
snapshot de datos en el instante k viene dado por el vector ry, que el vector de conformacién
viene dado por el vector complejo (sin restricciones) wg y que la salida del conformador se

denota por cy, el ecualizador temporal se denota por w, y la salida final por yy,
(6.5.1)

I — wi = wH¥w® T_
G=W,Ty , B=w, = y=w,Xw, , X ~[l'k-N'v--wrk+N']

donde la matriz de datos X contiene los vectores de 2N'+1 snapshots consecutivos. En la
figura 6.5.1 representamos un esquema de la arquitectura.

W w,
Cr Ye

[-1T7

Figura 6.5.1: Estructura conjunta de conformacién de haz y ecualizacién de banda
estrecha. Todos los sensores se filtran por el mismo ecualizador.

A diferencia de lo que ocurria en ecualizacién de sensor Unico, no es necesario introducir
un pardmetro adicional para compensar la rotacién de fase de la portadora puesto que tal
correccifn se engloba en los coeficientes complejos no restringidos del conformador de haz.
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No se admiten restricciones en los coeficientes de w; a fin de tener absoluta libertad en la
cancelacion de interferencias. A continuacién calcularemos las ecuaciones de actualizacién
de los coeficientes para una arquitectura de ecualizacién general y particularizaremos para las
tres estructuras de ecualizacién temporal presentadas en apartados anteriores.

El gradiente respecto a los coeficientes espaciales se calcula sin mayores problemas a partir

de la ecuacién 6.5.1,
(6.5.2)

d . .
9 g =107, ()=~ 282, 00) [T == o

Es decir, la funci6n de coste impone en el 6ptimo incorrelacién entre el error generalizado y
el vector resultante de filtrar la sefial de cada sensor por el ecualizador temporal. El cdlculo
del gradiente en cuanto a los coeficientes del ecualizador presenta ya mayor dificultad al
tener en cuenta una estructura generalizada. Supongamos que los coeficientes temporales w;
dependen de un conjunto alternativo de pardmetros u, segin la relacién w, = w(uy).
Supondremos que ambos vectores w¢ e u; son vectores de nimeros reales puesto que el
caso complejo restringido no presenta mayor dificultad. El gradiente debe pues calcularse
respecto a este nuevo conjunto de pardmetros,

(6.5.3)

a d .
vu{ ~In pz. (yk)z *(Empz' (yk)JvﬂIYk —(3):;-}1) pz‘ (yk))v"lryk

=-2 Re{s‘(y,,)V“’,y,,}

Podemos escribir una ecuacién de caricter general que implementa un ecualizador
cuadrético en los coeficientes a semejanza de la ecuacién 6.4.1. Consideremos las muestras
de la seiial a la salida del conformador de haz, ¢, agrupadas en una matriz C, donde las
filas contiguas se encuentran desplazadas un simbolo entre si. Supongamos también dos
vectores de parimetros u; y u; que implementan en ecualizador de muestras y un
ecualizador de simbolos, respectivamente. Podemos entonces representar la salida yy de la
siguiente forma,

(6.5.4)

Ve = uganul

Donde II representa una posible matriz de restricciones en el caso que se desee imponer
centro-simetria en el ecualizador de simbolos (podriamos proceder andlogamente para el
vector u; considerando una segunda matriz de restriccién). Vemos facilmente que el caso
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general de un ecualizador de s6lo muestras se consigue particularizando el vector u; a un
escalar, procediendo igualmente con el vector u; para un ecualizador de s6lo simbolos. El
gradiente respecto a los coeficientes temporales queda finalmente expresado de forma

general como,
(6.5.5)

. C'u
Vr=-2 Re{e ( yk)[I'ITCuz ]}
1

La interpretacién de las ecuaciones de actualizacién puede realizarse con mayor claridad si
consideramos el caso del ecualizador complejo no restringido. Las ecuaciones de
actualizacién vienen representadas por,

(6.5.6)
w,(k+1)=w (k+1)+ p,€° (3, )Xw;

w,(k+1)=w,(k+1)+ p,e (3 )er:

Vemos pues que para la actualizacién de los pesos del conformador utilizamos los
snapshots filtrados por el ecualizador con lo cual aumentamos la calidad de los valores
incrementales al reducir la potencia de ruido en la ecuacién de actualizacién. Lo mismo
sucede en la actualizacién de los pesos del ecualizador temporal, se utilizan los datos
filtrados espacialmente, con lo cual el valor incremental presenta una mayor calidad. Esta
interdependencia funciona bien en seguimiento, aunque en adquisicién ocurren efectos de
enmascaramiento. El ecualizador no puede empezar a converger a menos que el
conformador no enfoque aproximadamente a la fuente deseada. No obstante se ha podido
demostrar en las simulaciones que el algoritmo acaba convergiendo. Puesto que la funcién
de coste es sensible a la estadistica de las sefiales y menos a su potencia, el demodulador
rechazard sefiales de estadistica diferente. Como por ejemplo fuentes espacialmente

localizadas de ruido Gausiano.
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Capitulo VII Simulaciones

7.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se han propuesto dos funciones de coste para sistemas
adaptativos basadas en el concepto de Referencia Estadistica. En este capitulo procederemos
a analizar las prestaciones de ambas en un conjunto de diferentes escenarios a fin de validar
los algoritmos propuestos. Consideraremos tres aplicaciones bdsicas en comunicaciones

digitales,

* Ecualizacién Ciega: se analizard el comportamiento de J y J, para diversas
condiciones de SNR y caracteristicas del canal de transmision.

* Conformacién de Haz: se analizar4 el comportamiento de J y J, para ecualizacién y
conformaci6n de haz conjunta.

* Decorrelacién adaptativa: se analizard el comportamiento de la funci6én de coste
extendida para J; en la decorrelacién (o separacién) de dos y tres usuarios que
comporten el mismo canal.

El comportamiento de los algoritmos de ecualizacién ciega depende de las caracteristicas
del canal por el que se ha transmitido la sefial recibida r(t) y de la estadistica de la sefial de
entrada al canal. Definiremos primero algunos canales tipicos utilizados en las simulaciones,
asf como pardmetros de interés a tener en cuenta en la eleccién de un canal determinado.
Como se vi6 anteriormente en el capftulo sobre decorrelacién de sefiales CDMA, la calidad
del sistema se mide en base a cuén correlados se encuentren los usuarios, o bien simbolos
cercanos en el caso dual de ecualizacién. La correlacién entre simbolos no determina
solamente el nivel de ruido qué se obtendr4 en la etapa de deteccién sino que también
repercute en la velocidad de convergencia de los algoritmos adaptativos (dispersién de
autovalores de la matriz de correlaci6n en el caso del LMS). Definiremos el pulso de canal
equivalente como aquel obtenido mediante convolucién de la respuesta impulsional del canal
con el pulso de conformacién del modulador, peq(n), asi como su secuencia de
autocorrelacion, req(n) (el equivalente escalar de la secuencia matricial R(n) definida en la
ecuacién 2.6.3.8). Dicha secuencia, muestreada a miiltiplos del tiempo de simbolo nos
cuantifica la extensién de la interferencia intersimbélica y por ende nos estima la dificultad
en ecualizar el canal asociado. Se considerardn dnicamente modelos de canal de tipo FIR,
aunque con una amplia casuistica en cuanto a sus diagramas polos-zeros. Consideraremos

los siguientes canales:
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(7.1.1)

+0.237127% —1.5868z™ - 0.4015z°% - 0.77072~°

los cuales representamos en la figura 7.1.1. Como puede observase en las gréficas, hy y h
se han escogido como filtros de fase minima (todos los ceros en el interior del circulo
unidad) y de fase no-mfnima (todos los ceros en el exterior del circulo unidad)
respectivamente. h3 y hg son ambos de fase mixta aunque realzan zonas distintas del
espectro. La interferencia intérsimb6lica abarca un margen de aproximadamente cinco

simbolos en la totalidad de los casos.

En todas la simulaciones hemos supuesto que en adquisicién no se disponia de
informacién sobre el sincronismo de las sefiales, realizando ésta de forma totalmente ciega.
Todos los experimentos se han basado en ecualizadores “fractionally-spaced” o
fraccionarios. Es decir, no se realiza una combinacién lineal de muestras a la salida del fiitro
adaptado, diezmadas a una tinica muestra por simbolo, sino que se toman todas las muestras
disponibles para estimar el simbolo recibido. La recuperacién de sincronismo deviene asi un
problema de ecualizaci6n. La disponibilidad de informacién lateral sobre el sincronismo
permitiria la implementacién de ecualizadores mds largos a un menor coste computacional
como ya se ha expuesto en el Capitulo V1.

hy(z'1) haz'l)
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W I
ha(z) haz'h)

Figura 7.1.1: En esta figura representamos los cuatro canales utilizados en las
simulaciones. Cada una de las representaciones est4 compuesta por cuatro gréficas: en
la primera aparecen las muestras de la respuesta impulsional del canal, en la segunda
representamos el diagrama de ceros (hemos supuesto modelos MA para los canales), en
la tercera representamos la funcién de autocorrelaci6én de la respuesta impulsional y
finalmente en la cuarta )a respuesta en frecuencia del canal.

En las simulaciones de decorr-!acién adaptativa supondremos un modelo de sefial
construido a partir de varios usuarios, cada uno de una estadistica conocida, y modulados
digitalmente sobre pulsos conformadores desconocidos. Es decir,

I'(k)= 2:;12::_"01)(”1)1"5(](_m'N::)"{'n(n) » Ly = wfrk

la seiial recibida se corresponde con una mezcla convolutiva de las secuencias de usuario
ap(k). El decorrelador se construye en base a una matriz rectangular Wy, la cual se adapta
mediante la segunda funcién de coste segiin el algoritmo expuesto en la seccién 5.2.3. La
sefial a la salida del decorrelador se obtiene mediante el producto de 1a hermitica de Wy con
el vector de datos rx. Suponemos la sefial r(k) perturbada mediante ruido Gausiano aditivo
n(n). Imponemos la restriccién de que todas las Ny, sefiales presenten el mismo periodo de

simbolo de Ngg muestras.
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7.2  Ecualizacién

i
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Figura 7.2.1-a: En esta figura representamos varias curvas caracteristicas de la primera funcién de
coste aplicada a la ecualizacién de una sefial BPSK. En la curva A representamos la evolucién de la
relacién sefial Wtil a ruido Gausiano a la salida del ecualizador en dB, mientras que la curva B
representa la relacién sefial ttil a interferencia intersimbé6lica. La curva C muestra la relacién sefial
6itil a potencia total, ruido més interferencia. La curva D representa la evoluci6n de la relacién sefial a
ruido més interferencia evaluada como el inverso de la varianza estimada segiin la ecuacién ng =
Eaktzkaklzq(zk.ak). La curva E representa la evolucién del pardmetro a real. Debido a que no lo
actualizamos en esta simulacién, podemos ver como mantiene su valor constante. Obsérvese que la
estimaci6n del parémetro varianza es polarizada al no coincidir con la real. Se ha elegido un pulso
square-root raised cosine como pulso conformador. 1) Nimero de simbolos: 10000. 2) Muestras por
simbolo: 4. 3) pulso truncado a 3 simbolos. 4) factor de roll-off: 0.4. 5) SNR en el canal: 5 dB. 6)

rotacién de fase: w/4. 5) canal utilizado: 1-0.52-440.252-8. 6) paso de actualizacién de los
coeficientes, flw: 0.002. 7) paso de actualizacién de a=1/012, He: 0. 8) Desalineamiento del vector

de datos con el sincronismo real de la sefial: 1 muestra.
Figura 7.1.1-b: segin la simulacién correspondiente a la figura anterior, representamos una

comparacién entre la SNR real y la SNR estimada al realizar una actualizacién del pardmetro a.,
igual al inverso de otz . Podemos ver como ahora existe convergencia de las tres curvas: C, D y E.
Nétese que esta coincidencia no ocurre en adquisicién sino en convergencia.

8
1.5 T T Y T Y

-t

i i " " i

18 i . i H N _1s
-is -1 08 0 05 1 15 T8 -1 -0.6

@ ®

Figura 7.2.2: en esta figura representamos una realizacién particular en la que puede observarse la
constelacién obtenida en convergencia. A la izquierda podemos ver la constelacién de salida,
mientras que a la derecha hemos sustraido el ruido Gausiano, aparecienco solo la interferencia
intersimbélica residual. Vemos como se intenta forzar una disminucién de la interferencia. En la
segunda figura podemos observar claramente ¢l efecto de contraccién de la constelacién. Puesto que
forzamos una distribucién BPSK, la componente imaginaria de la constelacién es nula. Obsérvese
como la varianza de la interferencia intersimbdélica del canal de cuadratura (derecha) es mucho menor

que la del canal en fase.
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Figura 7.2.3: En estas dos figuras representamos la evolucién del pardmetro a para 15 realizaciones. En (a)

se actualiza a segiin el gradiente de la funcién de coste, mientras que en (b) utilizamos el procedimiento

descrito en la ecuacién 6.2.7. Obsérvese que existe una dispersién de los tiempos de adquisicién del

algoritmo. Los pasos de normalizacién se han escogido como pw=0.002 para los coeficientes y p =0.002

para la actualizacién de o

0 700 7006 300 4000 5000 W00 7o 800 WO00 10000 | 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 $000 10000

(a) ®)
Figura 7.2.4: En estas dos figuras representamos la evolucién del pardmetro a para 15 realizaciones. En (a)
se actualiza « segun el gradiente de la funci6n de coste, mientras que en (b) utilizamos el procedimiento
descrito en la ecuacién 6.2.7. Los pasos de normalizacién se han escogido como pyw=0.002 para los
coeficientes y 1¢y=0.01 para la actualizacién de a. Los tiempos de adquisicién disminuyen ligeramente,
puesto que el factor dominante es el paso de actualizacién de los coeficientes.

Tow 2000 300 400 W00 @00 To® 800 930 10000 o0 2000 300 4000 %00 8000 7000 8000 9000 13000
@ ®)

Figura 7.2.5: En estas dos figuras representamos la evolucién del parfmetro a para 15 realizaciones. En (a)
se actualiza a segin el gradiente de la funcién de coste, mieatras que en (b) utilizamos el procedimiento
descrito en la ecuacién 6.2.7. Los pasos de normalizacién se han escogido como p =0.01 para los
coeficientes y 1 =0.01 para la actualizacién de a. Los tiempos de adquisicién disminuyen ostensiblemente
al aumentar el paso de actualizacién. No obstante, la constelacién se ve afectada, resultando aconsejable
utilizar pasos de actualizacién diferentes en adquisicién y seguimiento.
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Figura 7.2.6: En estas dos gréificas ilustramos el problema de los minimos locales de la funcién de coste.
Dicho problema es especialmente grave para estadisticas de entrada con un mimero elevado de centroides,
encontrdndose relacionada la poblacién de minimos con la dimensi6n del alfabeto. En la primera figura
observamos como la funcién de coste s6lo ha conseguido proporcionar una versién escalada de la
constelacién 16-QAM deseada. Este efecto de produce debido a que para el valor de escala conseguido, los
centroides de las esquinas de la constelacién coinciden (erréneamente) con los centroides interiores de la
pdf utilizada para la funcion de coste. Ya dependiendo del canal pueden existir determinadas
combinaciones que den lugar a constelaciones de salida no presentes a la entrada, simplemente debido a
que la ponderaci6én con unos coeficientes determinados del ecualizador de los datos a la entrada “caen” en
algunos centroiudes de la funcién de coste. Recordemos que en la seccién 4.3 habiamos determinado que
todos los minimos locales se hallan en el subespacio de sefial. En la segunda gréfica aparece la evolucién
temporal del parimetro ¢, aunque con poco sentido fisico en este caso puesto que no forzamos
exactamente la estadistica deseada. Este experimento se ha realizado con los valores,

1) Nimero de simbolos: 15000. 2) relacién SNR a la entrada: 22 dB. 3) Pulso square-root raised cosine
muestreado a 4 veces la frecuencia de sefializacién y truncado a 3 simbolos. 4) Los coeficientes del canal

corresponden a: -0.5 + 4 - 0528+0.252°12, 5) pg=pw = 0.005. 6) Nimero de coeficientes del
ecualizador: 45.
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Figura 7.2.7: En estas dos figuras representamos hemos aplicado una funcién de coste basada en la
estadistica de una sefial QPSK a la ecualizacién de una sefial 64-QAM. Para la primera hemos elegido mw
= 0.005, y mw=0.002 para la segunda. El resto de los pardmetros se mantiene invariable en ambos casos.
Los problemas inherentes a la superpoblacién de minimos locales se resuelven as{ ficilmente. Observamos
que los tiempos de adquisicién se sitdan en unos mérgenes razonables. Nétese que en este caso, el
significado del pardmetro a no es el del inverso de una potencia de ruido st debido a 1a no coincidencia de
la estadistica presente a la entrada y la forzada por la funcién de coste. No obstante, estas graficas reflejan
fielmente el tiempo de adquisicién del algoritmo y su desajuste ya en la etapa de convergencia (compdirese
con llos gréficos correspondientes en la figura 2). Podemos apreciar la poca dispersién de los tiempos de
adquisicién para las 15 realizaciones representadas. Ambas simulaciones se han realizado para los
siguientes valores:

1) Nimero de simbolos: 15000. 2) Muestras por simbolo: 4. 3) pulso Sqaure-root raised cosine truncado a 3

simbolos. 4) factor de roll-off: 0.4. 5) SNR en el canal: 28 dB. 6) rotacién de fase: n/4. 5) Canal utilizado:
1-0.527440.252 8. 6) paso de actualizacién o =ftw.
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Figura 7.2.8: En estas dos figuras representamos las constelaciones obtenidas correspondientes a los dos
casos de la figura 7.2.7. Aunque la primera aparece muy ruidosa, nétese en las figuras anteriores que su
tiempo de adquisicién es bastante rdpido (paso de actualizacién grande). En el segundo caso obtenemos ya
una constelacién aceptable pero con un tiempo de adquisicién mayor. Vemos pués que para constelaciones
cuadradas de un gran ntimero de centroides, la utilizacién de una funcién de coste QPSK presenta notables
ventajas. .
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Captulo VII

Figura 7.2.9: En esta figura hemos representado en primer lugar la evolucién temporal de la curva de error
generalizado, o derivada de la funcién de coste, para la ecualizaci6én de una sefial BPSK. Podemos observar
como a medida que pasamos de la etapa de adquisicién a la de convergencia, el margen lineal de la curva
de error va creciendo a medida que aumenta su pendiente. El aumento de pendiente es debido al hecho de
que estamos cambiando la curvatura de la funcién de coste en linea, en funcién de la estadistica de la sefial
de salida. A medida que convergemos, la relacién sefial a ruido més interferencia va en aumento,
paralelamente a una mayor definicién de las campanas Gausianas que conforman la funcién de densidad de
probabilidad. Su curvatura en los picos, o la pendiente del error generalizado en los cruces por cero de
_pendiente positiva por consiguiente aumenta. Este efecto de aumento de la pendiente es contraproducente
puesto que equivale a un mayor desajuste de los coeficientes 0 a un paso de actualizacién equivalente
mayor. Solucionamos este problema introducido por el algoritmo adaptativo mediante normalizacién del
error generalizado por el pardmetro «, tal como se representa en la signiente figura. Vemos entonces que se
mantiene la pendiente del error normalizado en los cruces por cero para todos los valores de a, en cambio,
se reduce el margen de enganche, puesto que la varianza del ruido més las interferencias se reduce
paralelamente. Podemos ver como la curva final converge a una curva fija determinada por la méxima
SINR obtenible. Para entoros con relacién sefial a ruido alta, la curva de error generalizado va tendiendo a
la misma que en el algoritmo DD (Decision-Directed), en €] que implicitamente se supone probabilidad de
error baja en una decisién hard del simbolo. Los valores utilizados para esta realizacién son:

1) Niimero de simbolos: 10000. 2) Ho=py = 0.006. 3) SNR a la entrada: 15 dB. 4) canal utilizado de fase

mixta: -0.5 + 24 - 0.52-8+0.252-12. 5) Niimero de coeficientes del ecualizador: 50. 6) Niimero de muestras
por simbolo:4. ’
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Figure 7.2.10: Ecualizacién de una sefial QPSK forzando una distribucién QPSK (gréficas ay b) y
forzando una distribucién de médulo constante (gréficas ¢ y d).segtin el algoritmo presentado en la seccién
3.6.1. Nétese que el tiempo de adquisicién para el segundo algoritmo es ligeramer.. mayor. La
ambigiiedad de fase se debe a que el algoritmo sélo utliza informacién sobre el médulo de iz contelacidn.
Los valores escogidos para la simulacién son: 1)Niimero de simbolos:10000. 2) Pulso square-root raised
cosine truncado a 3 sfmbolos y factor de roll-off 0.4. 3) canal utilizado: hy.
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Figura 7.2.11: Experimento idéntico a la figura anterior utilizando una constelacién 8-PSK.
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Figura 7.2.11: Evolucién temporal de la segunda funcién de coste para la ecualizacién de una sefial
duobinaria, evaluada para 15 realizaciones. El crecimiento inicial observado en las gréficas es debido al
periodo de tiempo que tarda en llenarse la memoria de la funcién no-lineal. Los valores escogidos para la
simulaci6n son: 1) Nimero de simbolos: 12000. 2) Muestras por simbolo: 4. 3) Pulso square-root-raised
cosine truncado a 3 simbolos. 4) Factor de roll-off: 0.4. 5) relacién SNR en el canal: 10 dB. 6) coeficientes

del canal: 0.5+z-%+2°8, 7) Pasos de actualizacién: jog=iw=0.003 8) a=1.2.
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Figura 7.2.12: Constelacién de la seiial duobinaria en convergenéia. A diferencia de la primera funcién de
coste, esta vez se consigue que el vector de coeficientes no tienda a la solucién trivial.

[4 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Figura 7.2.13: Evolucién temporal de las probabilidades estimads mediante la funcién de coste. La grafica
superior corresponde a la densidad de probabilidad del simbolo 2=0,, mientras que el resto corresponde a
los dos simbolos polares a={+2,-2}. Se han tomado como estimaciones iniciales de estos valores en la
iteracién cero los valores nominales de las probabilidades: p(0)=1/2, p(+2)=1/4 y p(-2) =1/4. Obsérvese
que las probabilidades estimadas se encuentran la mayor parte de las veces por debajo de sus valores
nominales, debido al paso de las muestras de salida por una funcién no-lineal (campana de Gauss), como
se habia justificado anteriormente.
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Figura 7.2.14: Representacién de la evolucién de 1a constelacién en funcién del tiempo para la ecualizacién
de una sefial 16-QAM utilizando la segunda funcién de coste. En la fila superior representamos la
evolucién del canal en fase para la misma realizacién con ruido (izquierda) y sustrayendo el ruido
(derecha). En la gréfica superior derecha podemos ver como la funcién va abriendo el ojo de la
constelacién hasta eliminar casi complementamente la interferencia intersimbélica, efecto no muy
apreciable en presencia del ruido. En las gréficas inferiores representamos la constelacién ya en
convergencia. Aunque la relacién SNR a la salida del ecualizadodr es baja, podemos apreciar que la
constelacién aparece perfectamente centrada en la escala correcta, a diferencia de lo que ocurria en la
simulacién con la primera funcién de coste. Esta funcién de coste resulta ser més robusta en cuanto a
errores de escalado, puesto que un minimo local puede volverse inestable al transcurrir el tiempo si algunos
de los centroides de 1a constelacién no se dan con la densidad de probabilidad requerida. Esta simulacién
se ha realizado para los siguientes valores: 1) Nimero de simbolos: 30000. 2) Muestras por simbolo: 4.
3)Pulso square-root raised cosine truncado a 3 s nbolos. 4) Factor de roll-off: 0.4. 5) Relacién SNR en el

canal: 10 dB. 6) Rotacién de fase: nt/4. T)uw=" . 8) El paso de actualizacién utilizado en la estimacién
de las probabilidades, up, se ha escogido igual a 1/100 de la probabilidad de los centroides: 6.25¢-4,
supuestos éstos equiprobables. 9) Niimero de coeficientes del ecualizador: 40. 10) Factor @ de estimacién
de las probabilidades: 1.2. 11) Coeficientes del canal: {-0.1274, 0.5542, -1.0973, -0.7313, 1.4047, -0.6202,
0.2371, -1.5868, -0.4015, -0.7707].
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Figura 7.2.15: En la primera gréfica representamos la evolucién temporal de la funcién de coste para 10
realizaciones distintas. Obsérvese que el tiempo de adquisicién puede presentar una dispersién acusada. En
la segunda gréfica representamos la evolucién temporal de las probabilidades estimadas para una
realizacién particular. Ya en convergencia, dichas probabilidades tienden a un valor inferior a 1/16, la

probabilidades de un centroide cualquiera.
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Figura 7.2.16: Evolucion temporal de Ia relacién sefial a ruido m4s interferencia intersimbdlica a la salida
del ecualizador para una relazacién particular (izquierda) y un promedio sobre varias realizaciones
(derecha). Obsérvese que en la segunda gréfica el codo de adquisicién a seguimiento es mas suave debido a
la dispersién ya observada en los tiempos de adquisicién. Podemos considerar el margen entre el limite
inferior y superior de esta curva como el intérvalo en el que se llega a la convergencia.

Figura 7.2.17: a) Evoluci6n temporal de la funcién de coste para un factor a=2.2 para un conjunto de 10
realizaciones. Podemos ver como el aumento de este pardmetro repercute en un aumento del tiempo de
adquisicién. b) Evolucidn de las probabilidades estimadas para un registro de 50000 simbolos. Vemos
como se llega a la convergencia en 30000 iteraciones. El aumento de a conduce a una disminucién de las
probabilidades estimadas con respecto al caso anterjor, debido a que ahora menos muestras caen dentro de
Ia ventana de resolucién de la funcién ino-lineal.
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Figura 7.2.18: Representaci6n de la vontelacién obtenida en convergencia para el caso anterior con ruido
(izquierda) y sustrayendo el ruido (derecha).
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Figura 7.2.19: Manteniendo constantes los dem4s valores de las simulaciones anteriores, en este caso hemos
utilizado un paso de actualizacién de los coeficientes mayor, py = 0.008. Representamos en la primera
figura la constelacién obtenida en convergencia a la que se ha sustraido el ruido. La evoluci6n temporal de
las probabilidades estimadas se representa en la segunda figura, obtenidas con un factor a=1.2.
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Figura 7.2.20: Ecualizacién de una sefial 36-QAM utilizando 1a segunda funcién de coste. En la primera fila
representamos la apertura del diagrama de ojo en funcién del tiempo para los canales de fase (izquierda) y
cuadratura (derecha). En la segunda fila aparece la constelacién obtenida en convergencia con ruido
(izquierda) y sustrayendo el ruido (derecha). Los valores escogidos para la simulacién son: 1) Niimero de
simbolos: 50000. 2) Muestras por simbolo: 4. 3) Pulso square-root raised cosine truncado a tres simbolos.
4) Factor de roll-off: 0.4. 5) rotacién de fase: /4. 6) factor a=1.25. 7)Paso de actualizacién de los

coeficientes, Py, =0.005. 8) Paso de actualizacién de las probabilidades estimadas: 3e-4. 9) Nimero de
coeficientes del ecualizador: 30. 10) Coeficientes del canal: {1,0,-4,-1,3,7,2,-2,4,4].
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Figura 7.2.21: Izquierda: Evoluciéﬁ de la relacién SNR, la relacién sefial a interferencia intersimbélica y la

relacién sefial a ruido mds interferencia a la salida del ecualizador en dB para el caso anterior. Derecha:
Evolucién de las probabilidades estimadas para el caso anterior.
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7.3  Decorrelacion Adaptativa

Figura 7.31: En este experimento se aplica la segunda funcién de coste a la decorrelacién de dos usuarios
que comparten el mismo canal. El primer y segundo usuarios utilizan una modulacién BPSK y duobinaria
respectivamente. 1) Representacién de los canales fase-quadratura con ruido. 2) Representacién de los
canales fase-quadratura sin ruido. Se han escogido los siguientes valores para la simulacién (idénticos para
ambos usuarios): 1) Nimero de simbolos: 40000. 2) Muestras por simbolo:4. 3) Pulso-square-root raised
cosine con factor de roll-off 0.4 truncado a tres simbolos. 4) Relacién SNR en el canal de la sefial
compuesta por ambos usuarios: 10 dB. 5) Paso de actualizacién de los coeficientes: 0.008. 6) Paso de

. actualizacién de las probabilidades estimadas: 0.001. 7) Nimero de coeficientes del ecualizador: 40. 8)
Factor & de la funcién de coste: 4. En general, y segiin demuestran las simulaciones, el tiempo de
convergencia de la solucién a la decorrelacién de usuarios suele ser sustancialmente mayor que para la
ecualizacién de un tinico usuario.

025 ' T T T T T

Figura 7.3.2: 1) Representacién de la evolucién temporal de la funcién de coste. 2) Representacién de la
evolucién temporal de las probabilidades estimadas. El car4cter no lineal del criterio puede observarse a
través de la evolucién irregular de la curva de la funcién de coste.
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Figura 7.3.3: En este experimento se aplica la segunda funcién de coste a 1a decorrelacién de tres usuarios
que comparten el mismo canal. El primer usuario utiliza una modulacién BPSK y el segundo y tercer
usuarios utilizan una modulacién ducbinaria. En la gréfica se ha representado la evolucién de los canales
fase y cuadratura para cada uno de los usuarios con ruido. Se ha generado un pulso conformador diferente
para cada usuario de tal modo que sus correlaciones cruzadas sean no nulas. Se han escogido los siguientes
valores para la simulacién (idénticos para ambos usuarios): 1) Nimero de simbolos: 100000. 2) Muestras
por simbolo:4. 3) Relacién SNR en el canal de la sefial compuesta por ambos usuarios: 10 dB. 4) Paso de
actualizacién de los coeficientes: 0.008. 5) Paso de actualizaci6n de las probabilidades estimadas: 0.001. 6)

Niimero de coeficientes del ecualizador: 40. 7) Factor a de la funcién de coste: 4. En general, y segiin
demuestran las simulaciones, el tiempo de convergencia de la solucién a 1a decorrelacién de usuarios suele
ser sustancialmente mayor que para la ecualizacién de un Gnico usuario.

Figura 7.3.4: Representacién de los canales fase-cuadratura del ejemplo anterior sustrayendo los procesos
de ruido. ’
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Figura 7.3.5: 1) Representacién de 1a evolucion temporal de 1a funci6n de coste. 2) Representacién de la
evolucién temporal de las probabilidades estimadas. Con respecto al caso de decorrelacién de dos usuarios
observamos un patente aumento del tiempo de convergencia del algoritmo.
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7.4  Conformacion de Haz
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Figura 7.4.1: (a) representacién del diagrama de conformacién de haz obtenido en convergencia (b)
Evolucién de la funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado un array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 seiiales: dos de ellas interferentes Gausianas situadas a 50 y -40 grados con un nivel de
potencia de unos 16 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial
duobinaria (sefial deseada) situada a O grados, y una interferente QPSK situada a 30 grados, con un nivel de
potencia 9.96 dB superior al de la sefial duobinaria. El nimero de coeficientes del ecualizador situado a
continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado la segunda funcién de coste para permitir
discriminar la sefial duobinaria de 1a interferente QPSK. Se ha utilizado un paso de actualizacién de los
coeficientes del ecualizador y del beamformer de 0.0025, mientras que el paso de actualizacién de las
probabilidades estimadas es de 0.0015. El niimero total de simbolos utilizados es de 20000. Obsérvese en
la figura 7.4.1(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones

-40, 30 y 50 grados respectivamente.

T .80 80 -40 20

oosk- A\

®)

Figura 7.4.2: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la sefial duobinaria en la simulacién
descrita en la figura 7.4.1. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades de
la sefial duobinaria sin ruido: 0.25 y 0.5. Debido a efectos conjuntos de la apertura de la ventana gaussiana
de estimacién de las probabilidades y del nivel de ruido subyacente, las probabilidades estimadas
permanecen por debajo de los valores miximos de 0.5 y 0.25. (b) Evolucién del canal de fase.
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Figura 7.4.3: (a) representacién del diagrama de conformacién de haz obtenido en convergencia (b)
Evolucioén de 1a funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado un array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 sefiales: dos de ellas interferentes Gausianas situadas a 50 y -40 grados con un nivel de
potencia de unos 16 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial
duobinaria (sefial deseada) situada a 0 grados, y una interferente 16-QAM situada a 30 grados, con un nivel
de potencia 10.14 dB superior al de la sefial duobinaria. E1 nimero de coeficientes del ecualizador situado
a continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado 1a segunda funcién de coste para permitir
discriminar la sefial duobinaria de la interferente QPSK. Se ha utilizado un paso de actualizacién de los
‘coeficientes del ecualizador y del beamformer de 0.0025, mientras que el paso de actualizacién de las
probabilidades estimadas es de 0.0015. E] niimero total de simbolos utilizados es de 20000. Obsérvese en
la figura 7.4.3(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones

-40, 30 y 50 grados respectivamente.

Figura 7.4.4: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la sefial ducbinaria en la simulacién
descrita en la figura 7.4.3. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades de
la sefial duobinaria sin ruido: 0.25 y 0.5. Debido a efectos conjuntos de la apertura de la ventana gaussiana
de estimacién de las probabilidades y del nivel de ruido subyacente, las probabilidades estimadas
permanecen por debajo de los valores méximos de 0.5 y 0.25. (b) Evolucién del canal de fase.
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Figura 7.4.5: (a) representacién del diagrama de conformacién de haz obtenido en convergencia (b)
Evolucién de la funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado un array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 sefiales: dos de ellas interferentes Gausianas situadas a 50 y -40 grados con un nivel de
potencia de unos 23 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial
9-QAM (seiial deseada) situada a 0 grados, y una interferente QPSK situada a 30 grados, con un nivel de
potencia 0.52 dB superior al de la sefial deseada. El mimero de coeficientes del ecualizador situado a
continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado la segunda funcién de coste para permitir
discriminar la seiial 9-QAM de la interferente QPSK. Se ha utilizado un paso de actualizacién de los
coeficientes del ecualizador y del beamformer de 0.004, mientras que el paso de actualizacién de las
probabilidades estimadas es de 0.001. El niimero total de simbolos utilizados es de 45000. Obsérvese en la
figura 7.4.5(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones
-40, 30 y 50 grados respectivamente.
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Figura 7.4.6: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la seiial 9-QAM en la simulacién
descrita en la figura 7.4.5. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades de
la sefial 9-QAM sin ruido: 1/9. Nétese como las estimaciones de las probabilidades se han vuelto m4s
nerviosas en comparacién con las simulaciones de la sefial duobinaria. Esto es debido a que hemos
triplicado el mimero de centroides de la constelacién y a que no hemos variado relativamente el paso de
actualizacién de las probabilidades. El filtrado que se realiza es entonces menor.
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Figura 7.4.7: (a) representacién del diagrama de conformacién de haz obtenido en convergencia (b)
Evolucién de 1a funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado vun array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 sefiales: dos de ellas interferentes Gausianas situadas a 50 y -40 grados con un nivel de
potencia de unos 23 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial
9-QAM (seiial deseada) situada a O grados, y una interferente QPSK situada a 30 grados, con un nivel de
-potencia 6.51 dB superior al de la sefial deseada. El nimero de coeficientes del ecualizador situado a
continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado la segunda funcién de coste para permitir
discriminar la sefial deseada de la interferente QPSK. Se ba utilizado un paso de actualizacién de los
coeficientes del ecualizador y del beamformer de 0.004, mientras que el paso de actualizacién de las
probabilidades estimadas es de 0.001. El nimero total de simbolos utilizados es de 45000. Obsérvese en la
figura 7.4.7(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones

-40, 30 y 50 grados respectivamente.
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Figura 7.4.8: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la sefial 9-QAM en la simulacién
descrita en la figura 7.4.7. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades de
la sefial 9-QAM sin ruido: 1/9. Nétese como las estimaciones de las probabilidades se han vuelto mis
nerviosas en comparacién con las simulaciones de la sefial duobinaria. Esto es debido a que hemos
triplicado el nimero de centroides de la constelacién y a que no hemos variado relativamente el paso de
actualizaci6n de las probabilidades. El filtrado que se realiza es entonces menor,
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Figura 7.4.9: (a) representacion del diagrama de conformacién de haz obtenido en convergencia (b)
Evolucién de la funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado un array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 sefiales: una de ellas interferente Gausiana situada a 50 grados con un nivel de potencia de
unos 20 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial 9-QAM
(sefial deseada) situada a 0 grados, y dos interferentes, una QPSK situada a 30 grados, con un nivel de
potencia 4 dB superior al de la sefial 9-QAM, y otra interferente duobinaria situada a -40 grados y con un
nivel de pofencia 2 dB superior a la.sefial deseada E1 niimero de coeficientes del ecualizador situado a
continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado la segunda funcién de coste para permitir
discriminar la sefial 9-QAM de las interferentes. Se ha utilizado un paso de actualizacién de los
coeficientes del ecualizador y del beamformer de 0.0035, mientras que el paso de actualizacién de las
probabilidades estimadas es de 0.001. El niimero total de simbolos utilizados es de 40000. Obsérvese en la
figura 7.4.9(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones -
40, 30 y 50 grados respectivamente.

~80 =60 -40 -20 ]
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Figura 7.4.10: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la sefial 9-QAM en la simulacién
descrita en 1a figura 7.4.9. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades de
la sefial 9-QAM sin ruido: 1/9. Nétese como las estimaciones de las probabilidades se han vuelto mas
nerviosas en comparacién con las simulaciones de la sefial duobinaria. Esto es debido a que hemos
triplicado el mimero de centroides de la constelacién y a que no hemos variado relativamente el paso de
actualizacién de las probabilidades. El filtrado que se realiza es entonces menor.
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Figura 7.4.11: (a) representacién del diagrama de conformacidn de haz obtenido en convergencia (b)

Evolucién de la funcién de coste. En esta simulacién hemos considerado un array de 7 sensores sobre el
que inciden 4 sefiales: una de ellas interferente Gausiana situada a 50 grados con un nivel de potencia de
unos 20 dB por encima del nivel de ruido presente en los sensores. Las dos restantes, una sefial QPSK
(sefial deseada) situada a O grados, y dos interferentes, una 9-QAM situada a 30 grados, con un nivel de
potencia 6.5 dB superior al de la sefial QPSK, y otra interferente 9-QAM situada a -40 grados y con un
nivel de potencia 6.5 dB superior a la.sefial deseada E] nimero de coeficientes del ecualizador situado a
continuacién del beamformer es de 30. Se ha utilizado la segunda funcién de coste para permitir
discriminar la sefial QPSK de las interferentes. Se ha utilizado un paso de actualizacién de los coeficientes
del ecualizador y del beamformer de 0.003, mientras que el paso de actualizacién de las probabilidades
estimadas es de 0.0025. El nimero total de simbolos utilizados es de 40000. Obsérvese en la figura

7.4.11(a) como el conformador de haz rechaza las sefiales interferentes situadas en las direcciones -40,30 y

50 grados respectivamente.

) 08 1 1.5 2 25 3 as 4 (] 0.5 1 15 2

@ (®)
Figura 7.4.12: (a) representacién de las probabilidades estimadas para la sefial QPSK en la simulacién
descrita en la figura 7.4.11. Obsérvese como las curvas convergen a valores cercanos a las probabilidades

de la sefial QPSK sin ruido: 1/4.
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Capitulo VI Apéndices

8.1 Propiedades Estadisticas de los Operadores No-Lineales

En este apéndice estudiaremos ciertas propiedades estadisticas de operadores no lineales
utilizadas en algunos capitulos de este trabajo. Nos concentraremos especificamente en el
estudio de la esperanza de un operador no lineal que actia sobre varios procesos
estocdsticos. Definiremos también la notacién utilizada para el tratamiento de expresiones
complejas en términos de esperanzas estadisticos con respecto a variables aleatorias

distintas.

-8.1.1 El operador esperanza

Consideremos una funcién no lineal de varias variables aleatorias definimos su esperanza
de la siguiente forma,
(8.1.1)
Ey(ay,....ay)= E,... y(a,....ay)

donde en los subindices de E explicitamos sobre qué variables se calcula la esperanza.
Entendemos pues que el subindice del operador indica cual es la funcién de densidad que

debe utilizarse cuando recurrimos a la notacién integral, es decir,
(8.1.2)

En el caso particular de que todas las variables aleatorias sean independientes dos a dos,
podemos factorizar el operador esperanza en base a los operadores de cada variable
individual, |

(8.1.2)
E, ... ¥(61..0ay)=E, E, ..E, w(ay,....ay)

en todas sus permutaciones posibles. He:: o que tiene su traduccién directa en la
factorizacién de las densidades de probabilidad marginales. El caso mas general dc
factorizacién cuando existe dependencia estadistica entre variables se formula en términos de

las variables condicionadas de la siguiente forma,
(8.1.3)
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Eal ..... ay lI’(al""’aN) = Ea, Eazla, "'Ea,,,la”_l ..... a, lI’(al""’aN)
donde tal descomposicién es anéloga a la factorizacién de la funcién de densidad conjunta
en funciones de densidad condicionadas, tal como aparecen en los subindices.

8.2 Esperanza de una no-linealidad

Consideremos dos procesos estoc4sticos definidos por las variables aleatorias ay y by
independientes entre si y consideremos también la esperanza de una no-linealidad y aplicada
sobre un tercer proceso zx suma de los anteriores. Supondremos que ambos procesos son
escalares y complejos. Definimos la magnitud estadistica J o funcién de coste como,

(8.1.1)
J= EZ. ‘I’(Zk)

Segiin el teorema fundamental de la esperanza podemos expresar la funcién de coste como,
(8.1.2)
J =By p, ¥(a; + 1)

donde observamos que podemos factorizar el operador esperanza en base a la suposicién
de independencia entre ambas variables. Para la deduccién pasaremos la ecuacién anterior a
foma integral en base al teorema fundamental de 1a esperanza,
(8.1.3)
E, E, v(a, + bk) =E, J c D, (bk)'l’(ak +b; )dbk

Vemos que el término integral puede interpretarse como la convolucién de la no-linealidad
con la funcién de densidad del proceso by. Efectuemos entonces el siguiente cambio de
variable : by = -c,

(8.1.4)
E, I c Dy, (‘Ck)'l’(ak =k )d ('Ck) =E, - J c D-p, (Ck)‘lf(ak —Cy )de

Por lo tanto,
(8.1.5)
J= E, 4, y/(ak + bk) =E,, (y/* D-p, )(ak)
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La igualdad anterior es igualmente aplicable al caso de procesos estocisticos vectoriales y
operadores no-lineales de varias variables, donde la convolucién pasa a ser multi-
dimensional. La interpretacién de la ecuacién anterior es que traducimos la incertidumbre
afiadida a la variable ay por by (es decir, el ensanchamiento de su funcién de densidad) por
el ensanchamineto de la no-linealidad. Observemos la figura 8.1.1 donde hemos calculado
la esperanza de forma directa y segin 8.1.1. Vemos facilmente que ambos términos

coinciden.

Pa, (@) R Py, (by) v(x)

—— b
[ 81

FE L

-1 + EIN -1 +1
@ (b) ©
P+t (2) E y(z) =%

+1
[ [ ] 7 %
-1 +1 -1 +1
@ ©
(¥*Dp-p, )(X) E, (y*p-p, )a)=%

: -

i +1
( (®)

Figura 8.1.1: caso particular del intercambio de convoluciones
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8.2 Variables Aleatorias Complejas

Trabajaremos con cierta frecuencia con funciones de densidad de probabilidad de variables
aleatorias complejas. Se define este tipo de funciones de densidad como la funcién de
densidad conjunta de sus partes reales e imaginarias. Algunas propiedades de estas
funciones nos seran de utilidad. Cabe destacar que las parte real e imaginaria de una variable
aleatoria compleja no son necesariamente independientes. Denotémoslas respectivamente
como z; y z;, tenemos entonces que,

(8.2.1)

def
p2(2) = pz,(2,)pz2,(z:12,) = Pz, (2:)Pz,12,(2,12;)

Podemos considerar una variable aleatoria compleja como una variable aleatoria vectorial
de segundo orden. Si existe independencia entre las partes real e imaginaria tendremos,
(8.2.2)
pz(2) = pz,(2)pz, ()

De las dos propiedades anteriores podemos deducir que la funciones de densidad de una
variable compleja es una funcién no analitica por el hecho de que se puede expresar de
forma irreducible en funci6n de sus partes real e imaginaria. Es decir,

z-z
2j

Podemos considerar a modo de ejemplo el caso de una variable compleja Gausiana de
componentes incorreladas que simule el ruido complejo fase-cuadratura. Su funcién de
distribucién depende del médulo al cuadrado de la variable ruido, siendo claramente una
funcién no-analitica. Por consiguiente, siempre que debamos derivar una funci6én de
densidad compleja deberemos aplicar la regla de 1a cadena respecto a la variable aleatoria y a

(8.2.3)

def z+2 z+2z
pz(2) = Pz, (Zr)Pz,lz, (zilzr)‘: Pz,( 2 )Pz,lz, [—2"'

su conjugada.
I Suma de una constante

Consideremos la variable z' = z+8, su funcién de densidad viene dada por,

' (8.2.3)
Pz'=z+p ()= Pz:=7,+8, (z; )Pz,'.-.z, +BZ (z{lz]) = pz, (z; -B, )Pz,z, (zi - Bilz; - B,)

=pz(z’'-B)
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I Muldplicacién por una constante

Consideremos la variable aleatoria z'=0z. La multiplicacién por la constante compleja o
puede considerarse equivalente a un cambio de coordenadas del vector z en el espacio R2.

(8.2.4)
M MR
, 1= =A
Z; o; a, |z 4

La funcién de densidad de z' viene dada por,
(8.2.5)

’ ___1_ -1,
PZ'=az(Z)—|A|Pz(A ')

donde IAl denota el determinante del Jacobiano de la transformacién. En este caso,
det(A)=u"a=lal2. Nétese que la pre-multiplicacién por la inversa de A es anéloga a la

divisién compleja por o, por lo tanto,
(8.2.6)

1 z 4 4 1 4
- e Im— Re—- Im—=
Pz=az(Z) lal? pz,( a)pz"z ( o a) laf pz(a)

III  Funcién de densidad Gausiana

Supongamos una variable aleatoria compleja cuyas componentes real e imaginaria son
variables Gausianas e incorreladas de la misma varianza o. La funci6n de densidad conjunta
viene entonces dada por el producto de las densidades marginales,

(8.2.7)
..,,2/2,, 1 -n?f20? _ —(n2+n, )/20}
Pa(n)= f— W ey Grz
Pero la varianza del ruido complejo es el doble que la del ruido real, por lo tanto,
(8.2.8)
=L l/e? 2 _9g?
Pa(m)=——re . o?=207
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8.3 Criterio MMSE en el Dominio z

El criterio de minimos cuadrados constituye el algoritmo de estimacién 6ptimo bajo
condiciones Gausianas. Su formulacién precisa de la matriz de correlacién del ruido. No
obstante, cuando consideramos ruido temporalmente correlado y condiciones estacionarias,
el planteamiento del criterio MMSE asint6tico en el dominio temporal conduce al manejo de
matrices de correlacién (y de sus inversas) de dimensién infinita. Resulta més préctico en
estos casos buscar criterios equivalentes que faciliten el desarrollo de los algoritmos
6ptimos. Formularemos tales criterios para el caso vectorial general.

8.3.1 Planteamiento

Definamos la realizacién de un proceso estocéstico vectorial Gausiano como la secuencia
de vectores ey cuya funcién de correlacién viene dada por la siguiente expresién,
(8.3.1.1)
R, (k) = Ee,e,,;

Definiendo el vector bloque ey y la matriz bloque Ry 0 matriz de correlaci6én del vector

bloque ey como sigue,

(8.3.1.2)

R.(0) RI(1) RJ(2)

R.(1) R.(0) RZ()

eg:[er(—N')"“’eT(“"N’)] * RN: Ree(z) Ree(l) Ree(o)
: . RE@)

R.(1) R.(0)

El criterio MMSE temporal para un bloque finito de longitud N de los datos se define a
partir de la funcién de densidad conjunta del vector ey como,

(8.3.1.3)
+N’ 4N’

o = yelRien = 53 DR )

i==N*i'=-N’
donde [J; denota el subbloque (i,i") de 1a matriz considerada. El factor de escala 1/N se ha

introducido para evitar la divergencia cuando N tiende a infinito. Evidentemente, para
longitudes cada vez mayores, la dimensi6n de la matriz de correlacién tiende a infinito.
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8.3.2 Desarrollo

Procedamos de forma equivalente con la transformada discreta de Fourier de la secuencia
de error. Definimos para ello la transformada de una secuencia vectorial de la siguiente

forma,
(8.3.2.1)

j2x

=+N’ -
wit) = —'2" e(mwy™ . owy o= eV

Denominando I'y a la matriz de correlacién bloque entre bins de frecuencia distintos,
obtenemos la siguiente ‘xpresién del error en el dominio de la frecuencia,

(8.3.2.2)
+N’ 4N’

o 5 S [l i)

k==N"k'=-N’

A continuacién calcularemos la expresién de cada una de las submatrices de la ecuacién
8.3.2.2. La expresi6n para el bloque (k,k) vendr4 dada for definicién como,

(8.3.2.3)
[Tn],. = Ee (wN ) (w,‘v ) —E Ze(n)w,v Ze”(n JwiE™
n=~N’ n'==N’
=—-EZe(n)eH(n Y-k ZR“ (n—n" )Wyl =x™)

A continuaci6n consideramos dos casos disjuntos de la ecuacién 8.3.2.3: (a) aquel en que
k=k'y (b) con k#k',

[¥)s = NIZR,,(n n)wy ) = ZR,,(S DN

n-n'=48
_ -5
= ;;(I—W—)Rn(&w

(8.3.2.4)

donde p: . mos observar que para N finito, la matriz de correlacién en frecuencia
correspond. .. la transformada discreta de la secuencia de correlacién envantanada con una
ponderacién triangular. A medida que N aumente hasta infinito, el enventanado tender4 a

una ponderacién uniforr.e. Pasemos ahora a evaluar el caso (b) con k#k,
' (8.3.2.5)
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FN]H: =Lzz (lm«k'n')_ ZRu(a zw-(b. ~k'n’)

n-n'=8

- ng, o 6)% W;}(b’-k'n-pk’b') ( z R,,(8)wit® )(; Z w;’(k-k')nJ - [FN]kk S

n

donde el segundo término es igual a cero para kstk por tratarse del sumatorio sobre un
nimero entero de perfodos de una exponencial compleja de frecuencia entera, siendo igual
por consiguiente a la delta de Kronecker o DFT de la funcién uniforme. Hemos demostrado
que bins de frecuencias distintas est4n incorrelados para las frecuencias enteras de la DFT.
La matriz bloque de correlacién en frecuencia es por consiguiente diagonal para todo N,
siendo los términos de la diagonal igual al espectro de potencia del proceso en un bin de
frecuencia determinado. No obstante, si interpolamos la DFT entre bins enteros, existe
correlacién entre dichos términos. Tal efecto es debido a que el envantanado rectangular en
tiempo se traduce en una convolucién del espectro con una funcién sinc que introduce
correlacién entre frecuencias que se encuentren entre sf a una distancia inferior a la anchura
efectiva de su 16bulo principal. Sustituyendo la expresién 8.3.2.5 en la ecuacién 8.3.2.2 y
teniendo en cuenta que las matrices correspondientes a los términos cruzados son cero,
llegamos a la siguiente expresién de la funcién error, donde el doble sumatorio se ha

reducido a un sumatorio simple,

(8.3.2.6)
+N’

o= 2 el ) [T e(wit)

k=~N"
8.3.3 Paso al Dominio z

El traduccién al dominio z del criterio deducido en el apartado anterior es inmediato
mediante paso al limite, haciendo tender a infinito la dimensién de la ventana temporal.
Definamos la secuencia de correlaci6n transformada junto con la transformada del proceso

ex de la siguiente forma,
(8.3.3.1)

R.(7) = X, TR0
o) = X, et

El conjunto de frecuencias {2rnk/N, 0<k<N-1} de la DFT de orden N tiende a llenar el
intervalo [0,2xr) O bien [-n,+x) a medida que N tiende a infinito, por lo cual la k-ésima
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potencia del factor de twiddle, wn-k pasa a ser sustituido por el fasor eJ®. Entonces,
efectuando el proceso al limite de la ecuaci6n 8.3.2.6 llegamos a la siguiente expresién para
el error asintdético,

(8.3.3.2)

2 Lmed = i 1 & _kHr_l %
o = Jmoh = tim o 3 ewil) [T ()

- L e o
-

teniendo en cuenta que el diferencial de frecuencia angular es un infinitésimo equivalente de
2n/N. En la anterior ecuaci6én se ha utilizado la propiedad asintftica equivalente a la

deducida en 8.3.2.4,
(8.3.3.3)

r(z?) = ;R,,(S)z‘a = R,[(z")

Podemos definir finalmente el criterio MMSE en el dominio z de las dos formas
equivalentes,
(8.3.2.4)
¢ = -2-;:—] 3 e(z")”R;}(z")e(z")z“dz
+T
= -zln-fe(e"j“’)HR;‘(e‘j"’)e(e'j“‘)dm

-T

Cada uno de los bins de frecuencia estd ponderada por el inverso del espectro de potencia
en ese punto.
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8.4 Calculo de I,

En este apéndice calcularemos una expresion cerrada de la integral que define la funcién
Io(p) en términos de funciones conocidas. La demostracion se basa en la transformacién de
la integral Ipn(p) en una ecuacién diferencial de solucién previamente conocida.
Prescindiendo del término 2A/02, definimos la integral equivalente A(x) y calculamos su

primera y segunda derivadas,
(8.4.1)

+n +7 +r
A(x):Je"“""dB , %A=jcosee’°°s"d9 , i—z,-A:Jcoszee‘“sedG
- - -

Centrémonos ahora en la primera derivada y efectuemos una integracién por partes,-

(8.4.2)
w T +
4 A=e*?sin Ol_z +x Isinz 8e**%dg = x jsinz Be*>*0dg
- -z

pasando el argumento x dividiendo al lado izquierdo de la ecuacién, podemos relacionar la
primera y segunda derivadas de A(x) con la funcién misma,
(8.4.3)

+
LA+l 4A= j(sinz 8+ cos? G)e"“’“’de = A(x)

-n

Consideremos ahora la ecuacién diferencial modificada de Bessel de orden n y su conjunto
de soluciones,
(8.4.4)
(.x2 £T+ x-%-_.(xz + nz))yz 0 o y= Clln(x)-Q.can(x)

Donde las funciones I;(x) y K,(x) son las funciones modificades de Bessel de primera y
segunda especie respectivamente. Vemos pues que si particularizamos para n=0 y dividimos
la ecuacién por x2, obtenemos la misma igualdad que en la ecuacién (8.4.3). A(x) puede
entonces obtenerse como solucién d la ecuacién modificada de Bessel con las condiciones
de contorno adecuadas para determinar los valores de la combinaci6n lineal, c¢; y c,.
Podemos obtener ficilmente una condicién de contorno para el caso particular x=0 en que la
integral A(x) es calculable e igual a 2r,

(8.4.5)
A(0)=2r = Iy(0)+ ;Ko (0) =14+ 0 = ¢, =27,¢,=0
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de donde deducimos la expresién final de I5(p),
(8.4.6)

)= Al27)= 0320
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9 Conclusiones

El objetivo ultimo de esta tesis lo ha constituido el estudio de nuevos criterios de disefio de
funciones de coste para algoritmos adaptativos. Hemos estudiado dos criterios ya conocidos
bajo una nueva perspectiva: los sistemas de Referencia Temporal y de Referencia Espacial.
Siendo nuestro principal interés la adaptacién ciega, hemos propuesto el criterio de
Referencia Estadistica cuya idea fundamental consiste en forzar una distribucién de
probabilidad deseada a la salida de un filtro adaptativo. Este es un criterio que surge de
forma natural en algoritmos ciegos, puesto que no disponemos de informacién espacial ni
temporal de la sefial o sefiales que deseamos recuperar. Si en cambio, de su estadistica.

El criterio de Referencia Estadistica constituye inicamente una filosofia bajo la que basar el
disefio de funciones de coste. En este trabajo hemos presentado dos posibles funciones de
coste que implementan el criterio. La primera, y la mis sencilla, hemos demostrado que
permite la ecualizaci6n ciega bajo ciertas condiciones en términos del tipo de estadisica de la
sefial de entrada. Problemas que surgfan en cierto tipo de distribuciones se han solventado
mediante la introduccién de una segunda funcién de coste.

Un concepto importante que ha surgido del criterio de Referencia Estadistica es el de
Regeneracién de la Referencia. en el criterio de Referencia Temporal se dispone de
informacién total o parcial de la secuencia transmitida, hecho que permite una adaptacién
rdpida del sistema. La ausencia de esta informaci6én en los dos métodos de Referencia
Estadistica que hemos estudiado en esta tesis se resuelve de forma natural mediante la
aparicién de un operador no-lineal, funcién de la estadistica, que regenera los datos
transmitidos y permite la construccién de una funcién de error de forma anédloga a los
criterios de Referencia Temporal. La regeneracién no-lineal de los datos parte del
conocimiento de las funciones de calidad del sistema. Hemos visto que para ambas
funciones de coste, las funciones de calidad se actualizan conjuntamente con los
coeficientes, a fin de garantizar un comportamiento 6ptimo. Dicha actualizaci6én es sin
embargo opcional en el caso de la primera funcién de coste.

En general, debido al fuerte cardcter no-lineal de los criterios de Referencia Estadistica,
resulta dificil llegar a expresiones cerradas que cuantifiquen el comportamiento de los
algoritmos. Hemos visto en cambio, que debido a la estructura especial de las funciones de
coste que hemos propuesto, es posible llegar a expresiones para los vectores de coeficientes
que minimizan el criterio. En particular, un resultado importante lo encontramos en la
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analogfa con el criterio de minima varianza para el caso de una unica fuente. Para ambas
funciones de coste hemos visto que el vector de coeficientes se encuentra contenido en el
espacio de sefial (modificado por la matriz inversa de correlacién del ruido), lo cual

garantiza un comportamiento coherente de la funcién de coste.

Hemos visto que el criterio de Referencia Estadistica resulta muy versétil en el sentido de
que no hace restricciones en cuanto a la estadistica de la sefiales o sefiales de entrada y salida
del sistema. Es decir, puede utilizarse ya sea para recuperar sefiales escalares como por
ejemplo en ecualizacién y conformacién de haz, o bién para sefiales vectoriales como en
decorrelacién de sefiales CDMA, conformacién de haz miltiple y separaci6n de fuentes.
Tampoco se introducen restricciones en cuanto a la arquitectura del sistema. A este respecto

" hemos visto ejemplo de arquitecturas lineales, cuadriticas y de 6rdenes incluso superiores

en los coeficientes.
9.1 Futuras Lineas de Investigacion.

Al finalizar este trabajo creemos que ain queda mucho por hacer en este campo, sobretodo
en el disefio de nuevas funciones de coste, basadas quiz4 en filosoffas alternativas a la
discriminacién de Kullback, la.cual ha constituido el punto de partida de este trabajo.

Los algoritmos de actualizacién desarrollados en esta tesis se han basado tinicamente en
técnicas de gradiente. El estudio de algoritmos alternativos, apropiados para funciones
multimodales, como por ejemplo "Simulated Annealing”, pueden abrir nuevos campos de
trabajo en la optimizacién de criterios de Referencia Estadistica. En particular, aunque hasta
ahora no se ha considerado, creemos que la aplicacién de Redes Neuronales puede resultar

interesante en este contexto.
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