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� ���	� �����	���� ��������� � ��� ����� ����
�� 
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����� 
��� ��� ������ "��� ������ �� 0(D+ � ��	������ 	
�&�� 	 � ������ #
� �� �� ����

������� /0D5�2 ���� ��

�� � ��
�� �����,�	��� �� �)	��� 
� 	����'�� ��������� ���� ��

���
�������%� 
� ������ � ��"������

���� �����
�� 	�'�� �� 	�
� 
� �������%� 
� ���� �������	� � ������
���%� �� �������� 
�

�'�	��� �������� 
� ��� ���� ����� 
�� 	��	�� ������������%�� ���� 
� 	��	��� � ��'� 
� 	��	����
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"� �� ���� 
� ������������%� 
�� ��
��� �� 0(D+ 
��� ������
�� ��  ���� ������� 
� ������

� ���
�� � ��� 	��	���� �� ��� &�'��� ��� D"D� �� ������� 
� ���	� ��
����
����� � ���

��������
�� �� ��
� 
�� 
� ��� ��
��� � �
 ���� �� ������ 
� ������ 
��� ���������� 
� ��������

� ��
� 	��	��� �� ���'
��� 
� D"D� #
� �� ���������
��

(�	� �'�	���� �����
��� �� .�� 8�8 ��� N = 7 	��	���� /M1...M72� (�
� ���������� 
��

��
�� ������� �� �
����'
��� 
� ������ 
��  ���� ���������
����� �� ��	��� #
� ������ 
��
�

�
 &�'� &���� �� ��,�� U���� �� ���	���� � ���
����� �� �
��� +"D ��
� ��� #
� !��� �� ��	����

"� �
����� �'�	���� M1� ���
�
� �� %D;>&� ������� K(4,1)� K(3,1)� K(2,1) � K(1,1)�

K(1,1)

K(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2)

K(4,3)

58

K(4,4)

57

K(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K(3,4)
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L� �
��� 	��	��� #
� #
���� ���
���� �� ��
�� /M82 
��� ���	��� ��������� ��� �� D+

�,� 
� ����� 
������ ���
��� "� ��� ���� �������� � 
�� ����� ��	�����
� �%�� ����� ����� 
��

#
� ��� ������ ���� ��	
������� 
� ���	� ������� /K(4,8)2� $���
!� 
� ����� �� D+ 
���� 

���
������ ��
�� ��� ������ #
� ������� �� �� ��	��� 
��
� �� &�'� 
��
� &� ���
�
� � M8
&���� �� ��,�� $� �� ��� ��,� �������� ��	
���������� ���������� #
� &
������ ��
� �����
�� ���


��&�� ������� � #
� 5@ ��
�,� ����� �����
��� ���,�� �
��������� �� ���� 	�	�����

"� �� .�� 8�7 �
�
� ���������� 
��&� ��	�����	������ 
��
� ��� ������ ���
�����
�� �� &��

	����
� ��	� K ′
(x,y)� K(1,1) � K(2,2) ��� ���	���
�� � �� �
 �
��� �� ���)�� K ′

(1,1) � K ′
(2,2)�

K(3,4)� ��� ��� �� �D 
� M7� �� �������&�
� � ����	���
�� ���
 �
��� �&��� �� �� ��
� %D;G&

��� ��	��� K(4,7)� .����	���� �� ������ 
�� �
��� K ′
(3,4)
� ���	� ��
����
������

"� D+ 
��� �������� ��� �
���� ������ � ��� 
�
����� ������������ ���� ���� 
������ �� '����#
,�


� ������ '
��� ��� ���������� 
� ���������� 	
�������� #
� ��� ��	��������%� �
���
��	��

������ "� ���	�� �
��� ���,� � ��
� 	��	��� �� ��� ��
�� %D;G& � %D;H& ��
�� ��� ������ 
� �


�
����'
��� ���������
������ "��� �����	���%� �� ������� 
���
� �%�� �
� ������ ��
���

����

� 	�
����� 
�� ������%� 
������ /��	��!� ��
�,� ���������� 	�
����� 	
�������� ���� �
 
��

�� �
���
�,� ����)� �&���� 
� ���&� 
� ���
�2�

+��
�
�	����� ���,� 
� 	����'� 	
������� ��� ��� ������ K ′
(2,2) � K ′

(1,1)�����
�� ��� K(3,3)�


� ���	� #
� �%�� ��� 	��	���� �� ��� ��
�� %D;E& � %D;F& �
�
�� 
������������ .����	�����

�� ���,� 
� 	����'� 	
������� ��� �� �
��� ����� ��,� K ′
(1,1) �����
� ��� K(2,1)� 
� ���	� #
�

��� 	��	���� �� ��� ��
�� %D;>& � %D;D& �
�
�� ���
��������

K(1,1) → K ′
(1,1)

K(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2)

K(4,3)

58

K(4,4)

57

K(2,2) → K ′
(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K ′
(3,4)

K(4,7) = K(3,4)

5:

K(4,8)
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� ������ �DE

�����
�� � ���� �
���� ��� @ 	��	���� �� �� ��
�� 	
������� ������� �� �
����'
��� 
�

������ ���
�����
� #
� &�� 
��
� �
 ������%� �� ��  ���� &���� �� ��,�� -�
�� ��� 	��	����

������� �� ����� ��,�� ��,� !��� �� �
�
� 
��� ���� ������ 
� 	����'� 	
������� #
� ������
� 

�� �
��� ����� 
� ����%� � +"D� ��� )����� 	����'�� 
� �����%� 
� ������ #
� �� &�� �����
�

��� ��� ���
�������

{K ′
(1,1)}K(2,1)

{K ′
(2,2)|| K ′

(1,1)}K(3,3)
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�� 8� 0����%� 
� ������ �� ��
��� 	
�������

{K ′
(3,4)|| K ′

(2,2)|| K ′
(1,1)}K(3,4)=K(4,7)

/�����
� ��� ����� 
������2�

'�@� 
� �������

�	����� �&��� #
� �� 	��	��� M4 
���� ����
���� �� ��
��� -�
�� ��� ������ #
� �����

/K ′
(1,1)� K(2,1)� K(3,2) � K(4,4)2 �� �����
���� ��	���	���
��� K(4,4) ��	���	���� �� ���	����

B�� .���8�9� ��� 
�	 � D"D� ��� ���
�����
�� ��� �� D+ �� �� ��
�� #
� �� �� ���� 
� ���� 
�

	��	���� ��� �����
�� �� ����� 
� 	��	���� �����
�� ��� ������ ���
�
�� �� ��
�� ����������

� ��� ��
�� &��	���� 
� ��� ������ ���
�����
���

"� �
����� �'�	���� �� ���	�� �
��� �� D+ ���,� �� 	��	��� M3� 
���
� �
 ����� )���� �

��� 
� ����� 
������� �� �
����'
��� 
� ������ ���
�����
��� +��
�
�	����� ���,� 
� 	����'�

	
������� #
� ������
� ��� ������ K ′
(2,1) � K ′′

(1,1) �����
�� ��� K(3,1)� 
� ���� ���	� �%�� M1 �

M2 ��
� � ���
��������� .����	����� ���,� 
� 	����'� 	
������� #
� ������
� �� ����� K ′′
(1,1)

�����
� ��� K ′
(2,2)� 
� ���	� #
� ��� 	��	���� �� ��� ��
�� %D;E& � %D;H& ��
� � ���
��������

�����
�� � ���� �
���� ��
�� ��� ������ #
� �����,� M4 �
��
� ��� 	��	��� �
������
�


�� ��
�� &�� ��
� ���
�����
��� ��� �� #
� �� �
�
� ����
��� #
� M4 �� ���
� ������ �

����
�� ��	
������%� �
�
�� 
� 
��&� ��
���

��� 	����'�� #
� �� &�� �����
� �� ���� ���� ��� ��� ���
�������

{K ′′
(1,1)}K ′

(2,2)

{K ′
(2,1)|| K ′′

(1,1)}K(3,1)

{K ′
(2,1)|| K ′′

(1,1)}K ′
(3,2)

=K(4,3)
/�����
� ��� ����� 
������2

3��
�@�� � �����������
��

(�	� ��������� �����'� 
� �DE 
��� 
��������� �� ��

���%� 
�� ���&� 
� ���
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�

��"������ � O(log2N)� "��� ��������,����� '
��� ��� �
 ��	�����
�
� �� &�� &��&� 
�� 
� ���

�������	�� 	 � ���
����� � �� ����
��	� 
� ����� ����
����� ����
�� ��  ������ �%������ $�

�
��#
��� ���	�� �� 
��� ����
���� #
� ���� ���� �� &� �����	����
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� 	�	��
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�
�� �)� ���
��� ��� 	�����

�
���������� 
� ��� 	�'���
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� ��� ��������� ����
����� �������
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������
���%��
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�	0� 	 M8 
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 �	 �	�� �� 	��	 	� ��������� ��	
�� �� 
�����	
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�&� 	
������ ����	� �� ��� �	�������� �� �2���
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K ′
(1,1) → K ′′

(1,1)

K(2,1) → K ′
(2,1)

K(3,1)

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2) → K ′
(3,2) = K(4,3)

58

K ′
(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K ′
(3,4)

K(4,7)

5:

K(4,8)
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�������� 
� ������ ���� �
� ��
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� ���	� ��������� � ��
����
������ 
��� 
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����� ���� #
� ���
�� 
��� 
����	���
�� �������

	�������&�����

(
��
� �� #
���� ���	�� 
� ��
�� 1.-� �� D+ ������ 
�  ���� 
� ������ ��� �� 	��	�

������� #
� �� 
� �� .�� 8�6 �%�� #
� �&��� ��
� 
�� 
� ��� ��
�� �� ������
�� ���
���
� ��

�������%� /8�62

K(x,y) = f (g (K(x+1,2y−1)), g (K(x+1,2y))) /8�62

g 
����� 
�� �
���%� 
��
���������� /��� �'�	��� 
�� �
���%� 
� ����2 � f(A,B) �� �����

�%�� 
� 
�� ��	������%� 
� � � A /��
�,� ��� ��� �'�	��� 
�� W1=� �
	�� ���2� K(x+1,2y−1)


����� �� ����� �� �� ��
� P&�'� ��#
���
�Q 
� �� ����� K(x,y) � K(x+1,2y) �� ���������
� ���

�� ��
� P&�'� 
����&�Q� ������� 
�� �
���%� 
��
���������� /g(K)2 � 
�� 
� ���� ������ /K2

�	����� P����� KQ� �� #
� ��� 
������%� 
� �
���%� 
��
���������� �� ��	�
��������	����

���������� ������� �� ����� 
� K � ������ �%�� 
�� ������	����� 
� g(K)�

"� ���� ��#
�	�� ��
� 	��	��� 
��� ��	������ �
 ����� ��
���

�� /�D2 '
��� ��� ��
��

��� ������ ����
�� 
� ��� ��
�� &��	���� � ��� ���������
������ � �
 ��	��� &���� �� ��,��

(�� ��� �����	���%�� � ������
� #
! �
������� 
������ �� D+ ���� ����
��� �� �������%� /8�62�

��
� 	��	��� ���
� �
������� ���� ��������
�� �
 ��
�� 
� ������ ��
� ��� #
� !���� ��

���
�������

���� �����
�� 	�'�� �� �
������	����� 
� 1.-� �� �������� 
� �'�	��� ��	���� �� ���
�
�

�� �DE� (����
��� �� ��
�� 	
������� ��� N = 8 	��	���� 
� �� .�� 8�?� "� 	��	��� M4
��� �'�	���� ��	����� �� �
 	�	���� ��� ������ K(4,4), g(K(4,3)), g(K(3,1)), g(K(2,2))�
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��� 	
�������

K(1,1) =
f(g(K(2,1)), g(K(2,2)))

K(2,1) =
f(g(K(3,1)), g(K(3,2)))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K(3,2) =
f(g(K(4,3)), g(K(4,4)))

K(4,3)

��

K(4,4)

��

K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)

�	

.��
�� 8�?� >���� �%���� 
� ������ ���� 1.- ��� @ 	��	����

'�@� 
� �������

+
�%����� #
� ��� 	��	� 	��	��� /M4) 
���� ����
���� �� ��
��� .�� 8�:� -�
�� ���

������ 
��
� �� ��
� 
��
� ������ M4 &���� �� ��,� 
���� ��� ���
�����
���

"� ���	�� �
���� K(4,4) �� ���	��� 
��  ����� "� 	��	��� M3 ���� � ��
��� �� ��
� %I;A&

#
� �&��� �� ����� 
� 
� ��
� &�'�� �� ����� K ′
(3,2) ���� � ��� �&��� �� ����� ��
���

�� 
�

M3� .����� ��� ����
��� ��� ���
����������� K ′
(2,1) � K ′

(1,1) #
� 
���� � ��� �������
�� � ��
��

��� 	��	���� #
� ���!� ��� 
���'� 
� �
� ��
��� M1 � M2� ���
�
�� �� ��� ��
�� &�'�� 
�

%I;>& �%�� ��������� g(K ′
(3,2)) ���� ����
��� ��
�� ��� ���
����������� 
� �
 �
����'
���� $�

��
�� ���	�� ��� 	��	���� M5 � M8 �%�� ��������� ����� g(K ′
(2,1)) ���� ��
�� ����
��� K ′

(1,1)�

��,� ��� 	����'�� #
� �� ������ 
� ������ ������ ��� �� ����� 	
������� ��� � ��� ���
�������

{g(K ′
(3,2))}K(3,1)

{g(K ′
(2,1))}K(2,2)

K ′
(1,1)

=

f(g(K ′
(2,1)

), g(K(2,2)))

K ′
(2,1)

=

f(g(K(3,1)), g(K ′
(3,2)

))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K ′
(3,2)

= K(4,3)

��

K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)
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� �������

$� ���	� ��	����� �� �&��� 
� 	��	��� MA 
���� 
���� 
� ���� �� �� ��
�� /�
�����	��

#
� ���� 	������� ��  ���� ��������
� �� ���)� 
���'� 
�� ��
� %I;A& 2 
���� � ������
�����

K ′′
(3,2)� K ′′

(2,1) � K ′′
(1,1)� .�� 8�@�

"� ���	�� �
��� � M3 �� �� 
��� �������� g(K ′
(4,4))� ��� ���� ����� �� �� ����� 
� ��������
��

��
� �
 ��	��� 
� ������ &���� �� ��,�� $� ��
�� ���	� � M1 � M2 ��� ����� g(K ′′
(3,2)) ����

���
������ �
 �
����'
��� 
� ������� � � M5�M8 �� ��� 
��� ������ g(K ′′
(2,1))� (�� ��
� �����

��� 	����'�� ���������� ���� �� ���
�������%� �� �� ���� #
� ��� ��
�� ��� ��� ���
�������

{g(K ′
(4,4))}K(4,3)

{g(K ′′
(3,2))}K(3,1)

{g(K ′′
(2,1))}K(2,2)
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�� ��������� 
� 1.- ��	��!� ��� 
���
��
� ��� 
������ ���������	���� �� ���� ���,�
���

���� ��
�	�� 
���� #
� �������� �� �DE ������ 
�� 	���� ��

���%� 
�� ���&� 
� ���
� 
�

�����������%� 
� ����� � 	���� �����
�
 
� 	�	���� ��#
���
� �� �� 0(D+� (�	� �������

�����
� �����

�� ��	���'�
�
 � ����� ��	�
�������� �� �������	� � �� �
���� 	���� Y������

���� ������������� 
� ����� ��� �������

K ′′
(1,1)

=

f(g(K ′′
(2,1)

), g(K(2,2)))

K ′′
(2,1)

=

f(g(K(3,1)), g(K ′′
(3,2)

))

K(3,1) =
f(g(K(4,1)), g(K(4,2)))

K(4,1)

��

K(4,2)

��

K ′′
(3,2)

=

f(g(K(4,3)), g(K ′
(4,4)

))

K(4,3)

��

K ′
(4,4)

�


K(2,2) =
f(g(K(3,3)), g(K(3,4)))

K(3,3) =
f(g(K(4,5)), g(K(4,6)))

K(4,5)

��

K(4,6)

��

K(3,4) =
f(g(K(4,7)), g(K(4,8)))

K(4,7)

��

K(4,8)
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� �������
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����� �����������
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� �������
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� ���� �������	� �������� ��� ����
����� ���������� ����
� �� �� ���� 
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� 	��	���Q� "��� ���� �� ������� 
� ���
������ ��� ������ #
� �����,� �� 	��	��� ������
��

���� ���� ��������� 
�� ������%� ����� ��� ������ 
� ��� ��
�� ����
� �� �
�������� ���� #
�

�� ��� ��� 	��	�� #
� ��� f � g 
��
�� �� 1.-� �������	����� �� ������%� 
� �� �
���%� f ��

�� ���
	���� �� �� #
� �� ����� R(������ �� ���� 4;;;�T ���� '
������� #
� �������� 
� 	����

����� 
� ���
��
�
 #
� �� �������	� �������� RA�
	 ��
 5������ 4;@6T�

"� 1.(� g �� �� 
�� /�� &�� ����)� ��� 	���� ����
�2 � f �������� �� 
�� �
���%�

���

����������� ��� ������

 
� ����
� 
���� #
� �� �����
�� +� x ���������� �� �����
� 
� ��

�
���%�� ��������� ��	� ���
���
� �� ������� f(x) ���)� �� �������%� /8�82� 
��
� ‖ ����������

�� �����������%� � fizquierda(x) � fderecha(x) ��� ��	�
��������	���� ��
����
�������

f(x) = fizquierda(x) ‖ fderecha(x) /8�82

�	����� #
� M1 ����
��� �� ��
�� /.�� 8�;2� $���
!� 
� ������ �
 �D� �� D+ ����
�� 
�

�)	��� ��������� rand(4,2) � �� ���,� � M2 /&��	��� 
�� 	��	��� ������
�2� (�� ���� �����

M2 ��
� ����
��� K ′
(3,1)� "� ��������� M2 ����
�� f (rand(4,2)) � �� ������ � �
 ��
� ��
��

�� ����� ��#
���
� 
� �
 ���
���
� / fizq(rand(4,2))2� 
���
!� 
� ���� �
���� � ������� f � ����

�&��� ����� �� ����� 
����&� 
� f (rand(4,2)) � ������ �� ����� ��#
���
� 
�� ���
���
� �� ��
�

%A;>&8 .����	���� �
���� � ������� f ����� �� ����� 
����&� 
� ��� ���
���
� � �� ������ ��

���
���
� ��#
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76



8�9� 1���� �������	��

K ′
(1,1) =

fizq(fder(fder(rand(4,2))))

K ′
(2,1) =

fizq(fder(rand(4,2)))

K ′
(3,1) =

fizq(rand(4,2))

K(4,1)

54

K(4,2)

56

K(3,2)

K(4,3)

58

K(4,4)

57

K(2,2)

K(3,3)

K(4,5)

59

K(4,6)

5?

K(3,4)

K(4,7)

5:

K(4,8)

5@
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�� 8�;� A�'� 
� 	��	��� ��  ���� �%���� 
� ������ 1.(

��� �
 ������ �� D+ 
���� �������� ��� 	��	�� ����������� � �������� � ��� ��
�� ������

����
������ ��� ��� 	����� ���������� ���� #
� �
�
�� ���
������ �
� �
����'
���� 
� �������

"� ��������� �� 0����� 
� (����� ������ ��� ���
������ 	����'�� ��� �� ����� 	
��������

{rand(4,2)}K(4,2)

{fderecha(rand(4,2))}K(3,2)

{fderecha(fderecha(rand(4,2)))}K(2,2)
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� ����� 
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�� ��	��!� �� ���
������ ����
�����

	������ ������������ �� ��#
���� ����������� 
� !���� #
� 	�'���� �
 ���������� "���� ���

��� ���� 
������� �� �DE 	�'���
� /LKH+� $�� �5
���
 � /������� $��2� 1.- 	�'���
�

/OFT+� '() �5
���
 � �������� '()& 2 � ��
��� ��?�������

+A
������ � 5������ <#���
��

LKH+� ����
���� ��� R(������ �� ���� 4;;;�T� � OFT+ R+�	�����&��� �� ���� 6<<6T� ����

�������� ��� �������	�� � ����� �  ������ &,���
�� 2 − N � (�������� �� �)	��� 
� &�'�� #
�

�
�
� ����� ��
� ��
� � ��, ������
�� ��

��� �� �����
�
 
� 	�	���� ��������� �� �� 0(D+�

����
%'���	����� ����� ����
����� �� �������&�� �� ������
���%� 
�  ������ &,���
�� ����
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	 � 	���	 ���� � ��� ����
� �� ��� 
���	���
�� �
���
��� 
�������������

L� �
���
�� 
���������� �� 
���� ��	� P�� ��
�� 
� ���	����� G1 	���� ���� ��
�� G2Q�


��
� G2 ⊂ G1� "� ����
��
��� ��  ���� ����� P�
���
���Q �� ����� ��� S(a, b) 
��
� a �

b ��� ��
�� ��,� 
� ��� �
���
��� G1 � G2� ��, ��� �'�	���� �� �� .�� 8�4<� S(N(1,1), N(3,2))
������ � ��� 	��	���� 
�� �
���
�� {M1,M2,M5,M6,M7,M8}�

N(1,1)

N(2,1)

N(3,1)

N(4,1)

��

N(4,2)

��

N(3,2)

N(4,3)

��

N(4,4)

��

N(2,2)

N(3,3)

N(4,5)

��

N(4,6)

��

N(3,4)

N(4,7)

��

N(4,8)
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+� �
�
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� �
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��� �
����'
��� A ⊂ N �� �
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���
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	 ��	� 2R − 1 �
���
��� 
������������� 
��
� R �� �� ���
���� 
� N − A�

"��� 	!��
� ������� #
� �
��#
��� 	��	��� 	������� 
�� ����� 
������� ���� ��
� �
��
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���������� �� #
� �
�
� ����������� (
��
� R 	��	���� ����
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��� �%�� ��

��������� � 2R − 1 	����'�� ���� ���
������ ��� �������

�
�#
� �� ����
���� �� �������� � ��%����	����� �� �� ���� 
� 
�� ����F��'� ��
���

���
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�� �� �)	��� 
� 	����'�� 
� ��"����� � 4� �� �����
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� 
��� �
��
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/� ��
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�� 
� ��� 	��	����2 ��, ��	� �� ��	���'�
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�
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����� �� �� �
�
� ����
��� �� @
�"
-������� ��� �
 ������ ����� �� ������� 	������	�� �

�� 
� ���
������%� ������ � ��������%� �� ��	��!� 	 � ������ 
�� ����� 
� ��������� #
� 
�

�������	��
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��%� � �� 	�'��� �� �
���� � 	�	���� 
�� 0����� 
� (�����

��(� &�������	�
� � �� ������ �� 	����� � ������� ��� )�����

�� &�����

� �� ����� 
� ��� ��� 	����� ����
�
�� �� �� �
��� 8�?� �� ������� #
� �� 	�'���� �� ���&�


� ���
� 
� ���
�������%� �� ������� 	 � ���'

���
� �� �� �����
�
 
� 	�	���� �� �� ������


� ������� � �� 
� �
����� ���� �!�
�
� 
� ���������� �� R(������ �� ���� 4;;;�T �� ��
��� ��


�� 
� �
������� ���

������������ ���� ������� ��� �������

��/��� +��	�	
	��	�

"� �� .�� 8�49 �� �� 
� �'�	��� ��	��� 
�� �����	� ������	 ��
���� ������ ����
����

��� (������� ��� �
������� ���

������������ �� 
��� ��	� &����	����� ���� ����
��� 
��	���

�� ����� 
� ��
� 
�� 
� ��� 	��	����� F () �� �
�
� &���� �)����� � 	������� �������� ���� �


��	����� r1� �������	���� 
���� ��� ������
� )����	���� ��� �� 0(�

(
��
� �� 0����� 
� (����� #
���� ��	
������� ��� �
��#
���� 
� ��� 	��	���� /a, b����x2

�%�� 
����� ������� �� �
���%� ���

����������� � �� �
����
�
 
�� 	��	��� ��� �� #
� #
����

��	
�������� 
���
� �
 ��� 	���� ������� r1 � ��, �����
� �� ����� #
� 
��� 
��� ���� ������

�� ��	
������%� ��� !��


���

�r1��� �r1��� �r1��� ��� �r1���

.��
�� 8�49� "'�	��� 
� ������	 ��
���� ������

"��� 	!��
�� ��

�� � 1 ��� � ��	����� #
� 
��� �
��
�� �� 0(D+� �� ��� 
� ��� N

#
� 
��,� �
��
�� �������� ���� �� �� )��� ���� ��������������� 
� ������ �� #
� ��
� ���

#
� ��	��� �� ����� 
� ����%�� �� )���� ���	� 
� ��	
������� � ��� 	��	���� �� 	�
����� 
�

	����'� � ��
� 
�� 
� ������

$� ��
�� ���	�� �� �����	� �� � ��
� ���� ��

��� �� �����
�
 
� 	�	���� �� �����	��

��	� #
	��� (�
� 0+� �%�� 
���� ��	������ 
�� ��	���� /ri2 
�������� � �� 0+( ������ �%��

���
� #
� �
��
�� ������ �)	���� ���������� ��	� �
���
����

��/��� '����	��� 
	 ���������0 ������� ��� ���	��� "�12#

"� 
�� 
� �
������� ���

������������� ��� �	������ �
�
� ��������� � ���  ������ �%�����


� ������ �� �� ������ �� �
���� ������� ��������������

� ������ 
�� �����'� �������
� ���'
���	���� ��� RA�� ��
 E
�� 6<<6T 
�� �� �������


� /	����
��� /���������� 
� �� ������� 3��
�
�� 1��-������� �� �������% 
� �������	� 
�

�����������%� 
� ������ �� 	
������� R���
������ ��
 =����*������� 6<<8�T #
� 
�� �
�������

���

������������ � �� �
�
� ������� � �������	�� ��  ����� ���� ��������� �
 ��	������%�� �

������
���%� �� 
������ 
� �'�	��� ���������

��6� �� #	 ��
��� �
 ���
�	 �	 �&!
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(��,�
�� 8� 0����%� 
� ������ �� ��
��� 	
�������

Fr1(3) ⊕ r

Fr1(5) ⊕ r

Fr1(9) ⊕ r

Fr1(M1) ⊕ r

��

Fr1(M2) ⊕ r

��

Fr1(10) ⊕ r

Fr1(M3) ⊕ r

��

Fr1(M4) ⊕ r

��

Fr1(6) ⊕ r

Fr1(11) ⊕ r

Fr1(M5) ⊕ r

��

Fr1(M6) ⊕ r

��

Fr1(12) ⊕ r

Fr1(M7) ⊕ r

��

Fr1(M8) ⊕ r

�	

.��
�� 8�4?� >���� �%���� 
� ������ ���� 1D+ ��� @ 	��	����

	�������&�����

(����
��� ��  ���� ������� 
� ������ 
� �� .�� 8�4? �� �� #
� ��� ������ 
� ��� ����������

%�;7& �� ������� ���
���
� �� �������%� /8�6@2�

K(i,j) = Fr1(2i + j) ⊕ r /8�6@2

Fr1() �� 
�� �
���%� ���

���������� ��� ��	���� r1 � r �� ���� �)	��� ��������� #
� ������ 

���� ��
�� ���
������ ��� ������� "� �,	���� ⊕ 
����� �� �
���%� W1=�

*%���� #
� ��� ��	� �� &� ������
�
� ��  ����� �� 0(D+ �%�� �������� ����� ��� ����
���
��

%�;7& � �� �
���%� Fr1() � r ���� ����
��� �� ����� 
� �
��#
��� ��
� �� �
��#
��� 	�	�����

��� �D� 
� ��� 	��	���� �� ����
��� �������
� �� 	��	� �
���%� Fr1() � ���)� ��� 	����

���������
� ��� �� �
����
�
 
�� 	��	���� ���� ���	��� #
� ��� 	��	���� �
�
�� P�
���Q �

P��'��Q 
� ����� ��� ����� #
� ��	���� �
 �D�

%�
����&�����

(
��
� 
� 	��	��� �� 
� 
� ���� � 
� ��'� �� D+ 	��
� � ��
�� ��� 	��	���� #
�

���	������ �� �� ��
�� �� ��� 	���� �� /8�6;2�

P = r ⊕ r′ /8�6;2

(�� ���� ��� 	����� ��
� 	��	��� �%�� ����� #
� ����
��� /8�8<2 ���� ���
������ �
� �������

K ′
(i,j) = K(i,j) ⊕ P = Fr1(2i + j) ⊕ r′ /8�8<2

�	�����	�� #
� M7 ����
��� �� ��
�� /�'�	��� 
� �� .�� 8�4:2� �� �D 
�� 	��	���

�������� �� ���	���
�� �� ����� ��
���

�� 
�� 	��	��� M8 ���� � ��� �� ����� 
�� ��
� %I;D&�

.����	���� �� D+ ���,� �� ��� 	���� 
� ���
�������%� r ⊕ r′ � ��� 	��	���� #
� #
�
�� �� ��

��
�� ���)� ��� ������ �DE�
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8�:� (������
��%� � �� 	�'��� �� �
���� � 	�	���� 
�� 0����� 
� (�����

Fr1(3) ⊕ r′

Fr1(5) ⊕ r′

Fr1(9) ⊕ r′

Fr1(M1) ⊕ r′

��

Fr1(M2) ⊕ r′

��

Fr1(10) ⊕ r′

Fr1(M3) ⊕ r′

��

Fr1(M4) ⊕ r′

��

Fr1(6) ⊕ r′

Fr1(11) ⊕ r′

Fr1(M5) ⊕ r′

��

Fr1(M6) ⊕ r′

��

Fr1(M8) ⊕ r′

�	

.��
�� 8�4:� A�'� 
� 	��	��� ��  ���� �%���� 
� ������ 1D+

��� 	����'�� #
� ������ ��� �� ����� 	
������� ��� ��

{r ⊕ r′}Fr1(M8)⊕r′

{r ⊕ r′}Fr1(11)⊕r′

{r ⊕ r′}Fr1(5)⊕r′

(�
� �
���
�� 
��  ���� ��
� 
�������� ���
�� 
� ��� 	����'�� �����
�� ��� �� ����� 	
�������

� ���
����� �� ��� 	���� 
� ���
�������%�� (�� ��� �����	���%�� ��
� 	��	��� �� �����������


� ���
������ ��
���

��	���� ��
�� ��� ������ #
� ������� �� ��  ��� 
��
� �
 ������%� &����

�� ��,� ���)� �� �������%� /8�8<2�

�#
,� �� ��
�� #
� �� 1.- � 1.( �� &� 
�������
� ������ ����� ��	�
�������� � ���

	��	���� ���� ��

���� �� ���� ����� �� �����
�
 
� 	�	���� ��������� �� �� 0(D+�

-�� ��	� �� ������� �� �� .�� 8�4:� 
��� ���������� #
� �� ���
������ ��
�� ��� ������ 
��

 ���� � �� �%�� ��� ��	���	���
��� L�� ��� �������
� �� ������� 
� ���
�������%�� �� ������

�
�
� ������ 
� �
 	�	���� �� �)	��� ��������� r �� #
� �� �� ��������� ���� ������� ����
��


� ��� ������ #
� � ������ 
� ��� 	�	���� �������� ��  �����

3��
�@�� � �����������
��

(�� ���� 	������	� �� &� ��

��
� � �%�� 6 ��� �)	���� ���������� #
� 
��� �
��
�� ��

D+ /r1 � r
′n2 ���� �� &� �����	����
� �� ����� ��	�
�������� 
� ��
� 
�� 
� ��� �����������


�� ��
���

��� ���� ������ 
� 	��	��� �� �
�
� ������� ������%� �����	������ �� #
� �� �!�
�
� 
�


� )���� 	����'� 
� ���
�������%� ��	���,� �� ��
��� 
� W1=� � �� ��
�,� ���
����� ���

�
���� ������ � ��
��� "� ��� ���� 
���� ��������� 
� ������� 
� ����������%� #
� ���
� ��

	��	� ����� #
� �� �DEF1.-F1.(�

��/��� +�(����� 
	 �	����
�


L� �������	� 
� �����������%� 
� ������ �� �����
��� ���� �� � ������ 
� ��� �������� 
�


� 	��	���� � 
� �� ��	������%� 
� �������� 
� ������ 	��	����� �� ������� ������� ���)�

������� �� ������������� � ��� 	��	��� � ���'
��� 
� 	��	�����

9;



(��,�
�� 8� 0����%� 
� ������ �� ��
��� 	
�������

"������ 
�������� ��������� �
���������� 
� �
������ �� ���
��
�
 
� ��� �������	�� 
� �����

�������%�� 
� 	��	��� �
������
�� 
�� ������
����%� 
� 	��	���� �
������
��� 
� 	��	���

������
� � 
�� ������
����%� 
� 	��	���� ������
���

��� ���#
�� 
� 	��	���� )����� ��� ����� ������
����� 
� ������
�������� �� ��� #
� ��

�)	��� 
� ������
��
���� �� 4� �
�	 �� 
��� ������� �� �
���� #
� 
�
����� �
������
��

�
�
�� ��������� �����	���%� 

����� �
������� ���
������������ ���� ���� �� ������� �� ��

������
� P(�����
����%� 
� 	��	���� �
������
�� 

����� �
������� ��"������Q

���$��������� 
� �������� ������
��

$
����� ��
� �� ��
� 
�� ��
��� ��� ������ ��� 
� �� ���	� /Fr1(2i + j) ⊕ a2 
��
� Fr1()
� a ��� �%�� ������
�� ��� �� D+ �� ��� ������ ��� 	��	���� ������
�� ��
� 
�� 
� ��� ������

��	� �)	���� ��	�����	���� ����������� (�	� ��
�� � ����� 
�� D+ ������ �� Fr1(2i + j) ��

a� ����)� 
�
���� ���	�� ��
� ����
��� �� ��� ������ #
� �� 
��� � �� �� �
�
�� �� ��� ����
���

�� #
� �%�� ������� (i, j)
�� �����	���%� 
� #
� 
������ 
� 	��	��� ������
� ��� �� ���'
��� 
� ������ 
��
� �


������%� &���� �� ��,�� ��� �'�	��� �� M1 �
��� ������
� 
��  ���� 
� �� .�� 8�4: {Fr1(9) ⊕
r
′
, Fr1(5)⊕r

′
, Fr1(3)⊕r

′}� �
 ����� ��
���

�� {Fr1(M1)⊕r
′} � �� ��� 	���� 
� ���
�������%�

#
� �� ���	���% ����
��� �
 ���'
��� 
� ������ /r
′(i−1) ⊕ r

′i2� L� ��
�� ������
��
�� ����� ����

	��	� �����	���%� ��� ��
� 
�� 
� ��� ������
��
�����

"� 	��	��� � ��
�� 
� 	��	���� ������
�� /R2 ��	���,� �� �����	� �� ��� ��� �����	���%�

�
��� ����� 
� ����
��� �� ��� 	���� 
� ���
�������%� #
� �� ���	������ ������ � ���	�� �����


�� ��
�� � 
�� ����� 
�� ��
�� �
������
� /A = N − R2 #
� �� ���	������ 
�������� ��

��� 	���� 
� ���
�������%��

+��)� ��� ������ �DE� ��� 	��	���� ������
�� �� �
�
�� ������
�� �� ��� 	���� 
� ���

�
�������%� �� #
� �� &� �����
� �����
� ��� 
�� ����� #
� �� ��� ���������
��

(�� �� �����	���%� 
� #
� 
�������� ��� ������
��
���� �%�� �
�
�� �������� ��	�����

������ W1= 
� �
� �������� ���� ������
�� 
�� #
� �� ��� ����������� (�	� ��
� ����� �� ��

 ���� ����� 
� ,�
��� 
�������� �� �
���%� W1= ����� 
�� ������ 
�� ��
�� �� ���	���� �
���

�� ����� 
� Fr1(i)� ��� �%�� P������ Q �� ��� 	���� r
′i 
�'��
� ��	� ���
���
� �� �
���%� W1=


� 
�� �
������� Fr1(i)� �������%� /8�842� �
�	 �� ��� ������
�
�� 
� ��� �
������� ���

��

����������� �� ���������
�
 
� #
� ���� ���
���
� �� ���������
� ��� �� ���
���
� 
� ���� ,�
���

����� �� 	��	� �
���%�� �
�
� ��� ��� ��#
��� ��	� �� 
�����

Fr1(x) ⊕ r
′i ⊕ Fr1(y) ⊕ r

′i = Fr1(x) ⊕ Fr1(y) �= Fr1(n) ∀n ∈ N − R ∀x, y ∈ R /8�842

���$��������� 
� �������� ��
���&�
��

�� )���� ���	� #
� 
� 	��	��� �
������
� /� ��
�� 
� �����2 ����� 
� ��	��� �� �����	�

�� �������
� �
� �������� � 
� 	��	��� �� �
������
�� 
� ���	� #
� ���� )���	� �
�
� ����
��

�� �����	� ��� ����	���� ����� �
������
��

"��� ���#
� �� ������ ��	)� � �
��#
��� �����	� 
� 
������
��%� 
� ������ � ���������� /)���

��	���� ���������� � ��������2� �� �������
�� �� �����
��� ���� ���� ��	� 
�� �
���������
�



�� �����	��

?<



8�:� (������
��%� � �� 	�'��� �� �
���� � 	�	���� 
�� 0����� 
� (�����

�� ���� ��������
�
 �� #
� ��	����� �
� ������ ���� ������� ���� ������� #
� �� ���

����������� +� �� �����	���%� ��	����
� ��������� � 
� )���� �����
� 
� ���
�������%� ���

��������	�� �� �� 	��	� ���� #
� �� �
��� ��������� -�
� �� ���	�
� ��������	���� �� ��
���

	���� � ��
� �#
,� +� �� �����	���%� ��	����
� ��������� � 
�������� �����
�� 
� ���
�������%�

�� ����� 
� ������
����%� 
� 	��	���� 

����� �
������� ��"�������

���$��������� 
� �������� ��
���&�
�� 
����
� ��������� ��"������

$
����� �
������� ���
������������ 
� 	��	��� �
������
� /� ���'
��� 
� �����2 �
�
� ��

���������
� �����	���%� 
� �
����'
���� 
� ������ � ��� 	����� 
� ���
�������%� /��� �'�	���

54 �����
�,� {Fr1(9)⊕ r
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MemoriaMiembro−OKS = �log2N� + 1 /8�8?2
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