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INTRODUCCION

La ecuacidn de valores propios de un Hamiltoniano que describa un sistema
de fermiones interaccionantes, no puede ser resuelta de forma exacta. Sin
embargo, algunas soluciones aproximadas (o soluciones exactas de
Hamiltonianos modelos mas simples) resultan ser muy (tiles para obtener
informacién entorno al comportamiento del sistema. Una larga serie de esfuerzos
cientificos han sido dirigidos a conseguir una descripciéon del espectro discreto de
un Hamiltoniano a partir de las proyecciones de dicho operador en algun espacio
modelo. En el caso de sistemas N-electrénicos, el mas cominmente empleado es
el espacio FC! (Full Configuration interaction) (Paldus 1976, Duch 1986).EI
espacio FCI, que suele representarse por H(N,S,K.M), se define como la parte
antisimétrica y spin-adaptada del espacio de Hilbert finito-dimensional construido
mediante el producto tensorial de orden N del espacio monoelectrénico Vi de

spinorbitales:
&N A
H(N,S,K,M):[ Vo }SM (L1)

En la expresion (I.1), con A queremos significar antisimétrico y S, M representan

los nimeros cuanticos de spin total y su componente Z, respectivamente.

El espacio monoelectronico Vok esta expandido por un conjunto de 2K
spinorbitales, cada uno de los cuales se expresa como el producto de una funcién

de spin ¢, (i=1,2) y de una funcién orbital ¢ ( k= 1,2,....,K).

La dimension del espacio H(N,S,K,M) viene dada por la formula de Weyl

Paldus (Paldus 1974):



2S+1 K+1 K+ 1

K+1 N/2-S N/2+S+1

D(N, S, K) = (1.2)

Para la construccion y representacién de las funciones base pueden
utilizarse dos técnicas equivalentes. Son las conocidas como Aproximacion del
Grupo Unitario (UGA) (Paldus 1975, 1976) y Aproximacién del Grupo Simétrico
(SGA) (Kotani et al. 1955, Ruedenberg 1971, Karwowski 1973, Duch y Karwowski
1981, 1985, Dinesha et al. 1981). En lo que respecta al espacio y a las funciones
base N-electrénicas, no hay diferencia entre una y otra aproximacién. La unica

diferencia reside en la forma de construir y representar las funciones base:

- En UGA el espacio monoelectrénico orbital (V&) se acopla con el de spin ( VZ)

para formar el espacio monoelectrénico ( VZOK) . A partir de este ultimo, se obtiene
@ N

el espacio N-electrénico como el producto tensorial de orden N (sz)

Finaimente, se escoge H(N,K,S,M), es decir, el subespacio antisimeétrico y spin

®N
adaptado de Vo .

- En SGA los espacios orbital y de spin N-electrénicos se forman separadamente
. . . < (]
mediante el producto tensorial de orden N de los espacios monoelectrénicos Vg y

S\ &N @ N

Vz. De esta forma se obtiene, respectivamente, (VK) y (VZ) A
@ N

continuaciéon se escoge el subespacio W(N,S,M) C (VZ) correspondiente a

unos nimeros cuanticos S, M dados. Finalmente, H(N,K,S,M) se obtiene tomando
@N

o}
la parte antisimétrica del producto W(N,S,M) ® (V K)

La diferencia entre ambas aproximaciones puede ser visualizada en los

siguientes esquemas:



VK ] N
® A
® s ®
——-»Vz; —_— Vg"? S_—>H(NsK,S,M)=[ VZKN}SM
Vy —
SGA
®N ® N
Vi T V.
A
® ®N
N S HiNksM) =] VE s
® s ®N
Vs —>(|Vz) — = W(N,S,M)-
S, M

En la presente tesis doctoral desarrollamos una metodologia
fundamentalmente basada en la aproximacién SGA. Por ello escribimos las

funciones base N-electrénicas del espacio FCl como |A; S M| > | Estas funciones,
constituidas por productos de orbitales spin-acoplados y antisimetrizados
(Ruedenberg 1971, Karwowski 1973, Duch and Karwowski 1985), son

ortonormales, antisimétricas

PIA;SMI>=(-1)P|r;SMI> (1.3)
y son funciones propias de los operadores de spin total

2

S |A;SMI>=S5(S+1)[A; S MI> (1.4)

S,[A;SMIi>=M|A;SMI> (1.5)



En las anteriores ecuaciones (1.3-1.5), P es el operador permutacién, p es la

~

paridad de P, A es una abreviacién para representar un producto de orbitales
~2 A
(configuracién orbital) y | distingue funciones propias de S y S; pertenecientes a

los mismos valores de Sy M.

De forma mas explicita una funcién base N-electrénica puede representarse

como

A SMI> = CRA[[MSMI>| ,1=1,2,..1(S,5) (16)

donde

-Cy es una constante de normalizacion

-A esel operador antizimetrizador dado por A= -&,—Z (-1 )pl3
P

-| A > es una funcién orbital independiente del spin constituida por un producto de
N orbitales. Si Llamamos s; al nimero de orbitales que aparecen una sola vez en
| A > (orbitales con simple ocupacién) y dy, a los que aparecen dos veces (orbitales

con doble ocupacién), se cumple s)+ dy = N.

-1S MI> es una funcién, dependiente Unicamente del spin, construida de modo
/\2 o~y

que sea funcién propia de los operadores de spin total S y Sz.

- f(S, s») representa el nimero de funciones de independientes, asociadas con una

determinada configuracion orbital. Dicho numero viene dado por (R. Pauncz 1979)

por la expresion:

2 S)\’+1
f(S,sA)=S—8++—11—- s, (17)
A S-S



Con objeto de estudiar el espectro de valores propios de un Hamiltoniano,
rexpandido en cualquier espacio modelo, pueden ser aplicadas dos estrategias
metodolégicas. En la primera de ellas los valores propios individuales son
evaluados mediante diagonalizacion de la matriz Hamiltoniana. Esta aproximacion
es utii cuando uno esta interesado en unos pocos, y bien caracterizados, niveles
de energia; como, por ejemplo, en el caso de los niveles electrénicos moleculares
més bajos. Sin embargo, resulta prohibitiva cuando el nimero de niveles de
energia es muy grande, por ejemplo en ciertas configuraciones electronicas de
atomos pesados. Esto es debido a un fenémeno referido en la bibliografia como
"explosién combinatorial® (Fulling et al. 1992); el cual esta relacionado con un
crecimiento muy rapido de la dimensién del espacio FCl para un aumento
moderado de N y K. Por ejemplo, la dimensién dada por la férmula de Weyl Paldus
(ecuacién (i.2)) para un espacio FCI de un sistema compuesto por 20 electrones
acoplados formando un singlete (S=0), cuando utilizamos un conjunto de 40
orbitales para expandirlo (téngase en cuenta que para obtener cierta fiabilidad en

calculos "ab initio" se requiere, al menos, K=2N) resulta ser de 8.6 1016,
Obviamente la magnitud de esta dimension hace inviable la diagonalizacion de la

matriz Hamiltoniana para un nimero de electrones N ~20.

La segunda estrategia consiste en dar una descripcion del espectro de
sistemas polielectrénicos utilizando métodos estadisticos. El conjunto de valores
propios del operador Hamiltoniano es tratado, en este formalismo, como un
colectivo estadistico. Por tanto, cuanto mas numeroso sea el numero de
autovalores, es decir, la dimensidn del espacio modelo donde expandimos el

Hamiltoniano, més preciso sera el tratamiento.

Esta aproximacion se conoce con el nombre de espectroscopia estadistica
(French 1974, French and Kota 1982). Normalmente en espectroscopia estadistica

se formulan cuestiones diferentes a los planteados en la espectroscopia



convencional. Asi, mientras la primera es la mas adecuada para describir el
espectro como un todo, la convencional lo es para determinar las propiedades de
los autovalores individuales. Sin embargo, se presentan situaciones donde la
aproximacidn estadistica conduce a resultados normalmente asociados con la
espectroscopia convencional. Por ejemplo, la funcién de distribucién espectral ha
sido aplicada para predecir la localizacién de niveles de energia individuales,
tanto en espectroscopia nuclear (Ratcliff 1971) como en atémica (Bancewicz and

Karwowski 1987, 1991).

La espectroscopia estadistica tiene su origen en fisica nuclear con un
trabajo de H.A. Bethe titulado "An Attempt to Calculate the Number of Energy
Levels of a Heavy Nucleous" (Bethe 1936). En él, Bethe aplica la metodologia
estadistica de Fermi a los neutrones y protones constituyentes de un ntcleo
pesado y obtiene el nimero de niveles para un intervalo de energia dado, asi

como el espaciado entre ellos.

Los primeros resultados de la espectroscopia estadistica fueron
coleccionados por Porter (1965). Las aplicaciones de esta metodologia a la fisica
nuclear han sido analizados por Brody et al. (1981). En espectroscopia atémica,
los primeros trabajos sobre propiedades estadisticas aparecen en 1960
(Rosenzweig and Porter, 1960). Entre las contribuciones mas recientes caben
destacar los trabajos de Nomura (1985, 1986). En los ultimos tiempos han sido
publicadas una serie de revisiones sobre estudios estadisticos de espectros
atémicos. Vease, por ejemplo, Bauche et al. (1988), Bauche and Bauche-Arnoult
(1990) y Karazija (1991). Finalmente cabe resefiar las aplicaciones de la
espectroscopia estadistica en la teoria del campo cristalino presentadas por Yeung

and Newman (1985, 1986).



Dentro de la espectroscopia son de particular importancia los momentos de
la distribucion de densidad espectral de los autovalores del operador
Hamiltoniano. Con objeto de definir tales momentos, llamemos { E.} al conjunto de
sus valores propios. Si representamos por D la dimension del espacio FCI en el
que proyectamos el Hamiltoniano exacto 3, podemos definir la funcién de

frecuencia normalizada como

D
f(E)=D" Y5 (E-E)) (1.8)
donde fwf(E)dE =1 (1.9)

o0

A partir de f(E) podemos definir ia funcién de frecuencia integral como

F(E) = DfEf(E) dE (1.10)

Esta ultima funcion cumple la condicidn de contorno F(w) = D. Una representacion

gréfica de la funcion de frecuencia integral F(E) frente a E nos daria una curva del
tipo

F(E)

5 2

Figura 1



_donde la dimensién del espacio (D) representa una asintota horizontal para la
funcién F(E).

Los momentos de la distribucion espectral estan definidos como

&= [Ef(E)dE

=00

M4

Wy = 02=] (E-&) f(E)dE
oo (1.11)

----------------------

Al primer momento lo solemos designar como la energia promedio, y al segundo

como el cuadrado de la dispersion.

Con objeto de centrar el espectro y normalizar a 1 la dispersion, escalamos
la energia haciendo el cambio x = (E-E)/o (o= ‘/Ez). Esto es equivalente a tomar la
energia promedio como origen de energias y ajustar a la unidad la anchura de la
funcién de distribucion. De esta forma, las ecuaciones (I.11) quedan:

Wy =0 = f“"xf(x)dx

= -

1y = 1:[ %2 £(x) dx

oo (.12)

------------------



Para conseguir el espectro tedrico de los valores propios a partir del
conocimiento de los momentos, aproximamos la funcién de frecuencia discreta a
una funcién continua e integrable f(x). Dicha funcién puede ser expandida
utilizando una base completa. A menudo suele ocurrir que las distribuciones son
aproximadamente Gaussianas. Por tanto, es conveniente escoger, como conjunto
base, las funciones propias del oscilador armdnico simple; es decir, la serie de
polinomios de Hermite con la funcion Gaussiana como factor peso. Puesto que no
podemos tomar infinitos sumandos, truncamos la expansién hasta el p-ésimo
término; obteniendose de esta forma una funcidon de frecuencia continua y

aproximada que normalizamos a la unidad. Es decir:

f(x)=(2 n)yz e'xz/z iciH,(x) (1.13)

con la condicién

oo _
f f(x)dx = 1 (1.14)
donde Hj(x) es el i-ésimo polinomio de Hermite y ¢, representa los coeficientes de

la expansion.

La expresion (1.13) es conocida como la expansion de Gram-Charlier

(Kendal 1943).

Si sustituimos la ecuacion (1.13) en el conjunto de ecuaciones (1.12),

obtenemos un sistema de p ecuaciones lineales



0 - - Yojen /2 f M9 e Vedx = Sl

1 == S n)"yzf X2 H,(x) e 2dx = 31 (1.15)

-----------------------------

donde

19- 2 ol /2 f x¥H. (x) e */2dx (1.16)

- oo

El conocimiento de los p primeros momentos permite resolver el sistema de

ecuaciones (1.15), y obtener de este modo los coeficientes ¢; de la expansion f(x).

Si la funcién de frecuencia continua se aproxima con p términos, la igualdad

fM(E-E)q[f(E)-f(E)]dE =0 (1.17)

debe satisfacerse para q=0, 1, 2, .., p. En tal caso decimos que la funcién continua f

es equivalente a la discreta hasta el p-ésimo momento.

En el caso de utilizar unicamente los cuatro primeros momentos para
resolver el sistema de ecuaciones (1.15) (p=4), la funcién de frecuencia continua

f(x) resulta (Ratcliff 1971):

F(x)=(21)/2 6™/ 14 27 (x3-3x)+gzvz(x4-6x2+3)] (1.18)

10



siendo vy, y v, dos coeficientes que reflejan la asimetria de la funcién de
ufrecuencia respecto de la funcién puramente Gaussiana. El coeficiente vy, es una
medida de la inclinacion respecto de la verticalidad, mientras que Y, es una
'medida de la agudeza de la distribucién para una anchura dada (ver figura 2).
Estos coeficientes vienen dados por las expresiones
-3
Yi=H3u, 2 (119)

Ya=ipz -3 (120)

Notese que en una distribucién puramente Gaussiana ( K4 = 3) Yi= Yo =0.

En la figura siguiente representamos la funcidn f(x) dada por la ecuacion

(1.18) para cuatro parejas distintas de valores de los coeficientes Yy Y Y5 .

Figura 2

11



La funcién de frecuencia continua f (x) sera tanto mas exacta cuanto mayor
sea el numero de momentos que utilizemos en la resolucién del sistema (1.15).
Ahora bien, debido a que la distribucidn de autovalores del operador Hamiltoniano
es, con frecuencia, aproximadamente Gaussiana; la obtencién de la expansion de
Gram-Charlier (ecuacién (1.13) ) utilizando los cuatro primeros momentos conduce,
generalmente, a una notable coincidencia con la funcién de distribucién discreta
obtenida mediante diagonalizaciéon de la matriz Hamiltoniana (en aquellos casos
donde la diagonalizacién sea posible) . A este respecto pueden verse los trabajos
de espectroscopia nuclear realizados por Ratcliff acerca del o'® (Ratcliff 1971). En
ellos se pone de relieve una gran coincidencia entre las representaciones graficas
de la funcién de distribucién continua {obtenida a partir de los cuatro primercs
momentos con ¥y =04 y v, =-0.24) vy la funcién de distribucion discreta.
También podemos citar los trabajos de Bancewicz et al. sobre espectroscopia
molecular (Bancewicz et al. 5507, 1989) y atdémica (Bancewicz and Karwowski
1991). Dichos autores utilizan el test de x2 para justificar la bondad con que la
funcion de distribucién continua, obtenida a partir de unos pocos momentos mas
bajos, se aproxima a la funcidn exacta discreta. Los resultados confirman de nuevo
el buen comportamiento de las expansiones de Gram-Charlier basadas en unos

pocos momentos mas bajos.

El valor de x2 lo calculan de la siguiente forma. En primer lugar se centra el
espectro (€ = E =0 ) y se normaliza la dispersidn (¢ = 1) escalando la variable en

la forma x = (E - €) / 0. A continuacién se divide el rango de energias en r intervalos

( ("°°1 X1): (X1, X2)’ ----- ) (Xf-1a °°) ) '

de manera que se cumpla la igualdad Fa(Xks1) - Fa(Xk) = D/r , donde Fg(x)

esta relacionada con la funcién de frecuencia Gaussiana en la forma

12



Fa(x) =D e”/2 , Fg(e)=D (1.21)

~00

siendo D el nimero total de autovalores del operador Hamiltoniano.

Se le llama fix al nimero de autovalores que proporciona la funcién de
distribucién discreta en el intervalo (xg, Xk+1), Y Nk al nimero de autovalores
asignados para el mismo intervalo por la funcién de frecuencia continua

aproximada. Es decir:

Ni=F(Xke1) - F(X) (1.22)
donde F(X) viene definida como

-of Fx)dx , F(e)=D (1.23)

(Notese que F {x) nos da el nimero de autovalores en el intervalo (- os, x) ).

Entonces la funcién X2 es construida del siguiente modo:

[ nk nk 2
Z (1.24)

El valor de X2 obtenido debe ser comparado con el Xx2(critico)
correspondiente al 5% de probabilidad. Si x2 > x2(critico), el ajuste se considera

satisfactorio.

Es interesante ver también como el espectro tedrico de autovalores puede
ser obtenido a partir de la funcién de frecuencia integral continua aproximada

F (x) - ver ecuacion (1.23) -. Puesto que esta funcién nos da el ndmero de valores

13



propios en el intervalo (- o, x), y cumple, ademas, las condiciones de contorno
0 F(-)=0y F () =D; podemos representar F(x) frente a x y dividir el eje de
ordenadas en D intervalos iguales. Si bien en cada intervalo debe existir un
autovalor, la localizacién exacta del mismo no es conocida. Por tanto,
supondremos que cada autovalor estd situado en el punto medio de su
correspondiente intervalo. Las abcisas, segun la curva representada,
correspondiente a estos puntos medios, nos daran el espectro buscado (ver figura

3).

- Inf 0 X + Inf

Figura 3

De la exposicidn anterior, puede concluirse que el punto neuralgico de la
espectroscopia estadistica reside en la obtencién de los momentos de la

distribucion espectral de la matriz Hamiltoniana. Ya se ha comentado

14



anteriormente la imposibilidad practica de diagonalizar la matriz Hamiltoniana,
rincluso para sistemas con un numero relativamente escaso de fermiones. Por ello,
runa via alternativa para la obtencién de momentos es clave para la aplicacion
practica del formalismo estadistico. Los momentos estan relacionados con las
trazas de potencias de la matriz Hamiltoniana del siguiente modo (ver por ejemplo
Chang et al. 1971, Nomura 1972, Cowan 1981, Bauche and Bauche-Arnoult 1990,
" Karazija 1991) :

_a__ Tr(H)
u‘"G_D(N,S,K) (1.25)
Tr(H-8)
m— r -
M= B(N,S, K} (1:26)

donde Tr significa traza, D(N, K, S) es la dimensién del espacio y & la energia

promedio.

Si desarrollamos la n-ésima potencia de la ecuacion (1.26), obtenemos

1 N k=K n-k[n
Wo= DN K.S) TrH +k§=_‘;(-1) & TrH (k) (1.27)

En la ecuacion (1.27) vemos que en el n-ésimo momento aparecen, junto a
TrH", trazas de potencias inferiores (Tr H™ X | k=1,2,......,n). Estas contribuciones
pueden eliminarse centrando el espectro; es decir, tomando & como origen de
energias o, equivalentemente, haciendo H =H- & .De esta forma las ecuaciones

(1.25) y (1.26) quedan:
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~n (1.28)

Trazas de potencias de Hamiltonianos han sido estudiadas por algunos
autores. Los primeros trabajos de Ginocchio (1973 ) y Mon and French (1975)
implicaban operadores representados en espacios de Hilbert modelo de capas
nucleares. Hay contribuciones mas recientes de Nomura fundamentalmente
dirigidas a problemas de fisica nuclear (Nomura 1974, 1985 y 1986). En estructura
atémica hay contribuciones relevantes de Bauche Arnoult et al. (1979, 1982,1985),
Karazija (1989) y Rudzikate and Karazija (1989). Para el caso de N electrones -
acoplados a un vaior dado del spin total S, formulas generales para los dos
primeros momentos de Ia distribucién de la densidad espectral han sido derivadas
por Karwowski y Bancewicz haciendo uso del formalismo de Hamiltonianos
reducidos con adaptacion de spin (Karwowski and Bancewicz 1987).
Desafortunadamente, este formalismo no permite ir mas alla del segundo
momento, y una metodologia alternativa es necesaria si uno quiere obtener
expresiones generales para cualquier momento de la distribucién espectral de la

energia de N electrones acoplados a un spin dado.

En la presente tesis doctoral nos proponemos desarrollar una metodologia
que conduzca a la obtencién de férmulas completamente generales para el calculo

de trazas de potencias de la matriz Hamiltoniana expandida en espacios FCI.

Debe mencionarse que, si bien hemos hecho énfasis hasta ahora en el uso
de los momentos en espectroscopia atémica y nuclear para la generacién de

detalles espectrales (Ratcliff 1971, Bancewicz et al. 1989, Bancewicz and
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Karwowski 1991) y envolventes de espectros (Bauche and Bauche-Arnoult 1990,
Bauche et al. 1988), hay otros campos de la fisica donde estos momentos son
también relevantes, y su determinacidn es, por consiguiente de significativa
importancia. Citaremos como ejemplo la reduccion de un problema N-electrénico a
un problema efectivo de dos cuerpos y los estudios sobre propiedades de

espacios modelos y posibles aplicaciones practicas.

La reduccién de un problema N-electrénico a un efectivo problema
bielectronico representa una de las tareas més inquietantes en teoria atémica y
molecular ( ver por ejemplo Erdahl and Smith 1987). Los momentos de la
distribucion espectral de sistemas de muchos electrones pueden ser expresados
como combinaciones lineales de productos de integrales bielectrénicas
determinadas por un Hamiltoniano reducido de dos electrones. En esta expresidn,
la informacién sobre las propiedades especificas de las interacciones esta
contenida en las integrales, mientras que la dependencia con el nimero de
electrones y su spin total viene descrita por los coeficientes de la expansion,
conocidos como coeficientes de propagacion. Estos coeficientes pueden ser
derivados analiticamente como funciones racionales de N y de los nimeros
cuanticos (Brody et al. 1981, Karazija 1991). De esta forma, la informacion
especifica sobre el sistema contenida en el Hamiltoniano reducido, es reformada,
dependiendo del numero de electrones y del spin total, por los coeficientes de

propagacion que son independientes de dicho Hamiltoniano.

Respecto del estudio de las propiedades de los espacios modelos, sabemos
que los momentos de la distribucion de densidad espectral de los operadores
Hamiltonianos expandidos en ellos, son invariantes con respecto a

transformaciones unitarias de la base de dichos espacios. Por tanto, los momentos
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caracterizan el espacio y pueden ser utilizados para el estudio de sus propiedades
generales. Una sencilla e importante aplicacion de esta invarianza ha sido usada
por Dierksen et al. para localizar errores en la construccién numerica de matrices
Hamiltonianas (Diercksen and Karwowski 1987, Diercksen et al.1990).
Actualmente los algoritmos para la construccidon de representaciones matriciales
de operadores Hermiticos en espacios de Hilbert finito-dimensionales y spin
adaptados, son, en general, muy complejos. Particularmente, en teoria de sistemas
N-electrénicos el problema de valores del Hamiltoniano en el espacio FCI,
requiere, cuando las dimensiones son importantes (D > 103 ), un método de
chequeo que detecte posibles errores. La forma mas comunmente empleada para
probar la correccidén de un programa Cl es la comprobacién de la invarianza de los
autovalores después de una transformacidn unitaria de las funciones
monoelectrénicas. Esta técnica es ciertamente Util para chequear la correccion
global de un programa Cl, pero es de muy poca ayuda para localizar errores
puntuales. El método que hace uso de los momentos consiste esencialmente en
comparar la dispersion de la matriz Hamiltoniana calculada por dos algoritmos
diferentes: directamente a partir de los valores propios obtenidos diagonalizando
la matriz Hamiltoniana y, alternativamente, a partir de los momentos de la
distribucidn de densidad espectral (momentos obtenidos, a su vez, a partir de

trazas de potencias de la matriz Hamiltoniana).

Otra aplicacion relativa a la caracterizacion del espacio por parte de los
momentos, consiste en la determinacién de condiciones bajo las cuales los
espectros exiben ciertas propiedades, como, por ejemplo, la simetria hueco-

particula (Karwowski and Bancewicz 1987).
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Como ya hemos indicado anteriormente el objetivo de la presente tesis
doctoral consiste en desarrollar un algoritmo general para la evaluacidon de
potencias arbitrarias de la matriz Hamiltoniana N-electronica expandida en
espacios FCI. Dicho algoritmo se inscribe en el marco de la aproximacién del

Grupo Simétrico (SGA) a la teoria de sistemas multielectronicos.
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FUNDRMIENTOS
TEQRICOS

(CAPITULO 1)



1.1.- INTRODUCCION

El principio de correspondencia de Bhor permite formular la mecénica de los
cuantos, 0 mecanica cuantica, a partir de las ecuaciones de la mecénica clasica. El
proceso de cuantificacion de las ecuaciones clasicas de Hamilton de un sistema
de particulas conduce a la ecuacién cuantica de Schrédinger para dicho sistema.
De modo andlogo se puede proceder a la cuantificacion de las ecuaciones
clasicas del campo, en el caso de sistemas continuos, y obtener las ecuaciones del
campo cuantico.

Centremos, nuevamente, nuestra atencién sobre la ecuacién de Schrédinger
de un sistema de particulas. Se trata de una ecuacién diferencial en derivadas
parciales (respecto al espacio y al tiempo) de la llamada funcién de onda; que a su
vez, N0 es mas que un campo escalar (asignacion de un nimero a cada punto del
espacio, para cada tiempo). Asi pues, podemos contemplar la ecuacién de
Schrddinger como una ecuacién del campo y aplicar sobre ella [a cuantificacion, al
igual que se realiza la cuantificacidn del campo clasico. De este modo se realiza
una segunda cuantificacion de las ecuaciones clasicas de Hamilton. Desde un
punto de vista fisico, no se afiade nada nuevo recuantificando unas ecuaciones
previamente cuantificadas. Ahora bien, desde un punto de vista matematico, se
obtiene una formulacidon alternativa de las ecuaciones de la mecanica cuantica,
cuyo manejo resulta mucho mas sencillo en la mayoria de los casos

Un desarrollo detallado de la "recuantificacion" de la ecuacién de
Schrédinger que conduce, de modo natural, a la aparicién de los operadores de
creacién/aniquilacion, y a todo el formalismo matematico de la Segunda
Cuantificacién, viene desarrollado con todo detalle en la referencia (Viciano y
Planelles 1992); por lo cual, creemos innecesatrio repetirlo aqui. En lugar de ello,
presentaremos los operadores de creacidén/aniquilacién fermiénica desde un punto
de vista puramente operacional; remitiéndonos a dicha referencia para una mayor
fundamentacion de este formalismo y sus origenes.
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1.2.- OPERADORES DE CREACION/ANIQUILACION

En este apartado vamos a exponer los pilares fundamentales del formalismo
de la Segunda Cuantificacién en el caso de fermiones, mostrando cémo las
propiedades de los determinantes pueden ser transferidas a ciertas propiedades
algebraicas de los operadores de creacion/aniquilacién fermidnica (b*/b).
(Jorgensen and Simon 1981,Szabo et al. 1982, ver también Valdemoro 1987).

. o’ + . .
Comencemos asociando un operador de creacién b; a a cada spinorbital X;.

Su accién sobre un arbitrario determinante de Slater | Xk - - - X1> sera:

. [ D> Side{k...l)
biIXk---XP’—{ 0 Si ie{k....l] (1.1)

El orden en que dos operadores de creacién actian sobre un determinante de
Slater es crucial. En efecto:

by b | X+ X1>=b7 1 XX+ - 1> = | XX Xk- - %> (1.2)

b;'bflxk...xp = bflxixk...x,> = [xjxixk...xp = 'lXinXk---XP (1.3)

(En el altimo paso de la ecuaciéon (1.3) hemos hecho uso de la propiedad
antisimétrica de los determinantes de Slater).

Sumando las ecuaciones (1.2) y (1.3) tenemos

(6767 +b7 b7 )12 2> = O (1.4)

Puesto que | Xk--- %> es cualquier determinante, el cumplimiento de la ecuacién
(1.4) exige:
+. + +, + +  +
bibj+bjbi=0={bi,bj} (1-5)
(donde hemos utilizado la notacién del anticonmutador de dos operadores).

Si consideremos i = j, la ecuacién (1.5) queda { bfb;}l =2 brbf = 0 . Tenemos,
por tanto, que brbf = 0 ; lo cual indica que, de acuerdo con el Principio.de
Exclusién de Pauli, no podemos crear dos electrones en el mismo spinorbital.

A continuacién definimos el operador aniquilador b; mediante
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[ £lxp---x1> Side{k....l1}; (+sii=k, -siizk
b"x""'x'>‘{ 0 Si ig{k....|] (1.6)

Notese que para que b; aniquile X;, este debe ocupar la primera posicion del
determinante. Si no es asi, debe aplicarse antes la propiedad antisimétrica de los
determinantes. Es decir:

bl‘XkX|"'Xl>= bl('lxixk...xl>) = '|xk...xl>.

+
Veamos, a continuacion, que b; es el adjunto de b? (bi=(b;+) ). Para ello sea

| K> = [%iXk--- %> = brlxk...x|>

Si hallamos la expresion adjunta de la anterior, tendremos:

<K| = <X|---Xk|(bi+)+

multiplicando Ia igualdad anterior por | K> se obtiene

-+

<K|K> = <x|...xkl(bi+) | XX %>

Puesto que <K |K> = 1, [a expresidn anterior conduce a

+

1= <x,...xk|(bi+) XXk %)>

Lo cual requiere que:

+
i) (br) | XiXk---%>= |Ak---%> . Comparando esta igualdad con la ecuacion

+
(1.6), concluimos que (bf') = b;.

At
ii) <X1--~Xk|ﬁ’i) = <Y Xkl D= <x 0k X (1.7)

La ecuacién (1.7) indica que b; puede ser considerado creador a la

izquierda ( <K |Db;). Andlogamente, puede justificarse que bi es aniquilador a la

izquierda ( <K| bi").

Una relacién de anticonmutacion, semejante a la ecuacioén (1.5), puede ser
obtenida para los aniquiladores b, , b; . Es decir:
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{bi,b} = bjb;+b;b; =0 (1.8)

"Si consideramos | = j, la ecuacion (1.8) queda {bj,b} =2b;b;=0, Ilo cual
implica que b; bj = 0 . Es decir, no puede eliminarse dos veces el mismo electrén.

Las ecuaciones (1.5) y (1.8) indican que la permutacion entre dos creadores

+ o+
b . bj , 0 entre dos aniquiladores b;, b; , requiere un cambio de signo. Veamos

+
qué ocurre cuando intentamos permutar un creador bj y un aniquilador b;. Para

ello consideremos el efecto de b;bj+ + b;’bi sobre un arbitrario determinante de
Slater |K>:

Casol) i#j

[-1) Xie|K>y Xj¢|K> Elcaracter antisimétrico de los determinantes
anula la anterior expresion.

-2) Cualquier otro caso distintc al | - 1) es evidentemente nulo, puesto
que intentamos crear un electron ya existente, o destruir uno que no
esta.

Caso il) i=j. Tendremos
(b,b;'+bi+bi) K> = bjb] [K>+b b |K>=|K>
tantosi x; € |[K> comosi x; ¢ | K> .
Los dos casos ( | y Il ) pueden englobarse como:

+  +
{o1,67} = bib +b7b; = 5 (1.9)
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1.3.- MATRICES DE DENSIDAD EN SEGUNDA CUANTIFICACION

Dada una funcidn N-particula ¥ normalizada, definimos la matriz de
densidad no reducida (o de orden N) como (Lowdin 1954,1959; McWeeny 1960):

(N) 1) 1 ! * 1 \ '
L (U, TN T e Ty) = NTPL (1 0 n V) PL (B0 T000Ty) (1.10)
La traza vendra dada por

(N)
fdt1...drNF|_L (T4 aenTyl T4 2aTy) =
*
N!]dt1 codrg L (T 0ty) P (T aty) = NE (1.11)

Similarmente podemos definir la matriz de densidad reducida de orden p (p-
RDM) como aquella que implica integrar sobre las variables de (N-p) particulas:
(p) ,
Dot [ TyaaTy) =

*
('[\)j) p!f Aty GINF (T 05 Tpq 0 T) FilTy ety (1.12)

(p)
Latraza de I'|| vendra dada por

(p)
fd't1 .. .dTprLL (171 ,..,TpIT1 ,..,Tp) =

= ("g) p! qu . .dtN‘I’: (T T) PL (T4 1Tyy) = (B‘)p! (1.13)

Las matrices reducidas de primer y segundo orden tienen un especial
interés debido a que los operadores que sustituyen a las magnitudes fisicas
contienen, en general, sélo términos mono y bielectronicos.
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*
1'RDM FLL (T'1|T1) -—-'-Nj de...dTN \PL (1'1, 12 ,..,TN) \PL (11 ,-.,TN) (1,14)
cuya traza coincide con el nimero de particulas del sistema

fdt1 CiL(tyley) = N/dt1 Wty W (g ) Pty aty) (1.15)

L.a matriz de densidad de primer orden puede ser expandida en un conjunto
de funciones de base { % k}, que elegimos ortonormales, para cada coordenada

T1,"C1

INTRCAES sttxsth( ), (1.16)

LL . . .
donde d¢; es un coeficiente de la expansién que puede ser evaluado sin mas que
*

multiplicar la ecuacion (1.16) por dos funciones X;(T1 )y x{71) e integrar para todo
Ty y T'4. En efecto:

fFLL(1'1|T1) Xj(T1)Xi(T'1)d Tdty =

> det 26 (T AT ) (1) X T) dTyd T,
s,t

expresion que, teniendo en cuenta la ecuacion (1.14) podemos escribir como

* *
Nfd’cz...dth‘I’L(*c'1,12,..,ch)xi(r'1)dfc'1f‘I’L(r1,..,’cN)xj (t4) dty =

= Zd f xi(t )dth;(n)xt(q)dq.

Puesto que el conjunto de base { y, } ha sido elegido ortonormal, la expresion
anterior queda reducida a
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L * 1 1 1] *
dh:Nfdtz...d ’CNf\PL(‘C1,’C2,..,TN)xi(’C 1 dt J ‘I’L(r1,..,tN)xj(t1)dr1 (1.17)

donde

* *

*
f‘PL(TH Taee TN) Xi(T') ATy equivale a eliminar la contribucién de Xi en ¥, y

*
J’ Yi(ty,..,ty) X (tq) dt, a eliminar la contribucién de Xj en ¥L.

La ecuacidn (1.17), en términos de Segunda Cuantificacion, se escribe pues
LL

Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.16) y (1.18), podemos escribir la
“matriz de densidad de primer orden en términos de Segunda Cuantificacién:

Ty (@ qle) =2 <L]bibj L> x;(4)%j( %) (1.19)

i

Utilizando las ecuaciones (1.15) y (1.16) podemos obtener una forma

conveniente para el operador unidad 1 , que nos resultard de cierta utilidad a la
hora de manipular expresiones escritas en términos de Segunda Cuantificacion.
Veamos:

haid *
dr, 2, <LIbibjIL> x;(1)%;(ty) = N =

i

Z<lei+bj||->fdt1Xi(r1)xj(11) =N = Z<L!bi+bj|L>8ij= N =
i Y
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i
pa
il
M
o
-4
o
i
=)
i
pd
=)
U

Y<LibibjlL>=N = <L| > bib;|L>
] i

=)

%,—2 bi'b; = (1.20)
i

(2) , ,
2-RDM 'y Taltyty) =

N * 1 \

(’2)2![ dtg...dry W (T'1,7'5,T5,.TN) P (T15m0Ty) (1.21)
. (2) . . .
Si I' L la expandimos en un conjunto de funciones ortonormales { k} tendremos
@), S L “
'y (Py'sltyty) = 2 di,k,l,j il ) Ak T2) xj( Ty) (1.22)
LK,

donde el coeficiente de expansidn viene dado por

LL

N
dik,j=

2)2!] de---d"Nf de'dt' o W (7,75, T T)X AT AT )

fd11d12‘I’L(t1,..,IN)xr(tz)x;(ﬁ) . (1.23)

, LL . LL .
Al igual que djj , el coeficiente djy, puede ser expresado en términos de
Segunda Cuantificacién como:

dictj = <L|bbybb;|L>. (1.24)

Asi, la matriz reducida de segundo orden (ecuacién (1.22) ) adquiere, en Segunda
Cuantificacion, la forma:
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2),, S YR
T (T'112|’C1T2)=2<L|brb:blble>Xi(T1)Xk(Tz)XI(Tz)X1‘(T1)
i,j.k,l
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1.4.- MATRICES DE DENSIDAD LIBRES DE SPIN. OPERADORES DE
"DENSIDAD REDUCIDOS

La matriz de densidad de orden p ( ecuacién (1.12) ), expandida en un
conjunto de funciones base ortonormales { x, }, vendra dada por

), '
]‘-‘LL(’t 1vT'21--,T pl ’C1’T2""Tp) =

) Ahe Kooty XKAT DXk Tp) X T,)- 21T (1.26)

Lol

Debido a que los Hamiltonianos de dtomos y moléculas que solemos utilizar
en Quimica Cuantica, no presentan términos magnéticos, podemos factorizar los
spinorbitales como un producto de una funciéon dependiente unicamente de las
coordenadas espaciales (orbital espacial) y de otra dependiente solo de la
variable de spin:

xi(1) =%;(rw) =¢;(ro;(w) (1.27)

donde Gi(w)=a d P

Puestc que partimos de spinorbitales ortonormales, los orbitales espaciales
y las funciones de spin seran también, por separado, ortonormales. Es decir:

<0;(n [ ;N >=13;

<o(w)|c(w)> =8 (<aja>=<B|Bf>=1; <a|f>=<Bla>=0)

g

Haciendo uso de la ecuacién (1.27), podemos escribir la ecuacidén (1.26) como
sigue

0o 2
®,, |, , LL *
rLL(T1’T 2,..,’Cpl’51,12,..,‘5p) = 2 Z dk101;--ykp0p;lpsp|~-;|131 ¢k1(r 1)
KoKy oy Op
healo sy,s,
* * *
e D (F)OL (o) O 1O () Op(@,)SH(,).. Sy, (1.28)
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La correspondiente matriz de densidad libre de spin la obtendremos integrando la
"ecuacioén (1.28) respecto a las variables de spin:

oo 2
(P) LL
FLL(r1' “ p|l'1, o ) =fd0)1...0)p 2 2 dk,c,, KpOpilpSpsenlisy q)k r1)

(l)k ¢| ¢| r1) [GT((:)'1)...Gp(0)'p)Sp((o;)...S1((o1)

'-S0

oo 2
Z Z 10'1, K 0'p,| Sprees 131 q)k r1 q)k p)¢ Ip(rp)"'¢l1(r1) 85131'"80"5"

Kp 04,05
'17 1p 51’ 'Sp

Aplicando los deltas, obtenemos finalmente

1_’LL(r"I ""r'pl l’1,..,rp) =

o0

\ *
z Z dk1°1- KpOpi 1505,...1404 q)k ¢ )¢!p(rp)—--¢l1(r1) (1.29)

Kii-kp {6500
el

donde 2 dk,o,. .kpOp; 1,65, 150y representa el coeficiente de la expansion de la

matriz de densidad reducida libre de spin en funcién de orbitales espaciales.
Podemos simplificar la escritura haciendo

LL

dk1... (libre) = Z dk,o1 KpOpi [pOpi.el 1G4 (1.30)

LL
En términos de la Segunda Cuantificacion el coeficiente ('J|<1...l<,,;|p...11 (libre)

vendra dado por
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LL 2 + +
i, ki ooy (lbre) = <L 2 By g, By g Dl Brio, | L > (1.31)

G4...0p

2
+ +
Consecuentemente, 2, by, Dk o,Plo, Di,c s el operador de
04...0p

densidad reducido de orden p libre de spin, también llamado operador de

reemplazamiento generalizado de orden p (p-RDO). Si lo simbolizamos por
Ky..k
pE,:_“,pp, su definicién es (Moshinsksy 1968, Paldus 1976, Kontecky and Laforgue

1977, Matsen 1978, Robb and Niazi 1984, Duch and Karwowski 1985):

2
P~Ki... kK + +
Eil1,> = 2. By o, By o Blo, Diyo, (1.32)

04...0p

El valor promedio de este operador para un estado ¥, da lugar al correspondiente

LL
coeficiente dk1---kp;lp.--l1 (ibre) de la matriz de densidad reducida de orden p libre
de spin.

En particular, el operador de densidad reducido de primer orden (1-RDO)
viene dado por

i 2 +
Ej = 2.b;sbjs . (1.33)
(o

Estos operadores de primer orden son los generadores del grupo Unitario U(K)
(Paldus 1976) en virtud de que cumplen la siguiente regla de conmutacion:

i _k [ k
[Ei’E|]=E|6k1'EJ 8| (1.34)
Notese que los autovalores de E: son numeros de ocupacioén. Asi pues, si

. | ny e
aplicamos E, sobre una funcién obtenemos como autovalores la ocupacién que
presenta el orbital x,(r) en dicha funcion:
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EilL>=n|L>; n =012

Puesto que en general pE ,p;.epE k , los operadores p-RDOs no son

K.
. ek - )
hermiticos. Es decir: ( E|1_"|p ¢pE|1m|pp. Esto es asi ya que

+
2

+ 2
k k + +
(pE|11.., P) = Z bk1... bkpblp"' b|1 = Z b;: blt,bkp'" bk, =

Ip
G4y..0p
pgh-le _ pgki-
Ki...kp & .

Por otra parte, en virtud de las ecuaciones (1.5) y (1.8) ( bbj=-bjb, y
bi+b]+= - bfb?), se cumple la siguiente igualdad para cualquier permutacién Q del
grupo simétrico Sp :

Qlk;... k Ky...K
P 9("1 Kp) (-1 )2q pE P _ pE|,1,..l p
Q(h...lp) P

”~

Siendo q la paridad de la permutacién Q.
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~ 1.5.- OPERADORES DE DENSIDAD EN TERMINOS DE OPERADORES DE
CREACION / ANIQUILACION p-ELECTRONICOS SPIN-ADAPTADOS

Los operadores de creacion / aniquilacién p-electrénicos pueden ser
definidos como

+ + + +
B(ki ks..ky) 01 02...0, = Pky0,Pk,05+ Py,

(1.35)

Bl 1,..1,) 01 62... 5, = Plyop o Plya Py,

donde Ky, ko, ... , Ko Yy Iy, 1, ..., lp son orbitales y G102 Oy funciones de spin.

Por tanto, en funcién de ellos, un operador de densidad reducido puede
escribirse como (Kutzelnigg 1985, Planelles et al. 1990):
kqKa...kp +
PEL LI = 20 Blkykpwky) o120y Blly k)01 05une, | (1.36)

010,...0p
o alternativamente en la forma (Planelles et al. 1990)
kiko...kp

+
Wt = 2 Bk kpodo) siMA B(ly 1) s M (1.37)
S, MA

PE

+ [
donde B(k, ka-Kp)S,M A Y B(l1 l5...1,)S,M, A son operadores p-electronicos spin-
adaptados.
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1.6.- PRODUCTO DE OPERADORES DE DENSIDAD REDUCIDOS. TEOREMA
GENERALIZADO DE WICK

Kq...k
Sean pE,“m,p‘ y qE;'Wr_ps‘ dos operadores de densidad reducidos de

orden p y q, respectivamente. El producto de ambos vendra dado por:

pq Fy..lqg  _
Pt aghi-te

+ + + +
2 bk10’1'" bpr’pb’pGp'" b|10'1 br1o'1‘" brqO'quqO"q"' b310"1

G1...0p0"'1...0'g

Aplicando reiteradas veces en la expresion anterior, el algebra de los operadores
b~ /b - ecuaciones (9), (12) y (13) - puede obtenerse una combinacion lineal de x-
RDOs (p < x < p+q ). Excepto para el término de mayor orden (x = p+q), el resto de
x-RDOs estan multiplicados por una 0 mas deltas de Kronecker. Algunos de los
términos de la citada expansién se dan a continuacion:

_p+q k1---kp r1...rq
- E Ips1 ...Sq +

p+Q-1 k SRR PIC] SPR RN
i i 8rI E la.18i laey. ! 31 S.-1S|¢1--Sq+

i=ta=1

i i 8 6 p+q-2E k1...kp RSP ER] SPCTEN 4 J1 § FURP o
nla r]'b |1"Ia-1sl'a+1"lb-15]lb+1“‘p 51..S|_1S[+1..S].1S]+1..Sq+
i<j azb

q

pe=KioKp qp=ri-eTq
Eh...lp' Es,...s
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Las etiquetas de las deltas y de los x-RDOs presentan, como puede
observarse, diferente ordenacién en cada término. Esto hace que el procedimiento
expuesto sea demasiado complicado cuando los operadores de densidad que se
multiplican contengan muchos indices. Con objeto de paliar este inconveniente ha
sido desarrollado (Planelles et al. 1990) un algoritmo grafico de facil utilizacion.
Comenzemos representando los RDOs mediante los siguientes grafos:

y y X y X t
1=y . 2=y X . 3yxt .
E, = X E w= v CEywy = ; efc.

Z Z w z w v

Por otra parte, mediante una diagonal simbolizaremos un delta de Kronecker
involucrando los indices conectados. Es decir:

Veamos, a continuacién, coémo puede ser evaluado graficamente el producto mas
sencillo que podemos considerar:

Q =1el1E, = 2EY. +8,, 'E). Graficamente tendremos:

y X y X y X

- 11 -0 -
z v  Z W zZ W
g

y x t y X t y x Yy x t
t = =
B - | ) ' ' )

Zz w v Z w v Z w \ ¥4 w Vv

3-yxt 2=yt 2YX
= "Ezwyv + Oxz “Ewv + 07 “Eyy
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YX o 18 = + +
2Ezw Evr"
z w Vv r Z w Vv r Z w Vv r
A |
y x t s y x t s y x t s y x t s
+ + | + +
4 w \% r y4 w V' r Z w v r Z w \' r
S A A | 1 A | |
y x t s
L~ 4= YXts 3-YXS 3=y XS 3y xt
= Ezwvr + 8tw Ezvr + 6tz var + 8sw Ezrv +
4 w Vv I
b~ |

3y Xt oYX oYX
Osz Erwv + O1z0swEyr + Otw 952 Ery

Puesto que en un mismo término de ia expansién no pueden haber dos
deltas de Kronecker con un indice comun, todos los graficos generados para un
mismo producto pueden ser superpuestos en uno solo. Asi, los dos ejemplos
inmediatamente anteriores daran:

y X t
1Y 2pxt
e - AT

z W r

y X ts ?I
zEzw- 2Evr =

Z w \' r

Como regla general, para calcular un producto del tipo

ky...K
pE|11.

fy...r _
1, - 9Eg, g, . se procede como sigue:

Sq

a) Dibujar y etiquetar los p + g -1 cuadros del diagrama condensado
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Ki...k
b) Unir cada uno de los aniquiladores de th ___,pp con todos los creadores de

q r1...rq
S1...8q

¢) Expandir el diagrama condensado obtenido, en términos de productos de p+q-x
deltas de Kronecker por operadores x-RDOs. Téngase en cuenta que cada 5r,|,
reduce en 1 el orden del RDO; de tal forma que el indice aniquilador s; situado

] ry...r ..
debajo del creador r, (de quh__qu ), que desaparece en la contraccion, pasa a

Ki...k
ocupar el lugar del aniquiiador |; (de pE| ; m|pp ) que también desaparece.

, y X zt o
Por ejemplo en el producto 2va. 2E,s , uno de los términos con una sola
linea delta serd

x y z t

ey

w Vv r S

| S

cuya evaluacion nos dara 82w3E )r(\y st .

Observese que, puesto que a nivel de cada término de la expansidn, no
pueden haber indices comunes a varios deltas; cuando se evallden términos con
mas de una linea delta, nunca podra considerarse simultdneamente dos o mas
lineas que tengan un punto comun (es decir, un indice comun). La circunstancia
anterior nos permite saber de antemano cuantos términos deben aparecer con

cero deltas, cuantos con un deilta, cuantos con dos, etc. Asi, para un producto de

B

. . p ki. P q Fy...Iq
dos operadores de densidad reducidos tal como E,1_‘_|p . Es1...sq , tendremos

(ﬂ)(g) h! términos h deitas (siendo 0 < h < min(p,q) ).
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Evidentemente, cuando los 6rdenes de los RDOs que se multipliquen sean
elevados, incluso este algoritmo grafico resulta bastante engorroso de utilizar.
Ahora bien, la utilidad del mismo reside en el hecho de proporcionarnos una rutina
facilmente programable con programas de calculo simbélico tipo MATHEMATICA ,
MAPLE, REDUCE, etc.

Finalmente hay que hacer notar que el producto de operadores de densidad
reducidos no es conmutativo.
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1.7.- PROPIEDADES GENERALES DE LAS TRAZAS DE OPERADORES DE
DENSIDAD REDUCIDOS

La traza de un p-RDO es la suma de los elementos de la diagonal de la
representacién matricial del operador. Es decir:

Ky...K
Y<AIPE T TIA>
A

La anterior expresion la representaremos de forma abreviada por <<p E|1 colp >>

Estas trazas cumplen una serie de PROPIEDADES que a continuacion
pasamos a detallar:

ky...k

p . . .
el >> solo sera distinta de cero si

1.7.1) La traza <<pE

...l =P (k¢ ....k;) (siendo P una permutacién del grupo simétrico Sp). Por |
tanto, cualquier traza no nula puede escribirse como

pElg.... Kp
Plki....k]//
1.7.2) La traza de un p-RDO es invariante con respecto a la numeracion de

los orbitales. Por consiguiente, solo dependera de la ordenacion relativa de la dos
filas de indices. Esta circunstancia puede simbolizarse en la forma:

Ki.... Kp 123...p
PEA — PE~
<< EP[k1....kp]>> - << EP[123...p]>>
1.7.3) La traza «P'RDO» es invariante respecto a una conjugacion
hermitica del operador. Por tanto:

(e - () ) - (e i) -

39



1.7.4) Dos trazas definidas en el mismo espacio,
k1-.--kp k1..--kp
PEA PEA
<< =p [k,_..k,,]>> y << Eo[k1---kp]>> ’

seran iguales si las permutaciones P y Q pertenecen a la misma clase del grupo
simétrico Sp (Planelles et al. 1990).

Si expresamos los p-RDOs en funcién de operadores de
creacién/aniquilaciéon p-electrénicos (ver ecuaciéon (1.37 ) ), la propiedad
anteriormente mencionada puede escribirse en la forma:

2 B(+k1... kpNO'1... GP)BE[lﬂ kp]((ﬁ... O'p} =
o) .()'p
2 B(+k1... kp)(O’1... Gp)Ba[k1... kp](0'1... O'p)

(si Py Q pertenecen a la misma clase del grupo simétrico Sp) .

O alternativamente como:

eP) ({2 Bl k)(0r. 05)B (k... k)B[o1... 0]

e@ ({ 2 Blk..k)(or.. 55)B (Ks... kp)[01... o]

con idéntica condicion para p y Q. Notese que e(P) = €(Q) puesto que P y Q
pertenecen ala misma clase.
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1.7.5) Relacién de independencia respecto a A

Para una pareja dada de nimeros cuanticos S y M, el conjunto de funciones

de spin IS M2, > constituye una base de una representacion irreducible de Sp (7~i
etiqueta cada una de las posibles funciones de spin compatibles con S y M dados).

Por otra parte, ya hemos visto - ecuacion (1.37) - que un operador de
densidad reducido de orden p viene dado, en funcién de operadores p-
electrénicos de creacién/aniquilacidon spin-adaptados, por

ki koo kp

p _ +
E o = 2 Bl kanko) s Bily oty s, ma _
S, M, A

La relacidn de A-independencia (ver Planelles et al. 1990) establece que,
para unos nimeros cuanticos S y M dados, la fraza

<<Bz-k1 kp)s. M By 1) sm, x>>

es independiente de A. Es decir:

<<BZk1 ko) S, M, A4 By, ...I,,)S,M,k1>> =
<<Bz-k1 . Kp) S M A2 By 1) s. M, x2>> (1.38)

donde A4 ¥ Ao etiquetan a dos funciones de spin distintas, pero compatibles con ios
mismos S y M (y por tanto, pertenecientes a la misma representacion irreducible).

1.7.6) Relacion de "Freezing" e

!

Consideremos la traza <<812;006(3,4,5,..)812;00>>N « - En ella los

electrones 1 y 2 constituyen un singlete (S=0, y por tanto M=0). N representa el
ndmero de electrones de los estados involucrados, K es el nimero de orbitales a

partir de los cuales construimos los estados N-electronicos y 0O(3,4,5,..) es
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cualquier operador que afecte a los indices 3,4,5,... pero no a 1 y 2. Puede
demostrarse (ver Planelles et al. 1990) que

<< 372;006(3,4,5"-)512;oo>> NK S <<6(3,4’5:--) >> N-2,K-1 (1.39)

donde La traza <<6(3,4,5,..) >> N-2 k-1 Se evalla, ahora, para estados con N-2
electrones , K-1 orbitales y el mismo spin total.

1.7.7) Relacién del caracter

Y B, B5
Consideremos la traza - (ki... ko) SMAE P[ky... k,]SMA) ) donde la

parte de spin es la misma en ambos operadores B* y B, pero los indices orbitales
tienen distinta ordenacién; ademas, el sumatorio no esta extendido a S ni a M, sélo
loestaal.

La relacién del caracter (ver Planelles et al. 1990) queda reflejada en la
siguiente expresién:

<Z Bk, ... ko) SM A B Blk,... k,]sM x> =
A

%

&)1 (P) <<B(+k1... ko) SM 2o B Blky... k]S M xo>> (1.40)

donde €(P) es la paridad de la permutacién P, A, etiqueta a una cualquiera de las

S A
funciones de spin compatiblesconSyM y X (P) es la suma de los elementos de
la diagonal de la representacion matricial del operador P para la representacion

S S -
irreducible S; es decir, el caracter X (P) = ZI‘ (P)m”.
A
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1.8.- CALCULO DE TRAZAS DE OPERADORES DE DENSIDAD REDUCIDOS
DE ORDEN ARBITRARIO q (q-RDOs)

En este apartado vamos a centrarnos en la evaluacién de trazas de q-RDOs
en funcién del nimero de electrones N, del nimero de orbitales K y del spin total
S. Por el momento solo vamos a considerar operadores sin repeticién de indices,
tanto a nivel de creadores como de aniquiladores. Dentro del apartado de
resultados veremos cémo calcular trazas de q-RDOs cuando hay repeticiéon de
indices.

A la hora de evaluar trazas de q-RDOs sin repeticién de indices, nos
encontramos con dos situaciones diferentes segun los operadores de densidad
sean diagonales o no.

1.8.1.- Trazas de -RDOs diagonales

Supuesto de antemano que el conjunto de aniquiladores debe coincidir con
el de creadores (en caso contrario la traza del g-RDO seria nula), entendemos por
g-RDO diagonal aquel en el que la ordenacién del "string" aniquilador coincide con

Kika...k .
el del creador. (Por ejemplo Ek:k:”_k:). La traza de este tipo de operadores es

simplemente la traza de productos de nimeros de ocupacién:

(Bl kN = nima . ngd) (1.41)

En lo que respecta al célculo de esta ultima, puede utilizarse la siguiente formula:

(o2
ning... e nks = é‘a(q)i (‘jl) TqK—zl—j)— D(N-2j,K-j,S) (1.42)
q-j

a
donde & =(q-90)/2 (8 = 0/1 si q es par/impar), las cantidades del tipo (b} son

nimeros combinatorios y D(N - 2j , K - j, S) es la dimensién del espacio FCI para
N-2j electrones, K-j orbitales y spin total S. Dicha dimension viene dada por la
férmula de Weyl-Paldus (Paldus 1974):
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2S+1 K+1 K+1

DIN.K.S) =TT IN-S|{IN+5+1

(1.43)

La férmula (1.42) ha sido obtenida por nosotros mediante un proceso de
induccién a partir de una férmula recurrente (Viciano 1992) que generalizaba los
resultados de Karwowski et al. (1986) relativos al calculo de trazas de productos de
numeros de ocupacién.

1.8.2.- Trazas de q-RDOs no diagonales

Un método que permite expresar trazas de g-RDOs no diagonales como
combinaciones lineales de trazas de productos de nimeros de ocupacion, ha sido
desarrollado por Planelles et al. (1990). Los resultados obtenidos pueden
generalizarse en la forma

K. Kq
<<E§[k1 >>N K,S go( <n1n2 q'2j>>N-2j,K-j,S (1.44)

Length[P]- 5
2
coeficiente que depende del valor de j y de la clase de Sq a la que pertenece P.
Tales coeficientes han sido tabulados para Pe Sg en la citada referencia (Planelles

et al. 1990).

donde & = (8 = 0/1 si Length [ I3] es par/impar )y C;j ([ﬁ]) es un

Para el célculo del cuarto momento de la distribucién espectral de H nos son
necesarios los coeficientes C; ([ﬁ]) para todo Pe Sg , por ello en el Apéndice 1
explicamos la metodologia que conduce a la ecuacién (1.44) y proporcionamos la
tabla de coeficientes C; ([6]) ampliada hasta dicho grupo.
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1.9.- ALGUNAS PROPIEDADES CONCERNIENTES A TRAZAS DE
PRODUCTOS DE RDOs

Kiko ...k rfa...r .
1.9.1) Para que la traza <<pE| 1| : I PAg 2100 >> sea distinta de
12...p S182---Sq
cero, se requiere necesariamente que
(|1 |2 lp $185 .. Sq... ) =P [k1 kz kp riyfs .. l’q...]_

Siendo P una permutacién del grupo simétrico S piqs+..

1.9.2) La traza de un producto de operadores de densidad reducidos es,
también, invariante con respecto al etiquetaje. Es decir:

Kika ... Kpqe=Fif2...Tq p+1p+2...p+q
<<pE| .. qu1s2...sq o >> <<pEP[12 Ep+1 P+2...p+q ]>>

1.9.3) La traza de un producto de RDOs es invariante respecto a una
conjugacion hermitica del producto de operadores. Es decir:

+
kiikaj .. Kpi KyiKaj ..

t
Pi - PiE =
1__[ E|1i|2i---|pi - H 2 - -

1 +
H(\piE k”kzi...kp;)
lyilai o dpi

i=t

pI |1||2I
H k1|k2|- kpl
donde (I‘l1'"|p1|12"'|p2"'|1t"'|pt) = P[k11 kp1k12... kp2'" k1t'" kpt], o lo
que es lo mismo

(Kq 1o Kp1Kq2e Kpp o Kego Kpt) = -P [|11 lp1l2e lp2en It Ipt]
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y por tanto,

(K1t Kottt o Kpeet o K1 Kpg) =P L goe Dot o lptet o D 1 Ip1 ]

~ A-“
Siendo P una permutacion del grupo simétrico Sp, +p,+..+4p, Y P la permutacion

inversa de P.

1.9.4) La traza de un producto de RDOs es invariante con respecto a una
permutacion ciclica de los operadores. En efecto:

kk2 r1r2...rq
<<pE|1|2 Ao qu1s2...sq )=

Z<A|pE::1 (2|Q><Q|)QE = |A> =
A

Kq...k ry..r
Y <A|PE 1 PlQ><Q|9E, TS ~|A> =
Iy ..o lp Sy ..-8q

AQ

ry ..l Ky ...k
Y <9, |a><AlPE T P lQ> =
AQ

r .k
Y <Q| %, Y. |a><Al|PE,’ , 1Q> =
Q A
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10.- EXPRESION DEL HAMILTONIANO EN SEGUNDA CUANTIFICACION

La energia de un estado propio normalizado ¥, coincide con el valor
promedio del operador Hamiltoniano en dicho estado. Es decir:

N N
EL=<L|H|L>=<L|2h(i)|L>+—;—<L|Zh2(i,j)|L> (1.45)
i ih]
h2 2 92
donde h{(i) = - 5 V +V(i) vy h2(i,j)=?— b
875m h)

El valor esperado de un operador p-electrénico a puede ponerse en funcién
de la matriz de densidad reducida de orden p segun (McWeen1960):

<L]| 2 a(1,2,...p) |L> =
{p}

i

(p)
f[a<1,2,..,p>rLL (1520 [1,2,0P) 1y 1, oy 07407,

(p)
Trian.2,...p)y (172,..,p'[1,2,..,p) ] (1.46)

Teniendo en cuenta la ecuacion (1.46), podemos escribir la ecuacion (1.45) como
EL = f[h“ )I‘LL('”1|'1)],-1_,,1d ry +

(2)
;_f [g (2T, (*yran r2)]r'1->r1, Py rzdl’1 drp (1.47)

Puesto que consideremos el Hamiltoniano H libre de spin, I'y (F1lr1) y

(2) . . . , , .
' (*yralrirz) seran, respectivamente, las matrices de densidad reducidas libres

de spin de orden uno y dos.

De acuerdo con las ecuaciones (1.29) y (1.31), las matrices anteriores
pueden escribirse, en Segunda Cuantificacién, como:
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oo 2 *
T (riln) =2 <L Y b bjo IL>0; (1)) (1.48)

iuj Gy

2 1] 1]
L (r'yralnr) =

o0

2 *
Y <L bigbyobiobiolL>; )0k 260200, (1.49)

ij K, | 6,0,

Sustituyendo las ecuaciones (1.48) y (1.49) en la ecuacién (1.47) tenemos

EL_Z<L|2b,G ,01|L>j¢i*(r1)¢;(r1)dr1 +

oo

ro|-u

<L| Z blobk02b|02 jG1|L>f H)(D;(rz)d).(rz)¢1(f1)dr1dr2 (1.50)

i,j, Kk, I 010,
Por otra parte, si tenemos en cuenta que

f¢i*(r1>¢j(r1>dr1 =h; ¥ j¢:(r1)¢:(rz)d>|(rg¢,(r1)dr1dr2 =(ij|kI),

la ecuacién (1.50) puede ser esctrita en la forma

O

.. 2 L
L= <LI Shy 207upiet s 2 (11KDY blybiobiabiall> (161

‘ ] o] ly ]’k'l 0410,

de donde podemos identificar el Hamiltoniano H como

oo

< 1 . 2 4 s
= 2 Zb.c,b,o, Z (ijlki), bisPksbio,0)s, (1.52)
] o,

|,],k,| G40,
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La ecuacion (1.52) puede ser compactada mediante la utilizacion del
operador unidad:t

=)

1 &+
—j-%Zbkczbkcz (1.53)
G2

En efecto, si llevamos (1.53) a la ecuacion (1.52) obtenemos

oG

1 s 2 4 4
H= Y h,,N 1 2 b,obkczbkc,a io, + 2 1J1k1) 2, i bygbioDio,

I’llk 0402 ' I k I 0102

expresion que puede escribirse como

oo

1T 5 |1 . 2+ o+

ik, | 610,

La ecuacién anterior alin puede compactarse mas teniendo en cuenta que

ZEH = Z blcbk62b|62bjc1 (1.55)
6,0,
1 .
y N‘_‘T(hijskl"'hklsij)'*‘('”kl) =
N1- <00y (1) | 9;(0>< 0, (2] ¢,(2)> +< ¢, (D) | h1(2) [ ;(2)>< ¢;(D) | ;) >+

<0, 0@ ho(1,2)| @ ¢,(N> =

<¢;(1)¢k<2>|N+1(h1(1)+h1<2))|¢,<2)¢j<1>> + <00 9@] hp(1,2)] 4@ 0,(1)> =

<¢;(1) ¢, (2 N11( (1 +hy@)+hy(1,2) 9, 0,(1)> =

T Si comparamos Ia ecuacién (1.53) con la (1.20), vemos que en (1.53) aparte de explicitar el spin,
aparece el factor 1/N-1 en lugar de 1/N que aparece en (1.20). Esto es asi ya que el operador unidad
esta definido aqui para actuar sobre estados de N-1 electrones.
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<0;(1) 0, (2] h(1,2)|¢|(2)¢j(1)> ={ij|kl} (1.56)

Llevando las ecuaciones (1.55) y (1.56) a la expresidon (1.54), se llega
finalmente a

=1 3 (ki) e, (1.5
i,j, K, |

De acuerdo con la ecuacién (1.57) la potencia enésima del operador
Hamiltoniano puede expresarse como:

n

Mx

_ 1
T on

(=] o0 o0 n n . k
; 22{2 IT {igiqlKqlq} HfE;:‘: (1.58)
q=

i {iH{kHI

—~

o0 [=%)

donde Z representa Z (analogamente para el restc de sumatorios).
{i} iz .in

La representacion matricial de H" vendra dada por

Ms

<A|Hn|Q> =—1——

n 333 T {igiqlqla) <A rn 2B 0 5

{it{k}{l} q q=1

—_

——

y por tanto, la traza de H" sera

Tr(H") = <AH" &> =

I

L ORNHY M {iglalkela} <A TI 2ES 1A
q=1

2" (i} (i} (K} {1} q=1 A
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expresion que podemos escribir como

<<H">>=—‘—iiiiﬁ{iqiq|kqnq} 1 %€

2" (i} (jH{k}{1} q=1 q=1

?qkq

jalq
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TEOREMAS BASICOS Y
FORMULACION GENERAL

(CAPITULO 2)



2.1.- INTRODUCCION

En primer lugar vamos a incluir un resumen de aquellas definiciones,
notacidn y propiedades basicas necesarias para el desarrollo de la presente
seccion. Algunas ya han aparecido dispersas a lo largo del capitulo anterior, pero
hemos creido oportuno incluirlas aqui en aras de una mayor claridad.

Recordemos que estamos interesados en el estudio del espectro de
autovalores del Hamiltoniano N-electrénico determinado en el el espacio FCI.
Dicho operador, dentro del formalismo de la Segunda Cuantificacidn, viene dado
por

1 §{|j|k| |k

| IR A
donde {ijiki}=<¢,(1)¢, (2| h(1'2)l¢1(2)¢;(1)> son integrales bielectrdnicas

. 2 ik + R
generalizadas y “Ej; = Z bisPyo,ic0ys, SON operadores de densidad
G103

reducidos de segundo orden (2-RDOs).

El operador h(1,2) viene definido como

1
h(1,2)= = (hiM+hy@)+hy(1.2)
donde hjy y hp describen, respectivamente, las interacciones de una y dos
particulas.

El caracter hermitico del operador h(1,2), unido al hecho de que h(1,2) =
h(2,1), dan lugar (Karwowski et al. 1986) a las siguientes simetrias en las
integrales bielectrénicas generalizadas:

{ijlkly={jiltk} y {ij{ki}={kI]ij} (2.1)

La potencia n-ésima del operador Hamiltoniano - ecuacién (1.58) - puede
ser escrita como

K K

K K 7. . ; . . .
1 2: }: 2: /|1k1,|2k2,..., |nkn |1k1,|2k2,..., 'nkn
n \ j1lysd2lae o }< i i i > (22)

v+ Jaln ly,j2la, ..y jnln
"M | RN
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K

K
‘donde ), representa Dy

{i} i1ig ..in

n
i1kq,i2Ka, ...r inky .
. . . = i k.l
{ j1|1’12121---s ]nln } H{ qu| q q} (2-38)
q=1
n
i1k1'i2k21 sery inkn 2 ik
R ‘ = Elafa
< ]1'1:]2'2! ey ln'n > q];[.‘ ]q Iq (2.3b)

Las funciones N-electrénicas | 43S M, 1> adoptadas como base del espacio
FCl, las escribimos como - ecuacion (I-6) - :

(M SMI> = CA[[A; S MI>|.

Un elemento perteneciente a la diagonal de la representacion matricial de
cualquier producto de 2-RDOs resulta igual a cero, a no ser que el conjunto de
todos los indices superiores (creadores) en el producto coincida con el de los
indices inferiores (aniquiladores). Por tanto, seglin esto y de acuerdo con con la
ecuacion (2.2), el valor esperado de Hn puede ser escrito en la forma:

K, & (%2! i1Kq,i2Ka, vy inKn i1Ky,i2Kz, ...\ inkn

Hj= " -
<)Av 2.2, P [i1ks,izka, oo Tnka] |\ P[i1K1, 12Kz, s inkn] [ 5,

NP I (2.4)
2 {i}{ij} Pes,,

donde el Ultimo sumatorio se extiende sobre las (2n)! permutaciones de los indices
inferiores y < 8>, representa el valor esperado, <A|6|A>,,, del operador 6
en un estado | A > dado.
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La traza de H" viene dada, pues, por la expresion:

n 1S @l iyky,i2Ka, ..., inkn i1ky, 12K, ..., inkp
TrH = — (2.5)

s Pi1k1. 12Kz, s inkn] [\ \ P[i1ks.izKz, . inkn]

donde con << >> denotamos traza.

A la vista de la ecuacién (2.5), inferimos que un escollo basico a superar, en
la obtencién de TrH", es el cédlculo de trazas de productos de operadores de
densidad; asi como el estudio de sus propiedades, con objeto de conseguir algun
tipo de factorizacién en la ecuacién (2.5) que nos permita simplificar su evaluacién
practica. El presente capitulo recoge nuestros resultados a este respecto. Hemos
podido desarrollar, proponer y demostrar una serie de teoremas que simplifican
enormemente la evaluacion de la ecuacion (2.5), permitiendo el desarrollo de un
formalismo para la evaluacién practica de los momentos de la distribucién
espectral de un Hamiltoniano general expandido en un espacio FCI. Dicho
formalismo se desarrolla en lo que resta de este capitulo, asi como en los
subsiguientes.
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2.2.- CONCEPTO DE ENGANCHE EN PRODUCTOS DE RDOs. NUEVA
FORMULACION DEL TEOREMA DE WICK

En este apartado vamos a introducir un nuevo y util concepto que
denominamos "enganche". Asimismo, basado en el concepto anterior, veremos
una nueva y sencilla formulacién del teorema de Wick, ligada a aquellos productos
de RDOs en los que, tanto a nivel del conjunto global de creadores como de
aniquiladores, no existe repeticién alguna de indices .

Supongamos un producto de p;-RDOs tal como
n A \
H "Ep! (2.6)

donde
- A;y B; son "strings" de p; indices.

- No existe repeticién de indices a nivel del conjunto total de creadores ni de
aniquiladores.

- El conjunto total de aniquiladores coincide, salvo en la ordenacién, con el de

creadores. Es decir: liJBi =P [LiJ Ai], siendo P una permutacién de SN ( con

n
N = 2 Pi) que representa la ordenacion relativa del total de aniquiladores
i=1

respecto de los creadores. (No perdamos de vista que un objetivo inmediato
es el cdlculo de trazas de productos de operadores de densidad, y estas son
nulas siempre que no se cumpla el requisito anterior).

En estas condiciones, un indice e estara asociado a un enganche
superior entre dos operadores p;-RDO y p;-RDO (i < j) del producto (2.6), cuando
e sea aniquilador en p;-RDO y creador en p;-RDO. Notese que si dibujamos un
segmento que conecte e en los dos operadores de densidad (p;-RDO y p;-RDO),
tal segmento tendra pendiente positiva. Por ejemplo en el producto
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2E12/4ES456 3 789

13 2957 468"

existen tres*enganches superiores localizados en los indices 3, 7 y 9.

De forma analoga podemos definir un enganche inferior. Un indice e estara
asociado a un enganche inferior entre dos operadores p;-RDO y p,-FiDO (i < j)
del producto (2.6), cuando e sea creador en p;-RDO y aniquilador en p;-RDO. En

este tipo de enganche, contrariamente al anterior, un segmento que conecte el
indice de enganche en los dos operadores p;-RDO y p;-RDO, tendra pendiente

negativa. Tomando como ejemplo el mismo producto de RDOs que antes; es decir,

12 4 3456 5 789
T e
13 2957 "6 8

observamos tres enganches inferiores localizados en los indices 2,4 y 6.

Con la restricciones impuestas, un producto de p;-RDOs correspondiente a

n
un N dado (N = Z p; ), puede ser etiquetado mediante la particién de N [p1 p2 p3

.. Pn]y la permutacion P e Sy - Por ejemplo, {[325], P= (13729)(48) } representat

1232455678910
E397 E85 E624110

Con vistas a una posterior aplacacnon del concepto de enganche, nos
mteresa poder determinar directamente de P, aquellos indices sobre los que
recaen enganches. Al objeto de conseguir una regla sencilla, tengamos en cuenta
los dos puntos siguientes:

) Definimos un contador Cs que represente la suma acumulada de los
términos de la particion [p1 p2ps ... Pn] . Es decir:

T Cuando expresamos una permutacién como productos de ciclos, adoptaremos el convenio de
situar, en cada ciclo, el indice mds pequefio en primera posicién. Ademas, los ciclos los escribiremos
siempre en orden decreciente de longitud.
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ssn

Cs= ), p; (siendo Cy=0) (2.7)

I1) En virtud del punto anterior, los N indices de un producto, tal como (2.6),
pueden ser clasificados en n clases distintas segun:

clasek ={ x/cg.q<x<cy ) (2.8)

REGLA.- Cuando en un ciclo (integrante de la permutacion P)
tengamos dos indices consecutivos (.. ab ..) tales que aeclase h y

beclase q, diremos que:
- b corresponde a un enganche superior sih<ag

~ b corresponde a un enganche inferiorsih>q

En la permutacién, los enganches superiores los simbolizaremos con un

punto situado en la parte superior del indice ( € ) y los inferiores con un punto en
la parte inferior ( € ).

Observese que el primer indice de un ciclo, por ser el mds pequefio (ver
nota al pie T ), nunca podra ser asociado a un enganche superior. En cambio,
sobre él, si podra recaer la responsabilidad de un enganche inferior (téngase en
cuenta , al aplicar la regla, que al ultimo indice de un ciclo, le sigue el primero del
mismo ciclo).

3.1232_455_678910 , ,
Ejemplo.- El producto E3zg7 Egs Eg24110 puede ser inambiguamente
etiquetado como {[3,2,5], P = (13729)(48) }.

Segun la ecuacién (2.7) tenemos C1 =3, Co=3+2=5 y C3 = 3+2+5 = 10. Si
ahora aplicamos la expresion (2.8), obtenemos:

claset ={1,2,3}; clase2 = {4,5}; clase3 = {6,7,8,9,10}
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Por tanto, aplicando la regla dada, obtenemos los siguientes enganches para el

producto del ejemplo : P= (13729)(48)
R .

Puesto que el operador Hamiltoniano lo hemos podido escribir en funcién
unicamente de operadores 2-RDOs (ver ecuacién (1.16) ), los productos de
operadores de densidad que apareceran en las trazas de H" seran del tipo
2E2E...2E (n veces). Por tanto, en estos casos la clasificacién de los 2n indices

2 12 234 2~ 2n-12n . .
del producto EP[12 Ess..°E 2n-12n], puede ser simplificada en la forma

siguiente:
clasei={2i-1,2i},i=1,2,3, ..,n (2.9)

La regla para localizar los indices de enganche, directamente de la permutacion,
queda exactamente igual que antes.

Localicemos, como ejemplo, los enganches supetriores e inferiores en la
permutacién representativa del producto de operadores 2-RDOs siguiente:

12 34,_56
°E3s5 ‘E26°E a4
La correspondiente permutacién sera (1325)(46). De acuerdo con la regla dada,

tendremos enganches superiores en 3, 5y 6, y enganches inferiores en 1, 2 y 4.
Por tanto, marcando los indices de enganche

P=(1325)(46)

A continuacidon vamos a ver como el concepto de enganche superior, nos
permite obtener un nuevo y sencillo modo de utilizar el teorema de Wick en
productos de pi-RDOs susceptibles de ser etiquetados mediante la particion [pt p2
p3... pn]y la permutacion P e SN.

Una vez determinados, y marcados en ﬁ, los m indices responsables de
enganches superiores, podemos expresar un producto de p-RDOs -tal como (2.6)-
mediante una expansion combinatorial de operadores de densidad de orden N-x
(x =0, 1, 2, ..., m). Estos ultimos pueden ser obtenidos directamente de la
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permutacion P, eliminando, una a una, todas las combinaciones posibles de los
indices marcados (e ).

Notese que para eliminar x indices de los m con enganche superior,

m , . . .
tenemos (x posibles combinaciones. Por tanto, en la expansiéon de Wick

m
correspondiente al producto (2.6) tendremos, también, (x) operadores de

N-x EEva

densidad del tipo Pyl Ze.y] , donde :

_ Zyy (con y=1,2, .., (T)) es el "string" que resulta de A4A2 ... A, cuando

se elimina una de entre las x posibles combinaciones de x indices.

~~

P'y,y ©s una permutacién que representa la ordenacion relativa de los N - x

N-x EE"'Y ~

P y[Zyy] - Pxy € G

aniquiladores frente a los mismos creadores en
(siendo Gn.x un grupo isomorfo a Sy.x) se obtiene directamente de P sin mds que

eliminar una determinada combinacién de x indices (de ios m que llevan punto).

El nimero total de términos que contenga la expansion del producto

n A, m
I1 PEg' vendra dada por Z(IT) =2" .

X=0

Con la terminologia expresada anteriormente, la expansiéon de Wick para un
producto tal como (2.6) (con las mismas restricciones) vendra dado por

n p A m N-x ny
i o - ~
[I"Eg = ) B (Zey] (2.10)
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, 3-12832_455_678910 .
Veamos, como ejemplo, el producto "E3q7 Egs Eg24119 - Paraélya

hemos visto que P = (13729)(48). Por tanto:

2 455_678910 o -
3E;93'2E85' Eeoa110 = L1 3729)(48)]0p x = 0 indices eliminados,

(g) = 1 término.
+[(1329)(4 8)]9E+[(1 372)4 8)]9E+[(1 3729)]9E x=1 indice eliminado,

(?) = 3 términos.

+[(132)(4 8)]8E+[(1 329) g +[(1372)]g x=2 indices eliminados,

(3\ = 3 términos.
2]

+[(132)]7¢ x=3 indices eliminados,

(g) =1 término.
donde, por ejemplo

8123456810 g-123456810
[“32)(48”8E=T= E(1a2)4){ 1234568101 = Ez12856410

T Puesto que P’y y =(132) (48) y P = (13729) (48), los indices eliminados han sido 7 y 9. Por eso,

dichos indices no aparecen en el correspondiente 8-RDO.
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2.3.- TRAZAS DE PRODUCTOS DE OPERADORES DE DENSIDAD

Ya hemos visto en el capitulo 1 que cuando calculamos trazas de productos
de operadores de densidad, la numeracion de los orbitales es irrelevante. Por
tanto, asumiremos (siempre que no se diga lo contrario) que los indices de la fila
superior de los productos de RDOs estan en un orden determinado (en orden
ascendente cuando etiquetamos con numeros). De esta forma, las trazas de
productos de operadores RDOs dependeran Unicamente de la ordenacidn de

aniquiladores.

A continuacidon estudiaremos separadamente los casos en que no
exista/exista ninguna etiqueta repetidat a nivel de indices de una misma fila.

2.3.1.- Trazas de productos de RDOs sin repeticion de indices

En este apartado supondremos que todos los indices de una misma fila son
distintos. Es decir, se trata de considerar trazas de productos de p;-RDOs tales
como (2.6) (y con las restricciones alli impuestas). Ya hemos visto que un producto
de este tipo puede ser etiquetado por la particion [ p1, p2, ..., Pa] ¥y la permutacion P
que refleja la ordenacion del conjunto total de aniquiladores frente a creadores (5

n
e SN, siendo N =2p,y n el nimero de p-RDOs que integran el producto). Por
i

tanto, podemos representar una traza de este tipo como

<<[p1,p2,---,pn].§>> = ITI"'EQI (2.11)

Ahora bien, una vez delimitado el problema, la particién [ py, pa, ..., pn] sqré
una constante en todo él (por ejemplo, en el caso del célculo de trazas de H", [ py,

T Puesto que una condicién necesaria para que una traza de productos de RDOs sea no nula, es que
el conjunto de aniquiladores coincida, salvo en la ordenacién, con el de creadores; cuaiquier
repeticion de indices debe ocurrir simultaneamente en el colectivo de creadores y aniquiladores.
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L

p2, --» Pn] =[22,...,2]). Por consiguiente, a partir de ahora ya no la reflejaremos
en el etiquetaje; y asi, reescribiremos la ecuacién (2.11) como

Key={(fres

(2.12)

n
. - A . .
Con objeto de dividir los N! productos IT p'EB: en clases de equivalencias,
i
conteniendo cada una de ellas productos con igual trazas, tengamos en cuenta los
dos puntos siguientes:
o 1Ko
) Dos operadores de densidad reducidos del mismo orden, EP[ijk..] y

ijk... ~ -
pEa[ijk..] (Py QeS;), tienen la misma traza,

ijk... ijk...
<<pE$[ilk--] > = <<pEa[ijk..] >,

siP y Q pertenecen a la misma clase del grupo simétrico S, (Planeiles 1990).

1) El teorema de Wick visto en el apartado 2.2 y resumido mediante la ecuacién
(2.10). Recuerdese que dicho teorema nos permite expandir un producto de p;-

n A,
RDOs, tal como II p'EB' , en sumas de RDOs de dérdenes N, N-1, N-2, .. (siendo

N = > p).

Teniendo en cuenta los dos puntos anteriores (I y ll) el siguiente lema es
L
inmediato:

LEMA 1.- Dos trazas <<§>> y <<6>> , definidas segun la ecuacion (2.12) y con las
mismas limitaciones impuestas a (2.6), seran iguales si las expansiones de Wick
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"de rnl F’IE';: (con UB =P[UA] ) y de rn] F"Egj| (con UB =é[UA.]) tienen la

misma forma; es decir, constan del mismo nimero y tipo de RDOs poseyendo, uno
a uno, la misma estructura ciclica.

El anterior criterio de igualdad entre trazas de productos de p-RDOs puede
ser simplificado, y a su vez mas operativo, utilizando el concepto de enganche
superior. Puesto que, segin hemos visto en el apartado 2.2, una expansién de
Wick, de un determinado producto de p-RDOs, viene determinada por el numero y
disposicion de enganches superiores; el siguiente teorema, concerniente a trazas
de productos de p-RDOs, es consecuencia directa del LEMA 1.

A

n A, . n A,
TEOREMA 1.- Sean I1 p’EBI (con UB, =P[UA )y II p'EB-‘ (con UB, =Q[ UA])

dos productos de arbitrarios p,-RDOs, pertenecientes a la misma particion [py, p2, ...,
D,] ¥ sin repeticidn de indices a nivel de una misma fila.

~

En estas condiciones, si Py Q pertenecen a la misma clase del grupo

simétrico Sy (donde N = ip| ) y sien <<§>> y <<a>> (definidas segun la
|

ecuacién (2.12)) el nimero de enganches superiores, en los correspondientes
ciclos, es el mismo; entonces <<P>> = <<Q>>

Como consecuencia de este teorema y para una determinada particién [py,
P2, ... , Pn] , podemos representar una traza de productos de p-RDOs indicando
Unicamente la estructura ciclica de la permutacién y el nimero de enganches
superiores en cada ciclo.

Por ejemplo, a nivel de productos de 2-RDOs,
125_345_56 125_.345_56
<< *E35°E26°Eq 4>> = Tf[zEsszE 26°E 1 4] =

<<(1ézé)(4é)>> = ((4,2,))
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Podemos encontrar 48 trazas iguales, todas ellas compatibles con << 4221>>
Algunas son:

<<(1ézé)(4é)>>,<<(1ézé)(4é)>>,<<(1ééz)(4é)>>,
<<(143é)(2é)>>,etc_
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2.3.2.- Trazas de productos de 2-RDOs con repeticion de indices

En este apartado vamos a considerar el caso en el que al menos uno de los
indices de una misma fila correspondiente a un producto de RDOs aparezca mds
de una vez. Demostraremos que la traza de un producto de este tipo puede ser
expresada como suma de trazas de productos en los que no hay repeticién de
indices. Para conseguir este propésito, comenzaremos formulando dos lemas
concernientes a trazas de operadores de densidad reducidos de orden arbitrario.

LEMA 2.- Sea Z un arbitrario "string" de p indices. Si S; C Sy, Res, Pe Spyr>2,

entonces
Z << Eﬁ[f571>>= 0 (2.13)

eS C Sy

Para demostrar este lema partimos de la ecuacién (32) de Planelles et al. (1990)
(o también ecuacioén (at.1) ):

(<pEa[sz]>> =ePRYx (PR BZ,smiBz su (2.14)
\ S M[<S

donde P,Re Sop, ePR)=(-1)" es Ia paridad de la permutacién PRy

BZ,smi/Bz sm es un operador creador/aniquilador de un estado spin-
adaptado constituido por p particulas (para mas detalles ver Planelles et al. 1990,
Planelles and Karwowski 1992). En la ecuacion (2.14) I'(S) es una representacion
irreducible de S, correspondiente al spin S y, en consecuencia, a un diagrama de
Young con a lo sumo dos filas :

De la ecuacion (2.14) se infiere que:

2 <<pER[P21>> 2 Y Bz swBzsm)) X xr(s)@ﬁ) (2.15)
S

Res,C s, IM|]<S Res,
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donde T (S) es la representacion conjugada a I'(S) ; y por ello, correspondiente a
un diagrama de Young con, a lo sumo, dos columnas:

A continuacidn, elegimos la base para la representacion I' (S) de tal forma que,
para Re S; € S, la correspondiente representacién matricial esté bloqueada

(cada bloque correspondera a una representacion irreducible de Sy), y por tanto,
podemos escribir dicha representaciéon matricial como suma directa de matrices
correspondientes a las representaciones irreducibles de S, (Hamermesh
1964,Tung 1985),
F ”~ o~
D (R)= ?nyDV(R) (2.16)

donde y es una representacion irreducible de S;y ny =0, 1, 2, ... representa las
veces que vy aparece en .

T(S) A ~
Latrazay (P R) de la ecuacién (2.15) puede escribirse como

~

T(s) ,\A r -~
x (P ZDklP ). Dik(R) (2.17)

Llevando (2.16) a (2.17) y sumando sobre R tenemos

~

S) ~ A r - ~
Y x PR = Y0P Xn, ¥ 0@ (2.18)

aeS, kil Y Re S,

Llamando y =1 a la representacion totaimente simétrica, la ecuacién (2.18) puede
escribirse en la forma

Z X ZDKI )Ny 2 D )+ZD£|(§)ZNYAZ DI (R) (2.19)

Res, Res, Kl y#1 ReS,

T(S) AA
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13 'Y ~
De acuerdo con el teorema de la ortogonalidad, 2, Dik (R) = 0 siyx 1 (es decir,
g ~

ReS,

cualquier representacion irreducible excepto la totalmente simétrica). Por otra
parte, puesto que r >2, la representacion irreducible totalmente simétrica tendra 3 o
mds columnas ([CIT1*) y por tanto, no puede estar incluida en una

representacién de a lo sumo dos columnas ( ). En otras palabras, ni =0enla

expresion (2.16).

Teniendo en cuenta estas dos Ultimas consideraciones, la ecuacién (2.19)
queda

Lo cual llevado a la ecuacion (2.15) conduce a

L (Ceken) -0

Res, C s,

y, por tanto, demuestra el lema.

LEMA 3.- Si X es un "string" de (p-q) indices arbitrarios e Y es un "string" de q
indices idénticos, entonces

<<PE%{[X\,X]>> =0 (2.20)

para cualquier Pe Spy cualquier q >2.

La demostracién de este segundo lema es una consecuencia directa del
principio de exclusion de Pauli:

_ o YX
Si q >2, entonces Es YX][I}L SM, I>] =0
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Combinando las ecuaciones (2.13) y (2.20), obtenemos un teorema
concerniente a trazas de operadores p-RDOs con indices repetidos:

TEOREMA 2.- Sea X un "string" de (p-q) indices arbitrarios; Y un "string" de q
indices idénticos (pero distinto de cuaiquier indice de X) y Z un 'string" de p indices
en el que las Ultimas p-q posiciones coinciden con X, mientras que las primeras q
posiciones estan ocupadas por indices diferentes entre si, y diferentes de cualquier
indice de X. Asimismo, Sean P y R sendas permutaciones tales que Pe Spy Re
Gy, donde G4 es un grupo de permutaciones isomorfo a Sq pero conteniendo
operadores que actlan Unicamente sobre los primeros q indices de Zf. En estas

condiciones,
Y X Z
<<pEE[Yx1>> = )Z <<pEﬁf5[Z]>> (2.21)
Re Gq

La demostracidn es obvia para q >2, ya que de los lemas 1y 2 se concluye
que ambos lados son iguales a cero y, por tanto, iguales entre si. La igualdad es
también cierta para q = 2 (ver ecuacion (22) en Planelles et al. 1991) aunque en
este caso es distinta de cero. Por consiguiente, la ecuacion (2.21) es vélida para
cualquier q (notese que en los casos q =0 - no existe Y -y q = 1 - no existe
repeticidn de indices -, la expresién (2.21) queda reducida a una identidad).

o Q@) A ~ - S DN
Puesto que EFG(A) = "Ep @) . donde PyQe S, P'=Q PQ y Aes
un "string" arbitrario de p indices, el Teorema 2 puede ser formulado de una forma
mas general:

-~ ~ A"'AA
Para cualesquiera permutaciones P, Qe S,, P'=Q PQ podemos

reescribir la ecuacioén (2.21) como

QIYX] Z
<<pE38[Yx1>> = EZG <<pEﬁf?'[21>> (2.22)

€ Qg

T Por ejemplo, si q = 2y las primeras 2 posiciones de Z son 2,4; entonces G2 = {e, (24) }.
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Ahora el "string" 6[Y X]de la ecuacién contiene indices repetidos distribuidos de
una forma arbitraria.

TEOREMA 3.- Una relacidon similar a la (2.22) es valida para productos de pj-
RDOs, en particular productos de 2-RDOs. Usando la misma terminologia que en la
ecuacion (2.22) tenemos:

() - = (o

La anterior igualdad puede ser comprobada aplicando a ambos lados, el

Qryx
teorema generalizado de Wick. Tengamos en cuenta, que si <<3'€>[[Y>3]>>

Z
<< ﬁ3[21>> son productos de n operadores p,-RDOs, entonces la aplicacion
del teorema de Wick producird una combinacién de operadores de densidad de
n
orden N, N-1, N-2, etc ( N =Zp,), con los correspondientes "strings" de indices
i
conteniendo, respectivamente, todos los indices de (YX) y de (Z), un indice menos,

dos indices menos, etc. De esta forma la parte derecha de la ecuacién (2.23)
resultard una combinacion de expresiones del tipo

te Zst
Wor= D << ERP"[2“1>>

Re G,

cont=N, N-1,N-2, ... ;s=q, g-1, ... y siendo P" la permutacion de Gi (grupo
isomorfo a S;) que deriva de P' al ser eliminados N-t indices como consecuencia
de la aplicacién del teorema de Wick. El "string" de indices Zs contiene t indices de
los cuales t-s pertenecen a X. De acuerdo con el Lema 2, Wg = 0 si s >2.
Analogamente, la parte izquierda de la ecuacion (2.23) es una combinacion de
expresiones del tipo
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1= Q [YeXi.l _ et
Ust=<< Esdiv.x..//’ donde Ys y Xs-t son "strings" que

contienen, respectivamente, s y t-s indices, y Q' es es la permutacién que deriva de
Q de forma acorde con la eliminacién de indices. En este caso, debido al Lema 3,

Por tanto, segln el procedimiento expuesto, sélo perduraran términos W y
Ust con s=2. Ademas, en virtud de la ecuacion (2.22), los términos supetrvivientes
se corresponderan uno a uno; con lo cual queda demostrado el teorema. En el
Apéndice 2 ilustramos detalladamente, mediante un ejemplo, el procedimiento
expuesto.
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2.3.3.-.Trazas de productos de 2-RDOs que intervienen en el calculo
de la traza de la n-ésima potencia del Hamiltoniano

En virtud de la ecuacién (2.23) concluimos que, para el calculo de Tr(H"),
s6lo es necesario determinar las trazas de productos de 2-RDOs en las que no hay
repeticién de indices. Ademas, el Teorema 1 nos permite reducir, de forma
sustancial el célculo de estas, al identificar como iguales a un gran nimero de
ellas. En la tabla 2.1 damos una relacién de las diferentes trazas de productos de
2-RDOs que aparecen en el célculo de Tr(H") (n=1, 2,3y 4).

1
¢

Tabla 2.1.- Lista de todas las trazas diferentes de productos de operadores de densidad de

segundo orden, que aparecen en el calculo de Tr(H") (con n <4). Cada traza es etiquetada por la clase
Sop con la correspondiente distribucion de enganches superiores. Si en un ciclo no hay enganchies

supetriores, el correspondiente indice es omitido.

Tr Hn Trazas de productos de 2-RDOs

n=1 J|<<i>>, <<2>>

N=2 |<<i>>, <<2>>, <<2>>, <<31>>, <<d>>, <<dn>,

<<2 2>>, <<212>>

<<1>>; <<2>>, <<21>>; <<31>>, <<3o>> ;) <<d>>, <<do>>
<<Bb>>, <<bo>>, <<B3>>; <<Bi>>, <<b>>, <<B3>>, <<64>>;
N=3 [<<22>>, <<212>>, <<212>>; <<312>>, <<3121>> ,<<3p 21>>;
<<222>>, <<21212>>, <<212121>>; <<b 2>>, <<dp 2>>,

<<d121>>, <<d2 21>>; <<31 31>> ,<<3y 3o>>, <<B3 3p>>
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<<1>>;

<<2>>, <<21>>;

<<31>>, <<3o>>;

<<4>>, <<do>>, <<d3>>;

<<B1>>, <<br>>, <<53>>;

<<B1>>, <<Br>>, <<63>>, <<b64>>;

<<T1>>, <<To>>, <<73>>, <<74>>, <<T5>>;

<<81>>, <<Bo>>, <<B3>>, <<8s>>, <<85>>, <<85>>;

<<2 2>>, <<21 2>>, <<21 21>>;

<<31 2>>, <<3 2>>, <<B1 21>>, <<3221>>;

<<31 31>>, <<31 I>>, <<33 3>>;

<<dq 2>>, <<l 25>, <<44 21>>,‘ <<do 21>>, <<4321>>;

<<b1 2>>, <<532>>, <<b32>>, <<b121>>, <<5221>>, <<b321>>;
<<Bq 2>>, <<B22>>, <<B32>>, <<B42>>, <<B121>>, <<6221>>,
<<B321>>, <<6421>>;

<<4y 31>>, <<413>>, <<4231>>, <<4o 3o>>, <<4331>>, <<d33o>>;
<<dq 41>>, <<bdqdo>>, <<by143>>, <<dr42>>, <<dp43>>, <<4343>>;
<<51 31>>, <<5132>>, <<6231>>, <<b332>>, <<5331>>, <<533p>>;
<<2 2 25>, <<212 25>, <<21212>>, <<212121>>;

<<312 2>>, <<31212>>, <<3212>>, <<31212>>, <<322121>>;
<<31 312>>, <<32312>>, <<32322>>, <<313121>>, <<323121>>,
<<32 32 21>>;

<<d412 2>>, <<b402 2>>, <<41212>>, <<dp212>>, <<b12121>>,
<<b52121>>, <<4532121>>;

<<22 225>, <<212122>>, <<2121212>>, <<21212121>>.
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2.4.- EXPRESION GENERAL PARA LA TRAZA DE LA N-ESIMA POTENCIA DEL

"HAMILTONIANO, Tr(H")

La traza de H" puede ser expresada, de acuerdo con la ecuacion (2.5),
como

TrH . (ﬁ‘i' 12,34,...,2n-12n 22 i1Kq,ioKa, ..., inkn
= 5[12,34,...,2n-1 2n |1k1,|2k2,.,., |nkn] todos los

2 ’F;ESZ, {i} {k} indices #

(2.24)

términos con
indices repetidos

Los términos con indices repetidos, que aparecen en la ecuacién (2.24),
pueden ser clasificados mediante particiones de 2n. Por ejemplo, la particion [127]
corresponde al término con todos los indices diferentes (este término viene
explicitamente escrito en la anterior ecuacidon (2.24) ). La particiéon [2 12n-2]
corresponde al caso en que tengamos 2 indices repetidos y el resto, 2n-2, distintos;
por ejemplo, un representante de esta particién seria,

1 (2%! 1 1,34,... 2n-12n Z Z |1|1,i2k2, vy inkn
"5 6[1 1,34,...,2n- 12" [|1i1,i2k2, . inkn] todos los *

2 Pes,, iqig..in KiKa...Kp indices »

La particion [22 12n-4] corresponde al caso en que tengamos dos parejas diferentes
de indices repetidos; es decir, corresponde, por ejemplo, a un término tal como

1 <22”l" 11,33,..,2n-12n Z Z iy, 2iz, ials, ...\ Taky
. P[11,33,..,2n-12n] i, ii2,iaig, vy inkp] | todosios -

i4,inin,isla, .r)
2" Pes,, ifp.in KiKa..Kp [ 127212:7373 =+ Il ] T fndices =
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Finalmente, la particion [2"] corresponde al término (Unico) en el que todos los
fndices son iguales.

El numero de representantes asociados con cada particién es igual al
nimero de posibles composiciones compatibles con ella. Asi , por ejemplo:

Particion Numero de representantes
[121] 1
[k 12nK] 2n| _ (2n)!
‘ k|~ K
[k2 12n-2K] 1_(2 n)(2n-k) _1_ (2n)
ZURV K2 on -2k (1)’
[K2 | 12n-2k-] 1_(2 n)(2n-k)(2n-k-l) _1 «(2 n)!
2Lk K | 2 (2n-2k- 1)l (k)21

[k3 12n-3K] 1 (2 n)(2n-k)(2n-2k) 1 (2n)!

<) T3 0 3 )

[2n] 1

Las permutaciones ’IS, en el caso en que existan indices repetidos, actlan
realmente sobre determinados subgrupos de Sp,, ya que los indices idénticos no
- son permutados entre ellos mismos. Por otra parte, debido a la ecuacién (2.22),
cada elemento (representado por una permutacion P ) compatible con un
determinado representante de la particién [q 127-9], contribuye con q! términos.
Cada uno de dichos términos, esta asociado a una traza de productos de 2-RDOs
sin indices repetidos. Por ejemplo
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Particion Representantes por | Permut. por| Términos sin indices
particion particién repetidos
[12n] 1 (2n)! (2n)! . 1 = (2n)!
Kk 12n-k 2n)! 2n)! 2n)l
[k 12n] (kr:) % %.k!_—_(Zn)!
[k2 12n2K] 1 (2n) (2n)! @) k= (en)!
2 (2n-2K)! (k)2 (k)2 (k)
[k2]q2n2c] |1 (2 n)! (2n)! (2n)! (K2 It = (2n)!
2 2 2 2
(2n-2k-I!) 1! (k™ Il (k™ Il
[k3 12n-3k] 1_ (2 n)l (2n)' _(Erm . (k|)3 - (zn)|
3! 3 3
(2n - 3k)! (k!) (k) (k)
[2n] 1 1 1.(2n)! = (2n)!

El efecto global de los desdoblamientos de las trazas de productos de 2-
RDOs con indices repetidos, dando trazas de productos de 2-RDOs sin indices
repetidos, permite la factorizacién de la ecuacién (2.24) en una forma compacta:

(22"! 12,34,...,2n12n | & & | iky, ks, .o inkn

TrH"= L . n-1zn 22 ks lzke .25

2" sia. | Pl12.34,...2nt2n] [ A Plitky,izka, s inkn]
an

~

donde todos los valores son posibles para los indices incluidos en {i} y {k}. La
ecuacion (2.25) representa la expresion mas general y compacta para la traza de la
potencia n-ésima de un operador Hamiltoniano.
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Si bien en el Apéndice 3 presentamos, de forma minuciosamente detallada,
el paso de la ecuacién (2.24) a la ecuacién (2.25) para el caso de TrH2, a
continuacion vamos a indicar brevemente cdmo actua el Teorema 3 permitiendo la
factorizacion.

Para ello, consideremos un término cualquiera de los comprendidos en
[términos con indices repetidos] de la ecuacién (2.24). Si denominamos T a dicho
término, tendremos

T-L 3 C(PR) 1 ({i}{k}, Pr) (2.26)

donde

_ Pr es lo que llamamos permutacién con repeticion, y representa cada una

de las GR ordenaciones distintas que puede presentar un colectivo de 2n indices

e @
entre los que hay repeticiones.

_ C(/F\’R) es una traza de productos de 2-RDOs con indices repetidos, y en la
que la ordenacidn relativa de aniquiladores frente a creadores viene caracterizada
por Pg.

I({i} {k}, ﬁR) representa un producto de integrales, tal como el que
aparece explicitamente en la ecuacidn (2.24), pero en el que se han reproducido
en {i},{k} las mismas repeticiones que en el coeficiente C(PR).

El Teorema 3 permite escribir el coeficiente C(PR) como

cPr-| X R|-claPa)= 3. clrafw) 2.27)
Re G, Re G,
donde

Q(PR) es la ordenacion que se obtiene cuando sustituimos los q indices

repetidos en C(PR) por los q que faltan hasta completar los 2n indices distintos,
ordenados de forma creciente.
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R es una permutaciéon de Ggq (grupo isomorfo a Sg). Siendo q el nimero de

indices que se repiten en C(IBR). R solo actda sobre los q indices, distintos y
ordenados, afiadidos en el lugar de los q repetidos.

La ecuacién (2.26) puede escribirse en la forma

=‘1F 3 ZZC(A Pr))1({i} K}, Pr) (2.28)

{1iHk} Pq

Teniendo en cuenta que (observese que la permutacidon de indices idénticos
equivale a no permutar)

I({i} (K}, Pg) = I({i} {K RPR)

1({i} (K}, PR) = 1({i} (K} ,QPR))

podemos esctribir

-1
n

M

SYcRa@Eq) X 1l RAFER) (2.29)
R {1}{k}

Ahora bien, puesto que
U(RQFR) = S2n
la ecuacion (2.29) queda finalmente

Y c@® 3 1liyxp) (2.30)

Pes,, {1k}

Téngase en cuenta que en (2.30) han desaparecido las repeticiones a nivel
de los coeficientes C(P), pero no asi, a nivel de los productos de integrales

1{(110P) Tan solo cuando estos términos (que hemos llamado genéricamente T)
se adicionan al término escrito explicitamente en (2.24), es cuando se obtiene la
ecuacion (2.25) - donde no hay restriccidén alguna para los indices -.

Las sumas de integrales que aparecen en la ecuacion (2.25) son, para una
permutacion P dada, invariantes con respecto a una transformacion unitaria de la
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base de orbitales. Por tanto, al igual que ocurre en las trazas de productos de 2-
RDOs, dependen Gnicamente de la distribucion relativa de los indices (es decir, de
la permutacion). Llamando

<{'F3}>= A12,34,...,2n-12n J‘,;ii 11Ky, 12Kz, »in‘kn
{k}

P[12,34,...,2n-12n] 2" i1 P[11Kks.izkz, k] [ 7 (2.31)

la ecuacion (2.19) puede ser reescrita de forma mas compacta como

TR MRCO(I)

sos., (2.32)

&

La ecuacion (2.32) separa los efectos que dependen de la forma especifica
de las interacciones en el sistema, de aquellos otros que dependen del numero de
electrones y del spin total. A< >Ie denominamos "factor de interaccién”, ya que
en él esta incluida la forma especifica de las interacciones mono y bielectrénicas
del sistema. Al coeficiente <<§>> le denominamos "coeficiente de propagacién”
puesto que "propaga" las interacciones especificas al sistema global. Estos
propagadores describen el modo en que las interacciones especificas mono y
bielectrénicas influyen en el sistema cuando variamos el nimero de particulas o el
spin del sistema.
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2.5.- EXPRESION GENERAL PARA LA TRAZA DE LA N-ESIMA POTENCIA
-— N
CENTRADA, Tr(H-8)  DEL HAMILTONIANO: MOMENTOS CENTRADOS

Ya vimos anteriormente (ver introduccién) que el espectro puede centrarse
tomando como origen de energias la energia promedio &. Dicha energia viene
dada por

TrH

6=D(N,K,S)

(2.33)

donde D (N, K, S) es la dimensién del espacio.

Si particularizamos la ecuacién (2.32) para la primera potencia (n=1)
obtenemos

H = 3 KEYARD = @n((12)) + «caam({33)) (2.34)

PGSZ

Los correspondientes factores de interaccion <{} §}> y << ; $}> hacen referencia,

respectivamente, a las contribuciones de Coulomb y de intercambio (Karwowski y
Bancewicz 1987), y vienen expresados como (ver ecuacion (2.31) ):

CHE %—i?{%‘;}sg—i{inkk}swm (2.35)

({25 -

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) son interpretadas como trazas de las matrices de
Coulomb (J,) y de intercambio (K, ), definidas en el espacio monoelectrdnico
como:

i K

}51 3 (k| Ki}=Tr (K) (2.36)

i,k

N]—*

55,

K
kZ {Pqlkk} (2.37)

:S
m(—a
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K
Z {pklkaq} (2.38)

I\J]---L

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.34), la energia
promedio - dada por (2.33) - puede escribirse como

& = —(r\T—K—S—{«e))TrJ + (12))TrK } (2.39)

De esta ultima expresidn, se infiere que centrar el espectro (es decir, tomar € como
cero de energias), es formalmente equivalente a considerar TrJ = TrK = 0.

Por otra parte, el n-ésimo momento de la distribucién espectral de la matriz

Hamiltoniana, viene dado por ¢
—\n
W= Tr{H-6) (2.40)
"7 D(N,K, S)

— N
lo cual implica, para su obtencién, la evaluacién de Tr(H-6)

Si estamos interesados en la obtencidn de momentos centrados (& = 0),

1tH-8) "= TrH "

—n
y por tanto, Tr(H-€)  puede obtenerse como se indica en la ecuacién (2.32), sin
mas que considerar como nulos aquelios factores de interacciéon que incluyan TrJ
y/o TIK.

Los factores de interaccién que contienen Trd o TrK pueden ser faciimente
identificados a partir de la permutacién representativa del mismo. En efecto:

* Si dos indices consecutivos 2i-1, 2i (i=1, 2, ..., n) no aparecen en la permutacién

P

P, el correspondiente factor de interaccion sera proporcional a TrJ.

Veamos como ejemplo <{(1 356 4)}> (a nivel de TrH4). Puesto que la paregja
de indices 7, 8 no aparece en P, tendremos TrJ como parte del factor de
interaccion.
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Qussoa) - (35812 -

—112{”!33} Y. {ailkk}{ap|ci}l{palac}=
2 r,s i,k,a,c,pq

1 N
—2—TrJ Z Ja{aplci} Ky, |

La,c,p

* Si la permutacién P contiene un ciclo de dos indices tal como (2i-1 2i) (=1, 2, ...,
n), el correspondiente factor de interaccidn sera proporcional a TrK.

Veamos como ejemplo {1 374 8}(56)}) (también a nivel de TrH4):
{13748)56)) = <{ka',&}§123 S }> -

%Z{pq|qp} Y, {ialkk}{ar|cs}{rc]si} =

2 pq i,k,a,c,r,s

1k Y, dalarlosiirelsi}

4 ,
ia.crs
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METODO
DIAGRAMATICO

(CAPITULO 3)



. 3.1.- INTRODUCCION

En el apartado 2.3.1 hemos demostrado que las propiedades de simetria de
los coeficientes de propagacién nos permiten agruparlos en clases de
equivalencia de tal forma que los coeficientes pertenecientes a una misma clase
son iguales entre si. Una clase de equivalencia de dichos coeficientes puede ser
representada por dos etiquetas. Una es la particion de Sy, a la que pertenece la
permutacion P representativa de la ordenacién de los aniquiladores respecto de la
standard tomada para creadores (1,2,3...,2n cuando etiquetamos con numeros). La
segunda etiqueta es el nimero de enganches superiores en cada uno de los ciclos
definidos en la anterior particion (para mas detalles véasd el apartado 2.3.1).

Las propiedades de simetria de los factores de interaccién no son idénticas
a las de los coeficientes de propagacion. En particular, podemos aducir los
siguientes hechos:

i) No existe para factores de interaccién un teorema analogo al teorema de Wick;
teorema que, como hemos visto, ha sido de particular importancia en la
clasificacion de los coeficientes de propagacion.

i) La integral bielectronica generalizada {ij|kl}=<¢,(1¢, (2] h(1.2)|¢,(2) ¢,(1)>
1

con h(1,2)= W(h1(1)+h1<2))+h2(1,2) (ver capitulo 1) presenta, debido al
cardacter hermitico del operador h(1,2), la siguiente simetria:
{ijlki}={ji|lk}

No ocurre lo mismo con los operadores de densidad ya que no son hermiticos. Es
decir:

ik " |
2Ej| =(2E%k) #2Ely.

Esta diferencia es crucial puesto que determina el que un factor de interaccién
presente "simetria de inversion”,

~ i1k1,i2k2.-u, inkn ﬁ
\GDE Plirks izkz, o inkn] [/ \| [

[irks.izkz, ... inkn]}

i
1Ky, 02Kz, ...y inkn)
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- i1k1,i2k2,..., inkn _ A.1
= - = P ’

P [i1k1,i2k2,..., inkn]

mientras que, generalmente, no ocurre [0 mismo a nivel de coeficientes de
propagacion. Es decir:

Q@)+ (.

Sélo aquellos coeficientes de propagacidon cuya permutacién representativa P
-1

tenga el mismo esquema de enganches superiores que su inversa P presentara
simetria de inversién. O lo que es io mismo, sélo aquellos coeficientes de
propagacién cuya permutacién asociada presente el mismo esquema de
enganches superiores que inferiores, presentaran la citada simetria. (Notese que
cuando pasamos de una permutaciéon a su inversa invertimos los enganches, es
decir, los enganches superiores pasan a ser inferiores y viceversa).

i) Puesto que un factor de interaccion es un producto de integrales bielectrénicas,
y éstas en ultima instancia son nimeros, el orden en que aparecen en el producto
es irrelevante. Es decir:

i K i1ky i2Ka ..oy TnkKp ii ioKo, iakaiKy, ...
{i}{k} P[i1k1|i2k21 ceey inkn] {i}{k} P[izkziskg,i1k1,._,]

En cambio a nivel de coeficientes de propagacién (trazas de 2-RDOs) sdlo estan
permitidas, en general, las conjugaciones hermiticas del producto de operadores y
las permutaciones ciclicas de los mismos (ver apartado 1.9).

De los puntos anteriores se infiere que el criterio de clasificacion para
coeficientes de propagacion no es adecuado para clasificar los factores de
interaccién. Baste, para justificar la afirmacién anterior, el siguiente ejemplo a nivel
de Tr H®:

((138462))) = ({(132546))) = ((63)
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Los correspondientes factores de interaccién son:

e i K
A = (n13s5462))) = <{'§:‘;ZE}> .5 Kadaploal(pelak)

L. i K
B = ({(132546))) = <{'ak:fkc<fcqa}>= L 3 tialkp}aklealipelal)

evidentemente A#B.

Asi pues, se nos plantea un doble problema. En primer lugar hemos de
encontrar un meétodo de clasificacién para los factores de interaccién
numéricamente distintos. En segundo lugar hemos de obtener una relacién que
‘permita asignar a cada factor de interaccidn el/los coeficientes de propagacién que
lo multiplican, asi como los correspondientes factores peso o multiplicidades.

En el presente capitulo vamos a desarrollar un método diagramético a tal
efecto. Dicho método hace uso de los llamados diagramas de Goldstone y
Hugenholtz (Brandow 1967, Mattuck 1976, Paldus 1991, Paldus y Cizek 1976,
Szabo y Ostlund 1982, Wilson 1992) y presenta una cierta similitud formal como se
vera mas adelante, con la aproximacion diagramatica a la teoria de perturbaciones
(MBPT-diagramatica). Una vez introducido el método diagramatico, lo
"traduciremos” en un método computacional que serd mas operativo desde el
punto de vista del calculo practico de momentos més alla del segundo momento
donde el niumero de diagramas a considerar empieza a ser considerable y la
probabilidad de omitir alguno de ellos trabajando sin ayuda del ordenador
empieza a no ser desdefiable.
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.3.2.- APROXIMACION DIAGRAMATICA

%

3.2.1.-Diagramas de Goldstone y espectroscopia estadistica

De acuerdo con la ecuacion (2.2), la traza de la n-ésima potencia del
Hamiltoniano N-electrénico determinado en el espacio FCI resulta ser:

K K K K (. - iky,i i
G = ZEEZ S (i)

27 (i} {k} (1} j1li, 212, oo dnln
donde

(1o}~ Bt o2

11 |1l 2|2, o

i1kq,iaKa, ..., inkp 2 (3.3)
. . . = E
<< jili j2l2y o dnln >> (}—I1 lq q

”~

(j1|1lj2|2v"'v jnlrJ=/P\(i1k1,i2k2,..., inkn)’ P &€ Szn (34)
K K
y Z representa 2
{i} igip ..
A continuacién definimos un operador Q(ig, jg, Kq, lq) en la forma,
Qlig okl = 5 fnkalalah 2E[: (35)

Jalq

el cual nos permite reescribur la ecuacién (3.1) como

G- 53353 <ﬁo«q;qkquq>> s8)

{i} (i {k}{1} q

Por otra parte, asociando al operador Q(ig, jq: Kq, lg) un diagrama (al que
llamaremos vértice) tal como:
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la ecuacién (3.6) puede ser relacionada con la siguiente sucesién de Q-diagramas
0 vértices:

N N ISNT N

' < '2//'\\'(2 '3//'\\}(3 'n//’\\kn

(3.8)

(Nétese que el conjunto de creadores/aniquiladores en la traza

i1k1!i2k2| veey inkn
de la ecuacién (3.1) es asimilado a flechas

J1hd2lzs s Jnla

salientes/entrantes en el esquema (3.8)).

Puesto que el conjunto de etiquetas (i1!1j2!2 - jnln) correspondiente a
flechas entrantes debe coincidir, salvo en el orden, con el conjunto
(i1ky,i2kz, ., inks) correspondiente a flechas salientes (ver ecuacién (3.4)),
podemos unir, en el esquema (3.8), aquellas flechas entrantes y salientes con
idéntica etiqueta, y obtener de esta forma, un diagrama sin lineas externas
asociado a la ecuacién (3.6). En la figura siguiente presentamos, a titulo de
ejemplo, un diagrama de este tipo correspondiente a uno de los términos de que

aparecen en <<H 2>> t:

TNosotros tomaremos como criterio que un diagrama sin etiquetas (esqueleto orientado) lleva
implicitas las sumas y la toma de trazas -ver ecuacion (3.6)-. Ahora bien, en algunas ocasiones y en
aras de una mayor claridad, escribiremos etiquetas en el esqueleto para facilitar su evaluacion; sin que
ello quiera significar que no efectuamos la suma. Cuando ello suceda sera debidamente indicado.

86



figura 3.1

La evaluacion del diagrama anterior conduce at

3 i1k2 1i2 i1Ka Kyi .
5§ atvana o (e i) - () s

1ipk 1Kz

(31)) = THIK)-(34))

K
= Tkak Kkyksp
kika

Este tipo de diagramas conocidos como diagramas de Goldstone, han sido
ampliamente utilizados en la teoria MBPT (Many Body Perturabation Theory)
(Wilson 1992), y CCA (Coupled Cluster Approach) (Paldus 1992, 1994).

La ecuacién (3.1) puede factoriazarse (ver apartado 2.3) segun:
2n)! K K . . .
1 12,34,..,2n-12n i1ky,i2kz, ..., inkn
G-t 3 <<A >> 22{ P R
n . P(12,34,..,2n-12 . Pliiky,i2Ka, -y inkn
2" 505, [ n-12n) 0 [n 112Kz, ooy i ]

y reescribirse, de modo mas compacto, como

TVéanse las ecuaciones (2.37) y (2.38) (capitulo 2 apartado 4)
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Q) = 3 EYED 10

PeS,,

donde

OB (S o0

[12,34,...,2n-12n]

GF

1
2"

K Kf iyKy,isKa, .oy InKn
3.12
2}‘2‘:‘\ P [i1K1,iaKz, s inko] (312)

Puesto que el paso de la ecuacién (3.1) a la ecuacién (3.9) (o
equivalentemente a la ecuacién (3.10)) implica Gnicamente una reestructuracion
de los coeficientes de propagacién, los factores de interaccidn permanecen
inalterados. Por tanto, podemos usar los mismos diagramas que hemos asociado a
los 2n! términos de la ecuacién (3.1) (6 de la ecuacion (3.6)) para caracterizar los
2n! factores de interaccion (ecuacién(3.12)).

De la ecuacidén (3.9) se concluye que hay 2n! factores de interaccion
distinguibles y, por tanto, 2n! diagramas diferenciados que los representan. Ahora
bien, estos diagramas no son todos distintos. Llamaremos diagramas equivalentes
a aquellos que estan asociados a factores de interaccidn que den lugar a una
misma evaluacién.

Un aspecto relevante del método diagramatico es, como veremos, la
inmediata identificacion de términos equivalentes; es decir, factores de interaccion
iguaimente evaluados. A lo largo de este capitulo demostraremos que las simetrias
que presentan tales factores, tienen una transcripcién topolégica simple que, en
ultimo término, es lo que permite el uso de un método diagramatico.
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" 3.2.2.- Diagramas equivalentes

Comencemos este apartado resaltando la similitud existente entre Ia
ecuacion (3.6) y la férmula correspondiente al término principal de orden n de una
expansién perturbacional independiente del tiempo (Paldus y Cizek 1976, p. 106):

K™ = <¢°| WP, W.P, W |¢> (3.13)

donde |do> es el estado no perturbado de referenciay W'y ﬁo son los operadores
de perturbacién y proyeccién respectivamente, cuyo producto es no conmutativo.

Como es sabido, la ecuacién (3.13) esta relacionada con diagramas de
Goldstone tanto conexos como no conexos. Sin embargo, existe una cancelacion
de todos los diagramas no conexos provenientes del término principal, ecuacién
(3.13), con los diagramas que provienen del resto de términos correspondientes al
mismo orden n de la expansién perturbacional (teorema "linked cluster"). Como
consecuencia, cualquier contribucién a un orden n dado de la expansion
perturbacional puede ser representada mediante un diagrama conexo.

Puesto que no ocurre algo similar a lo anterior en la ecuacion (3.6) 6 (3.10),
no podemos usar ningun tipo de teorema "linked cluster" para eliminar los
diagramas no conexos en nuestro caso. Por tanto, ellos estaran presentes en la
transcripcidon diagramatica de la ecuacion (3.10). Por otra parte, el producto de
integrales generalizadas es conmutativo y, por consiguiente, algunos diagramas
correspondientes a términos distintos en una expansion perturbacional,
corresponderan a factores de interaccién <{"|5}> equivalentes. Todas las llamadas
versiones temporales de un diagrama (originadas mediante permutacién de
vértices) corresponden a contribuciones distintas en una expansion perturbacional,
pero representaran en mismo factor de interaccién.

En definitiva, podemos etiquetar (y evaluar) los diferentes factores de
interaccion de la ecuacién (3.10) utilizando los mismos diagramas de Goldstone
que se utilizan para evaluar una expansién perturbacional si afiadimos los
correspondientes diagramas no conexos asociados a cada orden n y tomamos
s6lo una (cualquiera) de las versiones temporales que cualquier diagrama pueda
tener.
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- 3.2.3.- Diagramas de Hartree-Fock

Los diagramas de Hartree-Fock son aquellos diagramas de Goldstone que
presentan conexiones internas en uno o mas vértices. En la siguiente figura
pueden verse algunos ejemplos (a y b presentan conexiones internas en un solo
vértice, mientras que ¢ las presenta en dos de ellos):

(a) (b) (c)
Figura 3.2

Este tipo de diagramas puede ser eludido en las expansiones diagramaticas
MBPT si uno usa operadores que sean funciones de N-productos (respecto del
nivel de Fermi) de creadores y aniquiladores ("operators in their N-product form").
Para mas detalles ver Paldus y Cizek 1976. Sin embargo, nosotros no podemos
utilizar estrategias similares para evitar la aparicién de tales diagramas cuando
clasificamos (y evaluamos) factores de interaccién. Las diferencias entre el término
principal de una expansién MBPT de orden n, ecuacién (3.13), y los factores de
interaccion son claras. En la versién diagramatica de la ecuacién (3.13) las flechas
representan spinorbitales ocupados (huecos) o vacantes (particulas), mientras que
los operadores de densidad en la ecuacién (3.1) son libres de spin y las etiquetas
que aparecen en las integrales bielectronicas son etiquetas orbitales. Por tanto, las
flechas en la representacion diagramatica de los factores de interaccién
representan orbitales. Por otra parte, el formalismo hueco/particula no es aplicable

‘a los factores de interaccion y algunas "inversiones hueco/particula" o cambios en

el sentido de las flechas, estan permitidas. Estas inversiones son consecuencia de
las simetrias que tienen las integrales bielectronicas generalizadas. En los
esquemas siguientes puede verse la transcripcion diagramatica de las
mencionadas simetrias:
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{ilkl}=(jillk} &

{ij|kt}={kl]ij} o

Las diferencias entre los términos que aparecen en una expansion MBPT y
los factores de interaccion, no nos permiten utilizar sin mas las propiedades que
los diagramas representativos de una expansion MBPT poseen. Ahora bien, ello
no significa que no podamos obviar la aparicién de diagramas de Hartree-Fock. De
hecho vamos a desarrollar a continuaciéon un método grafico que no hace uso
explicito de los diagramas de Hartree-Fock para etiquetar y evaluar factores de
interaccion.
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. 3.3.-METODO DIAGRAMATICO PARA LA EVALUACION DE FACTORES DE
INTERACCION

En teoria de perturbaciones los operadores mono y bielectrénicos se
representan graficamente mediante los siguientes diagramas:

=

u(1) V(1,2)

Figura 3.3

Al trabajar con factores de interaccién, sélo encontramos un tipo de integrales
bielectrédnicas generalizadas. Estas integrales las representamos graficamente
mediante el diagrama b de la figura 3.3. Este hecho supone una gran
simplificacidon en la representacion diagramatica de los factores de interaccion
respecto de la teoria MBPT diagramatica. Sin embargo la aparicién de los
diagramas de Hartree-Fock, que son a priori inevitables, conlleva una adicional
complejidad al método grafico. Con objeto de aproximarnos tanto como sea
posible al modo de trabajar en la teoria MBPT diagramatica, vamos a "enmascarar”
la presencia de diagramas de Hartree-Fock asumiendo que aparecen tres tipos de
integrales (o vértices) en los factores de interaccidn. Uno de ellos es el vértice
standard de dos cuerpos (diagrama 3.3.b),

{ijlkl}

Los dos restantes tipos representan pseudovértices o vértices efectivos de un
cuerpo, y estan asociados a integrales generalizadas en las que existe la
repeticién de una etiqueta:
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{iifjk}={jklii} =

il

o

Yo

{tjitki}y={jilik} =

|

[ | Figura 3.4

El uso de vértices 3.4.a y 3.4.b junto con 3.3.b permite asignar a los factores
de interaccién diagramas sin conexiones internas en los vertices. Esto es, permite
evitar el uso de diagramas de Hartree-Fock. Trabajando de este modo el

{ paralelismo con la teoria MBPT diagramatica es maximo: hay vértices mono y

1 bielectrénicos (si bien en nuestro caso hay dos tipos de vértices monoectrénicos

| en vez de uno como en la teoria MBPT diagramatica) y no es necesario el
concurso de los diagramas de Hartree-Fock.

escogiendo como ejemplo la sequnda potencia del operador Hamiltoniano. Los
diagramas conexos correspondientes al segundo orden de una expansién MBPT
son:

| >

I A continuacién vamos a mostrar como funciona el método diagramatico,

>

o o

S
- -
- -

(a) (b) (c)



Puesto que al clasificar los factores de interaccion nos encontramos con dos tipos
" de pseudovértices monoelectrénicos (ver diagramas a y b de la Figura 3.4), el
diagrama a de la Figura 5.3 conduce a tres diagramas diferentes:

G
0

X
X
O

(a)
/

G

e o= o o
- ---

Figura 3.6

En la Figura 3.6 los diagramas a, b y ¢ han sido expandidos para mostrar la
equivalencia entre uso de diagramas de Hartree-Fock y el de pseudovértices de un
cuerpo; asi como para hacer mas sencilla la posterior evaluacién de diagramas.

Como ya hemos mencionado anteriormente, debemos considerar tambien
todos los diagramas no conexos. Estos pueden ser obtenidos mediante todos los
posibles productos de diagramas pertenecientes a potencias mas bajas (o a
ordenes mas bajos de las expansiones MBPT). Con respecto al ejemplo que
estamos desarrollando (segunda potencia), tenemos como unico orden mas bajo
el primero. Los unicos diagramas de primer orden que existen son los diagramas a
y b de la Figura 3.2. Es decir:
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Con ellos podemos formar tres productos distintos:

50 G C
PSPPI,

Nétese que en virtud del caracter conmutativo del producto de integrales, sélo una
de las dos versiones temporales 3.7.b é 3.7.c debe ser considerada.

OO

A continuacién vamos a ver cuales son los factores de interaccién distintos
que aparecen en el calculo de Tr H2. Para ello tomaremos todos los diagramas
(distintos) de segundo orden (ver Figura 3.5, 3.6 y 3.7) y procederemos a su
evaluaciént :

, i L] 5 K
; P : }51—22 (1 IKKHGi[IT} =
>< > ikl

K
> dijdji = 1)
i

TNétese que cada esqueleto orientado va acompafiado por un diagrama entre llaves con etiquetas
explicitadas. Los diagramas entre llaves han sido incluidos para facilitar la evaluacion de los esqueletos
orientados: las etiquetas simplemente representan aqui a los indices mudos sobre los que se
efectuan las sumas.
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0O 0Q

OO0 OO
iJ,,kiJkk = (Try)?
’ {
ET:J], kiKkk = T TrK

Oo- 0

K K 2
2K 2Ky = (TrK)
| k

1 K
—2-2{|i|jj}{kk|n}=
ijkl

-
-
- -
- -

1 K
‘ } = el PRUINUINE
jki

1 K
——52 (1K k) =
jki

Los tres ultimos factores de interaccién resultan ser nulos cuando
consideramos momentos centrados (es decir, cuando hacemos Tr J = Tr K = 0). Por
tanto podemos establecer la siguiente regla:

"Para momentos centrados, aquellos diagramas que contengan
vértices desconectados conducen a una evaluacion nula y, por
tanto, no es necesario que sean considerados"
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3.4.-DIAGRAMAS Y PERMUTACIONES: METODO COMPUTACIONAL

En la seccion anterior hemos aplicado el método diagramatico, introducido
en la seccién 3.2, a la clasificacion y evaluacion de los factores de interaccion
correspondientes a la segunda potencia del operador Hamiltoniano. La disposicion
relativa de indices en un factor de interaccion tiene su correspondiente traduccion
diagramatica en la topologia de los diagramas de Goldstone, si permitimos las
permutaciones horizontales (izquierda-derecha) de los vértices, asi como los
intercambios verticales de puntos pertenecientes a un mismo vértice.

Aunque el método diagramatico es bastante simple, su utilizacién en
potencias relativamente altas puede llegar a ser prohibitiva. La tarea de dibujar
todos los diagramas necesarios para la evaluacion de la cuarta potencia del
operador Hamiltoniano, resulta ya demasiado laboriosa. Por otra parte, el riesgo de
omitir algun diagrama es elevado. Para paliar este inconveniente hemos
desarrollado una traduccidn algebraica de los diagramas. Dicha translacién
consiste en la definicion de un conjunto de etiquetas (que agruparemos en forma
de vectores), las cuales se corresponden biunivocamente con los diagramas; es
decir, con los distintos factores de interaccién. El uso de lenguajes de tratamiento
simbdlico (MATHEMATICA, MAPPLE, etc.) nos permite aplicar el método algebraico
de modo automatico con ayuda del ordenador; y es por ello que nos referiremos de
ahora en adelante a dicho método como metodo computacional.

En la presente seccidn introduciremos este método. Veremos como obtener
los vectores representativos de los diagramas a partir de los propios diagramas.
Por otra parte, como ya hemos dicho, existe una correspondencia biunivoca entre
diagramas (tomando sélo una versién temporal) y los factores de interaccién; con lo
cual, la permutacion P representativa de un factor de interaccién (ver ecuacién
(8.12)), sera a su vez representativa del diagrama asociado (concretamente de una
versién temporal particular). Por consiguiente, veremos en segundo lugar como
pueden obtenerse los vectores que etiquetan factores de interaccién (o diagramas
asociados) directamente de la permutacion representativa P. Finalmente,
mostraremos como reproducir un diagrama partiendo de las etiquetas vectoriales
representativas del mismo (o del factor de interaccidén asociado). Para este ultimo
propésito utilizaremos como "intermediatos" los diagramas de Hugenholtz; los
cuales, mediante expansién de sus vertices, dan lugar a los correspondientes
diagramas de Goldstone.
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3.4.1.- Translacion vectorial de los diagramas. Vectores a partir de

permutaciones

El propdsito de esta seccién es establecer una correspondencia biunivoca
entre los diagramas de Goldstone no equivalentes y un conjunto de etiquetas
numéricas organizadas a modo de vectores. Para ello, definimos como referencia
el diagrama asociado a (TrJ)", es decir, al factor de interaccién

[ 1Ky igks ..., inkn 1 ii ﬁ ek H 1 € EK.: .
\ik Ko ik = {iqiqlkqkq} = z {iqiqlkqKq}
1R 2R weey TN 2 {l}{k}q=1 q=1 2 {l}{k}
n K n n
=11 X ui i = T ey = (1ry)] (3.14)
q=1 {i} q=1

El diagrama de referencia es pues,

QOO @

i P § (3.15)

y la permutaciéon que lo define es la identidad. Cualquier otro factor de interaccién
estara caracterizado por una permutacion P actuando sobre el conjunto de indice

inferiores. Paralelamente, cualquier otro diagrama distinto al (3.15) estar
caracterizado por una permutacién P de las flechas entrantes del diagrama de
referencia. Nétese que Pe Son, siendo n el numero de vértices del diagrama.

Es sencillo obtener la permutacién P representativa de un diagrama
determinado. Para ello adoptamos el criterio:

i) Numeramos los vértices del diagrama en orden creciente 1,2,3,...,n

ii) Etiquetamos las flechas salientes correspondientes a los puntos superior/inferior
de un vértice i por 2i-1/2i.

Puesto que un diagrama de Goldstone esta formado por un conjunto de
ciclos orientados; podemos escribir la permutacion correspondiente a un
determinado ciclo sin mas que escribir los indices involucrados en el mismo,
empezando por el mas pequefio y en sentido opuesto al de circulacién. El conjunto
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de todas las permutaciones correspondientes a los distintos ciclos de que consta el
diagrama, nos dara las permutacién global ,P, asociada. (Antes de etiquetar las

flechas debe tenerse la precaucion de expandir los pseudovértices de de un
cuerpo, caso de que los haya).

Veamos un par de ejemplos:

p

- -
-

N

J

”~ o~

P = (153)(286)(47) P = (12384657)
(a) (b)

Figura 3.8

Es muy sencillo identificar, directamente del diagrama, la clase Sz, a la que
pertenece la permutacion P asociada. En efecto, la clase vendra determinada por
los ciclos (trayectorias cerradas) que aparecen en el diagrama. La longitud de tales
ciclos coincidira, a su vez, con el nimero de puntos conectados. Téngase en
cuenta que cuando un ciclo incluya pseudovértices, su longitud debera ser
incrementada en 0/1 por cada vértice de tipo X/A incluido. Esto ultimo resulta
evidente al expandir los pseudovértices que puedan aparecer en el diagrama. Por
ejemplo los diagramas a y b de la Figura 3.8 estan asociados a permutaciones,
que pertenecen a las clases [32 2] y [8] respectivamente.

Puesto que las permutaciones pertenecientes a clases distintas de un mismo
grupo simétrico tienen diferente estructura ciclica, lo mismo ocurre con los
diagramas asociados a dichas permutaciones. Por tanto, podemos afirmar que
tales diagramas seran no-equivalentes. Como consecuencia de lo anterior,
tenemos una primera etiqueta para clasificar diagramas. Esta es la clase de Sz, (n
es el numero de vértices del diagrama) a la que pertenece la permutacion
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representativa del diagrama (o lo que es lo mismo, el conjunto de ciclos que
contiene el diagrama).

La clase [A] = [1 Vighe | pv‘] de Sy, tiene n;, elementos, donde n, viene dado
por:
|
N, = (2n)! (3.16)

T vy Va2 Ve
1 vii2 %vl.p

|
vy
Es decir, hay n; diagramas pertenecientes a la misma clase [A]. Ahora bien,
no todos ellos son equivalentes en el sentido de corresponder al mismo factor de
interaccion.

Con objeto de encontrar el conjunto de diagramas compatibles con un
mismo factor de interaccién, debemos afiadir nuevas restricciones a las primera
etiqueta constituida por la clase [A] de Sz,. En efecto, dado un par de diagramas
con permutaciones pertenecientes a una misma clase de Sjz;,, ellos seran no-
equivalentes (corresponderdn a distinto factor de interaccion) si el nimero de
vértices conectados por al menos un ciclo es diferente en uno y otro caso. Por
ejemplo, los diagramas (a) y (b) de la siguiente figura

e
6 =0

(a) (b)
Figura 3.9

d

pertenecen a la misma clase [3 2] de Sg. Sin embargo, mientras el ciclo que
conecta tres puntos en 3.9.a enlaza tres vértices distintos, el correspondiente ciclo
en 3.9.b sélo une dos vértices. Evidentemente los dos diagramas de la Figura 3.9
son no-equivalentes (ninguna versién temporal de 3.9.a puede coincidir con 3.9.b y
viceversa) y, por tanto, representan distinto factor de interaccién.

Al objeto de distinguir diagramas no-equivalentes de una mismas clase [A],
anadiremos una segunda etiqueta que indica el nimero de vértices conectados por
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un ciclo. Esta segunda etiqueta resulta inmediata de la simple inspeccién del
diagrama. Ahora bien, puesto que uno de nuestros objetivos es desarrollar un
" método computacional, vamos a ver como es posible obtener esta segunda
etiqueta directamente de la permutacidn representativa del diagrama. Para ello,
llamamos t, (M =1, 2, ..., n) a cualquiera de los dos indices 2m-1, 2m. Entonces,

"el numero de vertices conectados por un ciclo en el diagrama
coincide con el numero de t,, distintos que aparecen en el
correspondiente ciclo de la permutacion P asociada al diagrama"

Por ejemplo, los diagramas a y b de la Figura 3.9 corresponden a las
siguientes permutaciones y, a partir de ellas, a las siguientes secuencias de indices

tm:
A
394 = | , i3 | o Pa=(153)24) = (im}a= (11 BE)(t1 )
. ] ><
4
éD
i 3 | )
39b = | P4 = Py, = (465)(13) = {tm}p = (213 t3)(t1 t2)

O S

Observese como en ambas permutaciones P, ,ﬁb (o equivalentemente en
ambos diagramas 3.9.1 y 3.9.b) las transposiciones implican dos tm-indices
diferentes, sin embargo a nivel de ciclos de 3 indices tenemos que en 3.9.a
aparecen 3 tm-indices distintos mientras que en 3.9.b aparecen sélo dos.

Esta segunda etiqueta debe ser ampliada incluyendo también el nimero de
vértices implicados por todos los ciclos del diagrama. Esto es asi en aras de poder
diferenciar diagramas tales como:
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(a) (b)
Figura 3.10

Nétese que tanto 3.10.a como 3.10.b pertenecen a la misma clase [22] de Sgy
también en ambos casos, sus dos transposiciones, o ciclos de orden dos,
involucran dos tm-indices cada uno de ellos. En efecto:

3102 = Pa=(13)24) = ftrha=tittit)
3.10.b = Pp=(13)57) = {tm}b=(t1t2)(tgt£)/

Por tanto, hasta ahora, las etiquetas para los diagramas 3.10.a y 3.10.b
serian las mismas. Es decir: {[22], (2,2)}. Sin embargo, puesto que el numero total
de tm-indices diferentes (nimero total de vértices) implicado en 3.10.a es dos
mientras que en 3.10.b es cuatro, podemos completar la segunda etiqueta y, de
esta forma, diferenciar tales diagramas. En efecto:

3.10a = {22, (2,2,2)}
3.10b = {22 (2,2,4)}

Uno puede todavia encontrar diagramas que pese a tener comunes las dos
etiquetas mencionadas, representan factores de interaccién diferentes. Por ejemplo
los diagramas a y b de la figura siguiente:
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J

ot

0

(@

(a) (b)
Figura 3.11

No es posible convertir 3.11.a en 3.11.b mediante simples permutaciones de
vértices; es decir, los dos diagramas anteriores no son versiones temporales
distintas de un mismo diagrama. Por consiguiente 3.11.a y 3.11.b representan
factores de interaccion distintos. En cambio nos encontramos con idéntico
etiquetaje para ambos ({[3 22}, (3,2,2,4)}). Esto evidencia que todavia necesitamos
nuevas etiquetas al objeto de tener una representacién numérica inambigua de los
diagramas (o equivalentemente, de los factores de interaccidn)

parejas

. , . n
Introducimos una tercera etiqueta. Para ello consideramos las (2

distintas de vértices que podemos formar con los n vértices de un diagrama y
contamos cuantas lineas los unen. El resultado es una secuencia de numeros
enteros que ordenamos de modo ascendente. Para los anteriores diagramas 3.11.a
y 3.11.b, esta nueva etiqueta resulta ser, respectivamente,

(0,1,1,1,2,2) = (0,13,22) y  (0,0,1,1,2,3) = (02,12,2,3).

Esta tercera etiqueta permite distinguir los diagramas no-equivalentes 3.11.a
y 3.11.b. En efecto:

311.a = {[322, (3,2,2,4), (0,13,22)} = {[3 22}, (3,2,2,4), (02,122,3)} = 3.10.b

Es interesante notar que a nivel de factores de interaccion, esta tercera
etiqueta equivale a hallar las longitudes de las intersecciones entre parejas de
integrales bielectronicas. Puesto que en Tr(H") los factores de interaccion

. n . - .
contienen n integrales bielectrénicas, tendremos o | Parejas distintas de integrales

. n .
que nos daran una secuencia de (2) componentes para la tercera etiqueta.

Veamos, mediante un ejemplo, el paralelismo de obtener la tercera etiqueta a partir
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de un diagrama o a partir del correspondiente factor de interaccion. Consideremos
para ello un factor de interaccién perteneciente a Tr(H®) y su correspondiente

‘diagrama:

PN <{ik,ac,pq}>
aq,kc,pi

((1320)}))

Integral I, ={ia | kq} ly" 1= {a,k} ; Lenght{l; " 15 = 2

((1326)}) = Integrall,={ak|cc} = linla3={ia};Lenghtll;nig=2
Integral I;={pp | qi} lanlg = {J},; Lenghtllon =0

= etiqueta 3 = (0,2,2)

V1ﬁV2=2
= VinVy=2 = etiqueta3 =(0,2,2)
VzﬁV3=0

Obsérvese también, que esta tercera etiqueta define inambiguamente el
esqueleto del diagrama de Hugenholtz subyacente en el diagrama de Goldstone
considerado ya que nos dice cuantas lineas conectan los diferentes vértices. Un

simple ejemplo aclararéa lo anteriort :

T Recuérdese que un diagrama de Hegenholtz puede obtenerse a partir de uno de Goldstone al
colapsar en uno (degenerar) los puntos en cada vértice.
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V' V', V'
Vi Va Vi

Figura 3.12

Para los diagramas de la Figura 3.12 tenemos que:

VinV,y=V,NnV,=2lineas

VinV3=V NV, =2lineas

VonV3=V,nV,y=2lineas

por lo tanto etiqueta 3 = (2,2,2). Puesto que la etiqueta 3 determina univocamente el
diagrama de Hugenholtz subyacente en el diagrama de Goldstone considerado,
ésta contiene una informacidén substancial acerca del diagrama. El lector puede
preguntarse porqué no hemos considerado a la etiqueta 3 como la principal, y por
tanto primera, a la hora de clasificar los diagramas de Goldstone. La razén que nos
ha llevado a considerar la clase de la permutacién como primera etiqueta se
fundamenta en el hecho de que cuando calculamos Tr (H"), sumamos productos de
coeficientes de propagacién y factores de interaccién. Los distintos coeficientes de
propagacién estan completamente especificados por la clase del grupo simétrico y
por los llamados enganches superiores de la permutacién (ver apartado 2.3.1). Por
tanto, la Unica etiqueta comin a coeficientes de propagaciéon y factores de
interaccion es la clase [A] de S,, a la que pertenece la permutacién representativa
de ambos, y ello hace que sea considerada la clase como primera etiqueta.

Veamos, a continuacién, como obtener esta tercera etiqueta directamente de
la permutacién sin necesidad de considerar el diagrama asociado (no perdamos de
vista que estamos interesados en la obtencién de un método computacional y por
lo tanto "ciego"). Para este propdésito, reescribimos las etiquetas superiores del
factor de interaccion <{§}> -ver ecuacion (3.12)- como (1 2, 3 4, ..., 2n-1 2n).
Puesto que los indices superiores corresponden a flechas salientes en la ecuacion
(3.8), la i-ésima integral del factor de interaccidn y su correspondiente diagrama
son:
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{2i-1, x| 2i, y} (3.17)

donde x,y corresponden a los indices que la permutacion P (representativa del
factor de interaccién) asigna como lineas entrantes en los puntos donde 2i-1 y 2
representan las lineas salientes. Para llegar a una mayor comprensién del efecto
de P sobre las etiquetas de los factores de interaccion, observemos el siguiente
ejemplo:

)
[}
o
L
™
(0]
)
-~
J
PR
T
"
N
it
N
——

Asociemos ahora cada integral del factor de interaccion con el correspondiente
vértice del diagrama:

Integral It = {1528} &  vérice 1

integral 2 = {3147} <  vértice 2

Integral ls = {§3]|62} ¢«  vértice 3

107



AN

Integral I+ = (74|86} <«  vertice 4

Nétese cédmo a partir de P resulta muy sencillo obtener el indice b que la
permutacién coloca en la posicién a del conjunto de etiquetas inferiores del
correspondiente factor de interaccién. (O equivalentemente, la flecha b que la
permutacion P asigna como entrante en el mismo punto y vértice de la flecha
saliente a):

"b es simplemente el indice siguiente al 2 en la permutacion p.t

Con objeto de obtener el nimero f, de lineas comunes a dos vértices i y |,
leemos de la permutacién P asociada al diagrama los indices correspondientes a
flechas entrantes en los lugares 2i-1, 2i, 2j-1, 2j. Si a dichos indices les llamamos x,
y, I, s tendremos que:

f,,=Length [({2i-1, 2i}  {r, s}) U ({2}-1, 2]}~ {x, y})] (3.18)

Ejemplo.- Sea P= (1236)(45) una permutacion representativa de cierto diagrama (y
por tanto de cierto factor de interaccion) perteneciente a Tr (H3). Obtengamos la
etiqueta 3 mediante la aplicacion de la ecuacién (3.18).

fio=Length [({1, 2} n {2, 5}) U ({3, 4} N {3, 6})]
= Length [{2} U{3}] =Length [{2,3}]=2

fi3=Length [({1,2} {4, 1}) U ({5,6} N {3,6})] = 2
fo3=Length [({3, 4} N {4, 1}) U ({5, 6} " {2,6})] = 2
Por tanto la etiqueta 3 para P resulta ser (2,2,2).

Con las tres etiquetas que hemos introducido todavia no podemos diferenciar
diagramas tales como los dos siguientes:

tSobreentendemos que el indice final de un ciclo de una permutacién precede al primero de ese
mismo ciclo.
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y

@
O

(a) (b)
Figura 3.13

En efecto, ambos corresponden a { [32], (3,3,3),(2,2,2)} y, en cambio, puede
comprobarse que no son dos versiones temporales distintas de un mismo
diagrama, por lo que se corresponden con factores de interaccion distintos.

Necesitamos introducir una dltima etiqueta que describa la orientacién
relativa de las flechas conectadas por cada pareja de vértices. Esta cuarta etiqueta
clasificara como diferentes a los diagramas 3.13.a y 3.13.b.

Con objeto de definir esta ultima etiqueta, analizamos caso por caso la
orientacion relativa de las lineas comunes a dos vértices cualesquiera i,j. Segun el
valor de f;; nos encontramos con:

(@) Cuatro lineas comunes entre los vértices ij (fjj = 4). Tenemos Unicamente dos
posibilidades' :

2i-1

2i

<

|

(M (2)

(cualquier otra distribucién y orientacién que se dé a estas cuatro lineas es
equivalente a uno de estos dos casos).

T Las etiquetas de los diagramas hacen referencia a los indices mudos sobre los que se suma. De
nuevo en este apaprtado hamos afiadido etiquetas a los esqueletos sin que ello signifique que no se
realize la suma. En realidad nunca puede haber confusién porqué si un diagrama representa un factor
de interaccién slempre existe suma sobre cada una de sus flechas.
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(b) Tres lineas comunes entre los vértices i,j (fj= 3). Todas las situaciones

correspondientes a este caso pueden ser obtenidas de los dos casos anteriores (1)
y (2), cortando una linea de todas las formas posibles:

2i-1 2i-1

;‘
e

n

P (3) 2

P 2i-1 2j-1 .
" —>—9 —> > (*)
i 5

@)=

(4)
| (")
2j

> o>

(**) Permutando los dos puntos del vértice i, intercambiando los vértices i, vy,
finalmente, reetiquetando.

(¢) Dos lineas comunes entre los vertices i,j (fij= 2). También en este caso

podemos obtener las distintas situaciones sin mas que cortar, de todas las formas
posibles, una linea en los diagramas (3) y (4) del caso anterior (f;j= 3). Trabajando

de manera andloga a como se ha hecho en el apartado b), obtenemos cuatro
posibles situaciones distintas:
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p 2i-1 2j-1
>
o 5 ; g
: 1 > " — - ‘)...l

2i .
/\ /\ q 2]
p 2i q 2j
(5) (6)
p 2i-1 2j-1
>—9- —> "> *
. | #< i g
zi 2j q p/.}
(7) (8)

(d) Una linea comdn entre los vertices i,j (fj= 1). En este caso sélo se nos
presenta una situacién:

; 2i-1 2j-1
p : 2i q 2]
(9)

La cuarta etiqueta indicard que situaciones (7,...,9 ) aparecen en un
determinado diagrama; o lo que es lo mismo, que disposiciones relativas de indices
comunes a dos integrales aparecen en un determinado factor de interaccion.

La cuestiéon que ahora nos planteamos es como obtener esta cuarta etiqueta
directamente de la permutacion representativa del factor de interaccidn (con objeto
de hacer viable un método puramente computacional). Para ello llamamos i,j a los
vértices involucrados y t;, tj a los indices (2i-1, 2i) y (2j-1, 2j), respectivamente.
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Usando esta notacion, estructuramos la busqueda de la situacion (1,...,9)
correspondiente a cada componente de la tercera etiqueta (es decir a cada fip T <),

‘de la siguiente forma:

a) Si fij = 4 existen dos posibilidades. La presencia de (1) supone la existencia
de un producto de dos transposiciones (t; t))(t; tj) en la permutacién. Si f;= 4y no se
da la doble transposicién, debe aparecer la situacion etiquetada como (2) que sera
puesta de relieve por la presencia de un ciclo de cuatro indices, en la permutacién
ﬁ, del tipo: (t; Ik t,)

b) Si fij= 3 existen dos posibilidades (3) y (4). Si fj= 3 y aparece la
transposicion (t; t;) nos encontramos frente a una situacién de tipo (3). Por el
contrario, si cuando f; vale tres no aparece dicha transposicion debera existir una
situacion de las etiquetadas como (4).

c) Si f;= 2 estamos frente al caso mas complejo puesto que tenemos cuatro
situaciones compatibles con este valor de fj;:

c1) La presencia de (5) esta ligada a la existencia de la transposicién (t; t)
en la permutacién P (nétese a este respecto que el distinto valor de fijhace
distinguibles las situaciones (3) y (5) ).

c2) La situacién 6 puede presentar dos grafos equivalentes:

p 2i-1 2j-1 p 2j-1
> > *->—
>—o —> >
2i : ,
q 2) q ' 2j
(6) (6)

(la permutacién de los puntos de un vértice seguida de un reetiquetaje transforma
una en otra).

La presencia de cualquiera de estos dos esquemas en un diagrama (o su
equivalente distribucién de indices en un factor de interaccién) requiere un valor de
dos para f;j y la presencia bien de un ciclo (...4j; ... tjt; ...) bien de un par de ciclos (N

ti ...)(--4 % ...) en la permutacion P (se sobreentiende i=j).

c3) También la situacién llamada (7) presenta dos grafos equivalentes:
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)—lf > *>—
2i ~ 2j q
(7) (7"

Analogamente al caso anterior la presencia de (7) requiere fj =2y la
existenciade (.4t ... t tj...) ode (.4t ..)(.titj..) en P.

c4) Finalmente, la aparicién de la situacién (8) en un diagrama requiere fij=
2 y la presencia en P de un ciclo (..tj t; ...). (Sobreentendemos de nuevo que i#].
Notese que, en particular, puede aparecer el ciclo de tres indices (1t ; )).

d) Si fjj = 1 tenemos una sola situaciéon etiquetada como (9). Por lo tanto esta
situacion queda completamente especificada por el valor fjj = 1.

La cuarta etiqueta consistirA en englobar las distintas situaciones
correspondientes a los términos de la tercera etiqueta en un ultimo vector. Noétese
como esta cuarta etiqueta permite clasificar como no-equivalentes los diagramas
3.13.ay 3.13.b. En efecto los tres "2" de la tercera etiqueta de 3.13.a corresponden
a situaciones de tipo (7) , mientras que en 3.13.b corresponden a situaciones de
tipo (6). Por tanto tenemos:

3.13.a = {[3,3],(3,3,3),(2,2,2), (7,7,7)} = {[32], (33), (23), (73)}
3.13.b = {[3,3], (3,3,3),(2,2,2), (6,6,6)} = {[32], (33), (23), (63)}

A continuacion vamos a ver algunos ejemplos de como sacar las cuatro
etiquetas directamente de la permutacion representativa del factor de interaccién.

Ejemplo 1: P = (1374)(258), P eSs.
Etiqueta 1: [4,3]

Etiqueta 2 : La secuencia de indices ty, asociados a P es (124 2)(134)yporlo
tanto la etiqueta 2 resulta ser (3,3,4).

Etiqueta 3.: El calculo de intersecciones es como sigue:

fio=Length [({1, 2} N {7, 1}) U ({3, 4} N {3, 5})] = Length[{1, 3}]=2
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f; 9= Length [({1, 2} A {8, 6}) U ({5, 6} {3, 5)] = Length [(5}] = 1
f14= Length [({1, 2} N {4, 2}) U ({7, 8} {3, 5)] = Length [{2}] = 1
foa=Length [({3, 4} N {8, 6}) U ({5, 6} (7, 1})] = Length [{@}] =0
f24=Length[((3, 4} N {4, 2}) U ({7, 8} A (7, 1))] = Length [{4, 7}] = 2
f34=Length [({5, 6} N {4, 2}) U ({7, 8} (8, 6))] = Length [{8)] = 1
con lo que la etiqueta 3 resulta ser: (0,1,1,1,2,2) = (0,13,22).

Etiqueta 4 : De los seis valores f; anteriores, concluimos que solo fyz y fo4 necesitan
ser estudiados para obtener la etiqueta 4 (puesto que cuando f; vale uno, siempre

nos encontramos con una situacion de las etiquetadas como (9) ). Para analizar
qué situaciones corresponden a fio y fo4 nos apoyaremos en las sucesién de

indices ty,, (1242)(134),correspondientes a la permutacién P: estudiada.
Comencemos con f{» =2. Tenemos que:

-no encontramos (12), luego no aparece ia situacién (5) .

-no encontramos (12...12...), luego no aparece la situacion (6).

-no encontramos (12...21...), luego no aparece la situacion (7).

-si que encontramos (...212...) lo que significa la presencia de la situacién (8) .

Andlogamente vemos fo4 = 2 y la existencia de la secuencia (...242...), luego de
nuevo detectamos la presencia de la situacion (8).

Por lo tanto la etiqueta 4 queda como (8,8,9,9,9) = (82, 93) y la etiqueta entera del
factor de interaccién correspondiente a la permutacion (1374)(258) de Sg,

{14 3], (3, 3, 4), (0, 13, 22), (82, 93)}.
Ejemplo 2: P = (2486)(13)(57), P eSs.

El mismo procedimiento anterior conduce a la siguiente etiqueta global del factor
de interaccién asociada a la permutacion (2486)(13)(57) de Sg.

{[4 22], (4, 2, 2, 4), (02, 12, 32), (83, 93)}.

Es importante hacer notar que lo que caracteriza (y por lo tanto etiqueta) a un
determinado factor de interaccién (o diagrama asociado) es el conjunto de las
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cuatro etiquetas. Si entre los factores de interaccion se presenta una diferencia g
nivel de una de las cuatro etiquetas, dichos factores seran distintos.

Para finalizar este apartado queremos puntualizar que el analisis sobre
permutaciones que hemos desarrollado permite clasificarlas como pertenecientes a
distintos diagramas (o factores de interaccidn) excepto en un caso. Cuando un
diagrama esta compuesto por una cadena de cuatro o mas subunidades (entre las
que las hay al menos de dos tipos), es posible dibujar distintos diagramas
permutando el orden de las subunidades (es decir, dibujar diagramas no
equivalentes -y por tanto factores de interaccién distintos- que tienen el mismo
conjunto global de etiquetas). Este tipo de diagramas aparece por primera vez en
Tr (H4). Concretamente existe un unico caso para esta potencia: Los siguientes dos
diagramas presentan la misma etiqueta global y sin embargo estan asociados
respectivamente a Tr(K2 J2) y Tr(K J K J) que son dos factores de interaccion

00 >

<8<

<O

>

Tr (KKJJ) TrKJIKJ)

Para la quinta potencia, Tr (H5), existen unos pocos casos facilmente detectables a
partir de los esqueletos de Hugenholtz. Es posible extender el analisis de las
permutaciones para tener en cuenta esta no-equivalencia, pero el procedimiento
computacional se hace cada vez mas lento y empieza a ser ineficaz (téngase en
cuenta que se deben testear cada una de las etiquetas en cada una de las 2n!
permutaciones de Sy). Por otra parte uno puede facilmente, siempre, reconocer la
posible presencia de este problema por simple inspeccion de los esqueletos de
Hugenholtz (obtenibles desde la etiqueta 3). En el programa MATHEMATICA que
hemos desarrollado, no se ha considerado la permutacién de subunidades. El
motivo es que el objetivo de la presente Tesis es encontrar, ademas de una
formulacién general para los momentos, las formulas explicitas de los cuatro
primeros momentos (el interés de considerar precisamente los cuatro primeros
momentos ya ha sido comentado en la Introduccién de esta memoria). El Gnico
caso que se escapa a nuestro programa hasta el cuarto momento es el
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mencionado mas arriba. Es mucho mas rapido clasificar las permutaciones en base
a cuatro etiquetas y separar a mano el caso anterior, que ejecutar un programa que
chequee la "52 etiqueta" en cada una de las 8! permutaciones. Pero es que incluso
para momentos superiores (ligados a la quinta o sexta potencia del Hamiltoniano),
la explosion permutacional (10! , 12! respectivamente) hace que un anailisis
separado de los diagramas de Hugenholtz que conlleven la necesidad de una
nueva etiqueta, sea lo mas conveniente,. Finalmente queremos mencionar que
momentos mayores que el quinto o el sexto son intratables en la practica debido a
la mencionada explosiéon permutacional.
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3.4.2.- Diagramas de Goldstone a partir de las etiquetas vectoriales:
Esqueletos de Hugenholtz como intermediarios.

El modo ordenado de generar los diagramas de Goldstone que es
generaimente seguido en la bibliografia (Paldus y Cizek 1976) consiste en dibujar
en primer lugar los esqueletos de Hugenholtz, a continuacién orientar éstos de
todas las maneras posibles para, finalmente, expandir los vértices degenerados
hasta obtener el diagrama de Goldstone con un mayor numero de bucles asociado
con cada esqueleto orientado de Hugenholtz. Y, a partir de cada uno de ellos,
permutar parejas de flechas de inciden en un mismo vértice. Tras eliminar
diagramas equivalentes, obtenemos la coleccién completa de diagramas de
Goldstone. Asi pues, a la hora de obtener los diagramas de Goldstone a partir de
las etiquetas vectoriales tomaremos en consideracién la etiqueta 3 (que define el
esqueleto de Hugenholtz) en primer lugar.

La obtencidon de todos los esqueletos de Hugenholtz asociados a los
factores de interaccién es una tarea relativamente senciila incluso para potencias
del Hamiltoniano bastante altas. En el Apéndice 4 desarrollamos dos estrategias
diferentes para generar los esqueletos de Hugenholtz correspondientes a la cuarta
potencia del operador Hamiltoniano (también son considerados alli los esqueletos
asociados a las potencias mas bajas). En las figuras siguientes (Figuras 3.14, 3.15
y 3.16) proporcionamos los esqueletos de Hugenholtz no equivalentes
(identificables mediante la etiqueta 3) para las trazas centradas de H4 H3 y H2,
(Recuérdese que en el caso de trazas centradas, los diagramas con uno 0 mas
vértices inconexos no son incluidos por presentar contribuciones nulas, puesto que
centrar las potencias equivale a hacer Trd = Tr K = 0).

Como puede observarse en estas figuras, el nimero de esqueletos de
Hugenholtz asociados a trazas centradas de HM es pequeiio incluso para la cuarta
potencia.
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[0224] [1422] [021232]
(01°2] [0%1223] 10°1%3) [01*2]
d e f ’
(027 [021%2] 1014
h | J
—_— o o o
[0*4%] [0*24] [0*2%]
k | m

~- Figura 3.15.- Esqueletos de Hugenholtz y etiquetas 3 asociadas para Tr H3

— —
[4] i2]
a b

Figura 3.16.- Esqueletos de Hugenholtz y etiquetas 3 asociadas para Tr H2
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De acuerdo con la estrategia mencionada al inicio del presente apartado,

" para dibujar un diagrama de Goldstone correspondiente a un conjunto de etiquetas

vectoriales, partiremos del esqueleto de Hugenholtz compatible con la etiqueta 3,
Expandimos este grafo guiados por las etiquetas 1 y 2. Finalmente, la etiqueta 4
nos ayuda a desechar algunos de los diagramas de Goldstone que hemos
obtenido. Puede suceder que después de considerar la etiqueta 4 no seamos
capaces de desechar todos excepto uno de los diagramas de Goldstone obtenidos,
Si ello es asi, debe suceder que todos los diagramas no desechados sean
equivalentes entre si; es decir, representen al mismo factor de interaccion.

Como ejemplo vamos a dibujar un diagrama de Goldstone etiquetado como
{5 3], (4, 3, 4), (14, 22),(6, 8, 94)}. La forma sistematica de obtener el diagrama a
partir de la etiqueta global puede ser representada mediante las cuatro etapas
siguientes:

A) Seleccionamos el esqueleto de Hugenholtz a partir de la etiqueta 3. En este
caso dicha etiqueta es (14, 22), y por lo tanto, el correspondiente esqueleto est (ver
Figura 3.14):

B) Obtener los nimeros ny y nk. Es decir, puntos de una linea (dos flechas) de tipo
J (-X) y de tipo K (-A).

ny vendra dado por 2n (donde n = 4 en este caso) menos la suma de las
componentes de la etiqueta 1 (5 +3 = 8, en este caso). Por tanto, tenemos aqui: ny
=2-4-(5+3) =0. Obsérvese que n; representa el numero de indices (de los 2n
maximos posibles) que no aparecen en la permutacion P representativa del factor
de interaccidn. Este tipo de indices es responsable de la presencia de
pseudovértices (-X) en el diagrama (o equivalentemente de términos Ji en los
factores de interaccion).

nk representa el nimero de indices (de entre los 2n maximos posibles) que
apareciendo en la permutacion, no llevan asociado ningin enganche (superior 0

tN6tese que la tercera etiqueta nos indica también qué potencia de H estamos considerando. En

n
efecto, al tener 6 componentes (en nuestro ejemplo) la etiqueta 3, debe sudecer que 6 = (2 .Y por

consiguiente n = 4,
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inferior). Obviamente este tipo de indices no pueden pertenecer simultdneamente
a dos vértices distintos (o0 a dos integrales bielectrénicas diferentes), y por tanto, no

' quedan reflejados en la etiqueta 3.

nk vendra dado por la diferencia entre la suma de las componentes de la etiqueta 1
y la suma de las componentes de la etiqueta 3. En el caso que nos ocupa: nk = (5 +
3)-(1+1+41+14242)=8-8=0.

C) Una vez conocemos el tipo de vértices y sus conexiones globales, expandimos
el esqueleto de Hugenholtz para obtener un esqueleto de Goldstone (esto debe
hacerse bajo las restricciones impuestas por las etiquetas 1 y 2). Generalmente
pueden obtenerse varias posibilidades. En nuestro ejemplo podemos obtener:

, etc.

Figura 3.17

D) Incluimos las flechas en los diagramas teniendo en cuenta las restricciones
derivadas de la etiqueta 4. En nuestro ejemplo debemos tener las disposiciones (6)

y (8):

—

. )

)

A\

Los dos esqueletos de Goldstone anteriores admiten estas dos situaciones. En
efecto:
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Tanto en un caso como en el otro tenemos la situacién (6) entre los vértices 2y 3,y
la situacion (8) entre los vértices 1 y 4. Ambos diagramas son equivalentes.
Efectivamente, permutando los puntos superior e inferior tanto en el vértice 2 como
en el 4, un diagrama se transforma en otro.
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3.5.-COEFICIENTES DE PROPAGACION ASOCIADOS A LOS FACTORES DE
* INTERACCION. PESOS

La expresion de Tr(H") es una suma de productos de factores de interaccion
y coeficientes de propagacion (ver ecuacién (3.10) ). Los apartados anteriores de
este capitulo han sido dedicados a determinar los factores de interaccién. Para lo
cual hemos desarrollado un método diagramatico y su traduccién computacional.
Por otra parte, hemos clasificado los coeficientes de propagacién mediante la clase
a que pertenece la permutacion representativa y los enganches superiores. El
concepto de enganche superior y su relacidn con el teorema de Wick, asi como el
concepto de enganche inferior han sido desarrollados en el apartado 2.2.. Desde
un punto de vista operativo , podemos reconocer los enganches como sigue:

Un producto de n integrales bielectrénicas (6 de n 2-RDOs) asociados con
la permutacién P (ver ecuacion 3.10) es graficamente representado por un
diagrama de Goldstone de n vertices. Numeramos estos vértices de izquierda a
derecha. Etiquetamos como 2i-1 y 2i las flechas salientes del vértice i vy
representamos por t; cualquiera de estas dos flechast. En otras palabras
reetiquetamos como i las etiquetas 2i-1 y 2i de P. Por ejemplo la permutacion P=
(153264) se transforma en la t-secuencia (132132).

Una vez P ha sido transformada en la correspondiente t-secuencia,
afiadimos un punto superior (enganche superior) a aquellos indices que, en la t-
secuencia, van precedidos por uno mas pequefio. Anadlogamente, afiadimos un
punto inferior (enganche inferior) a aquellos indices precedidos por uno mas
grande en la t-secuencia. Por tanto, la t-secuencia del ejemplo anterior queda

completada en la forma: (132132)

Con el convenio adoptado para etiquetar vértices y flechas en un diagrama
de Goldstone, es interesante notar que:

“Un enganche superior en un indice i de P queda reflejado en
el diagrama por una orientacion de la flecha i hacia la izquierda.
Asimismo, un enganche inferior en un indice j de P queda reflejado
en el diagrama por una orientacion de la flecha j hacia la derecha".

t Si en un diagrama de Goldstone aparecen pseudovertices de dos flechas (monoelectrénicos), es
conveniente, expandirlos transformando el diagrama en un diagrama de los llamados de Hartree-Fock.
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Veamos esto itimo mediante un ejemplo: Sea P= (153624). El diagrama
correspondiente es ;

Los indices 1, 3, 2 presentan enganches inferiores y flechas hacia la derecha,
mientras que los indices 5, 6, 4 presentan enganches superiores y por
consiguiente, flechas hacia la izquierda.

Cuando clasificamos factores de interaccién asumimos como equivalentes
todos las versiones temporales de un diagrama dado. Hay dos tipos de versiones
temporales: de primera y de segunda clase (Paldus 1991). El caracter
hueco/particula de cualquier linea orientada de un diagrama de Goldstone es el
mismo en todas las versiones temporales de primera clase que posee. No ocurre lo
mismo en las versiones temporales de segunda clase. Un cambio en el caracter
hueco/particula de una linea en un diagrama implica un cambio en su orientacion y
esto se traduce por un cambio del tipo de enganche (superior a inferior o
viceversa). Por ejemplo, los dos diagramas siguientes son versiones temporales de
segunda clase de un mismo diagrama de Goldstone que aparece en el tercer
momento del Hamiltoniano:

<

(a) (b)
Figura 3.18

Ambos diagramas representan un mismo factor de interaccion:

K
‘1—3 >, {iplkq}{akici}{palqc}
27 1kacpq
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Al mismo tiempo, de los diagramas 3.18a y 3.18b pueden leerse, respectivamente,
las permutaciones (153264) y (146235), cuyas t-secuencias asociadas seran:

(132132) y (123123),

El ejemplo anterior pone de manifiesto que un determinado factor de
interaccion puede estar multiplicado por diferentes coeficientes de propagacién en
la ecuacidén (3.10). Cuando esto ocurra, debe suceder también que dicho factor de
interaccidn esté asociado con un diagrama de Goldstone del cual uno puede
dibujar tantas versiones temporales de segunda clase como coeficientes de
propagacién distintos estén multiplicando a dicho factor de interaccion. Sin
embargo lo opuesto no es siempre cierto; es decir, a menudo uno puede dibujar un
mayor nimero de versiones temporales de segunda clase que coeficientes de
propagacién distintos estdn asociados a un mismo factor de interaccién. Por

ejemplo

o4
1

(a) (b)
Figura 3.19

son versiones temporales de un mismo diagrama de Goldstone. Los diagramas (a)
y (b) de la Figura 3.19 tienen asociados las permutaciones (13)(45) y (15)(36),
respectivamente. Estas dos permutaciones muestran la misma estructura de
enganches superiores (ab) (cd), y por tanto, ambas representan el mismo
coeficiente de propagacién, aunque corresponden a diferentes versiones
temporales de segunda clase.

En definitiva, vemos que de un diagrama de Goldstone representativo de un
factor de interaccién, pueden obtenerse los coeficientes de propagacion dibujando
todas las posibles versiones temporales de segunda clase del diagrama. Esto
conlleva implicitamente que cualquier coeficiente de propagacion puede ser
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inambiguamente etiquetado por un diagrama de Goldstone cuando las versiones

_ temporales de segunda clase son consideradas como no equivalentes (aunque

algunos coeficientes pueden ser representados por mas de un diagrama).

Para justificar esta ultima afirmacién recordemos que la informacion acerca
de la clase nos la proporciona directamente el propio diagrama (es decir tipos y
nimero de ciclos en el diagrama). Una vez tenemos un diagrama y determinamos
la clase a partir de él, uno puede preguntarse acerca de las distintas posibilidades
del sistema de enganches (superior e inferior) asociados a ia clase dadat, es decir,
del sistema de flechas orientadas a derecha e izquierda. Puesto que no podemos
cambiar la estructura de ciclos del diagrama (de otra forma cambiariamos la clase),
la Unica manera de variar |la orientacién de las lineas es mediante la deformacidn
del diagrama producida por una permutacién de vértices, es decir, transformando
el diagrama en otra version temporal del mismott .

T Nétese que no es posible cualquier combinacién de enganches superiores e inferiores. Por
ejemplo, si un ciclo incluye k t-indices podra tener a lo sumo k - 1 enganches de un mismo tipo (si k es
igual al nimero de vértices del diagrama al que pertenece el ciclo) 6 k - 2 enganches del mismo tipo, si
k es mayor que el nimero de vértices. Téngase en cuenta tambien, que las flechas dentro de un
mismo vértice no tienen orientacién definida (el segundo de los t-indices idénticos no puede estar
asociado a enganche aiguno).

Tt Tengase en cuenta que no puede cambiarse la orientacién de una linea mediante la permutacién
arriba/abajo de puntos dentro de un mismo vértice (el movimiento arriba/abajo de uno de los extremos
de una linea no puede cambiar su orientacién izquiera/derecha). Este tipo de deformacién de un
vértice i es consecuencia de una transposicién (2i-1 2i) aplicada a la permutacién asociada con
eldiagrama original. Cuando ambos puntos de un vértice pertenecen al mismo ciclo del diagrama (y por
tanto al mismo ciclo de la permutacién), un intercambio de puntos de este vértice puede cambiar la
orientacioén del ciclo, pero no su estructura ni el numero global de flechas izquierda/derecha
(enganches superiores/inferiores) en cuaiquiera de los ciclos; en otras palabras, el nuevo diagrama
sigue correspondiendo al mismo coeficiente de propagacion. Por ejemplo: Partimos de la permutacién

* & .

(13275)(46) cuya t-secuencia muestra la estructura de enganches: (]2}453) (?3), El diagrama asociado

es. 1
v
2

S
:
' 8
| 4
>

6

Realizando la permutacion (12) obtenemos el nuevo diagrama:

7
;)/‘/T
5 i
2
3 8
é)

6
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Las consideraciones desarrolladas hasta aqui nos permiten reescribir la
gcuacion (3.10) como:

KN =5 @ 3 @ ¢ 3.19)
i j

donde C representa el numero de diagramas de Goldstone no equivalentes (es
decir, el numero de factores de interaccidn <{|) }) distintos); v; es el nimero de
versiones temporales de segunda clase del diagrama i/ con estructuras de
enganches distintas (por ejemplo, de las dos versiones temporales a y b
representadas en la figura 3.19, s6lo una -cualquiera de las dos- seria considerada
debido a que ambas tienen la misma estructura de enganches); (i j)) es cualquiera
de los v; coeficientes de propagacién compatibles con el factor de interaccion {{i}); y
finalmente, Cjj es el peso que asociamos al coeficiente (i })) compatible con el
factor de interaccién {i}).

El siguiente objetivo que nos planteamos es como obtener los pesos C;;.
Para ello tengamos en cuenta que la ecuacién (3.19) resulta de la ecuacién (3.10),
y esta ultima consta de 2n! sumandos. Cada sumando es el producto de un
coeficiente de propagacién y de un factor de interaccién, asociados ambos a una
permutacion de Sy,. Por consiguiente, los coeficientes Cjj 0 pesos que aparecen
en la ecuacién (3.19) representan el nimero de permutaciones compatibles
simultaneamente con {{i}) y i ). El célculo computacional de estos pesos resulta
sencillo. Simplemente hay que chequear las permutaciones de S,,y contar
cuantas son compatibles con j y j. Estos pesos también pueden ser calculados "a
mano" es decir, sin necesidad de recurrir al ordenador (lo cual resulta conveniente
al objeto de comprobar, en casos simples, que el programa MATHEMATICA
desarrollado para el caiculo computacional, esta libre de errores). Con objeto de
calcular los pesos Cj, consideramos primero la etiqueta / y dibujamos el dlagrama
de Goldstone asociado a {{i}) o simplemente escribimos la permutacion P que
puede leerse directamente del diagrama. El conjunto de permutaciones
compatibles con dicho diagrama (y por lo tanto con ({i})) pueden obtenerse a partir
de P aplicando el conjunto de permutaciones que representan intercambios de
puntos dentro de un mismo vértice { (12), (34), ..., (2n-1 2n) y todos sus posibles
productos} y el conjunto de permutaciones que representan intercambios de
vértices {(13)(24), (15)(26), .... , (2n-3 2n-1)(2n-2 2n) y todos sus productos}. Una

cuya permutacnon representativa es (17523)(46) y la disposicién de enganches de su t-secuencia es
(14312) (2 3)
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vez hemos obtenido todas estas permutaciones resultantes, las clasificamos segun
su estructura de enganches superiores (etiqueta j ). El cardinal de estas clases
etiquetadas por (i j ) son los pesos C,. Para poder llevar a cabo el procedimiento
anterior de forma sencilla y sin necesidad de ordenador, una vez tenemos P
escribimos la t-secuencia que lleva asociada (ndétese que esta ultima queda
inalterada cuando permutamos arriba/abajo puntos de un mismo vértice). A
continuacién aplicamos las permutaciones de Sy, a esta t-secuenciaf (lo cual
implica intercambios de vértices). Como resultado obtenemos un conjunto de t-
secuencias. Cuando eliminamos las repetidastt , agrupamos las restantes en
clases, de modo que los elementos de cada clase presenten idéntico nimero de
enganches superiores. Entonces, contamos (con la regla que damos a
continuacién) el numero de permutaciones representadas por todas las t-
secuencias distintas correspondientes a una clase j dada (o sea, a una estructura
de enganches superiores determinada). La suma de tales numeros es el peso C,.

La REGLA para contar el nimero de permutaciones W representadas por
una determinada t-secuencia distingue dos casos:

1) t-secuencias de un ciclo (asociadas a permutaciones de un solo ciclo)
W=2m (3.20)

donde m es el nimero de ti distintos en la t-secuencia. Puede suceder que la t-
secuencia presente una simetria de translacion , como por ejemplo (t1 t2 t3 t1 to t3 ).
En este caso la ecuacién 3.20 debe ser modificada segun:

W = 2m-1 (3.21)

La ecuacién (3.20) resulta del hecho de que cada t; representa dos etiquetas 2i-1 y
2i . Si t; aparece una sola vez en la t-secuencia, tenemos dos posibilidades. Si

T Esta permutacién serd aplicada en un sentido tal que si 6 € Spp, sustituye / porj y tenemos una t-
secuencia en la que t; aparece dos veces, ambas t; deben transformarse en t; por la accion de Q. Por
ejemplo si Q = (123), Q [(12413) ] = (23421).

Tt Asumimos que una t-secuencia del tipo (t1 t2 t1 t3) es idéntica a (t1 t3 t1 t2): las permutaciones ciclicas
estan permitidas y la t-secuencia debe empezar por el t; mas bajo (o cualquiera de los dos t, mas bajos,
cuando esté repetido).Por ejemplo (t2 t1 ta) = (t1 t3 t2), etc.
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aparece dos veces, tenemos una sola posibilidad para la segunda vez que
aparece. Es facil ver que la llamada simetria de translacién produce dos veces la
misma permutacién cuando sustituimos los t-indices por sus posibles valores 2i-1
y 2i . Por tanto, el numero de permutaciones diferentes es justamente la mitad del
total.

2) t-secuencias de mas de un ciclo: (... ty ty ...) (... ta t3 ...). En este caso asumimos

una ordenacién (arbitraria) en los ciclos C(1) C ... CV) que forman la t-secuencia.
Para cada ciclo evaluamos el correspondiente peso W, por medio de la siguiente

expresion:
W, = 2m' (3.22)

donde m' es el nimero de t, distintos del ciclo C(¥) que no han aparecido en
ninguno de los ciclos precedentes CH) (u < v). (La presencia de t, en CH)
determina su valor en C™ (i < v).

Puede suceder la existencia de una simetria de translacién en un
determinado ciclo. En tal caso todos los t, que aparecen en dicho ciclo lo hacen dos
veces, y por consiguiente, no pueden haber aparecido en ningun otro ciclo
precedente (ni apareceran en ninguno de los subsiguientes). Cuando se dé esta
situaciéon W, vendra dado por la ecuacién (3.21). Finalmente, puede presentarse el
caso en que C¥) = C (u < v). Entonces la evaluacién del segundo de los ciclos

vendra dado por la expresion siguiente:
W, =172 (3.23)

La ecuacion (3.23) resulta por el hecho de que al evaluar C*) no prestamos
atencion a los ciclos que van a continuacion. Sin embargo C¥) queda totalmente
determinado por C(*) 'y, puesto que el producto de ciclos es conmutativo,
reproduciremos dos veces cada permutacion. Por tanto hay que dividir por dos, tal
y como indica la ecuacién (3.23).

Veamos como ejemplo clarificador, el conjunto de permutaciones
compatibles con la t-secuencia (123)(123):
C() =C®@ = (123). Por tanto todas las posibilidades paraCm , c® y P= cVc®
vienen reflejadas a continuacion:
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cs (135); c®= (246); P=cc®= (135)246)
(136) (245) (136)(245)
(145) (236) (145)(236)
(146) (235) (146)(235)
(235) (148) (235)(146)
(236) (145) (236)(145)
(245) (136) (245)(136)
(246) (135) (246)(135)

(Tengase en cuenta que 1 representa las etiquetas 1y 2; 2 representaa 3y 4y,
finalmente, 3 representa a 5y 6).
Puesto que el producto de ciclos es conmutativo ( cVc®-c®ct ) la
ocho permutaciones P compatibles con (123)(123) quedan reducidas a cuatro. A
saber:
(135)(246), (136)(245), (145)(236) y (146)(235).

Una vez tenemos W, para cada ciclo C) de la t-secuencia, el peso W de la
misma vendra dado por el producto de los pesos parciales W,; es decir,

W=[IW, (3.24)

v

Para finalizar este apartado vamos a ver dos ejemplos de aplicacién de la
metodologia expuesta para hallar la contribuciéon de un factor de interaccion a
Tr(H"M). El primer ejemplo sera a nivel de Tr (H3) y el segundo correspondera a
Tr(H4).

Ejemplo 1: Sea el factor de interaccion {{(1536)(24)}) representado por el
diagrama de Goldstone:

—€

d
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Veamos como obtener su contribucién a Tr(H3) (es decir, el correspondiente
v
" término ({i})z C,; i ) de la ecuacién (3.19) ). Para ello:
)
12 Escribimos la correspondiente t-secuencia. A partir de P = (1536)(24)
escribimos la t-secuencia (1323)(12).

2¢  Aplicamos las permutaciones de Sz a la anterior t-secuencia:

PeS; | t-secuencia P [t-secuencia]

e (1323)(12) (1323)(12)

(12) | (1323)(12) | (2313)(21) = (1323)(12)

(13) | (1323)(12) | (3121)(13) = (1213)(23)

23) | (1323)(12) (1232)(13)

(123) | (1323)(12) | (2131)(23) = (1213) (23)

(132) | (1323)(12) | (3212)(31) = (1232)(13)

3 Escogemos los resultados distintos P [t-secuencia] y especificamos los
enganches superiores. Tenemos: { (1323)(12),(1213)(23), (1232)(13)).

Como vemos, el factor de interaccién elegido como ejemplo, posee un
diagrama de Goldstone asociado con tres versiones temporales de segunda clase.
A saber:

< >

-

d
|

(a) = (1323)(12) (b) = (1213)(23)
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< >

O

(c) =(1232)(13)

Las tres versiones temporales anteriores (a, b y ¢) tienen la misma estructura
de enganches superiores; es decir, las tres corresponden al coeficiente de
propagacién ({4, 2y)). La contribucién a Tr (H3) del factor de interaccion dado

sera:

({(1536)(24)}) (W(a) + W(b) + W(c)) (42 2+) (3.25)
42 Si calculamos ahora los pesos W tendremos que:
W@ =23-1=8 ; Wbh)=23-1=8 ; W(c)=23-1=8

Por tanto C;j = W(a) + W(b) + W(c) = 24; con lo cual |a anterior contribucion,
ecuacién (3.25), resulta ser (después de etiquetar el factor de interaccion como se
ha indicado en el apartado 3.4.1):

[42] (3,2,3)
{(2,2,2) (5,32) } 24 '<<42 21»

Ejemplo 2: Sea el factor de interaccién {{(15237)(486)}) perteneciente a
Tr(H4) representado por el diagrama de Goldstone:

>

-~
-

6

\A
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La correspondiente t-secuencia de P = (15237)(486) es (13 124)(243) ; y su peso
esW=24-1=16.

Si aplicamos S4 a (13124)(243) y construimos una tabla andloga a la
construida en ejemplo anterior, ésta tendra 24 filas. Podemos comprobar que los
24 t-secuencias que obtendremos por aplicaciéon de S4 sobre (13124)(243) son
distintas entre si (por lo tanto, el anterior diagrama de Goldstone es compatible con
24 versiones temporales). Si calculamos el peso W de cada uno de los t-strings
obtenidos comprobaremos que todos conducen a un mismo valor de W = 16. En
cuanto a la estructura de enganches superiores, las anteriores 24 versiones
temporales resultan ser clasificadas en cuatro clases:

- 8 representantes que tienen un ciclo de 5 indices con 2 enganches superiores y
un ciclo de 3 indices con 1 enganche superior. El peso total resulta ser Wy =8 - 16
= 128.

- 8 representantes que tienen un ciclo de 5 indices con 3 enganches superiores y
un ciclo de 3 indices con 2 enganches superiores. El peso total resulta ser Wr =8 -
16 = 128.

- 4 representantes que tienen un ciclo de 5 indices con 3 enganches superiores y
un ciclo de 3 indices con 1 enganche superior. El peso total resulta ser Wy =4 - 16
= 64.

- 4 representantes que tienen un ciclo de 5 indices con 2 enganches superiores y
un ciclo de 3 indices con 2 enganches superiores. El peso total resulta ser Wy =4 -
16 = 64.

La contribucién de este factor de interaccién a Tr (H4) resulta ser:

53] (4,3,4)

1* 2%) (6, 8,9%)

(128 (((52 31)) + (B3 32)) + 64 (((53 31)) +{(52 32)))
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3.6.- APLICACION DEL FORMALISMO DESARROLLADO A LA EVALUACION DE

TrH"

En esta seccién vamos a calcular las expresiones de Tr(H")’ n=234 La

segunda y tercera potencias (n = 2, 3) no centradas seran calculadas y
diagramaticamente evaluadas. Asi mostraremos en estos casos mas simples como
aparecen los diagramas conexos y no conexos. Para la cuarta potencia no
centrada incluiremos sélo los resultados obtenidos sin entrar en demasiados
detalles ni dibujar diagramas.

La segunda y tercera potencia han sido simultdneamente evaluadas "a
mano" y computacionalmente. La cuarta potencia ha sido obtenida
computacionalmente mediante un programa MATHEMATICA que hemos elaborado
para tal efecto. No obstante, un gran niumero de términos han sido comprobados "a
mano" para asegurar que, aquellas partes del programa que siendo necesarias
para calcular la cuarta potencia no lo son para el calculo de potencias inferiores (y
por lo tanto escapan al chequeo con éstas), estaban adecuadamente
programadas.

3.6.1.- Segunda potencia

Hemos obtenido en primer lugar los factores de interaccién y, a continuacién,
los coeficientes de propagacién y los correspondientes pesos . En la seccién 3.3 ya
vimos el conjunto de diagramas de Goldstone que intervenian en Tr (H2) no
centrada, asi como sus respectivas evaluaciones. En la siguiente figura
presentamos tales diagramas con sus respectivas etiquetas y evaluaciones:

Q O
OO

(a) (TrJ)2

]
S
—
P —
QO —
Z"\
O O
g
S’
~_

[H]

fl

<{ [2(;; 122 }> - (TrKp
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Figura 3.20

Una vez los factores de interaccion han sido clasificados y evaluados,
aplicamos el formalismo desarrollado en la seccién 3.5 para obtener los
coeficientes de propagacién (asociados a tales factores de interaccién) y los
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correspondientes pesos. Para ello leemos de los diagramas anteriores las
permutaciones asociadas:

{e, (12)(34), (34), (13), (143), (1243), (13)(24), (1423)}
A partir de ellas obtenemos las correspondientes t-secuencias:
{0, (11)(22), (22), (12), (122), (1122), (12)(12), (1212)}

A continuacién aplicamos las permutaciones de S; a estas t-secuencias con objeto
de ver si puede aparecer alguna t-secuencia distinta asociada a alguno de los
anteriores diagramas (en otras palabras, se trata de ver si alguno de los diagramas
de la figura 3.20 admite alguna otra version temporal de segunda clase).

Tan solo los diagramas 3.20.c y 3.20.e poseen una nueva versién temporal
de segunda clase. En efecto:

Q Q

LU

2 2 any

Figura 3.20 (c):

(12)

‘

Figura 3.20(e):

(122 (121)

(Ndtese que ambas versiones temporales corresponden al mismo coeficiente de
propagacién 31)).

Por tanto, el total de t-secuencias asociadas a los diagramas de la figura
3.20 son, respectivamente, {0, (11)(22), {(22), (11)}, (12), {(122), (121)},
(1122), (12)(12), (1212)}.
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Finalmente calculamos el numero de permutaciones asociadas con
cualquiera de las t-secuencias anteriores mediante las ecuaciones (3.20) - (3.24).
Los resultados son respectivamente { 1, 1, {1 + 1}, 4, {4 + 4}, 4, 2, 2}.

Estos valores permiten pues escribir Tr (H2) como:

Tr (H2) = (TrJ)2{{1 o) + (Tr K2 {2020 + 2 Tr (J) Tr (K) Lo +

4Tr (2) (2 ) + 8 Tr (IK) (B ) + 4 Tr (K2) (4 ) +

_;_”% (ITKIR129) + 3 X G11KI (117KH(A2)

1kl

3.6.2.- Tercera potencia

Puesto que no podemos dibujar diagramas no conexos de tres vértices sin
implicar a alguno de los dos diagramas 3.2.a § 3.2.b, concluimos que el célculo de
la tercera potencia centrada equivale al célculo de las contribuciones que derivan
de los diagramas de Goldstone conexos que aparecen en el tercer orden de una
expansion MBPT. El calculo de la tercera potencia no centrada supone, ademas, la
inclusién de las contribuciones que derivan de los 14 diagramas no conexos que
aparecen en la tercera potencia y que pueden ser dibujados combinando los
diagramas 3.2.a, 3.2.b, 3.5.a, 3.5.b, 3.6.3, 3.6.b, y 3.6.c. Por motivo de simplicidad
describiremos en este subapartado unicamente el célculo de las contribuciones a
la tercera potencia que derivan de los diagramas conexosf, aunque presentaremos
al final los resultados completos para la tercera potencia no centrada.

Con objeto de determinar los factores de interaccién, recurrimos, como
hemos dicho més arriba, a los diagramas Goldstone conexos que aparecen en el
tercer orden de una expansion MBPT. Pero Unicamente escogemos una versién
temporal por cada diagrama. En la figura 3.21 presentamos los 12 diagramas
conexos que intervienen en la tercera potencia.

Lo que equivale al célculo de la tercera potencia suponiendo que espectro esta centrado Es decir,
obligando a que Tr (J) = Tr (K) = 0, 0 lo que es lo mismo evaluando como cero los diagramas 32 ay
3.2b.

136



- - o

(e)

(d)

(9)

(f)

(k)

0

Figura 3.21
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La existencia de diagramas de Hartree-Fock (o de pseudovértices
monoelectronicos -X y -A, ver Figuras 3.4.a y 3.4.b) incrementa el nimero de
diagramas debido a que pueden formarse distintas secuencias no equivalentes de
estos pseudovértices (por ejemplo AAA, XXX, AAX, etc). En el caso que estamos
considerando se generan los diagramas nuevos siguientes:

32ta = 3.21.a.1 (XXx); 3.21.a.2 (AAA); 3.21.a.3 (XAX) y 3.21.a.4 (AXA)
321h = 3.21.h.1 (X) y 3.21.h.2 (A).

3.21.i = 3.21.i.1 (X) y 3.21.i.2 (A).

3.21,j =  3.21.j.1 (xx); 3.21.j.2 (XA) y 3.21.;.3 (AA).

321k =  3.21.k1(xx);3.21.k2 (xA)y 3.21.k.3 (AA).

Por tanto el nimero de diagramas no equivalentes, es decir, el nimero de
factores de interaccion distintos, es 20. La evaluacién de estos 20 diagramas se
realiza segun las reglas dadas en la seccién 3.3.

Con objeto de identificar los coeficientes de propagacion y calcular los pesos
correspondientes, necesitamos formar todas las versiones temporales de los
diagramas. Sin embargo no necesitamos dibujarlas. Como ya hemos explicado en
la seccién 3.5, es suficiente con extraer una permutacion representativa de cada
uno de los 20 diagramas no equivalentes, convertir las permutaciones en t-
secuencias y aplicar todas las permutaciones de S3 a dichas t-secuencias, como
ha sido descrito en dicha seccién 3.5. A continuacién, tomamos las t-secuencias
distintas (versiones temporales) asociadas a cada diagrama y evaluamos el
nimero de permutaciones compatible con cada t-secuencia Finalmente las t-
secuencias compatibles con cada diagrama las clasificamos segun la estructura de
enganches superiores. Cada clase se corresponde con un coeficiente de
propagacion y el conjunto de clases compatibles con un diagrama nos proporciona
los coeficientes de propagacién que acompafan a dicho diagrama o
equivalentemente al factor de interaccion asociado. El cardinal de las clases son
los correspondientes pesos (Cjj en la ecuacion (3.19) ).

Los resultados de estas operaciones han sido coleccionados en la Tabla 3.1,
donde también se han incluido las contribuciones provenientes de los diagramas
no conexos. La suma de productos (término a término) de las columnas segunda y
ultima nos proporciona la Tr (H3).
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3.6.3.- Cuarta potencia

Siguiendo las mismas etapas que en el apartado anterior, hemos obtenido
Tr(H4). La gran cantidad de términos que aparecen en este caso declinan la
realizacién del célculo "a mano". En su lugar y para tal efecto, hemos escrito un
programa en lenguaje MATHEMATICA. Notese que el numero de permutaciones
que intervienen en la cuarta potencia es 8! = 40.320; las cuales contribuyen a la
Tr(H4) con 171 factores de interaccién distintos. Un namero relativamente grande
de cdlculos "a mano” han sido, no obstante, realizados para comprobar Ia
correccién del programa de célculo.

Los resultados para Tr(H4) no centrada vienen recopilados en la Tabla 3.2.
No han sido incluidos en esta tabla los diagramas de Goldstone; sin embargo, si
que se incluye una permutacién representativa de cada factor de interaccion, a
partir de la cual es inmediato dibujar el diagrama. La Tr(H4) se calcula como la
suma de productos, término a término, de la segunda por la tercera columna de la
Tabla 3.2.
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Tabla 3.1.- Evaluacién de TrH3 no centrada. En la primera columna damos el diagrama de Goldstone
asociado al factor de interaccién, asl como su etiqueta identificativa. En la segunda columna incluimos una
permutacién compatible con el factor de interaccion y la evaluacién del mismo. En la tercera columna se dan las
versiones temporales dei diagrama de Goldstone (representadas por las t-secuencias) y las correspondientes ;
multiplicidades. Finalmente, en la cuarta columna incluimos fos coeficientes de propagacién asociados

multiplicados por los respectives pesos.

000 .
©OO ) (1)
(@ o) tr7)
(0*) (0)
Q 0
@ (o (12) 1) 1
Q O , (22) 1 3 ((20))
{ @) (1)} trK(¢rJ) (33) 1
(0*) (0)
— 0
R Q (13) (13) 4
, (13) 4 12((21))
{ @) (2)} trJtr(J%) (23) 4
(0%,2) (8)
P Q (121) 4
Lo A 122) 4
& =0 (152) Eu’ng 4 91
(133) 4 ((3:)
® @ trJtr(KJ) 232) 4
{(02,2) (8)} (233) 4
= O
z Lo4 A (1432) (1122) 4
; Q , (1133) ¢ 12 ((4))
<{ @ @ }> trJir(K?) (2233) 4
(0%,2) (D)
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Q@

X ; (1324)
Q (1212) 2
. . (1313) 2 6 {(42))
trJ ialke}{ci|ak 0.
W @ WZ;C{ |ke}{cilak} (2323) 2
0%,4) (2
{ & &)
@ @ | (12)(34) 11)(22) 1
O 2 (11)33) 1 3 (2620}
{ — 2)} trJ(trK) (22)(33) 1
(0% (0
<
ko ok @ (13)(56) (11)(23) 4
o, (12)(33) 4 12 ((2120))
{ 2% (2,1,3)} trKtr(J?) (13)(22) 4
0%,2) (5
e
o (13)(24) (13)(13) 2
Q tr S il ekl (13)(13) 2 6 ((2121))
(22) (2,2’2)} oo (23)(23) 2
{(02,4) 1
12)(34)(56
@ @ @ (12)3450) (11)(22)(33) 1 ((202020))
(trK)®

(% 5" )
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= @ (13)(24)(56)
(11)(23)(23) 2
(12)(12)(33) 2 6((212120))
(2%) (2,2,1,3)} trl(uc‘%{mlkc}{c“m} (13)(13)(22) 2 '
{ (0%,4) (1)
> (223)(11) 4
@ ' ! (zés)%ui 4
XA (356)(12) a13)(22) 4
(133)(22) 4 24((3120))
(3v2) (2,1,3) trf(t?‘(.]f() (112)(33) 4
{(02,2) (8) } (122)(33) 4
@ A 4 (3654)(12) (2233)(11) 4
) (1133)(22) 4 12((4120))
{ (4,2) (2,1,3)} trKtr(K7) (1122)(33) 4
0%,2) (7
@ X (3546)(12) (2323)(11) 2
(1313)(22) 2 6 ((4220))
rK aple alpe 1
<{ 42 @19 }> t ;M{ pleg}{qalpe} (1212)(33) 2
(0%,4) (2
——
SNV (164) (133) 8 (B0 + ()
(%) (132) 8 (B} + ((321)

(& &)
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I

(1426)
© Q (1218) 8
_— > ticla} G s 24 (1))
<{ 0,29 (8%) }> -
<> 1123) 8
U Euég) 8
g A (1653) (3o 5
tr(J2K) (1233) 8 24(((400) + ((42)))
@ 3 " 1322) 8
<{ 1®) &) }> E1332; 8
i
= (13)(46) (12)(13) 8
* - (12)(23) 8 24((2124))
9 ZJat{aZICQ}ch (lé)(Zé) 8
(& ey | -
C’D itz ¢
= A A (16543) :
i (s & 2A((52)) + (521)
G " 11332) 8
<{ ((13)) ((93)) }> E1:§322; 8
T > (11232) 8
: : (16345) (11323) 8
8 - 13213) 8
ST {ivlaq}Kpa glééagi 8 48 ((52))
5 3 rapg 13223) 8
<{ (0(,2)2) (§,23) }> (13312) 8
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' . (14263) (12312) 8
. (12323) 8
> 13123) 8
S {eklai} {ielkq} Ty E121éz; 8 24({(52)) + ((5s)))
) ‘kacq (13213) 8
<{ (1%,3) (4,9%) }> (13232) 8
=~ (133)(13) 8
s <= (156)(24) (233)(12) 8
* 122)(13) 8
S Kip{iplkc} i Ezzégglé; 8 18{B:20)
(3’2) (2’2’3) ikep (112)(23) 8
<{ 0,2%)  (5,8) }> (113)(23) 8
i i (132)(23) 8
o> 135)(26 (132)(12) 8
i (199(20) (123)(13) 8 A(((3,9 -
X S ToplialkgHaklpi} (132)(13) 8 ({3220} + (Be20))
(3r2) (3:2»3) 1kapq (123)(12) 8
<{ (1%,3) (3,9%) }> (123)(23) 8
S
A L A (165432) ..
- s i) B(((6:0) + ((62))
(0 91 )
%) (9%
1>
i It (164352) (113332) 8
> Kpe{pklge} Kig gégiig : 24{(6a))
kepg

<{ 0% }>

N

1



¢

"

| . (134526) (112323) 8
! (113232) 8
A 121233) 8
S Koo il o) o) s 24(((6)) + ((6))
© (3 } skapg (131322) 8
<{ (1%,3) (4,9%) > (133212) 8
K (135264) (131323) 8
N 123132) 8 24 ({65
) (7,89
E ' E (135246)
' ' 123123) 4
S {ialke}HeqlapHpklai} (tim32) 4 4({{6a) + (621D
{ (6) (3) } tkacpgq
(2°) (6°)
——
R (13)(25)(46)
=S . . (12)(13)(23) 8 8((212121))
ialk klgc}{cqlad
{ o) 29,23 } ”mzc;q{ |kp}{pklgc}{ cqlai}
@) %
: i (1233)(12) 8
i ; (1462)(35) (1332)(12) 8
Q ( (1223)%13) 8 04(((4s9 49
A S Kot eqlap}(palek} (1322)(13) 8 ({(42200) + ((200))
(4,2) (3,2,3) kacpg (1231)(23) 8
<{ (12,3) (3,9%) }> (1321)(23) 8
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—

; | (2364)(15)
@ (1323)(12) 8
ie iat avle (1232)(13) 8 24 ({452,
42) (3,2,3) ,ggiq{ Ikq}{gilpaHaplek} (1213)(23) 8 %
{ %) (5,8 }
e
A c::- (156)(234) i 8
< inlka (113)(223) 8 24((3,3
(3%)  (2,2,3) :‘;},K“’{ plka}Kia (122)(133) 8 )
(& %}
= (
P 164)(235
{(32) (373’3) tkacpq ! P !
2% (™) }
. — (164)(253)
- (120125 41 g5, + ((330)
) (3.3,3) ‘ng{lﬂkl’}{mlqc}{f«’ilak} (132)(132) 4 L %494

(

@) ()

)

146

P
i



Tabla 3.2.- Evaluacién de TrH4. En esta tabla damos (por este orden) la etiqueta identificativa del factor de

interaccién, una permutacién representativa, la evaluacién de dicho factor de interaccién y los coeficientes de

propagacion asociados multiplicados por los correspondiantes pesos

i { (H (0)}
0% (0) ® (tr7y*

({1o))
<{ & }> (12 trk(tr]y 4((20)
<{ o © }> (1) ()’ 2((20))
<{ @n © ) > (142) tr(KI)er )" 1560
<{ (0@3) ((9%’)) }> (153) ()i 32(((3:) +((32)
<{ @ 0 }> (1342) (KA erT)” 24 ((42))
<{ @15 @ }> (1642) tr(KT)tr] 96(((40)) + ((42)))
<{ (0(54,)4) 83 }> (1324) (trJ)’uZ“{ialkc}{cilak} 12 ((42))
<{ o & }> (1329) tri ) Jur{eilak} e 96 {(4a})
<{ @1 & }> (15842 tr(K*))ir] 96(((51)) + ((52)))
<{ (Oﬁ‘gz) (;3%) }> (16352) trd Ig;qfup{aqlkp}rch 192 ((5,))
<{ (03,(?2,3) (4392) }> (18275) trJ lgl{silrk}{kslpr}fw 96(((52)) + ((53)))
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< {60 &} > (165432) trJtr(K°) 32((61)) + {(62))
< (o4 22) (72) > (164352) trJ ;mk’kq{pquc}lx’pc 96 ((62))
<{( By @ }> (163542) vy 3 Korladler}{palie) 9(((62)) + ((62)))
< (03 23) (63) > (154263) trJgg%c{qklpz}{ialkc}{cplaq} 16({(62)) + ((64}))
<{ (o§6%3) o }> (136425) wm%c{m;kp}{pqqc}{cmaq} 9 ((6))
< (gig (1(}))2) > (12)(34) (4K )2(trT)? 6(((220))
< (532) (2(;)3) }> (13)(56) tr(J2)trKtrJ 48 ((2120))
< [ &y CEY > (13)24) ()" Stk ek 12((@220)
< (0(322)2) Gy > (13)(25) s 3 gialir) e 96(((2:21))
< ((5’5 22)) (2(21;)3) > (132)(56) tr(KT)trKtr] 96 ((3120))
< (53 D > (135)(78) tr(*)rK 32(((3120)) + ((3:20)))
< ((()i’ gz) (%528‘;') > (132)(45) trJ%Kak{chp}Jcp 192 ((3:12,))

148




<{ Sy G ) > (siaey | 07 2 Foliokielealer) 96(((3120)) + ((3220))
< [ &3 Ca? > (1432)(56) (K Kt 18 (41200
< <§§ ‘33» (3913{1) > (1532)(78) tr(KT%)trK 96(((4120)) + ((4220)))
({2 G 1| o | o T st | 060t + a2
< (((;ii)) (2(;)3) > (1423)(56) trjtrzcw%{iqka}{aﬂck} 24 ((4520))
< ((()Zf gg) (3(812)4) > (1536)(78) trl{%fw{ap(iq}fm 96 ((4920))
< (ég gg) ((35283)) > (1524)(36) trJpwzm{pﬂqa}{aqlci}{iplkc} 96 ((42))
< (o2 ?1) (3(913>4) > (16432)(78) tr(K2T)tr K 96(((5120)) + ((5220)))
< (((ﬁ gg) (95718‘)1) > (16352)(78) trf(};m.r{kq{pqua}fpa 192 ((5520))
<{ sy e }> @418 | K 3 Tep{eHr k) 96(((5520}) + ((5520)))
({ &) G }) | cosamcs Kt () 32(((:20) + (:200)
< (gﬁ gl) 3, 712)4) > (345876)(12) trl{lg‘;qua{pslqa}K,p 96 ((6320))
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e

<{ (03613 3) ((3:1 1924)) }> (347586)(12) tri a%;’Kar{qalps}{sqlrp} 06(((6220)) + ((620)
<{ & G > (TS0 | 0K 3 {oresHotbrbockial | 16((6220) + (620
<{ (o213 g?)» ((37 1824) > (358476)(12) | trK ar%s{pslqa}{aplcr}{rqisc} 96 ({6320))
<{ ooy G > (678)(345) 07 S K ool o 06 (3152
<{ (03322)3) (3633)3) > (153)(264) | trJ q;k{qclpa}{ai!ck}{kqlip} 16(((313:)) + ((3232)))
<{ (023223) 37%)3) > (153)(246) trJ q%k{iplkc}{cqlai}{palqk} 32((3135))
(23) 1,1,1, 3)
< (0% (0) > (12)(34)(56) tr(K3)trJ 4 ((202020})
<{ &y Gt > (13)(56)(78) tr(Ir(K)? 24.((2:202))
<{ ((()3331) @ %S 3) > (13)(24)(56) trJterch{ia|kc}{ck|ai} 24 ((212120))
<{ (04232)2) @ (2521) 4) > (15)(36)(78) t”f"m;qu{pilqa}fqa 96 ((212120))
<{ <03232)3> ® 2532) 3) > (13)(25)(46) w‘szqc{ia|kp}{pk;qc}{cq‘ai} 32 ((2:2:21))
< { Egszg (2 18; 4) > (134)(56)(78) tr(JK)(trK)? 48 ((312020})
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< (61 22"’2)) (2,(;;;4) > (13T trK%)Km{iaMp}Jkp 199 (3,220
<{ ik o }> (ASHUONTS) | irK 3 Aofareaacpad | 96((5:2:20) + (822120))
< 8522 @ %7)1 4) > (1234)(56)(78) tr(K?)(trK)? 24 ((412020))
<{ (0( 1222)3) (3(32 912)4) }‘> (1542)(36)(78) trlﬁ’ﬂ%q[(kp{cklaq}{qa[pc} 96(((412120)) + ((422120)))
< 53523 @ %2; 4) > (1324)(56)(78) (1" talie) ot} 12 {(452020))
< ((0%} 2;3)) (3(§ 21;)4) > (1325)(46)(78) terZ’wq{aklcq}{qclpi}{zalkp} 96 ({4521 20))
< o }> (134)(256)(73) K3 K {olohiy 9 ((313120))
< [ & o? }> @569 | € 3 (cHan otk | 1601020 + (5220
< [ & C&? > (ssya6)T9) | rK 5 Gl oot 32 (313s20))
< %’Z; (Lrihe > (12)(34)(56)(78) (trK)® ((2626220))
< { (03431) (2,2,( 131,4) }> (13)(24)(56)(78) (trK)2§{5a|kc}{ck|ai} 12 ((21212020%)
<{ ( 0g2’42)3) (2,2(,523,)1,4) }> (13)(25)(46)(78) trKaaEkpq{ialkp}{pk|qc}{cq|ai} 32 ((21212120))
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e

' <{ o 6 ) > (1736) (7 16(((42)) + () + 4 (42))
<{ @1y @ }> (17365) ir(K ) B4(((50) + ((5a)) + 4 ((52))
<{ @By 6 }> (1837%) 2T rpkal e 192(((521) + ((5a)))
<{ 0. o }> (173462 tr(TKTE) 32((B) + (B} + ((6s})
<{ o1 (69 }> (123457) r(KKTJ) B4(((B1) + 4(62)) + ((Ba))
<{ (02,@,2) (s(,gS) }> (184632) (%(KJ)kc{akicq}an 384(((62)) + ((65)))
<{ @iy @) }> (172582) > Keilralek} I 192(((6a)) + ((65))
<{ @y 4P }> (278485) L Thplaklenloaa) | 0402 + (64 +4(Ba))
<{ 02 .o }> (264853) 2 Tolaclpatoblester | 045N + (60) + {(6))
<{ (0,(164),2) (s(,434> }> (176384) a};j««{salic}{cslqr}%r 84(((62)) + ((64)) + 4 ((6a)))
<{ (oggs) (7{?% }> (132586) a};mqfak{ialkp}{pslqi}J,q 192 ({64))

<{ @1y @) }‘> (1876542) tr(7K?) 64(((T1)) + ((Ta)) + 4((72}))
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P

(02, 13 ,2) (7 93) >

> (T K)ke{akles} Kas

< (2654873) & 384(((72)) + ((73)))

< (2, 13 2 (8 93) > (2378564) ;m,fak{aﬂck}fffc 192(((72)) + ((7s)))
< (02, 13 3) (4 93) > (2768543) g;’(KJ)cr{pclqs}{spqu} 128(((72)) + ((Ta)) + 4 ((73)))
< 02 @9 > o) | 3 Tplhelsc)eplaa} o | 8T+ (70} + (1)
< o, (174) ? (8 94) > (1273854) "z%pKw{iclsa}{a.rlps}Jcp 128(((72)) + ((T4)) + 4 ((73)))
< (03 23) (72 8) > (1285367) q‘;w«fqa{rtIIap}{pSIir}Ku 384 ((75))

<{ (02, 12 2,3) (4, s 92) }> (2476853) ka%ﬂJka{pslqc}{cklar}{rplsq} 192(((73)) + ((Ta)))

< o, 13 2 (7, 8 93) > (1325476) qr;mchr{qilpc}{crlak}{kplia} 384(((Ts)) + ((74)))
< o, 13 22) (82 93) > (1327485) mg:MJp.{krlia}{ak!cs}{smrc} 192(((7s)) + ((74)))
< o Y o (62 93) > (1375436) mg;pq]a.{cslar}{rplsq}{qi}pc} +624((<<7<Z>2>>> <<<( >>>>)
<{ (og?i’:) ((s;t)) }> (18765432) tr(K*) 16(({81)) + ((83)) + 4 ({82)))
e }) | s 2 Kurlarles} . 192(((82) + ()

gsre
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({ B o))

(12785463) & Foteterlaee | ga(a)) 4 ((80) + 4 (500
<{ 01 @ }> (roasse) | 30 Kerloplbadlaslprtioe | B4((8a) + (8} + (1)
<{ 052 6o }> (17653842) rw;caf<rk{rq|sc}{cklas}an 64(((82)) + ((84)) + 4 ((85)))
<{ (Oga) ((743)) }> (12357864) a‘gc;rf(m{pa|zc}{cq|rp}Kq,. 192 ((8a))
{(02 123,3) (4792) }> (12376854) wgwffm{wlpc}{cz|ar}{r¢I|Sp} 192(((8)) + ((8))
< o, Do (7893) > (12537684) W;jwK.p{z‘ctra}{ap|sq}{qr|cs} 384(((8)) + ((84)))
< o, I (82 ) > (12576384) m%;me{qa|pr}{rq|sc}{czlas} 192({(8a)) + ((84)))
<{ (0524) (7%2) }‘> (13258476) m‘;mq{mlpk}{kalrc}{csIqr}{pslqz} 192 ((84))
<{ (oé% ((éﬁ)) }> (13752486) MZP;W{azick}{kpliq}{qslpr}{mlsc} 8(((82)) + {(86)) + 4((84)))
<{ (14(?%% (6,(:,)94) }> (13764825) arg;m{arlcs}{skIrq}{qclpi}{z’alkp} 128({(8)) + ((84)) + ((85)))
<{ (1) (6,(74,)9"‘) }> (13725486) | S {ralscHepliaHaslkrHaelpk} | 64(((8a)) + ((8e)) + ((85))

rascpsq
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< (1“ 22) (82 9‘*)

Y {ailpk}kalrc}Heplsq}arlis}

> (13254768) | o=, 64(((83)) + ((85)) +4((84)))
< L > (15764258) | 33 filkrhplach ekl o) | 160((5) + () + 4 (54)
<{ s @ }> (9247685) | 3 (hafeh{oklo)iroa) ars} | 32((8) + (s + 4 (8}
< (0(4222)2) (2(522)4) > (13)(57) tr(J2)tr(J?) 48 ((22,))
< (éi’ 33) (%525) > (152)(48) tr(JK)tr(7%) 192 ((3:21))
<{( 2 13, 9) )}> (183)(47) ;J&{ialrc}ﬁc 192(((3021)) + ((3220)))
< (O‘i 32) (%527‘)‘) > (1652)(37) tr(K2)tr(J2) 06 ((4121))
< By 5 > (1246)(58) S Delaclps} 384(((4120)) + ((421))
< oy G > (2763)(58) X T (vloaarlp) T Sy A
< (0,4142,)2) ((45 2944)) > (2853)(16) ;MJ ralsklaiHidlap} oy +((43?§?§)((11222;221)>)
< ((,21 33) (5’52824)) > (1536)(48) G;WJC,{cslaq}{qﬂpa}.L,, 384 ((4521))
< (0(;*22)4) (%225‘)‘) > (1324)(57) (T Galke) elok) 18((4:20))
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ADAPTACION PERMUTACIONAL.

LIMITE ASINTOTICO DE ESPACIO
COMPLETO

(CAPITULO 4)



- 4.1.- INTRODUCCION

La reduccion de un problema N-electrénico a uno bielectrénico efectivo, es
una de las tareas mas atractivas que podemos encontrar en teoria de atomos y
moléculas. Sin embargo, también es una de las tareas que mas resistencia opone
a su resolucién definitiva.

El problema de la reduccion empieza a ser tratado muy tempranamente.
Podemos citar, al respecto, los trabajos pioneros de Lowdin (1995), Coleman
(1965), Kummer (1967), McWeeny (1970), etc; asi como una revisién relativamente
reciente (Erdahl and Smith Eds 1987) que nos ofrece una visién global de cémo es
atacado el problema. A grandes rasgos, vemos que existe una importante linea de
trabajo que intenta formular una teoria N-electrénica basada en el formalismo de
las matrices de densidad y la aplicacién del principio variacional. Asimismo, existe
otra gran linea de trabajo inspirada de algun modo en la idea original de Bopp
(1959) de usar Hamiltonianos reducidos de p-particulas (p<N) para describir el
comportamiento del sistema N-electrénico. Dentro de esta segunda linea, merece
ser destacada la teoria SRH (Hamiltonianos Reducidos con Adaptacion de Spin)
(Valdemoro 1985, Lain et al. 1988, Planelles et al. 1991). Haciendo uso de este
formalismo, SRH, Karwowski y Bancewicz (1987) han encontrado férmulas
generales para los dos primeros momentos de la distribucién espectral de un
Hamiltoniano electrénico general expandido en un espacio FCI. Si bien nosotros,
con objeto de poder encontrar una formulacién general para cualquier momento,
hemos tenido que abandonar este formalismo y desarrollar aspectos matematicos
concretos dentro de la teoria general de los operadores de densidad (ver capitulo
2); la idea de la reduccidn se hace continuamente patente en nuestros desarrollos.
Notese, en particular y al respecto, como el Teorema 3 (ver seccién 2.3.2) permite
factorizar la expresién de Tr(H") (y por tanto el n-ésimo momento) en unos pocos
términos; conteniendo cada uno de ellos, y de forma independiente, las
interacciones a que un par de electrones se encuentran sometidos (englobadas en
los llamados factores de interaccidn) y los propagadores de tales interacciones al
sistema N-electrénico (ver ecuacion (3.19)).

También, entorno a este mismo aspecto, es especialmente llamativa la
relacion encontrada por Karwowski y Bancewicz (1987) entre el valor medio de la
energia de un sistema N-electrdnico acoplado a un spin S, determinada en un
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_espacio FCI construido sobre K funciones, E(N,S), y los correspondientes

momentos de un par efectivo singlete de electrones, €(2,0), y de un par de
electrones con acoplamiento triplete &(2,1):

—

&(N,S)=a*(N,S) 8(2,0) +a’(N,S) 8(2,1) (4.1)

siendo
ai(N,S)=—;—[ei;—N (lgﬂ);S(SH)] (et=1ye=3) (4.2)
E@8)=—— i[{ppqu}w{pqlqp}] 4.3
UK (K+8) pa (4.3)

(8=(-1)5, s=0,1)

ydonde {pplqq} y {pqlqp] son integrales bielectronicas generalizadas
definidas por la ecuacién (1.56).

En la ecuacion (4.1) vemos como el primer momento de un par singlete y de
uno triplete (dnicos acoplamientos posibles para dos electrones) contribuyen al
primer momento del sistema N-electrénico ( &(N,S) ) en cada uno de sus posibles
valores S de spin; de tal forma que la propagacion se efectua por medio de una

sencilla funcion de N y S, ai(N,S), asociada al par efectivo singlete y triplete,
respectivamente.

Una férmula mucho mas compleja es obtenida por Karwowski y Bancewicz
para el segundo momento (ver Karwowski y Bancewicz 1987). Ahora bien, es
interesante notar que la anterior férmula para el segundo momento, da lugar a una
expresion formaimente idéntica a la ecuacion (4.1) cuando se impone la restriccion
de espacio completo (K>>S, K>>N). En efecto:

B, (N,S,K—e) =" 11,(2,0,K—e) + 2 1, (2,1,K—e0) (4.4)

Finalmente, un estudio preliminar que hemos realizado sobre los
coeficientes de propagacion (Rajadell et al.1993) arroja el interesante resultado de
que, en general, los coeficientes de propagacién escritos como funciones de S,N y
K, presentan expresiones significativamente mas simples cuando usamos
integrales bielectrénicas generalizadas adaptadas al grupo de permutaciones Sp;
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es decir, cuando dichos coeficientes propagan las interacciones especificas de
pares singletes y tripletes.

Este conjunto de consideraciones nos ha lievado a reformular los resultados
del capitulo anterior en términos de integrales bielectronicas generalizadas S»-
adaptadas. Para alcanzar dicho propésito, estructuramos el presente capitulo de la
siguiente forma:

- En primer lugar clasificaremos los factores de interaccién S;-adaptados.
Para ello, nos apoyaremos en una clasificacién alternativa de los factores de
interaccidn no-adaptados, basada en los diagramas de Hugenhoitz.

- Seguidamente, y puesto que, como veremos, la adaptacion a S; combina
factores de interaccion no-adaptados asociados al mismo diagrama de
Hugenholtz, obtendremos los correspondientes coeficientes de propagacion S»-
adaptados mediante sencillos sistemas de ecuaciones lineales.

- En tercer lugar, desarrollaremos la evaluaciéon de los coeficientes de
propagacién S,-adaptados como funciones polinémicas de N,S y K.

- Finalmente calcularemos los anteriores coeficientes de propagacién en el
limite de espacio completo; y demostraremos que la expresion encontrada por
Karwowski y Bancewicz - ecuacion (4.1) - para la propagacion del primer y
segundo momento de la distribucién espectral del Hamiltoniano de un par efectivo
de electrones acoplados (singlete y triplete) al momento del sistema global
acoplado a un spin arbitrario S, es una formula universal para cualquier momento
en el limite de espacio completo.
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4.2.- NUEVO METODO DIAGRAMATICO PARA LA CLASIFICACION DE LOS
FACTORES DE INTERACCION

En el capitulo 3 hemos desarrollado un método diagramatico, basado en los
diagramas de Goldstone, para la clasificacion de los factores de interaccién
(<(13)>).También hemos elaborado la traduccién computacional de dicho método,
para gque resulte innecesario el tener que recurrir a la obtencién de los diagramas
de Goldstone con objeto de conseguir la mencionada clasificacion.

En este apartado vamos a presentar un nuevo método diagramatico,
alternativo al anterior, que nos va a servir de "puente” para la clasificacidn de los
factores de interaccion Sy-adaptados (los cuales seran definidos en el apartado
siguiente). En este nuevo método diagramatico, cada diagrama de Goldstone es
reemplazado por su diagrama de Hugenholtz asociado (esqueleto + orientacidn)
mdas un numero binario. La idea fundamental reside en la posibilidad de
"degenerar" cada uno de los vértices de un diagrama de Goldstone mediante
colapso 6 fusién de sus dos puntos; dando, de esta forma, vértices de Hugenholtz
(vértices de un sélo punto). Por ejemplo:

CD»@

(a) (b)

5

>

Figura 4.1

Una expansién "conveniente" del diagrama de Hugenholtz 4.1(b) permite reobtener
el diagrama de Goldstone 4.1(a).

Puesto que distintos diagramas de Goldstone pueden conducir, mediante
degeneracién de vértices, a un mismo diagrama de Hugenholtz, un determinado
diagrama de Hugenholtz representara, generalmente, mas de un factor de
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interaccion. Los diagramas de Goldstone compatibles con un determinado
diagrama de Hugenholtz, pueden obtenerse expansionando, de todas las formas
posibles, dicho diagrama de Hugenholtz (Paldus y Cizek 1976, Paldus 1991). El
procedimiento usado para ello es el siguiente:

- En primer lugar dibujamos aquel diagrama de Goldstone que siendo
compatible con el diagrama de Hugenholtz en cuestion, tenga el maximo nimero
de ciclos.

- En segundo lugar, obtenemos distintos diagramas de Goldstone mediante
intercambio de flechas salientes de un vértice, de un par de vértices,... , de los n
vértices de que consta el diagrama. Finalmente, los diagramas repetidos
(equivalentes) que pudieran ser generados son deshechados.

Nosotros, con objeto de facilitar la segunda etapa del procedimiento anterior,
trabajamos de la siguiente forma:

Una vez hemos generado, a partir del diagrama de Hugenholtz, un diagrama
"de Goldstone de referencia (escogemos uno que tenga el mayor nimero posible
de ciclos) asociamos a este Ultimo una permutaciéon segun el procedimiento
expuesto en la seccién 3.4.1. Si llamamos Pala permutacién asociada a un
determinado diagrama de Goldstone de referencia, el intercambio de dos lineas
salientes de un mismo vértice i conduce a un nuevo diagrama de Goldstone cuya
permutacién asociada sera Q=P (2i-12i) . Para ilustrar el procedimiento, vamos a
generar todos los diagramas de Goldstone no equivalentes (por tanto,
correspondientes a distintos factores de interaccion) compatibles con el siguiente
diagrama de Hugenholtz:

(4.5)

Comencemos dibujando el diagrama de Goldstone que, siendo compatible con el
diagrama (4.5), presente el maximo numero de ciclos. Tal diagrama (diagrama G
de referencia) es, en este caso,
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1 3

10 :

N
2

Qe

La permutacién asociada sera P= (13)(45).

Los intercambios de flechas en 1,2 6 3 vértices se obtendran multiplicando P
por cada una de las permutaciones del siguiente conjunto:

I={(e), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (12)(34)(56) }.

Las permutaciones Q asociadas a los diagramas de Goldstone obtenidos
mediante intercambios de flechas en 1, 2 6 3 vértices vendran dadas por Q=P ﬁ,
donde R e 1. Dichas permutaciones Q y los diagramas de Goldstone asociados
vienen reflejados en la tabla siguiente:

Re I Q=PR Diagrama G.
(e) (13)(45) diag.G. referencia

(12) (123)(45) diag.G.1
(34) (1354) diag.G.2
(56) (456)(13) diag.G.3
(12)(34) (12354) diag.G.4
(12)(56) (123)(456) diag.G.5
(34)(56) (13564) diag.G.6
(12)(34)(6) (123564) diag.G.7
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Los diagramas de Goldstone no equivalentes compatibles con el diagrama
de Hugenholtz (4.5) resultan ser:

diag. G.2 diag. G.4 = diag. G.6

diag. G7

El procedimiento expuesto para obtener los diagramas de Goldstone
compatibles con un determinado diagrama de Hugenholtz, nos sugiere la
posibilidad de etiquetar un diagrama de Goldstone mediante el diagrama de
Hugenholtz asociado mas un numero binario que indique en qué vértices del
diagrama de Goldstone de referencia (correspondiente al diagrama de Hugenholtz
compatible con el diagrama de Goldstone dado) se han producido los intercambios
de flechas. Por ejemplo, , para diagramas de cuatro vértices, el nimero binario 101
(0101 = 101) implica Q= P(34)(78) donde P es Ia permutaciéon asociada al
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diagrama de Goldstone obtenido a partir del diagrama de Goldstone de referencia

{El

| A ‘s

f!( diagrama de Goldstone de referencia y Q representa la permutacién asociada g
‘ intercambiando flechas salientes de los vértices segun 1017

| Anteriormente ya hemos mencionado que al obtener diagramas de
Goldstone mediante expansiones de un diagrama de Hugenholtz, pueden

J aparecer repeticiones. Los diagramas repetidos deben ser eliminados en una

I etapa posterior. Este hecho puede apreciarse en el ejemplo anterior (en efecto,

| diag.G.3 =diag.G.1 y diag.G.4 =diag.G.6). La ocurrencia de estas repeticiones

} | puede ser evitada si tenemos en cuenta algunas simetrias de los diagramas que

] | provienen de ciertas simetrias que presentan los factores de interaccién:

|

|

|

’ (i) Puesto que el producto de integrales es conmutativo, nosotros permitimos la
| permutacién de los vértices de un diagrama. Con diagramas de Hugenholtz esta
/] permutacion de vértices puede conducir a un cambio global en ia orientacion de
) | las lineas. En otras palabras, los diagramas de Hugenholtz que tengan el mismo

esqueleto y orientacién opuesta de todas las lineas son equivalentes. Dos
5 | diagramas que satisfagan el anterior requisito seran imagenes especulares uno del
otro. Por ejemplo, los dos diagramas siguientes son equivalentes

(i) Esta misma propiedad conmutativa del producto de integrales, hace que
algunos numeros binarios correspondan a diagramas de Goldstone equivalentes.
Una inspeccién del diagrama De Goldstone de referencia, permitira decidir (por
| razones de simetria) en qué vértices resultan equivalentes intercambiar flechas
| salientes; y, por tanto, qué nimeros binarios deben ser descartados. Como ejemplo

t Si el nimero binario tiene menos digitos que vértices tiene el correspondiente diagrama; para saber
en qué vértices se han producido intercambios de flechas, solo tenemos que afiadir a la izquierda del
niimero binario, tantos ceros como: vértices - digitos. Por ejemplo, en un diagrama de cinco vértices
101 equivale a 00101 y, por tanto, Gnicamente en los vértices 3 y 5, del diagrama de Goldstone de
referencia, se han producido intercambios de flechas.
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