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Introduccion.

La finalidad de esta memoria es aportar algunos resultados a la teorfa
de los operadores lineales entre espacios de funciones continuas o inte-
grables. Nos centraremos en la representacién de dos tipos de operadores
lineales que estan intimamente relacionados: las aplicaciones separadoras
(Capitulos 1 y 2) y las isometrias (Capitulos 3 y 4).

Sea K el conjunto de los mimeros reales o complejos. Sea C(X )
el anillo formado por las funciones continuas definidas sobre el espacio
de Tychonov X y que toman valores en K. La obtencién de relaciones
topoldgicas entre dos espacios de Tychonov X e Y a partir de las vincula-
ciones algebraicas, topolégico-algebraicas o de orden entre C (X)y C(Y)
ha sido ampliamente tratada en la literatura matematica desde los anos
30. Entre otras cosas, ha inspirado varias de las construcciones mds im-
portantes de la topologia general, como por ejemplo, la compactificaciéon
de Stone-Cech o la realcompactificaciéon de Hewitt.

El primero de tales resultados es el conocido Teorema de Banach-
Stone. El actual enunciado del citado teorema es como sigue: Sean X
e Y espacios localmente compactos y Co(X) (resp. Co(Y')) el algebra
de Banach (con la norma supremo) de las funciones continuas definidas
sobre X (resp. Y), que toman valores escalares y que se anulan en
el infinito. Si existe una isometria lineal sobreyectiva T entre Co(X) y
Co(Y), entonces existe un homeomorfismo s entre Y y X y una aplicacién
continua a : Y — K, |a| = 1, de forma que T' puede escribirse como una
aplicacién composicién con peso, i.e.,

(TF)(y) = ay) f(h(y)) para todo y € Y y toda f € Co(X).

Este importante teorema ha sido generalizado en gran nmimero de
direcciones. Por ejemplo, estudiando isometrias no necesariamente so-
breyectivas. El resultado més importante en esta direccién se debe a W.
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Holsztyriski ([40]): si existe una isometria lineal T' entre C'(X) y C(Y)
(X e Y compactos), entonces podemos encontrar un subconjunto cerrado
Y, de Y, una aplicacién h continua y sobreyectiva entre Yo y X y una
aplicacién continua a : Yo — K, |a| =1, de forma que

(Tf)(y) = a(y)f(h(y)) para todo y € Yy y todo f € C(X).

Algunos afios antes, Geba y Semadeni ([30]) habian obtenido un resul-
tado andlogo al Teorema de Holsztynski, aunque para isometrias lineales,
inyectivas y bipositivas.

También se pueden obtener generalizaciones similares si se reemplaza
el espacio C(X) por alguno de sus subespacios o subdlgebras. Asi, en
1948, Myers ([49]) probé que, si las funciones toman valores reales, en-
tonces una condicién suficiente para que X y Y sean homeomorfos es que
un subespacio completamente regular de C(X) (cf. Definicién 3.2.5) y
otro de C(Y) sean isométricamente isomorfos.

En 1959, M. Nagasawa ([50]) (véase también [23]) extendié el Teorema
de Banach-Stone a dlgebras uniformes (sobre un espacio compacto X ),
i.e., subédlgebras de C(X) cerradas, separadoras y con unidad. Nagasawa
probé que dos de estas subélgebras son isomorfas como élgebras si y sdlo
si son isométricas como espacios de-Banach.

En 1975, P. Novinger ([51]) fue un poco mas lejos y extendi6 alguna
de las generalizaciones anteriormente citadas con el siguiente teorema: si
existe una isometria lineal T entre un subespacio vectorial separador A
de C(X) que contiene las funciones constantes, y Co(Y), entonces existe
una aplicacién h continua y sobreyectiva entre Ch(T(A)) (frontera de
Choquet de T'(A)) y Ch(A), y una aplicacién continua a : Ch(T(A)) —
K, |a| =1, de forma que

(Tf)(y) = a(y)f(h(y)) para todo y € Ch(T(A)) y todo f € A.

Otro tipo de extensiones del Teorema de Banach-Stone pueden con-
seguirse si consideramos subespacios de Co(X) dotados de normas distin-
tas a la norma supremo. Entre estos subespacios cabe destacar: espacios
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de funciones diferenciables (cf. [18]); espacios de funciones absolutamente
continuas (cf. [53]); y espacios de funciones de Lipschitz (cf. [22]).

Si debilitamos el vinculo geométrico entre Co(X) y Co(Y'), el homeo-
morfismo entre X y Y puede no existir: A.A. Milutin ([48]) probé que si
X es cualquier espacio compacto, métrico y no numerable (por ejemplo,
X =1[0,1]U {2}), entonces C(X) es linealmente homeomorfo a C([0,1]),
es decir, son isomorfos como espacios de Banach.

Sin embargo, si la isometria no se debilita demasiado, todavia se
pueden obtener buenos resultados: en 1965-66, D. Amir ([4]) y M. Cam-
bern ([17]) probaron, independientemente, que si entre Co(X) y Co(Y)
existe un isomorfismo T' que satisface la relacién ||T']| - |77 < 2, en-
tonces X e Y son homeomorfos.

Este resultado ha sido extendido a varios subespacios de Cp(X), por
ejemplo, subespacios extremadamente regulares (cf. [15], [21], [19] o [43])
y subalgebras separadoras con unidad (cf. [44]).

El Teorema de Banach-Stone para funciones continuas que toman
valores en un espacio de Banach F no es cierto, ni incluso si conside-
ramos £ = R? y X, Y espacios compactos y métricos ([56]). Asi pues, el
principal objetivo dentro de este contexto es determinar las propiedades
geométricas del espacio E que proporcionan resultados similares al Teo-
rema de Banach-Stone.

Recientemente varios autores han iniciado el estudio de un tipo espe-
cial de isometrias lineales T : C(X) — C(X) (X compacto): Aquellas
cuyo rango, T'(C(X)), tiene codimensién 1 en C'(X). Este tipo de apli-
caciones, a las que denominaremos isometrias con codimension 1, tiene
su origen en los operadores que a continuacién detallamos: Sea H un
espacio de Hilbert separable y sea {¢,}52, una base ortonormal de H.
Diremos que T': H — H es un operador translacién (Shift Operator) si
T(¢n) = ¢pny1 paran =1,2,..

En 1972, R.M. Crownover dio una definicién de operador translacion
para espacios de Banach en general, sin utilizar bases: Sea K un espacio
de Banach. Diremos que T : K — K es un operador translacién si

1. T es una isometria lineal,



2. La codimensién del rango de T, T(K), en K es 1,
3. N, T(K) = {0}.

Si suprimimos la condicién (3), entonces tenemos una isometria lineal
con codimensién 1 (Quasi-shift Operator).

En [34], los autores estudiaron en profundidad las isometrias lineales
con codimensién 1 definidas sobre el espacio de Banach C(X) (X com-
pacto). En primer lugar, clasificaron dicho tipo de operadores basandose
en el siguiente teorema: Sea T : C(X) — C(X) una isometria lineal
con codimensién 1. Entonces existe un subconjunto cerrado X, de X
de forma que (1) Xo = X \ {p} donde p es un punto aislado de X,
o (2) Xo = X y tal que existe una aplicacién continua y sobreyectiva
h: Xo — X y una funcién a € C(Xy), |a| = 1, de manera que

(Tf)(z) = a(z) - f(h(z))

para todo z € Xj.

La prueba de este resultado se basa en el Teorema de Holsztynski (op.
cit.). Aquellas isometrias lineales con codimensiéon 1 que satisfacen la
condicién (1) se denominan de Tipo I. Las que satisfacen la condicién (2)
se denominan de Tipo II. Es importante destacar que existen isometrias
lineales con codimensién 1 que son a la vez de tipo I y de tipo II.

En [34], los autores estudian también las condiciones sobre el espacio
compacto X para que C'(X) admita operadores translacién. Por ejemplo,
si X no es separable y no tiene puntos aislados, entonces C'(X) no admite
dichos operadores.

Recientemente, F.O. Farid y K. Varadarajan ([26]) han obtenido un
método para construir isometrias lineales con codimensién 1 sobre C(X).
En dicho trabajo los autores mejoran ligeramente la clasificacién anterior.

Por otra parte, si la condicién de isometria lineal se sustituye por la
de isomorfismo de algebras entre C'(X) y C(Y) con X e Y compactos,
el homeomorfismo que nos proporciona el Teorema de Banach-Stone se
sigue conservando (Gelfand-Kolmogoroff, [32]). Ademds se simplifica la
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forma del isomorfismo puesto que ahora la funcién peso a es la funcién
1. En este mismo contexto, si suprimimos la compacidad de X e Y, el
mencionado homeomorfismo puede no existir, pero Hewitt probd que las
realcompactificaciones de X e Y son atin homeomorfas ([32]).

En 1941, M. Stone demostré que si C(X) y C(Y) (X e Y compactos)
son isomorfos como grupos reticulados, el homeomorfismo entre X e Y se
mantiene. Por su parte, en 1947, I. Kaplansky probé el mismo resultado
exigiendo sélamente que C(X) y C(Y) fueran isomorfos como reticulos.
Finalmente, en 1956, y tras una serie de generalizaciones similares, M.
Henriksen concluyé que, para cualquier par de espacios topologicos X
eY, C(X)y C(Y) son isomorfos como anillos si y sélo si lo son como
semigrupos o como reticulos.

En el contexto de los grupos topoldgicos localmente compactos y
Abelianos y las dlgebras de funciones integrables que estdn definidas sobre
dichos grupos también puede hallarse resultados del tipo de los anterior-
mente citados. En 1953, H. Helson, ([36]), probé que si T': L}(G1) —
L*(G,) es un isomorfismo entre las dlgebras de funciones absolutamente
integrables definidas sobre los grupos localmente compactos y Abelianos,
G, y G, tal que ||T|| < 1, entonces Gy y G5 son isomorfos como grupos y
homeomorfos como espacios topoldgicos, i.e., topolégicamente isomorfos.
Ademais, si h : G — G es el citado isomorfismo, entonces existe un
escalar k y un caracter v sobre Gy (cf. Seccién 2.2) tal que

Tf(y)=k-(v())- f(h(y)) feLY(Gy), yeGa.

Poco después, A. Beurling y H. Helson, ([16]), probaron, en esa linea,
que si el grupo dual de G (cf. Seccién 2.2) es conexo, entonces se obtiene
la misma relacion entre los grupos, incluso si ||T']| > 1. En 1976, N.J.
Kalton y G. Wood, ([47]), estudiaron la influencia de la norma del iso-
morfismo T. Concretamente demostraron que si ||T|| < +/2, entonces los
grupos siguen siendo topoldgicamente isomorfos y propusieron un ejem-
plo con ||T}| = v/2 donde el resultado ya no es cierto.

Durante el desarrollo de una versién del Teorema de Banach-Stone
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para funciones continuas que toman valores en un cuerpo no arquimedia-
no, E. Beckenstein y L. Narici (véase también [5]) adaptaron al contexto
de los espacios de funciones continuas un tipo de operadores que extiende
el concepto de homomorfismo de anillos, de algebras, de semigrupos, etc:
Las aplicaciones separadoras. Una aplicacién lineal entre espacios de
funciones se dice separadora si satisface la implicaciéon f-¢g = 0 =
Tf-Tg = 0. Este tipo de operadores ya fue descrito por S. Banach en
los afios 30, cuando demostré que todas las isometrias de L,[0, 1}, p # 2,
son separadoras.

En [13] y [45], los autores estudiaron en profundidad las propiedades
de las aplicaciones separadoras con el objetivo de obtener condiciones
que aseguren su continuidad automatica y su representacién como apli-
caciénes composicién con peso. Concretamente, se demuestra que toda
biyeccién separadora entre espacios de funciones continuas definidas so-
bre compactos es continua e induce un homeomorfismo entre dichos com-
pactos. También se prueba la existencia de aplicaciones separadoras dis-
continuas entre C(X) y C(Y) para cualquier par X e Y de espacios
compactos infinitos. Recientemente, Araujo, Beckenstein y Narici ([6])
extendieron los resultados que acabamos de enumerar a espacios realcom-
pactos asumiendo que la inversa de la biyeccién separadora es también
separadora. '

En el contexto de los reticulos de Banach, las aplicaciones separado-
ras han sido ampliamente estudiadas. Por ejemplo, su representacién
multiplicativa en [1], [2], [27] y [35], sus propiedades espectrales en [10]
y [11], o su descomposicién como suma de aplicaciones positivas en [52].
Recientemente, C.B. Huijsmans y B. de Pagter ([41]) estudiaron en qué
condiciones la inversa de una biyeccién separadora es separadora, aunque
este problema continua abierto en su versién mas general.

La teoria de las aplicaciones separadoras tiene una aplicaciéon natural
en el contexto de los espacios de funciones continuas que toman valores
vectoriales. En este campo quedan muchos problemas abiertos relaciona-
dos, por ejemplo, con la versién vectorial del Teorema de Banach-Stone
anteriormente citada. En [37], Beckenstein, Hernandez y Narici aplican
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el concepto de aplicacién separadora a estas cuestiones, caracterizando
las isometrias vectoriales que satisfacen el Teorema de Banach-Stone y
dando pruebas alternativas a resultados clasicos de M. Jerison and K.
Lau. Otro estudio de las aplicaciones separadoras en el campo vectorial
puede encontrarse en [42], aunque aqui los autores asumen la continuidad
de la aplicacién separadora.

En el capitulo 1 de esta memoria estudiaremos la continuidad au-
toméatica y la representacién de las aplicaciones separadoras T' entre
subdlgebras de Co(X) que contienen a Coo(X ). Para ello, analizaremos el
comportamiento de los puntos de continuidad de T' (cf. Definicién 1.3.1)
ya que de ellos depende la continuidad de T (cf. Proposicién 1.3.1).
Concretamente, si la aplicacion separadora T es biyectiva, entonces pro-
baremos que es automaticamente continua y que se puede escribir como
una aplicacion composiciéon con peso.

Si asumimos que T' est4 definida entre Co(X) y Co(Y'), entonces po-
dremos asegurar, como hizo K. Jarosz ([45]) en el caso compacto, que los
espacios localmente compactos Y y X son homeomorfos.

Como aplicacién de los resultados que acabamos de citar, obten-
dremos una versién del Teorema de Holsztyniski (op. cit.) para espa-
cios del tipo Coo(X). Esta generalizacién se deducira del hecho que toda
isometria lineal es una aplicacién separadora.

En el capitulo 2 introduciremos el concepto de aplicaciéon separadora
entre las 4lgebras de Banach L'(G,) y L'(G:) siendo G y G grupos
localmente compactos y Abelianos. Nuestra definicion generaliza el con-
cepto usual de homomorfismo de édlgebras antes mencionado y nuestro
objetivo es precisamente estudiar hasta qué punto se puede extender los
resultados clésicos del analisis arménico (cf. Seccién 2.2). Concreta-
mente probaremos que una biyeccién separadora T : L}(Gy) — LY(G3)
es siempre continua e induce un homeomorfismo entre los grupos duales
de Gy y G4, o lo que es lo mismo, entre los espacios de los ideales maxi-
males de L1(Gy) y L (Ga).

Estos resultados nos permitiran obtener la siguiente caracterizacion
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de las biyecciones separadoras: La aplicaciéon T : L}(G;) — L'(G,) es
biyectiva y separadora si y sélo si se puede escribir como la composicién
de un isomorfismo de &lgebras Ty : L*(Gy) — L'(G;) y una aplicacién
lineal y continua Ty : LY(G2) — L'(G;) que conmuta con todas las
translaciones.

En la dltima parte de este segundo capitulo probaremos algunas
aplicaciones de los teoremas principales. Asi, demostraremos que toda
biyeccién separadora entre L'(G;) y L'(G2) tiene una tnica extensién a
una biyeccién separadora entre los espacios de medidas M(G1) y M(G2).
También estudiaremos qué condiciones adicionales debe satisfacer T para
asegurar que los grupos G; y G» sean topoldgicamente isomorfos.

El capitulo 3 esta dedicado al Teorema de Banach-Stone, es decir, a las
isometrias lineales entre subespacios de funciones continuas. En realidad
estudiaremos isometrias lineales T' entre un subespacio vectorial A C
Co(X) que separa completamente los puntos de X (cf. Definicién 3.2.4),
y Co(Y) (X eY son espacios localmente compactos). Demostraremos que
dichas isometrias pueden escribirse como una aplicacién composiciéon con
peso sobre ciertos subconjuntos singulares de Y.

Ademas, si el rango de la isometria es también un subespacio vecto-
rial completamente separador de Co(Y'), demostraremos que los citados
subconjuntos son homeomorfos.

Como consecuencia de este ultimo resultado, obtenemos que el con-
junto de los puntos frontera fuerte de A y T'(A) son homeomorfos y que
las fronteras de Shilov de A y T'(A) también son homeomorfas.

Con un ejemplo demostraremos que las afirmaciones anteriores no
son ciertas si reemplazamos la hipdtesis ” A es un subespacio vectorial
completamente separador de Co(X)” por ” A es un subespacio vectorial
separador de Cp(X)”.

Finalmente, extenderemos los resultados (op. cit.) de Holsztynski
([40]), Myers ([49]) y Novinger ([51]), y aplicaremos los resultados obtenidos
previamente al estudio de las isometrias entre subalgebras de funciones
continuas; concretamente, entre algebras de Banach semisimples, conmu-
tativas y sin unidad.



El capitulo 4 lo dedicaremos al estudio de las isometrias lineales con
codimensién 1 definidas entre dlgebras uniformes (sobre el espacio com-
pacto X). Concretamente, propondremos y analizaremos una clasifi-
cacién de dichas isometrias lineales. Esta clasificacién amplia la que
Gutek-Hart-Jamison-Rajagopalan ([34]) proponen para el algebra uni-
forme C'(X) y se basa en los resultados del capitulo 3, fundamentalmente
en los Teoremas 3.4.1 y 3.5.1, y en el hecho que el rango de toda isometria
lineal con codimensién 1 separa completamente los puntos de X salvo, a
lo sumo, dos.
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Preliminares

0.1 Notacion y terminologia.

Escribiremos N (resp. R, C) para denotar el conjunto de los niimeros
naturales (resp. reales, complejos). K designara a R o C.

La palabra espacio servira para designar a un espacio topoldgico de
Hausdorff y completamente regular.

Dado un espacio compacto X, escribiremos C'(X) para referirnos al
algebra de todas las funciones continuas definidas sobre X con valores
reales o complejos y dotada de la topologia uniforme, es decir, la que
induce la norma supremo (||-||). Reciprocamente, cuando escribamos
C(X), asumiremos que X es un espacio compacto. Si X no es com-
pacto, escribiremos C*(X) para denotar las funciones continuas y aco-
tadas definidas sobre X.

Si X es un espacio localmente compacto, entonces Co(X) representa
el espacio de Banach de todas las funciones continuas f definidas sobre X
con valores reales o complejos y que se anulan en el infinito, es decir, dado
€ > 0, el conjunto {z € X : |f(z)| > €} es compacto. Es inmediato com-
probar que si X es compacto, entonces C(X) = Co(X). Por otra parte,
Coo(X) denotars el ideal de Co(X) formado por la funciones con soporte
compacto. Consideraremos en ambos espacios la topologia uniforme.
Reciprocamente, cuando escribamos Cy(X) o Coo(X), asumiremos que
X es un espacio localmente compacto.

Si X es un espacio localmente compacto, X* denota su compactifi-
cacién de Alexandroff; es decir, X* = X U {00}, siendo co un punto ideal
cuyos entornos son los subconjuntos de X* con complementario compacto
en X. cX denotard cualquier compactificacion de Hausdorff de X.
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Si f e C(X) (resp. Co(X) o Coo(X)), llamaramos conjunto cozero de
facoz(f):={te X: f(t) # 0}. Escribiremos supp(f) para designar el
soporte de la funcién f, i.e., la clausura de coz(f).

Cuando U sea cualquier subconjunto del espacio X, denotaremos por
clx(U) (cl(U) si no hay posibilidad de confusién) a la clausura de U en
X y por intx(U) a su interior. fjy representa la restriccién de f a U,
para cualquier f € C(X).

1 denota la funcién de C(X) tal que 1(¢) = 1 para todo z € X.

Dado un punto z € X, escribiremos z* : C(X) — K para referirnos
al funcional evaluacién z'(f) := f(z).

Sea T : C(X) — C(Y) una aplicacién lineal. Dado un elemento
y € Y, llamaremos T"y* : C(X) — K a la aplicacién definida como

T'y'(f) = (Tf)(y)

para todo f € C(X).

0.2 Nociones basicas.

A continuacién enunciaremos algunos resultados basicos relacionados con
la teoria de los espacios normados y de las &lgebras de Banach, de los
cuales haremos uso en el transcurso de esta memoria.

Espacios normados.

Sea X' un espacio normado, es decir, un espacio vectorial complejo
dotado de una norma ||-l|,. Si X es completo respecto de la métrica
inducida por |||y, entonces X’ es un espacio de Banach.

Una aplicacién lineal T' definida entre dos espacios normados X e )
es continua si existe un nimero real C tal que

”T-'E”))SC‘HQC”X, xr € X.
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El valor més pequefio que puede tomar C se denomina norma de 7', ||T'||.
Es facil comprobar que

7] = sup{ 17ally o}

||5U”X

Teorema de la Grafica Cerrada. Sean X e Y dos espacios de Banach
y T una aplicacion lineal entre X e Y. Si las relaciones

il ol =0

lim ||Tz, — =0
lim [Tz, —
implican que Tx = y, entonces T' es una aplicacion continua.

Denotaremos por X’ el espacio dual del espacio normado X, es decir,
X’ es el conjunto de todos los funcionales lineales ¢ : X — K continuos.
Escribiremos V[X’] para designar la bola unidad de X”, i.e.,

VIXT:={p e X |lolly <1}

siendo ||¢]ly: = sup{|e(z)| : llz|ly, < 1}. Con esta norma, A’ es un
espacio de Banach.

Sea M un subconjunto convexo de X. Diremos que un elemento z
de M es un punto extremo de M si no existe ningin segmento abierto
contenido en M y que contenga al punto . Recordemos que un segmento
abierto es un subconjunto de X’ cuyos elementos tienen la siguiente forma:

tiL’g + (1 - t):El

con 0 <t<1,z,22 € Xy 21 # . Escribiremos ex(M) para designar
el conjunto de los puntos extremos de M.

Teorema. (Krein-Milman) ez(V[X"]) # 0.

Teorema. Supongamos que A es un subespacio vectorial de Co(X). En-
tonces los elementos de ex(V[A']) tienen la siguiente forma :

{z-2': |2| =1, z € X}.
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Sean X e Y dos espacios de Banach y T una aplicacién lineal y con-
tinua definida entre ambos. La aplicacién

z — ¢(T(z)), peY,zeX

es un funcional lineal y continuo. Por tanto existe un elemento de X",
que denotaremos por T"(¢p), tal que

T'(p)(z) = (T()), z €.

La aplicacién T" definida entre )’ y X’ se denomina adjunta de T y es
una aplicacién lineal y continua.

Teorema. Sean X e )Y dos espacios de Banach y T una aplicacion
lineal, inyectiva y continua definida entre X e Y. Supongamos que T(X)
es un subconjunto denso de Y. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) T(X)=).

w) T'(Y') = X',

Teorema de extensién de Tietze. Sea £ un espacio normal y F un
subconjunto cerrado de £. Si f : F — R es una funcion continua,
entonces existe otra funcion continua f: € — R tal que fir = f.

Algebras de Banach.

Un espacio vectorial complejo A es una algebra conmutativa si en A
definimos un producto que cumple las propiedades conmutativa, asocia-
tiva y distributiva usuales.

Si en A definimos una norma ||-|| ; que convierte a A en un espacio
de Banach y tal que

lla-oll4 < llafl4 - 18]l 4 (a,b€ A),



entonces A es un algebra de Banach conmutativa.

Diremos que A posee unidad si existe un elemento, 1, tal quea-1 =a
para todo a € A. Ademads, podemos asumir, reemplazando la norma de
A por otra equivalente si es necesario, que ||1]| , = 1.

Sea X el conjunto de todos los funcionales multiplicativos A : A —
C. La topologia débil inducida en X por las funciones af, a € A, se
denomina topologia de Gelfand. Al espacio X se le llama espacio de los
ideales mazimales de A. Si el dlgebra de Banach conmutativa A posee
unidad entonces X es un espacio compacto. En caso contrario, X es un
espacio localmente compacto.

Dado a € A, lafuncién a* es un elemento de Co(X). La aplicacién (de
Gelfand), que a cada elemento a € A le hace corresponder la funcién af,
es un homomorfismo de &lgebras entre A y la subélgebra A* de Co(X)
formada por todas las funciones af, a € A. Ademds la aplicacién de
Gelfand es continua puesto que

lef < lalle (a€).

Llamaremos transformada de Gelfand de a € A a la funcién d'.

Diremos que un algebra de Banach conmutativa A es semisimple si
su aplicacién de Gelfand es inyectiva. En este caso, los elementos de X
separan los puntos de A.






Capitulo 1

Aplicaciones separadoras
entre subalgebras de
funciones continuas.

1.1 Introduccion.

En [12], E. Beckenstein y L. Narici introdujeron el concepto de aplicacién
separadora como herramienta para probar el teorema de Banach-Stone
para funciones que toman valores en un cuerpo no arquimediano. En
[13], dichas aplicaciones fueron estudiadas en profundidad en el contexto
de las funciones continuas que toman valores reales o complejos.

Miés tarde, en [45], K. Jarosz demostrd que una biyeccion separadora
entre C(X) y C(Y) (X e Y espacios compactos) es continua, se puede
escribir como una aplicacién composicién con peso e induce un homeo-
morfismo entre los espacios compactos Y y X. Ademas probd que dados
dos espacios compactos X e Y cualesquiera, siempre existe una aplicacién
separadora discontinua definida entre C(X) y C(Y).

En este capitulo estudiaremos la continuidad automatica y la repre-
sentacién de las aplicaciones separadoras T entre subespacios de Cy(X)
que contienen a Cgoo(X). Para ello, analizaremos el comportamiento de
los puntos de continuidad de T' (cf. Definicién 1.3.1) ya que de ellos
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depende la continuidad de T' (cf. Proposicién 1.3.1). Concretamente,
si la aplicacién separadora T' es biyectiva, entonces es automaticamente
continua y se puede escribir como una aplicacion composicién con peso.

Si asumimos que 1" estd definida sobre Co(X) y su rango es Co(Y),
entonces podemos asegurar, como hizo K. Jarosz en el caso compacto,
que los espacios localmente compactos Y y X son homeomorfos.

Como aplicacién de los resultados que acabamos de citar, obten-
dremos la siguiente versién del Teorema de Holsztynski (cf. Introduccién)
para espacios de funciones continuas con soporte compacto:

Si T es una isometria lineal entre Coo(X) y Coo(Y'), entonces existe
un subconjunto cerrado 2 C Y, una funciéon h : € — X continua y
sobreyectiva y una funcién continua y : @ — K tal que

(THy) = x() - f(h(y))

para todo y € Q y todo f € Coo(X).

Esta generalizacion se deducirad del hecho que toda isometria lineal
es una aplicacién separadora. Concretamente demostraremos que si K :
Coo(X) — Coo(Y) una isometria lineal, entonces existe un subconjunto
cerrado ) de Y tal que la aplicaciéon 7' = p o K es una isometria sepa-
radora, siendo p : Coo(Y) — Coo(2) la aplicacién definida como p(f) :=
fia-

En el capitulo 3 estudiaremos en profundidad el comportamiento de
las isometrias lineales definidas entre subespacios de funciones continuas.



1.2 Definiciones y resultados preliminares.

Una aplicacién lineal T' definida entre una subalgebra A de Co(X) y una
subdlgebra B de Cy(Y) se denomina separadora o d-homomorfismo si
f-g=0implicaTf-Tg =0 para todo f,g € A.

Como ejemplos de aplicaciones separadoras se tienen los homomorfis-
mos de anillos o de reticulos, las isometrias sobreyectivas, las aplicaciones
composicién con peso, los operadores diferenciacion, etc. Gran parte de
los operadores integrales son aplicaciones lineales no separadoras.

Diremos que un subconjunto abierto U de X* es un anulador de la
aplicacién T'y' si para toda funcién f € A tal que coz(f) C UN X, se
cumple que Ty*(f) = 0.

En este capitulo, X e Y representan espacios localmente compactos.
Por su parte, A serd una subélgebra de Cy(X) que contiene a Coo(X) y
que es, ademas, un ideal en el anillo de las funciones continuas y acotadas
definidas en X, y B sera una subalgebra de Cy(Y') que contiene a Coo(Y').
Por tltimo, T' denotara una aplicacion separadora entre A y B.

Definicién 1.2.1 Dadoy € Y y una aplicacion separadoraT : A — B,
denotaremos por suppT*y® al conjunto

{z € X* : para cualquier entorno abierto U de x en X*,
eziste f € Atal que (Tf)(y) £ 0y coz(f) CUNX}.
Lema 1.2.1 Sea y € Y. Entonces
suppT'y' = X* \ | {U C X* : U es un anulador de T*y*}.

Demostracién. Sea z € suppT*y’ y supongamos que existe un anu-
lador U de T'y® tal que z € U. Como U es un entorno abierto de z,
existe, por la Definicién 1.2.1, una funcién f € A tal que (Tf)(y) #0y
coz(f) C U, lo cual contradice la definicién de conjunto anulador.

Reciprocamente, sea z un elemento del conjunto

X*\ | H{U C X* : U es un anulador de T*y'}.

9



Supongamos que = ¢ suppT‘y’. En ese caso, existe un entorno abierto
U de z en X* tal que para toda funcién f € A con coz(f) CUN X, se
tiene (T'f)(y) = 0. En consecuencia, U es una anulador de T y* y, como
z € U, llegamos a una contradiccién. |

Nota 1.2.1 Cuando asumamos que A = Co(X), llamaremos Y, al sub-
conjunto de Y formado por los puntos y tales que existe una funcién
fy € Co(X) con Tfy(y) # 0. Es inmediato comprobar que Y es un
subconjunto abierto de Y y, en consecuencia, localmente compacto ([25],
3.3.11). Notese, ademas, que si, por ejemplo, la aplicacién separadora
T : Co(X) — B es sobreyectiva, entonces Y = Yj.

Por otra parte, si A # Co(X), entonces consideraremos que Y5 C Y es
el subconjunto de los puntos y tales que existe una funcién f, € Coo(X)
con Tf,(y) # 0. En este caso, también se puede deducir, de forma
andloga, que Yj es localmente compacto.

En el transcurso de este capitulo y en cualquiera de los dos casos
anteriores, asumiremos, sin pérdida de generalidad (puesto que Y; es
localmente compacto), que Y5 =Y.

El Lema y la Proposicién que demostraremos a continuacién son una
adaptacién al contexto de los espacios localmente compactos de ciertos
resultados andlogos probados por Beckenstein, Narici y Todd ([13]).

Lema 1.2.2 Sea T : A — B una aplicacion separadora. Para todo
y €Y, el conjunto suppT'y" contiene un unico elemento.

Demostracién. Supongamos que el conjunto suppTy’ es vacio. En-
tonces

X*=|J{U c X*: U es un anulador de T'y'}.

Como X* es compacto, existen U;,Us,...U, conjuntos anuladores de
T'y' tal que

Consideremos a continuacién una particién de la unidad en C'(X*) subor-
dinada a Uy, Uy, . .. U,, es decir, una familia de funciones { f1, f2,..., fa} C
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C(X*) tal que

Yfi=1

i=1
en X* y coz(f;) CU; parai = 1,...,n. Por tanto, y como quiera que A
es un ideal en C*(X), tenemos que

n

f=Xfif

para cualquier funcién f € A con (f;- f) € A para todo ¢. Como
ademads coz(f;- f) C U; , entonces, por la definicién de conjunto anulador,
T(f- fi)(ly) = 0 para s = 1,...,n. Asi pues, (T'f)(y) = 0 para todo
f € A, pero esto no es posible ya que hemos asumido que Yy = Y (cf.
Nota 1.2.1).

Por otra parte, supongamos que existen dos elementos distintos z; y
z de suppTty’. Sean U y V dos entornos disjuntos de z; y z, respecti-
vamente. Entonces existen dos funciones f,g € A tal que

(TF)y) (Tg)(y) #0

con coz(f) C U y coz(g) C V, lo cual es imposible porque T' es una
aplicacién separadora. : m]

Como consecuencia de este lema, podemos definir la siguiente funcién
asociada a la aplicacion separadora T : A — B:

Definicién 1.2.2 Dada una aplicacion separadoraT : A — B, defini-
mos su funcion soporte h: Y — X* del siguiente modo:

h(y) = suppT*y".

Proposicién 1.2.1 Sea T : A — B una aplicacion separadora y sea U
un subconjunto abierto de X*. Supongamos que f € A. Entonces,

1. La funcion soporte h de T' es continua.
2. fIUﬂX =0 implica Tf]h—l(U) =0.
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3. h(coz(Tf)) C clx+(coz(f)).

4. Si la aplicacion T es inyectiva, entonces h(Y) es un subconjunto

denso de X*.

Demostracién. (1) Sea (yq) una red en Y que converge a y € Y.
Seguiremos denotando por (h(y4)) a una subred de (h(ys)) que converge
a un cierto z € X*. Supongamos que h(y) # z. En ese caso podemos
considerar dos entornos disjuntos V' y U de h(y) y x respectivamente.
Entonces existe una funcién f € A tal que (Tf)(y) # 0y coz(f) C V.
Por tanto, puesto que T f es una funcién continua en Y, existird un indice
do tal que
(Tf)(ya) #0 v h(ya) €U.

Ahora, por la definicién de suppT*y} , podemos considerar una funcién
g € A tal que

(Tg)(ya,) 0 y coz(g) C U.

En consecuencia,
coz(g) Neoz(f) =0

pero
(T 1) (Yao). (T9)(ya,) # 0,

lo cual es una contradiccién por ser T' una aplicaciéon separadora.

En definitiva, hemos probado que ninguna subred de (h(yq)) converge
a un punto distinto de h(y) en el compacto X*. En consecuencia, (h(y4))
converge a h(y).

(2) Supongamos que flynx = 0. Sitomamos un elementoy € h~'(U),
entonces existe una funciéon g € A tal que

coz(g) CU y (Tg)(y) #0.

Como coz(f) N coz(g) = 0, deducimos que

(TF)(y) =0

puesto que T es una aplicacién separadora.
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(3) Supongamos que y € coz(Tf) pero h(y) & clx+(coz(f)). Asi,
podemos encontrar un entorno U de h(y) tal que

flUnX = 0.

Por (2), (Tf)(y) = 0, lo cual es imposible ya que y € coz(T'f).
(4) Supongamos que A(Y) no es denso en X*. Entonces existe un
elemento ¢ € X* tal que

z & clx«(h(Y)).
Sea U y V entornos abiertos de z y clx»(h(Y')) respectivamente y tal que
ClX*(U) N CIX*(V) = m

Como Coo(X) C A, podemos tomar una funcion f € A, f # 0, tal que
coz(f) C UNX. Entonces fiynx =0y, por (2),

Tf|h—1(V) = 0.

Por tanto, como Y C h~!(V), resulta que la inclusién coz(f) C U implica
que Tf = 0 siendo f # 0. Esto contradice el hecho que la aplicacién T'
sea inyectiva y lineal. : O

En los resultados que siguen (concretamente en las Proposiciones
1.2.2, 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, y en el Teorema 1.4.1), consideramos en A y
B la topologia compacta abierta, salvo mencién expresa de la topologia
de la convergencia uniforme.

Proposicion 1.2.2 Sea T' : A — B una aplicacion separadora. Si
y € Y y, ademds, Ty es una aplicacion continua, entonces h(y) € X .

Demostracién. Supongamos que h(y) € X, es decir, h(y) = oo.
Puesto que A C Co(X), podemos considerar el siguiente entorno de h(y)
para cada f € A:

U,:={z € X :|f(z)] <1/n}
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y sea

K,:={ze X :|f(z)] >2/n}

para todo n € N. Segtn la definicién de Co(X), cada K, es un subcon-
junto compacto de X.

Como X es un espacio localmente compacto y K, es compacto, en-
tonces podemos encontrar una funcién ¢, € Coo(X) C 4, ¢, : X — R,

tal que
0<g, <1
gn|Un =

para todo n € N. Como consecuencia, tenemos que la sucesién (g, - f)
converge a f en la topologia de la convergencia uniforme dada por la
norma supremo ||-|| puesto que

1= (o DlI<

para todo n € N. Por tanto, dicha sucesiéon también converge a f en la
topologia compacta abierta de A.

Ademés, segtin la Proposicién 1.2.1 (2), resulta que

T(gn-f)(y)=0

para todo n € N debido a que (g, - f)u.nx = 0y a que el punto y
pertenece a h™'(U,).

Como T'y! es una aplicacién continua, la sucesién (T%y*(g, - f)) con-
verge a T'y*(f), pero acabamos de ver que T%y*(g, - f) = 0 para todo
n € N. Por tanto,

T*y'(f) = 0.

Este razonamiento es valido para toda funcion f € A, lo cual es imposible
porque, de acuerdo con la Nota 1.2.1, suponemos que para todo y € Y,
existe una funcién f con (T f)(y) # 0. a
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Nota 1.2.2 Es facil comprobar que la Proposicion que acabamos de pro-
bar es cierta si en A y B consideramos la topologia de la convergencia
uniforme.

Nota 1.2.3 (Funcién peso asociada a una aplicacién separadora).
A partir de una aplicacién separadora T : A — B, definiremos a
continuacién una aplicacién continua

x: A (X)CY —-K

del siguiente modo: dado y € h™'(X), sea U un entorno de A(y) relativa-
mente compacto en X, i.e., clx(U) es un compacto, y sea ey, cualquier
funcién en A tal que e,y =1 en U. Definamos

x(y) = T(ewu)(y)-

Por la Proposicién 1.2.1, es facil comprobar que la definicién de x no
depende de la funcién que toma el valor 1 en U, 1.e., si eéy’U) € Ayes
igual a 1 en U, entonces

T(ely,0)(¥) = T(eu)(y)-

Por otra parte, si V es otro entorno relativamente compacto en X de
h(y) y tomamos e, v), entonces

T(ewwy) = T(ew,v))

en h™(U N'V) segtin la Proposicién 1.2.1.

Por tanto, la funcidon x estd bien definida y, dado que, para todo
y € h7}(X), dicha funcién es igual a T(eyuy) en A~ (U), que es un
entorno de y, deducimos que x es una funcién continua.

1.3 Puntos de continuidad.

Definicién 1.3.1 Sea T' : A — B una aplicacion separadora. Deno-
taremos por Y. (puntos de continuidad de T') al subconjunto de Y for-
mado por todos los y € Y tales que T'y' es continua y, por Y; (puntos
de discontinuidad de T'), al complementario de Y, en Y .
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Proposicién 1.3.1 Sea y € h™'(X). Entonces la aplicacion Tyt :
A — K es continua, es decir, y € Y., si y solo st T'y' es una apli-
cacion composicién con peso. Concretamente:

T'(f) = x(y) - f(h(y))

para toda funcion f € A.

Demostracién. Supongamos que y € Y,. Demostraremos en primer
lugar que si f(h(y)) = 0, entonces (T'f)(y) = 0 para todo f € A. Asi,
puesto que f(h(y)) = 0y f es continua, podemos encontrar, para cada
n € N, entornos abiertos U, de h(y) tal que

sup{|f(z)| : z € cl(U,)} < —71;

Tomemos un entorno abierto V,, de h(y) relativamente compacto en X
tal que
cd(V,) C U,

para todo n € N. Consideremos una funcién g, € Coo(X) C A tal que

gn[cl(Vn) =1

g =0

fuera de U,. Claramente la sucesién (f - g,) converge a 0 en la topologia
compacta abierta, y ademas

f'gnEf

en V,, para cada n € N. Por tanto, por la Proposicién 1.2.1,

(Tf)y)=T(f g:)(v)

y, en consecuencia, como y € Y., (Tf)(y) = 0.
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Por otra parte, supongamos que f(h(y)) # 0. A continuacién defini-
mos la siguiente funcién:

g=f—f(h)) ewv),

donde e(,,v) es la funcién que hemos introducido en la Nota 1.2.3. Como
T es lineal y g(h(y)) = 0, tenemos que

(Tf)(y) = x() - f(h(y))

para todo f € A.

Reciprocamente, supongamos que T'y* es una aplicacién composicién
con peso. Sea (fy) una red en A que converge a f € A en la topologia
compacta abierta. Como T y*(f,) = x(y)- fo(h(y)) para todo indice a y
h(y) es un conjunto compacto de X, entonces la red (T?y*(f.)) converge

claramente a x(y) - f(h(y)) = T*y*(f). O

Nota 1.3.1 Es facil comprobar que la Proposicién que acabamos de pro-
bar es cierta si en A y B consideramos la topologia de la convergencia

uniforme.

Proposicion 1.3.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La aplicacion T'y' : A — K es continua para todo y € Y, es

decir, Y =Y,.
2. T es una aplicacion continua.

Ademds, si se cumple (1) o (2), y A= Co(X), entonces la aplicacion
T es continua si constderamos la topologia de la convergencia uniforme

en Ay B.

Demostracién. (1)—(2) Notemos en primer lugar que A(Y) C X
por la Proposicién 1.2.2. Consideremos ahora una red (f,) en A tal que
converge a f € A en la topologia compacta abierta. Dado cualquier
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subconjunto compacto K de Y, vamos a ver que la red (T'f,) converge a
Tfen K.

Sea ¢ > 0. Por la Proposicién 1.3.1 y como h(K) es un subconjunto
compacto de X, existe un indice o' tal que

sup{Ix(¥)| - [fa(h(y)) — F(R(y))] : y € K} < e

para todo a > ' porque la funcién y estd acotada en K. En consecuen-

sup{|(T'f)a(y) — (Tf)(y)|:y € K} <e

y esto completa la prueba de esta implicacién.

(2)— (1) Supongamos que T es continua. En ese caso, si (f,) es una
red en A que converge a f € A en la topologia compacta abierta, entonces
(T fs) converge a T'f en cada subconjunto compacto de Y, en particular
en cada punto de Y. En consecuencia, la red ((Tfa)(y)) = (T (fs))
converge a (T'f)(y) = T'y*(f) para caday € Y.

Finalmente, supongamos que la aplicacién T' cumple, por ejemplo, la
condicién (1) y que A = Co(X). Para obtener la continuidad de T" en la
topologia uniforme, es suficiente probar que la funcién x esta acotada en
h71(X). Sea la sucesién (y,) en A7}(X) tal que

Ix(yn)| > n.

Si existe un conjunto compacto K tal que contiene infinitos elementos de
la sucesion (h(yn)), entonces podemos encontrar una funcién e € Co(X)
con ex = 1 tal que

(T'e)(yn) = X(Yn)-

Esto contradice el hecho que Te esté acotada. Por otra parte, si no
existe un conjunto compacto K como el arriba citado, entonces existe
una subsucesién (h(y,)) de (h(y.)) convergente a co. Por tanto,

K = {(h(yn))men} U {0}
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es un conjunto compacto. Sea ¢ € C(K) tal que

o(h(ym)) = %

Entonces, por el Teorema de extensién de Tietze, existe f € Co(X) tal
que fix = . Asi,

[(Tf)(ym)l = IX(ym) - @(Alym))| > vV/m

lo cual es una contradiccion. 0

Proposicién 1.3.3 Los puntos de continuidad y de discontinuidad de
una aplicacion separadora T : A — B satisfacen las siguientes propie-

dades:
1. Y. es un subconjunto cerrado de Y.

2. h(Yy) es un subconjunto formado por puntos de acumulacidn de

X*.
3. h(Yy) Nint(K) es finito para todo subconjunto compacto K de X.

Demostracién. (1) Consideremos una red (y,) en Y. convergente a
y € Y. Por la Proposicién 1.3.1,

(TF)(ya) = x(¥a) - f(~(ya))

para todo indice e y toda funcién f € A. Supongamos en primer lugar
que h(y) € X. En este caso, como x, foh, y Tf son continuas, es
evidente que

(TF)(y) =x(y) - f(h(y))

para todo f € A; es decir, y € Y, por la Proposicion 1.3.1.

Por ltimo veamos que no es posible que h(y) = co. Si consideramos
que A = Cp(X), entonces la funcién peso y estd acotada en ¥, C A7(X)
segin queda probado en la demostracién de la Proposicién 1.3.2. Por
tanto, como la red (f(h(ys))) converge a 0 para cualquier f € Co(X),
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resulta que (T f)(y) = 0 para toda f € Co(X), lo cual contradice la Nota
1.2.1. Por otra parte, consideremos ahora que A # Co(X). Para cada
funcién f € Coo(X), existe & tal que (Tf)(ya) = Xx(¥o) - f(h(ya)) = 0
para a > o'. En consecuencia, (T f)(y) = 0 para toda f € Coo(X), lo
cual contradice la Nota 1.2.1. En resumen, el unico caso posible, si existe
una red en Y, convergente a un cierto y € Y, es que h(y) € X.

(2) Veamos que si h(y) € X es aislado en X para algin y € Y, en-
tonces T"%y! es continua, i.e., y € Y;. Dada una funcién f € A, definamos
la funcion

9= f(hy)) - ewu)

para cualquier compacto U de X. Como fin(y)} = 9|{n(y)}, tenemos que
(TH(y) = (Tg)(y) como se deduce facilmente de la Proposicién 1.2.1.
Por tanto,

T*'(f) = x(y) - f(h(y))
para todo f € A, lo cual implica que la aplicacién Ty’ es continua por
la Proposicion 1.3.1.

(3) Para probar que h(Y;) Nint(K) es finito para cada subconjunto
compacto K de X, supongamos que existe una sucesién (h(y,)) formada
por elementos distintos de int(K) tal que y, € Y; para todo n € N.
Como K es un espacio de Hausdorff, podemos asumir, tomando una
subsucesién si es necesario, que (U,) es una sucesién de subconjuntos
abiertos K disjuntos dos a dos tal que h(y,) € U, C K para todon € N.
Sea V}, un entorno cerrado de h(y,) con V,, C U,. Asi, existe una funcién
k., € Coo(X) C A tal que

0<k, <1

k”|vn =1
coz(k,) C Uy

para cada n € N.
Por otra parte, puesto que Ty es discontinua, existe una funcién
fn € A que cumple

sup{| fn(t)|: te K} <1
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| T, (fn) |=] (T fa)(yn) 1> n®
para todo n € N.
Definamos ahora la funcién

Puesto que k, =1 en V,, y h(yn) € V4., entonces tenemos que

| (Tga)(w) I= =+ | (Tf)(wa) [> .

En consecuencia, | (T'g,)(y») |> n para todo n € N.
Es facil ver que |lgnf] < % ya que k, = 0 en X\K. Por tanto,
podemos definir la funcién
9= gn
neN
Dado que
supp(g) € cl((J(supp(gn))) C K

deducimos que g € Cpo(X). Por otra parte, como los elementos de la
familia (U,) son disjuntos dos a dos y coz(g,) C U, para todo n € N,
entonces tenemos que

T9n|h—1 (Unm) =0

para n # m. En resumen,

| (Tg)(yn) |=| (T'9n)(yn) [> n

para todo n € N. Esto es una contradiccion porque T'g es una funcién
acotada. 0

1.4 Biyecciones separadoras.

Teorema 1.4.1 Sea T : A — B una biyeccion separadora. FEntonces
T es una aplicacién continua, su funcion soporte es inyectiva y T es una
aplicacion composicion con peso, i.e.,

(TF)() = x() - F(h(y))
para todo y € Y y todo f € A.
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Demeostraciéon. Como Y, UY; =Y, entonces
h(Y:) U h(Yy) = A(Y).
Como T es inyectiva,
cx«(h(Y)) = X~

segin la Proposicién 1.2.1. Por tanto, dado € X y un entorno U de
z relativamente compacto en X, tenemos, por la Proposicién 1.3.3, que
U N h(Yy) tiene una cantidad finita de elementos que son a su vez de
acumulacién en X*. En consecuencia, h(Y,) NU # 0, i.e.,

cx«(h(Y,)) = X",
Por otra parte,siy € Y. y f € A, entonces, por la Proposicién 1.3.1,

(TF)(y) =x(y) - f(h(y)).

Como T es sobreyectiva, es evidente que x(y)
(T f)(y) = 0 para algin f € A, entonces f(h(y))
si T fiv. = 0, entonces fiuy,) =0, pero h(Y,) C X
y clx+(h(Y.)) = X*, lo cual implica que

# 0 y, por tanto, si
= 0. En consecuencia,
(cf. Proposicién 1.2.2)

si Tfiyv. =0, entonces f=0.

Supongamos ahora que y € Y pero y ¢ Y.. Como Y, es un subcon-
junto cerrado de Y y T' es sobreyectiva, existe una funcién f € A no
idénticamente nula tal que

Tf|yC =0
(TH)y) = 1.

Este hecho contradice claramente el parrafo anterior. Por tanto, Y =Y,
y el resto de la prueba se obtiene a partir de la Proposicién 1.3.2.

Para probar la inyectividad de h, sean y y z dos elementos de Y.
Supongamos que h(y) = h(z). Como

(TH)(y) = x(y) - f(R(y))
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(T1)(z) = x(2) - £(1(2))
para todo f € A y la funcién x no se anula en su dominio, deducimos
que

MO

para todo f € A. Esto implica, teniendo en cuenta que T' es sobreyectiva,
que no podemos encontrar una funcién g € Coo(Y) C B tal que g(y) # 0
y g(2) = 0, lo cual es una contradiccién puesto que Coo(Y') separa los
puntos de Y. i

Teorema 1.4.2 Si ezxiste una biyeccion separadoraT : Co(X) — Co(Y'),
entonces los espacios X y Y son homeomorfos.

Demostracién. Por el Teorema 1.4.1 y las Proposiciones 1.2.1 y
1.2.2, tenemos que h(Y) C X, h es continua e inyectiva, y su rango
es denso en X. Por tanto, si asumimos que Y es compacto, entonces
h es un homeomorfismo biyectivo entre Y y X (cf. Teorema 3.1.13,

[25]). Si, por el contrario, Y no es compacto, consideremos la aplicacién
h* : Y* — X* definida del siguiente modo:

. { suppT'y* siyeY
h*(y) = { L
00 siy=o00
Si seguimos denotando por & la funcién soporte de 7', es obvio que

(") = h,

i.e., (h*)|y es continua. Ademads, por el Teorema 1.4.1, es obvio que A*
es inyectiva, pues h lo es. Por tanto, s6lo necesitamos probar que h* es
continua en oo.

Sea K un subconjunto compacto de X. Probaremos que

oo & cly«(hH(K)).

Supongamos lo contrario. En primer lugar, asumiremos que 0 ¢ cl(x(A))
siendo A := h™!(K). Podemos suponer que | x(y)| > 1 para todo y € A.
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Sea (ys) una red en A convergente a co. Como K es compacto, existe un
elemento z € K y una subred (h(y.)) que converge a z. Para cada f €
Co(X), tenemos que la red (f(h(ys))) converge a f(z) y que (T f)(ya))
converge a (T f)(o0) = 0, es decir, (x(ya) - f(R(ya))) converge a 0, segin
se deduce del Teorema 1.4.1. Por tanto, como |x(y)| > 1 para cada
y € A, se tiene que (f(h(ya))) converge a 0 para toda f € Co(X), lo
cual es una contradiccién porque existe una funcién f € Cp(X) tal que
f(z) £0.

Por otra parte, supongamos que 0 € ¢l(x(A)). Para cada n € N, sea
Y, un elemento de A tal que | x(y») |< L. Entonces la sucesién (x(yn))
converge a 0. Supongamos entonces que la sucesién (y,) no converge a
co. En ese caso existe un subconjunto compacto L en Y y una subred
(yo) de (yn) tal que (yo) C L. Como L es compacto, podemos asegurar
que existe yo € L y una subred (y,) de (yao) que converge a yo. Como
(yor) es una subred de (y,), deducimos que (x(ya)) converge a 0, i.e.,

X(y0) =0

y, en consecuencia, (T f)(yo) = 0 para toda f € Co(X), lo cual es una

contradiccién porque hemos asumido que Y5 = Y (cf. Nota 1.2.1). En

consecuencia, podemos considerar que la sucesién (y,) converge a co.
Definamos ahora el conjunto

W = {(yn)nen} U {o0}.

Es evidente que W es un subconjunto compacto de Y*. Podemos asumir
que la funcién peso y pertenece a C(W) con x(oo) = 0. Por el Teorema
de extensién de Tietze, existe una funcién ¥ € C(Y™*) tal que

‘IJ|W =X,

con lo que Uy € Co(Y'). Como la aplicacién T es sobreyectiva, podemos
encontrar una funcién g € Co(X) tal que

Tg = \/‘\D]yl.

24



Por el Teorema 1.4.1, podemos escribir

(T9)(yn) = x(yn) - g(h(yn))

para cada n € N. En consecuencia,

v
9(h(ya)) = =

Esto implica que la sucesién (g(h(y,)) no estd acotada, lo cual es una
contradiccién porque g € Co(Y).

En resumen, la funcién h* es continua en oo, i.e., h* un homeomor-
fismo sobreyectivo entre Y* y X*. Por tanto, y segin la definicién de h*,
h es también un homeomorfismo sobreyectivo entre Y y X. a

1.5 Aplicaciones a isometrias lineales.

Teorema 1.5.1 Sea T': Coo(X) — Coo(Y) una aplicacion separadora e
inyectiva. Entonces existe un subconjunto cerrado Y, de Y tal que X es
imagen continua de Y, a través de la funcion soporte h de T'. Ademds

(TF)(y) = x(y)- f(R(¥))

para todo y € Y, y todo f € Coo(X).

Demostracién. En primer lugar, resaltemos que Y, # ) porque en
caso contrario tendriamos que clx«(h(Yy)) = X* ya que la aplicacién T
es inyectiva. Este hecho contradice la Proposicion 1.3.3. Ademas Y, es
un subconjunto localmente compacto de Y puesto que Y. es cerrado.

Como en la prueba del Teorema 1.4.2, definimos la funcién A* :

Y — X* del siguiente modo:

. suppTtyt siy €Y,
h(y):{ poT*yt siy

00 sl y = 00
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Sélo nos resta probar que A* es continua en co. Por tanto debemos
probar que si K es un subconjunto compacto de X, entonces

oo & clys(h™'(K)).

Supongamos lo contrario. Sea A := A7}(K). Si asumimos que 0 ¢
cl(x(A)), entonces se puede probar que co & cly«(h™'(K)) de forma
analoga a la demostracion del Teorema 1.4.2.

Por otra parte, supongamos que 0 € cl(x(A)). Para cada n € N,
sea y, un elemento de A tal que | x(y.) |< 1/n. Por tanto, la sucesién
(x(yn)) converge a 0. Como en la prueba del Teorema 1.4.2, podemos
asumir que (y,) converge a co.

Dado que (h(y,)) C K, hay una subred (h(y,)) de (h(y,)) y z € K tal
que (h(y,)) converge a z. Sea V un entorno compacto de z en X. Existe
un indice ag tal que h(yq) € int(V) para todo a > ag. Si consideramos
una funcién f € Coo(X) tal que fijy =1, entonces

(TH)(Ya) = X(a) - f(A(ya)) # 0

para todo o > ap. Como (y,) converge a oo, la funcién T'f no tiene
soporte compacto, lo cual es contradictorio.

En definitiva, A* : Y — X* es una funcién continua entre espacios
compactos y, como en la prueba del Teorema 1.4.1, sabemos que A*(Y*)
es denso en X*. Por tanto h* es sobreyectiva y, por la definicion de h*,
h también lo es. a

Corolario 1.5.1 Con la mismas hipdtesis que el Teorema 1.5.1, st el
rango de T separa los puntos de Y, entonces Y. y X son homeomorfos.

Demostracién. Es inmediato comprobar que h es inyectiva de forma
anéloga al Teorema 1.4.1. El resto de la prueba se deduce inmediata-
mente del Teorema 1.5.1. O

W. Holsztyniski probd, en [40], la siguiente generalizacién del Teo-
rema de Banach-Stone: Sean X and Y dos espacios compactos. Sea
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T : C(X) — C(Y) una isometria lineal (no necesariamente sobreyec-
tiva). Entonces existe un subconjunto cerrado ! de Y, una funcién h
continua y sobreyectiva definida entre 0 y X y una funcién w € C(Y)
tal que

(Tf)y) =w(y) - f(R(y))

para todo y €  y todo f € C(X).

El resto del capitulo estd dedicado a probar una generalizaciéon del
resultado de Holsztynski en el contexto de los espacios localmente com-
pactos y de las funciones con soporte compacto. Las pruebas estan
basadas en el concepto de aplicacién separadora; concretamente, se de-
muestra que toda isometria lineal es una aplicacién separadora.

Proposicién 1.5.1 Sea K : Coo(X) — Coo(Y) una isometria lineal.
Entonces existe un subconjunto cerrado ) de Y tal que la aplicacion
T = po K es una isometria separadora, siendo p : Coo(Y) — Coo(2) la
aplicacion definida como p(f) := fia.

Demostracién. Para todo z € X, sea
Co = {f € Coo(X) :|| f [I=1£(2)[}-
Para todo f € Cgo(X), sea
L(f) ={y e Y| Kf [l= (K f)(¥)}-
Finalmente, para todo z € X, sea
I =0{L(f): f € Cs}.

A continuacién probaremos que I, es un subconjunto compacto no
vacio de Y para cada z € X. Para cada f € Cyo(X) se tiene que K f
tiene soporte compacto en Y. Por tanto, es suficiente, para probar que
el conjunto I, es distinto de vacio, demostrar la siguiente implicacién: Si
fi, f2, .-+, fn pertenecen a C, entonces

L(fi)N...0L(f.) # 0.
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Sabemos que || fi ||= |fi(z)| para ¢ = 1,2,...,n. Asumiremos, sin
pérdida de generalidad, que || f; ||= 1 para ¢ = 1,2,...,n. Definimos
f € Coo(X) como

f=@) A+ +(falz) fu

siendo (fi(z)) el conjugado de fi(x). Es inmediato verificar que |f(z)| =
n, y por tanto, || f ||=n. Asi,

| Kf |=mn

y existe y € Y tal que

n=|(Kf)y)|=I|(filz))  (KfH)y)+ ...+ (fal2)) - (K fo)(¥)]-

Dado que || (fi(z)) - (K fi) ||[€ 1 parai=1,2,...,n, deducimos que

| (Kfi)(y) =1

para ¢t =1,2,...,n. En definitiva,

y € L(fi)N...0 L(f,).

A continuacién probaremos que si z # z’, entonces I, N I, = 0.
Supodngase que existe y € I, N I,» y sea f € C, tal que

I f = 1f(=)l =1

' & supp(f).

Podemos asumir, multiplicando por una constante de moédulo 1 si es
necesario, que (K f)(y) = 1. De forma anéloga, existe una funcién ¢ €
C,r tal que

I g1=lg(z")] =1

(Tg)(y) =1

9lsupp(f) = 0.
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Entonces || f + g ||=1 y, en consecuencia,

2=|(Kf)y)+ (Kg)y) <l K(f+9g) l]=1

lo cual es una contradiccién.
Veamos ahora que

si f € Co(X) y f(z') =0, entonces (Kf)(y)=0 (1.1)

para todo y € I,. Supéngase que y € Iy (Kf)(y) # 0. Podemos
asumir que || f ||= 1. Entonces (K f)(y) = o < 1. Definimos el subcon-
junto U de X del siguiente modo:

U:i={z € X :|f(z)| > a/2}.
Sea una funcién g € Cgo(X) tal que

1=| gl=lg(z")|
g|U =0

(Kg)(y) = 1.
Es inmediato comprobar que || f + ¢ ||< 1 + /2, pero

1+a=(Kf)(y)+ (Kg)y) <| K(f+9) -

lo cual contradice el hecho que K sea una isometria.
Definamos ahora el conjunto

Q:=cy((J{L:z € X})

y también la aplicacién T = p o K. Para concluir probaremos que 7' es
una aplicacién separadora definida entre Coo(X) y Coo(£2).

Supongamos que existen dos funciones f, g € Coo(X) tal que f-g =0
yuny € Qcon (Tf)(y')=a>0y (Tg)(y')=>b> 0. Sean

P:={yeQ:(Tfly) > a/2}
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Vi={yeQ:(Tg)(y) > b/2}.

Definamos el conjunto W := PNV. Como W es un entorno de ', existe
uny € NIy : 2z € X}INW. Seay € I,NW. Dado que coz(f)Ncoz(g) = 0,
se tiene que f(z) = 0 o g(z) = 0. Sin embargo, como y € W, resulta
que (Tf)(y) > a/2y (Tg)(y) > b/2. Esto contradice la implicacién 1.1
y demuestra que la aplicacion T' es separadora. O

Teorema 1.5.2 Si T es una isometria lineal entre Coo(X) y Coo(Y),
entonces existe un subconjunto cerrado Q CY y una funcion h: Q — X
continua y sobreyectiva tal que

(T ) =x() - f(h(y))
para todo y € ) y todo [ € Coo(X).

Demostracién. Esta prueba es consecuencia inmediata de la Proposicion
1.5.1 y del Teorema 1.5.1. O

1.6 Ejemplos.

Para terminar este capitulo, se incluyen dos ejemplos, originales de E.
Beckenstein y L. Narici, que demuestran que el Teorema 1.4.1 no es cierto
para aplicaciones separadoras inyectivas o sobreyectivas.

Ejemplo 1. Aplicacidon separadora sobreyectiva y discontinua.

Consideremos el siguiente subconjunto compacto de R:
1
X :={0}u{=:n €N}
n

Definimos D := {D C X : (X \ D) es finito}. Es ficil comprobar
que D es un filtro. Sea £ un ultrafiltro que contenga a D.
Sea 7 : X — R una aplicacién definida como

i(z) =z z € X.
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Consideremos C(X) dotado de la topologia uniforme. A continuacién
definamos el siguiente subconjunto de C(X):

M:={feCX):f-xg=c-1-xE para un cierto E€ €&, ce€ K}.

Veamos que M es un subespacio vectorial de C'(X) y para ello considere-
mos dos elementos f , g € M. Entonces existen dos conjuntos E, F € £
y dos escalares ¢,d € K tales que

f-xe=c-1-XE

g-xFp=d-1-xr
y como FENF € &, resulta que

(f+9)'XEnF=(C+d)'i'XEnF,

de lo cual se deduce que la funcién f + g es un elemento de M.
Sea L cualquier complemento algebraico de M en C(X), i.e.,

C(X)=M®aL

Sin pérdida de generalidad, podemos elegir el complemento algebraico
L de forma que la funcién (1 — ¢) pertenezca a £ ya que ¢ € M y
1=14(1—2).

Por otra parte, sea Y un espacio formado por un dnico elemento, i.e.,
Y := {y}. Es bien conocido que se pueden identificar los espacios C(Y)
y K.

Con todos estos datos podemos definir una aplicacion lineal T' entre
C(X) y C(Y) de forma que si tenemos un escalar ¢ € K, un conjunto
E € &, una funcién m € M y otra funcién [ € £ tal que

f=m+1

mXEZCZXE’

entonces T'f :=¢
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Veamos, en un principio, que T' estd bien definida. Sea m € M,
a,be K,y D, E € £ de forma que

m:XD=a-1'XD

m-xg=b-1-xg.

Necesitamos probar que a = b. Cualquier conjunto F' € £ tiene infinitos
elementos, pues en caso contrario,

(X\F)eDcC¢&

y entonces

(X\F)NF=0€c€&

lo que contradice el hecho de que £ es un filtro. Por tanto, DNE € £
serd un conjunto infinito. Podemos tomar entonces un z € DN E \ {0},
y tendremos

m(z) = m - xp(z) = a-i(z) - xp(e) = a-

m(z)=m-xe(z)=b-i(z) xg(z) =02

de lo cual se deduce que a = b pues z # 0.

Veamos a continuacion que T' es una aplicacion separadora. Sean dos
funciones f, g € C'(X) con cozeros disjuntos. Denotaremos dichos cozeros
por D :=coz(f) y E := coz(g). Distinguimos dos casos:

e Supongamos que D ¢ £. Entonces X \ D € £. En caso contrario,
todo elemento F' de £ tiene interseccién no vacia con X \ D, ya que
si FN(X \ D) =0, entonces F C D, con lo que D € £. Por tanto,
como X \ D € &, resulta que el conjunto € :=EU (X \ D) es una
base de filtro, lo cual contradice la maximalidad del ultrafiltro £.
Entonces

m-x@x\p) =0=0-2-xcx\p)

siendo f = m + [ como mas arriba. En definitiva T'f = 0 y, por
tanto, la aplicacién T' es separadora.
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e SiDeé&, entonces, E ¢ £ pues DN E = (). Procediendo como en
el caso anterior, resulta que T'g = 0.

Probaremos a continuacién que la aplicacion T no es continua. Su-
pongamos lo contrario. En ese caso, por la Proposicién 1.3.1, podemos
escribir T' como una aplicacién composicién con peso, i.e.,

(Tf)(y) = x(y) - f(R(y)) f e CX).

Es obvio, por la forma en que se define la funcién peso x en la nota 1.2.3,
que en este caso x = T'l. Ademas, como hemos asumido que la funcién
1 —i estd en L, resulta que T'(1 —¢) = 0. Entonces

Tl =T:=1.

En definitiva,

es decir,

Por otra parte, probaremos que h(y) = 0. En efecto, si suponemos que
h(y) # 0, entonces, para todo entorno abierto V de h(y) en X, existe
una funcién f € C(X) tal que

coz(f) CV y (Tf)(y) #0.

Teniendo en cuenta como se ha definido la aplicaciéon T' y que h(y) #
0, podemos tomar un entorno abierto V de h(y) en X que sea finito.
Entonces

X\VeDcC¢

luego
Fxewy =07 xc\vy,

es decir, (T f)(y) = 0. Esta contradiccién prueba que la aplicacién no es
continua.
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Por dltimo, notemos que la funcién soporte A : ¥ — X de T es
inyectiva pues Y consta de un unico elemento y que T' es una aplicacién
sobreyectiva.

Ejemplo 2. Aplicacién separadora inyectiva y discontinua.
Si X :=10,1] , sea j € C(X), la aplicacién definida como
z(z)=1—=z z e X.

Sea & un ultrafiltro en [0,1] que contenga el filtro de los entornos
reducidos del punto 1. Sea M el siguiente subespacio de C'(X):

M:={feC(X):f-xe=c-j-xg para un cierto E € £ y c € K}.

Al igual que en el ejemplo anterior, se demuestra que M es un subespa-
cio vectorial de C'(X). Por tanto podemos considerar un complemento
algebraico £ de M en C(X).

Con todos estos datos podemos definir una aplicacién lineal 7" entre
C(X) y K de forma que si tenemos un escalar ¢ € K, un conjunto £ € &,
una funcién m € M y otra funcién [ € L tal que

f=m+l

m-XE=C" ] XE,
entonces T'(f) :=c.

Veamos primero que la aplicaciéon 7" estd bien definida. Supongamos
que existen dos elementos D y E del ultrafiltro £ de forma que DN E =
{1}. En este caso, {1} € £ y tomado cualquier entorno reducido V' del
punto 1, obtenemos

Vn{l} =0eé&,

lo cual es imposible. En consecuencia, si tenemos las igualdades
™m-Xp=a-J-XD
m - XE _— b -j . XE
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siendo m € M, a,b € K, y D,E € £, entonces podemos escoger un
punto z € (DN E) \ {1} tal que

m(z) = a- j(a)

m(z) = b- j(z).

Como z # 1, entonces j(z) # 0 y, por tanto, ¢ = b. En definitiva, la
aplicacion 7" esta bien definida.

Por otra parte, y de forma similar al ejemplo anterior, se puede de-
mostrar, debido a la maximalidad del ultrafiltro £, que T’ es una apli-
cacién separadora. También se demuestra, con un razonamiento analogo,
que T” es discontinua.

Definamos a continuacién el espacio Y := [0,1] U {2} y una aplicacién

lineal T': C(X) — C(Y') del siguiente modo:

= { G0 sl

Es inmediato comprobar que T es una aplicacién separadora ya que
T’ también lo es. Ademés, como la aplicacién T%2! = T’ es discontinua,
resulta que T es también discontinua por la Proposicién 1.3.1.

Por tltimo, sea una funcién f € C(X) tal que Tf = 0. Entonces
f = 0y, en consecuencia, la aplicaciéon T es inyectiva.
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Capitulo 2

Aplicaciones separadoras
entre espacios de funciones
integrables.

2.1 Introduccién.

En este capitulo introduciremos y estudiaremos el concepto de aplicacién
separadora en el contexto de las funciones absolutamente integrables res-
pecto a la medida de Haar: una aplicacién lineal T : L*(G,) — LY(G2)
(Gy y G4 serén grupos localmente compactos y Abelianos en todo el
capitulo 3) es separadora si dadas dos funciones f,g € L*(G;), tal que
fxg=0,setieneque T'f*xTg=0.

Segiin se explica en la introduccidn, nuestra definicién generaliza
el concepto usual de homomorfismo de algebras. Recordemos que T :
LY(Gy) — L*(G5) es un homomorfismo de 4lgebras si

T(f+g)=Tf*Tg fr9 € L'(Gh).

Nuestro objetivo es extender algunos resultados clasicos de homomor-
fismos que enumeraremos en la secciéon 2.2. Dichos resultados han sido
ya generalizados en varias direcciones. Por ejemplo, se han obtenido re-
sultados anédlogos para grupos localmente compactos no necesariamente
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Abelianos o para homomorfismo de algebras cuya norma es menor que
v/2. Nuestra generalizacién va pues en direccién distinta a las anterio-
res y proporcionard pruebas alternativas a los resultados clasicos de la
seccién 2.2.

En la seccién 2.3 estudiaremos las propiedades elementales de las apli-
caciones separadoras. En la seccién 2.4 enunciamos los resultados prin-
cipales de este capitulo. Concretamente probaremos que una biyeccién
separadora T' : L1(G,) — L'(G,) es siempre continua e induce un home-
omorfismo entre los grupos duales de Gy y G2, o lo que es lo mismo, entre
los espacios de los ideales maximales de L'(G4) y L'(Gs). Estos resul-
tados nos permitiran obtener la siguiente caracterizacién de las biyec-
ciones separadoras: T : L'(G1) — L*(G,) es biyectiva y separadora
si y sblo si se puede escribir como la composicién de un isomorfismo
de algebras Ty : L'(G1) — L'(G;) y una aplicacién lineal y continua
Ty : L*(G2) — L'(G>) que conmuta con todas las translaciones.

En la seccién 2.5 probaremos tres corolarios de los teoremas de la
seccién anterior. Asi, demostraremos que toda biyeccién separadora entre
L'(G,) y L*(G,) tiene una tdnica extensién a una biyeccién separadora
entre los espacios de medidas M(G1) y M(G;). También estudiaremos
qué condiciones adicionales debe satisfacer T" para asegurar que los grupos
G y G, sean topoldgicamente isomorfos.
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2.2 Definiciones y resultados clasicos.

Sea (G un grupo topolégico localmente compacto y Abeliano con respecto
a la operacién binaria +.

Diremos que una funcién compleja « definida sobre G es un caracter
de G si |y(z)| = 1 para todo elemento z € G y ademds

v(z +y) =7(z) v(y)

para cualquier par z,y € G. El conjunto I' de todos los caracteres con-
tinuos de G es un grupo Abeliano respecto a la operacién binaria

(11 +72)(z) = n(z) - () (z€G; 7m,mel)

y se denomina grupo dual de G.

Sea L'(G) el espacio de todas las funciones definidas sobre G que
toman valores complejos y que son absolutamente integrables con res-
pecto a m, la medida de Haar sobre G. Sabemos que L!(G) es un dlgebra
de Banach conmutativa si consideramos el producto de convolucién, es
decir,

(f*9)(z /f:v—y (y)dm(y)

para todo f,g € L'(G@) y la norma

Il = [ 1 £(2) | dm(a)

para todo f € L!(G).
Por otra parte, dado un cardcter v € I' y una funcién f € L'(G),
definiremos

)= [ F@) - A(—)dm(a)

Es inmediato comprobar que la aplicacion f — f (v) es un homomor-
fismo de L'(G) en C. Reciprocamente, se puede probar que todo ho-
momorfismo de L'(G) es de esa forma y que distintos caracteres de T
inducen homomorfismos distintos. Asi pues, podemos identificar I' con
el espacio de los ideales maximales de L!(G). Si dotamos al grupo T’
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con la topologia de Gelfand, es decir, con la topologia débil inducida por
las funciones del tipo f , entonces I' es un grupo topoldgico localmente
compacto y Abeliano.

La funcién f definida, como acabamos de ver, sobre I' se denomina
transformada de Fourier de f € L'(G) y es en realidad la transformada
de Gelfand de f. Escribiremos A(I') para denotar el conjunto de las
transformadas de Fourier del grupo G; concretamente

AD) :={f : feL{(Q)}.
Este conjunto tiene algunas propiedades que cabe resaltar:
1. A(T) es una subélgebra de Co(I').

2. A(T') separa los puntos de I': dados v,v" € T, existe una funcién
f € A(T') tal que f(7) #0y f(v') = 0.

3. A(T') es densa en Co(I') si se considera la norma supremo |-|.
En el transcurso de este capitulo consideraremos A(I') dotado de
la topologia de la convergencia uniforme inducida por la norma
supremo.

4. La transformada de Fourier de (fxg)es (f - g).

5. La transformada de Fourier (o de Gelfand), considerada como una
il <
|fll;- Ademés, por ser L'(G) un éalgebra de Banach semisimple,

aplicacién entre L*(G) y Co(T'), es continua. Concretamente,

dicha aplicacién es inyectiva.

Escribiremos M (G) para denotar el algebra de Banach (con respecto
al producto de convolucién) de todas las medidas complejas, regulares
y acotadas definidas sobre G. Ademaés, a diferencia de L'(G), M(G) es
un algebra con unidad: Dado un elemento z € G, escribiremos 6, para
denotar la medida de Dirac de z, es decir, dado un subconjunto FE de G,
6:(F)=1siz € Eyb,(FE)=0siz¢ E. Es inmediato comprobar que
8o es la unidad de M(G).
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Si u € M(G), denotaremos por i la transformada de Fourier-Stieltjes
de p. Es decir,

i) i= [ A(~2)du(z)

Denotaremos por B(I') el conjunto de las transformadas de Fourier-
Stieltjes de G. B(T') es un subconjunto de C*(T'). El siguiente teorema
caracteriza los elementos de B(I').

Teorema 2.2.1 Sea 0 una funcion definida sobre I' que toma valores
complejos. Las siguiente afirmaciones son equivalentes:

1. 0 € B(T') y ||19)| < A, donde A es una constante.

2. 0 es una funcion continua, y
| D¢ 0(7) IS A 0]l
=1

para cada polinomio trigonométrico ¢ definido sobre G y que tiene
la siguiente forma:

o)=Y me) (€, weD)

El siguiente resultado también caracteriza los elementos de B(I'):

Teorema 2.2.2 Sea 6 une funcion definida sobre I' que toma valores
complejos y tal que 0 - f € B(T') para toda funcion f € A(T"). Entonces
6 € B(I).

Cada funcién f € L'(G) genera una medida s € M(G), definida
como

wi(E) = [ f@)du(),

y que es absolutamente continua con respecto a la medida de Haar de
(G. Reciprocamente, el Teorema de Radon-Nikodym demuestra que toda
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medida g € M(G) absolutamente continua es del tipo ps para alguna
funcién f € L'(G). Ademds hay una correspondencia biyectiva entre
LY(G) y las medidas absolutamente continuas en M(G). En resumen,
podemos considerar L!(G) como una subélgebra de M(G).

Los siguientes Lemas son resultados técnicos sobre la existencia de
funciones localmente constantes en A(T') y que utilizaremos posterior-
mente.

Lema 2.2.1 Si V es un subconjunto abierto de I' que contiene un con-
junto compacto C, entonces existe una funcién f € L*(G) tal que

f|C =1 y fl(P\V) = 0.

Lema 2.2.2 Supongamos que f € L*(G), v € T, f(*/o) =0,V es un
entorno del punto vy, y € > 0. Entonces eziste una funcién g € L(G)
tal que

1. |lglh < 2.

2. § toma el valor 1 en un entorno de vy y el valor 0 en T\ V.
3. |Ifxglh <e

Lema 2.2.3 Supongamos que C un subconjunto compacto de I' y e > 0.
Entonces existe una funcion g € L'(G) tal que § toma el valor 1 en C,
su soporte es compacto y ||g|l1 < 1+ €.

A continuacién resumimos algunos resultados clasicos en el contexto
de las aplicaciones lineales y homomorfismos entre espacios del tipo L!(G)
y M(G). Consideraremos, en lo que resta de capitulo, que Gy y Gj
son dos grupos Abelianos localmente compactos y que I'y y I'; son sus
respectivos grupos duales.

Definicién 2.2.1 Sea T : L*(G1) — L(G,) una aplicacion lineal.
Definimos la aplicacién T : A(T1) — A(L') como Tf :=Tf para toda
funcién f € L}Y(Gy).
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Por la propiedades de la transformada de Fourier (o de Gelfand), con-
siderada como una aplicacién entre L'(G) y Co(T), es inmediato com-
probar que la aplicacién T' es separadora (resp. inyectiva o sobreyectiva)
si y sélo si T' es separadora (resp. inyectiva o sobreyectiva).

Teorema 2.2.3 Supongamos que T : L}(G) — LY(G) es una apli-
cacion lineal y continua que conmuta con todas las translaciones, i.e.,

Tor,=71,0T

donde 7,(f)(z) = f(z—a) para toda f € L*(G) y todo z,a € G. Entonces
eriste una funcion 0 definida sobre I tal que

(TH =6fty)  (feL'(G), veD). (2.1)

Reciprocamente, si la aplicacion T cumple la igualdad 2.1, entonces
Tor,=71,0T para todoa € G.

Corolario 2.2.1 Supongamos que T : L*(G) — LY(G) es una apli-
cacion lineal y continua que conmuta con todas las translaciones. FEn-
tonces existe una medide p € M(G) de forma que

Tf=fxu  (f€L(@).

Teorema 2.2.4 SeaT : L'(Gy) — M(G3) un homomorfismo de dlgebras.
Entonces

1. Tf = fo h, f € L}(Gy), donde h es una aplicacion afin a trozos
entre un cierto subgrupo de I'y y T'y.

2. T(LYGy)) C LY (Gs) si y sdlo si h™1(C) es compacto para cada
subconjunto compacto C de T'y.

Teorema 2.2.5 Si T : M(G1) — M(G,) un isomorfismo de dlgebras
sobreyectivo, entonces T(LY(G,)) = L} Gy).

Reciprocamente, cada isomorfismo de dlgebras sobreyectivo entre L*(G1)
y LY(Gs) tiene una unica extension a un isomorfismo sobreyectivo entre
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Teorema 2.2.6 Sea T : L'(G1) — L*(G2) un isomorfismo de dlgebras
sobreyectivo. Si ||T|| < v/2 o si I'y es un espacio conexo, entonces los
grupos Gy y Gy son topoldgicamente isomorfos y existe una constante
positiva k y un caracter v € 'y tal que

(TH) =k- (1)) - f(h(y))  (f € L'(G1),y € Ga),

donde h es el isomorfismo topolégico.

Todos los resultados que acabamos de enunciar pueden encontrarse

en [38], [39], [47] y [55].

2.3 Resultados preliminares.

En el resto del capitulo y salvo mencion expresa, consideraremos que
T : LYG1) — L*G,) es una aplicacién separadora. Ademds, T :
A(T;) — A(T;) denotard la aplicacién separadora asociada a T' (cf.
Definicién 2.2.1).

Sea J := {f € L}G4) : f € Coo(T1)}. Por 33.13 de [39], J es un
ideal denso en L'(G;). Este ideal nos permite introducir el siguiente
subconjunto del grupo dual T'; de Gy

T :={y €Ty :existe f € J con (T'f)(7) # 0}.
Sea v € I'y. Definimos T%4* : A(T) — C del siguiente modo:
T (f) = (Tf)(7)

para todo f € A(T).
Diremos que un subconjunto abierto V de I'; es un anulador de Ty
si para todo f € A(T';) con coz(f) C V, se cumple que T*v*(f) = 0.

El siguiente Lema es una adaptacién para A(I'1) de un resultado
cldsico sobre la existencia de particiones de la unidad.
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Lema 2.3.1 Sea K un subconjunto compacto de I'y. Sea {V1,Va,..., V. }
un cubrimiento abierto de K. Entonces ezisten {f1, fa,..., fn} C L*(G1)
tal que

k0

Zﬁzl en K

1=1

y coz(fi) CV; para todoi=1,...,n.

Demostracién. Dado ¢ € K, sea U(({) un entorno compacto de (
tal que U(¢{) C V; para algin i =1,...,n. Como K es compacto, existen

{Ch"-aCm} C K tal que
K e JU).

A continuacién definamos

K :=JU() : UG) W)

para todo ¢ = 1,...,n. Como cada K; es compacto, existe g; € L'(Gy)
tal que §; = 1 en K; y coz(g;) C Vi (cf. Lema 2.2.1). Por el mismo
motivo, existe g € L*(Gy) tal que § =1 en K. Definamos las siguientes
funciones:

frrr =G —01)(G—G2)---(§ — Gn—2

)An—-l;
Jao=A(3—91)(§ —g2)---(§ — Gn-1)gn-
Es inmediato comprobar que coz(f;) C coz(§;) C Vi para todo 1 =

1,...,n. Ademas, si fijamos ( € K, entonces

AQO+ £ = a0+ 1 - ()5
1= (1= () + (1= 31())3(C)
= 1—(1—a(0))1 - ().
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Procediendo por induccion obtenemos

AO+ RO+ + £ (O =11 = 3())1 = 5(0)- - (1 §a(0)-

Como ¢ € K C Ui, U((;), existe un subindice 7 tal que ¢ € K;,. En
consecuencia, §io(¢) = 17 £i(C) + fo(Q) + .-+ Ful0) = 1. 0

Proposicién 2.3.1 SiT' # 0, entonces el conjunto
suppTiyt : =T \U(V C Ty :V es un anulador de T*Y')
contiene un unico elemento para cada y € T'.
Demostracién. Supongamos que suppl®y® es vacio. Entonces
I'y = U(V C Ty :V es un anulador de T'y).
Si consideramos f € J, entonces

cl(coz(f)) C LH{V C Iy :V es un anulador de T*}.

A

Como cl(coz(f)) es un compacto, existen Vi, V;,...V, conjuntos anu-
ladores de T?4* tal que

A

cl(coz(f)) CVLU...UV,.

Por lo demostrado en el Lema anterior, existen {f1, fa,..., fu} C LY(G1)
tal que

Como coz(fz- . f) C V; , entonces T(ﬁ . f)(fy) =0 parai=1,...,n. Asi,
(Tf)(fy) = 0 para todo f € J, pero esto es imposible ya que v € T.
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Por otra parte, supongamos que existen dos elementos (; y {, de
suppT*~t. Sean Uy V dos entornos disjuntos de {; y (; respectivamente.
Entonces existen f,g € L'(G) tal que

(TH(y) - (T9)(7) # 0

con coz( f ) C Uy coz(g) CV,lo cual contradice la propiedad separadora
de T'. O

El resultado que acabamos de probar nos permite definir la funcién
soporte de una aplicacién separadora:

Definicién 2.3.1 Dada una aplicacidn separadoraT', definimos su funcidn
soporte h : T' — I'y del siguiente modo:

h(v) = suppT*y".
Proposiciéon 2.3.2 La funcion soporte h de T es continua.

Demostracién. Sea (vy,4) una red en I' que converge a v € T.
Como I'; es un espacio localmente compacto, podemos considerar la com-
pactacién de Alexandroff, I';, - de I';. Seguimos denotando por (h(v4)) a
una subred de (h(4)) que converge a ¢ € I';. Supongamos que h(y) # (.
Sean V' y U dos entornos disjuntos de h(7y) y ( respectivamente. Entonces
existe una funcién f € L(G;) tal que

(Tf)(y) £ 0

y coz(f) C V. Por tanto, puesto que (1'f) es una funcién continua en T,
existird un subindice dp tal que

(Tf)('ydo) # 0

y h(7a,) € U. Ahora podemos considerar una funcién g € L'(G,) tal que

(T§)(74) # 0
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y coz(g) C U. En consecuencia,
coz(§) N coz(f) = 0

pero
(TF)(va0) - (1) (vao) # O,
lo cual es una contradiccién. En definitiva, hemos probado que ninguna

subred de (h(v4)) converge a un punto distinto de A(y). En consecuencia,
(h(y4)) converge a h(7). 0

Proposicién 2.3.3 Dado cualquier subconjunto abierto U de I'y y cual-
quier f € LY(G,), se tiene que:

1. S f|U = 0, entonces (TfA)!h—l(U) = 0.
2. h(coz(Tf)NT) C cl(coz(f)).

3. St T es inyectiva, entonces h(I') es denso I'y y T' es distinto de

VaCt0.

Demostracién. (1) Supongamos que f|U = 0. Si tomamos v €
h=Y(U), entonces existe g € L'(Gy) tal que coz(§) C U y

(T9)(+) # 0.
Como coz(f) N coz(§) = §, deducimos que
(Tf)(7) =o.

(2) Supongamos que 7 € coz(T'f) pero h(y) ¢ cl(coz(f)). Asi, pode-
mos encontrar un entorno U de h(7y) tal que

flU = 0.

Por (1), (Tf)('y) = 0, lo cual es imposible.
(3) Supongamos que A(I') no es denso en I';. Entonces existe { € I'y
tal que

¢ & cl(h(I)).
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Sea U y V entornos abiertos de { y ¢l(h(I')) respectivamente y tal que
dU)Nel(V) = 0.
Si tomamos f € L'(G}) tal que coz(f) C U, entonces f]V =0y, por (1),
(THp-1vy = 0.

Por tanto, como I' C h~1(V), coz(f) C U implica que (Tf),p = 0 para
cualquier f € L'(Gy).
Por el Lema 2.2.3, existe una funcién g € J, g Z 0, tal que coz(g) C U.
Asi, )
(Tﬁ)lp =0.

Por la definicién de I, se sigue que Tg} = 0, lo cual es una contradiccién
porque T es inyectiva y lineal. |

Proposicion 2.3.4 Si la aplicacion separadora T es sobreyectiva, en-
tonces la funcion soporte h : I' — T’y tiene una extension continua

h*: Ty — I'7.
Demostracion. Definimos ~* : I'; — I'f tal que

h(y) siyeTl

h*(v):{oo siy el \T

Por la definicién de I, es evidente que I' es un subconjunto abierto
de I'y, de forma que h* es continua en cada punto de I'.

Por otra parte, si 79 € I'; \ ' y existe un entorno V of v, tal que
V c Ty, \ T, entonces h* es continua en 7o. Por tanto, podemos asumir
que v € I'; \ T' y que existe una red (v4) en I' convergente a vy tal que
(h(va)) converge a (o € I';. Por el Lema 2.2.3, existe una funcién f € J
tal que f = 1 en un entorno U de (p.

Por otra parte, puesto que T es sobreyectivay A(I's) es una subalgebra
de Cp(T'z) que separa puntos, podemos considerar § € A(T';) tal que
(T'9)(70) # 0. Por tanto



A ~

ylared (T(g — f - §)(7a)) converge a
T(!f/ -/ 9)(v0) = (Tfl)(’}’o) - T(f -4)(%) = (Tﬁ)(’)’o) #0

porque (f*g) € J y v € I'. En consecuencia, existe un subindice dy tal
que

TG~ 7F9)(va) #0
para todo d > dp. Esto implica, por la Proposicién 2.3.3 (2), que

h(va) € cl(coz(§ — f - §))

para todo d > dy. Tenemos, por tanto, una contradiccién puesto que
(G-f-9=0

en un entorno abierto de 4p. 0O

Nota 2.3.1 (Funcién peso asociada a una aplicacién separadora).
Definamos una aplicaciéon continua

x:I'=K

del siguiente modo: dado v € I', sea U un entorno relativamente com-
pacto de h(7y) y sea e(,,y cualquier funcién en L'(G1) tal que é,yy = 1 en
U. Estas funciones existen por el Lema 2.2.1. Definamos a continuacion
la siguiente funcién

x(7) = T(€x0)(7)-
Por la Proposicién 2.3.3, es facil comprobar que la definicion de x no
depende de la funcién que toma el valor 1 en U, i.e., si é'(%U) € Al) y
es igual a 1 en U, entonces

A

T(& 1)) = T (@) ()

Por otra parte, si V es otro entorno relativamente compacto de h(vy) y
tomamos e(, vy, entonces

~

T(équ) = T(émv))
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en h~Y(U N'V) segtin la Proposicién 2.3.3.

Por tanto, la funcién x esta bien definida y, dado que para todo
v € T' dicha funcién es igual a T(é(v,y)) en h™1(U), que es un entorno de
v, deducimos que x es una funcién continua.

Definicién 2.3.2 Denotaremos por I'. (puntos de continuidad) al sub-
conjunto de I' formado por todos los v € T' tales que la aplicacién T~
es continua y por 'y (puntos de discontinuidad) al complementario de T,

en .

Proposicién 2.3.5 Los puntos de continuidad y de discontinuidad de
una aplicacion separadora T tienen las siguientes propiedades:

1. Sea v € T'. Entonces v € T, si y sélo si (Tf)(fy) = x(v) - f(h(fy))
para toda f € L'(Gy).

2. T, es un subconjunto cerrado deT'.
3. h(Ty) es un subconjunto formado por puntos de acumulacion de T'y.

4. h(Tg) Nint(K) es finito para todo subconjunto compacto K de I'y.

Demostracién. (1) Dado v € I, demostraremos en primer lugar
que si f(h('y)) = 0, entonces (Tf)(fy) = 0 para todo f € L*(Gy). Puesto
que f(h('y)) =0y f es continua, podemos encontrar, para cada n € N,
entornos abiertos U, de h(7y) tal que

sup{1f(Q)]: ¢ € el(U)} <
Tomemos un entorno abierto relativamente compacto V,, de h(7) tal que
cd(Va) C U,
para todo n € N. Por el Lema 2.2.1, existe g, € L*(G;) tal que
Gnjei(vy) = 1
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y
gn =0

fuera de U,. Claramente la sucesién ( f- Jn) converge a 0 y

A ~

fgn=Tf
en V,, para cada n € N. Por tanto, por la Proposicién 2.3.3,
(Th)y) =T(f - 4n)(v)

v, en consecuencia, como v € I, deducimos que (T f )(v) =0.
Por otra parte, supongamos que f(h(y)) # 0. A continuacién defini-
mos la siguiente funcién:

§=1f—fhM) - eqmy,

donde é(,,v) es la funcién que hemos introducido en la Nota 2.3.1. Como
T es lineal y g(h(v)) = 0, tenemos que

(L)) = x() - F(h(7)
para todo f € L'(Gy).

El reciproco se demuestra de forma analoga a la Proposicién 1.3.1.
(2) Consideremos una red (y,)-en I'c que converge a v € I'. Por el
apartado (1), tenemos

A

(T () = Xx(Ya) - F(A(7a))

para todo indice o y toda funcién f € L'(G;). Como las funciones ¥,
foh,y Tf son continuas, es evidente que

(TH)(n) = x(v) - F(h())

para toda f € L'(G;), es decir, v € T,.

(3) Veamos que si h(y) € I'y es un punto aislado en I'y para algin
v € T', entonces Ty es una aplicacién continua, i.e., v € I'.. Dada
f € L'(Gy), definamos la aplicacién

§:=f(h(7)) - &)
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para cada entorno abierto relativamente compacto U de v (cf. Nota

.2.3.1). Como
Tir@} = Gitr@)ys

tenemos, por la Proposicion 2.3.3, que

(TH() = (TH().

Por tanto, segin la definicién de y, resulta que

(TH() = x() - F(h(7))

para todo f € L'(G,), lo cual implica que T#4" es una aplicacién continua
por (1).

(4) Para probar que h(Sq) N int(K) es finito para cada subconjunto
compacto K de I';, supongamos que existe una sucesién (h(y,)) for-
mada por elementos distintos de int(K) tal que v, € Sy para cada
n € N. Como K es un espacio normal, podemos asumir, tomando una
subsucesién si es necesario, que (U,) es una sucesién de subconjuntos
abiertos de K disjuntos dos a dos tal que

h(v,) €U, C K

para cada n € N.
Para todo v, € [y ex1ste, por el apartado (1), una funcién g, €
L'(Gh) tal que )
(TGn)(7n) # x(n) - Gu(h(Tn))-

A continuacién definamos la funcién
fr = Gn = Gn(A(70)) - €(ra v

siendo €, v) como en la Nota 2.3.1 y K C V. Por tanto, (TF) () #£0y
fn( (vn)) = 0. Ademas, como T es lineal, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que | (T'f.)(1) |> n.

Por otra parte, por el Lema 2.2.2, existe, para cada n € N, una
funcién k, € L'(G;) y un entorno V,, C U,, de h(vy,) tal que:

I B oo <l Fon [l1< 2
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];n|Vn =1

k=0 fuera de U,

s 2 1
” Jn kn ||loo<|| fr * En |l1< roXS

Definamos, para cada n € N, la funcién

O = fn % kp.

Entonces ¢, = fn  ky y, cOmo lhcnwn = 1, tenemos, por la Proposicién
2.3.3 (1), que

| (T'@n) () =] (T 1) (70) |> 7.
Por las propiedades que satisface k, y como L'(G;) es un &lgebra de
Banach, podemos definir la siguiente funcién de L'(G,):

neN

Puesto que la transformada de Fourier, considerada como una aplicacién
entre L'(G;) y Co(T'1), es lineal y continua, concluimos que la funcién

¢ =2 ¢n

neN

pertenece a A(I'1). Como, ademas, T es una aplicacion separadora, los
miembros de la familia (U,,) son disjuntos dos a dos y coz(¢,) C U, para
todo n € N, entonces deducimos que

A

(Tén) 1) =0

sin # m. Asi,

| (T¢)(3) 1=| (P8n)(3m) [> n

para todo n € N, lo cual es una contradiccion pues T'¢ es una funcién
acotada. O

Proposicién 2.3.6 La funcidn peso x esta acotada en .
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Demostracién. Supongamos que la funcién x no esta acotada en
I'.. Entonces, para cada n € N, existe un elemento v, € I'; tal que

X('Yn) > 4",

Si (h(y.)) es un conjunto finito, podemos asumir que h(vy,) = ( para
todo n € N. Tomemos ahora una funcién f € L'(Gy) tal que f(¢) = 1.
Asi, por la Proposicién 2.3.5 (1), tenemos

(TF) () = x(1) - F(¢) > 4™,

lo cual es una contradiccion porque la funcién T f esta acotada en I's.
Por otra parte, si el conjunto (k(7,)) tiene infinitos elementos, pode-
mos asumir que

h(vn) # B(¥m)

si n # m. Sea (U,) una sucesién de entornos abiertos de (A(+,)) relati-
vamente compactos y disjuntos dos a dos. Por el Lema 2.2.2, existe una
sucesién (f,) C L'(G4) tal que

cl(coz(fn)) C U,

Fa(B(1a)) = 1
el <2

para cada n € N. A continuacién definimos la funcion

@ = I
wi=

Es inmediato comprobar que

1

Bn(hlm) = 5

I o lh< 5r-

Como consecuencia, podemos definir la siguiente funcién en L'(Gy):

p = ngn.

neN
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Puesto que la transformada de Fourier, considerada como una aplicacién
entre L}(Gy) y Co(T'1), es lineal y continua, concluimos que la funcién

¢:Z¢n

neN

pertenece a A(T'1). Finalmente, recordemos que las funciones (¢, ) tienen
cozeros disjuntos dos a dos. Por tanto, como la aplicacién T es sepa-
radora,

| (F)m) 1=] (Fpe) () 1=] x) - Gru(bl) [> 47 - o = 2"

Esta contradiccién completa la prueba. a

2.4 Biyecciones separadoras.

Teorema 2.4.1 Sea T una biyeccidn separadora entre L'(Gy) y L'(G,).
Entonces

I.T=T..

A

2. (TH)(v) = x() - f(h(7)) para toda f € L}(G1) y todo v € T.

3. La funcién soporte h de T es inyectiva.

4. Ty =T.

5. La aplicacidn T : A(Ty) — A(T3) es continua.

6. La aplicacion T es || - ||1-continua.

7. Lainversa de T es una biyeccidn separadora entre L'(G3) y L*(Gy).
8. La funcion soporte h de T es un homeomorfismo entre I'y y I'y.

9. La aplicacion T : A(Ty) — A(T3) tiene una tinica extension a una
biyeccion separadoraT : Co(T'1) — Co(Ts). Ademds, T es continua.
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Demostracién. (1) Sabemos que A(I') es un subconjunto denso
de I'; porque T es una aplicacién inyectiva. Por tanto, dado { € Ty
y un entorno U abierto y relativamente compacto de dicho elemento,
tenemos, por la Proposicién 5, que U N k(['y) tiene una cantidad finita
de elementos. Ademds h(I'y) estd formado por puntos de acumulacién de
I';. En definitiva, deducimos que

R(TH)NU #0

o equivalentemente, h(I';) es denso en I';.
Por otra parte, si v € I';, entonces, por la Proposicién 2.3.5, tenemos
que

(TH)() = x(v) - F(R(x))
para toda f € L'(Gy). Esto implica que

x(7) #0

puesto que T es una aplicacién sobreyectiva y A(I';) es una subélgebra

separadora de Co(I';). Por tanto, si (1'f)(v) = 0 para algin f € L*(G,),

~

entonces f(k(y)) = 0. Asi pues,
si (Tf)m =0 entonces f =0 (2.2)

dado que h(I'.) es un subconjunto denso de I';.
Supongamos ahora que v € I' pero v € I'.. Como I, es cerrado en T,
existe un subconjunto cerrado C' de I'; tal que

r.=rnc.
De lo anterior deducimos que

v ¢C.

Por tanto podemos considerar, por el Lema 2.2.1 y puesto que T es una
aplicacién sobreyectiva, existe una funcién f € L'(G,) tal que

(THie=0
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(THm =1.

Pero,como ', C C'y (Tf)w = 0, entonces, por la implicacién 2.2, resulta
que f = 0. Esta contradiccién prueba que I' = T'..

(2) Este apartado es consecuencia del apartado (1) y de la Proposicién
2.3.5 (1).

(3) Para probar que h es una funcién inyectiva, consideremos dos
elementos v,v' de I'. Supongamos que h(y) = h(y'). Como quiera que

(TH)() = x(r) - F(h())

(TH() = x(v) - F(h()
para todo f € L'(Gy) y la funcién x no se anula en su dominio, resulta
que

AA

& 7 . X(’Y) . '
(Tf)(7) - X(’Yl) (Tf)(7)

Es decir, no podemos encontrar una funcién f € L*(G;) tal que
(TH)() #0
(TH() =o.

Esto es imposible porque la aplicacién 7' es sobreyectiva y A(I';) es una

subdlgebra separadora de Cyp(I'z).

(4) Probaremos primero que I'; \ I' es un subconjunto abierto de I's.
Escogemos un elemento v de I'; \ I’ y supongamos que existe una red
(7«) C T que converge a . Por la Proposicién 2.3.4, tenemos que la red
(h(va)) converge a oo en I';. Como T' es una aplicacién sobreyectiva,
existe una funcién f € L'(G) tal que

(TF)(y) #0.

Recordemos que, por el apartado (1),
I'=T..
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Por tanto, por la Proposicion 2.3.5 y puesto que la funcién y estd acotada
en I', deducimos que la red

A

(TH (7)) = (x(1a) - F(h(7)))

converge a 0, ya que f € Co(T1) v h(7a) converge a co. En definitiva
tenemos que

T)(y)=0
debido a la continuidad de la funcién 7' f . Esta contradiccion prueba que
el conjunto I'; \ T' es abierto.

Supongamos ahora que I'; \ I' # 0. Puesto que es abierto, existe una
funcién g € L'(G,) tal que

coz(§) C To \ T

Como ademads la aplicacion T' es sobreyectiva, existe una funcién f €
L*(G1) no idénticamente nula tal que

7i=3
Sea ( € h(I') y v € T tal que

h(7) =¢.
Asi pues, o X
0=4(v) = (T =x(7)- f(A(7)),

lo cual implica que

A

fr(m)=1fQ)=0
pues la funcién x no toma el valor 0. En consecuencia,

A

finr) =0,
pero, como h(T') es denso en I' por la inyectividad de T, entonces

f=o.

il
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Esta contradiccién completa la prueba de este apartado.
(5) De lo apartados (1) y (4), deducimos que

I,=T=T,,

o de forma equivalente,

A

(TH() = x() - F(h(7))

para cualquier v € I'; y f € L'(G;). Consideramos una sucesién de
funciones (f,) en A(T';) convergente a la funcién f. Como la funcién x
esta acotada en I'y, segin la Proposicion 2.3.6, es obvio que la sucesién
(T fn) converge a T'f, que era lo que queriamos probar.

(6) Probaremos que la aplicacién T tiene grafica cerrada. Suponga-
mos que la sucesién (f,) C L'(G;) converge a f € L'(G;), y que la
sucesién (T f,) C L'(G:) converge a ¢ € L'(G;), ambas en la norma
|[]|;- Por las propiedades de la transformada de Fourier deducimos que
la sucesién ( fn) converge a fy (T fn) converge a ¢, ambas en la norma

supremo. Como quiera que la aplicacion T es continua segin hemos
probado en el apartado (5), entonces

T =3,
es decir,

Tf=g.
Finalmente, puesto que los espacios L'(G;) y L*(G;) son de Banach,
el Teorema de la Gréfica Cerrada nos proporciona la continuidad de la
aplicacién 7.

(7) Sers suficiente probar que la aplicacién inversa (T)~! de T es
también separadora. Consideremos dos funciones §1,g2 € A(I'2) tales
que

coz(g1) N coz(gz) = 0.

Por la sobreyectividad de la aplicacién T', existen dos funciones fi, fg €
A(Ty) tales que
THh=a
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T = g
Como ya hemos probado en (1), la funcién x no toma el valor 0 en T'y.
En consecuencia,

coz(fl) N coz(fz) =0
en h(I'). Como h(I';) es denso en I'1, tenemos que

~ A

coz(f1) Ncoz(f2) = 0,

es decir,
coz((T)7(91)) N coz((T)(§2)) = 0.

En resumen, la aplicacién (flﬂj)"1 es separadora y, por tanto, 7! es
también separadora.

(8) Sea k : T'y — T'; la funcién soporte de (7)~! (cf. Definicién 2.3.1).
Es evidente que la funcién k es continua, inyectiva y su rango es denso
en I['y.

A continuacién probaremos que

(hok)(C)=¢

para cualesquiera ( € I';. Supongamos que h(k(()) # ( para algin
¢ € T'; y consideremos dos-entornos U y V compactos y disjuntos de
h(k(¢)) y ¢ respectivamente. Por la definicién de la funcién soporte h de
T, tenemos que existe una funcién fo € A(T) tal que

coz(fo) cU

(Tfo)(k(¢)) # 0.

De este modo, por la Proposicién 2.3.3 (2), deducimos que

¢ ¢ cl(coz(fo))

h(k(¢)) € cl(coz(fo))-
Sea f1 € A(Ty) tal que fl(C) #0y fi=0en coz(fo). Asi pues,

coz(f1) N coz(fo) = 0
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y, puesto que T' es una aplicacién separadora,
coz(T fo) N coz(T 1) = 0.

Por otra parte, el conjunto coz(T fo) es un entorno abierto de k((),
de tal forma que si tomamos cualquier funcién § € A(I'z) tal que

A A

coz(g) C coz(T fo),

entonces
coz(fr) Neoz((T)7*(9)) = 0

ya que (7)™ es una aplicacién separadora. En consecuencia,

(T)'(@)(¢) =0

pues fl(( ) # 0. Este hecho contradice la definicién de la funcién soporte
k de (T)71.

De forma similar, se prueba que (ko h)(y) = 7 para todo v € I';. En
resumen, por la continuidad de las funciones A y k, deducimos que A es
un homeomorfismo entre I'; y I'1; concretamente, la funcién soporte & de
T es la inversa de la funcién soporte & de T,

(9) Como la aplicacién '

A

T:A(Ty) — A(I'y)

es lineal y continua, y los espacios A(I'1) y A(I'z) son densos en Cy(I'y)
y Co(I'2) respectivamente, entonces la aplicacién T' tiene una extensién
continua

T . C()(I‘l) —* CO(FQ)

Ademis, si v € Ty y f € Co(T'y), entonces existe una sucesién ( fn) en
A(T;) convergente a f. Por el apartado (2) , y ya que la aplicacién T' es
continua, tenemos que la sucesion ((Zf1 fn)(fy)) converge a (Tf)(v) y que
(Tfn)(v) = X(y)-fn(h(fy)) para todo n € N. Por tanto, podemos escribir

(TFH)(v) =x() - F(h(7))
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para cada v € Ty y f € Co(T'1). En consecuencia, es ahora evidente que
la aplicacién T es tnica, inyectiva y separadora.

Para probar que la aplicacion T es sobreyectiva, consideremos una
funcién g € Co(I'y). Por densidad, podemos encontrar una sucesién
(gn) en A(I';) convergente a g. Por ser T una aplicacién sobreyectiva,
consideraremos la sucesién (f,,) C A(T;) tal que

para cada n € N. Asf pues,

para cualquier v € T's.
Por otra parte, probaremos que, para un cierto r > 0,

inf{|x(y)|:y€T2} >r>0.

Supongamos que existe una sucesién (7y,,) C I'y de forma que

1
m < —
Ixm) I<

para todo m € N y Y # Ym si m’ # m. Tomamos, para cada m € N,
un entorno compacto U, de ~v,, tal que U, N U, = § si m’ # m. Para
cada m € N, existe, por el Lema 2.2.1, una funcién ¢, € L}(G;) tal que

) 1

| o 1< =

(pm 1 3m’
Om =0

fuera de U,,. Definamos a continuacién la siguiente funcién en L*(G,):

©:= Y Om.

meN
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Consideremos, por sobreyectividad, la funcién k € L*(G;) tal que
Tk = ¢.

Asi pues, como

A

| (TE)(¥m) 1=1 @(3m) 1= x(3m) | - | R(A(m)) |,

deducimos que
4’m

| E(h(rm)) > 3

para cada m € N. Esta contradiccién prueba que
inf{| x(v)|: vy €} >r>0.

Como consecuencia, ya que, para cadan € N, g, = x - (fn oh)yla
sucesién (§,) es de Cauchy en Co(I'y), podemos afirmar que la sucesiéon
(fn) es de Cauchy en h(T'). Como ademds h(I') es denso en I';, entonces
( fn) es de Cauchy en I';. En definitiva, por completitud, existe una
funcién f € Co(T1) tal que (fn) converge a f. De esta forma, Tf = g.

Por otra parte, cualquier biyeccién separadora entre Co(T'1) y Co(T'2)
es continua segin el Teorema 1.4.1. Por tanto, la unicidad de la extensién

T de T es consecuencia directa de la densidad de A(Ty) en Co(I'y). O

El siguiente teorema caracteriza las biyecciones separadoras entre

Ll(Gl) y Ll(Gz)

Teorema 2.4.2 Una biyeccion lineal T : L'(G1) — L'(G,) es sepa-
radora si, y solo si,

T = T2 o} Tl
siendo Ty : LY(Gy) — L*(G2) un isomorfismo de dlgebras y T : L*(G4) —

L' (G3) una aplicacion continua y lineal de forma que
Ty(g) =g *p
para cualquier g € L'(Gs) y p € M(G3).
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Demostracion. Supongamos que T' es una biyeccién separadora.
En primer lugar probaremos que la funcién peso x es la transformada de
Fourier-Stieltjes de una cierta medida perteneciente a M(Gs), i.e.,

x € B(I'y).

Con ese objetivo y por el Teorema 2.2.1, tan sélo necesitamos probar que
existe una constante A de forma que

| Z_:c X(%) 1= A ] 6 [l

para cada polinomio trigonométrico ¢ definido en G5 y que tiene la si-
guiente forma:

#(z) = Z (@)

con z € Gy y v; € I';. Consideremos, por tanto, un polinomio trigono-
métrico ¢ en G3. Por el Lema 2.2.2, existe una funcién, f € L}(Gy) tal
que

I 1< 2

A

f(h(7)) =1
para 2 = 1,..,n. Si denotamos por ¢ la funciéon T f, entonces

n

Sext)] = 13e THG) |

= |3e-g00)
= | a( [, s@hi-z)do) |

IN

L 1s@) 1136 (e | da
< Mol 19l

Como T es, por el teorema anterior, una aplicacién continua, entonces
existe una constante positiva M tal que

g l:i< M| fh<2M.
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En consecuencia, se tiene

| D e x(n) [S2M- || 4 |l
=1

para cualquier polinomio trigonométrico ¢, y por tanto, x € B(I's).
A continuacién probaremos que, para toda funcién f € L'(G,), tene-
mos

~

(foh)e A(Ts)

siendo h la funcién soporte de la aplicacion T'. Dado v € T'y, consideremos
una funcién g € L'(G:) tal que §(y) = 1. Por el teorema anterior
sabemos que la aplicacién inversa (T)_l de T es separadora y suponemos
que k denota su funcién soporte. Por tanto podemos escribir

A

(T)~H9)(C) = () - 9(k(C))
para cualesquiera g € L*(Gz) y ¢ € T'; siendo
v:T'y —C

una aplicacién continua definida de forma analoga a la funcién peso y.
Asi pues, se tiene '

1=4(v) = T(D)@NH)

xX(7) - (11§ (h(7))
x(7) - U(h(v)) - §(k(h(7)))
= x(7)-¥(r(7)),

es decir,

para todo v € T's.
Por otra parte, consideremos, para cada g € L'(G,), la siguiente
funcién en A(T):

U-T-(§ok).
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Esta funcién es un elemento de A(I'y) porque U - (§o k) € A(lh) y
U € B(T'1) y, ademas, A(T'1) es un ideal en B(I'1). En consecuencia,
tenemos

~

T(W-V-(gok))(v) = x(v) - U(h(7))  U(h(7)) - (§(k(R(7)))
= W(h(v)) g(7)

para todo v € I';. Esto implica que la funcién (¥oh)- g pertenece a A(I'2)
para toda § € A(I'z). Si ahora aplicamos el Teorema 2.2.2, deducimos
que (¥ o h) pertenece a B(I';). Finalmente, puesto que A(I';) es un

A

ideal en B(I'2) y la funcidén x - (f o k) pertenece a A(I';), se tiene que
(Toh)-x-(foh)=(foh) pertenece a A(T;) para toda f € L*(Gy).

Si recopilamos la informacién obtenida hasta ahora, resulta que pode-
mos escribir

T=T5,0T4

donde T : LY(G;) — L'(G3) es un homomorfismo de lgebras inyectivo
de manera que

Tl(f )= f oh
para toda f € L}(G1) y T : L}(G2) — L*(G,) es una aplicacién lineal y
continua tal que

Ta(9)=x-§
para toda g € L'(G2). Del Teorema 2.2.3 se sigue que 15 conmuta con
todas las translaciones, es decir,

Toor, =71,0T3

donde

7a(9)(z) = g(z — a)
para toda g € L1(G,) y todo z,a € G,. Asi pues, aplicando ahora el
Corolario 2.2.1, obtenemos una medida p € M(G>) de forma que

Ta(g) = g*n
para toda g € L(G3).
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Tan sélo resta por probar que la aplicacién T es sobreyectiva. Su-
pongamos lo contrario. Entonces existe una funcién g € A(T'3) tal que
Tl(f) # ¢ para toda fe A(T'1). Esto, unido al hecho que la aplicacién
Ty es inyectiva, implica que

Tf = T(Ta(f)) # Ta(3)

para toda f € L'(Gh), lo que contradice la sobreyectividad de la apli-
cacion T'.

El reciproco es inmediato. ]

2.5 Corolarios.

Los siguientes corolarios extienden sendos resultados de Beurling y Hel-

son ([16]) y de Kalton y Wood ([47]) (cf. Teorema 2.2.6).

Corolario 2.5.1 Sea T una biyeccidn separadora entre L*(G,) y L}(Gs).
St el grupo dual T'y de G5 es conexo, entonces los grupos Gy y Gy son
topoldgicamente isomorfos, es decir, isomorfos como grupos y homeomor-
fos como espacios topologicos.

Demostracién. Del teorema anterior se deduce, de forma inmediata,
que la aplicacién T} es un isomorfismo de algebras entre L!'(G;) y L*(G2).
En consecuencia, basta aplicar el Teorema 2.2.6. O
Corolario 2.5.2 Sea T una biyeccion separadora entre L*(G) y L*(Gs).
Si|| T |I< ﬁﬁé——%”, donde p € M(G5) es la medida que aparece en el Teo-

rema 2.4.2, entonces los grupos Gy y G son topologicamente isomorfos.

Demostracion. Sean y y ¥ las funciones peso asociadas a las apli-

-1 respectivamente. Por la demostracién

caciones separadoras 1y (1)
del Teorema 2.4.2, sabemos que existen dos medidas p,v € M(G3) tal
que

f= X,
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v=Woh
T:/,[,*Tl

De esta forma, si definimos H := v * p * T3, entonces
IA{:(\IJO}Z)X]AH:Tl

Por las propiedades de la transformada de Fourier-Stieltjes, deducimos
que H = T y también que ¢~ = v. Como consecuencia,

Il = I H |
= | p7xuxTy|
< e -nT

Por tanto, si ||T]] < ﬂﬁ‘L%H’ entonces || Ty ||< /2. Finalmente, como T}
es un isomorfismo de dlgebras entre L'(G1) y L*(G2), la tesis se deduce
del Teorema 2.3.6. O

Corolario 2.5.3 Sea T una biyeccidn separadora entre L*(G1) y L} (G2).
Entonces T tiene una unica extension a una biyeccion separadora entre

Demostracién. Probaremos primero que existe una extension 7 de
la aplicacién T de modo que

(Ta)(y) = x(7) - a(h(7))

para toda medida y € M(G1) y todo v € I',.
Seguimos denotando por 7} el isomorfismo de algebras que aparece
en el Teorema 2.4.2. Por el Teorema 2.2.5, sabemos que T; tiene una

linica extensién a un isomorfismo de élgebras 77 definido entre M(G1) y
M(G,) dado por

T(8)(v) = (7))
para toda medida g € M(G4) y todo v € T's.
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Para probar que la aplicacién 7 es sobreyectiva, consideremos la me-
dida p € M(G;). Entonces i € B(I';) y es inmediato comprobar que

T - (F) () = i

con el mismo razonaniento que el utilizado en la prueba del Teorema
2.4.2. En consecuencia, la aplicacion 7, que estamos considerando, es
una biyeccién separadora entre M(G1) y M(G2).

Para completar la demostracion de este corolario, tenemos que probar
que, si una cierta biyeccién separadora K entre M(Gy) y M(G3) es otra
extension de T', entonces 7 = K, o de forma equivalente, 7 =K. Por el
Teorema 2.4.1 (9), podemos considerar que las aplicaciones T y K estan
definidas en Co(T'1). Ademads, coinciden en Cy(I'y) debido a la unicidad
obtenida en el citado Teorema 2.4.1 (9).

Consideremos a continuacién una medida v € M(G7). Recordemos
que 0 € B(I'y) esta acotada. Sea

> ai f;
el
una particién de la unidad localmente finita tal que f; € Co(Ty) para
todo ¢ €1. Por tanto,
Ko =K a;- fi-o.
i€l

Como K es una aplicacién separadora y la particién de la unidad es
localmente finita, obtenemos la igualdad

i€l el

Finalmente, puesto que (f;-0) € Co(I'1) para todo ¢ € I y las aplicaciones
T y K coinciden precisamente en Co(T'1), deducimos que

T0=K90

para toda medida v € M(G1), con lo que se completa esta demostracidn.
O
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Corolario 2.5.4 Sea T' una biyeccion separadora entre L*(G) y L*(Gs)
y sea T la extension obtenida en el corolario anterior. Si, para cada
z € Gy, existe un elemento y(z) de G, y un escalar A(z) tal que

T(Sz = )\(SE) . 5y(z.),
entonces los grupos Gy y Gy son topologicamente isomorfos.

Demostracién. Es sabido que, dado z € Gy,

82(¢) = ((z) =< z,( >

para todo { € I';. Asi pues, por hipdtesis, tenemos

(T6:)(7) = M2) - by (7) = Mz)- < y(x),7 >

para todo v € T's.
Por otra parte, por el corolario 2.5.3, se cumple

(T8)(7) = x(7) - 6:(h(7)) = x(7)- < 2, h(7) >

para todo v € I';. Si e denota el elemento neutro del grupo G4, entonces

Ae) < y(e),7 >= x(7) - o(h(7)) = x()

para todo v € I'y. Por tanto,

~

Az) < y(z),y >= Me) < yle),y > -0:(h(7)),

es decir,




Sea o € I'; tal que k(7o) es el elemento neutro de I'y. Entonces
< z,h(y0) >= X(z) < y'(z),7 > .

En consecuencia,
N(z) =< y'(z), =7 >
<z,h(y) >=<y'(z),7— 70 >.

Definimos a continuacién el siguiente homeomorfismo A’ entre I'; y I'y:

R (y) = h(y + 70)-

En efecto la aplicacién A’ es un homeomorfismo puesto que es la com-
posicién de dos homeomorfismos. Ademas,

<z, h(n+v)> = <z,h(yi+7+7) >
<y (@)n+7r>
<y'(z),m > <y'(z)72 >
= (m) > <z,h(72) >
= <z,h(n) + () >

!

<z,h

para todo z € Gy. Por tanto, h'(yi + 72) = h'(71) + A'(72). Esto prueba
que h' es un isomorfismo topoldgico entre I'; y I'y, lo que implica que los
grupos GG; y G, son también topolégicamente isomorfos (cf. [38] 24.41

(c))- 0
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Capitulo 3

Isometrias lineales entre
subespacios de funciones
continuas.

3.1 Introduccion.

En este capitulo estudiaremos las isometrias lineales entre un subespacio
vectorial completamente separador A de Co(X) (cf. Definicién 3.2.4)
y Co(Y). Por consiguiente, en adelante, por isometria entenderemos
isometria lineal.

En la seccién 3.3 obtendremos una relacién entre ciertos elementos
singulares de Y y de X. Esta relacién va a ser, segin veremos en la seccién
3.4, una aplicacién continua que nos permitira escribir la isometria como
una aplicacién composicion con peso sobre los elementos singulares antes
citados.

En la seccién 3.5, probaremos que si el rango, T(A), de la isometria
es también un subespacio vectorial completamente separador de Co(Y'),
entonces los conjuntos 0gA y 09T (A) (cf. Definicién 3.2.2) son homeo-
morfos. Dichos conjuntos coinciden, en muchos casos, con las fronteras
de Shilov de A y de T'(A) respectivamente.

Como consecuencia de este 1ltimo resultado, obtenemos que el con-
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junto de los puntos frontera fuerte de A y T(A) (cf. Definicién 3.2.3) son
homeomorfos. Un ejemplo demostrara que, sin embargo, las fronteras de
Shilov de A y T'(A) no son, en general, homeomorfas. También estudia-
remos qué hipdtesis adicionales deben cumplir A y T(A) para que esta
propiedad se satisfaga.

Con otro ejemplo demostraremos que las afirmaciones anteriores no
son ciertas si reemplazamos la hipotesis ” A es un subespacio vectorial
completamente separador de Cy(X)” por ”A es un subespacio vectorial
separador de Co(X)”.

En las secciones 3.5 y 3.6, extendemos algunos de los resultados (op.
cit.) de Amir y Arbel ([?]), Holsztynski ([40]), Myers ([49]) y Novinger
([51]), que en su mayoria fueron formulados para subespacios de C(X)
(X compacto) que contienen las funciones constantes.

Finalmente, en la seccién 3.7, aplicamos los resultados obtenidos pre-
viamente al estudio de isometrias entre subalgebras de funciones conti-
nuas; concretamente, entre algebras de Banach semisimples, conmutati-
vas y sin unidad.

Las demostraciones del Teorema de Banach-Stone y de sus numerosas
generalizaciones suelen basarse en el estudio de varios conceptos tales
como los puntos extremos de la bola unidad del espacio dual de Cp(X), los
T-conjuntos o los M-ideales (cf. [14]). Las demostraciones que aparecen
en este capitulo estdn basadas, sin embargo, en conceptos elementales,
en la linea de [40].
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3.2 Definiciones basicas.

Asumiremos en esta seccién que A es un subespacio vectorial de Co(X).

Definicién 3.2.1 Escribiremos oA para designar el conjunto de todos
los zg € X tal que para cada entorno U de z, existe una funcion f en

A de forma que |f(z)| < ||fl| para todo z € X \ U.

Definicién 3.2.2 Escribiremos 09A para referirnos al conjunto

cAN{z € X: existe f € A tal que f(z) # 0}.

Diremos que F' C X es una frontera de A si cada funcion de A alcanza
su norma en algun elemento de F'. Se puede demostrar que siempre existe
una frontera minimal cerrada de A, aunque puede no ser unica. En caso
de serlo, se denomina frontera de Shilov de A y escribiremos 0A para
referirnos a ella.

Definicién 3.2.3 Diremos que un elemento xog € X es un punto frontera
fuerte de A si para cada entorno U de zo, existe una funcion f en A tal

que |f(zo)| = |1l y 1f(2)] < [ fIl para todo z € X\ U.

Denotaremos por 7A el conjunto de los puntos frontera fuerte de A.

Escribiremos C'h(A) para designar la frontera de Choquet de A. Recorde-
mos que su definicién es

Ch(A) :={z € X : z* es un punto extremo de V[A']}.

Esta no es la definicién usual de frontera de Choquet para subespacios
vectoriales de C(X) que contienen las funciones constantes y separan
puntos, aunque estd demostrado (cf. [51]) que ambas definiciones coinci-
den en este tltimo caso y que Ch(A) es, efectivamente, una frontera de

A.
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Definicién 3.2.4 Diremos que el subespacio A es separador (resp. com-
pletamente separador) si dados dos elementos distintos z1,z9 de X, en-
tonces existe una funcion f € A tal que f(z1) # f(z2) (resp. |f(z1)| #

|f(22)])-

Es un hecho conocido que la frontera de Shilov de una subdlgebra
separadora de Co(X) siempre existe.

Definicién 3.2.5 Diremos que A es completamente regular si todo ele-
mento € X es un punto frontera fuerte de A, i.e., TA=X.

En este capitulo asumiremos que cualquier subespacio vectorial A de
Co(X) tiene frontera de Shilov no vacia y que toda isometria es lineal.
De todas formas, cabe resaltar que la frontera de Shilov de un subespa-
cio vectorial completamente separador de Co(X) siempre existe (cf. [7],
Teorema 1).

3.3 Lemas previos.

Lema 3.3.1 Sea A un subespacio vectorial de Co(X). Entonces 0A =
cA.

Demostracién. Sea zo € JA. Dado un entorno abierto U de zg, el
conjunto cerrado X \ U no puede ser una frontera de A pues no contiene
a 0A. En consecuencia, existe una funcién f € A que no alcanza su valor
méximo en X \ U, es decir, |f(z)| < ||f|| para todo z € X \ U.

Reciprocamente, sea g € 0 A. Si 2o ¢ 0A, entonces existe un entorno
abierto U de zq tal que

OANU = 0.

Por tanto, existe una funciéon f € A que no toma su valor maximo en
0A, lo cual contradice la definicién de frontera. 0

Lema 3.3.2 Sea A un subespacio vectorial de Co(X). Sea T una isometria
entre A y Co(Y). Sea x € X tal que existe una funcidon f € A con
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Il = |f(z)|- Definimos, para cada elemento x con esta propiedad, el
stguiente conjunto:

Co:={feA:1=|fl=I1f(=)]}.

Por otra parte, para cada funcion f € A, definimos el conjunto

L(f):={y e Y ITF = [(TH)w)I}

y, por iltimo, sea I, := Nteo, L(f). Entonces cada conjunto I, es un
subconjunto no vacio de Y.

Demostracién. Para cada funcién f € C,, tenemos la inclusién

I CMy:={yeY (T =2 ITf]/2}

y, ademas, el conjunto My es compacto porque la funcion T f es un ele-
mento de Cp(Y). Por tanto, para probar que I, # 0, bastard demostrar,
gracias a la Propiedad de la Interseccion Finita del conjunto My, que si
las funciones fi,..., f, pertenecen a C,, entonces

T

() L(f:) # 0.

=1

Sabemos, por definicién, que 1 = ||f;|| = |fi(z)| para cada i = 1,...,n.
Definamos a continuacién la siguiente funcién de A:

xR

Es facil verificar que |f(z)] = n = ||f||. Como T es una isometria,
entonces ||T f|| = n y existe un elemento y de Y de forma que
= |Ifi(=)]
n=|[TF)y)l= (T f)(y)|-
(TH ) ; o) )(¥)

Como ademis ||Tfi]| < 1 paracadat =1,...,n, deducimos que |(T'f;)(y)|
= 1 para cada ¢ = 1,...,n, es decir, y € Ni; L(f;) y el Lema queda
probado. a
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Nota 3.3.1 Sea A un subespacio vectorial de Co(X) y sea zo € 0A.
Entonces definimos el siguiente subconjunto de Y:

Voo :={y €Y : [(Tf)(w)| = |/ (z0)| para todo f € A}.

Lema 3.3.3 Sea A un subespacio vectorial de Co(X) y sea zo € 0pA.
Entonces V, # 0.

Demostracién. Sea fy € A tal que |fo(zo)] = 1. Dado ¢ > 0,
definiremos

Upe:={z€X:1—e<|folz)] <1+e€}.

Consideremos un entorno abierto U de zo. Asumiremos que U C Uy, ..
Como zg € oAy U es un entorno abierto de zq, existe una funcion go € A
tal que ||go]| = 1y |go(2)| < 1 para todo 2 € X \U. Como ademas X*\U
es un conjunto compacto, podemos considerar la siguiente constante

s:= sup {|go(z)]} < L.
zeX\U

Entonces existe un nidmero real M > 0 tal que

| foll + Ms <1+e¢+ M.
Fijemos =z € U. Asi pues

[(fo+ Mgo)(z)| <1+ e+ M.
Si z ¢ U, entonces
[(fo+ Mgo)(z)| < |l foll + Ms <1+ e+ M.

Como consecuencia,

lfo+ Mgol| <1+e+ M.
Por tanto, como T es una isometria, resulta que

WT(fo+ Mgo)|| <1+ e+ M.
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Ademas, como
M—o+too 14+ M

podemos elegir el nimero real M de tal manera que la funcién | fo+ Mgo|

1,

alcance su valor maximo sélamente dentro de U, ya que, en caso contrario,

_ - < JLL e L —
W T S 1 o <h

lo cual es imposible. Por tanto, existe z; € U de forma que

[|fo + Mgoll = |(fo + Mgo)(z1)}-

Sea, por otra parte, o € U tal que

lgol| = lgo(z2)| = 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos escoger la funcién gy de forma que

|(fo+ Mgo)(z2)| = |fo(z2)| + M|go(z2)|-

Asi,
1 fo+ Mgoll = |(fo+ Mgo)(z2)] 2 M +1—e.

En consecuencia,

ITfo+ MTgo|| >M+1—e

A partir de la definicién del conjunto I, (cf. Lema 3.3.2), deducimos

que

T fo+ MTgo|| = [(Tfo+ MTgo)(y1)| > M +1 —e¢
para todo y; € I;;. Como |(T'g0)(y)| £ 1 para todo y € Y, resulta que

I(Tfo)(y1)| =1 —e

para todo y; € I,.
A continuacién probaremos que

(T fo)(y1)l <1 +¢

79



para todo y; € I;,. Definamos la funcién

g1 = Jo+ Mgo
1= .
1fo+ Mol

Es evidente que |g1(z1)| = 1 = ||¢1]| ¥ que |g1] < 1 en X \ U. Como el
conjunto X* \ U es compacto, podemos considerar la constante

r:= sup {|gi(z)]} < L.
zeX\U

Con el mismo razonamiento que hemos utilizado anteriormenre, podemos
encontrar un escalar N de tal forma que la funcién |fy + Ngy| alcance su
valor maximo en U y que

lfo+ Na1l| <1 +e+|N|.

Ademas, y siempre razonando como antes, podemos elegir el escalar N
de forma que

[(T'fo+ NTg1)(y1)| = (T fo)(y)| + INII(Tg1) (1)l

En consecuencia, como |(T'¢1)(y1)| = 1, tenemos que

> ||[Tfo+ NTal
> |(Tfo+ NTgr)(y1)l
= (T fo)(ya)| + |N],

IN|+1+4e€

es decir,

(T fo)(y1)| < 1+e

para todo y, € I,.

Si ahora recopilamos la informacién obtenida hasta aqui, resulta claro
que existe una red (z,) en X convergente a zo y una red (y,) en Y tal
que y, € I, para todo indice a y que posee una subred (yg) convergente
a algin elemento yo € Y* con |(T fo)(yo)| = 1. Este dltimo hecho prueba
que

Yo F# 0.
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Ademas, es inmediato comprobar que, dado cualquier entorno abierto V
de o, existe un término x4, de la red () y una funcién gg, € A tal que

|980 (20)] = 1 = ll g |

V198, <1len X\ V.
Por otra parte, sea ¢ € A tal que g(zo) = 0. A continuacién probare-
mos que (T'g)(yo) = 0. Dado € > 0, definamos el conjunto

Upe i ={z € X : |g(z)| < €}.

Consideremos un entorno abierto V' de z4 tal que V C U, .. Entonces,
por el parrafo anterior, existe un término zg, de la red (z5) y una funcién
9s, € A tal que

1980 (20)] = 1 = |9 |

¥ lgs| <1en X \ V. De igual manera que antes, existe un escalar P de
tal forma que la funcién |g + Pgg,| alcanza su valor maximoen V' y

lg + Pgsoll < ¢+ 1|P].

Ademas, podemos elegir el escalar P de forma que

[(T'g + PTgp,)(yso )|l = [(Tg)(yo)| + [PI(T 95,) (4 )]

En consecuencia, como {(T'gs,)(ys,)| = 1, se tiene que

|Pl+e¢ > |[Tg+ PTgpsl
> |(Tg+ PTgp)(ys)l
= |(Tg)(yg,)| + | P},

es decir,
[(T9)(ya,)| < e.

Por tanto, como la red (yg) converge a yo, deducimos que (T'¢)(yo) = 0.
Consideremos ahora una funcién [ € A tal que |I(zo)] = 1. Definamos,
a partir de [, la funcion

' fO(mO) .
l:.= (o) l
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y sea una funcién g € A de tal forma que tal
ll = fo + g.

Es evidente que g(zo) = 0. En consecuencia, (T'g)}(yo) = 0 y, como
[U'(z0)| =1,
[(T7)(yo)| = (T fo)(y0) + (T'9)(yo)| = 1

y, asi, [(T1)(yo)] = 1.

Finalmente, si f € A, entonces definimos la funcién

.
P = o)y

Es claro que | f'(zo)| = 1. Como consecuencia, tenemos que |(T'f")(yo)| =
1 por el parrafo anterior, es decir,

(o) = I(T'f)(wo)l

y concluimos la prueba de este lema. |

Lema 3.3.4 Sea A un subespacio vectorial completamente separador de
Co(X) y sea T una isometria entre A y Co(Y'). Sizo es un punto frontera
fuerte de A, entonces Vg = I, .

Demostracién. Sera suficiente probar que I, C V,, dado que la
otra inclusién es evidente.

En primer lugar demostraremos que si f € A cumple f(zo) = 0,
entonces (T f)(y) = 0 para todo y € I;. Supongamos que existe un
elemento yo € I, tal que (T'f)(yo) # 0y f(zo) = 0 para alguna
funcién f € A. Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que ||f|| =1y
(Tf)(yo) = @ > 0. Sea

U={zeX:|f(z) 2 a/2}.

Como zg es un punto frontera fuerte de A y yo € I, existe una funcién
g € A tal que, multiplicando por una constante si es necesario, |g(zo)| =

82



1 = |lgll, lg(z)] < 1 para todo elemento z € U y (Tg)(yo) = 1. Como U
es, por la definicién de Co(X), un conjunto compacto, podemos conside-
rar

§ 1= ilelg{lg(w)l} <1

Entonces existe un nimero real M > 0 tal que 1 + Ms < a+ M. Con-
sideremos dos casos: Si z € U, entonces

|(f + Mg)(z)| <14 Ms.

Si z ¢ U, entonces
|(f + Mg)(z)| < /2 + M.
En definitiva, resulta que ||f + Mg|| < o + M, pero
a+ M = (Tf)(yo) + (MTg)(yo) < |IT(F + Myg)ll,

lo cual es absurdo por ser T una isometria.

Finalmente supongamos que existe un elemento y’ € I, tal que
(T (") # |f(=0)| para alguna funcién f € A. Como zy es un punto
frontera fuerte de A, existird una funcién k € A tal que k(zo) = 1 = ||&|l.
Entonces es inmediato comprobar que la funcién

Li=f—f(zo) - k
pertenece a A y que, ademas,

Z(CU()) =0

(TH) = (THY) = fzo) - (TE)(Y') #0

puesto que |(T'k)(y')| = 1. Este hecho contradice el parrafo anterior. O

Lema 3.3.5 ([25]) Sea X un espacio topoldgico. Si cada subred de una
cierta red (z,) C X tiene a su vez una subred que converge a z € X,
entonces (z,) converge a .
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3.4 Isometrias entre subespacios.

Teorema 3.4.1 Sea T una tsometria entre un subespacio vectorial com-
pletamente separador A de Co(X) y Co(Y). Entonces ezxiste un subcon-
Junto Yy de Y que es una frontera de T(A), una aplicacion h : Yo —> goA
continua y sobreyectiva, y una funcion continua a : Yy — K, tal que
la(y)| = 1 para todo y € Yo, y

(TF)(y) = a(y)f(h(y)) para todo y € Yo y toda f € A.

Ademds, si 0gA es compacto, entonces Yy es cerrado.

Demostracién. Definamos en primer lugar el conjunto

Yo:= |J Ve

rEogA

El Lema 3.3.3 nos asegura que Yg es distinto del conjunto vacio. Para
demostrar que Y, es una frontera de T'(A), consideremos una funcién
g € T(A) y veamos que existe un punto yo € Yo tal que ||g]| = |g(yo)|.
Sea f € Atal que Tf =g. Sea zg € 0pA tal que

|f(zo)l = IIFll = 1T fI].-
Por el Lema 3.3.3, existe un elemento yo € V,, C Yy tal que
WAl =T fll = |f(zo)] = T f(yo)l-
Definamos ahora la aplicacién sobreyectiva b : Yo — 0gA como
h(y):=z sty €V,

Como A es completamente separador, dados dos elementos distintos
z,z’ € ggA, es inmediato comprobar que

Ve NV = 0.

De esta forma queda probado que la aplicacion h estd bien definida.
Ademds, como V, # () para todo = € ogA, deducimos que h es también
sobreyectiva.
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Para probar la continuidad de la aplicacién h, supongamos que A(yo) =
To para algin yo € Y. Sea f € A tal que f(zo) = 1. Por tanto,

[(T'f)(yo)| = 1.
Consideremos ahora una red (y,) en Yy convergente a yo y tal que
h(ya) = za
para todo indice a. Como |(Tf)(yo)| = 1, podemos asumir, sin pérdida

de generalidad, que
1
@] - 11 <

para todo indice «. Entonces, por la definicién de V;, (cf. Nota 3.3.1),
resulta que

el > 5

para todo indice a. Sea (zg) una subred de (z,) convergente a un cierto
x; en el compacto X*. En consecuencia,

1
|f(z1)| 2 3

Este hecho nos asegura que z; # oo pues f € Co(X). Si zy # o,
entonces podemos tomar una funcién g € A de forma que

l9(zo)l =1 # s = |g(z1)]-
Sea (y.) una subred de (yg) tal que

1T9)w)] - (o) o)l < L2,

Por tanto
11— s
lg(A(y))l = 1} < =

y la red (|g(z,)|) no converge a |g(z1)|, lo cual es una contradiccién. Asi

pues, la continuidad de h es consecuencia del Lema 3.3.5.
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A continuacién definamos la aplicacion a entre Yy y K como sigue:
dado y € Yo, sea f cualquier funcién A tal que f(h(y)) = 1. Entonces
definimos

a(y) = (T f)(y)

para todo y € Y. Esta aplicacién estd bien definida ya que si tomamos
otra funcién g de A tal que g(h(y)) = 1, entonces (f — ¢)(h(y)) =0y,
por la definicién de h, resulta que (T'f)(y) = (T'9)(y)-

Por otra parte, es obvio que |a(y)| = 1 para todo y € Y;.

Probaremos ahora que la aplicaciéon T puede escribirse como una apli-
caciéon composicién con peso y, como consecuencia, obtendremos la con-
tinuidad de a. Ya hemos demostrado que siy € Yo, f € Ay f(h(y)) =0,
entonces (T f)(y) = 0. Sisuponemos que f(h(y)) # 0 para alguna funcién
f € Ay algin y € Yp, entonces consideramos la funcién

g:=f—f(h(y))k

siendo k cualquier funcién A que cumpla k(h(y)) = 1. Claramente,
g(h(y)) = 0. Asi pues, (Tg)(y) = 0, lo cual implica que

(TF)(y) = aly) f(R(y)).

Para obtener la continuidad de la funcién a, demostraremos que para
cada y € Yp, existe un entorno abierto de y donde a es continua. Con-
sideremos cualquier funcién f € A tal que f(h(y)) £ 0y sea

W= {z € oA : f(z) # 0}.
Es evidente que el conjunto 2~!(W) es un entorno abierto de y. Ademas,

Ty

foh
es continua en h~!}(W) y ambas funciones, a y T'f/(f o %), coinciden en
RY(W).

Finalmente, supongamos que 0gA es un conjunto compacto y sea un

la funcién

elemento yo € Y tal que existe una red (y,) en Yo que converge a yo.
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Para todo indice «, tenemos que y, pertenece a V;, (cf. Lema 3.3.3) con
h(ys) = zo4 € doA. Por tanto, la red arriba citada tiene una subred (zp)
que converge a algin punto zg € opA. Como quiera que

|f(@)] = (T f)(ys)l

para todo indice 8 y toda funcién f € A, deducimos, por la continuidad
de las funciones f y T f, que

|/ (o)l = [(T'f)(30)]

para toda f € A, es decir, yo € V,,, C Yo. O

Nota 3.4.1 El Teorema 3.4.1 generaliza el Teorema de Holsztynski si
asumimos que el espacio X es compacto y A = C(X). Recordemos
que W. Holsztyniski ([40]) probé que si existe una isometria lineal T'
entre C(X) y C(Y) (X e Y compactos), entonces podemos encontrar un
subconjunto cerrado Yy de Y, una aplicacién h continua y sobreyectiva
entre Yy vy X y una aplicacién continua a : Yo — K, |a| = 1, de forma
que

(T£)(y) = ay)f(h(y)) para todo y € Yo y toda f € C(X).

Corolario 3.4.1 Con la mismas hipotesis que el Teorema 3.4.1, el rango
de la aplicacion h restringida a Ch(T(A)) es Ch(A).

Demostracién. Por el Teorema 1 de [7], sabemos que la frontera de
Choquet de A esta contenida en J0A. Por otra parte, para cada punto z
de Ch(A), existe una funcién f € A tal que f(z) # 0 y, por tanto,

Ch(A) C ooA.
Consideremos la isometria sobreyectiva
T7':T(A) — A.
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Sea (T71) : A" — (T(A)) la aplicacién adjunta de T~ (cf. seccién 0.2),
es decir,

(T(L)(S) = LUTT)F)
para todo funcional L € A’ y toda funcién f € T(A). Es conocido (cf.
[23]) que (T') es una isometria sobreyectiva y que

(T (ex(V[A]) = ex(VIT(A)]).
Por tanto, si ¢ € ChA, entonces
(Tt = '
donde p € K, || =1 and y € Y. Asi pues, si f € A,

(TH@I = (T F)y)l
= |w'(T5)
= [(T =) (T 1)
= |f(=).
En definitiva, y € V. y de esa forma tenemos que Ch(A) C h(Ch(T(A))).

La otra inclusién se prueba de forma analoga teniendo en cuenta que
(T~'Y es una biyeccién. ]

Nota 3.4.2 Es evidente, a partir del Corolario 3.4.1, que el Teorema
3.4.1 extiende el Teorema de Novinger ([51], Teorema 1). Recordemos
que W.P. Novinger demostré que si existe una isometria lineal 7" entre un
subespacio vectorial A de C(X), que es separador y contiene las funciones
constantes, y Co(Y), entonces existe una aplicacién continua h continua
y sobreyectiva entre Ch(T'(A)) y Ch(A) y una aplicacién continua a :
Ch(T(A)) — K, |a| =1, de forma que

(TF)(y) = a(y)f(h(y)) para todo y € Ch(T(A)) y todo f € A.

Teorema 3.4.2 Sea T una isometria entre un subespacio vectorial com-
pletamente separador A de Co(X) y Co(Y'). Entonces

Tf = E(a-(foh)),
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donde h es una aplicacion continua y sobreyectiva definida entre un sub-
conjunto Yy de Y y 00A, a: Yo — K es una aplicacion continua tal que
la|]=1,Z :={a-(foh): fe A yE:Z — Co(Y) es una extension

continua y lineal que conserva la norma.

Demostracién. Sean a, h,y Yy como en el Teorema 3.4.1. Definamos
Eg :=T/f siendo g = a-(f oh) para algin f € A. Es facil comprobar
que ésta es la extension que buscamos. ]

3.5 El caso sobreyectivo.

Teorema 3.5.1 Sea T una isometria sobreyectiva entre un subespacio
vectorial completamente separador A de Co(X) y otro subespacio vecto-
rial completamente separador B de Co(Y). FEntonces existe un home-
omorfismo h sobreyectivo enire ooB y 0oA y una aplicacion continua
a:09B — K tal que |a(y)| = 1 para todo y € 0oB, y

(Tf)(y) = a(y) f(h(y)) para todoy € 5oB y toda f € A.

Demostracién. Consideremos la aplicacién h y el conjunto Yy que
aparecen en el Teorema 3.4.1. En primer lugar probaremos que la apli-
cacién h es ahora inyectiva. Para ello, basta comprobar que los conjuntos
del tipo V;, estan formados por un dnico elemento. Supongamos que o, y1
son dos elementos distintos de V,;, para algin z € o9A. Entonces

((T'f)(%o)l = (T )(y1)| = |f ()]

para toda funcién f € A, lo cual contradice el hecho que B es completa-
mente separador.

A continuacién probaremos que Yy = 09B. Sea yo € Yy. Entonces
existe un zo € oA tal que

Ig = h(yo)-

Sea U un entorno abierto de yo. Por la forma en que hemos obtenido yg
(cf. Lema 3.3.3), sabemos que existe un conjunto del tipo I, para algin
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z € X, contenido en U. Esto quiere decir, segun la definicién de I, (cf.
Lema 3.3.2), que

N L(f) c U,

feCz

es decir,

() LENEX\VU)=0.

f€Cs
Tenemos una interseccién de cerrados cuya interseccion con el compacto
X*\U es vacia. Asi pues, existe un cantidad finita de funciones { fi, ..., fo} C
Cy tal que

ﬁ L(fi) cU.

=1

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

Ifill = fi(z) =1, i=1,...,n.

Entonces la funcién f := "7, f; satisface f(z) = n. En consecuencia,

(THGI<ITfll=n

para todo y ¢ U, con lo que se demuestra que yp € 0oB.

Reciprocamente, probaremos que goB C Yy. Sea yo € 09B. Con-
sideremos la aplicacién inversa, T~!, de T. La aplicacién T~! es, por
supuesto, una isometria sobreyectiva entre B y A. Entonces, por el Teo-
rema 3.4.1, existe una aplicacién k continua y sobreyectiva definida entre
un subconjunto Xo de X y goB. Concretamente,

X() = U ‘/y

yEaoB

De la misma forma que en el parrafo anterior, deducimos que
Xo C 0'0A.

Consideremos el elemento zo de Xp tal que k(zo) = yo. Es suficiente, por
tanto, probar que yo € V,,,. Sabemos que, para todo ¢ € B,

(T 9)(w0)| = l9(5o)l
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es decir, para todo f € A, resulta que

I(Tf)(yo)| = |/ (o)l -

En consecuencia,
h(yo) = Zg.

Asi pues, la aplicacién h resulta ser un homeomorfismo sobreyectivo entre
ooB y 09A. Finalmente, como en el Teorema 3.4.1, se prueba que T es
una aplicacién composicion con peso. i

Corolario 3.5.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 3.5.1, las fronteras de
Choquet de A y B son homeomorfas.

Demostracién. Por el Teorema 3.5.1 y el Corolario 3.4.1, tenemos
que h es un homeomorfismo sobreyectivo entre Ch(B) y Ch(A). O

Nota 3.5.1 1. Sea T la inmersién isométrica usual de Co(N) en C(IN*).
Este ejemplo muestra que, en el Teorema 3.4.1, el conjunto Yy puede
no ser cerrado, a diferencia del conjunto analogo que aparece en el Teo-
rema de Holsztyniski. El mismo ejemplo sirve para demostrar que, en el
Teorema 3.5.1, las fronteras de Shilov de A y B no son, en general, home-
omorfas. Sin embargo, si asumimos que A (resp. B) es un subespacio
vectorial completamente separador de Co(X) (resp. Co(Y)) tal que

{z € X (resp. Y): f(z) =0 para toda f € A (resp. B)} =0,

entonces es evidente, por la definicién de oo A (resp. 0oB) y por el Lema
3.3.1, que sus fronteras de Shilov son homeomorfas.

2. El siguiente ejemplo demuestra que esta ultima afirmacién puede
ser falsa si A es un subespacio vectorial separador pero no completamente
separador. Definamos el siguiente conjunto compacto:

1 1
X::{l—g:nEN}U{—1+g:nEN}U{—1,1}

y sea A’ el conjunto formado por todas las funciones f, € C(X), n €
{2,3,4,...}, definidas como sigue:
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si n es par,

1 sizg=1-1
falz)y=4 -14% siz=-1+1%
0 en otro caso

Si n es impar,

0 en otro caso

Dado = € X (resp. ¢ € Y), denotaremos por ¢, la funcién caracteristica
del conjunto {z}. Definamos a continuacién una funcién f € C(X) del
siguiente modo:

f(z) = (i ful@)) + 6+ o

Sea entonces A el subespacio vectorial generado por A’ y la funcién f.
Por otra parte, definamos el conjunto compacto

Y::{%:nEN}U{O}

y la funcién ¢ € C(Y') como sigue:

o0

9(2) 1= (3 €2) + o
n=1

Sea entonces B el subespacio vectorial generado por el conjunto {£. :
n € N} y la funcién g. i

Es facil verificar que A es un subespacio vectorial separador de C(X),
pero no es completamente separador. Ademas, la aplicacién T definida
como T'f, := &, paran € {2,3,4,...} y T(f) := g puede extenderse por
linealidad a una isometria biyectiva entre A y B.

Sin embargo,

1 1
6A:{1——:npar}U{—l—k;:nimpar}U{—l,l}
n
no es homeomorfo a 3B =Y.
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3. Las condiciones exigidas en el Teorema 3.5.1 no son suficientes
para asegurar que X sea homeomorfo a Y. Como ejemplo, consideremos
la isometria T' definida entre Co(X) = Cp((0,1)) v Co(Y) = Co((0,1) U
(1,2)) del siguiente modo:

ane={ H SIS0

2

Claramente, X no es homeomorfo a Y puesto que Y no es conexo.

Corolario 3.5.2 Sean T, X, Y, A y B como en el Teorema 3.5.1. Si
ademds asumimos que TA o TB es un conjunto no vacio, entonces TA y
7B son homeomorfos.

Demostracién. En primer lugar, suponiendo que 7A # (), definamos
el conjunto

Yoo := U Ve

z€ETA
Por la definicién de la aplicacién h (cf. demostracién del Teorema 3.4.1)
y puesto que es inyectiva (cf. Teorema 3.5.1), deducimos que

h(}ﬁo):: T/@.

Por tanto, en virtud del Teorema 3.5.1, es suficiente comprobar que Ypo =
7B. Sea yo € Y. Existe un zo € 7A tal que zo = h(yo). Sea U un
entorno abierto de yo. Siy ¢ U, entonces y ¢ V,,,. Recordemos que, por
el Lema 3.3.4, se cumple V,,, = I,,. Asi pues, por el Lema 3.3.2, existe
una funcién f, € A de forma que

1= fy(zo) = || fy]l

(T f)(y) <1.

Para cada elemento y € Y*\ U, tomamos un entorno abierto U, de y tal
que

(Tf) ()] <1
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para todo y’ € U,. Como Y*\ U es un conjunto compacto, podemos
encontrar {y1,...,yn} C Y*\ U de tal forma que

Y*\Uc |JU,,.
=1
A continuacién, definamos la aplicaciéon

1ls,

g:=

Claramente,
1= g(zo) = |lgll

1=|(Tg)(yo)l = ITyll -
Ademis, |(Tg)(y)] < 1 para todo y € Y \ U. En consecuencia, los
elementos del conjunto Ypo son puntos frontera fuerte de B.
Reciprocamente, sea yo € 7B. Razonando como en el parrafo ante-
rior, se prueba que Xgo C TA, siendo

Xoo = U ‘/y
yETB
Asi, existe un z¢ € TA tal que k(o) = yo, donde £ es la aplicacién inversa

de h (cf. Teorema 3.5.1). Es decir,
Yo € Vz, C Yoo

y el corolario queda probado. |

El préximo corolario extiende el siguiente resultado de Myers ([49]) a
espacios no necesariamente compactos y a funciones que pueden tomar
valores complejos:

Si asuminos que K = R, entonces una condicién suficiente para que
X y Y sean homeomorfos es que un subespacio vectorial completamente
regular de C'(X) y otro de C(Y) sean linealmente isométricos. Recorde-
mos que un subespacio vectorial cerrado A de Co(X) es completamente
regular si cada z € X es un punto frontera fuerte de A, ie., 74 = X.
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Corolario 3.5.3 Sea T una isometria sobreyectiva entre un subespacio
vectorial completamente regular A de Co(X) y otro subespacio completa-
mente reqular B de Co(Y). Entonces existe un homeomorfismo h entre
Y yv X y una aplicacion continua a : Y — K, tal que |a(y)| = 1 para
todoyeY, y

(Tf)(y) = a(y)f(h(y)) para todoy € Y y toda f € A.

Demostracion. Es evidente, a partir de la definicién de subespacio
completamente regular, que oA = X y 0oB = Y. Este corolario es,
pues, consecuencia directa del Teorema 3.5.1. O

Nota 3.5.2 La isometria que aparece en el Corolario 3.5.3 tiene una
tinica extensién a una isometria sobreyectiva definida entre Co(X) y

Co(Y).

3.6 Subespacios como espacios cocientes.

Corolario 3.6.1 Sea T una isometria entre un subespacio vectorial com-
pletamente separador A de Co(X) yCo(Y). Entonces oo A es homeomorfo
a un cociente de un subespacio Yo de Y.

Demostraciéon. Con la misma notacién que en el Teorema 3.4.1,
definiremos la siguiente relacion de equivalencia en Yy: yo ~ y1 si Yo, Y1
pertenece al mismo conjunto V, (cf. Definicién 3.3.1), para algin z €
o9A. Si m denota la aplicacién cociente natural entre Yy y (Yo/ ~),
entonces la aplicacién

W =hor!

es una biyeccién entre (Yo/ ~) y 00A. Ademds, h™ es continua por serlo
R~ om = h (cf. [25], 2.4.2).

Para probar la continuidad de (2~)~!, consideremos una red (z,) en
ogA convergente a zo € 0gA. Para cada indice a, elijamos un punto
Yo € Vi,. Claramente existe una subred (yg) de (yo) convergente a un
punto yo € Y*. Consideremos cualquier funcién f € A. Entonces la
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red (|f(zg)|) converge a | f(zo)| y la red |(T f)(yp)| converge a [(T'f)(yo)l-

Como
(T f)(ys)l = | f(2p)]

para todo indice £, tenemos que

|/ (o) = I(Tf)(o)]

para todo f € A, es decir,
Yo € Vico'

Por tanto, como 7 (yg) = (™)~ (zs), 7(yo) = (™) (20) y la red (7(yp))
converge a 7(yo), resulta que ((h~)(zg)) converge a (h~)'(zo). De
esta forma, cada subred de ((h~)~!(z,)) tiene una subred convergente
a (h~)"}(zo). Asi pues, ((h™) ' (z4)) converge a (A~) (o). En conse-
cuencia, la aplicacién (A™)™! es continua.

O

3.7 Isometrias entre subalgebras.

Teorema 3.7.1 Sea T una isometria sobreyectiva entre una subdlgebra
separadora A de Co(X) y una subdlgebra separadora B de Co(Y'). Si para
todo x € X (resp. y € Y) existe f € A (resp. g € B) tal que f(z) # 0
(resp. g(y) # 0), entonces

1.— A es homeomorfo a OB

2.— Eriste una aplicacion continua b:Y — K tal que

T(fg)(y) = b(y)(Tf)(y)(Tg)(y) paratodoy € Y y todo f,g € A.

Demostracién. 1.— En virtud del Teorema 3.5.1, serd suficiente
probar que A es completamente separadora. Sean 7,25 € X con zy #
zo. Existe entonces una funciéon f € A de forma que f(z1) = z1 y
f(z2) = 2 siendo 21 # 2. Si |z1] = |22, entonces consideremos la
funcién g := f + f? € A. En ese caso,

g(z1) = z1(1 + 1)
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g(z2) = z2(1 + 22).

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que la parte real de z;, Re z1, y
Re z; son ambos niimeros (reales) diferentes. Asi pues,

g(@)? = |zl 1+ af
21 )* (1 + 21)(1+ 21)
= |Z1|2 (1+z+7+ |Z1|2)
= lal* |1+ 2Re 21 + [aa]’|

9(z2)]” = |zal* |1+ 2o
|2al” (14 22)(1 + 22)
25> (1 + 22 + T2 + | 22]?)
= |z ‘1 +2Re z5 + |z2|2|

de lo cual deducimos que |g(z1)| # |g(z2)| y, en consecuencia, A es un
subespacio vectorial completamente separador de Co(X).

2.— Sabemos, por el Teorema 3.5.1, que

a(y)T(f9)(y) = (THy)(Tg)(y)

para cualquier f,g € Ay todo y € dB. En consecuencia, si b denota el
conjugado complejo de la funcidén a, resulta que

T(f9)(y) = by)T ) y)(Tg)(y)

para todo y € B y cualquier f,g € A.
Sea yo € Y \ OB y sea una funcién f € A tal que (T'f)(yo) = 0.

Tengamos en cuenta que las funciones

T(fg)(Tk)(Tk)
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(TE*)(T f)(Tyg)
coinciden en 8B, siendo k € A cualquier funcién que verifique (T'k)(yo) #
0. De esta forma, por la propia definicién de frontera de Shilov, resulta
que ambas funciones coinciden en Y y, en consecuencia, tenemos que

T(fg)(yo) =0

para toda funciéon g € A.
Para extender la funcién b de 0B a Y, tomemos, para cada y € Y \9B,

dos funciones cualesquiera f, g de A tales que (T'f)(y) # 0y (Tg)(y) # 0.
Teniendo esto en cuenta, definimos
T(f9)(y)

b(y) := .

W= TnwTew
Esta extensién de la funcién b a todo el conjunto Y esta bien definida:
si consideramos dos funciones k,! € A, con (Tk)(y) # 0y (T1)(y) # 0,

entonces

T(fg)(Tk)(T)

(TH)(Tg)T (k)
coinciden en 9B y, por tanto, en Y. La continuidad de b es consecuencia
de la continuidad de la funciones T'(fg), T f y T'g en un entorno abierto
decadayeY. a

Teorema 3.7.2 Sean A y B dos dlgebras de Banach, semisimples y con-
mutativas (no necesariamente con unidad), tal que ||f||> = || || para toda
funcion f € A (resp. f € B). Si T es una isometria (resp. sobreyec-
tiva) entre A y B, entonces existe una aplicacion continua y sobreyectiva
(resp. un homeomorfismo sobreyectivo) h definida entre un subconjunto
Yy del espacio de los ideales mazimales Y de B (resp. la frontera de
Shilov de B, OB) y la frontera de Shilov, 0A, de A y una funcidn con-
tinua a : Yo — K (resp. a: 0B — K) con |a(y)| = 1 para todo y € Yg)
(resp. y € O0B) y

(TH(y) = a(y)f(h(y)) para todoy € Y (resp. 0B) y toda f € A.
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Demostracién. Como ||f||* = |[f?|| para cualquier f € A (resp.
f € B), resulta que la transformada de Gelfand es una isometria entre
A (resp. B)y Co(X) (resp. Co(Y)), donde X (resp. Y) es el espacio
de los ideales maximales de A (resp. B). Como son semisimples, pode-
mos considerar A y B como subélgebras separadoras de Co(X) y Co(Y)
respectivamente. El resto de la prueba es consecuencia directa de los
Teoremas 3.4.1 y 3.3.1.
0

Corolario 3.7.1 (Nagasawa, [50]). Sean A y B dos dlgebras de Ba-
nach, semisimples, conmutativas y con unidad tal que || f||> = || f?|| para
cualquier f € A (resp. f € B). Entonces A y B son isomélricas como
espacios de Banach si y sdlo si son isomorfas como dlgebras.

Demostracién. Como en el Teorema anterior, podemos considerar
Ay B como subélgebras separadoras de C(X) y C(Y), donde X e Y
representan el espacio de los ideales maximales de A y B respectivamente.
Debido a que A y B tienen unidad, tenemos que X e Y son espacios
compactos. Por el mismo motivo, es obvio que la funcién peso a que
estudiamos en la prueba del Teorema 3.7.1 resulta ser T'1. Es decir, a =
T1 pertenece a B. Ademads, puesto que T' es una aplicacion sobreyectiva,
existe una funcién f € A de forma que T'f = 1.

Finalmente, por el Teorema 3.7.1, deducimos que b = a™! pertenece
a By queb-T es el isomorfimo de dlgebras que estamos buscando.

El reciproco es inmediato. |

Nota 3.7.1 Como corolario inmediato del Teorema 3.7.2, deducimos,
por ejemplo, que la frontera de Shilov de H* (el algebra de Banach
formada por las funciones analiticas y acotadas en el disco unidad) es
homeomorfa a la frontera de Shilov de la subalgebra H§® de H*, formada
por las funciones que se anulan en el origen: basta considerar la isometria
sobreyectiva f < z - f definida entre H* y H§°. Nétese que H§® es en
realidad el conjunto {z - f : f € H*} donde z denota la identidad en el
disco unidad.
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Este ejemplo demuestra, ademas, que existen algebras de Banach
semisimples y conmutativas (H* y H§®) que son isométricas como espa-
cios de Banach, pero no son isomorfas como éalgebras, puesto que H§® no
tiene funcién identidad. En consecuencia, en nuestro contexto no pode-
mos obtener un teorema analogo al Teorema de Nagasawa dado para

dlgebras con unidad (cf. Corolario 3.7.1).
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Capitulo 4

Isometrias lineales con
codimension 1.

4.1 Introduccion.

En este capitulo nos centraremos en aquellas isometrias lineales definidas
sobre 4lgebras uniformes cuyos rangos tienen codimension 1, es decir, en
cierto pueden considerarse como ”casi” sobreyectivas.

Salvo mencién de lo contrario, X denotard un espacio compacto en
todo el capitulo. Recordemos que un dlgebra uniforme A (sobre el espacio
compacto X) es una subdlgebra cerrada de C(X) que separa los puntos
de X y que contiene las funciones constantes de C(X). Por el Teorema
3.7.1, un 4lgebra uniforme es completamente separadora.

En primer lugar probaremos que todo subespacio vectorial de un
dlgebra uniforme A con codimensién 1 separa completamente los pun-
tos de X (cf. Seccidén 3.2) salvo, a lo sumo, dos. Este resultado junto con
los Teoremas 3.4.1 y 3.5.1 nos permitira clasificar las isometrias lineales
T : A — A con codimensién 1 como sigue:

Tipo I. El rango de T separa completamente todos los elementos de
0A excepto dos.

Tipo II El rango de T separa completamente todos los puntos de
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0A, y existe un elemento o € A de forma que f(zp) = 0 para toda
funcién f € T(A).

Tipo III. El rango de T separa completamente todos los puntos de
0A, y para cada punto z € 0A, existe una funcién f € T(A) de forma

que f(z) # 0.

El resto del capitulo lo dedicaremos a analizar esta clasificacion. Asi
pues, demostraremos que las isometrias de Tipo I son aquellas tales que
O A coincide con cierta frontera cerrada de T'(A). Por otra parte, probare-
mos que si 1" es una isometria de tipo II, entonces existe un elemento zg
de 0A tal que 0T(A) = 0A\ {zo}. Propondremos también varios ejem-
plos de isometrias con codimensién 1 de cada uno de los tipos de la
clasificacién que hemos propuesto.

102



4.2 Clasificacién de las isometrias lineales
con codimension 1.

Proposicién 4.2.1 Sea A un dlgebra uniforme. Si B es un subespacio
vectorial de A con codimension 1 en A, entonces B separa completamente
los puntos de X salvo, a lo sumo, dos.

Demostracién. Como A es un algebra uniforme, A separa los puntos
de X, es decir, dados dos elementos de X, z; y z3, existira una funcién
f € A tal que f(z1) # f(z3). Consideremos a continuacién la siguiente
funcién de A:

g:=f—f(z1) L
Es inmediato comprobar que g(z;) = 0 and g(z3) # 0. En consecuencia
podemos asumir que existe una funcién g € A tal que g(z1) = 0 y
g(z2) = 1.

Paso 1. Supongamos que existen dos elementos de X, z1 y z3, que
no pueden separarse completamente con funciones de B. Consideremos
un tercer elemento de X, z3. Demostraremos en lo que sigue que existe
una funcién en B que separa completamente el punto z3 de los puntos
1y To. )

Con ese objetivo, consideremos tres funciones en A, fi, fo y fs, de
forma que

fi(z1) =1y fi(z;) =0 para ¢ =2,3.
fa(z2) =1y fa(z;) =0 para ¢ =1,3.
fa(zs) =1y fs(z;) =0 para 1 =1,2.

Es facil demostrar que el dlgebra uniforme A dispone de estas funciones
puesto que, por ejemplo, existen hq, hs € A de manera que

h2($1) =1,
h3($1) = 1,
hz(.ﬂfz) = 0,
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h3($3) = 0.

Por tanto es suficiente definir f; := hy - h3. De forma analoga se procede

con f2 y fa.
Por otra parte, es obvio que ni f; ni f; pertenecen a B porque z,

y z3 no pueden separarse completamente con funciones de B. En con-
secuencia, si fs pertenece a B, el paso 1 queda probado puesto que ya
podriamos separar completamente z3 de z; y z,.

Asumiremos, por tanto, que fz ¢ B. Si consideramos tres escalares

B1, B2y Bs tal que
Bi-fi+ B fot+ P f3 =0,

entonces By - fi(z1) = 0, B2 - fa(zz) = 0,y B3 fa(zs) = 0, e, By =
B2 = B3 = 0. En consecuencia, las funciones fi, f; y fs son linealmente
independientes. Por tanto, como la codimensién de B es 1, existiran dos
escalares no nulos, a; y a9, de forma que

(al'f1+f3) EB)

(ag- fo+ f3) € B.
Asi pues, como resulta que
(a1 f1+ fa)(zs) =1,

(1 - fi + f3)(z2) =0,
(a2- fo+ f3)(z3) =1

(az - fo+ f3)(z1) =0,

deducimos que el punto z3 puede separarse completamente de z; y z;
con funciones de B.

Paso 2. Sean x1 y T2 como en el paso anterior. Consideremos ahora
dos elementos de X, z3 y z4, que sean distintos de z; y z;. En lo
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que sigue, probaremos que z3 y 24 pueden separarse completamente con
funciones de B.

Con este objetivo, consideremos tres funciones de A, g1, g3 v ¢4, de
tal manera que

gi(z1) =1y g1(z;) =0 para 1 =2,3,4.

93(z3) =1y gs(zi) = 0 para i =1,2,4.
94(z4) =1 y ga(zi) = 0 para 1 =1,2,3.
Dichas funciones se construyen con el mismo razonamiento utilizado en el
paso 1 para la construccion de las funciones fi, fo v f3. Si g3 0 g4 fuesen
elementos de B, entonces habriamos terminado puesto que los puntos z3
y z4 ya podrian separarse completamente con funciones de B.
Asumamos, por tanto, que estas dos funciones no pertenecen a B.
Como los puntos z; y z2 no se pueden separar completamente con fun-
ciones de B, entonces la funcién g; tampoco pertenece a B. Ademas,
como en el paso 1, es inmediato comprobar que las funciones ¢4, g3 v g4
son linealmente independientes. Por tanto, como la codimension de B es
1, existen dos escalares no nulos #; and f; de forma que

(6191 +g3) € B,

(B2-91+9s) € B.

En consecuencia, y debido a que
(Br-g1+gs)(x3) =1,

(Bi- g1+ 93)(za) =0,
(B2- g1+ g4)(z4) =1

(B2 g1+ ga)(23) =0,

deducimos que los puntos z3 y x4 pueden separarse completamente con
funciones de B, con lo cual concluimos el paso 2. O
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Nota 4.2.1 Sea A un 4lgebra uniforme. Si f € A, entonces f denota
la restriccién de la funcién f a JA. Es bien conocido que la aplicacién
f — f es un isomorfismo isométrico entre Ay C (0A). Asi pues, en el
resto del capitulo consideraremos, sin pérdida de generalidad, que A es
un &lgebra uniforme sobre el conjunto compacto @A en lugar de sobre X.

Proposiciéon 4.2.2 Sea A un dlgebra uniforme. Si B es un subespacio

vectorial de A con codimension 1 en A y A es cualquier frontera cerrada
de B, entonces A = A o A = 0A\ {p} para algin elemento p € JA.

Demostracién. Recordemos que los puntos frontera fuerte de A (cf.
Definicién 3.2.3) pertenecen a 0A (cf. [54], p. 138). Probaremos en
primer lugar que sélo puede haber, a lo sumo, un punto frontera fuerte
de A fuera de A. Supongamos que existen dos puntos frontera fuerte z,
y zo de A que no pertenecen a A. Sea Vi un entorno abierto de z; tal
que

Vin(Au{z:}) =0

y sea V, un entorno abierto de z, tal que
Van(Au{z.})=0.

Como z; y x3 son puntos frontera fuerte, existen dos funciones f; y fo
en A de manera que

fiz:) =1=|fi

|fi(z)| <1

para cualquier punto z fuera de V; ( = 1,2).
Sea n € N tal que

n 1

para todo z ¢ V; (¢ = 1,2).
Si, por una parte, fI* o f7 es un elemento de B, entonces f}' o f3 no
alcanzaria su norma en A, con lo cual A no seria una frontera de B.
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Asumamos, por consiguiente, que fi' ¢ By fy ¢ B. Es facil compro-
bar que las funciones f}' y f3 son linealmente independientes. Por tanto,
como B tiene codimensién 1 en A, existen dos escalares no nulos a y
de manera que

a-fi+8-f; €B.
Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que
a-fi'+ f3 € B.
En consecuencia,
(a- fI' + 12)(z1) = a + f3 (1),

(- T+ f7)(@2) = a- fi(z2) +1

(a- /7 + 7)) =a- fi(z)+ f7(z)
para todo elemento z € A.

Distinguiremos dos casos. Si |a|] > 1, entonces, teniendo en cuenta
que |f7'(z)| < 3 para todo z € A (i = 1,2), tenemos que

(e /7 + ) z)] = la+ f3(e)]
2 o = [f7(21)]
> |a- fi(2)| +1f3(2)]
2 (e 17+ /7))l

para todo = € A. Por otra parte, si || < 1, entonces

(- T+ f3)(@2)] = le- fT(22) +1

> 1—|a- fi'(z2)]
> o fi(z)[+ £ ()]
> |(a- fr + f7)(=)]

para todo z € A. Es decir, la funcién (a - ff + f3), que pertenece a B,
alcanza su norma fuera de A, lo cual contradice el hecho que A sea una
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frontera de B. En definitiva, hemos probado que sélo puede haber, a lo
sumo, un punto frontera fuerte de A fuera de A.

Para concluir la prueba de esta proposiciéon basta tener en cuenta
que los puntos frontera fuerte de A forman un conjunto denso en 0A (cf.
[7], Teorema 2) y que A es un subconjunto cerrado de 9A; es decir, si
A # JA, entonces A = 0A\ {p} siendo p un punto frontera fuerte de A.

O

El siguiente teorema resume los resultados principales del Capitulo
3 (Teoremas 3.4.1 y 3.5.1), que a continuacién utilizaremos para clasi-
ficar las isometrias lineales con codimensién 1 definidas sobre algebras
uniformes.

Teorema A. Sea A un dlgebra uniforme sobre 0A yseaT : A — A
una isometria lineal. Entonces eziste una frontera cerrada (0A)o C 0A
de T(A), una aplicacion h : (0A)o — QA continua y sobreyectiva, y una
funcion continua a : (0A)o — K tal que |a(z)| =1 para todo x € (0A)o,
)

(T f)(z) = a(z)f(h(z)) para todo z € (0A)o y toda f € A.

Si T(A) separa completamente los puntos de OA, entonces (0A)o es la
frontera de Shilov de T(A) ((0A)o = 0T (A)\ {zo} tal que g(zo) = 0 para
toda g € T(A)) y la aplicacion h es un homeomorfismo.

Teorema B. ([7], Teorema 1.) Si B es un subespacio vectorial de Co(X)
que separa completamente los puntos de X, entonces la frontera de Shilov
de B existe.

Asi pues, la Proposicién 4.2.1 y el Teorema A indican que existen tres
tipos de isometrias lineales T': A — A con codimensién 1:

Tipo I. El rango de T separa completamente todos los elementos de
O0A excepto dos.

Tipo II. El rango de T separa completamente todos los puntos de
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0A, y existe un elemento o € 0A de forma que f(zo) = 0 para toda
funcién f € T(A).

Tipo III. El rango de T separa completamente todos los puntos de
A, y para cada punto z € A, existe una funcién f € T(A) de forma

que f(z) # 0.

4.3 Isometrias lineales con codimension 1
de Tipo I.

Sea (0A)o C 0A la frontera cerrada de T(A) que aparece en el Teorema
A y cuya definicién se encuentra en la demostraciéon del Teorema 3.4.1.
Recordemos aqui que

(8A)0::: LJ V;

€A
donde

Ve i={a' € dA: |(Tf)(z")| = | f(z)| para todo f € A}.

Para cualquier punto = € JA, el conjunto V, es distinto del conjunto
vacio segin quedd probado en el Lema 3.3.3.

Teorema 4.3.1 Sea A un dlgebra uniforme y sea T : A — A una
isometria lineal con codimension 1 de Tipo I. Entonces

(9A)o = DA.

Demostracién. Sean z; y x; los elementos de la frontera de Shilov de
A, A, que no pueden separarse completamente con funciones de T'(A).
Como T(A) tiene codimensién 1 en A y (0A)o es una frontera cerrada de
T(A), entonces, por la Proposicién 4.2.2, sélo hay dos posibilidades:

(8A)o = 0A
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o existe un punto p € 0A tal que
(0A)o = 0A\ {p}.

Supongamos que (0A)o = 0A\ {p}. Veamos en primer lugar que si se da
este caso, entonces el punto p es distinto de z; y 2. En caso contrario,
si por ejemplo z; = p, entonces z, pertenece a (0A)o. Es decir, existe un
punto z, € A de manera que

Tq € Vxé

Por tanto, como z; y =3 no pueden separarse completamente con fun-
ciones de T'(A), deducimos que

z1 € Vo C(0A)o

lo cual es imposible porque z; = p no pertenece a (0A)o. En definitiva,
resulta que z; # p # z3.

Por otra parte, como (0A)y es cerrado, resulta que p es un punto
aislado en 0A. Por tanto, como los puntos frontera fuerte de A son
densos en 0A, deducimos que p es también un punto frontera fuerte de
A. Como en la demostracién de la Proposicion 4.2.1, podemos encontrar
una funcion f; € A de forma que

fie) =1
y
fi(z2) = fu(p) = 0.
Denotaremos || f1]| := M > 1. Como p es un punto frontera fuerte de A,

existe una funcién g € A tal que

g(p) =1=|lg|

l9(z)] <1
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para todo punto z € (0A)o. Es evidente que f; no pertenece a T(A)
porque z; y Tz no se pueden separar completamente con funciones de
T(A). De igual forma, g" no pertenece a T(A) pues (0A)o es una frontera
de T(A) y p ¢ (0A)o. En consecuencia, como T(A) tiene codimensién 1
en A y las funciones f; y g™ son linealmente independientes, existe una
escalar no nulo, o, tal que

(0 - 1+ g") €T(A)

para todo n € N. Como los puntos z; y z3 no pueden separarse comple-
tamente con funciones de T'(A), resulta que

la - fi(z1) + " (21)] = lan - fi(z2) + g"(22)| = |9" (22)] -

Esta igualdad implica, eligiendo previamente un numero natural n su-
ficientemente grande, que |a,| < 21W Como ademas, y sin pérdida de
generalidad, podemos elegir el citado nimero natural » tal que

1
4M?

lg" ()] <
para todo punto z € (0A)o, resulta que

(on-fi+g")(p) =1

y

lo « fi(z) + g7 (2)] < NE + YSYE <1
para todo punto z € (0A)o pues || fi]| = M > 1, lo cual contradice el
hecho que (0A)o es una frontera de T'(A). 0

Ejemplo 4.3.1 Sea N* la compactificacién de Alexandroff de los numeros
naturales. Entonces, €l dlgebra uniforme A := C'(N*) puede identificarse
con el espacio de las sucesiones convergentes de nimeros naturales. Sea

T : C(N*) — C(N*) la isometria lineal definida como
(z1,22,...) — (=21, 21, T2, ...).
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Es inmediato comprobar que el rango de T' tiene codimensién 1 en C'(IN*).
Ademés, N* = JC(N*) y los puntos 1 y 2 no pueden separarse completa-
mente con funciones de T(C(N*)). Por tanto, T' es una isometria lineal
con codimensién 1 de Tipo L. Por tltimo, cabe destacar que (N*)g = N*.

Nota 4.3.1 En el ejemplo anterior, se comprueba inmediatamente que
los subconjuntos {1,3,4,...} y {2,3,4,...} de N* son fronteras cerradas
minimales de T(C(N*)). Por tanto, la frontera de Shilov de T'(C(N*))
no existe. Esto demuestra que, en la tesis del Teorema 4.3.1, no podemos

asegurar que (0A)o = 0T (A).

4.4 Isometrias lineales con codimension 1
de Tipo II.

Teorema 4.4.1 Sea A un dlgebra uniforme y sea T' : A — A una
isometria lineal con codimension 1 de Tipo II. Entonces

dT(A) = 0A\ {zo},

donde zo es el elemento de OA tal que f(zo) = 0 para toda funcion

ferT(A).

Demostracién. Por la Proposicién 4.2.2, y como 9T (A), que existe
por el Teorema B, es una frontera cerrada de T'(A), sera suficiente probar
que zo ¢ OT(A), i.e., zo = p. Supongamos que zo € 0T(A). Entonces,
por la prueba del Teorema 3.5.1, sabemos que (0A)o = 0T(A) \ {0},
pero, por el Teorema A, resulta que (0A)o una frontera cerrada de T(A).
Esto contradice la minimalidad de 07'(A). ]

Ejemplo 4.4.1 Sea T : C(IN*) — C(IN*) la isometria lineal definida
como
(:l)l, L2, ) — (0, T1,TL2, )
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Es inmediato comprobar que el rango de T tiene codimensién 1 en C'(IN*)
y que T es de Tipo II con zo = 1. También es obvio que 9T (C(N*)) =

N*\ {1}.

4.5 Isometrias lineales con codimensién 1
de Tipo III.

Para cualquier isometria lineal con codimensién 1 de Tipo III se tiene,
por el Teorema A, que (0A)o = 0T (A). Sin embargo, como se verd en los
Ejemplos 4.5.1 y 4.5.2, pueden darse cualquiera de las dos posibilidades

OT(A) = A 0 HT(A) = OA\ {p}

que aparecen en la Proposicién 4.2.2. En cualquier caso, y por el Teorema
A, se tiene que 9A es homeomorfo a 9T (A).

Ejemplo 4.5.1 Sea T : C(N*) — C(N*) la isometria lineal definida

como
, —(z1+ <z
(z1,22,...) — (—gl—ﬁ,ml,m,.”)

2

Es inmediato comprobar que el rango de T tiene codimensién 1 en C'(IN*)
y que T' es de Tipo III. Ademas,

OT(C(N7)) = N*\ {1}
puesto que no existe ninguna funcién f € C(IN*) tal que

(THW) =1=|Tf]

[(T'f)(z)] <1
para todo punto z € N* \ {1}.
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Ejemplo 4.5.2 Es bien conocido que H*® (cf. Nota 3.7.1) es un 4lgebra
uniforme sobre su frontera de Shilov, 0H*. Ademads, Hg® (cf. Nota 3.7.1)
es un ideal maximal de H*, es decir, H§® tiene codimensién 1 en H*.
Por tanto, la isometria lineal 7' : H*® — H®* definida como T'(f) := z- f
tiene codimensién 1. Las funciones de H§® separan completamente los
puntos de H*> y para todo z € H® existe una f € T(H*) = Hg°
tal que f(z) # 0, es decir, T' es una isometria lineal con codimensién 1
de Tipo III. Finalmente, notemos que la norma de una funcién f € H*
coincide con la de z - f y, ademds, |f| = |z- f| en OH*. Por tanto,
como OH® es un subconjunto de 9H*, deducimos, por la definicién de
frontera de Shilov, que 0H*® = 0Hg.
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