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PROGRAMACION DINAMICA






PROGRANACIOR DIRANICA . 445

1, INTRODUCCION

Los modelos financieros que tratan la teoria de la cartera desde
un punto de vista dinamico tienen por objeto maximizar la utilidad de la
riqueza final de un individuo gue ha invertido su riqueza inicial dwrante
un ntmero finito de periodos y entre wvarios activos. El objetivo es
conocer cual debe ser la cuantia invertida en cada activo y en cada
periodo para maximizar la utilidad de la rigueza final después de varios
periodos. La resolucion de este tipo de problemas hace necesaria la
utilizacion de técnicas de optimizacion dinimica que permitiran conocer
el camino que han de seguir las variables en el tiempo para poder

conseguir el objetivo de maximizacion de la utilidad.

Una de las técnicas de optimizacién dinamica es el calculo de

variaciones clasico cuyo origen253 se encuentra en la solucién a wn
problema en Fisica obtenida por los hermanos Bermouilli a finales de la
privera década del siglo XVII. Las primeras aplicaciones a la economia

aparecieron a finales de la década de los 20 y principios de la de los 30

253H.H)RRE.L, fiplicaciones de la Teoria del Control Optimo a la Gestidn
Enpresarial (Tesis Doctoral, Universidad de Barcelona, 1984}, pp.35-5i.
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54 5] 236 257

de este siglo de la mano de fbns2 ' Evanszs , Hotelling v Ramsey
La teoria del control optimo 6 calculo de variaciones woderno la

empezd a desarrollar, en su version determinista, I"t:mi:r‘yaginzs8 y sus

colaboradores a finales de la década de los 5@. Actualmente, se trabaja

de w nodo muy intenso en su version estocastica,

Por Ultimo, dentro de las técnicas de optimizacion dinamica cabe

distinguir la programacion dinimica, desarrollada por Bel.lm;nzsg en la

década de los 5@ de nuestro siglo.

Bellman, poco antes de la aparicion del wmiximo de Pontryagin,
presentd una solucién alternativa a los problemas de optimizacion
dinamica orientada especialmente para aquellos casos en los que se van
tomando decisiones en sucesivas etapas y el resultado de cada decision se

conoce antes de tomar la siguiente.

259¢_F.RO0S, "A Dynamical Theory of Economics”, J.P.E., 1927, pp.632-656.

259G.C.EVANS, Mathematical Introduction to Economics (McGraw-Hill, New
York, 1930).

256y HOTELLING, "The Economics of Exhaustible Resources”, J.P.E., 1931,
pp.137-175.

257% p.RAMSEY, "A Mathematical Theory of Saving”, E.J., 1928, pp.543-549.

2SBPON’I‘R‘IQGIN,.L.E‘».--(}.G.EKX..'I'YQIBRII-R.V.(X-ll‘!IBE..IDZE—E.F.I‘IISKKIHEIKO, The
Mathematical Theory of Optimal Processes, (John Wiley & Sons, New York,
1962).

QSQR.BL‘U.MN, Dynamic Programming (Princeton University Press, Princeton,
1957).
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En wn principio, la programacién dinamica se aplica a problemas

en que el tiempo es wna variabhle de caracter discr‘etozeo, pero con

posterioridad se ha desarrollado tawbién en su vertiente continanGl,

pudiéndose encontrar los puntos de coincidencia con el calculo de

variaciones clasico y la teoria del control optino.

Las caracteristicas del problema que se deriva del mndelo de
maximizacidén directa de la funcion de utilidad esperada de la riqueza
final hacen que de las tres técnicas de optimizacidén dindmica
presentadas, la wmas adecuada sea la Programacion Dinamica, cuyos

principales rasgos se presentan a continuacidn.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLENA DE CONTROLZSZ

Sea:

*) t: en los problemas que trata de resolver la Programacion Dinamica, el
tiempo es wna variable que, normalmente, se considera discreta y tome

los valores

26Q’Intr-ilit_:[atm“ define como problemas de optimizacion de etapa miltiple
aquellos en que el tiempo es una variable discreta. M.D.INTRILIGRTOR,
Optimizacion Matemdtica y Teoria Economioa, (Prentice-Hall Internacional,
Madrid, 1973) p.321.

261 g MIFN, M. 1. -N.L.SCHMARTZ, Dynamic Optimization (North Holland, New
York, 1981), pp.238-242.

262D..KOO, Elenents of Optimization with Applications in Economic and
Business (Springer-Verlag, New York, 1977), pp.167-172.

H-D-Immlm, Op- Cit-, pp-283-288-
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t = tgytystaye..,T

donde

tp: tiempo inicial

T: tiempo final
En general, se suele considerar gue at = t 1
(k=0,1,2,...,T-1}) y, por tanto,

k1 VK"

t=t°’t0+1,to+2, “aw ,Tl

+) Xygr Koprenwry RootoEN cada womento t {t = tg,t;,t2,...,T), el sistem

" se caracteriza por las variables de estado Kies i=1,2,...,n.
Para cada t, las variables de estado definen el vector de estado:

-3 ’
e = [P1tr ¥apreor ¥t

El conjunto de vectores de estado, para todos los valores de t,
(t = to,ty,t2,...,T), constituye la trayectoria de estado:

{ﬁk} = {2& € R/ t=toytyy...,T}

Las condiciones de contorno son:

%l
1
x4

(Estado inicial)

(Estado final)

St
[}
>
g
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Si bhien el estado inicial estd definido, no ocurre lo mismo con
el estado final pudiendo ccwrrir que estando definido T, :T sea libre

o bien que tanto T comn ;% sean libres.

Wigr Ugppeeey W toEN cada momento t (t=te,t,,...,T), se ha de escoger

el valor de m variables de control u_ , j=1,2,...,m.
Jt

Para cada t, las variables de control formen el vector de

control:

-3 ]
e = M1t Yaer 0 Yne
y el conjunto de todos los vectores de control, para todos los walores

de t, (t=to,t1,...,T), consituye la trayectaria de control:

5.
(v} = {u, € R/ t=tg,ty,...,T}

Las wvariables de control se eligen sujetas a ciertas condiciones

de wodo que

u(t) €u wt, t=tp,ty,e..,T

Se dice que wma trayectoria de control es admisible si todas sus
compontentes pertenecen al conjunto U. Y se llama conjunto de control

al conjunto de las trayectorias de control admisibles.

La trayectoria de estado {;;} se caracteriza por las ecuaciones de
mvimiento (ecuaciones de estado) que son un conjunto de n ecuaciones
en diferencias que relacionan las variables de estado en los nonmentos
t y t+1 (tsty,t1,...,T-1) en funcidén de las variables de estado, las

variables de control y del tiempo.
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Dichas ecuaciones de wovimiento,considerando que At=1, son:
-3 =2, = =
by, = g(t,xt,ut)
o bien

- T
Reey = 9(6%U)

Dados los wvalares iniciales de las variables de estado (estado

inicial},

- ?

xto = xito' xzto,...' xnto =

Xl

y uwma trayectoria de control {31:} admisible, existe una t(mica

-
trayectoria de estado {xt} que satisface las ecuaciones de nmovimiento
vy las condiciones de contorno. Dicha trayectoria recibe el
calificativo de factible, y cualquier vector de estado alcanzado con

una trayectoria factible en wn tiempo finito se denomina accesible.

+} El funcional obhjetivo, J, es la funcion que se trata de optimizar y en

el caso mas general es {At=1):

T-1

= <4 = -
J(xg) = E f(t,xt,ut)-At + ET(T,xt)
t=t0

El problemn de optimizacion dinamica consiste en elegir la
trayectoria temporal de las variables de control de modo que maximice el

furcional ohjetivo. La eleccidn de las variables de control determina, a
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través de las ecuaciones de wovimiento, la trayectoria de estado que

describe el sistema estudiado.

Este problema recibe el nowbre de problema de control (problema

de BHolza) y, en general, se formaliza del siguiente modo:

T~1
- — < 3 2

Max J(xo) = > £ (tyx,,u ) At + £.(T,x)
u

t ty

sujeto a

= = 2 2 )
Heyy = O (X U ) teto,torl, te+2,...,T-1
g _ 2

ty - H0
T dado

Si fT(T,;?T) se obtiense el problema de Lagrange y si

T-1
E ft(t,2t,at) = @, se obtiene el prohlema de Mayer.
to

-3 -3 .. .
En el caso que tgy T, g ¥y Ky sean valores numericos y conocidos,
el problema es de fronteras fijas. En caso contrario, el problema es de

fronteras mwiles.

Si {fx’t*} es la trayectoria de control optima para el estado

S =
inicial x4, entonces
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J . (¥e) =Max J _ (o) = 3" (o)

{ut } u, €U {ut}

donde U es el conjunto de las trayectorias de control admisibles y J*(;{)o)

es el valor funcional optino.

Fn cada nomento t se toma wna decision cuyp resultado se conoce
antes de tomar la siguiente en t+At y que afecta al proceso de

optimizacion.

3. SOLUCIOR Al PROBILFNA DE CONTROL HEDIANTE LA PROGRAMACION DINAMICA

Para resolver este problema wediante la programacidon dinamica

deben tenerse en cuenta los siguientes principios:
1) Principio de optimalidad de Bellwan

En un proceso de toma de decisiones en varias etapas, dado um
punto del tiempo y el estado asociado al mismp, la secuencia de
decisiones restantes ha de constituir wna politica optima. Es decir,
sea cual sea el estado del que se parte (estado inicial) y la decision
que ha conducido a dicho estado, todas las futwras decisiones han de

ser optimas.
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2) Principio de divisién o
En lugar de intentar resolver directamente un problema dificil,

se divide en un conjunto de problemas mas sencillos y se obtiene la
solucion al problema original conmo resultado de la solucion a los

subproblemas en que se ha dividido.

Segim el principio de optimalidad de Bellman si

3 ¥ 2 2 M 2 %
{ut } = {uto,uto+1,...,ur_1}

es la trayectoria de control Optimo para el problema definido y se

considera el subproblem

T-1
- = -
Max > fo(tynu ) + £.(Tyxg) txty
t
. -+ = - e
entonces, la trayectoria de control (ut,ut+1,...,ur_1} ha de ser optima

para dicho subproblema.

Asi, en el wowento T-1 (inicio del periodo T), el vector de
estado es ;{’T-l vy de entre todos los vectores de control factibles en

dicho momento se escoge aquel [)l..r’:l gue optimice el funcional objetivo

para el daltimo periodo

-
X

-
Epog (T-dakp_goup )

263D.K(.)0, op. cit., 1977, pp.196-197,
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- C s 1
Simbolizaremos por Jo (%, ,} el valor optimo para el dltimo

periodo, es decir,

- - - - - %
Ipog (Fpog) = ?}" By (Todp yotp ) = B g (Tododp atp )
-1

En el womento T-2 (inicio del periodo T-1), con un vector de

-3
estado Ky o9

sOlo el funcional objetivo de dicho periodo sino la sum del funcional

’ -3 —
se escogera aguel wvector de control U, que optimice no

objetivo del periodo T-1 y el funcional ohjetivo del pericdo T bajo el

supuesto que se aplicard la politica optima en este periodo, es decir,

- - -
Epog(T-2ixp_oatp o) + Jp (% ) =

- - - - -
Hp_grUpop) * Jpy[ap o (T2 % 5 g )]

Iro(¥p_p) = uu‘;“ {ET—z(T’z’;‘)T—z’ar-z) 3y (B o (T-20 Ry )]
-2

Y en general,

- -+ o - + -
JEREL U INCENEN +Jt+1[gt(t,xt,ut)]] tatoytotly.e. T-1

t

I () = £o(ip)

<

Siquiendo este proceso hacia atras en el tienmpo y como Gltinp
paso del algoritno se llega a determinar Jto(zo) gue es el valor optimo

del funcional objetivo original, J*(Qo).
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Denpstrac iéngeq:

- 4 9

¥, -3
J (%o} = Max Eto(to,xto,uto) + ftl(t“xt,’ut;) +

o -3
utg, tl'-..’uT‘l

-3 -3 -3 -3 ->

- = - =
= Max E‘to(to,xto,uto) + Max Ftl(t“xtl,utl) toeoat
Ytg Y,

* M%‘:-z rp(T-2o%p g0 8p ) + ”&’;_1 [f'r—1(T”1';"T—1’—‘£r—i) + Ep(Tyy ]

Teniendo en cuenta gue
- -
) E‘T(T,x,r) = JT(xT)

') "a’r‘ £ry (T-LoKp ot ) + t"1'(T';"'r)] = dp_y (Rpy)
-1

e e
+) Max Etl(t,,xtl,utl) +....% Max [ST_z(T-Q,xT_z,UT_z) +
%) “T-2

264D.P.ER’IBEKQS, Dynamic Programming:  Deterministic and Stochastic
Models (Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1987), pp.14-15.
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Max fT_l('r-l,?{’T_l,?nT_l) + fT(T,?{’T)]

=Jtl(;{’tl)
Ur-1 .

J*(;o) puede escribirse tanbién del siguiente wodo:

-

* ("to)

‘ I =
J (xo) = Max fto(to,xto,uto) + th(xtl) =J,

o
u
to

Mediante la programacion dindwmica se desconpone el problema
original en T problemas de optimizacién mis sencillos que el primero

(principio de la divisidn).

En el caso que el problema no sea determinista sino estocastico,

» L i - 3 2 - _)
debera ahadirse wa nueva variable de carater aleatorio, W,

(t=tostiy-ee,T)

e = (Yper Vppree i)
cuya distribucién de probabilidad se considera conocida y que obliga a a

modificar el funcional ob,jetivozss. De este nodo, se trata de encontrar

la trayectoria de control admisible gque

T-1
- 2 =2 9 -
Max J(%p) = E E ft(t,xt,ut,wt) + £T(T,x,r)
{uy) t,

265, P.EERTSERAS, op cit., 1987, p.2.
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v en general,

- e I ) -+, 9 3 -
I (x,) = l"l%x EIf, (tyxgu,w ) + 3, [o (tx,u,w)]
t
t=tg,totl,...,T-1
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1. COBCIUSIOHNES RELATIVAS AL CORJUNTQ DE MODELDOS DE REVISION DE CARTERA

El poseedor de una cartera de valores, definida en la presente

Tesis, cono

m conjunto de activos financieros bursatiles de renta
fija y/o variable que s ha consituido con fines de

inversion,

se enfrenta al problema de la adaptacidn, en el tiempo, de la composicidn
de dicha cartera. Este proceso de adaptacidn es el que constituye la

revision de la cartera, que en general puede proceder de:

a) Revision de la politica de la cartera con una wodificacion de

los objetivos del inversor a medida que transcurre el tiempo;

b) Revision en la cartera por canbios no asociados a la politica
del inversor (cambio en las expectativas, posibilidad de
reinvertir los dividendos, variacién en el precio de mercado

de los titulos, etc.).

En los wodelos de revision considerados en este trabajo hemos
supuesto, en general, que el objetivo del inversor no sufre
modif icaciones y, por tanto, los cambinos realizados en la cartera se

deben a causas externas al propioc inversor.
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La clasificacion general de los wodelos de revisidon de cartera
que hemos realizado en el epigrafe 4. del capitulo de Planteamiento,
Objetivos y Estruotura de la Tesis Doctaral y a la que henos llegado
despues de estudiar los trabajos de distintos autores nos permite afirmar
gue la revisidn de cartera puede enfocarse de dos waneras distintas, que

dan origen a dos tratamientos de la revision totalwente diferentes.

El primer enfoque (revision de caracter uniperiddico) supone el
tratamiento individuwalizado de cada wno de los T periodos en los que se
puede dividir el tienpo total que transcurre desde el nomento de
constitucién de la cartera hasta que se liquida definitivamente. Com
consecuencia, se ignora toda relacion entre periodos v la influencia gue
las decisiones tomadas en cada wno de ellos pueda tener sobre los
restantes. Este comportamiento, llamado “miope*, se traduce
matemiticamente en T problemas sucesivos de optimizacion de caracter

estatico.

Este enfoque es adecuado cuando el inversor se fija objetivos
inmediatos sin querer esperar el mnomento de liquidar la cartera para
verlos cumplidos. Se puede considerar gque el inversor pretende alcanzar

resultados a corto plazo.

El sequndo enfoque (revision de caracter multiperiodico) trata de
farma conjunta los T periodos en que dividinos el horizonte tenporal de
posesidtn de la cartera y ello implica gque la decisién tomada en cada

periodo esté condicionada por la decision tomda en el resto de periodos.

Este enfoque resulta adecuvado para wn inversor gque narca un
objetivo que no es inmediato sino que deberid esperar al mowento en que
liquida la cartera para verlo realizado. En este caso el inversor busca

resultados a largo plazo.

la diferencia entre awbos planteamientos da lugar a que en cada

periodo la cartera seleccionada por cada uno de ellos sea, en general,
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distinta y como consecuencia la maximizacion de la utilidad esperada de
la rigqueza disponible al final de cada periodo no conducira a la
maximizacion de la utilidad esperada de la riqueza disponible en el
momento de proceder a la liquidacidn de la cartera. En el apartado 3. de
las Conclusiones se especificaran aquellos casos particulares para los
que existe wma coincidencia entre la revision de caracter umiperiddico y

1a revision de cardcter multiperiodico.

Excepto cuando la politica miope resulta ser la optima, en cuyo
caso resulta indiferente, la verdadera revisién de cartera, para
nosotros, es la de natuwraleza multiperiodica, puesto que los T periodos
en gue se divide el plazo total de posesion de la cartera no pueden
considerarse como unidades independientes (al tener en cuenta que lo que

ocurra en cada periodo influirad en todos los siguientes).

2. COBCLUSIONES RELATIVAS A LOS HODELOS URIPERIODICOS DE REVISION DE
CARTERA

El estudio de los wmodelos wmiperiodicos de revision de cartera
realizada en la Parte I, nos ha permitido establecer lazos de union entre
ellos, que se resumen en la clasificacion que henos presentado en las
pp. 41-48 y que creems que constituye, en si misma, una oconclusion del
trabajo. De dicha clasificacion pueden destacarse los siguientes

aspectos:

1) Estos mdelos de revision de cartera se califican como uwniperiédicos
porque suponen la aplicacion sucesiva, en cada punto decisorio
t (t=0,1,2,...,T-1}), de mdelos de seleccidn de cartera para un (mico
periodo, lo cual permite determinar la cartera optima del periodo que

se inpcicia en t y en consecuencia, fruto de la revision, las
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2)

3)
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modificaciones gque deben efectuarse en la cartera poseida durante el

periodo anterior a t.

La mayor parte de los modelos uniperidodicos de revision tiene cono
objetivo la wmaximizacion de la wutilidad esperada de la variable
“rentabilidad de la cartera” limitando el campo de eleccidon de la
cartera Optima al conjunto de carteras eficientes. Ello se debe a que
este conjunto (dependiente del criterio escogido) es el wism, en
principio, para todos los inversores y, como consecuncia, se facilita
el proceso de eleccion de la cartera Optima, especialwente cuando es
un intermediario (sociedad de inversién) quien se encarga de realizar
gstas funciones en lugar del propio inversor. Si bien el conjunto
eficiente es comm para todos los inversores, la cartera 6ptima ya no
lo es puesto que depende de cual sea la fumcidn de utilidad particular

y de la rigqueza pueda invertirse.

Todos los modelos que determinan el conjunto eficiente cowmo paso
previo a la seleccién de la cartera dptima, surgen a raiz de los
modelos Esperanza-Varianza de Markowitz y/0 los de indices en un
intento de wegjorarlos o de adaptarlos a otras hipotesis. Esta
apreciacion ha sido la que nos ha permitido calificar el wmodelo de
Markowitz comp wodelo Esperanza-Varianza basico y a los dos

conjuntamente como modelos fundamentales.

Respecto a los diferentes modelos wniperiddicos de revision de

cartera, que se han incluido en la Parte I, exponemos a continuacién las

conclusiones obtenidas de su estudio.

En cuanto al wmodelo E-V basico, el rasgo principal que lo

diferencia de otros wmodelos, que, com éste, determinan previamente el

conjunto de carteras eficientes para despugs escoger agquélla que maximiza
la utilidad esperada, es la forma de considerar el riesgo asociado a cada

cartera; asi, se estima igualmente perjudicial para el inversor cualquier

desviacion respecto a la rentabilidad esperada, sea positiva o negativa.
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Aungue el propio Markowitz y otros autores proponen diferentes
formas de definir la frontera eficiente, hemos demostrado que éstas son

equivalentes y que proporcionan, por tanto, el mismo conjunto eficiente.

La funcidon de utilidad, que el modelo E-V basico waximiza en el
primer periodo para determinar la cartera optima, no puede aplicarse en
los periodos sucesivos al estar definida respecto a la “rentabilidad de

la cartera".

Para superar esta limitacion, en el epigrafe 1.2.5. hemos
propuesto una generalizacion del modelo E-V basico para que pueda ser
aplicado en cualquier pwnto decisorio t (t=0,1,...,T-1} y hemws

denostrado la conveniencia de definir una funcidn de utilidad dependiente

de la riqueza disponible en el womento t+i, U(ﬁt+1), en lugar de la

tradicional funcion de utilidad respecto a la rentabilidad de la cartera

en t+1, U(R_, ,).

En concreto, denostramos que en la funcion de utilidad

~ _ = s 2
U(Rct+1) =a+h Rct+1 e (Rct+1)

los paranmetros a, b y c no permanecen constantes a lo largo del horizonte
inversor, sino que dependen de la riqueza disponible al inicio de c¢ada

periodo, seqim las expresiones:

a=a+BU + vo(W)?

b= BUW +2:v (W)
c = Y'(Wt)2

donde @, B y ¥ son los parametros que definen la funcién de utilidad

respecto a la riqueza
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* (1 - |~ o“ 2
UWe, ) =atBW,, +v (W,

Es decir,

= - & ( 2
U(R pyy) = (W) + B(W )R oy +o(W) (Ryy)

los demis wmodelos fundamentales, los de indices, no  son
importantes ‘tnicamente por el hecho de simplificar la aplicacion practica
del wodelo E-V basico sino tanbién y sobre todo por introducir en el
contexto de la Teoria de la Cartera el comportamiento del wmercado. Este

conportamiento se tiene en cuenta al considerar que la variable aleatoria

“tasa de rentabilidad del titulo i, ri, no solo depende del propio
titulo sino también de un conjunto de indices sectoriales, la

fluctuaciones de los cuales se trasladaran al titulo. Este nuevo supuesto

ha dado origen a otra linea de trabajo de la que es representativn266 el

CAPM (Capital Asset Pricing Model), que se basa en la posibilidad de
constituir wna cartera de wercado (combinacién de todos los titulos, cada
wo en proporcion a su valor de wercado} que, bajo las hipotesis

correspondientes, es la mica cartera eficiente.

En la presente Tesis hemos propuesto wna generalizacion del
modelo de Sharpe y del wodelo multi-indice de Cohen-Pogque (en form
diagonal y en forma covarianza), caracterizados ambos por asociar la

rentabilidad de un titulo, r,, con un tmico indice, aunque en el caso del

wodelo multi-indice cada titulo puede estar asociado a un indice

distinto.

En el wmodelo que nosotros hemos desarrollado (wodelo de indices

miltiples en form diagomal y en form covarianza) admitimos la

266ygase, por ejenplo, W.SHARPE, op. cit., 1985, pp.145-181. También,
E.J.ELTON-M.J.GRUBER, IModern Portfolio Theory and Investment fnalysis,
(John Wiley & Sons, New York, 1987), pp.259-358.
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posibilidad de que la rentabilidad de un titulo pueda depender del
conportamiento de mis de wn indice. En este sentido y en el caso mas

general, si se supone la existencia de L indices distintos, la

rentabilidad del titulo i es

L
r, =a; > bis'ls + e i=1,2,...4N
s=1

donde, suponiendo que los diferentes indices de wmercado se puedan

relacionar entre si a través de un indice comm, tendremos:

IS = A0 + bN*‘S.I + BN s=1,2,...,L

I=3get * OnaLsy

A partir de estas expresiones, gue corresponden al wodelo de
indices wmiltiples en forma diagonal, se pueden obtener las
correspondientes al resto de wndelos de indices, considerados en el

apartado 1.3., por lo que cabe considerarlos casos particulares.

los wodelos fundamentales utilizan comp hipdtesis de partida que
la distribweion de la variable aleatoria “tasa de rentabilidad del
titulo i” es normal; sin embargo, en el caso de que dicha distribucidn no
sea normal, la esperanza vy la varianza ya no sirven para descrihirla.
Esto obliga a buscar, para cada distribuciéon particular, qué womentos

estadisticos son los adecuados para representarla.

El mdelo de Fama supone que la distribwion es del tipo Pareto
estable v en realidad constituye, en las dos versiones que hemos
desarrollado en el apartado 2.2.1., wma generalizacion del modelo E-V
basico en el caso que se suponga independencia entre las rentabilidades
de los titulos que constituyen la cartera y, otra generalizacion, ahora

del wodelo de indices miltiples en forma diagonal ya que awbos wodelos
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suponen wna distribuciéon normal de 1la rentabilidad (y ésta puede

obtenerse como caso particular de la de Pareto estable).

El mddelo de Fams-Elton-Gruber incorpora al modelo E-V bésico la

distribwion lognormal de ﬁ%+1=1+§bt+1‘ Este nuevo supuesto provoca gue,
a diferencia del wodelo E-V basico, en el de Fama-Elton-Gruber, entre dos
carteras con igual rentabilidad esperada no siempre se prefiera la gque
presenta wma wmenor varianza. Para el caso en que la distribucidon de la
rentabilidad de la tartera sea lognormal y como consecusncia de este

resultado no es posible deducir un criterio de eficiencia de caricter

general,

De lo anterior se desprende que la definicion usual de inversor
racional como el inversor gque prefiere wAs rentabilidad y wenos riesgo
debe limitarse, en el contexto de la Teoria de la Cartera, a umas
determinadas funciones de distribucion de la probabilidad (entre ellas,

la normal).

Si bien en los anteriores wodelos se ha supuesto gue no era
posible el endeudamiento ni las ventas al descubierto, estas hipotesis
también pueden relajarse. Asi, en el apartado 2.3. hemos presentado wna
generalizacion de los tres modelos que modifican las hipdtesis del modelo

E-V basico respecto a la participacion de cada titulo en la cartera:

Min V(ﬁc)
sujeto a
~ *
E(Rc) = E
N
f__; Xi =1+ XN"'I
i=1
V. < X. 52U
i i i
xN+1 2 -1 J



CORCLUS IONES A 469

De este wodo admitimos que el inversor pueda endeudarse (modelo
Tobin-Sharpe-Lintner) a la wvez que deba limitar su colocacién en
determinados titulos (modelo E-V con limites superiores) y efectuar
ventas al descubierto (mdelo de Black). De este wodelo general se

obtienen, comp casos particulares, los anteriores wodelos.

Otra de las hipotesis del modelo E-V basico hace referencia a la
forma de la funcion de utilidad, gque se supone cuadratica. Las
limitaciones que presenta esta funcion {decreciente para determinados
valores de la rentabilidad o rigueza, aversion absoluta al riesgo
creciente, etc) han hecho que se considere la posibilidad de que la
fun:ion de utilidad representativa de las preferemcias del inversor sea
cibica (Modelo de Hanoch-Levy):

U(R) =R_+b-R? + c-R?
c c [»] c

En este caso, la funcion de utilidad esperada depende de los tres

primeros womentos estadisticos [E(R), V(R,), uz(R,}], razon por la cual

el criterio E-V ya no sirve para determinar la eficiencia de una cartera.

Para poder determinar un criterio de eficiencia valido para este

modelo es necesario analizar el efecto de estos tres nomentos sobre la

utilidad esperada; si bien el efecto de E(Rc) v M3 sobre la utilidad

esperada esta plenamente determinado (efecto positivo en ambos casos) no

ocurre lo mismo con la V(RC) cuyo efecto sobre E[U(Rc)] puede ser tanto
positivo como negativo. Como consecuencia, es inposible deducir un
criterio de eficiencia de ocaracter general parecido al derivado del

criterio E-V.

Si la funcion de utilidad es clibica se concluye que wma cartera i

es preferida a otra cartera B si y sd8lo si

At [4£(R )] [ &U(R) 2 2.V(R_) - &V(R)
+ - + > e

3-4E(R ) 12 2 4E(R ) 2
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vy en el caso que la rentabilidad esperada de la cartera R sea igual a la

~

de la cartera B [E(RCQ)=E(RCB)] tanpoco este criterio es valido, por lo
que la eleccion entre anbas carteras se basa, tmicamente, en las

preferencias del inversor.

La revision de cartera supone wnos cambios en la cowposicion de
la misma que implican, en general, la venta de unos titulos y la conpra
de otros. Los costes asociados a estas modificaciones deberian ser
considerados en coalquier modelo de revision junto a los costes asociados

al mantenimiento de wna cartera ya formada.

La incorporacion al wodelo de revision de los costes de
mantenimiento y revisidn de cartera (costes derivados de la negociacién
por la conmpra y venta de titulos, inpuestos sobre la ganancia extra de

capital, etc.) puede realizarse de tres formas distintas:

1) La revision sblo se lleva a cabovsi el incremento de rentabilidad que
se espera obtener de dicha revisién compensa los costes asociados. En
este caso el inversor puede decidirse por wantener uwna cartera que
deja de ser eficiente y gque ademis no tiene por que ser la que

maximiza la utilidad esperada gque era su priwer objetivo.

2) Los costes se consideran como una restriccion presupuestaria y en este
casto se determina la frontera eficiente de acuerdo con la cuantia que

realmente estia disponible para ser invertida.

3) La tercera posibilidad es la de considerar que los costes disminuyen
la rentabilidad esperada de la cartera lo cual influye inmediatamente

en la determinacion del conjunto eficiente.

En los casos 2) y 3) se sigue optando por constituir la frontera
eficiente a diferencia de la propuesta 1) gque, a nuestro Jjuicio, no es
apropiada porque nos arriesgamos a wmantener hasta su liquidacidn uma

cartera no optima, desvirtuando el objetivo inicialmente marcado.
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En realidad, los wodelos propuestos en 2) y 3) son
generalizaciones del modelo E-V basico puesto que éste es, obvianente, un

casa particular: con costes de revision y mantenimiento de la cartera

nulos.

Ademds del nodelo E-V basico y todas las nmodificaciones a las que
ha dado lugar, existen otros wodelos de revision de cartera gque se
caracterizan tawnbién por su caracter uniperiddico y por considerar como
tmico objetivo la maximizacion de la utilidad esperada del inversor. Este
es el caso de los wndelos de Bauml (E-L), Esperanza-Semivarianza (E-5},
Esperanza-Entropia (E-H) y Dominancia Estocastica. En todos estos modelos
el objetivo persequido es de caracter mixto puesto que la cartera dptima

ha de ser, a su vez, eficiente.

Los tres primeros wodelos (E-L, E-S y E-H) se basan, para la
determinacion del conjunto eficiente, en dos momentos de la distribucidn
de probabilidad pero mientras el primero es comm (Esperanza), difieren
en el parametro representativo del riesgo asociado a la cartera. fsi,
mientras el mxdelo de Baumpl mide el riesgo a traves del "limite inferior
de confianza” definido por

L = E(R) - K-V(R_)

donde k es el coeficiente de aversion al riesgo v el mdelo E-8 utiliza

como medida la semivarianza (negativa), que se define como
s; = [E(R, - h) ]?
donde h es el nivel de rentabilidad fijado por el inversor, el mdelo E-H

define la entropia para wmedir el riesqgqo asociado a la cartera del

siguiente modo:
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donde Xi es la proporcion de la riqueza total invertida en el titulo i y

Hi su entropia definida por

m
H =- > pj-logz P;
j=1

siendo p|j (j=1,2,...,m) la probabilidad asociada a cada wno de los

valores que puede tomwar la rentabilidad del titulo i, r.o.

De estas tres distintas medidas del riesgo, L vy S; surgen, en
realidad, de una concepcion del riesgo similar puesto que awbas penalizan
tmicamente las desviaciones negativas de la rentabilidad ya sea respecto
a la rentabilidad esperada (modelo de Baunmpl) o respecto a un nivel de
rentabilidad arbitrariamente elegido por el inversor (modelo E-S§). Con
ello intentan poner de manifiesto la diferente actitud del inversor ante
desviaciones positivas y desviaciones negativas respecto a un wvalor
fijado de la rentahilidad de la cartera. El tratamiento del riesgo es la
caracteristica que diferencia a estos modelos del modelo E-V basico que
considera igualmente mnociva cualquier desviacion respecto a la

rentabilidad esperada.

El modelo E-V basico puede considerarse como un caso particular
del wodelo E-S cuando la distribucion de la rentabilidad es norml vy,
adewds, cuando el nivel de rentabilidad fijado por el inversor coincide

con la rentabilidad esperada.
El inconveniente que presentan los mpdelos de Baumpl y E-S es que

tanto el “limite inferior de confianza" como la semivarianza son wedidas

del riesgo particulares para cada inversor ya que el coeficiente de
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aversion al riesgo v el nivel de rentabilidad winimo exigido pueden
variar de wm inversor a otro. Y si cada inversor define el valor de estos
parametros, el conjunto (la frontera) eficiente también sera peculiar
para cada inversor. Ello significa gque se pierde la ventaja, para el
gestor de carteras, que supone el hecho de disponer de un conjunto de
carteras eficientes igual para todo wn colectivo de inversores al

facilitar la eleccién final de la cartera optima.

S6lo en el caso de que en el wmodelo E-S se considere que todos
los inversores definen un nivel de rentabilidad igual a la rentabilidad
esperada, se conseguiria disponer de una wedida del riesgo independiente

del inversor v de un conjunto eficiente tmico.

En cuanto al modelo de Baumol, el coeficiente de aversidn al
riesgo particular para cada inversaor ya se tiene en cuenta en la funcibn
de utilidad, por lo que no parece necesario introducir este elemento

subjetivno en el conjumto eficiente.

Por otra parte, tanto la utilizacion de K conp de h supone wuna
dificultad afladida si tenenps en cuenta que en cada punto decisorio se
debe determinar la frontera eficiente correspondiente al nuevo periodo y
gue estos dos parametros pueden variar periodo a periodo en funcidn de la

riqueza del inversor.

La ventaja que presenta la utilizacidn de la entropia respecto al
“limite inferior de confianza"” de Bauml o a la semivarianza se bhasa en
su independencia respecto al inversar, sin introducir en la wmedida del
riesgo elementos subjetivos. Comb consecuencia, el conjunto eficiente
serd el misnmo para todos los inversores, del mismo wodo que ocurre en el
modelo E-V basico. Ademas, la entropia no sdlo es independiente respecto

al inversor sino que tampoco depende de la esperanza, a diferencia de
otras medidas del riesgo donde este womento constituye una referencia.



474 . BACTA UNR TEDRIA DE CARTERAS

Por Gltimo, el modelo de Dominancia Estocastica se diferencia de
los tres wondelos anteriores y del wmodelo E-V basico en que el criterio de
eficiencia no se apoya en dos momentos de la distribucion de probabilidad
sino en la propia fuweion de distribucion, considerada ésta en su
globalidad. La ventaja que presenta este criterio es que puede admitirse

cualquier distribucion sin necesidad de afadir hipotesis sobre la misma.

Por otra parte, el modelo de Dominancia Estocastica permite
definir criterios de eficiencia adaptados a distintos tipos de funciones
de wutilidad, awpliando el abanico de posibilidades de aplicacién del
modelo, a diferencia de otros que deben afiadir hipdtesis restrictivas

respecto a dicha funcidn.

En la clasificacion de los modelos wuniperiddicos de revision de
cartera se distinguid, dentro del grupo de los que consideran uwn (mico
objetivn y al que pertenecen todos los modelos anteriores, el modelo

Media Geométrica que, como su nowbre indica, pretende maximizar wma wedia

r » N, — ~ - -
gqeowetrica, la de Rct = I*Rct+1’ definida como

+1
S q

MG = ]—1] (Royeg) stHl
5=

donde Rst+1 (s=1,2,...,5) representa los valores que puede tomar Rét+1'

cada o de los cuales tiene asociada wna probabilidad Qogpy®

Dado que se demuestra que cuando la funcion de utilidad del
inversor (respecto a la riqueza disponible en t+l1) es logaritmica, la
maximizacion de la wmedia geométrica equivale a la maximizacién de la
utilidad esperada, podemos incluir el modelo Media Geométrica en el
conjunto de nodelos cuyo objetivo es maximizar directamente la utilidad

esperada.
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Por otra parte, si se supone gue gét+1 se distribuye segim wmna
lognormal, se demuestra que la cartera que maximiza la media geometrica
¥y, por tanto, la utilidad esperada, es una cartera eficiente seqim el
criteric E-V. Esto significa que, aunque el mwodelo no considere
explicitamente 1la condicién de eficiencia de la cartera como wn

subohb jetivo, también la satisface.

Por (ltimm, la inportancia del modelo radica en la relacion que
mantiene con el mismo mydelo de caracter multiperiodico puesto que la
maximizacion de la wedia geométrica de cada periodo es consistente con la
maximizacién de la wmedia geométrica para el conjunto de T periodos. Esta
relacion permite que en cada periodo sea suficiente considerar ‘micamente
dos elementos: la distribucidn de probabilidad asociada a la rentabilidad
de la cartera de dicho periodo, y la rigqueza disponible para ser

invertida.

La mayoria de wodelos que se plantean cuil es la cartera dptim
para el inversor, consideran que éste se comporta maximizando su utilidad
esperada; sin ewbargo, debe admitirse la posibilidad que el inversor

pueda fijarse un objetivo distinto, en el que la utilidad no intervenga.

En este sentido, los modelos Safety First, a diferencia de todos
los anteriores, no pretenden maximizar la utilidad esperada del inversor
sinb asegurarle una determinada rentabilidad. Se supone que el inversor
busca, ante todo, sequridad y para conseguirla puede aplicar el wmodelo de

Roy, de Eatacka o de Telser.

Los tres wodelos se caracterizan por fijar wn nivel de
rentabilidad que sirve de referencia (nivel de subsistencia), pero
mientras el modelo de Roy pretende minimizar la pobabilidad de que la
rentabilidad real de la cartera se inferior al nivel de subsistencia, el
midelo de Eataoka fija el valor de dicha probabilidad vy para el mism,

maximiza el nivel de subsistencia. El modelo de Telser, a diferencia de
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los anteriores fija el nivel de subsistencia y el valor que se desea que
tome la probabilidad de que la rentabilidad real esté por debajo del

anterior nivel y maximiza, para estos valores, la rentabilidad esperada.

Por Giltimo, dentro de los nodelos wniperiddicos de revisidn de
cartera es posible diseflar un wodelo ajustado a cada inversor particular,
en el que se tengan en cuenta miltiples objetivos. Este es el caso del
modelo de Programacian por Objetivos, que admite la incorporacidn de
cuantos objetivos el inversor desee alcanzar, inclusive cuando éstos
mestren cierto grado de inconmpatibilidad mutua. En este modelo se supone
gue el inversor no pretende optimizar sino “suboptimizar” es decir, que
el resultado de cada objetivo esté lo wmis cerca posible del wvalor
deseado; es por ello que se permite la presencia de objetivos no
totalmente conpatibles,. a traves de la utilizacion de unos coeficientes
gue determinan el grado de prioridad con que deben ser conseguidos cada

uno de los objetivos.

Este modelo permite tawbién que el inversar modifique sus
objetivos periodo a periodo, que es el otro supuesto que puede notivar la
revisidn de la cartera y que en el resto de modelos wmiperiddicos de
revision de cartera no puede ser tenido en cuenta al considerar um tmico

objetivo.

3. CORCLUSIONES RELATIVAS K LOS NODELOS NULTIPERIODICOS DE REVISIOR DE
CARTERA

En la Parte 1I hemos estudiado modelos de revision de cartera
cuya diferencia basica respecto a los de la Parte I estriba en el

tratamiento de los T periodos que constituyen el horizonte temporal de
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posesion de la cartera. Asi, mientras los modelos uniperiddicos
consideran aisladamente cada uno de los T periodos, los mltiperiddicos
los tratan como un conjunto, y condicionan la decision tomada en cada wno

de ellos a las decisiones que se han tomado en los anteriores.

Esta diferencia en el caracter de la revision provoca también
diferencias en cuanto al método utilizado para la deterhinacién, en cada
caso, de la cartera oOptima. La consideracidn global de los T periodos se
traduce, matemiticamente, en un problema de optimizacion de caracter
dindmico que nosotros hemns resuelto mediante la aplicacion de la
Programacién Dinamica, aunque cabria la pasibilidad de utilizar también

la Teoria del Control Optinn267.

Una de las razones por las que nos hemos decantado por la
Programacidn Dindmica obedece a que este método de optimizacién nace para
resolver problemas de optimizacion donde la variable tiempo es de
caracter discreto lo cual coincide con la mnaturaleza discreta de la
revision de carteras. Por el contrario, la Teoria del Control Optimo
considera, en sus inicios, que la variable tiempo es continua, mientras
que el salto a lo discreto es posterior y todavia se esta desarrollando,

(existe wna linea de investigacion en la Universidad de Valencia).

Ademis, el encadenamiento existente entre la decision tomada en
un periodo y las tomadas en periodos anteriores, awpara la aplicacion de
la metodologia optimizadora, que henos llamado “retro-optimizacién” y en

la que se basa la Programacién Dinamica.

La utilizacién de este método de optimizacidn nos ha permitido
determinar, desde el nomento t=Q (constitucion de la cartera) y gracias
al proceso de retro-optimizacién, cual es la cuantia dptima que debe

invertirse en cada punto decisorio (t=0,1,2,...,T-1) y en cada activo

267p. n. EENSOUSSAN-E. GERALD HURST,JR.-B.NASLIND, Management Applications
of Modern Control Theory (North Holland, Amsterdam, 1974), pp.111-140.
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para consequir el objetivo deseado {maximizacién de la utilidad esperada

de la riqueza disponible en T). Esta cuantia dptima (Y:t)’ es una funcion
de W, (riqueza disponible en t; t=0,1,...,T-1) que es un dato cuando se

llega al nomento t considerado.

El estudio de los mndelos wmultiperiodicos de revision de
cartera nos ha permitido realizar la clasificacion que hemos presentado
en las pp. 266-273 de esta Tesis y que tiene como objetivo mostrar uwma
vision general de cuales son las principales lineas que esta siguiendo lo

que podriamos llamar Teoria de dichos modelos.

Queda en evidencia la gran importancia que han adquirido todos

los mpdelos que consideran al inversor como un neximizador de la utilidad
esperada, va sea de la riqueza final, [U(ﬁr)], del “lifetime
consumption", [U(E],ég,---)], o de la rentabilidad de la cartera periodo

a periodo, [U(ﬁcl,ﬁcz,...,ﬁcT)]. En nuestro trabajo henmos tratado,
tnicamente, los modelos que consideran que la finalidad del inversor es
maximizar la utilidad esperada de la riqueza disponible en T puesto que
son los que aparecieron en primer lugar y todavia no estan superados. Por
otra parte, la funcion de utilidad dinamica en que se basan los otros

nodelos, requiere, por si misma, de un estudio previao.

Del mismo modo que en los modelos uniperiddicos, la
maximizacion de la utilidad esperada de la riqueza disponible en T puede
constituir un objetive de caracter puro, adjetivo que hewos utilizado
para indicar gque se wmaximiza directamente la funcidén de wutilidad
esperada; pero, asimismo, puede tratarse de un objetivo de caracter
mixto, en cuyo caso, la cartera gptima debera ser, a su vez, una cartera

eficiente.

Si se delimita la eleccidn de la cartera oOptinma al conjunto

eficiente, se puede considerar la extemsian del wodelo E-V basico al caso
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multiperiddico, lo cual exige la definicion de la frontera eficiente para

el conjunto de T periodos (epigrafes 4.2. y 4.3.).

Bajo hipotesis de independencia (en el tiempo y dentro de cada
periodo), estacionariedad y mantenimiento de las proporciones invertidas
en cada titulo en el transcurso del tiewmpo demostramos, que la cartera
eficiente para el priwer periodo es tawbién eficiente para el conjunto de
T periodos. Esta constituye una importante relacion entre el modelo E-V
basico y el modelo E-V multiperiodico, pero se consigue bajo hipotesis

muy restrictivas.

fAdemas, el criterio de eficiencia basado en el valor esperado y
en la varianza no es adecuado para el caso multiperiodico puesto que el
tercer mowento para el conjunto de T periodos no es cero a pesar de que
periodoc a periodo este tercer womento pueda ser nulo. Asi, el tercer
momento debe ser tenido en cuenta para determinar la eficiencia de uma
cartera, pero su consideracion no permite deducir un criterio de
eficiencia de caracter general puesto que, mientras un incremento de la
varianza provoca um incremento del tercer nonento, el efecto de wm
incremento de la rentabilidad esperada en dicho womento no esta
determinado. La dificultad que supone la definicion de un criterio de
eficiencia basado en los tres primeros womentos estadisticos nos sugiere
en prinoipio, buscar la cartera que maximiza directamente la funcidtn de

utilidad esperada sin reparar en la eficiencia de dicha cartera.

En realidad, disponer de la frontera eficiente es til cuando
puede determinarse facilmente, pero si su busqueda plantea problemas
inmportantes, los beneficios gque reporta desaparecen. A mayor
abundamiento, del estudio realizado por Eroll, Ilevy y el propio

rhrknwitzzse, se desprende que hay pocas diferencias entre la cartera
optima que waximiza directamente la utilidad esperada y la que, ademis,

es eficiente.

268 RROLL, Y. -H.LEVY, —H.M.MARROWITZ, op. cit., 1984, pp.47-61.
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A diferencia del wodelo E-V de Markowitz, el wmwodelo E-V
multiperiddico no permite ser calificado ({todavia?) cowmo basico puesto
gque pocos son los trabajos que han sequido esta linea. Tawbién nosotros
abandonanpos este camino por las dificultades que presenta y, en su lugar,
proponenos un nodelo de revision de carteras (Capitulo 5) en el que se
considera como Umico objetivo de caracter puro la maximizacién de la
funcidon de utilidad esperada de la riqueza disponible en T (momento de

liquidacion de la cartera).

En el Capitulo 5 hemos considerado la posibilidad de que la
funcion de utilidad del inversor respecto a la riqueza disponible en T
fuera de wno de los siguientes tipos, cuya denomiacion corresponde a su

estructura algebraica:
+) cuadratica: U(aT) = a + B-ﬁr + v-(ﬁT)z

*) logaritmica: U(ar) = In {u + NwT)

) potencial: U(H) = ———p (# + -t ) 17

Para cada tipo de funcidn hemos dedunido, bhbajo hipotesis de
independencia y estacionariedad, cual es la cuantia optima que debe
invertirse en cada activo (i=1,2,...,N) y en cada punto decisorio
(t=9,1,...,T-1) para conseguir waximizar la utilidad esperada en T que es

el t'mico objetivo fijado por el inversor. Para ello ha sido necesario la

definicion de la funciétn de utilidad “derivada”, Et(ﬁf)’ gue es la

funcion gque debe maximizarse en cada uno de los periodos para garantizar

la maximizacion de la funcion de utilidad real, U(ﬁT).
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La funcion logaritmica y la potencial tienen wna caracteristica

contm

u? W ~
._(u._T_)__ = u + )\-NT ()\;EO)

u!!(mur) -

gracias a la cual es posible realizar wn estudio global de anbas
funciones y después particularizar los resultados obtenidos para cada

tipo de funcidn.

El anterior cociente, gue es wna funcion lineal de ﬁT’ constituye

el inverso del coeficiente de aversidn absoluta al riesqo de Arrow-Pratt.

Ademds de deducir cual debe ser la cuantia invertida en cada
activo y en cada punto decisorio, hemns estudiado en gque casos la
politica miope es la optima; es decir, en que casos la maximizacion de la
funcion de utilidad esperada  de la riqueza disponible en t+1
(t=0,1,...,T-1) conduce a los misws resultados que la maximizacion de la
funcion de utilidad esperada de la riqueza disponible en T mediante la
Programacion Dinadmica. En estos casos, la funcion de utilidad “derivada®
puede sustituirse por la funcion de utilidad correspondiente al periodo
considerado, U(ﬁt+1) y al estar definida respecto a ﬁt+1 coincide con la

funcién U(W,) inicialwente definida.

Este resultado al que henos llegado, nos parece inportante

porque:

1) simplifica el proceso de determinacion de las funciones de utilidad
"derivadas™; vy,
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2) da validez a los modelos uniperiodicos basados en la maximizacion
directa, en cada periodo, de la funcidn de utilidad esperada, puesto
que, en este caso, la utilidad esperada en el nomento T coincidird con

la obtenida wediante la aplicacion de los wodelos multiperiodicos.

Los resultados que henmos obtenido a través del modelo propuesto

en este capitulo, pueden resumirse en los cuatro siguientes cuadros:

+) CUADRO I: Funcién de utilidad cuadratica - Vector de cuantias optimas

invertidas en cada wnmo de los activos en el momento t, (Y:)

+) CUADRO II: Funciones de utilidad que cumplen la relacion

- U (i) .

= g+ )\-W,r - Vector de cuantias optimas

yee (~WT)

invertidas en cada uno de los activos en el nonento t, (Y:)
+) CUADRO III: Funcion de utilidad cuadratica - Politica miope optima

«}) CUADRO IV: Funciones de utilidad que ounplen la relacion

- U? ('G'T)
ure (ar)

= u + )\-Nr - Politica miope optima
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CUADRO I

Funcion de utilidad cuadriatica -~ Veotor de cuantias optimas

invertidas en cada uno de los activos en el momento t, (Y:)

B
— Caso general B T — + 2-v-mot-ut 'Dt
| I &
k=t+} ok
N activos
arriesgados
— y un activo —— Caso particular (B + 2-v-ut)-D
sin riesgo s . =0
ot
| Posibilidad de (B + 2-1-Wt)-0t
endeudamiento
Funcién de utilidad
cuadratica —
UM )=a+B-H+v- ()2
Caso general (Bt+1+2"t+1'ut'sh)'Dt*ut'vN'G
— N activaos
arriesgados
Posibilidad de (B + 2-Y-Ut)-D
endeudamiento

La matriz Dt tiene en todos los casos la misma estructura

Dy =~ "%"(Qt) 1'C'c

aungque las wmatrices ﬂt Yy Ct son particulares para cada uno de dichos
casos y estan definidas en los apartados correspondientes. Si se
consideran N activos arriesgados y un activo sin riesgo y ademas sot=a,
las matrices A y C son las misms para cualquier punto decisorio t
(t=2,1,2,...,T-1). Lo mismo oourre si se oonsideran N aotivos arriesgados

con posibilidad de endeudamiento.
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CUADRO I1

- U’ (ur) -

Funciones de utilidad que cumplen la relacion ——— =
ure (ur)

Vector de cuantias gptims invertidas

en cada uno de los activos en el momento t, (Y:)

M
— Caso general =1 + x-a,m-ut th
I I &,
_k=t+1 ok
. [ w
- Caso iax_‘t;cular Tt %% Dt
= T o
Ll(:ti'l
N activos
arriesgados
— v un activo —{— Caso particular {uv + Mut)-bt
sin riesgo Sot= o
- Caso particular (u + ).-l-lt)-Dt
#=9
- Caso particular s Funcion
A=-1 cuadratica
| _Posibilidad de {u + x-ut)-nt
endeulamiento
Funcion de utilidad
-~J? ( ) - pos—
%)
w ()
A través del procedimiento
Caso general =) utilizado, no es posible
deducir una expresion general
— N activos Caso particular ut'"t
arriesgados u=0
Posibilidad de (B + 2-1-Ut)-D

endeudamiento

En todos los casos Dt' - _%_"(at)-l'ct’ pero las matrices At b 4 Dt
son particulares para cada uno de ellos. Estas matrices estan definidas
en los apartados 3.6.2. y 5.6.3.
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De la observacion de los cuadros Iy II pueden destacarse los

siquientes rasgons:

1)

Para cualquiera de las funciones de utilidad estudiadas, las
expresiones obtenidas para el caso de N activos arriesgados con
posibilidad de endewlamiento pueden obtenerse como wm caso particular
de las expresiones deducidas del caso en que se consideran N activos
arriesgados y un activo sin riesgn con posibilidad, ademis, de
endewlamiento. Para ello es suficiente con eliminar la priwera fila vy
la primera columa de la watriz at donde aparecen los coef icientes
relacionados con el activo sin riesgo y la priwera fila de la mtriz
Ct (Véanse los apartados 9.5.2.2. y 9§.5.3.2. para la funcion de
utilidad cuadratica y los apartados 5.6.2.5. y 5.6.3.2. para el resto

de funciones).

La funcion de utilidad potencial con A=-1 da lugar a una funcion de
utilidad cuadratica concreta y hemps dempstrado que los resultados
obtenidos para la funcién de wutilidad cuadritica general son
aplicables a este caso y coincidentes con los derivados del estudio de

la funcion potencial.

En el caso que el inversor se comporte en cada periodo maximizando la
funcion de utilidad esperada correspondiente al mism, la cuantia
invertida en cada punto decisorio tendra la miscma estroctura gque la
cuantia invertida en el momento T-1 para los caso que henos estudiado
sustituyendo T-1 por t. De hecho, el comportamiento wiope se
caracteriza por tratar cada periodo como si fuera el Gltimo, de ahi la

validez de este resultado.
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CuADRO III

Funcién de utilidad cuadratica - Politica miope optima

MIOPIA OPTIMA

r—Caso general NO
N activos
_ arriesgados | . particular 81
y un activo
_ _ s, =0
sin riesgo ot
| Posibilidad de sI
endeudamiento
Funcién de utilidad —
cuadratica
U(Wp)=a+B Wty (W) ?
Caso general NO
__N activos
arriesgados
Posibilidad de sI

endeudamiento
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CUADRO 1V

-u (al‘) -

Fimciones de utilidad gue cumplen la relacion = ,m-}.-ur -

Politica miope optim

MIOPIA OPTIMA

— Caso general NO
— Caso particular NO
A=1
N activos
arriesgados
— y un activo —4— Caso particular SI
" sin riesgo s =9
ot
— Caso particular S1
# =09
— Caso particular NO
A=-1
| Posibilidad de 81
endeudamiento
Funcion de utilidad
-u (” ) o —
ilT = ﬂ+hcur
ur? (uT)
— Caso general NO
— N activos ~4— Caso particular 81
arriesgados u=0
Posibilidad de SI

endeuwdamiento
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De la observacién de los cuadros II1 y IV se puede ver en qué
casos la politica miope es la 6ptima yen qué casos no lo es y, en

concreto, pueden extraerse los siguientes resultados:

1} Para los tres tipos de funciones de utilidad estudiados y para el caso
wés general, la politica miope nb es la gptima ya sea considerando que
todos los activos son arriesgados o admitiendo la posibilidad de un
activo sin riesgo. Esto significa que el resultado de aplicar la
Programacion Dinamica para meximizar la utilidad esperada de la
riqueza disponible en T no proporciona la misma secuencia de carteras
gue si wmaximizamos periodo a periodo la utilidad esperada de la

rigueza disponible en el momento t+1 (t=0,1,...,T-1).

2) En el caso que se consideren N activos arriesgados y un activo sin
riesgo y éste sea, en concreto, dinero en caja (50t=0), la politica

miope es la optima sea cual sea la funcion de utilidad esperada.

3) Si se posibilita el endeudamiento del inversor, la politica miope es
siempre la Optima independientemente de la funcién de utilidad y del
tipo de activos considerados incluso en el caso en que Sot=0’ si

incluimos wn activo sin riesqgo.

- (u)
ur? (NWT)

la politica miope es la Ooptim tanto cuando se considera que todos los

= AU (A20),

4) Si la funcion de utilidad cumple la relacidn

titulos son arriesgados como cuando se incluye un activo sin riesgo y

en este altimo caso no hace falta que Sot=0'

Por daltinp, la maximizacion de la utilidad esperada de la rigqueza

disponible en T en el caso que la funcién de utilidad sea logaritmica del
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-U’(af) .

tipo U(WT) =In ﬁT ———=— = W.|, es consistente con la waximizacion
0 ()

de la media geométrica de la rentabilidad de la cartera de cada periodo.

Y com este conportamiento equivale a maximizar la utilidad esperada de

cada periodo, se reafirma la conclusion sobre la optimalidad de la

o~

U (i)

politica miope en el caso de - ———0— = uT (r=1}.

1y (ur)

A su vez, es consistente con la maximizacion de la utilidad

~

esperada de RT (rentabilidad global para los T periodos) si la funciodn de

utilidad es también logaritmica.

Por otra parte, en el apartado 3.7. se demostro que en el caso de

que la distribucién de la rentabilidad (R!  ,=1+R' _ ) sea lognormal, la

t+1
cartera que maximiza la media geométrica es también wuna cartera eficiente
en el espacio E-V. Por tanto, en este supuesto, la secuencia de carteras
encontradas a partir de la aplicacion de la Programacion Dinamica es una
secuencia de carteras eficientes, awgue este objetivo no sea

expresamente perseguido.

4. CORCLUSIONES PROYELTIVAS

La realizacion de esta Tesis nos ha permitido profundizar en
algunos de los aspectos de la Teoria de Carteras desde el punto de vista
de la revision. Sowos conscientes, sin emwbargo, de que existen otros
aspectos que no se han tratado en este trabajo pero gue, por su

importancia en el contexto sefialado, werecerian una especial atencion.
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Entre estos aspectos deben destacarse los siguientes:

En la Parte I {La rentabilidad de los titulos se distribuye segim
una lognormal; apartado 2.2.2.), se ha puesto de wanifiesto que la
definicién usual, en la literatura financiera, de racionalidad (se
prefiere ms a wenos rentabilidad y wenos a wms riesgo) no puede
utilizarse para cualquier distribucion de probabilidad. Este hecho nos
hace pensar en la necesidad de realizar un estudio por familias de
distribuciones que presenten caracteristicas commes. De este modo, se
podrian evitar problemas de hipotesis que se filtran al estudiar las

distribuciones particulares.

Para la determinacion de la composicion optima de la cartera en
cada periodo se debe concretar, ademis de la funcion de distribucidn, la
de utilidad, y en todos los wmodelos considerados, esta funcidn de
utilidad se ha hecho depender de una tmica variable. Sin ewbargo, parece
mas probable que la utilidad del inversor pueda depender de mas de um
factor. Esta posibilidad implicaria la definicion de una funcion de
utilidad multiatributo que tuviera en cuenta todos los factores que el
inversor pueda considerar adecuados. Es, ésta, una de las tres grandes

lineas de investigacion -la americana- dentro del analisis multicriterio.

En cuanto al calificativo de bhasico con el que hems
caracterizado al modelo Esperanza~Varianza uniperiodico (por constituir
un punto de referencia para el resto de wodelos de revision
wniperiddicos), no lo hemos podido hacer extensivo al mismo modelo de
caracter multiperiédico, debido a los problemas que ha presentado. Sin
embargo, tal como se ha puesto de manifiesto en el apartado 4.3.
(Seleccion de la cartera multiperiodica optima) existen conexiones entre
awbos modelas que nos hacen pensar en si um cambio de orientacidn en el
primero nos permitiria definir wn "mico mdelo basico del ouval se
pudieran deducir las dos versiones, uniperiodica y maltiperiodica. Y, en
el caso que esto no fuera posible, podria pensarse en la necesidad de dar
mn enfoque totalmente distinto al modelo E-V multiperiddico para eludir

las dificultades planteadas.
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In la Parte 1II vy en concreto, en el apartado 5.6.3.
(Cansideracion de N activos arriesgados), hemos desarrollado un wodelo de
revisién multiperiddico suponiendo que todos los titulos que constituyen
la cartera son arriesgados y la funcidon de utilidad del inversor es
logaritmica o potencial. Para este caso y mediante la utilizacidon de la
Programacién Dinamica no nos ha sido posible deducir uma expresion de
caracter general que nos permita determinar la cuantia que debe ser
invertida en cualquier activo y en cualquier momento. A pesar de ello, no
podemns concluir gque esta expresion no exista sino que no puede ser
hallada a través de este método. Para encontrar esta expresion general,
podria intentarse resolver este caso, por ejemplo, mediante la aplicacion

de la Tearia del Control Optim de caracter discreto.

Ahora bien, tanto la Programacion Dinamica cono la Teoria del
Control Optino se concibieron, en wn principio, para resolver problemas
cuyas variables son de naturaleza cierta, aunque después se hayan
extendido al campo de no certeza. Debido al caracter aleatorio de la
rentabilidad de los titulos que forman la cartera y de la propia cartera,
seria necesaria la utilizacion de métodos de optimizacion estocasticos

para resolver de un modo adecuado los problemas planteados.

La anterior reflexién hace referencia a la forma de resolver el
problema que se deduce del modelo propuesto en el Capitulo 5 y que surge
de unas determinadas hipotesis. La modificaciones a dichas hipotesis
constituyen nuevas posibilidades para ampliar el campo de aplicacion del

modelo considerado.

Asi, wna primera hipotesis, no explicitada, hace referencia al
conportamiento de la rentabilidad de los diferentes titulos que
constituyen la cartera (la rentabilidad de un titulo depende, tmicamente,
del conportamiento del mismo). También en el caso de los wmodelos
multiperiodicos, se podria considerar el supuesto de gque dicha

rentabilidad esté asociada al comportamiento de unos indices de wercado.
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De este modo se conseguiria tn modelo de indices que, al incorporar el
mercado en el modelo de seleccion y revision de carteras, acaso pudiera

dar origen al CAPM multiperiodico.

En cuanto a las funciones de utilidad consideradas en el modelo
de revisidén wultiperiddico, hewns supuesto que dependen de la wvariable
aleatoria "riqueza disponible en T", de lo que se deduce el caracter
estatico de dichas funciones (igual que en la revision de naturaleza

uniperiddica).

Para orientarnos hacia uwna verdadera Teoria Dinamica de la
Cartera de Valores es necesario considerar una funcion de wutilidad
realmente dinamica que considere el tiempo como wna mas de las variables

de las que depende.

La revision de cartera verdaderanente waltiperiodica deberia
caracterizarse, no solo por el tratamiento conjunto de los T periodos,
sino ademis por una funcion de utilidad que tuviera en cuenta el estado
de la variable de la que se hace depender (riqueza, consunn,
rentabilidad, etc.) en cada uno de dichos periodos. A este respecto, la
mas reciente de las familias de métodos que se utilizan en el analisis
mzlticriterio actual propone alternar las etapas de calculo, que
delimitan los sucesivos puntos de decision, con las que, podriamos
denominar, de dialogo; es decir, con la fuentes de informacion

suplementarias referidas a las preferencias del inversor.

Respecto a las relaciones existentes entre las rentabilidades, en
un mismo periodo, de diferentes titulos vy a las existentes entre la
rentabilidad de wn mism titulo en diferentes periodos, podriamos
eliminar, en los Capitulos 4. y 5., las hipotesis sobre la independencia

(en cada periodo y entre periodos) y la estacionariedad de la wvariable

4
aleatoria Piet De este modo, se podria conseguir un modelo mas cercano a

la realidad.
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El estudio de la revisidn de caracter multiperiodico podria ser
ampliado, también, con la incorporacion de los costes asociados al
mntenimiento y revision de partera de un modo parecido a las
alternativas ofrecidas para su inclusion en el nodelo de revision

uniperiddica.

Por ftiltimo, tanto en la Parte I como en la Parte II se ha
supuesto que la revision se efectia de form equiperiodica y con altimo
womento cierto, hipotesis que cabria wmndificar para abarcar un mayor
nimerp de casos posibles. En concreto, parece necesario abordar la
revision de la cartera suponiendo que el dltimo momento nob se conoce con
certeza. Este nuevo supuesto se acerca mas a la realidad si tenenos en
cuenta, gque el inversor sabe el monento en que constituye la cartera pero

puede ser que no se plantee cuando la liquidara.

La presente Tesis debe ser considerada como un paso previo para
una posterior y progresiva incorporacion de todos estos aspectos en un

modelo general de revisidén de cartera.
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