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5.2.- MODELO JERARQUICO CON MILTIPLES NIVELES.

Con posterioridad a la aparicion del Modelo Jeradrquico de JEWELL,
TAYLOR, G. (1979), BUHLMANN, H. y JEWELL, W. {1987) y GOOVAERTS, M.;
KARS, R.; HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCEX, T. (1990} extendieron el
Modelo Jerarquico de JEWELL para un caso mas general, con miltiples
niveles.

La idea basica de la credibilidad jerarquica con miltiples niveles
es la misma que la del Modelo de Jerarquico de JEWELL, pero en este caso,
la cartera se considera estructurada en mas de dos niveles. Supongénns,
por egjemplo, el caso de una entidad asegquradora que trabaja en todo el
ambito nacional. Su cartera estara formada por wna serie de riesgos.
Consideremns solamente wn riesgo concreto. La experiencia de
reclamaciones para este riesgo puede diferir de wna commidad auténoma a
otra. Si difiere, podriamos dividir dicha experiencia por commidades
autonomas, de manera que cada commidad auténoma esté caracterizada por
un parametro de riesgo que describa comp difiere la cartera de uma
commidad a otra. A/ su vez, dentro de cada commidad podriamos desglosar
la informacion disponible por provincias, definiendo otro parametro de
riesqo que describa como varia la experiencia de reclamaciones de una
provincia a otra, a su vez, dentro de cada provincia podemns desglosar la
informacién por ciudades, y dentro de las ciudades, por ejemplo, seqim la
edad de los asequrados. De esta manera hempos dividido la experiencia
disponible para wn riesgo determinado en diferentes niveles,

caracterizados cada o de ellos por itm parametro de riesgo.
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Existen dos caminos distintos para desarrollar el Modelo

Jerarquico con Miltiples Niveles:

a) Uno es seguir el wmismo procedimiento sequido en el Modelo
Jerarquico de JEWELL, es decir, el de los minimos cuadrados

(minimizar el error cuadrado medio cometido).

b) Y otro es utilizar la técnica del espacio Hilberiano defendida
inicialmente por TAYLOR, G. (1979) y utilizada posteriormente

por BUHLMANN, H. y JEWELL, W. (1987).

9.2.1.- Estimadores de credibilidad linsales.

9.2.1.1.~ Procedimiento de los minimos cwuadrados.

GOOVAERTS, M.; KAARS, R.; HEERUWAARDEN, A. van y  BAUWELINCEH,
T. (19902), pp. 170-175, tratan el Modelo Jerarquico con Mialtiples Niveles

utilizando el procedimiento de los mininos cudrados.

i tomamos como punto de partida los resultados del Modelo
Jerarquico de JEWELL con dos niveles, que se pueden resumir del siguiente

modo:
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Estimador Estimador Heterogeneidad Factor de
individual colectivo dentro credibilidad
Nivel 3 Xzzw b = Vz
(Cartera)
Nivel 2 X E[p(6_)] = m a=v z
(Subcart) pzvw p 1 p
. ~2
Nivel 1 X . E{u(e_, 8_.}/8 = § =V z .
(Pblizas) piv [#(€pr 855)/6p] @ Pi
= ui{8
nle,)
" 2 , N
U = .o . - H . / t . ~-1
0/ “pis Pnys " Fpgw) /2 Uy T Y
Psdss Psd

.=V

Zpi = Y1pge 7 Mo * V1)

1 'pg°

—
V=, 2 (X .
1 Lrpa(paw

Py d P

Z, = V2, 4 (V) + Uy )

v, = Z 2, (X, - X2/ (P-1)
p

se observa que este proceso se puede generalizar a un nimero cualguiera
de niveles, sin demasiadas dificultades. Para ello basta observar lo

siguiente:

+) El estimador colectivo del nivel k-1 es el estimador de

credibilidad para el nivel k.
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+} E] nurerador de los estimadores Vk’ conk = 0,1,2, es la sum
ponderada de las diferencias al cuadrado de 1los valores
observados menos los estimadores individuales, y el denominador
es el nimero de . términos del sumtorio menos el nimero de

nedias estimadas.

+) Para poder hallar los wvalores de V,, con k = 1,2, debenns
P k

utilizar wn proceso iterativo ya que las ponderaciones gque

aparecen en sus expresiones contienen el propio parametro que

estamos estimando.

Considerenns el caso de wn Modelo Jerarquico con Tres Niveles, y
suponganps que estanos interesados en analizar wm riesgo concreto. La
informacion disponible del mismo en todo el pais, por ejemplo, la
podriamos dividir por compafiias. Cada conpafiia estard caracterizada por
un parametro de riesgo que describira las diferencias existentes entfe
las distintas conpafiias. A su vez, la cartera de cada conpafiia la
podriamns considerar dividida en varias subcarteras, estando cada wna de
ellas caracterizada por otro parametro de riesgo que describira, en este
taso, las diferencias existentes entre las subcarteras. Cada una de estas
subcarteras estara formada por un cierto nimero de polizas que han sido
agrupadas por poseer ciertas caracteristicas basicas commes, Sin
embargo, las polizas tawbién poseeran caracteristicas especificas que las
diferencian de las demis polizas dentro de la subcartera, caracteristicas
que vendran cuantificadas por otro parametro de riesgo.

Al afiadir wn nuevo nivel al Modelo Jerarquico de JEWELL, es

necesario que introduzcams un nuevo subindice, por ejenplo, c para poder
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indicar el nivel de las conpafiias. En este caso tendrewns tres parametros

de riesgo:

-8 : Es el nuevo parametro de riesgo que hemos introducido
perteneciente al nuevo nivel. Caracteriza a la conpafiia ¢,

con C = 1,2,-1-,1-

-8 : Es el parametro de riesgo que describe las caracteristicas
de la subcartera p, de la compafiia ¢, con © = 1,2,..,1 vy

p = 1,2’-.’PC'

- ecpj: Es el parametro de riesgo que describe. las
caracteristicas de la podliza j-ésima de la subcartera p de
la conpaiia c, con € =1,2,..0,1; P =1,2y...,P, y
J = 1,2'-'-,kcp-

lLas variables aleatorias observables, experiencia de

reclamciones, apareceran ahora con cuatro subindices: X . indicando

cpjs’
la experiencia de reclamaciones de la poliza j-ésima de la subcartera p,
perteneciente a la compafiia ¢, para el periodo s-ésinp.

Un esquema clarificador del Modelo Jerarquico a Tres Niveles

podria ser el siguiente:
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Compatiia c=1,2,...,1

Variables de estructura

Nivel de las conpanias Bc
Nivel de las subcarteras ch
Nivel de los contratos & .
CpJ
Contrato {c,p,d)
Variables observables X .
cpjl
con pesos (w. ..
asociados D?Jl
xbpjt
W
(Yepit)

Al tratarse de un nodelo jerarquico con tres niveles, estimaremns

en Gltima instancia tres prims:

8oy 8oy 61 5) = E[X, 007801846, ]
n{8,) = E[n(6,s 8,,)/8.]

una para cada nivel que tenemps.

1a estimacion de estas tres primas se hace del mismo modo que en
el Modelo de JEWELL con dos niveles: Seleccionando la wejor prima dentro
de la oclase restringida de las primas lineales, utilizando para ello el

procedimiento de los minimos cuadrados, es decir, aplicando el Modelo de
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BUHLMANN-STRAUB en cada nivel, dando lugar a la . aparicién de tres
factores de credibilidad Z ., Z y Z_.
cpj’ ‘©p c

Para la obtencion de las primas de credibilidad lineales,

no-homogéneas, se siguen asumiendo las mismas hipotesis que en el wmodelo

jerarquico con dos niveles, pero ahora generalizadas. Esto es, dado un @

en un cierto nivel, se supone que la distribucion condicional de las

variables que aparecen en el nivel inferior son independientes, y que:

: 655' 2
Cou[X_ . /6 ,6_,8 = o2, 8,6 )
cpjs’ ' cp*epj Yonis c* “cp’ “cpj

También cabe indicar que los sumtorios respecto a los diferentes

subindices son ahora calculados de la siguiente manera:

T %

= e ¥ =
zzzZw / 7z CZ2Zw
c »

— Z
- C cp .
A z Y 7 cpzw
c * p L4
T % T Zep
= C cp CpJ -
L, L, (_ 4 cpjw
c "+ p e § Tepe
z z z_ . :
AN e \ op_ \ opj_ \ cpjs
L 7 L 45 L 7 L vy Tepis
(o . p o J cpe s
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Ello explica el motivo por el cwal para algumas carteras el
estimador obtenido por la Teoria de la Credibilidad es diferente al
obtenido aplicando el procedimiento de las medias.

Nuestro objetivo es el mismo que en el modelo jerarquico a dos
niveles: Hallar los estimador ajustados de credibilidad individuales para
las pdlizas pertenecientes a la cartera considerada, y para ello nos

vanos a centrar en wtma poliza concreta, por ejemplo, la cpj.

y 8_:)

Para obtener el estimador de coredibilidad para p(ec, 8 cpj

cp
el procedimiento a sequir es el siguiente:

La podliza cpj pertenece, en primera instancia, a la subcartera p,
por lo que el primer paso es aplicar el Modelo de BUHLMANN-STRAUB pero
restringido a la subcartera de la compafiia a la cual pertensce la pdliza.
En este caso, el estimdor colectivo que aparecera es:

E[N(ecl ecp’ e .}/8 .8 1= p(eci ecp)

cpi’ ¢ cp
que es la prima de riesgo para la subcartera p de la cowpafiia c, prim
que también deberenmos estimar aplicando para ello el Modelo de
BUHLMANN-STRAUB de nuevo, pero ahora restringido dentro de la conpafiia c.

El estimador colectivo que obtendremps serd la prima de riesgo para la

conpatiia ¢, es decir:

Elu(6,, 8.,)/8,] = nle,)-

Pafa hallar dicha prima deberempos volver a aplicar el Modelo de
BUHLMQNN—STRQUB, pero ahora restringido a la informacion que tenems de

todas las compafiias, siendo el estimador colectivo, en este caso, la
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esperanza conjunta para toda la cartera en su totalidad, m, gque es wno de
los parametros estructurales del wndelo.
Sustituyendo el estimador de u(6_) en el estimador de credibilidad

para p(BC, 8 ), y éste en el estimdor de credibilidad para

cp

ne ., 8 _, 6 _.), obtendremos finalmente el estimador ajustado de
c’ c©p cpy

credibilidad para la prima de riesgo de la poliza cpj, en la cual

habremps tenido en cuenta la informacién relativa a la cartera en su

totalidad, siendo:

—~ v —~

#8gs Oop Oopj) = Zopy Fopgw T [T 7 Zopgl 8o Bgp)
donde:

- -~

“(go’ gcp) = ch'xcpzw +{t- Zcp]'“(ep)

—~

ulo) = 2B+ [t - 2 1 ELmE )] =
= 2o B * [1 - 2 DM

m = E[p(OG)] es uno de los parametros estructurales del

modelo.

P

A su vez, resulta que p(sc, 6. ecpj) es el mejor estimador de

P
credibilidad lineal, no-howogéneo, para la prima de riesgo individual, de
la pbliza cpj, com ya vwvimds que ocurria en el Modelo Jerarquico de
JEWELL.

Por 1ltimo, el siguiente esquema podria resumir el proceso

recursivo que henmos segquido:
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Estimador Estimador Heterogenei~  Factor de
individual colectivo dad dentro credib.
Nivel 1 X v
ZZ2W 3
e A T
Nivel 3 R ozw nie,) v, Z,
(subcarteras) P P
Nivel 4 X, e , e ) v Z_,;
(Contratos) °Fd eoop ° P
siendo:
v@ = \ W 's'(xc _— Xc .w)2/ (Nimero de términos en el
cL—' s PJ PJ PJ sumatorio menos el nime-
Pady ro de medias Xc ‘w esti-
madas) PJ
vl = \ Zc ..(xc v " Xc zw)2/ (Ndomero de términos en el
é——c _ERd PJ P sumatorio menos el nime-
1Py ro de medias X esti-
madas) P
v, = :: z, -(Xc o xczzw)2/ (Nimero de términos en el
P P sumatorio wenos el nime-
€:P ro de medias Xczzw esti-
madas )
V, = : Zc;'(xczzw - zzzw)2/ (Namero de términos en el
L—-—c sumatorio menos el nime-
ro de medias X — esti-
madas )
V,w .
7z = 1 cpg*
cpJ .
Vo + vl wcp.j’
ez,
cp V, +V,-Z

1 2 “cp-
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V3'Zco

¢ V2 * UQ'ZCO

El estimador VO se puede calcular directamente a través de los
datos de la experiencia de reclamaciones y de los pesos o ponderaciones
naturales, sin ewbargo, Ul, V2, 1’4 03 al contener, via los factores de
credibilidad, el propio parametro que estamos estimando deben ser
calculados mediante un proceso iterativo. Lo mismo ocurria en el Modelo
Jerarquico de JEWELL a la hora de estimar Vl y V2.

Este esquema se puede generalizar facilmente a wn  nimero

cualquiera de niveles.

5.2.1.2.- La técnica del espacio Hilberiann.

Como ya hemos indicado antes, hay dos meneras de tratar el Modelo
Jerarquico con Maltiples Niveles, una es el procedimiento de los mininos
cuadrados, que acabamos de vwer, y la otra es utilizar la técnica del
espacio Hilberiano.

BUHLMANN, H. y JEWELL, W. (1987), presentan unos principios Yy
métodos aplicables a todos los mrdelos jerdrquicos en general, y proponen
un procedimiento de cadlculo recursivo, basado en la técnica del espacio
Hilberiano, para la evaluacion de las credibilidades jerarquicas.

Siguiendo su articulo vamos a considerar un modelo jerérqqico con
tres niveles. En primer lugar, debemos indicar que dichos autores no
trabajan con los pesos naturales, ya que parten de la base que el Modelo
Jerarquico de JEWELL, con dos niveles, es una extension del Modelo de

BUHLMANN, y no del de BUHLMANN-STRAUB, cono nosotros hemos asumido. Por



NODELOS JERARQUICOS: MULTIPLES RIVELES 299

otro lado, la nomenclatwra es distinta a la utilizada hasta ahora, ya que

siguen la propuesta en el articulo original de JEWELL, W. (1975e),

nomenclatura que nosotros hemns readaptado.

Consideran un modelo jerarquico con tres niveles, cuya estructura

de probabilidad es obtenida diserando las variables de arriba a abajo:

NIVEL 1 {:

QC (c = 1,2,...,1). Son independientes vy estan

idénticamente distribuidas con wna funcion de

densidad ra(ec).

NIVEL 2 |: ch- con. c=1,2,...,1 Yy p= 1,2,...,Pp.'50n
condicionalmente independientes y estan idénticamente
distribuidas con wma funcién de densidad r2(6 /8_ )

cp cp

NIVEL 3 |: Bcpj con c=1,2,...,1; p= 1,2,...,Pc b4
J = 1,2,...,kcp. Son condicionalmente independientes
y estan idénticamente distribuidas con wma funcion
de densidad rl(Bcpjleop).

NIVEL 0 H XCPJS oon o = 1,2,ncl,1; p = 1,2,---,PC;
J = 1'2’lll’kcp Y 5 = 1,2,-ln’tcp‘iu Soh

condicionalmente independientes y estan idénticamente

distribuidas, con ma funcién de  densidad

).

P(X_. /8 .
cpjs’ cpj
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A su vez, las variables aleatorias y las constantes para los

diferentes niveles son:

NIVEL @

NIVEL 1

: Datos: X . que es el total de reclamaciones
cpjs
producido por la poliza j de la subcartera p de la
compaiiia ¢ en el periodo s.
Como para wun cpj fijado, las variables XBPJS son
variables aleatorias intercambiables y podemos, sin
perdida de informacion sumarizar los datos de una
poliza en wa variable aleatoria para cada poliza:
op1? prz,‘..., Yépkp donde:
t .
PcJ
- 1 ' : X
opJ . L_"opjs
€pJ s=1
:+ Para cada poliza las cantidades mas relevantes son:

ne_, 8_, 8 ) =E[X_./6,8 ,8 .]

cp’ “opj opjs’ e’ cp’ opj

Var[X e _,e ]] = ¢ (9 A p? e .)

/
cpjs’ o' cp’ CPJ cpJ

o para las variables sumrizadas:

H(6or Fopr opy) = El¥opjs/0r00p%op ]

o (Gc,ecp ecpJ)

Var[Y_ . /8 ,6 ,8_ ] =
CpJS c! Cp CPJ

t .
cpJ
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NIVEL 2

NIVEL 3

NIVEL 4

: Para cada subcartera:

(B 8.) = ELu(8,, 8, 6,178,681

‘ 2
F(8,1 6,5) = E[0°(8,, 8,0 8,,.)/8,,8,]
G(8,s 8,,) = Var[m(8,, 6,1 6, :)/6,.,8, ]

: Para cada compaiia:

n6.) = E[u(8,, 6,,)/6.]
F(6,) = E[F(8_, 6. )/6,]
6(8.) = E[G(8,, 6.,)/8,]
H{6,) = Var[n(8_, 8_)/6_]

: Para el colectivo:

m = E[u(6_ )] que es la media de los colectivos.

2 L.
VU, =F=E[¢"(8,8_ , 8 .)] gque es la variacion
e e op epd en el nivel de las p6-
lizas.

<
i
@
"

E[E [Var{u(8 9ap' Fopj )/90,9°p]/90]]

Ear[n(e, 8,076,110

<
L}
o]
|
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Vy=1-= Uar[p(&c)]

que en este caso juegan el papel de constantes.

Nuestro objetivo es hallar los estimadores de credibilidad

lineales, no-homgéneos, para p(ec, 8. ecpJ)' p(ec, Bcp) 4 p(Bc), pero

p

al obtener el estimador para nie, 8,8 .} solucionampos
e’ cp cpy
automiticamente el problema de hallar los otros dos.

Un camino para obtener el estimador de credibilidad 1lineal

no-howogéneo para:

. V—
p(ecs ecp) BQPJ) = a@ + / _anJ.YOpJ
CyPyd
es hallar los coeficientes a8, ¥ acpJ (c = 1,2y..41; p= 1,2,...,Pc;

j= 1,2,...,kcp), tales que:
e

. . 2
Min E[Eﬂ(ec! ecp’ ecpj) - ”(BC’ acp’ ecpj)] ]

esto es, utilizar el procedimiento de los mininos cuadrados.

BUHLMANN, H. y JEWELL, W. {1987), pp, 43, sefialan que este camino
no es recomendable como solucion practica, y proponen utilizar la técnica
del espacio Hilberiano, comn ya habia hecho anteiormente
TAYLOR, C. (1979). |

De acuerdo con la terminologia del espacio Hilberiano, el

estimador de credibilidad lineal no-homogéneo es:
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S

n(e y @

c!? gcp cpJ) =

Yo A 4 Y 1]

= PPD[}.I(QG, ecp, 8 Gpl’ sz’...’ cpkcp

cpj

es decir, es la proyeccion de u(ec, Ocp

medido por las variables aleatorias Y ., ¥ _,..0y Y y la constante
cpl’ “cop2 cpkcp

y 8 .) en el espacio lineal
cpd

1.
Para la obtencion de los estimadores de credibilidad jerarquicos
debenos tener presentes tres principios fundamentales, sefialados por

BUHLMANN, H. y JEWELL, W. (1987), pp. 43-45:
+) PRINCIPIO 1: Pro[a‘X + b-Y / L] = a-P[X/L] + b-P[Y/L]

+) PRINCIPIO 2: Sea k ¢ L, entonces:

Pro[H/k] = Pro [Pro[X/L]/k]

*) PRINCIPIO 3: La proyeccion de un elemento perteneciente a este

esquema de niveles depende de las wvariables

aleatorias conocidas de dicho esquenazS.

Recordemps que el problema que intentamps solupionar es hallar la

y 8. .) condicionada al nivel @ y 4
cp’ ©pJ

(datos y constantes). De forma mas resumida podenmps escribirlo como:

proyeccion del nivel |, p(ec, 8

Para un estudio detallado de este principio ver WITTING, Th. {1%87).
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P
p(ec, ecp’ ecp,j) = Pr‘o[,u(ec, ch, chd)/(l?,l‘l)]
donde <(O,M) = LO q © indica el espacio lineal medido por las variables
]

datos del nivel @ y constantes del nivel 4.
P
Para hallar u(é_, ch, ecpj) = Pro[u(ég,, ch, 9ij)/<p,m] vamos a

seguir wn proceso iterativo:

Primero proyectaremns en LQ 2,3,4° despues en L0,3, P ¥y por

altino  en L gque por el PRINCIPIO 2 sabemns que si

0,4’ ¥?
L, , €L cL

9,4 = 0,3,4 ~ "0,2,3,4°

Pro[u(8,s 8. 6,,:)1/1g 4] =

Pro [Pro [Pro[p(ec, Ocp’ ec:p.j)LO,2,3,4]/L0,3,4]/L®,4]

Este proceso iterativo se lleva a cabo de la siguiente manera:

a) Px-o[;.n(ec, ch, chj)/LO,z,S,ll] =

= Pro[n(8,, 6y 6 )/8 iy Bopigreees xcpdtcpd,u(sc, Oop)] =
. v./v
- cp) opi + Q"1 .“(ec’ ecp)
thJ + VQ/V1 t i + VQ/V1

o lo que es lo mism:
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y 8

Pro[p(ac, ecp cpj) / L0,2,3,4] =

=Z .Y . +1-7Z 1.pu(8_, 8
epi’ Yopg * LT ZopgltilOor o)
siendo :
thJ= el nimero de periodos observados para la poliza
j-ésima de la subcartera p de la compaiiia c.
chJ: el factor de credibilidad para la poliza j-ésima de la
subcartera p de la compafiia o.
t .
cpJ
v =1 % x
cpJj t ./ cpjs
=) 21—

epi Yopj * [1 = Zep;1 Prolul6,s 8,,)/L 4 4]

Mediante esta proyeccién lo que obtendremos es el estimador
credibilidad para p(&c, ch), ya que de la expresién anterior
es lo itmico que no conocemos. El wmedio para obtenerlo es
proyectar primero en L0'1,3,4, Yy | usar el resultado para

obtener la proyeccion en LO,3,4’ ya que L0,3,4 C L0,1,3,4 y:
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Pro[u{8 , ecp)/LG,Q,Q] =

/L

= Pro[?ro[y(ec, ecp; BCPJ 0’1,3,4]/L0,3,4]

Por un lado tenenos que:

Pro[p(ec, ch)/L0,1,3,4] = Pro[p(&c, Ocp)/p(sc)] =

k \—kcp
= cp 1 u(ec’ ecp’ ecp.j) +
k + VU /V k .4—‘
cp 1772 cp j=1
v./v
+ 1”2 (8.) ~
r_+um, e
cp 1" "2
Por los PRINCIPIOS 2 y 1:
Pro[n(ec, Qcp)/L0,3’4] =
k
cp
1 \
= / Pru[p(&c, ecp’ acpj)/LO,S,Q] +
k + V. /v .
cp 1”2 j=1
cp
v,./v
+ 1 2 pe,) = ! :: [chj.vcpj +
kop + Vllv2 kcp + VI/VQ j=1
VIIVZ
+ 1 -2 .1Profp(é_, & )/L + &
[1 = Zgp 1 ProlulOgs 60y g, 5 1] + ——2——nis,)
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Despe jando Pro[p(oc, Ocp)/Lo,s,ql nos queda:

k
REli
k__ - r 2
cp [/ “cpj
1
Pro[u(8_, &__)}/L 1- 1t - J =
c’ cp’ 0,3,4 Kk +V /Y
cp 1 2
kcp kcp
S N
7Y Z .
L_"cpj cpj cpJ V.V
j=1 : j=1 172
= J n + ).l(Bc)
cp
S k_ + VU /v k_+VY /v
z . c 1”72 c 1" "2
4_{ opj p P
J:

Operando y multiplicando los dos mienmbros de la igualdad por

(kcp + V,/V,) obtenemos:

K
cp
Pro[p(ec, Bcp)/Lo,s,q]-(01/V2 + E chj) =
i=1
k
cp
\ Z Yk
{_"cpj ‘cpj _cp v
. d=i 1.
"k Zepg U H(E)
cp j=1 2
\ 7
{_ "cpj

J=

o lo que es lo mismo:
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Pro[u(é _, ecp)/L0,3,4] =

cp kcp
\ Z . \ A A
/__ “opj /__ "copj epj
= le J=1 +
K k
cp cp
: Z + V,/V : YA
YA 1"72 /L Tepj
J=1 j=1
v,/v,
+ k ”(ec)
Rga
/ Zcp,j + V1N2
j=1

Cono:
Z
op e
cp = Factor de credibilidad de la sub-
Zcp° + VI/V2 cartera p de la compahnia c
k
cp
<
Z Y .
{__ “opj opj
S
cpz 7
cpe
obtenems:

Pro[u(8,_, ecp)/LO,3,4] = Zcp-Y'cpz + [t - ch]-p(ec)

que es la prima de credibilidad para la subcartera p de la

compatiia c.
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c) Siguiendo el wmiswb proceso que el seguido en el apartado b,

obtendrewos:

Pro[p(@c)/Lo,q] =Z Y, * [t - Zc]'m

siendo:
Z
O.
Zc = Factor de credibilidad de la com-
ZG. + 02/03 pania o
P
c
<
Y ch'chz
Yézz = =
YA
c.

m es la esperanza conjunta de la cartera en su totalidad.

Resumiendo, mma vez que tenemns todos los elementos para el

proceso recursivo, lo que harenps sera:

-

1) Calcular n{é_ ) siendo:

—~
M(GD) = ZQ-Y'Dzz + {1 - Zo)-m
—~

2) Caloular p(ec, ch):

P P

n(6_, ecp) = ch-vcpz + (1 - ch)-p(sc)
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Pt

3) Calcular n{é_, Bcp’ ecpj):

P P

ne,, 8., ¢ (L -2 .)m8,, &8

) =2 Y L+ )
cp°  opy Zpd ©py cpPJ cp

que es el estimador que en realidad deseaamns estimar.

Cahe destacar que los resultados son los mismos que utilizando el
procedimiento de los mininos cudrados, para el caso particular de no
trabajar con los pesos naturales.

Para poder aplicar las tres prims de credibilidad anteriores, es
preciso estimar los parametros estructurales m, Ve, Vl, U2 14 03. Los
estimadores propuestos para dicﬁns parametros coinciden con los obtenidos

en el procedimiento de los minimns cudrados, con la hipotesis restrictiva

de que no trabajams con ponderaciones naturales.
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5.3.— MODELO DE BEGRESION JERARQUICO DE SUNDT.

Posteriormente a la aparicién del Modelo Jerarquico de JEWELL,
SUNDT, B. (1978; 1979a; 1980) expuso su Modelo de Regresion Jerarquico
con parametros aleatorios a dos niveles.

Es mma generalizacion del Modelo Jerarquico de JEWELL, en el
sentido que abandona conpletamente la hipdtesis de homogeneidad en el
tienpo y la reemplaza por otra de tipo polindmica para las observaciones
esperadas, siendo posible trazar tendencias o tener en cuenta los efectos
de la inflacién, del mismo modo que en el DModelo de Regresibdn de
HACHEMEISTER. En definitiva, se trata de un modelo que es la conjuncion
del Modelo Jerarquico de JEWELL 'y del Modelo de ﬁegresién de
HACHEMEISTER, pudiéndose obtener ambos conp casos particulares de este
modelo mas general.

En realidad, SUNDT, B. no presentd un tmico modelo sino mas bien
tres. En ellos, el objetivo es hallar los estimadores de credibilidad
lineales para las primas de riesgo individuales, pero asumié en cada caso

hipotesis distintas.

3.3.1.- Variables relevantes.

lLas wariables que aparecen en este modelo son el resultado de la
wnion de las variables utilizadas en el Modelo Jerarquico de JEWELL y en

el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, y son las siguientes:
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Es el parametro de riesgo que caracteriza a la subcartera

p, conp = 1,2,...,P.

Es el parametro de riesgo que caracteriza a la poliza
j-ésima de la subcartera p, con p = 1,2,...,P y

J= 125k

Es la variable aleatoria que nos indica la experiencia de

reclamaciones con p = 1,2,...,P; J = 1,2,...,kp y

s =1,2,...,t ., siendo w . los pesos naturales de las
BJ PJs

variables observables, que son nimeros dados y positivos.

Ademas para cada pdliza se define:

-Y

pd

Es una matriz dada para la pdliza j-&sima de la subcartera
p, con p=1,2,...,P v j§ = 1,2,...,kp. Son matrices de
dimension (th,n), donde n es el grado, mis wna unidad, de
la mayor tendencia polindmica prevista para las distintas
subcarteras que integran nuestra cartera, debiéndose
verificar gque n ( tpd' y ademis ser de rango pleno, esto
es, de rango n,

fisi, por ejemplo, s5i se prevé que la mayor tendencia
polindmica sea umn polinomio de.segundo grado, n = 3 para
todas las pdlizas, y las matrices ij tendran la

siguiente estructura:



NODELOS JERARQIICOS: SURDT 313

pd

_¢p

= E[Cov[XpJ/B 8 :1]-

1 2
pJ pJ
1 ! (tg; - 1)2
Yo (ty503) = )
1 ¢ . -2 (t_. - 2)
. pg pJ a
i 1 1 12 i

Del wmismo mndo, Y;, conp = 1,2,...,P; son matrices dadas

.yn), formadas por las

particionadas,
PJ

de dimension (kp-t

kp mtrices ij puestas en columa, que deben verificar

e n £k 't ser de rango pleno.
q P pi y ngo p

p'%pj Son matrices definidas positivas y

simétricas, de dimensién (t pj’ pJ)' con p= 1,2,...,P;
J = 1,2,...,kp y ij = (X 01 ijz""' Xpdtpj)' que es
un vector columa de dimension (tpd’l)

= E[pou[xplep]]. Son matrices definidas positivas y
simétricas, de dimensidn (kp th - PJ)’ con
p=1,2,...,P, siendo Xp = (X - 2,..., kap)' gue es

un vector columa particionado de dimension (kp-tpj,l).
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5.3.2.—- Hipotesis del wndelo.

Nosotros vamns a considerar las siguientes hipdtesis, que son las

presentadas

por SUNDT, B. (1979a), pp. 109-110, awunque adaptadas a

nuestra nonenclatura:

. 8.1)

5.2)

s.3)

s.4)

Las subcarteras p = 1,2,...,P son independientes.

Para cada p = 1,2,...,P y um Gp dado, las pdlizas

pd = ply p2,..., pkp son condicionalmente independientes.

Los pares (Gp, BPJ) estan idénticamente distribuidos.

Para todo p, j ¥y s

E[XK /8 ,8 .1 =Y .-pgl{€6_, 8 _.)=munleg, 8.
[ P p’ pJ] pJ A( p’ pJ) = u{ p’ DJ)
andE Yp‘i’ con p = 1,2,lun,P y J = 1’2'lll’kp 50N
matrices dadas, de dimensién (t__.,n 8,8 .) es wm
’ ( pj’ Yy ¥ B( p’ pJ)

vector de regresion desconocido, funcion de Gp y epJ’ de
dimensioén (n,1).

La introduccién de las matrices ij reenmplaza la rigida
asuncién de homogeneidad en el tiempo asumida en el Modelo
Jerarquico de JEWELL, por otra de tipo polindmico. En el
caso particular que n = 2, se considera que las observaciones

esperadas para una poliza perteneciente a una subcartera

determinada, siguen wma funcidn lineal.
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A su vez:

M

-~ - [}
islpr Op;) = E[X;.76.,8 .1 = ¥

. ple, 0 .
is" p' pJ pjs A p’ )

PJ

donde Y'JS es el vector fila s-ésimo de la wmatriz ij

anteriormente definida, de dimensién (1,n), siendo
. (8, & .) m escalar.
”sz( p’ PJ)

Por otro lado, la prima de riesgo para una subcartera dada,

la p-ésim, por ejenplo, es:
N
8 ) =E|X /8] =Y :8(8
n(6)) = E[X /8 ] = ¥.8(6)

que es un vector de dimension (kp'tpj’l)' donde Y;, con
p=1,2,...,P, es una matriz particionada, de dimensién

(k j,n), formada por las kp matrices Yﬁd puestas en

t
P P
columa, esto es:

Ypl
4
v | P2
p :
Y
L kA
PXp

El elemento j-ésimo del vector p(ep) es:

HoglBp) = Yphl8p)

que es un vector de dimension (th,l).
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S§.5) También asuminos que:

.= ElCovlX ./8 ,8 . = E|JCoulX /8

¢p.1 [Cov] pi P’ PJ]] y ¢p [Cov p p]]

con p=1,2,..., ¥y j = 1,2,...,kp, son matrices definidas
ositivas, de dimension {t_ .,t . k -t .k 't .
P ! ( pJ’ DJ) y ( P pi''p PJ)

respectivanente, y a la vez simétricas, siendo:

d, = E[Ccm[xplep]] =
E[Cov[xpllop]] ) .o ?
i ? E[Cov[xpzlop]] Q
o o E[Cov[xpkplep]]

debido a la hipétesis de independencia entre los contratos.

Ademas definimos:
:3(913) = E[B(Gp, Bpj)lep] vector de dimensién (n,1)
B = E[;B(Bp)] vector de dimension (n,1)

A = E[C 6,8 .)/6 tri drad imétrica de
b [Cou[B( o’ p.)) P]] matriz cuadrada y simétr

de dimension (n,n).

A= Cov[ﬁ(sp)] matriz cuadrada y simétrica de dimension

(n,n}.
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5.3.3.— Estimadores de credibilidad lineales.

Lo que pretendemps es hallar los estimdores de credibilidad
lineales, no-homogéneos, para las primas de riesqgo individuales. Si nos
centrams en wma pdliza concreta la pj, por ejemplo, debemns estimar:

n_.(e ple

(81 8,5) = E[X .78 ,6 ] = ¥

pis’ P’ pJ pis PlOn 55)

Esta poliza forma parte de la cartera considerada a través de la
subcartera p a la ocwual pertenece, que a su vez es wma de las P
subcarteras en las que hems dividido la cartera. Para hallar su
estimador dé credibilidad deberenmos considerar el siguiente problema de

minimizacion:

r+

i

NG
>

[{]
|l
4]
]
=

2
Min E {ﬁpds(gp’ epJ) =@y - apis'xﬁis] /9p

i
que expresado de forma matricial es:
2
Min E . {8 , 8 .} ~-«a, ~X':A]17/8
n [I"bas( p’ PJ) @ p ] p]

siendo Xb el vector columa particionado de dimension (kp'tpj’1’=
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[ X i D S
pl pil
X X .
P2 P2
X = B con X .= .
p X . pd X .
R . pis
X .
k t .
i pk, | i PJ pil

1)

v A wun vector columa, también particionado, de diwension (kp-tpJ

definido del siguiente wodo:

B T C A ., ]
pi pJji
A A .
p2 ‘pj2
A = ) con A .= .
p a . PJ A .
PJ _pis
a 8 .
k t .
| Pp | Py

Hallando los walores ao Yy « que minimizan la esperanza

pis
condicionada anterior, obtendremps el estimador ajustado de credibilidad
lineal para . (8., 8 .).

para p . (8., 6,;)

En realidad, este proceso de minimizacidén tiene facil solucidn, ya
que se trata de aplicar el Modelo de Regresidn de  HACHEMEISTER
restringido a la subcartera p de la cual forma parte la poliza

considerada, siendo su resultado:

* A. Y t * — .
Pojsip Op4) = [:“pd TR G N SR ] ¥pis

donde:



NODELOS JERARQQIICOS: SURDT 319

e
BﬁJ : Es el vector de los estimadores wmininmp-cuadraticos

generalizados de - los coeficientes de regresion para

§’ es

decir, basado en la informaciéon de la podliza

la pbliza pj, pero transpuesto y basado en Xp

considerada, siendo su dimensién (1,n), y cuya
definicion es la siguiente:
A -1 -1 -1

(Y )

o= Ko Y (Y e Y
pPJ pPJ e’PJ PJ " PJ ¢DJ PJ

ij : Es el factor de credibilidad para la pbéliza pj, y es
una matriz de dimensién (n,n), definida®?  como
sigue:
Z . =Y iy A J1+y 9ty 4]t
pJ PJ PJd PJ P PJ P PJ P
B(Gp): Es un vector de dimensién (n,1), y no es mis que el
valor esperado de los coeficientes de regresidén para
la subcartera p, vector que no conocemns Yy gue
deberemns estimar, siendo:
8 ) = E[ple , 8_.)/8
B(8,) = E[A(6,, 6,78, ]
24

Recordenos que una de las expresiones obtenidas para el factor de
credibilidad en el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER ha sido:

Z; Y&-E[CDV[XJ./GJ]]-"-YJ-COV[B(BJ)]-

-1
-[I + Y&-E[CQV[XJIOJ]]-I-YJ-Cou[ﬂ(GJ)]] =
-1

i 1

Y Uty P (I 4 YLV, Y. T
Jd d ( JJ d )
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Para obtener el estimador de credibilidad lineal para

. {8
HPJS( P

ﬁ(Bp), que es lo misno que decir que debenos estimar la prima de riesgo

' 9pJ) es necesario estimar el vector de coeficientes de regresién

para la subcartera p, ya gue:
k.2
&8 )=EX/6]1=Y 88
ne,) = E[X /6] = Y -2(8)

donde Y. es tna watriz particionada, de dimension (kp-tpj,n), 4 B(Gp) un

vector de dimensién (n,1), siendo su elemento j-ésimo:

uo{8))

PJ" P

E[n(6,, 6,,)/6.] = E[Y_ .-p(6., 6 .)/8.] =

Ypi Pl6p)

donde Y_. es una matriz dada de dimension (t_.,n), y a_.(6_) un vector de

pJ pJ PJ" P
dimensién (t_.,1).

PJ

El estimdor ajustado de credibilidad lineal para p(ep) lo
obtendremnos aplicando de nuevo el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER
pero ahora en el nivel de las subcarteras, ya que estamps interesados en
hallar el estimador de credibilidad lineal para uwna subcartera
determinada, y utilizarenps para ello toda la informacion sobre la

cartera considerada. En este caso, las hipdtesis que astminmos son:

H'.1) Las subcarteras p=1,2,..., son independientes y las

8 estan idénticamente distribuidas.

variables 91,82,..., o
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H'.2) Para todo p = 1,2,...,P y j = 1,2,...,kp se tiene:
*
E{X /78 =Y p(& = pnlé
[x78,] = Y -8(8,) = n(8,)

donde 3(9p) es un vector de regresion desconocido, de
dimensién (n,1), e Y; es wna matriz dada de dimension
k ‘.t .,n de rango pleno.
(ky t,5m) ¥ ngo p

En este caso, el problema de minimizacion que debemps resolver es

el siguiente:

kK t . 2
P q qJj
Min E 8 -a, - : : : c K .
' M p) @ [ _[/__[_ Tqjs "gqjs
q:l J=1 5=1

siendo su resultado, para la poliza j-ésima de la subcartera p:

AN
p.(6

A CERTRIEPR) P

p J
donde:
f': Es el estimador de credibilidad lineal de p'(ep) basado
en Xp, siendo:

Bro=foez v p[1-2]

p

£': Es un vector de dimension (1,n), definido como sigue:

~ -1 M #' -1 ¢,.-1
= K Y Y 'Y
p Xb ¢P p ( p ¢P P)
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siendo el vector de los estimadores winimo-cuadraticos
generalizados de los coeficientes de regresion para la
subcartera p, basado en Xp’ es decir, basado en la

informacién de toda la subcartera, y donde a su vez Y;

p.i’n)’

formada por las kp mtrices ij puestas en columa.

es wma matriz particionada, de dimensidn (kp-t

Z : Es el factor de credibilidad para la subcartera p, y es

p
una matriz cuadrada de dimension (n,n), definida como
sigue:
#'o—1 M RAC N TR |
Z =Y - Y AT + Y . ‘Y A
p p ¢P P [ P ¢p P ]
B = E[ﬁ(&p)] es wo de los parametros estructurales gue

deberenos estimar, siendo un vector de dimensién (n,1}.

En realidad, lo que nos indicard la tendencia polindmica
considerada dentro de cada subcartera no es la matriz Y;, sino los
valores significativos que tenga el estimador del wvector de los
coeficientes de regresion ﬁ(Bp), ya que aunque la matriz Y; sea de
dimensidn (kp-th,S), por ejemplo, si el vector  , de dimensién (5,1),
s0lo tiene valores significativos en sus tres primeras conponentes, nos
estard indicando que la tendencia polindmica 6onsiderada en la subcartera
p es la de un polinomio de sequndo grado. Dentro de cada subcartera la
tendencia polindmica considerada puede ser distinta, aunque todas las

. M . »
subcarteras posen la matriz Yp con el misno numero de columas.
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Una vez obtenido el estimador de credibilidad lineal para ﬁ(&p) lo

sustituinos en p* ) y obtenemos el estimador ajustado de

. (8., 8_.
PJs” P PBJ
credibilidad para la prim de riesgo individual para la pdliza pj en el

periodo s:

s -~ ~
~@,8 V=B .2 . +F.1-2 1|y
Mojs{®pr Fpy! [:BPJ pj AL PJ]] pds

o de forma analoga:

FataS

~.,8 )=
Hojslp €p)

= [“Bd'zpd * [“é'zp ML S Zp]]'“ - zp.i]]"’p.is

resultado que coincide con el obtenido por SUNDT, B. {1979}, pp. 110.

9.3.3.1.- El mejor estimador de credibilidad lineal.

Para demstrar que p;;;(ep, epj) es el mejor estimador de
credibilidad lineal para ppjs(ep, BPJ)’ vannos a utilizar el TEOREMA

expuesto por SUNDT, B. (1980), pp. 26-27.

TEOREMA |:

j timad de credibilidad lineal ra (& & .
(a) El mejor estimador pa psz( o PJ)
23

es UNICO™ .

2 (a) Fue probado por De VYLDER, F. (1976).
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(b) Sea . (8, 6 .) uwn estimdor de credibilidad lineal de
pjst p PJ
Fagie™ . N
ijs(ep’ PJ)' Entonces M .s(Bp, 8 .) es el mejor estimador
de credibilidad lineal de ”pds( o’ Bpj) si y so6lo si
satisface:
E[u . (6, 6 . 8 . 1
[4,5(8,r 8,p;)] = Elny (6, 8, .)] (1)
Cou 8 ), X*] =cCov[p . (8, 68 _.), X 2
[”pas( v Opgls Bpl = Covlng 5 (05 65)s Ko (2)

Conprobar que se verifica (1) es facil, basta calcular
Ll ’
E
[£2,(8,0 8 )]

Blryjs{fpr Opg)] = E[%J RN S ]'Yp.is =

= [E[E;DJ]ZpJ + E[ﬁ']'[l - sz]].ijS (3)

) E[El'%i] = El¥p ¢PJ pi py ‘br—:j Ym)-1 )
= Elng 56501 p; i’ (Yrg.i'%;'vp.i)_l -
01 5 T O 5 < 0
') B[R] - [BI;J pg *AIT" Zp.i]] )

E[8:]-Z, + E[A']-[T - 2]



NODELOS JERARQIICOS: Sumlir

=z R [1-27] =8

ya que:

E[A;] = E[X!]-0." Y5 (
= E[p*(8)]-Y; o

y E[p'] =8,

325

(5)

') %, -]
v o, R =
P ¢P P)

1% % =1 % -1
VY Y =
p'(Yp ¥ ¥p)

pues B es wo de los paranetros

estructurales del wdelo.

Sustituyendo (4) y (5)

e

El#p s (8pr Op)]

Por otro lado:

E[pm )]

(8., 6 .
pJs* p PJ

quedando denmostrado que:

S
E .

1

8,8 .
p’ PJ)

en (3) obtenemos:

= E1:ﬁ"ZpJ + B I - ZpJ] ]'ijs =

Y.
BJs

ElYp s BlOpr Gp4)] = ELB(6pr 85501 =

¥ o ELE[B(8,, 6,78 1] =

= ¥; CE[8(6.)] = Y 8
= E[n,j5(8pr Opy)]
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Conprobar que se verifica {2) es ya una tarea mas dificil. Por wn
lado tenenos:

Cov[u

sz( y BPJ)’ Xﬁ] E[FDV[ (9 . 3 )’ X /8 ]] +

PJS

+ cgv[;[p {8y 8,;)76, 15 E[Xé/&p]] (7)

+) Para un Bp dado los contratos son condicionalmente

independientes y resulta gue:

Covu X' /8 =
[ppJS( p’ )l oq p]

=5, Cov[p

i sz( epd)’ X /ep] - (8)

Pq
q=1,2,...,k

siendo BJq el simbolo de Kronecker.

En el caso que q = j:

Coufp

pas( ’ )’ PJ p]

= E[Coulp , ), /8 _,8 ]/0] +

DJS( PJ p'pj

+ Cov [E[p (ep, epJ)/e ], E[ pJ/ep epJ]/e 1 (9)

PJS P’ pJ

Al ser Cov[p . (8 _, /8 ,8 .] = @, ya que para un

Hpistp PJ)' pJ p’pJd
GPJ) dado,

(8 e, ng) es una constante, resulta:

p’ Mo is(fp
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Cov[u

. {6.,8 ), X /817 =
sz( p’ PJ)’ pJ p]

Covu .
(1)

(Bps Epg)y #(8, 650781 =

]

Cav[¥: . BB, 6,5)s B8, 6,.)¥) /8] =

]

Y'. Cov[p(8_, 8_.)/68_]Y', 1
pjs CovlR(8,, 6,,)/8. 1Y, (12)

que es un vector de dimension (l’tpj)’ siendo su

esperanza:

Ej{Cov . (@ & . X! ./8 =
[ [”pas( p’ pa)’ pJ p}]

=Y. E[cov[g(e , 8 Vy/6 11-¥'. =Y'. A -¥'. (11
pjs [Cavl p’ pJ) p]] PJ pis 'p pi (11)

Por lo tanto:

elc . (8,8 .}, R'/8 =
[:Ov[pbas( p’ PJ)' p p]]

]
—
S
<

>
©
S

1

YPJS‘[Q’-cl,Ap'Yp‘i’o.l,Q] (12)

).

que es un vector de dimension (l’kp'tpj
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‘) CDV[E[MPJS(GP, apj)/ep], E[X{J/Gp]] =
= Couu; (6), mi(8.)] = Covl¥!  -p(6,), B'(6,)-¥y ] =
= Y cCou[R(8,)] Y, = Y. AT (13)

).

que es un vector de dimension (l'kp'tpj

" Sustituyendo (12) y (13) en (?) obtenemos:

Covlbp s (fpr Bpg)s ¥l = (1a)

. *
=y . |[e,...,A - ¥'.,...,0] + AY
PJS[[’ P pi’ 2] p]

vector de dimension (l,kp-tpd), o de forma analoga:

c (8,8 .}, X
avlng js{Bpr Opjls Kyl

I:Yr"‘js- [[0,...,1\]-33(1'3‘].,...,0] + A-Y:']] -

#
0 “aasw Y .'A 2w 7] +Y A 'Y -
[[ v ¥pythpree @l Yy ] pis

siendo ahora un vector de dimension (kp-t 1)

pJd
Por otro lado tenenos:
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Cov
[HPJS

( p’ BPJ)’ Xl:’] =

C°°[[ Ppj'Zpg * BI1 - p.i]]'Yp.is' x{:] =

l?ov[ﬁ 4 K ] Z it Cov[f', X' ] [T -2 ]] b s {15)

v ety 7Y rey =

«} Cou[p ., X'] = Cou[X' .
} Cov[p, ;s ®] = Covl ri ®pi pi P

¥ ) 4
pi ®pi Tpj

-1 -1
= Cou[R' ., X']:¢ -¥Y .«(Y'.:p .Y .
[ pJ’ p] ‘apa pJ ( pJ ¢PJ pa)

i (16)

siendo:
Cov[Xl;J., XI;] = E[Cou[xl‘”., X'/8 ]] +
+ Cov[E[X' ./8_], E[X'/8 17
Dv[[PJ p]’ [p p]] (17)

Comy para wm Gp dado, los contratos son condicionalmente

independiente, resulta:

5. Cou[X', X' /8 ] =
Jq pi’ “pq P

Cou[X® ., X'/8
[} By/8,]

[o,... ,Cov[Xl;’J/GP], ceey@]" (18)

tratiandose de wna matriz de diwensiéon (k_-t_.,t_.).
P P P

A su vez:
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Cou[X' ., X'/68 ] = Cov[X' /8 ] =
ov[Xp 50 %p’p] (% §76p]

,epj]/sp] =

]

E[Cou[xl;’J/e '

& .1/8 | + Couv|E|R' ./8
P PJ] P] [ [ PJ

p

Efcou[x' /6 ,6 178 ] + Cov[p'{6 , 8 )Y /8] =
[ [PJ p’ PJ] p] [ﬁ(p’ PJ) PJ p]

E|C X ./ ,6 .1/8 + Y .:Co ‘{8 e .y/e |-y'.
[Cavl pd P’ PJ] p] pJ vlA p' pa) p] PJ
siendo su wvalor esperado:

E[Cov[xl;'jlep]] E{Cou[X'J/ep,epJ]] +

+ YpJ-E[Cov[B'(Bp, ep‘i)/ep]]-vp‘l =

= .+ Y A Y 19
¢PJ P} P BJ (19)

Cabe hacer notar que la matriz E[pov[x‘./e 1], de

dimensidn (t st _.), es una matriz definida positiva, ya

pJ’ pJ
que es la sum de wma matriz definida positiva, ¢pj’ y de
ma matriz semidef inida positivazs, ‘A -Y'.. Al ser

PJ P opi’
ma matriz definida positiva su determinante es distinto

de cero, y por lo tanto es invertible, siendo también

simétrica.

26

Al ser Ab una matriz de covarianzas, sera siempre semidefinida

positiva o definida positiva si no es singular, comp indica

KENDALL, M. y STUART, A. (1977), pp. 374, siendo YpJ Ab Y;J una

matriz semidefinida positiva, pues al diagonizarla nos dard wvalores
propios mayores o iguales que cero.
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Asi pues, el valor esperado de la ecuacidn (18) es:

E[Cou[X: , X:/8.1] = [@,...,E[Cov[X! /8 1],...,0] =

ol CIPEPFL SR A N AL (20)

Por otro lado:

COv[p[XéJ/ep], E[Xélep]] = Cov[péd(ep), pé(ep)] =

Coul¥s .- (6,), B'(8,)Y5 ] =

»* *
= Y Cov|f(8 Y. =Y CAY. 21
o CovlR(8 )] -¥ = Y AV, (21)

matriz de dimensién (k_-t_.,t ).

P P PJ

Sustituyendo {20) y (21) en (17) obtenenos:

CoufX' ., ®'] = [0,... LY A Y LlL,0] v {22
ovl¥yj Bpl = [@eesdyy + Yy Yoo en@lt + (22)

+ YOAY
p " p

y sustituyendo, a su wvez, (22) en (16) y

postmultiplicando por ij resulta:

A. |'Z.= 0--- .+Y.'A'Y'.c.-0'+
Cov[pp.l’ xp] pJ e, '¢PJ pj p pi’ 9]

* -1 -1 -1
+ YAY! N K _cY . Y. .t .'Y . 'Z :
YP A YPJ] ¢PJ PJ ( PJ ¢F‘J PJ) PJ
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= [0y e F Y ALY ...,0] )

A
PJ PJ P PJ PJ PJ P

[T+7 .ty a1 ts Y Ay ety
pi Ppi Tpi P pi Ppi i’

-1 -1
(Y'Y Z . =
( B ¢DJ PJ) pJ

-1 -1
?,... AT+ Y d Y A +
[, ’¢pa ¢pa pj P gl PJ ¢pa pJ p]

L]

-1 -1 -1
Y A Y'Y CAS[I Y Y A vee,@] +
PJ P PJ ¢pJ pj p [ pJ ¢pa pJ p] yeeer@]

: -1 -1
Y AZ .=[@...,Y .-A - + ¥ Y +
pJ [e,--., pi P ({1 pJ qbpa PJ p]

+

-1 -1
Yl.' .'Y .'A . I Y' . Y .e 0 +
pJ ¢pa PJ P [ pJ ¢pa PJ p] ]" 2]

FYAZ = [0y Y Ay, @] + Y AT
P Py PJ P p PJ
esto es:
CDV x . = 0 »aa A ssw 0 +
[ﬁ ! ] PJ [ ] ! PJ pl ] ] (23)
-A-Z .
P PJ

que es una matriz de dimension (kp-t ,n)

pJ
+) Cov[g’, Xl;] = Cov[ﬁl;-zp + B'[1 -Zp], XI'J] =

e Cov[B , K']'Z +0=
vify X102,
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e R ]
CDU X'- 'Y . Y . -Y
[ p ¢P p ( p ¢P P)

S I T G
Cou[R:] -9, ¥ - (Y, 8,7 ¥} 2 (24)

ya gque Zp v £ son matrices constantes.

Cou[xl;] E[Cou[xr;/op]] + Cov [E[XI;IGP]] =

' : = s . b -
¢p + Cov[pp(ep)] = ¢p + Cov[p' (8. ) Yp ] =
‘ * . . *; _ LI
R Y -Cou[B'(8,)] Y, =@, + YA (25)

Cabe destacar que la wmatriz Cov[Xé], de dimension
k -t .,k 't . es una matriz semidefinida positiva

{ p pi’p pJ)! p y ¥
que hemos asumido que ¢p es definida positiva, y a su vez
2 *! . - cp i 27 . L
YP-A-Y es semidefinida positiva  , siendo  tanbien
simétrica.

Sustituyendo (25) en (24) obtenenps:

Cou[B', X'] =

P
* ' -1 #' ~f .-
= + Y ‘AY . Yy . 4 4 26
(¢P P p ) ¢P p ( P ¢P P) P ( )

27

Al ser A es una matriz de covarianzas siempre semidefinida positiva o
definida positiva si no es singular, comp sefiala KENDALL, M. y

1
STUART, A. (1977), pp. 374, siendo Y:-A-Y: ma matriz semidefinida

positiva, pues al diagonalizarla nos dara valores propios mayores o
iguales a cero.
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y si ahora en (26) sustituinos Zp por su expresidon nos

queda:

Cov[g’, Xé] =

1

* 2! -1 »' - * ~1
= + Y ‘AY . Y A {I + Y Y A
(B, + Y -ar¥ )9 "e¥ -A d, ¥, 4)

b %p (27)

que es equivalente a:

- -)(- ¢ #' -1 ¥
Cou[g'y X'] = (Y A+ Y ‘AY ‘Y _A)
[A's ®1] = (¥, o AYy 9y Y 4)

1

»*' o~ # -]
I + Y . Y A =
( b P Vo4

»* #' -1 * -1
Yo oA (I + Y . Y A
p ) ( P ¢P p )

# *' -1
=Y ‘A (I +Y -
p ( P ?

siendo:

a ] - *.
Cuv[ﬁ. , K ] =Y A (28)

que es una matriz de dimensién (kp-t .,n)

pJ

Si sustituimos en (15}, las ecuaciones (23) y (28) obtenemps:

— 3
C 9 0 “ X' = 0 e u e Y .'A “«as 0 +Y 'A'Z . +
ov[u_ . (8, pJ)’ p] ge..., pj ‘p'"""? ] ) pJd

pjs' p

*
+Y AL -2 .]]'Y . =
p [ PJ]] pJs
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= [Ie,...,v'pJ Ab,...,o] + Y -A] Y (29)

pis
Comparando las ecuaciones (14) y (29) resulta que se trata de la

misma expresion, verificandose por lo tanto:

Ci 9 . x C
olu, (8, 8,5)s %] = Cov[ii= (6,

(6,0 6,505 X1

tratandose de un vector de dimension (k 'tpj’l)'

Como . (0 ' 9 ) verifica que:

pJs
o~
E . {8 = E .
[545(0pr Epg)] = Elbp;o (6 8550
y
C 9 . X' C ): &
ov{n o(80 8,50y 2] = Cov[uls (8., 8.}, X:]
";Es(op’ 8 ) es, por lo tanto, el mejor estimdor de credibilidad
lin=al a e _}. ‘
para iy s PJ)
Sin enbargo, no solo ey (6., 8 .) es el mejor estimdor de
pJs” p° BJ

credibilidad, sino también resulta que E es el mejor estimdor de
credibilidad lineal para p(op), ya que wverifica las siguientes

condiciones:
B[R ] = E[p*(9,)]
Cov[B"*, xa] = Cov[p'(ep), x&]

La comprobacién de estas dos igualdades es facil. La primera la

hemps obtenido en (5), y en cuanto a la segunda, en (28) hemps hallado:
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. *
Cou|8'y X'] = Y A
(B, %) = Vooa,

Por otro lado:
C ‘{6 H'] = E|G ‘(e X'/8 +
ou[R'(0,), %:] = E[Cov[p*(8,), X3/8.1]
+ Cov|E[g8'({& )/8 E[|X'/¢e 30
[E[* (6,)/8,1, E[X:/8_]] (3)
y comp para um Bp dado, ﬁ(sp) es un vector constante:

Cov[pt(e,) w61 =0 vy E[R'(8,)/6] = ()

siendo:

'Cnu[p‘(sp), x;] Cov[ﬁ‘(ep), E[Xé/ﬁp]] =

Coulp* (8,), A'(8))-¥; 1 =
= c°v[p'(9p)]-Y:' = A-Y;' (31)

que es un vector de dimension (n,kp-t ).

PJ
De manera que:

Cou[B*, x;] = cDu[p'(ep), xi]
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5.3.3.2.- Obtencitn del Modelo de Begresion de HACHEMEISTER.

Hasta ahora hemos estado asumiendo que el parametro de riesgo Gp
era ma variable aleatoria desconocida. Si asumimns que Gp es constante
vp, v p(ap) = p(ep, Opj), es decir, que el vector de los coeficientes
de regresion para toda la subcartera coincide con el vector de regresion
para wna poliza concreta de la subcartera considerada, en este caso

resulta que:

¢p,j = E[C°"[xp5/9p.i] ]

¢p = E[C‘:‘“[p(ept GPJ)/OP]] = Cov[p(ep! spj)]

siendo el estimador ajustado de credibilidad:

o~ P
. (8 , 8 .)= PeZ o+ AT -2 Y . 32
*ojstOp Gpy) [ppa pi * R pl ] pis (32)
estimador que coincide con el obtenido en el Modelo de Regresion de
HACHEMEISTER.
i constante ue 8)=48(6,0 .
Al asumir que ep es ve, ¥ g £( p) B( b’ pJ)
henmps eliminado la jerargquizacion propia de los wodelos jerarquicos, v
henos pasado a considerar nuestra cartera conb una muestra aleatoria de

una poblacion de riesgos. Al haber suprimido la jerarquizacion, cada
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poliza estd caracterizada por un tmico parametro de riesgo, por lo gque en
realidad deberiamns escribir el estimador ajustado de credibilidad de la

siguiente manera:

5. (8)=n. = |8z +p.q1-21]v.
nisl85) = g {:ﬁa PN J]] is
siendo:
~ -1 S S|
T TR el I I SR S
By=Xid; Y (Y59,:¥5)
-1 -1 -1
Z. =Y @ v AL+ v gty
i= Yy el ity Yl
8 = EL(6,)]

¢, = E[Cav[X /8 ]]

A = Cov[p(e,)]

5.3.4.- fnalisis de un modelo mas restrictivo.

En el Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT considerada, henos
asumido como hipatesis del misno la existencia de independencia entre las
subcarteras, gque para cada p = 1,2,...,P v para un 8p dado los
contratos pj son condicionalmente independientes, asi conb que los pares

(ep, epJ) estan idénticamente distribuidos.
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Al wisno tiempo, hemos asumido que:

EIX .78 ,8 .| =Y .-B(6 e .
[ pd p’ DJ] pd A p’ PJ)
. (&8 & .)=EIX . /8 ,86 ] =Y'. B(€& & .
MPJS( P’ PJ) [ pjs p’ PJ] pPJs ﬁ( P, PJ)
ue . = E[Cou[X .78 .8 . es wma triz simdtrica definida
vy q i [Cov] 37 %p pJ] ma ini

positiva. También hemos considerado que las matrices ij son wmatrices
dadas, de dimensidn (th,n), y de rango pleno, debiendo verificar que
nst ..
PJ

Por otro lado, hemos aceptado que ¢p = E[Cov[Xh/Bp]] €5 uma matriz

simétrica, definida positiva, y gque:

a(6,) = Ela(s,, 6 .)/0.]

™
n

58 (e,)

>
u

covlp(6,)]

En este casp, vanmps a afiadir wna hipdotesis adicional; vamos a
considerar que la watriz Ab = E[Cav[p(eb, ij)lap]] es, ademis de
simétrica, definida positiva. Al tratarse de wna watriz definida positiva
su determinante nunca sera nulo y, por lo taﬁto, sera invertible.

Si A es uma matriz definida positiva, el estimador ajustado de

-

credibilidad para la prima de riesgo individual, u (., &

. .}, viene
PJs° p° B4

dado por:
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s ) -~
*we , 8. y=v . .|z B .+
Ppis{®pr fpi} = Ypjs [ i Ppi
K (33)
VJE
R -1 -
s [1-2 301+ aa by tagaaty oz 4
[ PJ] [ P £l ol b "/ ZpiPp; ﬁ]]
=1
siendo:
~ -1 -1 -1
= (v ety Tl aix 34
i = Upi®oi ¥l Ypi i ®n; (39)
Z'. = [1+a-v 9ty 77hav oty (35)
P P pi Ypi R P pd i pi
K
<
Z! = Z'. 36
zZ [/ "pi (36)
. j=1

Para obtener el estimador de credibilidad pgsz(ep,

introducir la hipdtesis adicional en la féormula de credibilidad lineal

8 _.) debemos
PJ

antes obtenida:

Fa

. 8 ) =
Hpisfpr Opy)
=Rz Bz R [T -Z ][I -2 0]V (37
[ﬁPJ PJ [ﬁp p Bl P]] [ PJ]] pJ4s ( )
donde:
Iy =1 % ¥ ~1 % -1
''= X' ¥ (Y - Y 38
p p ¢P p ( p ¢p P) ( )
' -1 ¥ ' -1 % -1
Z =Y - Y AT + Y . 'Y A 39
p p ¢p P [ p ¢15‘ p ] ( )
ydonde Z'.  y 3 estan definidos en (34) y (35) respectivamente.

pJ pJ
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Al ser:
= E[Cov[X /8 N
#y = E[Cov[X /8, ]]
E[Cov[® /8 @ ] )
) E[Cov[X /8 @
0 ' o ... E[Cov[X . /8
A p
resulta que:
k
Yp 1
¥' -1 » -
Y @ .Y = Y‘ -E[Cov][R_./8
p % Yo7y [CovlR, ;76,11
j=1
k
Yp 1 1 1
Tty 1+A Y ¢ .Y .1 40
A PJ ¢pa pa[ P PJ qbp.l PJ] (s0)
J=1
La igualdad entre:
k
’i'p 1
¥ E[Cou[® .78 11 Y. . =
{__ Bi [Covl pJ p]] pJ
J=1
k
Yp' -1 1 1
= Y' .o ¥ I+ A Y @ oY ]
/___1_ pi ®pi Yoy’ TR
|’:.‘

se obtiene aplicando el LEMA expuesto por SUNDT, B. (197%), pp. 108, que

dice lo siguiente:
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Sea A una matriz de dimension (k,1) y de rango 1, B wa wmatriz
semidef inida positiva de dimension (1,1), C una matriz definida
positiva de dimensién (k,k}, y:

E=C + A-B:a*

Entonces I + B-A° -C"l-Q es invertible y tenemns:

-1 1 -1

(a'E ".8) .A"E ~ = (A'-C .

aEla-a.clia(r+Barc”

"En nuestro caso particular, las mtrices E, A4, Cy B son

respectivamente E[Cov[x /6 ]], o ¢ y Ap.

" A su vezza: -

k
p
AL U R -1 -1 -1
Y. . Y aAtoa v oty gqreay oty =
p"b Llp ppa"bpd PJ[ PPJ¢PJ pJ]
J:
k
-1? -1
= A “Z! 41
p Lpa p 'z (41)
J=1

Si sustituimos (41) en (38) resulta:

28 -1 -1 -1
Z'.=[I +A Y. ‘Y A YL@ LY L=
pJ [ P pJ q‘PJ PJ] P B ¢PJ YbJ

-1 -1 -1
= A Y. ¥ I+ AY. i
P PJ ¢PJ PJ [ P pJ iﬁl:’d PJ]
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~ -1 % , =1 -1 -1 % -1
oz KUed Y (A2 = X' Y ZUTA =
p P qbp p ( p z) P ¢p pZ P
k
<?ji 1 1
X' .-E[Cov[® .78 11 Y . |20 A =
L "pi [Cov] PJ p]] pJ L p
i=1
k
S £ 1
= X' .E[Cou[X_./8 11 ~-Y_.
[ By ELCovR, /6,11 ~¥y;
i=1
[y -E[cov[®_.6.11 v .17L
pJ =3 M pJ
.y E[cov[x_/8 ]17 v . [-z27la  (a2)
pd pd pJ A p
Y aplicando en (42) el LEMA anterior, obtenemos:
Kk
p
B = pratize Lzitlia {a3)
p /_"pi’p “pi Z 'p
d=1

Por otro lado, si sustituinos (41} en (39) el factor de

tredibilidad Zp se puede escribir del siguiente wodo:

-1 -1 -1
= ZL AT 4+ A ZLA =
zp A.p z; [ 2y ]

1 -1

=1 50,4771 '
= [+ 472,8] A7 234 (44)
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Ina vez chtenidas las expresiones para ﬁé b4 Zp, dadas en (43) y
(44) respectivamente, si las sustituimos en (37) resulta que el estimador

ajustado de credibilidad se puede también expresar comp sigue:

2
I o~ --,I_
*o .8 V=128 : vooalig
Mo js(Opr €pj) 5pJ pi T |l Z_Ppi % “pi
Jj=1
-1 -1 S W
Ty A AT AT % A 5]

+p0 I - Agl-Zé-A-[I + Agl-Zé-A]_l [1 -2, ] S A

pero comn?

-
|
™

I

-1, = T O
1- A2y AT+ AT 2] =

-1 'l — -10 " * -1I 'I -1 p—4
[1+A7 208 ATZpA] [T+ A524] =

I

[1+ A;1-Zé-A]—1 (45)

rasulta que:

i

pjsfpt Fpg) = 85

pJ’ PJ

1

- . _1
AT+ AT 254

\ o N |
+ AT+ AT 2 Al T2 ] Y=



MODELOS JERARQUICOS: SURDT 345

k
-~ Y_EA [
= 'Z o+ A CZ . [A+
Poi %pi L_"pi‘pP TpPi A
J=1
qr+ atzaytn-z 3 |y, (46)
p Z pJ pjs
Como Y ¢;1-Y es wma matriz simdétrica, resulta que:
-1 -1
A _ZL=7Z A
p Z'p
y conp:
Atz cata v gty qreay ety 17
P Pd P P PJPJI PJ P PJ'PJ PJ
v ety qreavy ety 7P oaEta
PJ "Pd PJ P PJPJ PJ

por el LEMA de SUNDT, B. (1979), pp. 108, se desprende que

-1 -1 . -1 . » N
AT ZY = 7' A ve la matriz A':E A es simetrica vesto que
P “pi pi “p ya q sy ¥YP q
E = E[Cov[ijlep]] es, a su vez, una watriz simétrica.

-1 -1 -1 -1
. = . Z'. = Z' A resulta que:
z Zp P R Pi P q

-~ -1 I~ ~1
‘A T2 = B W2 A a7
pPJ P PJ ﬁPJ P P (47)

[T+ A;I'Zi.-A]-I = [1+ zL,-A;“‘-A]‘1 (a8)
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siendo:

k

' Tll

Pt -~ -1

*6 .8 =8 .2 2 l.atae p

Mo js{fpr Gpy) %J pi T 11/ Ppi%pi | % A
§=1

Y . =

-1 -1
I + Z A A} T - Z .
[ p ] [ PJ] pJs

pA

VA '+1-z' I+ Al
pjs pJ ‘epa [ ][ p E]

K
, = DT
'[AA Z_l.szBpJ A
J=

estiwador29 que coincide c¢on el obtenido por SUNDT, B. (1979),

pp. 112-113, siendo:

Z =Z A A4z

-1 -1
‘A A
P L'p Z'p ]

g T

43 La matriz de credibilidad que para nosotros es:

-1 -1 -1
Z . =Y' ¢ Y A I +Y .3 Y A
Py pJ ¢PJ PJ P [ Py c\PJ PJ P]

para SUNDT, B. es la misma matriz, pero transpuesta.
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En el caso que Bp sea oconstante vp
resulta que:
. = E|]Cou[X ./@6 = E[Cov[X./8.
¢, = E[Cov[% .6 1] = E[Cov[X /6 .]]

Ap = Ccm[;B(BJ)] y A=0

Si A=0 ====) Zp = 0, siendo el

credibilidad en este caso:

I -~ % o~
*e , 8 *ey=|p.z .
Hojs(fpr Opg) = #jsl85) [“p.l pJ

[p:j-z‘i + B [1 -2

347

y B(sp) = p(opl ﬁp‘i)l

estimador ajustado de

+pf1-2z

1 ] e =
BJ RJs

] ]'Yp.is

que coincide con el obtenido en el Modelo de Regresién de HACHEMEISTER,

aungue con distinta nomenclatura.

J.3.5.- Obtencidn del Modelo Jerarquico de JEWELL.

El Modelo de Regresién de HACHEMEISTER y
JEWELL se pueden obtener, como ya henos indicado,

del Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT.

el Modelo Jerarquico de

comp casos particulares
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S8i en dicho wodelo, asumimps que Bp es constante v vy
p(ep) = p(ep, pp‘i), obtenembs, como ya hemos visto, el Modelo de
Regresion de HACHEMEISTER.

Por el contrario, si consideramps el caso particular que n=1 vy
que el vector de los coeficientes de regresion ﬁ(Bp, spj) sea igual a la

constante & e . es decir 8 8 .} = e , 8 . resulta que:
.’-‘( p’ p.])’ !p( p’ PJ) P( p’ pJ)’ q

e
1

E[x 78,8 J=]|.|n6, 6.

(% §7%p%p, : #(fp» 8pj)
L.l_

siendo ij =[1, 1,..., 1], matriz de dimension (tp.i’l)’ v si t;imbién
asuminos gque las observaciones condiciomadas son  independientes para
p=1,2,...,P; »J = 1,2,...,kp Yy para un (Gp, BPJ) dado, obtenemos el
Modelo Jerarquico de JEWELL a partir del Modelo de Regresion Jerarquico
de SUNDT.

Al considerar gque las observaciones condicionadas son
independientes, al igual que las subcarteras, no sflo la matriz q\p es

diagonal sino que tawbién lo es la matriz ¢PJ’ gue en este caso viene

definida como sigue:
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. = EjCov{® .78 _,8 .]] =
Ppg = ELCOVIR, 1/6,:6,;1]
1 e c.. 0
w_.
Pl
1
0 » L] L] 0
= 32' . WPJ2 . :
o 0 » 13 [ wl
it .
_ Pity; |
02(9p' #pi!
a i Var|[X . /8 _,6_.] =
ya que vams a asumir que ar[ s’ fp? pJ] w 14

PJs

2 2 .

8 = E 8 8 .
[o7(6,, 8,5)]
A su vez:

Be,) = E[B(e,, 6,,)/6.1 = E[u(e,, 8_.)/8.] = n(6,)

p = E[p(8,)] = E[u(e )] = m

>
it

p E[Cov[B(Gp, epJ)/ap]] = E[Cov[p(ep, GPJ)/Gp] =

E[Var[p(ep, GPJ)/GP] = a
A= Cov[ﬂ(@p)] = Cov[p(ep)] =b

siendo p(op), B, Ab y A escalares.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, resulta que en este caso

particular:
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~ -1 -1 -1
+ Vo= XL oY (Y e Y =
) ﬂPJ PJ 9)PJ PJ ( Pd ¢PJ PJ)
‘py
Y :
S hisTeis
/ w_ . pjw
s=1 PJ
pues:
tp.i
X' .¢'1.v N _______-_wp‘is.xp*"s v
PJ Pi Pl L g2
s=]
tp.i
. w_o.
Yl‘.¢-1'.Y = : WPJS = BJ*
pd R§ P L. g2 2
S s
s=1
-1 -1 -1
+YZ . =Y ' v ¥ AT +Y . Y A =
) pJ PJ @ Jd PJ P [ PJ ¢PJ PJ P]
a w
‘B “pit 1 &
=a—> '[1"' 2 'a] = Y
s S PJ*
1+ 5
S
a-w .
- P
82 + aw .
PJ*
~ -1 ®' -1 . -1
* ' - x'n ’Y ] Y ] -Y - x
) ﬁp P ¢P p ( p ¢P P) paw
Al ser ¢p wma matriz diagonal particionada,

dimension (kp

ot Lk

s t
Pd P BJ

principal son las matrices:

.), cuyos elementos de la diagonal
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ElCouviX ./8 = .+ Y sa¥y'.
[ [ PJ P]] ¢PJ PJ PJ

con j= 1,2,...,kp, de dimensitn (tp"tpj)’ resulta:

J

k
p
Yooty o) voe 4y ay )y
p % p pi ¥pi 7 Tpi R R
51

y si aplicamns el LEMA de SUNDT, B. (1979}, pp. 108,

cbtehewns:
k
‘ YJE 1 1 1
¥ =1 . -
B Y = AR I A ay' .o Y . =
p % {_ pi TR pi?pitpil 7
J=
kp kp
_S “pi* _ 1 S )
4——' §" + aw a 4-—' 82 + aw
J=1 pJ* J=1 pJ*
k
P Z
= JESAN 7 = B
a [/ __"pi a
J=1

Por otro lado:

L+ Y aryll) ey =
pi P Pi pd
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K
- 1

= X o(p .+ Y eae¥ ) Y[V .
Sl @pi * Y5 ¥pg) " Vpy [y g *
J=

Sl -l -1
vy cav )l 1l e vy aw )y
pi'® el Ypgl Dpyt(Ppy * Ypyrapy) Yyl

y aplicando de nuevo el LEMA de SUNDT, obtenenos:

k

P
-1 % -1 -1 -1
X' Y o= X .. Y (Y .. Y. Y . .+
P ¢P P Pd ¢pJ PJ ( PJ ¢pJ PJ) [ BJ (¢pJ
=1

J

k
P

_1 o~

a3y 1= By (e .+

pi'® ¥pi) Ypgl = £ P [¥py (Pt -
e

k
1 vg‘ Z.
+Y ca¥.) Y .]= X . P
pJ PJ) PJ] 4;2. pjw a
J::

»* #' -1 -1
Y AT + Y Y A
P [ p ¢P P ]

u
o
B N
o
>
e
w
+
s o
N
o
| S—————
[
|
o
~N
)
*

~ a + b:Z
P

|} A= E[A(E.)] = m
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En este caso, el estimador ajustado de credibilidad para la prim

de riesgo individual, pj, sera:

Pl

n{e

8 ) =X .7 .+ q1 -2 1 -7 1=
p* %) = Fojwlng * ozwZp * ™I pl1+ [ - 751

b-Zp.
= Z h Z H ——— e+
pJ pr ! ] pzw a +b-Zp‘
+ m 2 =
a+ b2
. K -
‘_2
asm+ h: Z H .
l__ "pi Tpiw
1
=Z X . +[L -2 .7 J
PJ paw [ PJ]
a+hbh2Z
p’

estimador que coincide con el obtenido en el Modelo Jerarquico de JEWELL.
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5.3.6.—- Hipotesis alternativas para el Modelo de Begresion Jerarguico de

SUNDT.

Las hipdtesis que nosotros hemos asumido en el apartado 5.3.2. del
presente capitulo, para definir el Modelo de Regresion Jerarquico de
SUNDT no son las tmicas hipdtesis que dicho autor propuso.

Cuando SUNDT, B. (1978), pp. 40-49, expusc por primera vez su
modelo las hipdtesis que considerd fueron practicamente las misms que
nosotros hemos asumido, excepto la hipotesis de independencia entre las
subcarteras y la de que la matriz ¢PJ es definida positiva, pero pof el
contrario asumiod que la matriz A fuese invertible. Bajo estas hipotesis,

el estimador ajustado de credibilidad lineal, no-homogéneo, que obtuvo

fue:
™ Py P
{8,606 )= 7+ 2+
”p.ls( p’ PJ) [pp.x pJ [ﬁp p
+ pe[1I -2 Jr-z .1 |-v..
Bl p]][ ol | ois
siendo:
~ -p #t_=1
Vo @y ¥ yee.y @]9 Y .
IBpJ te,--- pj’*" "’ ] ¢p p ]

-1
'0... Y'-nn- 0' 'X
[Orenvy ¥ peees 0]-97 R

~ #! -1 *. -1 2% -1
. . . . ¥
‘Gp (p gb1:) p) P % ¥
=Y e le Y o] A
PJ P P Tt Tpgttty? P

L RS S
Z =Y - Y A I+ Y Y A
P P ¢P PJ [ p ¢P p ]

-1
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Como puede apreciarse, las formulas de 953 b4 ij difieren de

las obtenidas en nuestro caso, pero las definiciones de Ep b4 Zp son
las mismas.

Bajo estas hipotesis, SUNDT, B. (1978), consideré como caso
particular que las subcarteras fuesen independientes, dado wm Bp, Yy que
la matriz ¢p fuese definida positiva. Al haber asumido la existencia de
independencia entre las subcarteras, la matriz ¢p se convierte en wuma
matriz diagonal, siendo en este caso:

-1

-1
¥Y! EfCouiX ./8 D S
P [ [ PJ P]]

S TP -1
Bg'. = [ij E[Cov[ijlsp]] Y .] -

PJ | 3

Z . =Y -E[cov[% /8 11" v .-A
PJ PJ PJ P Py P
Si comparamns estos dos Gltimos resultados con los obtenidos en
nuestro modelo, observamos que su definicidén es la misma en principio,
pero con la excepciéon de que si sustituimos E[Cov[xpjlep] por lo que
vale, estp &5 pors
1

E[Cou[X ./8 1 =¢ . + Y':A .Y
[Cov pJ p] ¢p.l PP P

resulta que al no haber asumido SUNDT, B. (1978), que la matriz ¢;3 fuese

definida positiva, no se puede aplicar el LENQ30 que el citado autor
expuso en (1979), y es imposible obtener las formulas que nosotros hemos
-~
obtenido para g'. Z ..
P pPJ y PJ
Un afio mids tarde, SUNDT, B. (1979) expuso otras hipdtesis para su

Modelo de Regresién Jerarquico que son las que nosotros hemps asumido,

Uéase para mas detalles el apartado 5.3.4. del presente capitulo.
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por considerarlas mis adecuadas. Las tmicas diferencias existentes con

respecto a las primeras hipotesis que propuso son:

a) Considera ya la independencia entre las subcarteras como uma

hipotesis del modelo, no como un caso particular del misnp.
b) Asume que la matriz ¢PJ es uma matriz definida positiva.
'c) Deja de asumir que la matriz ¢p sea invertible.

bEste no fue, por asi decirlo, el daltimo wodelo que expuso sino que
otro afio mas tarde SUNDT, B. (1980), pp. 27-30, adopta comp ﬁipétesis de
su bwndelo las-presentadas en 1978, pero en su caso particular; esto es,
cuando asume la existencia de independencia entre las subcarteras Yy
considera que la wmatriz 7 = E[Cuv[ijlop] es definida positiva, lo que
iwplica, a su vez, gque la mtriz ¢p es también definida positiva. El
estimador de credibilidad lineal obtenido para “pjs(e s BPJ) es el mismo

P
que antes, pero en este caso lo expresa del siguiente modo:

o -1 .
(8,8 )=][R .7 ¥ A +
”pas( p’ PJ) [ PJ PP

AI N - LI _1. . .
+ B8 ) [T - Y m Y A 1Y

siendo:

p'(ep) es mejor estimador de credibilidad lineal para ﬁ(Bp)

7 . =Y 7w ly .4
pd - pJ pi p
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B .= (v . mty )yl gty
PJ BJ pJ PJ PJ
En el caso particular que ¢ . vy Y'.-n-i-Y . sean mtrices
PJ PJ PJ

definidas positivas podemos aplicar el LEMA de SUNDT, B. (1979),

resultando en este casa:

P -~

(8,8 . ' g }.[I - 2
HpjslBps Opy) = [:Bpo pi " P (_p) [ p] ] pJs

y siendo:
-1 -1 -1

Z . =¥ ¥ AL+ Y gty A
pi = YpiPpi Yoy ATt o0 Yp Al
A -1 -1 -1

C= (Y ety )y iy
Poj = pi'Ppy .pa) pd ®pi %pi

Resumiendo, se trata de un misno modelo pero asumiendo en cada

caso hipotesis distintas en cuanto a las matrices m, ¢p \'4 ¢PJ

9.3.7.- Estimcion de los parametros estructurales.

Para poder aplicar numéricamente el estimador ajustado de
credibilidad que hemos obtenido es imprescindible conocer los valores de
los pardametros estructurales que aparecen en el mismo 8, ’pj' ¢p, Ah V4

A,

La estimacion de estos cinco parametros presenta grandes

dificultades, sobre todo en lo que se refiere a las matrices ¢p y A
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Como bien indica NORBERG, R. (1986), pp. 218-221, en la mayoria de los
casos no se pueden estimar los nmomentos de sequndo orden si no se impone
ma determinada estructura a las matrices ¢pj N 4 ¢p. Siguiendo a dicho
autor, vamos a asumir que existe una funcidn positiva 02 y mas matrices
conocidas, definidas positivas « _, con p=1,2,...,P v

PJ
Jd = 1,2,...,kp, tales gue:

2 -1
Cov[R .78 ,8 .] = Var[X .78 ,8 .1 = 8,8 Vv .
ov] pd p’ PJ] ar[ pi p’ PJ] o p’ PJ) Vi
siendo entonces:
2, -1 2 -1
. = E[CoulX /68 ,& ] =E & 8 .)]- o= 8§ .
¢pa [Covl pi p’ DJ] LAl p’ pJ)] Yp4 Ypi

A su vez, la mtriz ¢p = E[Cov[xplep]] que esta definida del

siguiente modo:

+ Y A Y.
o1 * Yo% Yy ) ... o
0 Y . * 'Y'. . . .
¢p2 pj P PJ 2
¢p = ) ’ . .
() o Y A Y,
¢pkp pd P B

que ahora es igual:
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[ 2 1 1
5 ) . e . o
[ 52 DJ p DJ]
2. -1 1
@ S +‘—‘_' A Yl » » -
[¥p2 * ~2 %5 % pyd o
¢p= L] ] - E ] =
2 1
@ @ S ALY
[v =2 Yo % Ypg
L

siendo v;'l wna matriz definida positiva.
Al haber impuesto una determinada estructura a las matrices ¢PJ
el nimero de parametros gque debenmns estimar se reduce a cuatro, que son:

B’ 52! Ap y A.

5.3.7.1.- Estimacién del vectar B = E[8(8 )]

Siguiendo a NORBERG, R. (1986) para estimar el vector
8= E[B(Dp)], de dimensién (n,1), vamos a tomar como punto de partida la

siguiente enpresidn:

E“l"cﬂ:al[""‘p,j] = Yp 8

siendo su obtencién inmediata, ya ques

Erotail¥p;] = ELEIELX, /6,6 176 1] =

= E[E[Y, -B(6,, 6,.)/61] = E[¥ ;-M(8)] = Y -
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donde # es el parametro estructural gque deseamns estimar.
Para construir wn estimador insesgado para 8, y tawbién para los
otros parametros estructurales, wvamos a introducir los siguientes

elementos para cada pdliza pj:

Dadas las matrices Yﬁj para las pdlizas de cada subcartera,

conp=1,2,...,P ¥y j=1,2,...,k, L(YPJ) es el subespacio

P
vectorial lineal de dimensidn n expandido por las columas de
Y ..Sean A . y B . dos wmtrices de orden (t__.,n) vy
pJ PJ pJ PJ

t ,t .

( pi’ pj

matriz A . generen L(Y .), y las columas de B_. formen wna
PJ PJ PJ

- n) respectivamente, tales que las columas de la
base ortocomplementaria de L(YPJ)'

A partir de la expresion, E&btal[xpj] = Ypd-ﬁ y utilizando las
matrices QPJ antes definidas, vams a obtener wn estimador para el vector
B, que simbolizaremns por #. Para ello, vamps a aplicar el método de los

nmomentos, esto es, wvamps a sustituir la esperanza por la wedia y el

parametro desconocido por su estimador:

k k
P p P p
‘__.‘__-X = i—-ir_.v .-B
L_ /L _"pi [L_[L_ pi
p=1 j=1 p=1 j=1
Como pr v ij no son matrices cuadradas no podems despejar

el wvector #, y es ahora cuando vamos a introducir las matrices ij antes

definidas:
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k Kk
P p P p
VN ax =S N awv
L/ __pipd L _/__Tpi pPi
p=1 j=1 p=1 j=1
de donde E es igual:
P -1 Pk
2=1S Vo | Y VN oax
[__ [ _"pi pi /[ __pi pi
p=1 j-'-'i p=1 J=1

Cono puede apreciarse, para hallar el estimador del vector § se
utiliza toda la informacidon de la cartera, que es introducida a traves de
X .
pJ’
representa la jerarquizacién introducida en este modelo, que es puesta de

pero a su vwvez, no se ha querido renumciar a la informeecidon que

manifiesto a través de las matrices YpJ'

3.3.7.2.- Estimacion del parawetro s? - E{az(ep, BPJ)]'

El siquiente paso es estimar el parametra estruotural 82. Para
ello, siguiendo a NORBERG, R. (1986), vamns a tomar como punto de partida
la siguiente expresion:

2 -1

.., 8 v

B[R K] = Y [BR + 8., (A, + A)]-Y) + 5, o

pd pd’ Jdd

siendo 533, el simbolo de Kroneker.
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Para obtener esta expresion recordems que:

Cou[X ., X'. 1=E[X ..X'..1 - E[X .]1-E[X"'..] =
[ pJ’ PJ'] [ PJ pa'] [ PJ] [ PJ']

E[X

5 L B Y B LI A
pPJ PJ'] pJ A-# pJ'

pero a su vez, como:

CoulX ., X'. 1 = Cou[E[X ./8 E[X' .. /8 +
ovl pJ’ pa'] ov[E] pJ p]]’ [ PJ' p]]

+ E|Cov}lX ., X', ., /8 =
E[Cov[X 1 X3 .,/8]]

5..,+C {6.)] + 5. ., -E[Cov[X_./8_]] =
jjreovlng (6,01 + 8,40 E[Cov[R /6 1]

]=

8,50 Y CovlR(8 )] Y, + 5, 8+

Y .-A Y.
JJ° PJ PJ P BJ

6., Y AY . +5. ., [SSul+y A )=
pi  pd P P

..,-82-0_%
JJ PJ

Y o [6...-{A +AY]-Y'. + 5
PJ [ Jd' ( P ] PJ

resulta que:

2 -1

E[X =Y [pgp' +86... (A +A]Y.+8,.. 5 v
[ ] PJ [&-p ARR ( P ] pJ Jd' pJ

R
PJ “pJ

Ademis es necesario que introduzcamos un estadistico, que es el

siguiente:
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a . =X B .-B' ‘X .= traza{(B_.-B' .-X_ _-X' )
pi "pi P P PI PJ P PJPJ

siendo su esperanza:

E[X 11

Eja . traza B B
[a,;] = traza]

24
PJ PJ PJ

Sustituyendo en esta expresion E[XpJ XéJ] por su valor, y teniendo

en cuenta que las columas de la matriz YPJ son ortogonales respecto a

las de la watriz Bpj’ resulta:

Ela .] = trazalB .:B'..l¥Y ..Ig.8' + A + A]-V'. +
. [ PJ] raz [ Pd PJ [ PJ [ﬁ p p ] PJ

2 2

+S -v ]] = §":traza[B_.'B' .: —1]

PJ PJ PJ

B'..Y .= 0.
ya que Pd pJd

Aplicando de nuevo el método de los womentos para calcular el

o~
estimador para S? que simbolizaremps por 82, tenemns:

P kp P kp
\ \ ~2\ N -1
. =8, t B!
[/ pi [ ¢ trazalBy ;B vl
p:l J=1 p:l J:l
siendo:
o g
~2 1
82 o« t B .-B'. .
[ [ traealBy By vpy] L _°pi
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donde:

 .=X'".B .-B' X .
Py PJ PJ PJ PJ

et

El estimador 52 es un escalar, y como sefiala NORBERG, R. (1986),

es wm estimador insesgado.
5.3.7.3.— Estimacion de las mtrices Ab y A.
En cuanto a los estimadores para las matrices Ab vy A hay que

remitirse de nuevo al articulo de NORBERG, R. (1986). Este autor propone

como estimadores para Ab y & las siguientes watrices:

1 Ve G - G
A = 36 * 6] - Gy - Gl

1 ] ] A2 i
A=—[(Gy + G -G -Gj) -8 (H+H)]

que son estimadores insesgados y a la vez simétricos, donde GO’ Gl’ 62
y H son matrices cuadradas de dimensién (n,n), que vienen def inidas del

siguiente wodo:
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1.
]
r————————
7
o
2
= [+
b
N -
_D. [}
= LN
i
B [
VNN
L ememmm—————]
a, 3
&N
Nk
L7 J QA
L u————r
it
ol
(L)
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k
P 'p
NN -1
G, = a' ..y .y .a' X X' . |-
2 l_ [ ( PJ pa) Pd PJ PJ PJ
p=1 j=1
p kp -1
N Y'.-A
[ pi P
p=1 j=1
P kp
AN -1 -1
H = a' ..y ) T.A'.v A .
ZL_.ZL_.( J PJ) pd pPJ PJ
p=1 j=1
p kp -1
VN Y'.A
[ pi pi
p=1 j=1
En realidad, la definicidn que hewos dado para las matrices Gr

con r = @,1,2, es umn caso particular de la definicion mis general dada
por NORBERG, R. (1986}, pp. 219, y es la que debe utilizarse en el caso
de que la cartera considerada esté dividida en p subcarteras, con
p=1,2,...,P, estando formadas cada wna de ellas por un cierto nimero de
polizas, aunque segim NORBERG, R. (1986) las matrices G, estan hien
definidas si existe al menos wma subcartera que posea un cierto nimero de
polizas en el nivel inferior. En el caso que nosotros hemps considerado,
todos los productos (A' D (Q j') v (R .-

p'yt p' pi Ypi
aparecen en la definicion de GO’ G1 y 62 respectivamente, estan

) que
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definidos, de manera que la primera inversion que aparece en las formalas

de Gr conr = @,1,2, es posible para todas las polizas pjsl.

Una vez obtenidas las exwpresiones de los estimdores para los
parametros estructurales 8, 52, Ab y A, el siguiente paso es elegir
las matrices de y BPJ gue aparecen en los mismos.

Segim el propio NORBERG, R. (1986) wna eleccidn natural para las

matrices A . y B . es:
pJ P

J
A, =y vt
PJ PJ PJ
' f -1 '
B .B'.=v . ~v .Y (Y .y ¥ ) ¥y
PJ PJ PJ Pd PJ ' PJ PI PI P PJ

en las cuales se tiene en cuenta la informacidn de cada wma de las
polizas.

Otra posibilidad es tomar todas las matrices de v BPJ iguales
para todas las polizas, aunque para NORBERG, R. (1986) esta alternativa
tiene escaso interés. Asi, por ejemplo, en el caso que n = 2 podriamos

escoger comp matrices ij y Bpj las siguientes:

Si tPJ es un nimero inpar:

i Vedse para mas detalles de este punto en conoreto el propio artioulo

de NORBERG, R. (1986), pp. 219-220.
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i T
i -{t_. - 4
] ( pJ ] )
1 -2
i -1
A . (t_., 2) = 1 ]
pj (tpj 2 1 1
i 2
1 t .- 4
X PJ J
y si tpj es un nimero par:
1 -{t._..-1
(s = 1)
1 -3
i -1
A .t ., 2} =
pj {%pjr 2 1 L
1 3
1 t . -1
3 PJ J
siendo a su vez:
1 2 3 94 , t . -2
PdJ
2 -3 -4 -5 ... ~-(t_.-1)
B .{t ., t . .-2})=
pi (g7 tpy = 2) P
I
t . -2, t . -2
| ( PJ ' pi ) ]

donde las matrices ij estan formadas por dos vectores ortogonales que
generan el mismo subespacio vectorial que las matrices ij, que en este
caso tienen dimension (th,Q), y las matrices BpJ por vectores

ortogonales que generan el subespacio vectorial conplementario de

dimension t_ . - 2.
pJ
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5.4.—- MODFLO DE BEGRESION JERARQUICO CON MILTIPLES NIVELES.

Este modelo es wna generalizacion del Modelo de  Regresion
Jerarquico de SUNDT, en el cual se asume que la cartera se pusde
estructurar en mis de dos niveles. Los autores de esta generalizacion han
sido el propio SUNDT, B. (198@) y NORBERG, R. (1986), el cual centra su
atencién pricipalmente en la obtencion de los estimadores de credibilidad
lineales, al wismo tiempo que propone estimadores para los parametros
estructurales.

Las hipdtesis que se consideran en este wmodelo son las mismas que
en el Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT, pero extendidas para los
distintos niveles gque se consideren. El objetivo de este wmodelo sigue
siendo hallar los estimadores de credibilidad lineales, no-hompgénsos,
para las primas de riesgo individuales, y para obtenerlos vamns a seguir
el misno procedimiento que en el Modelo de SUNDT, que consistira en -
aplicar el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER tantas Qeces como niveles
se hayan considerado dentro de la cartera.

Para el planteamiento tedrico de este wmodelo vamos a utilizar wn
caso particular, el del Modelo de Regresidn Jerarquico con Tres Niveles,
ya que tres niveles son suficientes para poner de manifiesto la mecanica
a seguir para obtener los estimadores ajustados de credibilidad.

Sea wn grupo asegurador de awbito nacional. Su cartera estara
formada por una serie de riesgos, pero nosotros solo vamos a considerar
un riesgo concreto. La experiencia de reclamciones para este riesgo

puede diferir de umna conpafiia a otra, y a su vez, dentro de cada compafiia
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cada cartera puede estar dividida en wma serie de subcarteras. Para esta
situacion en concreto vamos a necesitar tres parametros de riesgo, wno

para cada nivel considerado. Sean:

- Gc : Es el parametro de riesgo que caracteriza a la conpaiiia c,
con © = 1,2,...,1.

- Bcp : Es el parametro de riesgo que caracteriza a la subcartera
p de la conpafiia ¢, con € = 1,2,...,1 y p = 1'2""’Pc'

- GCPJ= Es el parametro de riesgo que caracteriza a la podliza

j-ésima de la subcartera p de la compafiia e, con

C=1,2,---,1; p=1’2,l-n,Pc y J=1,2,---,kcp.

las wvariables aleatorias observables que nos indican la

experiencia de reclamaciongs serdn en este caso X . con

cpjs’

y S=1,2’---’tcp.-

C=1,2,---,1; p=1,2’---,Pc; J=1'2,---’R J

cp
Las hipotesis asumidas en este wodelo son las misms que en el
Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT con dos niveles, pero ahora

generalizadas para un nivel mis, siendo:
S.1) Los elementos dentro de cada nivel son independientes.
§.2) Paracada © = 1,2,...,1 y wm 6, dado, las subcarteras

cp = cl, c2,..., cPc son condicionalmente independientes.

A su vez, para cada c = 1,2,...,1; p = 1,2,...,PG Yy un
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S.3)

5.4)

(BC, Bcp) dado, las polizas son condicionalmente

independientes.

Todos los vectores (BC, e

cp’ Ocpj) y (80, Bcp) estan

idénticamente distribuidos,
Para todo e, p, ¥y j¢

E[X_i/8018c0180p;]

Yepj-g(ec, ch, GCPJ) =

= B(Ogr Ggpr Oop,)
dﬂnde YCPJ, con c = 1,2,-:-,1; p = 1,2,--1,‘?(3 y
J = 1,2,...,kCp son matrices dadas, de dimension (tcpj,n),
de rango pleno y que verifican que n ( tcpj ’ )4
g(e_.,8_,8_.) es wn vector de regresion desconocido de
c cp CpJ

dimension (n,1), siendo n el grado, mds wna unidad, de la

mayor tendencia polindmica prevista en la cartera, siendo:

y 8 )

Y 'g(ec’ bc cpj

cpjs p

donde Y' . es el vector fila s-ésimo de la matriz Y__ ., cuya
cpJs cpJ

dimensién es (1,n}).
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A suvez, para todo c y p:

)

H
E[X_ /6,81 = Yo "Bl 6.,) = nl8,, 6.,

»*
donde ch, con c=1,2,...,l1 y p= 1,2,...,Pc, son

matrices particionadas de dimensiéon (k_ -t  .,n cuyos
P (kop tepyrm)s  cuyo

elementos son las k matrices Y . puestas en columa, y
cp cpJ

(O,

(n,1).

Y por Gltino, para todo c:

s Bcp) es un vector de regresion desconocido de dimension

E[X /6_] = Y.-p(8_) = n(8_)

o9
donde Yb scon ¢ = 1,2,...,1, son mtrices particionadas,
2
cuyos elewentos son las Pc matrices Yép anteriores puestas en

columa, siendo su dimensidn (Pc-kcp-tcpj,n), v ﬁ(&c) es un

vector de regresion desconocido, de dimension (n,1).
Tanbién asumimos que:

13 1

¢ . = E[Cov[

X _../8 8 .
cpJ cpjs’ ¢’ cp’ cpj

?.p = E[Cov[X_ /6,8

11

cp
¢, = E[Cov[X /8 _]]

con ¢ =1,2,...,1; p= 1,2,...,Pc Yy J= 1,2,...,kcp son
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mtrices definidas positivas y simétricas, de dinensidn cada

y t )5 (K

. 't Y] k 't .
CpJ° c©pyg cp cpy cp ©py
) respectivamente, siendo las dos

ma de ellas (t ) y

(P 'kt ., P

c Ccp cp) c’ CP CPJ
tltims watrices diagonales, debido a la hipdtesis de
independencia asumida dentro de cada nivel.
Ademas:
p(Bc, ecp) = E[p(ec, 9cp, )/ec,ecp]
8(a.) = EIB(6,, 6.,)/8,]

= E[8(8_)]

siendo todos estos elementos vectores de dimensiéon (n,1), y:

A, = ElCovlB(8,, 8., 6.,:)/6.:6,]

= E[Cou[ﬁ(&c, ecp)/ec]

= Cov[p(6_)]

que son matrices cuadradas, todas ellas de dimensién (n,n), y

simétricas.

Coob en los wodelos anteriores, el objetivo es hallar los
estimadores ajustados de credibilidad lineales para las primas de riesgo
individuales. Si nos centramps en wna pdliza concreta, la cpj, por

e jemplo, debemns estimar:
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n(e_, 8

©
—
]

E[X /8

cpJ cpJ C'BCP’BCPJ] -

chj-p(ec, e _,8_.)

cp° tpy

Al haber dividido la cartera en tres niveles, esta pbdliza form
parte de ella a través de la subcartera p de la compaiiia c a la cual
pertenece, de manera que para hallar su estimador de credibilidad debenos

considerar el siguiente problema de minimizacidn:

Min E[ [;ﬂﬂc, Bcp’ BCDJ) - a -

=

t

c cpi

h=
g=

a_ .

X ]2/9 ,8 ]
cpis cpis c' cp

1
1

[
1l
—
n
]
[ae

Este problema se resuelve aplicando el Modelo de Regresion de
HACHEMEISTER restringido dentro de la subcartera p de la compafiia c,

dando comp resultado:

»* A. ' -
P8 Bopr Oopj) = [:#de'chd + R (616050 [T

-z 1l . =g(e,8_,8 )Y . 1
GPJ]] Y (65 cp' DPJ) cp (4)
siendo:

~ -1 -1 -1

o K Y (Y et Y

Pepi = Fopj Popi Yepi' (Yep, Popi Yopa!

Z .=y ty A qrey oty A

cpj cpj 'cpj ©pj op cpj 'cpj cpj ©op
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P8, 8.,) = ELB(8,, 8 s 8,.)/8,8,]

cp
El siguiente paso es estimar el vector de 1los coeficientes de
regresion de la subcartera p de la conpafiia c, @(BC, ecp)' Para ello,

sera necesario aplicar de nuevo el Modelo de Regresidén de HACHEMEISTER,

en este caso para estimar:

*
}.l(ec, ch) = E[X /8 ,9 ] =Y

cp ¢’ cp cp'ﬁ(ec’ Bcp)

Se trata de hallar el estimador ajustado de credibilidad para la
prima de riesgo de la subcartera p perteneciénte a la cowpafiia c, que

consiste en solucionar el siguiente problema de minimizacibn:

P k_t

c eq cqi 2
. YA
Min E p(Gc, 9cp) %) )/ acqis'xéqis /8,
q=1 i=1 s=1

fAplicando de nwevo el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER

restringido en este caso dentro de la conwpaifiia ©, obtenenps:

» A' , _ . *l
WO Bgg) = [ Bop 2o + 8 (0,11 - 2] |V =
=p'(e_, 8_)Y" 2)
=8 c’ cp) cp (
donde p'(ec, ch) es el estimador de credibilidad lineal para

3(8c, ch), que a su vez depende de p(ec), vector quue deberemps estimar,

siendo:
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-~ o -1' * o *'. —1' *» =1
Bcp B xcp ¢cp cp (ch ¢cp ch)
#'o-] #'o=] M
Zcp - ch'¢cp' cp c'[I * cp'¢cp' cp c]

ala,) = E[a(6,, 6.,)/6.]

Para hallar el estimdor ajustado de credibilidad para ﬁ(ec)
deberemns aplicar otra vez el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, en

este caso para estimar la prima de riesgo para la conpafiia c:
9
p(Bc) = E[Xélec] = Yb'ﬂ(gc)

Para estimar dicha prima utilizaremns toda la informacion
disponible en la cartera, siendo la soluciéon del problem de

minimizacion, en este caso, el siguiente:

W0y = [ Bz + o -2 |9 - Be) 8 (@)
donde:
™ -1 o R e e |
B, = Byt By (¥ 9y ¥y)
b LEE 0 s e AR B
Z,=Y @ Y A[I+Y 4 Y 4]
B = ELA(e,)]

siendo £ wno de los parametros estructurales del wodelo.
Una vez que henos obtenido el estimador de credibilidad para 8(6_)

lo sustituinmos en g'(8_, & ), siendo:
o’ “cp
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B'(85 8.,) = BopeZon * B (8.)-[T - 2] (2)

resultadc que a su wvez lo sustituimos en (1) para obtener

n

p'(ec, 9cp, ecpj):

i1 (5)

;) =B + B (6, 6,) [T - 2

(8, 8
At (8 cpj cpJ

¢’ “ep’

cpJ
siendo el estimador ajustado de credibilidad para la prima de riesgo

individual de la poliza cpj:

- ~

| 8y 6.0y 8,5) = B8

3¢ (6)

e’ ch, gcpj)

siendo 5'(6c, 8 .} el estimador de credibilidad dado en (5).

e’ Cepy

Como puede apreciarse, obtener el estimador de credibilidad lineal
para una poliza concreta perteneciente a wma cartera que ha sido
estructurada en diferentes niveles, yen la cual se ha abandonado la
hipotesis de honmogeneidad en el tiempo por otra de tipo polindmica para
las observaciones esperadas, no es una tarea demasiado dificil; para ello
basta aplicar el Modelo de Regresidn de HACHEMEISTER tantas vuveces como
niveles estemos considerando, siendo a su vez el estimador que obtenenns,
el mejor estimador de credibilidad lineal no-homgéneo.

Para poder aplicar el estimador ajustado de credibilidad una tarea
previa, como ya sabemns, es estimar los parametros estructurales que
aparecen en su formula. Cuantos wés niveles consideremns mayor nimero de
‘estos parametros apareceran, lo que dificulta en gran medida su

aplicacién practica, ya que los estimadores propuestos son bastantes
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conplicados y de dificil calculo, comn ya vinmos en el Modelo de Regresion

Jerarquico de SUNDTSQ.

En el caso particular que las matrices AEp y AE sean matrices

definidas positivas, resulta que las matrices de credibilidad Zc Yy ZCp

vienen definidas del siguiente wodo:

op ‘© cp ©

P P -1
§ -1 ( -1

Z / Z A A'[ / Z A TA ]
p=1 p=1

k k
'("P' TE -1
! -1
A * I + Z _.A OA
L_cpa cpc /_ "cpj "ep 'c
J=1 Jj=1
siendo a su wvez:
P P -1
A| - Y A' .z ) Q_Z.
Ae zi___pcp cp [__ "cp
p=1 p=1
k
p
EI P p .zl.'l'
cp L Vepi cpJ z
Jj=1

expresiones que se obtienen generalizando los resultados obtenidos para
. . ) . 3
el caso particular del Modelo de Regresion Jerarquico a dos n1v91953

cuando la matriz Ab es definida positiva.

32 Para un analisis detallado de los estimadores propuestos para los

parametros estructurales ver a NORBERG, R. (1986), pp. 218-221.

Uéase para mds detalles el apartado 5.3.4. del presente trabajo.
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