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Resumen

El objetivo de esta tesis es formular y evaluar una metodologia para la resolucion de
las ecuaciones de Navier-Stokes para los fluidos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-
Bulkley mediante el método de los elementos finitos mixtos estabilizados velocidad/presion.
Se desarrolla una formulacion tedrica, se realiza la implementacion computacional y se pre-
sentan y evaltan soluciones numéricas para estos fluidos viscoplasticos.

Los fluidos viscoplasticos se caracterizan por presentar una tensiéon de corte minima,
denominada tension de fluencia. Por encima de esta tension de corte minima el fluido co-
mienza a moverse. En caso de no superarse esta tension de fluencia, el fluido se comporta
como un cuerpo rigido o quasi-rigido, con velocidad de deformacién nula.

Se presentan inicialmente las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido y dos fluidos
incompresibles e inmiscibles considerando superficie libre. Se presenta una revision de los
modelos reologicos Newtonianos y los modelos no-Newtonianos. Se hace una descripcion
detallada de los modelos viscoplasticos. Se describen los modelos viscoplasticos regulariza-
dos de Papanastasiou. Se proponen modelos regualarizados de doble viscosidad como alter-
nativa a los cominmente usados.

Se deducen las soluciones analitica en flujos paralelos para el fluido Newtoniano, el
fluido de Bingham, de Herschel-Bulkley, el fluido pseudoplastico y dilatante.

Se desarrolla el modelo discreto, asi como la formulacion estabilizada con los méto-
dos de subescalas algebraica (4lgebraic subgrid scale, ASGS), de subescalas ortogonales
(Orthogonal subgrid scale, OSS) y de subescalas ortogonales con la presién y el termino
convectivo desacoplados, split-OSS. En el caso del fluido con superficie libre se presenta el
método euleriano simplificado, el cual usa el método de superficie de nivel level set para
resolver el movimiento de esta superficie libre.

Se presenta un estudio de convergencia con los métodos de estabilizacion OSS y
ASGS en los flujos paralelos de Bingham y de Herschel-Bulkley. Los modelos regularizados
de doble viscosidad muestran menor error de convergencia que los usados regularmente.

Se presentan las soluciones numéricas desarrolladas en esta tesis para un amplio con-
junto de problemas benchmark. Pueden dividirse en tres grupos: flujos de Bingham, flujos de
Herschel-Bulkley y flujos con superficie libre. Las soluciones obtenidas validan la metodo-
logia propuesta en este trabajo de investigacion comparandose muy bien con las soluciones
analiticas, numéricas, con resultados experimentales y datos de campo.

La metodologia propuesta en esta tesis proporciona una herramienta computacional
para estudiar flujos viscoplasticos confinados, muy comunes en la industria, y los flujos detri-
ticos viscoplasticos con superficie libre.

Palabras claves: Método de los elementos finitos estabilizados, incompresibilidad,
método del level set, fluidos viscoplasticos, modelo de Bingham, modelo de Herschel-
Bulkley, flujos de detritos, rotura de presa.






Abstract

The objective of this thesis is to develop and evaluate a methodology for the solution
of the Navier -Stokes equations for Bingham Herschel - Bulkley viscoplastic fluids using
stabilized mixed velocity/pressure finite elements. The theoretical formulation is developed
and implemented in a computer code. Numerical solutions for these viscoplastic flows are
presented and assessed.

Viscoplastic fluids are characterized by minimum shear stress called yield stress.
Above this yield stress, the fluid is able to flow. Below this yield stress, the fluid behaves as a
quasi-rigid body, with zero strain-rate.

First, the Navier-Stokes equations for incompressible fluid and two immiscible fluids
considering free surface are presented. A review of the Newtonian and non-Newtonian rheo-
logical models is included, with a detailed description of the viscoplastic models. The regu-
larized viscoplastic models due to Papanastasiou are described. Double viscosity regularized
models are proposed.

The analytical solutions for parallel flows are deduced for Newtonian, Bingham, and
Herschel-Bulkley, pseudoplastic and dilatant fluids.

The discrete model is developed, and the Algebraic SubGrid Scale (ASGS) stabiliza-
tion method, the Orthogonal Subgrid scale (OSS) method and the split orthogonal subscales
method are introduced. For the cases of flows with a free surface, the simplified Eulerian
method is employed, with the level set method to solve the motion of the free.

A convergence study is performed to compare the ASGS and OSS stabilization
methods in parallel flows with Bingham and Herschel-Bulkley fluids. The double viscosity
regularized models show lower convergence error convergence than the regularized models
used commonly.

Numerical solutions developed in this thesis are applied to a broad set of benchmark
problems. They can be divided into three groups: Bingham flows, Herschel-Bulkley flows
and free surface flows.

The solutions obtained validate the methodology proposed in this research and com-
pare well with the analytical and numerical solutions, experimental and field data.

The methodology proposed in this thesis provides a computational tool to study con-
fined viscoplastic flows, common in industry, and debris viscoplastic flows with free surface.

Keywords: stabilized finite elements, incompressibility, level set method, viscoplastic
fluid, Bingham model, Herschel-Bulkley model, debris flow, dam break.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En esta tesis se estudia la simulacion numérica mediante modelos de elementos finitos
mixtos velocidad/presion de flujos confinados viscoplasticos de Bingham y de Herschel-
Bulkley, asi como de flujos viscoplasticos de Bingham con superficie libre.

Los fluidos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley son fluidos no-
Newtonianos que se caracterizan por presentar una tensiéon de corte minima, denominada
tension de fluencia. Por encima de esta tension de corte minima el fluido comienza a mover-
se. En caso de no superar esta tension de fluencia, el fluido se comporta como un cuerpo
rigido o quasi-rigido, con velocidad de deformacion nula.

En la industria, los fluidos de Bingham pueden modelizar el comportamiento de las
pinturas, de los plasticos, de productos alimenticios como la mayonesa y el kétchup, entre
otros. Los fluidos de Herschel-Bulkley incluyen, por ejemplo, el comportamiento de las pas-
tas, algunos geles y los fluidos de perforacion.

En el medio ambiente, los fluidos de Bingham pueden modelizar fluidos de lodos y de
residuos mineros, entre muchos otros. Los fluidos de Herschel-Bulkley pueden simular algu-
nos materiales granulares.

En la industria y en el medio ambiente el uso de herramientas computacionales tiene
un papel destacado y en auge porque €stas permiten modelizar comportamientos complejos
de materiales en procesos que son dificiles de describir analiticamente. Ademads, pueden
suponer un ahorro en los costos de ensayos experimentales de los fenomenos de interés.

En la industria, la modelizacion numérica es muy util en el disefio y optimizacioén de
procesos como el de extrusion (Figura 1.1) y también en el llenado de moldes. Se pueden
simular diferentes tipos de flujos, e incluso mejorar las propiedades mecanicas de los produc-
tos. También contribuye a prevenir accidentes como consecuencia de falla de equipos, dise-
fios defectuosos o manejo inadecuado de los mismos. De forma creciente, la simulacion
numérica forma parte del proceso de toma de decisiones en el disefio y operatividad indus-
triales.

En el medio ambiente, la modelizacion de procesos geomorfologicos como los flujos
detriticos puede determinar, con antelacion a la ocurrencia del evento, la posible area de
inundacion; por tanto, puede contribuir a disminuir o prevenir el impacto de estos flujos so-
bre ésta zona una vez que se produzca el evento. Estos procesos se consideran desastres natu-
rales debido a su caracter repentino y violento. Ejemplo de este tipo de procesos fue la trage-
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dia ocurrida en el estado Vargas, Venezuela, en Diciembre del afio 1999, como consecuencia
de las lluvias torrenciales, y en la que las pérdidas humanas y materiales fueron considerables
(Figura 1.2 a)). Este tipo de eventos ha causado cuantiosos dafios en paises como Espaiia,
Pert, Japon, Italia, Austria y China, entre otros.

La simulacion de flujos de residuos mineros también puede ayudar a tomar medidas
de prevencion y/o mitigacion para proteger el ambiente, las personas y los bienes materiales
en el area de inundacion, ya que pueden tener el mismo impacto que los procesos geomor-
fologicos. Ejemplos de desastres debidos a rotura de presas que almacenan residuos mineros
son la falla de la presa de residuos yesiferos en Texas, Estados Unidos, en el afio 1966, la de
Aznalcollar, Espafia, en el afio 1998 (Figura 1.2 b)) y la falla de la presa para residuos de
manganeso ocurrido en la ciudad de Mianyang, China, en el afio 2011, entre otros. Este tipo
de desastres ha ocasionado pérdidas de vidas humanas, afectacion de tierras, de cosechas e
incluso contaminacion de las aguas potables.

De acuerdo con lo mencionado, existe el interés y la preocupacion por estudiar el
comportamiento de materiales industriales y materiales que forman parte de procesos medio-
ambientales, asi como el movimiento de los fluidos involucrados en los mismos.

Este trabajo de investigacion se centra en los fluidos viscoplasticos, que aparecen en
una gran variedad de productos industriales, materiales geomorfologicos y residuos mineros.

Figura 1.1. a) Proceso de extrusion para perfiles de caucho. b) Extrusion para pelicu-
las de plastico. Fotos: http:/www.google.es.
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b)

Figura 1.2. a) Flujo de detritos, Vargas, Venezuela 1999, foto: Facultad de Ing. Fo-
restal-Universidad de los Andes. b) Falla de la presa para residuos de metales pesados en
Aznalcollar, Espaiia 1998, foto: http://www.wise-uranium.org.

En esta tesis se realiza un amplio estudio de flujos viscoplasticos confinados con apli-
caciones industriales y se inicia la evaluacion de los flujos de detritos con el analisis de un
evento real de flujo de desechos mineros.

El movimiento de los fluidos se describe por las ecuaciones de conservacion de masa,
momentum y energia, representado por las ecuaciones de Navier-Stokes. Numerosos ensayos
experimentales han demostrado que las ecuaciones de Navier-Stokes bajo condiciones
isotérmicas describen exactamente el flujo incompresible de los fluidos. Las ecuaciones de
Navier-Stokes requieren de una ecuacion constitutiva para caracterizar el tipo de fluido. Esta
ecuacion define el valor de las tensiones en funcion de la dindmica del flujo y esta asociada
con la viscosidad del fluido.

Las ecuaciones constitutivas van desde ecuaciones para fluidos simples descritas por
la ley de Newton de la viscosidad hasta ecuaciones mas complejas para viscosidades no-
Newtonianas. Establecer el comportamiento constitutivo de cada uno de los fluidos es el
objetivo principal de la reologia y, en particular, el comportamiento de los fluidos viscoplas-
ticos.

El modelo que did inicio al estudio de los materiales viscoplasticos fue el modelo
plastico de Bingham (Bingham, 1922), formulado por Eugene C. Bingham para describir el
comportamiento de las pinturas. Este modelo se utiliza para describir liquidos con grandes
cantidades de particulas suspendidas o suspensiones concentradas. El fluido de Bingham se
caracteriza por presentar una tension de corte minima, denominada tensioén de fluencia. A
partir de esta tension de corte minima el fluido comienza a moverse con una relacion lineal
entre el incremento de tension y las velocidades de deformacion. Por debajo de esta tension
de fluencia, el fluido se comporta como un cuerpo rigido, con velocidad de deformacion nula.

La caracteristica mas importante de los materiales viscoplasticos es la presencia de la
tension de fluencia que hace que la viscosidad de estos materiales sea dependiente de la velo-
cidad de deformacion. Bird, Dai y Yarusso publicaron en 1983 una lista de fluidos con ten-
sion de fluencia. Los modelos viscoplasticos comunmente utilizados son el modelo de Bing-
ham (Bingham, 1922), el modelo de Herschel-Bulkley (Herschel and Bulkley, 1926) y el
modelo de Casson (Casson, 1959).
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El modelo de Herschel-Bulkley se considera como un modelo generalizado de Bing-
ham. Aunque ha sido menos estudiado que el modelo de Bingham, ha formado parte de los
estudios de diferentes problemas resueltos por Papanastasiou (Papanastasiou, 1987), Kelessi-
dis et al. (Kelessidis et al., 2006), Westerberg et al. (Westerberg et al., 2010) y Dall’Onder
Dos Santos et al. (Dall’Onder Dos Santos et al., 2011), entre otros.

En el presente trabajo de investigacion se trata especificamente con los fluidos vis-
coplastico de Bingham y de Herschel-Bulkley en condiciones isotérmicas. Ambos fluidos
exhiben una fuerte discontinuidad en su comportamiento reoldgico debido a la existencia de
la tension de fluencia que es dificil de tratar numéricamente. Para solventar este problema,
autores como Bercovier y Engelman (Becovier, 1980), Tanner y Milthorpe (Tanner and
Milthorpe, 1983) y Beris et al. (Beris et al., 1985), entre otros, han propuesto diferentes for-
mulaciones regularizadas. Tanner y Milthorpe fueron los primeros que simularon el problema
utilizando un modelo de doble viscosidad aplicable a ambos fluidos. Beris y sus colegas
centraron sus estudios en el fluido de Bingham, utilizando el criterio de Von Mises (Mises,
1913) en las zonas de no fluencia y el modelo ideal de Bingham en la zona de fluencia. En
1987, Papanastasiou (Papanastasiou, 1987) propuso un modelo regularizado aplicable tanto
en las zonas de no fluencia como en las zonas de fluencia para estos dos fluidos.

En esta tesis se proponen nuevos modelos regularizados para el fluido de Bingham y
el fluido de Herschel-Bulkley como alternativa a los modelos regularizados cominmente
usados.

Para cualquier comportamiento reoldgico, encontrar soluciones analiticas para las
ecuaciones de Navier-Stokes no resulta sencillo ya que éstas se encuentran entre las mas
dificiles y estudiadas de la fisica y de la matematica (Bird et al., 1987). El rapido desarrollo
de los métodos numéricos ha permitido acometer de manera efectiva la solucién de proble-
mas complejos que, ademas, tratan con geometrias complicadas.

En el caso de los materiales viscoplasticos el método numérico mas utilizado es el
método de los elementos finitos (MEF) ((Zienkiewicz et al., 1978), (Mitsoulis and Zisis,
2001), (Abdali and Mitsoulis, 1992), (Papanastasiou, 1987)). Para abordar el problema de
flujo incompresible mediante el MEF, se emplea la formulacion mixta de velocidad/presion
(u/p). La formulacion estandar de Galerkin presenta dos fuentes de inestabilidades.

La primera es la presencia del término convectivo en las ecuaciones de gobierno que
puede resultar en oscilaciones numéricas en el campo de la velocidad. Tales oscilaciones son
mayores cuando el término convectivo domina sobre el término viscoso (Codina and Blasco,
1997), por ejemplo, en problemas con alto nimero de Reynolds o en flujos con capa limite o
zonas de gradientes fuertes como los flujos turbulentos.

La segunda fuente de inestabilidad es la combinacion inapropiada de espacios de in-
terpolacion para los campos de velocidad y presion. Esta falta de estabilidad produce oscila-
ciones numeéricas en el campo de las presiones. Para que el problema discreto sea estable los
espacios de interpolacion usados para la velocidad y la presion deben satisfacer la condicion
inf-sup de compatibilidad o condicion de Babuska-Brezzi (Brezzi and Fortin, 1991). La for-
mulacién de igual interpolacion lineal usada en esta tesis no cumple con la condicion
Babuska-Brezzi.

En ambos casos el problema necesita estabilizarse para poder probar convergencia a la
solucién del problema. Los métodos de estabilizacion mas usados en la actualidad estan ba-
sados en los métodos de subescalas. Hughes fue el pionero en estos métodos de subescalas
(SubGrid scale, SGS) que permitieron la justificacion teorica de esquemas de estabilizacion
propuestas anteriormente (Streamline-upwind Petrov-Galerkin, SUPG (Brooks et al., 1982) y
Galerkin-least-square, GLS (Hughes et al., 1986).
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Las primeras formulaciones de estabilizaciéon con subescalas fueron disefiadas para re-
solver el problema de difusidn-conveccion, considerando o no el término de reaccion para
casos estacionarios primero y, luego, para casos transitorios. Estos métodos han sido aplicado
también a las ecuaciones de Stokes y las ecuaciones de Navier-Stokes, entre otras (Codina,
2000).

Posteriormente, Codina (Codina, 2000b) propuso adoptar un espacio de sub-escalas
ortogonales al espacio de los elementos finitos, fundamentando asi el método de estabiliza-
cion de subescalas ortogonales (Orthogonal subscale stabilization method, OSS). El método
OSS se ha aplicado al problema de Stokes, al problema de conveccion-difusion-reaccion y a
las ecuaciones de Navier-Stokes, entre otros ((Codina, 2000a), (Principe, 2008)). La estabili-
zacion OSS ha sido reformulada en una nueva version del método llamada estabilizacion split
OSS (Codina, 2002), computacionalmente mas ventajosa. Actualmente se usan en problemas
muy variados, tanto de mecénica de fluidos ((Codina, 2000a), (Codina, 2000b), (Codina
2001), (Coppola-Owen and Codina, 2005), (Guash and Codina, 2007), (Badia and Codina,
2009) y (Planas et al.,, 2011)) como de mecénica de sdlidos ((Chiumenti et al., 2002),
(Cervera et al., 2003), (Cervera et al., 2004a), (Cervera et al., 2004b), (de Saracibar et al.,
2006), (Cervera and Chiumenti, 2009), (Cervera et al., 2010a), (Cervera et al., 2010b),
(Cervera et al., 2011), (Cervera et al., 2012) y (Chiumenti et al., 2013)).

En este trabajo se utiliza el método ASGS y el método OSS y una vez verificada la
eficacia del método OSS, éste se utilizarda como método de estabilizacion en practicamente
todos los problemas estudiados para flujo confinado. En el flujo con superficie libre 3D se ha
utilizado la version split OSS.

El problema de los fluidos viscoplasticos es tratado totalmente en forma Euleriana uti-
lizando una malla fija. En el caso de los fluidos viscoplasticos con superficie libre se usa un
modelo euleriano simplificado (Coppola-Owen, 2009b) que emplea el método de superficie
de nivel level set para tratar el movimiento de esta superficie libre.

Los modelos viscoplasticos regularizados de Papanastasiou y los modelos propuestos
han sido implementados en el cédigo de elementos finitos Zephyr. Este codigo ha sido
desarrollado por el Prof. R. Codina y sus colaboradores en el Centro Internacional de Méto-
dos Numéricos en Ingenieria (CIMNE).

1.2. Motivacion

La principal motivacion de este trabajo de investigacion es contar con una herramienta
computacional validada para el modelado de fluidos viscoplasticos con fines practicos en el
ambito de la ingenieria.

En el area de la industria, el procesamiento de muchos fluidos viscoplasticos requiere
de estas herramientas computacionales que hagan posible el estudio de su comportamiento.
Con este conocimiento, que facilita la toma de decisiones en el 4rea de optimizacién y segu-
ridad, pueden lograrse disefios de equipos mas fiables y procesos mas eficientes.

Por otro lado, en el area medioambiental, el desarrollo de programas computacionales
que estudie el flujo de detritos es imprescindible. Existen muy pocas herramientas computa-
cionales disponibles. Cuando existe la posibilidad de que un evento de este tipo ocurra, un
estudio adecuado de este posible evento permitira al especialista prevenir o mitigar desastres
catastroficos. El profesional del area podra determinar la posible area afectada y considerar la
ejecucion de medidas estructurales como la mejor ubicacion de las estructuras de control de
estos flujos y/o medidas no estructurales como medidas de alerta y evacuacion. Las herra-
mientas computacionales permitiran hacer disefios més eficientes y racionales que los dispo-
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nibles actualmente para estas estructuras de control. En el caso de eventos ocurridos, si se
dispone de datos del evento, puede hacerse una evaluacion detallada de lo ocurrido. La mode-
lizacion del evento permitira determinar con mayor precision sus caracteristicas y responder a
las interrogantes propias de la ingenieria forense.

El estudio de los flujos viscoplasticos es un area poco tratada hasta ahora, lo que ha
motivado la compilacion de la informacion existente para la realizacion del estado del arte.
Otra de las motivaciones es el estudio sistematico de la fiabilidad de los resultados numéri-
cos. Los resultados de este trabajo de investigacion se han comparado con soluciones analiti-
cas, numéricas, resultados experimentales y datos de campo. Una ultima motivacion es la
evaluacion de la dificultad practica de la modelizacion de estos problemas, en términos de los
recursos numéricos necesarios para una resolucion fiable.

1.3. Objetivos

La meta principal de este trabajo de investigacion es el desarrollo y la validacion de
una formulacion numérica para la simulacion de los flujos viscoplasticos en la industria y en
procesos medioambientales. Para alcanzar esta meta deben formularse algunos objetivos.

1.3.1. Objetivo general

El principal objetivo de esta tesis es formular y evaluar una metodologia para la reso-
lucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para los fluidos viscoplasticos de Bingham y de
Herschel-Bulkley mediante el método de los elementos finitos mixtos estabilizados. Se desa-
rrolla una formulacion tedrica, se realiza la implementacion computacional y se presentan y
validan soluciones numéricas para estos fluidos viscoplasticos. En el desarrollo del modelo
numérico se usan la aproximacion variacional multiescala para la estabilizacion de los ele-
mentos finitos. La validacion del modelo numérico se realiza mediante una serie de proble-
mas benchmark en flujos confinados para casos industriales. En flujos con superficie libre la
validacion se hace en problemas de rotura de presa.

1.3.2. Objetivos especificos
Los objetivos especificos para alcanzar el objetivo principal son:
e Compilacion del estado del arte de los siguientes temas:
e Estudio de la mecanica del medio continuo para fluidos incompresibles.

e Conocimiento de las ecuaciones constitutivas que determinan el comporta-
miento del fluido.

e Estudio del modelo discreto para el flujo de los fluidos incompresibles vis-
coplasticos usando los elementos finitos estabilizados.

e Conocimiento de los métodos de estabilizacion con subescalas.

e Seleccion de los mejores métodos de estabilizacion, modelos viscoplasticos
y estrategias numéricas para el desarrollo del modelo numérico.

e Aplicaciones industriales y medioambientales de los fluidos viscoplasticos.

e Desarrollo de la formulacion del modelo continuo para flujos confinados y con
superficie libre.
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Descripciéon del ~ modelo reoldgico para fluidos Newtonianos y no-
Newtonianos como los fluidos viscoplasticos, entre otros.

Proposicion de nuevos modelos viscoplasticos regularizados como alternativa a
los modelos regularizados usados comunmente.

Desarrollo del modelo discreto de elementos finitos estabilizados para el estu-
dio de flujos confinados y flujos con superficie libre incorporando los modelos
viscoplasticos.

Descripcion del modelo discreto para la superficie libre usando el método de
superficie de nivel level set.

Implementacion computacional de los modelos viscoplasticos regularizados de
Bingham y de Herschel-Bulkley propuesto por Papanastasiou y los modelos
propuestos en esta tesis.

Implementacion necesaria para determinar las zonas de fluencia y no fluencia
del fluido, tensiones desviadoras, magnitud de la velocidad de deformacion y
de las tensiones desviadoras.

Implementacion para obtener las fuerzas de arrastre para los fluidos de Bing-
ham y de Herschel-Bulkley en el problema del flujo alrededor de un cilindro.

Deduccion de las soluciones analiticas para el fluido de Bingham y de Hers-
chel-Bulkley en flujos paralelos. Descripcion de las soluciones analiticas para
el problema de rotura de presa.

Validacion del modelo numérico propuesto mediante el contraste con ensayos
numéricos, experimentales, soluciones analiticas o datos de campo de los flujos
viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley. En muchos casos y previa-
mente a la validacion del programa para los fluidos viscoplasticos se validan
para el caso Newtoniano.

Estudio de convergencia de los métodos de estabilizacion ASGS y OSS.

1.4. Aplicaciones y alcances

1.4.1. Aplicaciones y alcances cientificos esperados

El principal alcance cientifico esperado de la investigacion en esta tesis es el logro de
una metodologia eficiente para el estudio de los fluidos viscoplasticos de Bingham y de
Herschel-Bulkley en flujos confinados y con superficie libre.

Otros alcances cientificos que se esperan son:

e Seleccion adecuada de los diferentes métodos, estrategias y ecuaciones constituti-
vas con el fin de lograr una metodologia eficaz en el estudio de los fluidos vis-
coplasticos.

e Incorporacion de los modelos de fluidos viscoplésticos en las ecuaciones de Na-
vier-Stokes. Formulacion del modelo discreto de elementos mixtos estabilizados
para estos fluidos.
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e Propuesta de modelos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley como al-
ternativa a los modelos regularizados utilizados regularmente.

e Soluciones numéricas de un amplio conjunto de problemas benchmark que mues-
tren el comportamiento para ambos fluidos. Estas soluciones se mostraran para flu-
jos confinados y con superficie libre.

1.4.2. Aplicaciones y alcances ingenieriles esperados

En el area de ingenieria se espera disponer de una herramienta computacional aplica-
ble a problemas industriales y medioambientales.

En el area industrial, los alcances que se esperan son:

e Ajuste de los modelos viscoplasticos a un amplio nimero de materiales utilizados
en la industria.

e Estudio del comportamiento de los flujos viscoplasticos de Bingham y Herschel-
Bulkley en flujos confinados.

e Analisis del flujo en el proceso de extrusion, en reducciones de la cavidad y en el
trasporte en tuberias, entre otros.

En el area medioambiental, los alcances que se esperan son:

e Prediccion de la ruta de desplazamiento de los flujos de detritos y el area de afec-
tacion. Con esta informacion se podria direccionar o controlar el flujo colocando
estructuras adecuadas para este fin.

e Optimizacion del disefio de estructuras para el control de estos flujos al determinar
las acciones dinamicas mucho mas reales del flujo sobre estas estructuras.

e Establecimiento de politicas de prevencidon y mitigacion, tomando en cuenta las
zonas de riesgo dentro de la planificacion u ordenacion del territorio.

e Reconstruccion de sucesos en ingenieria forense.

1.5. Organizacion

Este trabajo de investigacion esta dividido en 7 capitulos. Los contenidos de cada
capitulo son:

En el Capitulo 1 se presenta la introduccion, los objetivos, las motivaciones y la or-
ganizacion de la tesis.

En el Capitulo 2 se establece la formulacion en forma fuerte de las ecuaciones de go-
bierno, se plantean las diferentes ecuaciones constitutivas en una clasificacion reologica para
fluidos Newtonianos y no-Newtonianos, se detallan los modelos regularizados de Bingham y
de Herschel-Bulkley y se proponen nuevos modelos regularizados para estos fluidos vis-
coplasticos. Se deducen las soluciones analiticas para el fluido de Bingham y el fluido de
Herschel-Bulkley en el flujo de Couette y el de Poiseuille. Se describen las soluciones anali-
ticas para el problema de rotura de presa.

En el Capitulo 3 se plantea la formulacion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes y
se describe el modelo discreto en los elementos finitos estabilizados. Se incorpora la ecuacion
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constitutiva para el fluido viscoplastico de Bingham y de Herschel-Bulkley. Se describe la
estabilizacion del problema con el método ASGS, el método OSS y el método split OSS.
Igualmente, para el fluido con superficie libre se describe el método del level set para una
formulacion euleriana simplificada del fluido. Se realiza un estudio de convergencia para los
diferentes modelos viscoplasticos y métodos de estabilizacion implementados. Se comparan
los modelos viscoplasticos de Papanastasiou y los modelos propuestos en esta tesis.

En el Capitulo 4 se presentan las soluciones numéricas para el fluido de Bingham en
flujos paralelos y en los problemas de flujo en una cavidad cuadrada, flujo en una expansion
subita, flujo de extrusion y flujo alrededor de un cilindro entre placas paralelas. Se compara
el método de estabilizacion OSS con el método ASGS. Los resultados obtenidos se comparan
con soluciones analiticas, numéricas y experimentales disponibles.

En el Capitulo S se presentan las soluciones numéricas para el fluido de Herschel-
Bulkley en flujos paralelos y en los problemas de flujo en una cavidad cuadrada, flujo en una
expansion subita, flujo alrededor de un cilindro en un medio infinito y flujo alrededor de un
cilindro que se desplaza y rota sobre su propio eje. Los resultados obtenidos se comparan con
soluciones analiticas, numéricas y experimentales disponibles.

En el Capitulo 6 se muestran las soluciones numéricas para flujos con superficie libre.
Se analizan el problema de flujo extruido a la superficie libre, flujos Newtonianos de agua y
aceite y flujos de Bingham debido a la rotura de presa. Se estudia un evento real de falla de
una presa de residuos mineros modelizado como un flujo de Bingham debido a la rotura de
presa en una simulacion bidimensional y tridimensional. Los resultados se comparan con
soluciones numéricas, datos experimentales y datos de campo.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones, las aportaciones y futuras
lineas de investigacion.






Capitulo 2

Modelo continuo para el problema de
flujo: ecuaciones de gobierno

2.1. Introduccion

Los fluidos son sustancias cuya estructura molecular no ofrece resistencia a las fuerzas
cortante externas. Por esto, ante la aplicacion de estas fuerzas se produce el movimiento del
fluido, denominado flujo. Las propiedades mas importantes de cualquier fluido son la densi-
dad y la viscosidad. En flujos confinados, las variables a determinar son principalmente las
velocidades y la presion; en flujos con superficie libre, hay que determinar, ademas, la posi-
cion de ésta.

Los flujos pueden ser de un medio continuo o de particulas discretas. En el primer ca-
so0, se usa la forma euleriana de las ecuaciones de continuidad y de conservacion de momen-
tum. En el segundo caso, se describe el movimiento de cada particula en forma lagrangeana.
En esta investigacion el flujo se describe en forma euleriana.

El modelo continuo que determina el comportamiento dinamico de los flujos incom-
presibles y, en particular, de los fluidos viscoplasticos, se describe en este capitulo.

Inicialmente, se presentan las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresi-
ble y para un fluido con superficie libre con el fin de tratar los problemas de flujos confina-
dos y flujos de detritos. Se adopta el método del level set con el propdsito de seguir la evolu-
cion de la superficie libre en éstos ultimos.

Ademas, se hace una descripcion de las diferentes reologias o ecuaciones constitutivas
para fluidos Newtonianos y no-Newtonianos. Se detallan los modelos ideales y regularizados
para los fluidos-viscoplasticos de Bingham y el fluido de Herschel-Bulkley.

Finalmente, se presentan flujos simples con soluciones analiticas para la posterior va-
lidacion de las soluciones numeéricas.

Una vez descritas en este capitulo las ecuaciones para el modelo continuo en forma
fuerte, en el siguiente capitulo se presentaran en forma débil para su posterior discretizacion
por el método de los elementos finitos (FEM).
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2.2. Ecuaciones fundamentales de la mecanica de fluidos

El comportamiento dindmico e isotérmico de los flujos incompresibles, incluyendo los
flujos con superficie libre, debe satisfacer las siguientes ecuaciones fundamentales de la
mecanica de los fluidos:

1.- La ecuacion de conservacion de la masa o ecuacion de continuidad.

2.- La ecuacion de conservacion de momentum por medio de la segunda ley de New-
ton. Esta ecuacion estd relacionada con el balance entre las fuerzas externas y las fuerzas
internas que actuan en el fluido.

3.- La ecuacion constitutiva que describe la relacion entre las tensiones y la velocidad
de deformacion en el fluido (modelo reoldgico).

El modelo continuo puede estar conformado por una fase tnica o mas de una fase. Si
se considera un modelo de varias fases se requiere una ecuacion constitutiva para cada una de
las fases.

2.2.1. Ecuaciones de continuidad

La ecuacion de continuidad representa la conservacion de la masa. Se obtiene hacien-
do el balance de la cantidad de masa que entra y la masa que sale en un volumen dado, e
implica la conservacion de la densidad. En forma euleriana, ésta se expresa como:

Dp _dp , 0(pu)

2.1
Dt ot ox, @D

donde p es la densidad de la masa, u, es la velocidad del fluido, expresada en funcion de

sus componentes i =1, 2, 3 en un sistema de coordenadas cartesiano.

Para un flujo incompresible a temperatura constante, la densidad no varia con el tiem-
po. La ecuacion (2.1) se reduce a:

ou,

—=0 2.2
. @2)

Esta ecuacién puede escribirse en forma compacta como:
Vu=0 (2.3)
donde V( ) es el operador divergencia y u es el vector velocidad.

2.2.2. Ecuacion de conservacion de momentum

La ecuacion de conservacion de momentum se deduce de la segunda Ley de Newton,
el Lema de Reynolds y el Teorema de la divergencia. Se puede expresar como:
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Ou, b, oo,
p—r+po(u)=pf+— 2.4)

J

donde u, ,u; son las componentes de la velocidad en la direccion respectiva del eje de
coordenadas cartesianas, siendo i, j=1,2,3, f ; son las componentes de la fuerza de volumen,
o, son las componentes del tensor de tensiones, donde el primer subindice indica que la
componente de la tension actlia en el plano x; y el segundo subindice indica que esta diri-
gido en la direccion X;.

La ecuacion (2.4) puede escribirse en forma compacta como:
plou+ uvu]-v-e =t (2.5)

donde u es el vector velocidad, 6 es el tensor de tensiones y f es el vector de las fuerzas
externas, que incluyen las fuerzas gravitacionales (pg).

2.2.3. Ecuacion constitutiva

La ecuacion constitutiva relaciona las tensiones con la presion y la velocidad de de-
formacion. En el caso de los fluidos, esta relacion se denomina también modelo reoldgico.
El tensor de tensiones ¢ se descompone en su parte volumétrica y desviadora como:

c=—pl+71 (2.6)

donde p es lapresion I es el tensor de identidad de segundo ordeny T es el tensor de las

tensiones desviadoras.
Para un fluido Newtoniano y usando la hipotesis de Stokes, el tensor desviador de ten-
siones se expresa como:

T=2U a(u)+§,u Vo) I 2.7

donde u es el vector de velocidades, u es la viscosidad dinamica (constante en caso de

fluido Newtoniano), I es el tensor de identidad y 8() es el gradiente simétrico de la veloci-
dad:

g(u) = %(Vu +Vu' ) =V'u (2.8)

donde Vu es el gradiente de la velocidad y (Vu’) es la transpuesta del mismo. Desarrollan-

do se tiene, en términos de las componentes de la velocidad, el siguiente tensor:
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Ou, 1(0u, N ou, ) 1(0ou, N Ou,
ox 2oy ox ) 2\ 0z ox
1(0u, ©Ou | Ou, 1(0u, ou
gu)=|—| —2L+—| =X | 2L+—= 2.9)
2\ ox Oy oy 2\ 0z oy
1(ou, ou ) 1({0u Ou,\ ou,
2\0x 0z ) 2\ 0y Oz oz

El valor de la magnitud del tensor de la velocidad de deformacion, 7, se toma como
la raiz del segundo invariante del tensor simétrico es:

T =2&(u):g(u) (2.10)

Utilizando la condicion de incompresibilidad dada en la ecuacion (2.3), el segundo
término del lado derecho de la ecuacion (2.7) se anula. Por lo tanto, se puede escribir el ten-
sor desviador como:

T=2u g(u) .11)

La magnitud del tensor desviador o tension efectiva, 7, se toma como la raiz del se-
gundo invariante del tensor de las tensiones desviadoras:

1 1
- f_ _ ,_ . 2.12
=57 =T D (2.12)

De acuerdo a lo anterior, la ecuacion (2.6) se puede escribir como:
6=—pI+ 2ug(u) (2.13)

En la seccion 2.4 se presentan diferentes modelos reologicos para fluidos Newtonia-
nos y no-Newtonianos. Se detallan alli los modelos para fluidos viscoplasticos, objeto de
estudio en este trabajo de investigacion.
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2.3. El problema continuo. Ecuaciones de Navier-Stokes

El problema continuo de dindmica de fluidos puede resolverse completamente consi-
derando:

e Las ecuaciones de gobierno descritas anteriormente.
e Las condiciones iniciales.
e Las condiciones de contorno.

En el caso de densidades dependientes de la temperatura deben considerarse ademas la
ecuacion de conservacion de la energia y la ecuacion de estado. Esta ecuacion de estado pue-

de ser de la forma p = p(p,T), donde p es la presion y T es la temperatura.

En esta tesis no se considera la ecuacion de la energia, debido a que se estudiaran sélo
casos isotérmicos y flujo incompresible; en consecuencia, la densidad se supone constante.

Las ecuaciones de gobierno y la ecuacion constitutiva describen el movimiento de un
fluido en un medio continuo y se conocen como las ecuaciones de Navier-Stokes (Tanner,
1992). La formulacion original fue propuesta por el ingeniero francés Claude Louis Marie
Henry Navier (1785-1836) en 1822, aunque partiendo de una ley de interaccion entre particu-
las, inconsistente desde el punto de vista tedrico. En 1845, el fisico inglés George Gabriel
Stokes (1819-1903) derivo correctamente las mismas ecuaciones por medio de una aproxi-
macion basada en la teoria del continuo.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, junto con las condiciones iniciales y las condiciones
de contornos definen completamente el problema continuo para un fluido Newtoniano in-
compresible. Son un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales. No existe una
solucion general para este conjunto de ecuaciones y en muchos casos es necesario el analisis
numérico para obtener una solucion aproximada.

2.3.1. El problema continuo para un flujo confinado

El problema continuo consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para en-
contrar una velocidad u y una presion p tales que se cumpla la ecuacion de balance de mo-
mentum (2.5), usando una descripcion euleriana para un fluido incompresible moviéndose en

un dominio Q acotado con el contorno I'=0Q durante un intervalo de tiempo [O,T ] :
plou+ uvu]-v-o=f (2.14)

donde f es el vector de las fuerzas externas, cumpliendo la condicion de incompresibilidad
del fluido:

Vou=0 (2.15)
en Q, te[O,T].

Sustituyendo las ecuaciones (2.6) y (2.11), la ecuacion (2.14) se puede escribir:
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plou+u-Vu] -V [2uew)]+Vp=f (2.16)

A la ecuacidn (2.16) se le suele llamar la forma de la divergencia. Usando la ecuacion
(2.8), y para viscosidad u = cte, se tiene:

plou+u-Vu] —pyAu+Vp=~1 2.17)

Esta ecuacion, donde aparece el Laplaciano de la velocidad, Au, es llamada la forma Lapla-
ciana.
A las ecuaciones anteriores deben afiadirse condiciones iniciales de la forma u=u,

en Q, ¢, =0 ycondiciones de contorno:
Considérese que el contorno del dominio, I'=0Q, puede ser dividido en el contorno
con condiciones de Dirichlet (velocidad), I'y =0€2,, el contorno con condiciones de Neu-

mann (tracciones), I', =0Q,, y el contorno con condiciones mixtas, I',, =0€, , de forma

que I'=I", 0, LT, , [O,T] es el intervalo de tiempo de andlisis, véase la Figura 2.1.

r

nu

Figura 2.1. Condiciones de contorno para un volumen de fluido.

Estas condiciones se pueden escribir como:
Condiciones de Dirichlet:

u=uenl, x[0,7] (2.18)
Condiciones de Neumann:

n-c=tenl, x[0,T] (2.19)
Condiciones mixtas:

u-n=0

n.G.gl :[1 (220)
n-c-g, =1, enl, x[0,T]
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donde n es el vector unitario normal al contorno 0€Q y los vectores g,y g, (para el caso 3D)
son base del espacio tangente a 1", . Por simplicidad se tomara en el contorno I, la veloci-
dad u=0, te[O, T ] El vector traccion se define como t =[t1,t2], donde ¢ y t, son las

componentes de la traccion sobre el contorno con condiciones mixtas.
Las condiciones mixtas son apropiadas cuando se requiere, por ejemplo, una ley de
pared en el fondo de un canal.

2.3.1.1. Ecuacion para la ley pared

La velocidad del flujo sobre el fondo de un canal depende de la interaccion entre el
flujo y la pared. Mientras mayor sea la rugosidad del fondo del canal, mas disminuye la velo-
cidad del flujo y aumentan las tracciones en el mismo.

Esta condicion puede representarse mediante una condicién de contorno mixta llama-
da ley de pared, en la forma:

U*
t=p—u (2.21)

donde p esladensidady U. es la solucion de la ecuacion no lineal

Ll' = %log [%5]+C (2.22)

con k =0.41 (constante de von Karméan), C =5.5, § es la distancia desde el fondo del canal o
pared en el cual se evalua la velocidad y v es la viscosidad cinematica (Chhabra and
Richarson, 2008), definida como la relacion entre la viscosidad dinamica, x , y la densidad,

po==).
Yol

2.3.1.2. Lineas de Corriente en un flujo

Las lineas de corriente son curvas tangentes en cada punto al campo de velocidades.
En un flujo estacionario, las lineas de corriente no varian con el tiempo, mientras que en flujo
transitorio si lo hacen.

Las lineas de corriente para un flujo bidimensional con un campo de velocidades

u =(ux,uy) coinciden con las lineas de nivel de la funciéon ¢, solucién de la ecuacion lapla-
ciana:

\va ,y)=—-——=
go(x y) ox Oy (2.23)

con la condicién de contorno ¢ =0.
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En las soluciones numéricas presentadas en esta tesis, se determinan las lineas de co-
rriente con el fin de visualizar el movimiento del flujo.

2.3.2. El problema continuo para un flujo con superficie libre

Los flujos con superficie libre son un caso particular de los flujos de dos fluidos in-
miscibles. La superficie libre o interfase (I". ) del fluido de interés estd en contacto con el

int
aire, un fluido con densidad y viscosidad mucho menores que la del fluido transportado. La
superficie libre se encuentra en movimiento. Estos flujos se presentan con mucha frecuencia
en procesos industriales y también en procesos medioambientales. El problema continuo
correspondiente puede resolverse usando las ecuaciones de Navier-Stokes.

Basicamente, se usan dos métodos en una descripcion totalmente euleriana:

1.- Se resuelve el problema considerando el fluido que se transporta (fluido 1) y el aire
(fluido 2) como un problema de dos fluidos inmiscibles. Se resuelven las ecuaciones de Na-

vier-Stokes para todo el dominio (£2), tanto en el dominio del fluido 1 (€}), como en el
dominio del fluido 2 (Qz), véase la Figura 2.2. En cada punto del dominio se toman las

propiedades p y u del fluido correspondiente. Se calculan las tracciones en la linea de
interfase.

I

102 #2 Q

int

P H

Figura 2.2. Condiciones de contorno para un volumen de fluido dividido por la inter-
fase en el método (1).

2.- Se desprecia el efecto del aire (fluido 2) sobre el fluido de interés (fluido 1), lo que
simplifica el problema al desacoplar los dos dominios (Coppola-Owen, 2009b). Entonces:

a) Se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio del fluido 1 (Q ), con
las propiedades p =44 y p=p,. La condicién de contorno natural en la superficie libre
(rim) es traccion nula (G ‘n=t= 0) en forma débil, véase la Figura 2.3 a).

b) Se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio del fluido 2 (€2,), con
las propiedades @ =y, y p=p,. La superficie libre se considera un contorno (Fim) con

condiciones de velocidad impuesta (u =l_l) obtenida de la solucion del fluido 1, véase la
Figura 2.3 b).



19 Modelo continuo de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos viscoplasticos

Py Hy Q

P A

a) b)
Figura 2.3. Condiciones de contorno para un volumen de fluido dividido por la inter-
fase en el método simplificado (2).

En ambos métodos se conoce la posicion inicial de la superficie libre en un tiempo
t =0, y por tanto, las propiedades del fluido en cada dominio. Luego, el movimiento de la
superficie libre y su ubicacion se resuelven a partir de las velocidades determinadas en todo
el dominio para cualquier instante de tiempo 7 ; las propiedades g, y p,, deben ser asig-
nadas a los nuevos dominios €, y , . Para determinar esta posicion y asignar estas propie-

dades existen diferentes métodos. Uno de los métodos mas conocidos y utilizados para reali-
zar ambas tareas es el método del level set.

En esta tesis se adopta el modelo euleriano simplificado junto al método level set para
resolver el problema del fluido con superficie libre. Este procedimiento posee las siguientes
ventajas:

e La solucion desacoplada es mas eficiente, puesto que cada fluido se resuelve inde-
pendientemente.

e No hay discontinuidad de la presion en la interfase y, por tanto, no es necesario
adoptar procedimientos especificos como funciones de forma especiales.

e La superficie libre se impone como un contorno (6~n =t =0) en la region del

fluido de interés.

e La condicién de incompresibilidad puede relajarse en uno de los dominios si éste
no es incompresible (por ejemplo, el aire).

2.3.2.1. El método de superficie de nivel o level set

El método de superficie de nivel (level set) usa una funcion continua del mismo nom-
bre definida sobre todo el dominio (Q =€ UQ,) para determinar los subdominios ocupados

por el fluido transportado () y por el aire ().

El método consiste en propagar la interfase, I',,(¢), fijada por el nivel cero de la fun-

cion continua . Esta funcién puede definirse como una funcién distancia con signo, es
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decir, w(x,t)==d, donde d es la distancia perpendicular desde x hasta I'. (r=0). Se

mnt
toma el valor positivo para el fluido y el negativo para el aire.
La evolucion de esta funcion esta dada por la ecuacion de transporte:

oy
+u-Vu=0 2.24
o v (2.24)

Esta ecuacion (2.24) es hiperbolica; por tanto, las condiciones de contorno deben es-
pecificarse en el contorno de entrada del fluyjo (inflow  boundary)

I, ={xedQun=t=0}:
w=wenl, [0,7T] (2.25)

Esta condicion de contorno determina qué fluido entra en cada instante a través de ca-
da parte del contorno de entrada de flujo.
La condicion inicial:

w(x,0)=w,(x) o O (2.26)

se elige con el proposito de definir la posicion inicial de la interfase.

La solucidn de los problemas de superficie libre se hace en dos pasos, uno en el que se
resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes para una posicion fija de la superficie libre y otro
posterior, en el que se resuelve la ecuacion (2.24) para el transporte de la superficie libre.

Una vez que se determina la funcion y (posicion de la superficie libre) y se conoce el

dominio de cada fluido, se asignan las propiedades mecanicas por medio de la ecuacion:
c=6+(e-5)H(yw) (2.27)
donde ¢ puede ser la viscosidad & o la densidad p, los subindices 1 y 2 se refieren a los

subdominios correspondientes y H(y) es la funcion “Heaviside”, tal que:

0 si <0 para el aire

H(p)=1 " , (2.28)
1 si y > 0 para el fluido transportado
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2.4. Reologia de los fluidos Newtonianos y no-Newtonianos. Ecuaciones
constitutivas

Para los flujos reales, la relacion entre las tensiones desviadoras y el tensor velocidad
de deformacion determina el comportamiento del fluido. A ésta relacion se le llama modelo
constitutivo o modelo reoldgico. Si esta relacion es lineal o no lineal el fluido es Newtoniano
0 no Newtoniano.

El término reologia fue inventado por Eugene C. Bingham y sus colegas del Colegio
Lafayette (Easton, PA, USA) en 1929 (Bingham, 1922). Proviene de la raiz griega “rheo”,
que significa flujo. Evidentemente, el estudio de la reologia comenzé mucho antes, en los
afios 1870 y 1880, a raiz de los estudios en s6lidos y en fluidos sobre la teoria de la plastici-
dad. Bingham definio la reologia como la ciencia que estudia la deformacion y el flujo de los
materiales. Los principales conceptos teoricos estan basados en la cinematica, que trata los
aspectos geométricos de la deformacion y el flujo, las leyes de la conservacion, que tratan de
las fuerzas, las tensiones ¢ intercambio de energia y las relaciones constitutivas propiamente
dichas (Tanner, 2000).

2.4.1. Fluidos Newtonianos

En los fluidos Newtonianos, la tension de corte y la velocidad de deformacion estan
linealmente relacionados por la ley de Newton de la viscosidad. La viscosidad u puede
variar por la presion o la temperatura pero no con el tiempo o la velocidad de deformacion.
Ejemplos de fluidos Newtonianos son el agua, la glicerina, las soluciones acuosas, entre
otras.

En un flujo paralelo con velocidad u =u_(y) (Figura 2.4), la ley de Newton de la vis-

cosidad se expresa de la siguiente manera:

du

X

dy

Tyx :ﬂo y}x :Iuo (229)

donde 7, es la tension en la direccion x (en la direccion del flujo), sobre la superficie per-

pendicular al eje y, 7, es la velocidad de deformacion (desviadora) en la direccion del des-

plazamiento y u, es la viscosidad dindmica.

RRRR
Ny
ERER

Figura 2.4. Flujo paralelo.
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Este es el caso de flujo mas simple, dado que el vector velocidad tiene una sola com-
ponente y existe una unica componente de la velocidad de deformacion. En el caso mas gene-
ral, la ley lineal relaciona la velocidad de deformacion con el tensor de las tensiones desvia-
doras, en la forma:

t=2u¢(u) (2.30)

Cuando no se mantiene la relacion lineal entre las tensiones desviadoras y la velocidad
de deformaciones, el fluido es no-Newtoniano.

2.4.2. Fluidos no-Newtonianos

Algunos liquidos se comportan de formas diversas y complejas, que no queda descrita
apropiadamente por la ley lineal de Newton. Se les denomina fluidos no-Newtonianos. Algu-
nos de los efectos no-Newtonianos observados son:

e Viscosidad dependiente de la velocidad de deformacion, disminucion o aumento
de la viscosidad dependiendo de la tasa de corte.

e Existencia de una tension de fluencia, a partir de la cual el fluido comienza mover-
se. Por debajo de esta tension de fluencia la velocidad de deformacion es nula.

o Efectos de las tensiones normales en flujos estacionarios. Uno de ellos es el efecto
“Weissenberg” (Weissenberg, 1949), segtin el cual al aplicarse una velocidad de
rotacion constante, el fluido se desplaza en la direccion perpendicular al plano de
rotacion.

o Existencia de fluidos con “memoria” de su historia de deformacion. Estos materia-
les una vez deformados, pueden volver a su forma original, parcial o totalmente,
demostrando una combinacion de efectos elasticos y viscosos.

e Variacion de la viscosidad con la presion. La viscosidad de los liquidos aumenta
exponencialmente con la presion. En el caso de los lubricantes a alta presion y los
polimeros, esta dependencia ha de tenerse en cuenta.

Existen una gran variedad de fluidos no-Newtonianos, mucho de ellos de interés en la
industria quimica, en la industria alimenticia y en la del petrdleo. Ejemplos de fluidos no-
Newtonianos son las soluciones de polimeros, suspensiones coloidales, pulpa de papel en
agua, la sangre humana, entre otros.

En estos fluidos la tension de corte no es directamente proporcional a la velocidad de
deformacion. Esta relacion no es lineal o, si lo es, no pasa por el origen. Esto se debe a que en
estos fluidos, al deformarse, se producen cambios estructurales internos, muchas veces de-
pendientes del tiempo. Cuando estos cambios estructurales se producen en una escala de
tiempo mucho mas grande que la respuesta viscoelastica, se pueden ignorar. De acuerdo a
esta consideracion, muchos materiales pueden ser modelados como fluidos no-Newtonianos
independientes del tiempo.
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Los fluidos no-Newtonianos pueden clasificarse en tres grupos:
¢ Fluidos no-Newtonianos independientes del tiempo, cuyo modelo reoldgico es:
r=f(7) (2.31)
e Fluidos no-Newtonianos dependientes del tiempo, cuyo modelo reoldgico es:
7 = f(y,t, historia) (2.32)
donde ¢ es el tiempo. La historia se refiere a la memoria de la secuencia de tensiones
aplicadas.

¢ Fluidos no-Newtonianos viscoelasticos, en los cuales la energia de deformacion es
parcialmente recuperable, de manera similar a los s6lidos elasticos.

Los modelos constitutivos para fluidos no-Newtonianos se presentan en la Tabla 2.1.

2.4.3. Fluidos no-Newtonianos independientes del tiempo

El comportamiento de los fluidos independientes del tiempo depende so6lo de la velo-
cidad de deformacion, por lo que la tension puede expresarse como:

=1 (2.33)

Algunos de estos fluidos requieren de una tension de corte minima para comenzar a
moverse o deformarse. A esta tension minima se le llama tension de fluencia. A partir de esta
consideracion, los fluidos no-Newtonianos independientes del tiempo pueden subdividirse en
fluidos no-Newtonianos sin tension de fluencia y con tension de fluencia.

2.4.4. Fluidos no-Newtonianos sin tension de fluencia

Existen fluidos que no presentan una tension de fluencia para fluir. Para caracterizar
este tipo de fluidos, se usa una relacion empirica conocida como /ey potencial. Esta relacion
fue originalmente propuesta por Waele (De Waele, 1923) y Ostwald (Ostwald, 1925) y se
escribe:

r=kyp" (2.34)

donde ky n son constantes para un fluido particular. El valor de & es una medida de la

consistencia del fluido; mientras mas alto es el valor de & , el fluido es mas “viscoso”. El
valor de n es la medida del grado de comportamiento no-Newtoniano; mientras el valor de
n sea mas alejado de la unidad, més pronunciadas seran las propiedades no-Newtonianas
del fluido.

Dependiendo del valor de #, estos fluidos se clasifican en:

e Pseudoplasticos (shear-thinning), n<1.

o Dilatantes (shear-thickening), n>1.
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Dilatante n>1 Newtoniano

Y _»#*~"] Pseudopléstico n<1

|-
»

Y
Figura 2.5. Curvas reologicas para fluidos independientes del tiempo sin tension de
fluencia y ley potencial.

Dilatante n>1

logr 4

Newtoniano n=1

Pseudoplastico n<1

’ -
logy

Figura 2.6. Representacion logaritmica de la ley potencial.
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Newtoniano
T=2pue(w), U= 4,
No-Newtoniano
Independientes del tiempo
Sin tension de fluencia Con tension de fluencia
Plasticos
Rigido-plastico T=T,
T,
Bingham ideal T= 2[ Hy + ?}Js(u)
Viscoplasticos
Bilineal T=2pe), 757,
(Doble viscosidad) t=2u,¢(), 7>7,
Bingham- T= 2[;1 + T—‘(l 7exp(fm;?))Js(u)
. o
Papanastasiou ¥
Hershel-Bulkley- | _ 2(;: (1 exp(—my'))Js(u)
Papanastasiou 0 ¥
Pseudoplasticos Pseudoplasticos
Ley potencial r=kyton<l HerSChel_Bulkley T=2| ¥+ S leuy, n<1
ideal Y
4 ’
Prandtl = dsin (E) Casson T ( u, + F] £(u)
'
. v (T
==+Csin| —
Eyring T B 1 [ Aj

Powell-Eyring

7= Ay +Bsinh™ (Cy)

Hy

Elli aRECEEd
is . (MJ
T
, (n-1)

Yasuda T:,uo[H—(}?) } T

(n—l
Carreau r=u, |:1+()})1.3:| 3

Dilatantes Dilatantes
_ _ - n—1 i

Ley potencial r=ky" n>1 Herschel-Bulkley T= 2[#07 + 7 JS(U), n>1

ideal

Dependientes del tiempo: tixotropicos o reopécticos

Viscoelasticos: Maxwell, Oldroyd-B

Tabla 2.1. Modelos reologicos Newtonianos y no-Newtonianos.
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La diferencia entre ambos fluidos puede verse graficamente en la Figura 2.5.

La relacion en la ley potencial es asintéticamente lineal para altas velocidades de de-
formacion. La pendiente asintdtica es conocida como la viscosidad a corte infinito. Si se
dibuja esta relacion en escala logaritmica, se tiene que la relacion es aproximadamente lineal
para ambos fluidos, Figura 2.6.

En los fluidos no-Newtonianos, se define la viscosidad aparente o, simplemente visco-
sidad, como el cociente:

- n

. . k -
4, (7) = () = = = = = ey (2.35)
v

2.4.4.1. Fluidos pseudoplasticos (shear-thinning fluids)

Para fluidos pseudoplasticos €l valor de 7 es menor a la unidad ( n<1) y la viscosi-
dad disminuye cuando la velocidad de deformacion aumenta, (Figura 2.5). A escala logarit-
mica, la relacion tension-velocidad de deformacion es asintoticamente lineal, con una pen-
diente entre 0 y 1, véase la Figura 2.6. La explicacion a este fendmeno es que con el aumento
de la velocidad de deformacion, las moléculas (o estructura interna del fluido) se alinean
progresivamente. Este comportamiento es caracteristico de algunos polimeros, soluciones de
polimeros y algunas suspensiones.

Otras ecuaciones empiricas para describir comportamientos pseudoplasticos son:

Prandtl (1905):
7=Asin™ (lj (2.36)
C
Eyring (1936):
r=2 4 Csin (1j (2.37)
B A
Powell-Eyring (1944):
T =Ay+Bsinh™' (Cy) (2.38)
Ellis (1965):
Y7 .

2.39
1+ ('T'J ( )
Tin
Carreau-Yasuda (1979):

= 1+(7)" J(” 7 (2.40)
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En estas ecuaciones 4, B, C, u,, m, n,son constantes caracteristicas de cada flui-
do, a~13, a>1, r,, esla magnitud de la tension 7z cuando la viscosidad es la mitad de la

viscosidad a cero cizallamiento (zero shear viscosity). Es dificil encontrar una conexion entre
la estructura y los valores para la mayoria de estas constantes empiricas (Tanner, 2000).

Estas ecuaciones constitutivas son considerablemente mas dificiles de utilizar que la
ley potencial en derivaciones analiticas, pero se usan a menudo en aproximaciones numéri-
cas.

2.4.4.2. Fluidos dilatantes (shear-thickening fluids)

Los fluidos dilatantes son sistemas dispersos altamente concentrados en los que la vis-
cosidad se incrementa a medida que se incrementa la velocidad de deformacion. De ahi pro-
viene la utilizacion del término “dilatante”. Por eso, su comportamiento se representa por
medio de la ley potencial n>1 (Figura 2.5 y Figura 2.6). Ejemplos de ellos son la goma
arabiga, la manteca, las arenas movedizas y las suspensiones de almidon. En los procesos
industriales los fluidos dilatantes son menos comunes que los pseudoplasticos.

La dilatancia fue descubierta por Osborne Reynolds (Reynolds, 1985), referida a la
expansion de un volumen debido a la deformacion de corte. En la teoria del medio granular,
la dilatancia esta relacionada con suspensiones concentradas de solidos. Reynolds sugirié que
para bajas velocidades de deformacion la porosidad disminuye y las particulas estan mas
unidas; a altas velocidades de deformacion, este empaquetamiento de particulas se rompe, la
porosidad aumenta y el material se expande.

2.4.5. Fluidos no-newtonianos con tension de fluencia

Algunos fluidos muestran una tension de fluencia, 7, , por debajo de la cual no hay

velocidad de deformacion y el comportamiento es similar a un sélido.

Algunos autores como Barnes y Walter (Barnes and Walters, 1985) dudan en gran
medida que exista este valor de fluencia en materiales blandos; en lugar de esto, creen que el
fluido tiene viscosidad variable muy alta para velocidades de deformacion muy bajas. Barnes
(Barnes, 1992) solo ha llegado a admitir que pudiera existir una tension de fluencia en ciertas
suspensiones concentradas.

A pesar de estas discrepancias entre autores, existen muchos modelos que consideran
la existencia de una tension de fluencia aparente.

El modelo mas sencillo para estos fluidos es el modelo rigido-plastico. En este mode-
lo, el material se comporta como un sélido rigido para valores menores a los valores de ten-
sion de fluencia, mientras que para valores de tension mayores a la tension de fluencia se
comporta como un plastico perfecto, la viscosidad es nula y las tensiones permanecen cons-
tantes para cualquier valor de velocidad de deformacion, como puede verse en la Figura 2.7.
Este comportamiento puede expresarse como:

7 >, el fluido estd en movimiento

. 2.41
7 <7, el fluido estd en reposo 24D
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A
4 Casson Herschel-Bulkley
Bingham
Rigido-Plastico
Ty _____________________

v
Figura 2.7. Curvas reologicas para diferentes fluidos viscoplasticos independientes
del tiempo y con tension de fluencia.

Otros modelos reoldgicos muy conocidos y usados para fluidos con tension de fluen-
cia son el modelo ideal de Bingham (Bingham, 1922), el modelo ideal de Herschel-Bulkley
(Herschel and Bulkley, 1926) y el modelo de Casson (Casson, 1959), véase la Figura 2.7.

2.4.5.1. Modelo ideal de Bingham

Eugene C. Bingham describi6 a las pinturas con este modelo en 1919, publicado en su
libro “Fluidity and Plasticity” (Bingham, 1922). El modelo fue analizado por Oldroyd
(Oldroyd, 1947), Reiner (Reiner, 1958) y Prager (Prager, 1961). Las pinturas, las lechadas, la
pasta dental, los lodos, algunos fluidos de perforacion y sustancias alimenticias como la mar-
garina, la mayonesa y el kétchup son buenos ejemplos de los plasticos de Bingham
(Papanastasiou, 1987).

Los plasticos de Bingham requieren de una tension de corte minima, 7, a partir de la
cual comienzan a moverse (Figura 2.7).

En el modelo de Bingham la viscosidad esta dada por:

(7)=n +=
= +— ara T>T,
Hu7)=n, ; p ) 2.42)

v=0 para T<7,

donde g, es la viscosidad plastica y la viscosidad aparente y(}/) , disminuye con el incre-
mento en la magnitud de la velocidad de deformacién y; 7 es la magnitud del tensor de
tensiones desviadoras.
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En consecuencia, el tensor de tensiones desviadoras es:

T,
T =2[,u(J ++‘J£(u) para T>7T,
¥ .

(2.43)
v=0 parazt<t,

Para definir si una particula del fluido se mueve o no, es decir, si estd en fluencia o no,
se comprueba si la magnitud del tensor de tensiones desviadoras, 7, excede o no el valor de

la tension de fluencia, 7, . Cuando la magnitud del tensor de tensiones del fluido, 7, supera la

tension de fluencia, el comportamiento es similar al de un fluido Newtoniano; en caso contra-
rio, el fluido no presenta deformaciones por corte.

2.4.5.2. Magnitudes adimensionales
a.- Nimero de Bingham

Para estudiar flujos de Bingham se define un niimero adimensional denominado
nimero de Bingham, Bn. El nimero de Bingham sugerido por Bird (Bird et al., 1983), se
define como:

T H
Bn=-2 (2.44)
7,

donde ¥ es una velocidad caracteristica del flujo viscoplastico, A es una longitud caracteris-
ticay u es laviscosidad del fluido de Bingham.

El nimero de Bingham relaciona la tension de fluencia, 7, ,con la tensioén ocasiona-

H
En el caso de un fluido Newtoniano el valor Bn es nulo, Bn=0; en el limite opuesto,
para fluidos en no fluencia (s6lido) el niimero de Bingham puede tener valores muy altos
Bn — o0 (Mitsoulis and Zisis, 2001).

. . . .V
da por una velocidad de deformacion caracteristica ( Vo = —j .

b.- Tension adimensional de fluencia

En flujos viscoplasticos es conveniente mostrar los resultados en funcion de una ten-
sion de fluencia adimensional, r: , definida por Papanastasiou (Papanastasiou, 1987), como:

. ryH
- vy

(2.45)

donde V) es una velocidad caracteristica tomada como la velocidad promedio del liquido
Newtoniano de la misma viscosidad del modelo viscoplastico.
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c.- Niumero de Reynolds

El numero de Reynolds, Re, define si el régimen del flujo es laminar o turbulento. El
empleado en este trabajo es el que usan en trabajos previos para flujo Newtoniano, Scott
(Scott et al., 1988) y Mitsoulis (Mitsoulis and Huilgol, 2003), entre otros. Para el flujo lami-
nar de Bingham:

V,H
Re=p-L (2.46)
u

donde p es la densidad del fluido, ¥, es la velocidad promedio del flujo, A es una longitud
caracteristica y u es la viscosidad para el fluido de Bingham.

2.4.5.3. Modelo ideal de Herschel-Bulkley

En el modelo plastico de Herschel -Bulkley (Herschel and Bulkley, 1926) se combi-
nan la tension de fluencia y la ley potencial. El modelo de Herschel-Bulkley puede modelar
algunos productos alimenticios, las pastas, las soluciones coloidales (Covey and Stanmore,
1981), los lodos, los fluidos de perforacion (Azouz et al., 1993), los metales semisolidos
(Ahmed and Alexandrou, 1994), el dulce de leche, el chocolate fundido, el gel de Carbopol,
muy utilizado en quimica y bilogia experimental.

En el modelo de Herschel-Bulkley la viscosidad aparente esta dada por:

T,
u(y)=rk" +7‘ para t>7t, 047
v=0 para T<T,

Al igual que para el modelo de Bingham, el modelo de Herschel-Bulkley requieren de
una tension de corte minima, 7, , para que el material fluya. Para niveles de tension por en-

cima de la tension de fluencia, el material fluye con una relacion no lineal tension-velocidad
de deformacion como un fluido pseudoplastico (n<1) o dilatante (n>1) determinado por el
exponente de la ley de potencia.

El tensor desviador resulta:

T
T= 2( 7" +—y] g(u) para t>7,
7 (2.48)

v=0 para <7,

Si n=1 se tiene el fluido de Bingham como caso particular (Prager, 1961) y el indice
de consistencia es igual a la viscosidad plastica del material & = g, . Si la tension de fluencia

es nula (T}, = 0) se recupera la ley potencial, véase la ecuacion (2.35).
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2.4.5.4. Magnitudes adimensionales
a.- Nimero generalizado de Bingham

Para materiales que obedecen el modelo de Herschel-Bulkley se define el nimero ge-
neralizado de Bingham, Bn* o niimero de Oldroyd (Oldroyd, 1947), Od , como:

B
H

donde 7, es la tension de fluencia, A es una longitud caracteristica, k es el indice de con-

(2.49)

sistenciay n es el indice potencial. La velocidad ¥ es una velocidad caracteristica.
b.- Nimero de Reynolds

El nimero de Reynolds usado en flujos de Herschel-Bulkley viene dado por la ley po-
tencial (Panda and Chhabra, 2010) y (Sivakumar et al., 2006):
2 n
Re=p VH v [Hj

7
" k
)
H

(2.50)

2.4.5.5. Modelo de Casson

El modelo de Casson se usa para modelar el yogurt y ciertos materiales biologicos
como la sangre. En este modelo la viscosidad aparente es:

m:[\/z+\/%J para t>71,

v=0 para T<7,

(2.51)

El modelo reolédgico se expresa a través del tensor de tensiones desviadoras como:

2
Tz 2(\/70 +\/§] ) pora ez 252)

v=0 paraz<t,

Para tensiones superiores a la tension de fluencia, la viscosidad en el modelo de
Casson es no lineal como el modelo de Herschel-Bulkley y las tensiones son mayores que las
tensiones en el modelo de Bingham y en el modelo de Herschel-Bulkley, véase la Figura 2.7.
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2.4.6. Modelos viscoplasticos regularizados. Fluido de Bingham

Los modelos reoldgicos con tension de fluencia presentan dos problemas:

o Estos modelos ideales presentan singularidad para la viscosidad cuando la veloci-
dad de deformacion es nula.

e Ademas, en algunos casos, no esta acotada la funciéon de la viscosidad cuando la

velocidad de deformacion tiende a cero | lim g — oo |.

70
Estos problemas no constituyen una limitacion en soluciones analiticas para pro-
blemas simples, pero si constituyen un serio inconveniente de cara a la solucién

numérica, (Bird et al., 1987), (Papanastasiou, 1987), (Peri¢ and Slijecpcevic,
2001).

Para evitar estas dificultades y lograr una conveniente formulaciéon computacional, se
han propuestos diferentes modelos regularizados.

Los modelos viscoplasticos regularizados de cara a las aplicaciones computacionales
probablemente se iniciaron en el afio 1972 con la tesis de Fortin (Fortin, 1972). Continuaron
con el trabajo de Zienkiwiecz y Gogbole (Zienkiewicz and Godbole, 1975). Los modelos mas
populares por su simplicidad algebraica fueron los modelos de Bercovier y Engelman
(Bercovier and Engelman, 1980). Un modelo que también ha sido muy utilizado es el modelo
de doble viscosidad, inicialmente propuesto por Tanner y Milhoper (Tanner and Milthorpe,
1983).

Uno de los ultimos modelos mas usados en nuestros dias es el modelo de Papanasta-
siou (Papanastasiou, 1987). Souza Mendes y Dutra (SMD) (Souza and Dutra, 2004) han
propuesto recientemente una modificacion del modelo de Papanastasiou.

En lo que sigue, se presentan las formulaciones para el modelo de Bercovier y Engel-
man y el modelo de doble viscosidad original. Luego, para el fluido de Bingham y el fluido
de Herschel-Bulkley se presentan el modelo de Papanastasiou, el modelo Souza Mendes y
Dutra y un analisis de los limites de la viscosidad cuando la velocidad de deformacion tiende
a cero. De acuerdo con este analisis se propone una modificacion del modelo bilineal o de
doble viscosidad para el modelo de Bingham y un modelo con viscosidad lineal en la zona de
no fluencia para el modelo de Herschel-Bulkley.

2.4.6.1. El modelo de Bercovier y Engelman

El modelo de Bercovier y Engelman (Bercovier and Engelman, 1980) fue el primer
intento de solventar la singularidad para el modelo de Bingham de una manera muy simple
por medio de la regularizacion:

. z,
ﬂ(}/):#o +m para t>t,

. (2.53)
Y=0 para 7<7,
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donde e es una velocidad de deformacion muy pequefia, por ejemplo, e=10"s", que actua
como parametro de regularizacion. Con este modelo, sus autores, resolvieron numéricamente
el problema de cavidad 2D, pero no mostraron las zonas de fluencia y no fluencia de acuerdo
con el criterio de tension de fluencia 7 =7 ; en cambio, presentaron contornos definidos por
¥ = e . Obtuvieron muy buenos resultados para el flujo de Poiseuille.

Posteriormente, Beris et al. (Beris et al., 1985) usaron el modelo de Bercovier y En-
gelman, teniendo en cuenta la ecuacion para la zona rigida (¥ <e). Con este nuevo modelo

resolvieron el problema de una esfera cayendo en un medio infinito. En este estudio encon-
traron las zonas de fluencia y no fluencia y un importante criterio de cese del movimiento de
las esferas.

2.4.6.2. Modelo de Tanner y Milthorpe

El modelo introducido originalmente por Tanner y Milthorpe (Tanner and Milthorpe,
1983) es un modelo con doble viscosidad lineal que regulariza el fluido de Bingham.

Este modelo de doble viscosidad sustituye el comportamiento rigido del modelo ideal
para valores de tensiones por debajo de la tension de fluencia por una dependencia lineal
entre la tension y la velocidad de deformacion. El modelo para el fluido de Bingham es:

T,
N\ _ o+ para y >y,
u(i)=1"" 1 (2.54)
4, paray<y,
donde g, es la viscosidad critica y y, es la velocidad de deformacion critica. Para esta ve-
locidad de deformacion critica la tension es:

MY, =My +T, (2.55)

Por tanto, la velocidad de deformacion critica es:

h=ﬂj# (2.56)
r 0

El valor de 4, debe ser grande para aproximar el modelo ideal. Una buena aproxima-

ciéon recomendada por Beverly y Tanner es tomar 300 < #- <1000 -
Hy
El inconveniente de este modelo es que para la viscosidad critica se tiene una tension
critica 7, algo mayor que la tension de fluencia, como se muestra en la Figura 2.8. Esta ten-

sion critica es:

T =7, ——1—>71 (2.57)
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Bingham ideal

v

Figura 2.8. Curvas reologicas. Modelo bilineal.

2.4.6.3. Modelo de Papanastasiou

Uno de los intentos por solventar la limitacion debida a la singularidad de la viscosi-
dad para y — 0 se debe a Papanastasiou (Papanastasiou, 1987), que propuso una regulariza-

cion exponencial para el término de la tension de fluencia del modelo de Bingham. La misma
idea se ha usado posteriormente con el modelo de Herschel-Bulkley.

El modelo de Papanastasiou es uno de los modelos mas usados en la resolucion de
problemas para fluidos viscoplasticos en calculos numéricos para los fluidos de Bingham y
de Herschel-Bulkley, debido a su facilidad de implementacion ((Mitsoulis and Zisis, 2001),
(Frey et al., 2010), (Peri¢ and Slijecpcevi¢, 2001), entre otros).

La ventaja que presenta el modelo es que describe con una sola ecuacion tanto las zo-
nas de fluencia como las de no fluencia, mediante una funcidn suavizada de la viscosidad que
depende de la velocidad de deformacion y de un parametro de regularizacion (), modifican-

do la viscosidad aparente u (}/ ) del modelo ideal de la manera:
. z, .
u(7)=n, +;‘(1—exp (=my)) (2.58)

En la Figura 2.9 se puede apreciar la influencia del parametro de regularizacion m.
El tensor de las tensiones desviadoras es:

T, .
1= 2[% + 7‘(1 —exp (my))J &(u) (2.59)
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A Bingham ideal

Bingham-Papanastasiou

m=1000 s

i —— 1 m=100s

:'\ m=10s

7} »
Figura 2.9. Modelo regularizado de Papanastasiou para el fluido de Bingham con
diferentes valores del parametro de regularizacion, m.

La viscosidad en la ecuacion (2.58) esta acotada cuando el gradiente de la velocidad
de deformacion tiende a cero. Desarrollando en serie de Taylor y despreciando los términos
de mas de segundo orden, se tiene que:

/umax = },11)13#(7/) = /’l() + mTy (260)

Para valores muy altos del parametro de regularizacion, m, éste valor limite de la vis-
cosidad puede causar problemas numéricos. En este caso es aconsejable definir un valor de
truncamiento x, < para velocidades de deformacion muy bajas y <y,, tal como se

muestra en la Figura 2.10.

1763, o
M e

H,

H

Figura 2.10. Variacion de la viscosidad con la velocidad de deformacion en los mo-
delos de Papanastasiou y SMD.
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2.4.6.4. Modelo de Souza Mendes y Dutra (SMD)

El modelo regularizado SMD de Souza Mendes y Dutra (Souza and Dutra, 2004) es
similar al modelo de Papanastasiou pero la regularizacién exponencial afecta a todos los
términos de la viscosidad:

u(7) :(#o +:.;’JL1—eXp(—Zj7)J (2.61)

Ademas, el parametro de regularizacion se sustituye por un parametro reoldgico que
depende de la viscosidad del fluido a cero cizallamiento 7, y la tension de fluencia 7,

m=1,/7,.

El limite para la viscosidad cuando la velocidad de deformacion es cero es:

U =lim () =mz, (2.62)

7—0

2.4.7. Modelos viscoplasticos regularizados. Fluido de Herschel-Bulkley

Para el fluido de Herschel-Bulkley se proponen modelos regularizados analogos a los
del fluido de Bingham.

2.4.7.1. Modelo de Tanner y Milthorpe

El modelo de Tanner y Milthorpe (Tanner and Milthorpe, 1983) para el fluido de
Herschel-Bulkley es:

T
kY == para y > 7,
u(7)= 7 (2.63)
M, paray<y,

donde u, es la viscosidad criticay y, es la velocidad de deformacion critica. La velocidad
de deformacion critica se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion no lineal implicita:

wy.=ky! +z, (2.64)

2.4.7.2. Modelo de Papanastasiou

La regularizacion propuesta por Papanastasiou (Figura 2.11) es también aplicable al
modelo de Herschel-Bulkley. La viscosidad aparente queda definida como:

() = k™ +%y(1—exp(—mv)) (2.65)

La influencia del parametro m en el fluido de Herschel-Bulkley-Papanastasiou puede
verse en la Figura 2.11.
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Herschel-Bulkl ey-ideal

*_' Herschel-Bulld ey-Papanastasiou
i m=1000 s
i i
h__ m=100's
:Ir#_\\-— m=10s
[ -

"
I

Figura 2.11. Modelo regularizado de Papanastasiou para el fluido de Herschel-
Bulkley con diferentes valores del parametro de regularizacion m.

Al igual que para el modelo de Bingham, el modelo de Herschel-Bulkley requiere en
la implementacion numérica un valor de truncamiento 4, .

El valor limite de la viscosidad cuando la velocidad de deformacion tiende a cero
varia de acuerdo con el valor . El limite para cada término de la ecuacion (2.65) y el limite
resultante para la viscosidad se muestran en la Tabla 2.2. Se observa que para fluidos pseu-
doplasticos (n<1) la viscosidad no estd acotada. En estos casos es imprescindible la aplica-
cion del procedimiento de truncamiento.

Exponente Términos de la viscosidad Viscosidad
n 1713(} Ky 1}3%[1 —exp(-my)] 1715} H(y)
Sin>1 0 mz, mr,
Sin=1 k=u mr, u+mrz,
Sin<l 0 mz, 00

Tabla 2.2. Modelo regularizado de Papanastasiou. Valorves limites para la viscosi-
dad cuando la velocidad de deformacion tiende a cero.

2.4.7.3. Modelo SMD

El modelo SMD (Souza-Mendez-Dutra) regulariza el modelo ideal de Herschel-
Bulkley en la forma:

u(7)= [kvl + %J(l —exp(-my)) (2.66)
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con m=1,/7,.

El valor de la viscosidad cuando la velocidad de deformacion tiende a cero se muestra
en la Tabla 2.3. La viscosidad esta acotada para cualquier valor de n, lo cual es una ventaja
en la implementacion numérica.

Exponente Términos de la viscosidad Viscosidad
" limei"[1 —exp(-mni)] %%[l —exp(-mp)] | limu(?)
Sin>1 0 mr, mt,
Sin=1 0 mz, mr,
Sin<l 0 mz, mz,

Tabla 2.3. Modelo regularizado SMD. Valores limites para la viscosidad cuando la
velocidad de deformacion tiende a cero.

Este modelo ha sido utilizado en simulaciones numéricas para cavidad con el fluido de
Herschel-Bulkley (Dall’Onder Dos Santos et al., 2011), en problemas de expansion-
contraccion axisimétrica y en una contraccion plana.

2.4.7.4. Modelos viscoplasticos regularizados propuestos

Se proponen a continuaciéon sendos modelos viscoplasticos regularizados para los
fluidos de Bingham y de Herschel-Bulkley.

Ambos son modelos de doble viscosidad, basados en los modelos descritos anterior-
mente.

2.4.7.5. Modelo regularizado de Bingham de doble viscosidad (DV)

Este modelo es idéntico al modelo bilineal, pero la viscosidad critica, g, , se toma
igual al valor limite regularizado de Papanastasiou y SMD correspondiente a 7 =0, esto es,

4. =mrt , en funcion del pardmetro de regularizacion m, Figura 2.12. Por tanto:

T ) . .
| M+ paray >y,
wy)= Y (2.67)

mr, para y <y,

En este caso, el valor de la velocidad de deformacion critica es:

Ty

Vo=— (2.68)
me, —
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En la Figura 2.13 se compara el modelo bilineal propuesto con los modelos de Papa-
nastasiou y SMD para m =10 s, 100 s con tension de fluencia 7, =10 Pa y y, =0.2 Pa.s.

Z—A

Bingham ideal

Bingham-DV

'
'
I;Llr - mTy
'
'

v

[y
[N

|

,I / e Bingham ideal
l/ = = = Papanastasiou m=100
"/ = = = Papanastasiou m=10

¥ SMD-r U/*L‘y—lGO
[ ~i===-SMD no/ty=10
-—— DV m=100

=— — DV m=10

Magnitud de las tensiones desviadoras t

O B N W b U1 O N 0O O

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Velocidad de deformacién y

Figura 2.13. Comparacion entre el modelo bilineal propuesto para el fluido de
Bingham (DV) con el modelo regularizado de Papanastasiou y el modelo SMD para

m=10, 100 s.

2.4.7.6. Modelo regularizado de Herschel-Bulkley de doble viscosidad

De forma analoga, se propone un modelo regularizado de doble viscosidad para el
fluido de Herschel-Bulkley, en el que la viscosidad critica se toma como el valor limite de la
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viscosidad del modelo de Papanastasiou y SMD, g, =mz , en funcion del parametro de

regularizacion m, Figura 2.14. Esto es:

T
. ky"" +—= para y>7,
u(y) = Y (2.69)

mt, para y <7y,

El valor critico de la velocidad de deformacion cuando n #1 ha de determinarse de
forma iterativa imponiendo continuidad en las tensiones de corte (para y =y, ):

mry, =ky!+7, (2.70)

r 4
‘ Herschel-Bulkley ideal

Herschel-Bulkley-Papanastasiou

Herschel-Bulkley-DV

v

7
Figura 2.14. Modelo ideal de Herschel-Bulkley y modelos regularizados de Hers-
chel-Bulkley-Papanastasiou y Hershel-Bulckley-DV, n>1.
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2.5. Fluidos no-Newtonianos dependientes del tiempo

Se incluyen en esta categoria los fluidos cuyo comportamiento, ademas de depender
de la relacion tension de corte y de la velocidad de deformacion, depende de su historia ci-
nematica (historia de deformacion del fluido) y del tiempo para el cual el fluido ha estado
sujeto a corte.

En estos fluidos la viscosidad aparente depende del tiempo, dando lugar a lazos de
histéresis en ciclos de carga alternada.

Los fluidos dependientes del tiempo son llamados fluidos tixotropicos o reopécticos,
segun el tipo de comportamiento que presentan, Figura 2.15.

En los fluidos reopécticos la tension tangencial aumenta con el tiempo de aplicacion
de la velocidad de deformacion y la viscosidad aparente disminuye con la misma. Estos flui-
dos forman su estructura con la aplicacion de una velocidad de deformacién constante y se
rompe cuando deja de aplicarse esta velocidad de deformacion. Ejemplo de ellos son las
suspensiones coloidales, pentoxido de vanadium a moderadas velocidades de deformacion,
lechadas de carbdn y agua, residuos de la industria del aluminio, pasta de cemento o petréleo
((Tanner, 1988), (Chhabra and Richarson, 2008)).

En los fluidos tixotrdpicos la tension tangencial disminuye con el tiempo de aplicacion
de la velocidad de deformacion y la viscosidad aparente aumenta con esta velocidad de de-
formacion. La tixotropia esta asociada con la formacion de la estructura en reposo y ésta se
rompe cuando se le aplica una velocidad de deformacion. Las suspensiones concentradas,
emulsiones, soluciones de proteinas, productos alimenticios son ejemplos de este tipo de
fluidos (Barnes, 1997).

L]

| Fluido tixotropico |

| Fluido reopéctico |

Y

Figura 2.15. Curvas reologicas para fluidos dependientes del tiempo.
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2.6. Fluidos viscoelasticos

Los fluidos viscoelasticos muestran caracteristicas mixtas tanto de fluido ideal (pura-
mente viscoso o plastico) como de solido elastico (muestran recuperacion elastica parcial
después de la deformacion) (Chhabra and Richarson, 2008).

Por un lado, el comportamiento elastico esta dado por:

(1) =G v(t,1) @.71)

donde G es el modulo de elasticidad. La tension en el tiempo ¢ es proporcional a la deforma-
cion de corte y(¢,,¢) acumulada entre el tiempo inicial ¢, y el tiempo .
Por otro lado, el comportamiento viscoso de un fluido Newtoniano es:

t(t)=p () (2.72)

donde u es la viscosidad. La tension en el tiempo ¢ es proporcional a la velocidad de defor-

macion en el tiempo .

En pequefios desplazamientos la tension (2.71) es dominante, mientras que para gran-
des desplazamientos lo es la tension (2.72).

Si consideramos el modelo viscoeléstico de Maxwell, el material se describe mediante
la suma de las componentes elastica y viscosa de la tension, resultando:

1. 1 .
—T+—T= 2.73
Gt @.73)
que es una ecuacion diferencial que puede integrarse en el tiempo para obtener la tension.

En el estado estacionario, la ecuacion se simplifica a un fluido Newtoniano con visco-
sidad u . Para cambios bruscos en tensiones, la derivada temporal domina el lado izquierdo

de la ecuacion y la respuesta aproxima la de un sélido con modulo de elasticidad G. Esta es la
ecuacion mas simple para representar un fluido viscoelastico (Tanner, 2000).

En la Figura 2.16 se muestra la evolucion de la tension para un material viscoelastico
bajo deformacion constante. Se observa que el comportamiento es intermedio entre el de un

solido elastico y un fluido Newtoniano.

A
T

Solido ideal
perfectamente elastico
T
'_‘ Fluido viscoelastico

Fluido ideal
perfectamente viscoso

v

Figura 2.16. Evolucion de la tension para deformacion constante en materiales vis-
coelasticos.

»
»
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2.7. Modelos constitutivos para flujos detriticos

El comportamiento de los flujos de detritos varia en funciéon de la cantidad de sedi-
mento que esta presente en la mezcla de material.

En relacion con el comportamiento reologico del flujo, Pierson y Costa (Pierson and
Costa, 1987) elaboraron un cuadro comparativo (Figura 2.17) para los distintos procesos
dominantes (inercial, viscoso o friccional) con una terminologia ampliamente utilizada en la
practica. Este cuadro ubica los flujos abarcando un amplio rango, desde flujos de agua de
comportamiento liquido y de tipo Newtoniano, hasta la categoria de flujos no-Newtonianos
(detritico). Las caracteristicas de los flujos no-Newtonianos varian desde flujos puramente
viscosos hasta flujos puramente inerciales. Entre estos extremos existe una interaccion entre
ambos tipos de flujo.

Para describir el comportamiento de los flujos detriticos, existen diferentes modelos
reologicos para representar tanto modelos continuos como modelos de particulas discretas
(Takahashi, 2007).

El modelo plastico de Bingham fue utilizado por primera vez por Yano y Daido (Yano
and Daido, 1965) y por Johnson (Johnson, 1970) para estudiar los flujos de detritos. Desde
entonces, los modelos viscoplésticos han sido ampliamente utilizados por su relativa senci-
llez, el modelo plastico de Bingham para materiales finos y el modelo viscoplastico de Hers-
chel-Bulkley para flujos de materiales con mezclas de arcilla y grava.

Existen otros modelos para flujos de detritos, entre los cuales los mas conocidos son el
modelo de Bagnold (Bagnol, 1954) para régimen inercial, el modelo de Coulomb para régi-
men macro-viscoso, el modelo de Voellmy (Voellmy, 1955) para flujos granulares y el mo-
delo modificado de Johnson (Johnson, 1970). El modelo de Bagnol es muy usado para flujos
granulares.
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Figura 2.17. Clasificacion reologicas dada por Pierson y Costa con la terminologia
(en inglés) que se utiliza frecuentemente en la practica, (Pierson and Costa, 1987).



2.8. Flujos con solucion analitica

2.8.1. Introduccion

En este apartado se plantea primero la solucion analitica para flujos simples como el
flujo estacionario de Couette y el flujo de Poiseuille. Para determinar la solucién analitica de
flujos simples para el fluido de Bingham y el fluido de Herschel-Bulkley, se procede de for-
ma analoga que para los fluidos Newtonianos, con la complejidad adicional de la no lineali-
dad de la viscosidad. La solucion analitica para el flujo de Poiseuille se obtiene a partir de
una simplificacion de la solucion analitica para el flujo de Couette; asi mismo, el fluido de
Herschel-Bulkley se simplifica al fluido de Bingham. Para la obtencion de la solucion analiti-
ca se consideran los desarrollos realizados por Bird et al. (Bird et al., 1987) y siguiendo a
Kelessidis et al. (Kelessidis et al., 2006).

Posteriormente, se presentan soluciones analiticas para determinar la superficie libre
en fluidos Newtonianos, pudiéndose utilizar algunas de estas ecuaciones en fluidos no-
Newtonianos. En la presente investigacion, uno de los problemas analizado es la onda resul-
tante de la rotura instantanea de presas. Existen pocos desarrollos tedricos en esta materia y el
conocimiento que se tienen de la onda que se desplaza sobre superficies rugosas es muy ru-
dimentario. Las soluciones analiticas que se presentan para el problema de rotura de presa
utilizan las ecuaciones de Saint-Venant y el método de las caracteristicas. Estos desarrollos
teodricos incluyen el estudio de flujos en canales horizontales y en pendiente, considerando
friccion del flujo con el fondo de este canal. Se describen las soluciones para un fluido ideal y
un fluido real.

2.8.2. Flujo de Couette

El flujo de Couette es el flujo estacionario que ocurre entre dos placas paralelas e infi-
nitas. La placa superior se mueve a una velocidad constante, mientras que la otra permanece
fija. Ademas, el fluido esta sujeto a un gradiente de presion que ocasiona que el movimiento
ocurra en la misma direccion del movimiento de la placa.

El nombre de este flujo se debe a Maurice Alfred Couette, profesor de fisica francés
de finales del siglo XIX, que hizo la descripcion del mismo en su tesis doctoral “Estudio de
la Friccion en Liquidos” en 1890 (Bird et al., 1983).

2.8.2.1. Solucién analitica para el fluido de Herschel-Bulkley

El problema se considera bidimensional, por lo que trabaja en el plano xy (Figura
2.18).
El flujo es paralelo, con velocidad w=(u,,u ), con u, =u(y) e u, =0.
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P
E H

Para este flujo estacionario, paralelo y sin fuerzas de volumen, la ecuacion de conser-
vacion de momentum se reduce a:

D ( Zspe )

- A >
L
X

Figura 2.18. Flujo de Couette. Geometria y condiciones de contorno.

dr, d
—= (2.74)
dy dx
con
dp P -P
_—= —AP =—-2
dx L (2.75)
La ecuacion (2.74) se integra para dar:
7, =—APy+c (2.76)

donde c¢ es una constante de integracion.
Dado que el gradiente de presion es constante y negativo P, > P, , la distribucion de

tensiones de corte es lineal y de pendiente negativa, tal como se muestra en la Figura 2.19.
Esta distribucion de tensiones divide el ancho del dominio en tres zonas, delimitadas
por las ordenadas y, y y,:

e Zonal, 0<y<y,conr, >7,>0,7>0.
e Zonall, y<y<y,,con 7 =7, y=0.
e Zonalll, y,<y<H, con r,<-7,<0, y<0.

Dado que
du

7, =ﬂ(7)7=ﬂ(7)d—y 2.77)

. du
los signos de 7, yde y = d_ se corresponden.
'y

La correspondiente distribucion de velocidad de deformacién se muestra en Figura
2.20.
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Figura 2.19. Flujo de Couette, fluido de Herschel-Bulkley pseudopldstico, n = 0.5.
Distribucion de la tension de cortante, k =10 Pa.s .
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Figura 2.20. Flujo de Couette, fluido de Herschel-Bulkley pseudoplastico, n = 0.5.
Distribucion de la velocidad de deformacion, k =10 Pa.s .

Para resolver el problema hay que considerar la ec. (2.76) en las 3 zonas, junto con las
condiciones de contorno:

e La velocidad en la placa inferior es nula « (y=0)=0.

¢ La placa superior se mueve con una velocidad uniforme dada, u (y=H)=u

tope *

Ademas, existe continuidad C°y C' en la velocidad en las ordenadas y, y , .
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Zonal, y>0,0<y<y,

Particularizando la ec. (2.76) para y = y,, se tiene:

Ty (yZyl)ZTy =—APy +c (2.78)
Por tanto:
c=17,+APy, (2.79)
luego, 7, en esta zona:
7, =7, +AP(y,—y) (2.80)

Sustituyendo la viscosidad del modelo de Herschel-Bulkley, se tiene:

v T d n
rx,,:(k(y)" 1+—;j—”=k(7) +7, (2.81)
v )dy ’

Igualando la ecuacion (2.80) con la ecuacion (2.81) se obtiene:

1
du | AP n
au _ Al (2.82)
& { (n y)}
Integrando, la velocidad es:

n+l
u()=0(n-»)" +¢ (283)

donde c, es la constante de integracion vélida en esta zona. Se ha llamado:

o=_" (Ej (2.84)

o+l

Imponiendo la condicién de contorno #(y =0)=u =0, entonces:

n+l

¢ = Q(yl )7 (2.85)
con lo que la velocidad en la zona I es:
ntl nel
u(y)=Q[(y1—y)n +(n) } 0<y<y, (2.86)

La velocidad méaxima de la zona se da en y = y,, ordenada que se obtiene mas adelan-
te, y vale:

n+l

umax =u (y:yl) :Q (yl )T (287)
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Zonall, y=0, y,<y<y,

En esta region la velocidad de deformacion es nula, la velocidad es constante e igual a
la velocidad maxima:

u =uma'x’ yl SySyZ (288)

Zonalll, ¥ <0, y,<y<H:

Particularizando la ec. (2.76) para y =y, , se tiene:
7, (y=y)=-1,=-APy,+c (2.89)
Por tanto, ¢ es:
c=-7,+ APy, (2.90)
En esta region la tension cortante es:
r, =—(ky" +1,) (2.91)

Igualando la (2.76) y la ec. (2.91) y sustituyendo a ¢ de la ec. (2.90) queda:

1

du | AP n
au _| AL (2.92)
dy |: X 64 yz)}
Integrando, la velocidad es:
n+l
u()=-0 (n,=y) " +¢ (2.93)

donde ¢, es una constante de integracion en la zona III.

Imponiendo la condicion de contorno, u(y = H)=u, , se tiene:

tope >

n+l

¢ =, +0 [(H-y,)]" (2.94)
y la velocidad en la zona III es:
n+l nil
u(y) =, —0 [(y—yz) r=(H=y,)" } y»,Sy<H (295)

La velocidad mixima se da en y =y,, ordenada que se determina mas adelante, y
vale:

n+l

u(y = yZ) = umm :umpe _Q (H_yQ )7 (296)
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Recopilando las expresiones (2.86), (2.90) y (2.98), la distribucién de velocidades pa-
ra un flujo de Couette con fluido de Herschel-Bulkley es:

1
n (AP\n il nl
ﬁ(?j [(y_yl)" +(J/1)” :| para OSySyl
1
n (AP n+l
u, (y) = ﬁ(?j (n)~ para y, <y <y, (2.97)
1
n (AP\» atl el
Uyope ﬁ(?j [(y—yz)" —(H=-y,)» } paray, <y<H

Faltan por determinar las ordenadas y, y y, de las superficies de fluencia.
Igualando (2.79) y (2.89), se tiene que

27, 2z, 2.98)
— = — , = 4+ — .
Vo= AP =0 AP

La ordenada y, se encuentra igualando la velocidaden y=y, e y=y,:

n+l

il 27 T
Q(yl)n zuzope+Q [Ei_l—yl_Hj (2.99)

En general, esta ecuacion debe resolverse iterativamente. Una vez que se obtiene y,,
puede obtenerse la ordenada y, de la ec. (2.98).

La distribucion analitica para la solucion dada en la ec. (2.97) en la seccion del canal
con u,,, =02m/s, r,=100 Pa y n=05se muestra en la Figura 2.21. Las superficies de

fluencia se encuentran en y, =0.1707 m y y, =0.8373 m.
Con 7,=0 se tiene la solucion analitica de la ley de potencia para un fluido pseu-

doplastico (n<1) o dilatante (n>1). De la ec. (2.98), se tiene que y, =y,. Por tanto, la solucion
es:

1
AP \n ntl n+l
%(7) [(y—yl)" +(1) } para 0<y<y,
u (y)= & (2.100)
X 1
AP \n n+l ntl
u,ﬂpe+%(7] [(y—yl) n —(H—yl)n } paray, <y<H

La ordenada y, se encuentra al resolver iterativamente

n+l n+l

O ()" =t +0 (»—H)»

(2.101)



51 Modelo continuo de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos viscoplasticos

La distribucion analitica para un fluido pseudoplastico (7, =0) con u

=02m/s y

tope

n = 0.5 se muestra en la Figura 2.22. La zona II no existe, y, = y, =0.5004 m, todo el fluido

se encuentra en movimiento con velocidades mucho mas altas que las encontradas para el

fluido de Herschel-Bulkley.
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Figura 2.21. Flujo de Couette, fluido de Herschel-Bulkley pseudoplastico, n=0.5.

Distribucion de la velocidad, k=10 Pa.s.
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Figura 2.22. Flujo de Couette, fluido pseudoplastico, n=0.5. Distribucion de la

velocidad, k=10 Pa.s .
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2.8.2.2. Solucion analitica para el fluido de Bingham

Para el fluido de Bingham se procede de manera similar que para el caso anterior
haciendo n =1y k = u. Las consideraciones generales son idénticas, y la unica diferencia es
que en este caso la velocidad de deformacion a través de la seccion varia linealmente en las
zonas | y II, como se muestra en la Figura 2.23.

La solucion para el fluido de Bingham se obtiene haciendo #=1 en la solucion (2.97),
O =AP/2k ,para dar:

AP
z—k[(yl -y =(n)] para 0< y<y,
AP
u( =12 ) para y, <y <y, (2.102)
AP
Uipe +2—k[(y—yz)2 ~(H=y,)'| paray,<y<H

La ordenada y, se encuentra resolviendo la ec. (2.99) de 2° grado:

2t :
Q (y1)2:utope+Q [_Ayp-l—y]_H] (2103)

y la ordenada y, se obtiene de la ec. (2.98).
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Figura 2.23. Flujo de Couette, fluido de Bingham. Distribucion de la velocidad de
deformacion, 1t =10 Pa.s.
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La distribucion analitica de la velocidad para la soluciéon dada en la ec. (2.102) con

Uy =0.2 m/s se muestra en la Figura 2.24. Las superficies de fluencia se encuentran en

»,=0.1867 m, y, =0.8533 m.
Para 7, =0, se obtiene la solucion para fluido Newtoniano ( y, = y,):

AP
E[(yl =) =(1n)’] para 0<y<y,

u(y) = AP (2.104)
Ui +§[(y—yl)2 ~(H=3)'] paray <y<H

La ordenada y, se obtiene resolviendo la ecuacion de segundo grado:

2

Q (-yl)2 :utnpe +Q (.yl _H) (2105)

La distribucion analitica para la solucion dada en la ec. (2.104) con u,,, =0.2 m/s se

muestra en la Figura 2.25. La superficie de fluencia se encuentra en y, =0.5066 m .
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Figura 2.24. Flujo de Couette, fluido de Bingham. Distribucion de la velocidad,
1=10 Pa.s.
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2.8.3. Flujo de Poiseuille

El flujo de Poiseuille es un flujo estacionario que se desarrolla entre placas paralelas e
infinitas, que se encuentran fijas. Su nombre se debe a Jean Louis Marie Poiseuille, quien en
1838 estudi6 experimentalmente el flujo laminar incompresible a través de un tubo; en 1840
y 1846 lo describié matematicamente.

2.8.3.1. Solucion analitica para el fluido de Herschel-Bulkley

La solucion analitica para el flujo de Poiseuille se obtiene a partir de la solucion del
flujo de Couette, imponiendo la velocidad en la placa superior nula (uwpe = u( y=H ) = O) ,

como se muestra en la Figura 2.26.

PL

Py
u (y=I)=u, =0 /
: y H
y u(y=0=u,=0 le /
I—.X

Figura 2.26. Flujo de Poiseuille. Geometria y condiciones de contorno.

La distribucion de velocidades es:

1
AP \n n+l n+l
ﬁ(?j |:(y_y1)" +(y1)n} para 0<y <y,
1
n AP \» n+l
)= "+1(7j () para y, S ysy, (2.106)
1
AP \n n+l nl
ﬁ(?j [(y_yz)" _(H_yz)" } para y, <y <H

Las superficies de fluencia se encuentran en las ordenadas y, y y,.
De las ecs. (2.98) y (2.99):
2t
nty,=H, y2:y1+E (2.107)

La distribucién analitica para la solucion dada en la ec. (2.106) se muestra en la Figura
2.27. Las superficies de fluencia se encuentran en y, =0.1867 my y, =0.8533 m..
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Para 7, =0, es un fluido pseudoplastico o dilatante, es la misma solucion de la ec.
(2.106) con y,=y,=H/2=0.5m.
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Figura 2.27. Flujo de Poiseuille, fluido de Herschel-Bulkley pseudoplastico,
n=0.5. Distribucion de la velocidad, k =10 Pa.s .

2.8.3.2. Solucion analitica para el fluido de Bingham

En el flujo de Poiseuille la distribucion de velocidades para el fluido de Bingham se
obtiene haciendo n = 1 en la solucidén para el fluido de Herschel-Bulkley:

AP
E[(yl—y)z—(ylﬂ para 0<y<y,
AP
u(y) = —E(y1 )2 para y, <y<y, (2.108)
AP
E[(y_yz)z _(H_y2)2:| paray, <y<H

Las superficies de fluencia se encuentranen y, y »,:

2r, H 2, H
W=D T =t
AP 2 AP 2

La distribucion analitica para la solucion dada en la ec. (2.108) se muestra en la Figura

(2.109)

2.28.
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Para 7, =0, k=, se obtiene la solucion para fluido Newtoniano

(yl =, =H/2=O.5m):
AP|(H Y (HY
u(y)=1— [——yj —(—j para 0<y<H (2.110)
2u|\ 2 2
La distribucion analitica para la soluciéon dada en la ec. (2.110) se muestra en la Figura
2.29.
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Figura 2.28. Flujo de Poiseuille, fluido de Bingham. Distribucion de la velocidad,
1 =10 Pa.s.
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Figura 2.29. Flujo de Poiseuille, fluido Newtoniano. Distribucion de la velocidad,

1=10 Pa.s.
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2.8.4. Soluciones analiticas para los flujos con superficie libre

Los flujos con superficie libre pueden desarrollarse en canales abiertos y sobre la su-
perficie terrestre. Pueden tener comportamiento Newtoniano, pero en la mayoria de los casos
presentan comportamiento no-Newtoniano. Pueden tener caracter laminar o turbulento. Nor-
malmente, en los flujos detriticos viscosos predomina el flujo laminar por encima del turbu-
lento.

Uno de los problemas clasicos de flujo con superficie libre es el problema de la rotura
de presa. El objetivo principal en este problema es estudiar el comportamiento del frente del
flujo o el frente de la onda, determinado por la superficie libre.

El problema de rotura de presa puede estudiarse considerando el canal seco, como se
muestra en la Figura 2.30 a), o el canal mojado, el cual presenta una ldmina de agua aguas
abajo de la presa, Figura 2.30 b). El canal puede ser de lecho horizontal o presentar una cierta
pendiente, como se muestra en las Figura 2.30 y Figura 2.31. Se estudiaran aqui sélo los
casos de canal seco horizontal y de canal seco inclinado.

Las soluciones analiticas para determinar el perfil de la superficie libre y la velocidad
del frente de flujo se derivan de la aplicacion del método de las caracteristicas y las ecuacio-
nes de aguas poco profundas (shallow waters) o de Saint-Venant.

La solucion al problema de rotura instantanea de presas fue propuesta inicialmente por
Barré de Saint-Venant en 1871 para un depdsito de agua semi-infinito, una profundidad de
agua inicial aguas abajo de la presa, fluido ideal y canal horizontal (Figura 2.30 b). Esta solu-
cion es también valida para un canal seco aguas abajo (Figura 2.30 a).

Ritter (Ritter, 1892) resolvio completamente el perfil de la onda o de la superficie li-
bre por medio del método de las caracteristicas, considerando fluido ideal (sin viscosidad) y
la friccion en el fondo nula.

Stoker (Stoker, 1957) plante6 una solucion similar a la solucién de Ritter en su libro
clasico “Water wave” que fue generalizada luego por Mangeney (Mangeney et al., 2000).
Esta solucion considera la friccion en la base del canal sobre el cual se desplaza el flujo.
Presa

Mojado
Seco / % / /
b)

Figura 2.30. Esquema general para el problema de rotura de presa, con canal hori-
zontal. a) Canal seco aguas abajo de la presa. b) Canal mojado aguas abajo de la presa.

Fluido 2 (aire)

= X

Figura 2.31. Esquema general para el problema de rotura de presa. Canal seco in-
clinado.
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La solucion generalizada de Mangeney utiliza una ley de friccion basada en la ley de
Coulomb para avalanchas de detritos, nieve o deslizamientos. En inundaciones considera que
no debe tenerse en cuenta la friccion. En esta solucion, para un canal horizontal con angulo
de friccion interna del material nulo, se obtiene la solucion de Ritter para un fluido ideal.

Tanto las observaciones experimentales como las de los datos del prototipo realizado
para evaluar la rotura de la presa Malpasset (Faure and Nahas, 1961) han demostrado que el
frente de flujo debido a la rotura instantanea de la presa se propaga de manera mucho mas
lenta que las predicciones para un fluido ideal y que el frente tiene forma redondeada. Por
tanto, la solucion de Ritter no es valida para predecir las propiedades del flujo en esta zona.

En estas observaciones el flujo se corresponde con la solucion de Ritter desde la zona
de inicio de la onda aguas arriba hasta la zona que se considera dominada por la resistencia al
desplazamiento del flujo o zona de frente de ola (“wave tip region”), véase la Figura 2.34.

Bajo estas consideraciones, (Chanson, 2005a) plantea un modelo de onda difusivo pa-
ra un canal horizontal con friccion en la base y velocidad inicial nula. Considera que la resis-
tencia del flujo en esta zona es dominante y los términos de aceleracion e inerciales son des-
preciables.

2.8.5. Modelo continuo de rotura de presa

La onda originada por la liberacion repentina de la masa de un fluido en un canal pue-
de representarse mediante las ecuaciones basicas para un flujo dinamico en un canal abierto.
Las velocidades y la altura del agua cambian con el tiempo y para aplicaciones unidimensio-
nales las ecuaciones de continuidad y de conservacion de momentum (integradas en la altura)
resultan en las ecuaciones de Saint-Venant. Estas ecuaciones se plantean bajo las hipotesis:

o El flujo es unidimensional.

e La curvatura de las lineas de flujo es pequeia y la presion se considera hidrostati-
ca.

e La resistencia del flujo para una velocidad y profundidad determinada es la misma
que la de un flujo uniforme y constante.

e [La densidad es constante.

Con estas hipotesis, el flujo puede caracterizarse por su velocidad V y la altura £
(Chanson, 2004b). Las ecuaciones correspondientes son un sistema de dos ecuaciones dife-
renciales:

La ecuacion de continuidad:

oh AJdV oh V(o4
DALAT p A =0 (2.111)
ot B ox ox Bl\ox h=constante
La ecuacion de conservacion de momentum:
oV oV oh
+

v e (S —S)=0 2.112
ot ox g@x 85, =5,) ( )
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donde:
¢ : tiempo,
x : coordenada en la direccion del flujo,
A : area de la seccion transversal del canal,
B : ancho de la superficie libre,
S, = senb: pendiente del canal positiva (>0) y,
S, : gradiente hidraulico o pérdida de carga por unidad de longitud, definido por

_fr
T 2(gDy)
donde D, es el diametro hidraulico del canal y / es el factor de friccion de Darcy, que es
una funcion no lineal de la rugosidad relativa y del nimero de Reynolds.

2.8.5.1. Solucion de Ritter sin friccion en el fondo

Considerando fluido ideal y la friccion con el fondo nula (S, =S, =0), Ritter obtuvo

la solucion analitica en forma adimensional para un canal horizontal (Figura 2.32):
Altura adimensional:

2
£=1[2 al ] para —1< T < (2.113)

B O\" 1, N

o

Velocidad adimensional:

<2 (2.114)

donde #,es la altura inicial del flujo.
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Ideal dam break

(downstream dry bed) .i

1_[_. _ removed

| dam wall
negative wave

5 A

S =5 D

f
1deal
fhurd
f
+ \ backward
forward charactenistic
¢ characteristic ‘\‘/
/;\ \\ I .\'\
nitial & 1 | e
1 \ P | trajectory
backward ; f dam break
characteristic Co . 2*Co & ﬁrgmrc
« El A .

zone of guiet

Figura 2.32. Solucion de Ritter. Onda debida a la rotura instantanea de presa en un
canal seco aguas abajo con velocidad inicial nula (Chanson, 2005a).

2.8.5.2. Solucion generalizada de Mangeney con friccion en el fondo

A partir de las condiciones iniciales:
hy, x20
h(x,0) =
0, x<0 (2.115)
u(x,0)=0, VxeR

la solucidn generalizada de Mangeney determina perfiles en cualquier tiempo ¢ dado, tras la
liberacion instantanea del fluido:

0 para x<2C0t—%mt2
h(x,t) = ;(—ch —lmt)z ara 2Ct—mi <x<—Cjp-Lms (2.116)
’ 9gcosf 2 P o2 TTT Y '
1
hy para xZ—COt—Emt2
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y la velocidad en cualquier punto x y tiempo ¢ dados:

1
0 para x<2Cot—Emt2
2( x | |
u(x,t) = 3 -——+C, —mt para 2C{)t—5mt SxS—C{)t—Emt (2.117)
t
1
0 para x>—Cot—5mt

La solucion vale para m (negativa):

m = g(cos@tan ¢ —sen 6O) (2.118)
donde:
@ : pendiente del canal,
@ : angulo de friccion en el fondo del canal.
y
Co=Vgh, (2.119)
C, : velocidad de la onda debido a la accion de la gravedad en la regioén no perturba-
da.

La posicion del frente, como puede verse en la Figura 2.33, esta dada por la caracteris-
tica saliente de la region del fluido:

x,(t)=2C,t (2.120)

Una vez que el fluido comienza a desplazarse, se produce una ola hacia atrés, cuyo ex-
tremo se ubica en el punto:

x,(t) =—Cyt 2.121)

ho .
Fluido2

(aire)
2Co

() X

: [ h(x.1)

»

Figura 2.33. Esquema general para la solucion analitica de Mangeney.
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2.8.5.3. Solucion de Chanson con friccion en el fondo

Esta solucion esta basada en la ecuacion dinamica de onda, reducida a una ecuaciéon
de onda difusiva:

oh JY g = 2.122
C ( )

donde U es la velocidad del frente del flujo, C es la celeridad del frente de la onda,
C = \/g=h , S, es la pendiente del fondo del canal y f es el coeficiente de friccion entre el
flujo y el fondo del canal.

La transicion entre el flujo ideal y la zona dominada por la resistencia al flujo se loca-
liza en el punto x = x, donde la profundidad es /4, y la velocidad es V; y el punto donde fina-
liza la curvatura de la superficie libre se denomina x, (Figura 2.34). Puede verse que la dife-
rencia respecto al fluido ideal de Ritter es el frente de la onda entre x, y x,.

La superficie libre viene dada en términos adimensionales por:

X g
ara — < — [=t
P =,

—_—

h o0
- (2.123)
i U x-x para iiU —-1- éSol‘ étsiﬁ£
4 Jgh, h, 2 gh, h, h, h, h,
X X
0 — >
para ok
La solucion exacta de U en la ecuacion de continuidad es:
3
1 1
[1—2U+2 fSOtJ
8 gh, o _ e, (2.124)

3f U h

- 0

Jgh,

Y la localizacion adimensional de los puntos x, y x; es:

4
R T R L Y
h, \2gh, h, h, I U 2 Jeh,  2\h, (2.125)

gh,

N T I (2.126)
Jeht | 2gh, h,
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Esta formulacion es valida en los instantes iniciales después de la rotura instantinea
de la presa.
¥ Wave tp region
——*
dj u
5 } o 0

negative wave : 1 x| o Xg %
Wave tip
H ' region
o U real fluid
H E‘“‘“—--_ - /

: ST 1

H  ideal

i fluid
t !

£ 4 :

¢ forward \ — hax:l.cw;rcﬁh

characteristic \ chamctcnsl?c ;
% | f N

U _*
/’\ Gl " trajectory
initial o S of dam break
backward b\ 7 fromi
characteristic ey Point F1 Point F?
o where d= (I whered=d, L
7 x =

zone of quict

5

Figura 2.34. Onda debida a la rotura instantanea de la presa en un canal seco
aguas abajo con velocidad inicial nula y con friccion en el fondo del canal (Chanson,

2005a).



Capitulo 3

Modelo discreto de elementos finitos para
las ecuaciones de Navier-Stokes

3.1. Introduccion

En este capitulo se describe el modelo discreto de elementos finitos (EF) para las
ecuaciones de Navier-Stokes, correspondiente al modelo continuo que se describe en el capi-
tulo 2. Este modelo discreto se utilizara para la simulacion de los flujos confinados y con
superficie libre y con reologia viscopléstica de Bingham y Herschel-Bulkley.

En todos los casos se usa una malla fija para el estudio de estos flujos. En los flujos
con superficie libre es necesario capturar en esta malla la superficie libre. Para ello, se adopta
en esta tesis el modelo euleriano (Coppola, 2009a). Este modelo resuelve las ecuaciones de
Navier-Stokes para los elementos llenos de liquido, incluyendo los elementos cortados por la
superficie libre y el aire como un problema desacoplado.

Los elementos usados, con interpolacion lineal tanto para la velocidad como para la
presion, asi como la inclusion del término convectivo, comportan problemas de estabilidad.
Para solventar estos problemas se ha usado la estabilizacion de subescalas algebraica (Alge-
braic subgrid scale, ASGS) y la estabilizacion de subescalas ortogonales (Orthogonal sub-
grid scale, OSS).

Las ecuaciones constitutivas para fluidos viscoplasticos investigadas en esta tesis son
los modelos regularizados de Bingham, el de Herschel-Bulkley. Se presentan en este capitulo
los detalles necesarios para su implementacion en el modelo discreto de elementos finitos.

3.2. Ecuaciones de Navier-Stokes en forma fuerte y forma débil

Las ecuaciones de Navier-Stokes, planteadas inicialmente para fluidos Newtonianos,
pueden usarse conjuntamente con los modelos reoldgicos viscoplasticos de Bingham y Hers-
chel-Bulkley.

El modelo continuo (en forma fuerte), definido en el Capitulo 2, se resume a continua-
cion.

Considérese Q, un dominio abierto y acotado dimensional de R, donde d =263
es el nimero de dimensiones del espacio, I' =02 es su contorno, que puede ser dividido en
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el contorno con condiciones de Dirichlet (velocidad impuesta) I'y =0Q,, el contorno con
condiciones de Neumann (tracciones impuestas) I', =0Q, y el contorno con condiciones
mixtas I, =aQ,, de formaque I'=T, UT, UT,, [0,T] es el intervalo de tiempo de anali-

sis.
El problema de Navier-Stokes consiste en encontrar una velocidad u y una presion p

tal que:
pu+u-Vu) -V.o=f 3.1
con
V.6=-Vp+V.1 (3.2)
y
V-u=0 (3.3)

enQ), te [O,T ] , donde o es el tensor de tensiones, T es el tensor de tensiones desviadoras,
f es el vector de fuerzas de volumen y p es la densidad del fluido.

A esas ecuaciones deben afadirse condiciones iniciales de la forma u=u, en Q,
t, =0 y condiciones de contorno:

Condiciones de Dirichlet:

u=tuenl,x[0,7] (3.4)

Condiciones de Neumann:

n-e=tenl, x[0,7] (3.5)
Condiciones mixtas:

un=0

n-c-g =1 (3.6)

n-o-g, =t enl, x[0,T]

donde M es el vector unitario normal al contorno 0Q y los vectores g, y g, (para el caso
3D) son base del espacio tangente a I, . Por simplicidad se tomara en el contorno T, la

velocidad u=0, r e [O,T ] . El vector traccidén es t = [t] ,tz], donde ¢ y t, son las componen-

tes de la traccion sobre el contorno con condiciones mixtas.

Las ecuaciones constitutivas para fluidos Newtonianos y no-Newtonianos son de la
forma:

{2 1 g(u) Newtoniano
3.7)

2u(7) €(u) No-Newtoniano
donde x4 es la viscosidad dindmica para los fluidos Newtonianos y para los fluidos no-

Newtonianos se considera la dependencia de la viscosidad con la velocidad de deformacion,
H(7) (capitulo 2, seccion 2.4.2).
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La solucion del problema discreto por el método de los elementos finitos estd basada
en la forma débil (también llamada formulacion variacional) de las ecuaciones de Navier-
Stokes. Se describe a continuacion ésta forma débil del problema continuo.

Sean V=H"'(Q) y O =I*(Q) los espacios de los campos de velocidad y presioén en
el problema continuo. Se usa la notacién habitual, segin la cual H'(Q) es el espacio de
Hilbert de las funciones vectoriales cuyas componentes y derivadas primeras son de cuadrado
integrable en Q) en el intervalo de tiempo [0, T ] y L*(Q) es el espacio de funciones de cua-
drado integrable en el mismo dominio. H,(Q) y L () son los subespacios correspondien-

tes de funciones cuyo valor se anula en el contorno 0€.
La forma débil del problema continuo se obtiene multiplicando cada término de la

ecuacion de conservacion de momentum (3.1) por una funcion de test vV € Hg () vy la ecua-
cion de continuidad (3.3) por una funcion de test g € O:

jp ou-v dQ+J.p [u-Vu]-v dQ—I(V-c)-V szjp f-vdQ

Q Q Q Q

(3.8)
qu-udg =0
Sustituyendo ¢ =—pl+7T queda:
jp 6tu-de+J.p [u-Vu]-VdQ—j(V-‘r)-v dQ+IVp-VdQ=Ip f-vdQ
Q Q Q Q Q (3.9)

j;,v.udQ =0

Integrando por partes el término correspondiente al tensor de tensiones se tiene:

J(v.—r).vdﬂzjtvdl“—j‘r:VSVdQ (3.10)

Q Q

donde T=2u s(u) =2uVuy V* () es el gradiente simétrico del campo respectivo. Por
tanto,

J.(V-‘r)~v dQ:It-V dl"—J.2/1 Viu:VivdQ

Q

(3.11)

JVp'V szIp n-v dF—Jp-VVdQ

Q r Q

(3.12)

Las tracciones a aplicar en el contorno son las dadas por las condiciones de Neumann
y las condiciones mixtas.
Por tanto, el problema de la forma débil consiste en encontrar

[u,p]eV,x0, V, cH,(Q), 0= I’(Q), tal que:
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Ip ou-vdQ +Jp[u~Vu]-V dQ +I2y Viu:Viv dQ—Ip V-vdQ =

Q Q Q Q

Jp f-v dQ+It-v dF+j(tlg1+t2g2)-V dr

rH rm

(3.13)

IqV-u dQ =0 (3.14)

para todo [V,q] €V, x O y que satisfacen de forma débil las condiciones iniciales.

La estrategia de discretizacion adoptada en esta tesis consiste en dos pasos. El primero
es discretizar las ecuaciones en el tiempo usando un esquema de integracion de diferencias
finitas y luego, la aproximacion de elementos finitos se desarrolla en el espacio. Este proce-
dimiento desacopla errores que vienen de la discretizacion temporal y espacial. Es de desta-
car que la estrategia mas comun es al revés, primero se discretiza en el espacio y luego en el
tiempo.

Tal como se ha indicado en la seccion 2.3.2, en el caso se dos fluidos se resuelve cada
fluido en su propio dominio. Las propiedades mecanicas a adoptar en cada punto son deter-
minadas por la funcion level set.

3.2.1. Linealizacion del término convectivo

El segundo término de la ecuacion (3.13) es el término convectivo. Este término es no
lineal y, por tanto, es necesaria la linealizacion del mismo.

Para la linealizacion del término convectivo, se plantea un método iterativo con la
aproximacion:

[(u-V)u]m ~ (lli ~V)lli+1 +ﬂ(ui+1 'V)ui —ﬂ(ui -V)ui (3.15)

donde i es el contador de iteraciony [ puedeser 06 1.

Los métodos de linealizacion mas conocidos son el método de Picard (método secan-
te) y el método de Newton-Raphson (método tangente). El método de Picard converger line-
almente y es muy robusto, mientras que el método de Newton-Raphson tiene convergencia
cuadratica si la iteracion inicial esta cerca de la solucion. En la ec. (3.15), f =0 es la lineali-

zacion de Picard y S =1 es la linealizacion de Newton-Raphson.
En este trabajo se utiliza siempre el método de Picard por su robustez.

3.2.2. Linealizacion de la ecuacion constitutiva

La ecuacién (3.13) puede extenderse para fluidos no-Newtonianos, en particular para
los modelos viscoplastico de Bingham y de Herschel-Bulkley, sustituyendo x = ,u(}/) de los
modelos dados en la seccion 2.4.5.

Los métodos de linealizacion de la ecuacion constitutiva son los mismos descritos pa-

ra el término convectivo.
Para el método de Picard la tension tangencial se linealiza
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v~ 2u(7)e(u') (3.16)
Para el método de Newton-Raphson la linealizacion es:
et AT

2o e 2l o)

v 2p(4 )Ag(uf)+z[B_ﬂ” e(u )]Aa(u”) 61)
=74 lzy(y"“)+ 2[‘2—”? :Ag(u"! )]As(u")

€

que es una expresion lineal en el incremento As(u') que, a su vez, es lineal con u'.

3.2.3. La integracion temporal

La presencia de una derivada temporal en la ec. (3.13) precisa de un algoritmo de in-
tegracion en el tiempo.

La discretizacion temporal puede hacerse por diferencias finitas usando la regla trape-
zoidal generalizada. Este es el método de diferencias finitas méas simple y de un solo paso.
Incluye como caso particular el método de diferenciacion hacia atras de Euler Backward
differentiation formula (BDF1), entre otras posibilidades.

Se considera una particiéon uniforme del intervalo de tiempo de analisis [ 0,7 ] con ta-
mafio de paso de tiempo J¢ y se denota por f” la aproximacion de la funciéon / dependiente
del tiempo, con n como el paso de tiempo en el cual se calcula la solucion, en el tiempo

t" =ndt . Los valores mas usados de 6 son: 8=0.5 para el método de Crank-Nicolson y
6 =1 para el método de diferenciacion hacia atras de Euler.
Se tiene entonces que

fn+9 — 6fn+l +(1_0)fn

"—L n+0 _ rn
5f —g&(f ")

(3.18)

Usando la linealizacion de Picard para el término convectivo, se denota por /™ a la
iteracion i para la incognita / en n.

La regla trapezoidal de la forma variacional en las ecuaciones (3.13) y (3.14) consiste
en, dada u”, encontrar u"*’ € Vy p"*? e O como la solucion del problema:
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n+6 n

J‘pme u gé‘tu v dQ-i-jp“g |:(un+9,i—l _V)un+6',f:|_v do+
o Q
J‘zﬂ(j})nw,iquuma,i Viy dQ—‘[p"W'i (V-V) do =
o Q

J‘fme vdO+ J‘ ¢ .y dl + J‘ (tlwrﬂg1 _;,_tgwgz).v dr
r, r

Q

qu‘u’1+6’idQ:0 (319)

Q
para todo [V,q] eV, x0.

El término £"*¢ es la fuerza en el tiempo intermedio n+ 6 del intervalo [l‘n,l‘nw] .El

. .. . n+6 n+60
mismo significado tienen t"*’, # y 1,

n+l n+6

La velocidad y presion u"" y p"*' apartirde u"*’ y p"* se calculan como:

(3.20)

Para =1 y dada u”, el problema discretizado en el tiempo consiste en encontrar a

n+l n+l

u" e Vy p" eQ tal que:
n+l u”“ u” n+l n+l,i-1 n+l,i
ip y \% + i P |:(ll )u :| \% +

J'zlu(j-/)nﬂ,iflvxunﬂ,i . VSV dQ_J‘p’Hl (V . V) dQ =
a Q

me vdos Jtnu v dF+J‘(t{’“g1 +1;"'g, )-v dT
r, r,

Q
[gv-u da=0 (3.21)
Q
para todo (v,q) € V,xQ.

3.2.4. La discretizacion espacial por elementos finitos. Formulacion de Galerkin

Para la discretizacion espacial mediante el método de elementos finitos es necesario
construir sub-espacios discretos V, € V,y O, © O que aproximen los espacios continuos.
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Sean V, y O, los espacios de elementos finitos para interpolar las funciones vecto-
riales (velocidad) y escalares (presion), respectivamente, y sea (2 una particion de elementos
finitos Q=UQ°, e=1,...,n

En esta tesis se utilizara igual interpolacion tanto para la velocidad como para la pre-
sion, interpolacion P1-P1 (campos continuos, lineales a trozos para elementos triangulares en
2D y tetrahédricos en 3D) e interpolacion bilineal Q1-Q1 (campos continuos, bilineales a
trozos, para cuadrilateros en 2D y hexahedros en 3D).

En la formulacion estdndar de Galerkin se toman las funciones de fest iguales a las
funciones de forma, asique v, €V, y g, €0, .

donde n,, es el nimero de elementos.

ele. >

El problema monolitico asociado con las ecuaciones de Navier-Stokes, discretizado en
el tiempo usando un esquema BDF Euler, linealizando el término convectivo y la ecuacion
constitutiva por medio del método de Picard se reduce a lo siguiente:

Dada una velocidad W), en el tiempo ¢" y los valores de las incognitas en la iteracion

n+l,i

i—1 enel tiempo ¢"*', encontrar llZ“’i EV,y p,  €Q,,tales que

n+li n

J’pm,f%.vh dQ+'[p"+] (uZH,H ~V) uZHJ v, dO+
5 Q
-[2#(7})%1,:'71 Vsuzﬂ,i :VSV,Z dQ—_[p”“ Vv, dQ =
2 Q
J'f”” v, dQ+ J ! v, dl'+ J (tl””gl +t2n+1g2)'vh dr
Q L, r

n n

[g,V-u™ da=0 (3.22)
Q

. . n+l,i n+l,i-1
para i=1,2...; hasta la convergencia, o sea, hasta que se cumpla W, " ~u,

n+l,i n+l,i—1
p, =P, ,enlanorma deseada.
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3.3. Estabilizacion con subescalas

El calculo con elementos finitos de flujos incompresibles con la formulacion estandar
de Galerkin presenta dos fuentes de inestabilidades.

La primera es la presencia del término convectivo en las ecuaciones de gobierno que
puede resultar en oscilaciones numéricas en el campo de la velocidad. Tales oscilaciones son
mayores cuando el término convectivo domina sobre el término viscoso (Codina and Blasco,
1997), por ejemplo, en problemas con alto nimero de Reynolds o en flujos con capa limite o
zonas de gradientes fuertes como los flujos turbulentos.

La segunda fuente de inestabilidad es la combinacion inapropiada de espacios de in-
terpolacion para los campos de velocidad y presion. Esta falta de estabilidad produce oscila-
ciones numéricas en el campo de las presiones. Para que el problema discreto sea estable los
espacios de interpolacion usados para la velocidad y la presion deben satisfacer la condicion
inf-sup de compatibilidad o condicion de Babuska-Brezzi (Brezzi and Fortin, 1991), que se
expresa como:

. (C[h,V'Vh)
inf h €Ch SupVhE h z ﬂ >0 (323)
we T gl
para una constante £ independiente de 4. |||| es la norma en L’ (Q) y ||||1 es la norma en

H' (Q) . La formulacion de igual interpolacion lineal usada en esta tesis no cumple con la

condicion Babuska-Brezzi.

En ambos casos el problema necesita estabilizarse para poder probar convergencia a la
solucién del problema.

Los métodos de estabilizacion mas usados en la actualidad estan basados en los méto-
dos de subescalas. Hughes fue el pionero en estos métodos de subescalas (SubGrid scale,
SGS) que permitieron la justificacion tedrica de esquemas de estabilizacion propuestas ante-
riormente (Streamline-upwind Petrov-Galerkin, SUPG Brooks (Brooks et al., 1982) y Galer-
kin-least-square, GLS (Hughes et al., 1986).

Las primeras formulaciones de estabilizacion con subescala fueron disefiadas para re-
solver el problema de difusidn-conveccion, considerando o no el término de reaccidon para
casos estacionarios primero y, luego, para casos transitorios. Estos métodos han sido aplicado
también a las ecuaciones de Stokes y las ecuaciones de Navier-Stokes, entre otras (Codina,
2000a). Actualmente se usan en problemas muy variados, tanto de mecanica de fluidos
((Codina, 2000a), (Codina, 2000b), (Codina 2001), (Coppola-Owen and Codina, 2005),
(Guash and Codina, 2007), (Badia and Codina, 2009) y (Planas et al., 2011)) como de meca-
nica de sélidos ((Chiumenti et al., 2002), (Cervera et al., 2003), (Cervera et al., 2004a),
(Cervera et al., 2004b), (de Saracibar et al., 2006), (Cervera and Chiumenti, 2009), (Cervera
et al.,, 2010a), (Cervera et al., 2010b), (Cervera et al., 2011), (Cervera et al., 2012) y
(Chiumenti et al., 2013)).

Los métodos de subescalas (o multiescala) estan basados en descomponer la solucion,
por ejemplo, la velocidad u, en dos componentes u=u, +u; una componente u,, resuelta
en la escala de la malla de elementos finitos considerada y una subescala u, que no puede ser

capturada por la particion de elementos finitos y que se resuelve analiticamente. La aproxi-
macion particular usada para la escala submalla define el modelo numérico.
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La componente u representa el error u—u, de la componente de la escala gruesa. La

solucién U en la escala fina se obtiene a partir del residuo de la solucion en la escala gruesa.
La utilizacion de la funcidén de Green es una buena opcion para la solucion en la escala fina.
Sin embargo, la subescala obtenida a partir de estas funciones de Green pertenece a un sub-
espacio dimensional infinito, que no es local. Para evitar este problema, se localiza la solu-
cion de esta escala fina en el interior de cada elemento finito y se supone u =0 en el contorno
de los elementos. Para resolver el problema en el interior de cada elemento, Hughes (Hughes
et al., 1998) aproximo las funciones Green por medio de funciones burbuja (bubble funtions)
en el método estabilizacion de subescalas algebraicas (Algebraic subgrid scale stabilization
method, ASGS) para una ecuacion escalar de difusion-reaccion. Codina (Codina, 2000a)
ampli6 esta aproximacion algebraica aplicandola a sistemas escalares multidimensionales.

Posteriormente, Codina (Codina, 2000b) propuso adoptar un espacio de sub-escalas
ortogonales al espacio de los elementos finitos, fundamentando asi el método de estabiliza-
cion de subescalas ortogonales (Orthogonal subscale stabilization method, OSS). El método
OSS se ha aplicado al problema de Stokes, al problema de conveccion-difusion-reaccion y a
las ecuaciones de Navier-Stokes, entre otros ((Principe, 2008), (Codina, 2000a)).

La estabilizacion OSS ha sido reformulada en una nueva version del método llamada
estabilizacion split OSS (Codina, 2002), computacionalmente mas ventajosa.

En este trabajo se utilizaran el método ASGS y el método OSS y una vez verificada la
eficacia del método OSS, éste se utilizard como método de estabilizacion en practicamente
todos los problemas estudiados para flujo confinado. En el flujo con superficie libre 3D se ha
utilizado la version split OSS.

3.3.1. Método SGS

En lo que sigue se aproxima u~u, +u y p=~ p,, lo cual implica que la velocidad es

aproximada por su componente en elementos finitos y por un término adicional de subescala
(SubGrid scale, SGS).
Se reemplaza u del problema continuo por u=u,+u y p=p,, para el problema

discreto en espacio y continuo en tiempo, de forma que:

J.[p(atuh'v) +p((uh+ﬁ)-Vuh~v) + 2/1(;})(V‘Y (uh+ﬁ)-V"v)—
o (3.24)
(phV-v)—p(f~V)]dQ =0

Q
para todo [V,q] eVxQ.
En lo anterior se considera que la viscosidad u = ,u( )'/) no depende de la subescala u.

Asimismo, se desprecia 0,u, , aunque existe la posibilidad de considerar esta derivada tem-
poral, en el método denominado de subescalas dinamicas (Codina, 2000a).
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Haciendo v=v,+V y g=g¢q, +q las ecuaciones (3.24) y (3.25) pueden separase en

dos sistemas, uno para cada escala; el primero para todo [Vh,qh] eV, xQ, y el segundo para

todo [v,7]e VxQ.

El primer sistema de ecuaciones es:

J[p (0, -v,)+p ((u,+1)-V(u,+u))-v, + 2,u(7?)(VS (uh+ﬁ)-VSvh)—

Q

(pV-v,)-p (f-v,)1dQ=0

paratodo v, €V, ,y

para todo g, € 0, . El segundo sistema es:

[0 (8, (w, +7)-9)+p (((w, +8)-V(u, +7))-7) + 20()(V* (w, +8)-V'¥)-

0
(pV-¥)-p (f-¥)]dQ2=0
paratodo VeV ,y
[av-(u,+5) d2=0

Q

paratodo g € Q .

Reagrupando las ecuaciones de incompresibilidad (3.27) y (3.29), se tiene:

J[p (Ou,-v,) +p (((uh+ﬁ)-V(uh +ﬁ))~vh) + 2,u(}?)(VS (v, +ﬁ)-V5vh)—

(pV-v,)-p (f-v,)1dQ=0

paratodo v, €V,,

[t (0, %)+p (((u, +8)-V(u, +1))-¥) + 2u()(V" (u, +1)-V'¥)-

Q
(phV-V)—p (f-V)]dQ:O
para todo V ev, y

I[(th-(uh +11))+(gV-(u, +7))]dQ=0

Q

paratodog, €Q,, c?eQ.

En la ecuacion de conservacion de momentum (3.30) los términos que involucran a u
se integran por partes y, denotando por n el vector normal exterior al dominio de integra-

cion, se tiene que

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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I(H'Vﬁ)vh dQ:_[(ﬁ-nﬁ)Vh dF—I(ﬁ'VVh)ﬁ dQ_J.(Vﬁ'Vh)ﬁ dQ

Q r Q Q

(3.33)

[vavy, do=[(n-vv,)@dl - [V -Vv,7 dO (3.34)

Lo mismo se hace en la ec. (3.31), con las integrales que involucrana u, ya p,:

j(uh Vu,)v dQ=Iuh (n-u,)v dr—j(uh VV)u, dQ—j(Vuh V)u, dQ (3.35)

Q Q

[Vu,v¥dQ=[(n-vu,)vdl-[V-Vu,yv dOQ

Q r Q

(3.36)

[pV-¥dQ=[p,vdr-[Vp,¥vdO (3.37)

Integrando dentro de cada elemento en la ec. (3.32), para los términos que involucran
a u se tiene

[a,v8dQ =g, (n-8) dr'- [Vg,u dQ

(3.38)
jcjvadgzjq(n-ﬁ)dr—jvqﬁdg (3.39)
Por tanto, la ec. (3.30) del primer sistema queda
J[p (Cu,-v,)+p ((uh-Vuh)-vh) + z;z(y')(vsu,, ~V‘Vh)—(ph,V-vh) -
Q
(3.40)

P (f-vh)]dQ—ZJ‘J[(ﬁ-Vvh-ﬁ)—((2y(7)V-sth)-ﬁ)] dQ=0

Las funciones u y Vv se anulan en el contorno de los elementos y V u=0 en el do-
minio. La ec. (3.40) puede reorganizarse como

J. [ (Bu,-v,)+p ((uh-Vuh)-vh)JrZy(]))(Vsuh'sth)—(phv-vh)—
Q
(3.41)

p (F-v,)1dQ=" [ (a-(u, Vv, +2u(7) V-V'v,))dQ2=0

ege

Ahora es necesario aproximar u usando la ecuacion (3.31) y sustituirla en las ecua-
ciones (3.30) y (3.32).
El segundo sistema con la ec. (3.31) y ¢ =0, separando los términos de la subescala

respecto a la escala grande, queda
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Ze: [[p ((8-v 0)-9)-24()((V-V'0)-¥)1d2= [[-p (£-¥)+ p(Ou,-¥)+

(3.42)
p ((u, -vuh)-v)—(zy(y')(v-vsuh)-v)+(vph V)] dO

donde se observa que los términos de la subescala (funcién deu) pueden determinarse a
partir de los términos de la escala grande; puede reescribirse

(R,.V)= j[—p (£-9)+p (0u,-%)+p ((u,-Vu,)-V)=(2u()(V-Vu,)-¥)+(Vp,-¥)] O (3.43)

Q

donde R, es el residuo de la ecuacién de momento en la escala grande, o sea

R,= [[-pf+p (6,)+p (u,-Vu,)-2u(7)(V-Vu,)+Vp,]1 42 (3.44)

Q

Por otro lado, la ecuacioén de la incompresibilidad (3.32), despreciando la subescala
q,queda

I[(qhv'“h)]dQ—ZI[ﬁ'V%] dQ2=0 (3.45)
Q e Q°
La subescala de velocidad, u, se aproxima de distinta forma en cada método de esta-
bilizacion.
En el método de las subescalas algebraicas (ASGS), u se toma proporcional al resi-
duo R,

u=-7R, (3.46)

donde 7, es un parametro numérico.
En el método de las subescalas ortogonales (OSS) la subescala u se toma proporcio-
nal a la proyeccion ortogonal de dicho residuo R, :

u =-—17hR,=-—1(R,-FR,) (3.47)

donde P, es la proyeccion sobre el espacio de los elementos finitos y P =1—P, es la pro-

yeccion ortogonal.
Comparando ambos métodos se observa que la diferencia radica en sustituir el término

R, de la version ASGS por PR, en la versién OSS.
3.3.2. Método ASGS
De acuerdo con la formulacion anterior, el problema discreto con linealizacion de Pi-

card, integracion temporal BDF1 y estabilizacion ASGS consiste en:
Hallar u}"'y p;*' tales que
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J,[g (" —w) v, +p (W VW) v+ 2u(7)" VT VY,
Q
pyVev, ="y, 1dQ+

Y[ r(p @y, 4 2u() V-V Y, )R dQ =0

e o

[lg,V-w1dQ+Y" [ 7,Vg, R} d2=0 (3.48)
Q e o

Los términos con segundas derivadas de las funciones de elementos finitos son cero
para elementos lineales. La forma final, sustituyendo R}, queda

J‘[é (uz-ﬂ _uz) . Vh + p (uz-ﬂ,i—l -VuZH’[) . Vh + Zlu(}o/)nﬂ,ivsu;-v-],i . vsvh _
Q
Py~ ey, 1dQ+

z J‘ 7 (,0 (uZ+1,i-1 'VVh)‘(—p % 4+ p (u;:-v-l,i—l 'Vu:+1,i)+vp:+l) d0 =0
e QG
I[q,,V w1+ Y I A .(_p £ 4 p (u’h’“""1 .Vu';H’[)-i—Vp:H) dQ=0 (349
Q e o

3.3.3. Método OSS
El problema discretizado con linealizacion de Picard, integracion temporal BDF1 y es-

tabilizacion OSS es:
Hallar u}"y p;*' tales que

p n+ n n+ n+l,i Nn+liyrs _n+li o, s
J.[E(uh —ul)ev, o (W VY, 2u(p) T VIR VY, —
Q

prVev, ="y, 1dQ+

> j o (pwy™ Vv, +2u() V-V, ) BIR)T dQ=0

e Q(
I[%V A+ Y] I 7,Vg,-B R} dQ=0 (3.50)
Q e

Sustituyendo R}™', queda
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J‘[é (uzﬂ _uz) . Vh + p (uZJrl,ifl . Vuzﬂ,i) . Vh + 2ﬂ(7})11+1,ivxuz+l,i : Vs Vh _
Q

Py, ="y, 1dQ+
Z J‘ 7 (p u2+1,1 'Vvh)'Phl (_p 4 4 p (u:+1,1—1 -Vu'{j+l’1)+Vp:+l) d0 =0

GQe

J'[qhv'uzn,i] dQ+z J‘ Vg, .Phj_ (_p 7 4 p (u:ﬂ,i—l .vu:H,i)_{_Vp:H) dQ=C 351
Q ¢ o

En el caso de considerar distintas densidades, como por ejemplo en problemas con in-
terfase entre fluidos inmiscibles, el residuo en puntos de integracion de lados opuestos a la
interfase varia fuertemente y en proporcion a la densidad. En tales casos, puede adoptarse una
proyeccioén modificada (Coppola-Owen, 2009b):

- Rn+l
B, (R;")=pP, ( /h) ] (3.52)

Sustituyendo esta proyeccion modificada, la formulacion final para el método OSS
queda:

[ [é W —u!)-v, dQ+2u(7) VU VY, + p (T V), -
Q

oV, =1y, 1dQ+ Y [ (w7 -V, )-
e Ql’
} i ) ) v n+l fn+1
[(p uz+l,1—l 'V“ZHJ +vp;l1+l _fn+l)_p })h (uz-%-l,t—l .vuzﬂ,z +p_h__)] dQ: 0
p P

[lg.7 w140+ Y [ Vg, - (o u ™ - Vur™ + Vpy 1) -
Q e g
! (3.53)

n+l fn+1

) 'V
p P (vt P2 1da=0
p P

3.3.4. Método split-OSS

EL método split-OSS ((Codina, 2000a), (Codina et al., 2009a)) separa la proyeccioén
del término convectivo y de la presion en dos proyecciones, lo que permite una convergencia
a la solucion mas rapida que en los métodos ASGS y OSS. Esto lo hace ventajoso para la
resolucion de problemas en 3D. Este método resulta en
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J‘[g ! —llh) v dQ+2/u(;,)n+uVYuh+l \VA vV, +p (uh+1 Vu'”“) v, -

Q

Py, —f" ey, 1dQ+

> j TP (uZ+l ~Vvh)-[(p - vutl-p B ()" - Va1 dQ=0
e QL‘

n+l fn+1

n+ n+ n+ V
j[q,,v uh‘]dijerq,, (VP — 1] pP(p’j —1e=0 sy

3.3.5. Subescala de presion

En algunas situaciones la introduccion de la subescala para la presion, p, resulta ven-

tajosa porque ayuda a cumplir la condicion de incompresibilidad que puede ser excesivamen-
te relajada cuando se introduce s6lo la subescala de velocidad. Con argumentos analogos a
los de las secciones anteriores, la subescala de presion debe ser proporcional al residuo de la
ecuacion de continuidad en la escala de los elementos finitos (para ASGS) o a su proyeccion
ortogonal (para OSS):

I [(V-uz*‘)—fph (V-u’h’“ )J (3.55)

con £=1 en el caso de OSS y cero para ASGS. Esta subescala se agrega a la ecuacion de

conservacion de momentum.

De acuerdo con lo anterior, la forma monolitica de la divergencia de las ecuaciones de
Navier-Stokes usando linealizacion de Picard y discretizacion en tiempo con BDF1 y estabi-
lizacién con el método ASGS es:

Dada una velocidad U, en el tiempo ¢ y los valores de las incognitas en la iteracion

n+l,i

i—1, enel tiempo #"*' encontrar uzw eV, yp,~ €Q0,,tales que:

I E(u’”l —uh) Vh +p (uhﬂl 1 vu;*ll) Vh +2ﬂ(7)n+lzvx n+l,i v Vh
Q

ph+llv Vh fn+l ]dQ+
ZJ. (/3 (llhﬂz ! Vvh) ( 0 fn+1,i +p (u:H,i 'Vu:”")+vp:+l,i) 40+

e o
i I (Ve )(V gt )dQ =0

e=l 0°

J[th“Z“l]dQJFZI n+llvqh [/O( n+l,i-1 V) n+li +Vp n+11 —f] d0=0 (3.56)

e=1 oy
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Para el método OSS, queda:
I[%(u}i” —u))-v, dQ+2u() "V VY, 4 p (W V) v, -
Q

PV, 1"y, ] dQ+ZITIp (uj;” -Vvh)-
e o

n+l n+l

V
R L e L

"2/ j (- Vh)(v .uZﬂ,fJ) dQ=0

e=l qe

[1g,V-w;"1dQ+ 3" [ 7V, {(p uj™ -Vuj™ +Vpy —£7) -
Q e o
? (3.57)

n+l fn+1

V
PR () Vui ) =D -] d0 =0

yo,

Y para la version split OSS resulta:

J.[é(uz*' —u))-v, dQ+2u(p)" ViU Vv, 4 p (u) -V )y, —
Q
pVev, ="y, 1dQ+

> _[ () (uz+l -Vvh)'[(p wtvult - p B, (u) -Vt dQ +
e Qt’

Ny

> f o (V~v,1)(V-uZ“”"l) dQ=0

e=l e

n+l fn+1

[,V -u;'1d+ | quh'[(Vp;’“—f"”)—pm’z Nd0=C @iy
Q e oF




81 Modelo discreto para las ecuaciones de Navier-Stokes en fluidos viscoplasticos

n+li-1 n+l,i

Para las iteraciones i=1,2...hasta la convergencia, es decir, hasta que u,""" ~u, " y

n+lio o n+li-l .
P, Rp, en la norma elegida.

3.3.6. Parametros de estabilizacion

Los pardmetros 7, y 7, de las ec. (3.46), (3.47) y (3.55) se eligen con el fin de obtener

esquemas numéricos estables y velocidades de convergencia dptimas (ver (Codina, 2000c)).
Estos pardmetros se calculan para cada elemento €, . Para 7, se toma:

4
z ={clﬁ+cz p'; } (3.59)

donde / es la longitud del elemento e y |u® |es la norma de la velocidad en el elemento ¢,

¢, y C, son coeficientes a elegir, ¢ y p son la viscosidad dindmica y densidad del fluido,

2
7, = [TEJ (3.60)
1

Se recomiendan los valores de ¢, =4 y ¢, =2 (Codina, 2000).

respectivamente.
Para z, se toma:

3.3.7. Formulacién matricial del problema

Se presenta a continuacion la version matricial para el método split OSS, algo mas
compleja que los métodos ASGS y OSS. Se utiliza linealizacion de Picard y discretizacion en
tiempo BDF1.

n+l

. 1 L .
Las proyecciones F, (uz+l ~Vu2“) y P, (—Vph j se tratan con un ciclo iterativo al
P

igual que para la linealizacion del término convectivo. Se definen

v =B (vt (3.61)

1
Zzﬂ — Ph (;<vp;:+l _f)z+l )j (362)

En lo que sigue se usa la notaciéon compacta (a,b) = ja -b dQ . En esta notacion, las
Q
proyecciones de las ecs. (3.61) y (3.62) son la solucion de:

(570 = i) 05
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SRR

para todov, € V,, donde v, es el espacio V, ampliado con los vectores de funciones conti-

nuas asociados a los nodos del contorno.
El sistema algebraico resultante es

1
MEU”‘H + K(U)1+1)Un+l + GPrH—l + Su(z_l; Un+1)Un+1
t

(3.65)
=S, (z,;; U"HY"™ +8,(7,) U™ = F""
DU+ S () P =S () Z""' = 0 (3.66)
M_ Y™ -Cc(U"™Hu™' = 0 (3.67)
M, Z""' -G, P"' = 0 (3.68)

donde U, P,Y y Z son los vectores de las incognitas nodales para la velocidad u, la pre-
sion p vy las proyecciones 'y y Z, respectivamente. F es el vector de fuerzas nodales.

La ec. (3.65) corresponde a la ec. (3.57). La ec. (3.66) corresponde a la ec. (3.58). Las
ecuaciones (3.67) y (3.68) son las proyecciones de los residuos de la ecuacion de conserva-
cion de momentum y la ecuacidon de incompresibilidad, respectivamente.

Si se denotan los indices nodales a, b, los indices espaciales con i, j, la funcién de

., b
forma de los nodos a@ por N“ y la funcién de forma de los nodos b por N°, entonces las
matrices de las ecuaciones anteriores son:

M’ =(N“, pN") &,
M, =(N,N") 6,
K(U™)® =(N°, pu, -VN") &, +(VN“, 2u V'N") &,
G’ =(N’, O.N")
G, =(N“.8,N"/p)

ab

S,(r;; U™, =(zu, -VN*, pu, -VN") 5,

ab

Sy(z-l; U’HI)zj = (71“; VN*, p Nb) 51'/'
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S,(z,)" =(z,V-N“,V-N*)
D’ =(N‘, ,N")
S,(z,)" =(z,VN“,VN")
5.(z), =@d, N, pN")

U™y =(N*u; V") 5,

E = (N 1) (3.69)

donde o, es la delta de Kronecker.
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3.4. Modelo discreto para flujos con superficie libre

El modelo continuo para resolver los flujos con superficie libre se ha descrito en el
Capitulo 2. Ubica la interfase por medio de la funcion de la superficie de nivel (level set).

3.4.1. Modelo discreto de la funcion de la superficie de nivel

La evolucion de la superficie libre esta dada por la funcion escalar suave y(X,t) sobre
el dominio Q) mediante la ecuacion de transporte de la variable escalar y (véase la seccion
2.3.2):

a—"[/-i-u-V(//zo (3.70)

ot
Sea X =I’(Q) el espacio del campo de la variable y en el problema continuo.
[’ (Q) es el espacio de funciones de cuadrado integrable en Q en el intervalo de tiempo

[O,T ] L3 (€2) son los subespacios correspondientes de funciones cuyo valor se anula en el

contorno 0Q).
La forma débil de la ec. (3.70) se obtiene multiplicando cada término de la ecuacion
por un elemento arbitrario X € X. El problema consiste en encontrar un ¥ € r (X ) tal

que

jath dQ+I[u.Vw] x dQ (3.71)
Q Q

para todo x € X.

La discretizacion temporal se hace mediante el esquema de integracion en el tiempo
de Euler (BDF1).

Para la discretizacion espacial mediante el método de EF es necesario construir sub-
espacios discretos X, — X que aproximen el espacio continuo.

Sea X, el espacio de elementos finitos para interpolar la funcién escalar y y sea Q

una particion de elementos finitos Q=UQ°, e=1,...,n,, , donde n,, es el nimero de ele-

mentos.

Al ser un problema de conveccidn pura, precisa de estabilizacion. El problema discre-
to en espacio y tiempo, estabilizado con el método ASGS resulta como:

Dada una velocidad u}"' en un tiempo #"*' y una funcién ] € X, en un tiempo ¢",

n+l

encontrar y," € X, resolviendo:

1 +1 +1 +1

—y, " x, dQ+ |u;" Vi, x dQ+
E[é‘t‘//h h g_[h Vi Xu
(3.72)
< n+l n+l 1 n+l n+l n+l
ZIT (uh 'Vxh)(E‘//h +u, -V )dQ:O

e=1 e
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Al igual que en las secciones anteriores, el parametro de estabilizacién 7 se elige con
el fin de obtener un esquema numérico estable con velocidad de convergencia 6ptima. Se

calcula dentro de cada dominio del elemento Q° como:

h
T=—"7"

2t

. (3.73)

donde # es la longitud del elemento en la direccion del flujo y |u"| es la norma de la veloci-

dad en el elemento e.

3.4.2. Reinicializacion

Para la solucion numérica de la funcion de superficie de nivel es preferible que ésta no
presente grandes gradientes. Como la funcion sélo debe cumplir el requisito de ser nula en la

interfase, se utiliza una funcién distancia signada (|V l//| =1). Bajo la evolucién de la ecua-
cion de transporte, la funcidn ' no permaneceria siempre como una funcion de distancia

signada. Por tanto, esta funcion debe reinicializarse para que sea en todo momento una fun-
cion de distancia signada. Existen diferentes formas de hacerlo. En este trabajo se redefine
w en cada nodo de la malla de acuerdo con la expresion:

W= sgn(t//o)d (3.74)

donde i’ representa el valor calculado de w , d es la distancia desde el nodo al frente (inter-

fase) y sgn(-) es el signo del valor encerrado en el paréntesis. La distancia se calcula como
la distancia perpendicular desde cada nodo i a la interfase p, que es la distancia minima
d; =min, {dl. p} , como se muestra en la Figura 3.1. Solo se reinicia esta funcion en cinco

capas de nodos a cada lado de la interfase.

Figura 3.1. Distancia desde cada nodo del elemento a la interfase para dos elementos
ubicados en lados opuestos de la misma.

3.4.3. Acoplamiento entre las ecuaciones de flujo y la funcién de superficie de nivel

Las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de transporte de la interfase estan aco-
pladas. Las propiedades del fluido necesarias para calcular la velocidad uy la presion p de-
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penden de la funcion de transporte de la interfase y, . La funcién y se transporta utilizando

la velocidad u. La aproximacion usada para desacoplarlas es utilizar la velocidad wj del

paso anterior para la conveccion de la superficie libre (ec.(3.70)). Esto introduce una restric-
cion en el paso de tiempo, de tal manera que el frente no avance mas de una capa de elemen-
tos a la vez.

3.4.4. Integracion numeérica de los elementos cortados por la interfase

Para imponer la condicion de superficie libre (c'n =t =0) exactamente donde se

situa la interfase por la funcion level set se utiliza una regla de integracion modificada en los
elementos cortados por la interfase. De esta manera se integra exactamente cada fase de flui-
do.

La regla de integracion modificada se obtiene dividiendo en subelementos el elemento
cortado de manera tal que la interfase coincida exactamente con una cara de dos subelemen-
tos. En esta cara se impone exactamente la condicion de interfase. La division del elemento
cortado se representa en la Figura 3.2. La integracion en cada subelemento se hace con la
misma regla de integracion que el elemento original.

Figura 3.2. Regla de integracion modificada para un elemento cortado por la interfa-
se.
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3.5. Estudio de convergencia

El presente estudio de convergencia evalua los méritos relativos de los métodos de es-
tabilizacion ASGS y OSS aplicados al problema de flujos viscoplésticos en condiciones
isotérmicas. Ambos métodos permiten utilizar igual orden de interpolacion tanto para la ve-
locidad como para la presion. En particular, se utilizaran elementos finitos cuadrilateros con
interpolacion bilineal Q1Q1.

El analisis se realiza para un flujo paralelo de Poiseuille 2D con un nimero de Rey-
nolds casi nulo ( Re = 0), problema para el cual se dispone de solucién analitica para la ma-
yoria de los casos estudiados.

En el estudio se incluyen el fluido Newtoniano, el fluido dilatante y los fluidos vis-
coplasticos. Los modelos constitutivos viscoplasticos a estudiar son los modelos regulariza-
dos de Papanastasiou y los modelos de doble viscosidad tanto para el fluido de Bingham
como para el fluido de Herschel-Bulkley.

El objetivo del estudio de convergencia es evaluar la evolucion del error con el refi-
namiento de malla para ambos métodos de estabilizacion para cada uno de los fluidos men-
cionados anteriormente y mostrar las principales diferencias entre ambos para cada caso.

El sistema algebraico de ecuaciones no-lineales se resuelve por medio del método ite-
rativo de Picard, en un esquema discreto monolitico asociado a las ecuaciones de Navier-
Stokes.

En las proximas secciones, se presenta el problema a resolver, la metodologia utiliza-
da y los modelos regularizados empleados. Luego, se evalua la convergencia numérica de los
métodos de estabilizacion ASGS y OSS.

3.5.1. Flujo de Poiseuille

El flujo de Poiseuille ocurre entre dos placas paralelas infinitas, consideradas estacio-
narias, separadas una cierta distancia A (Figura 3.3). El flujo se produce como consecuencia
de la aplicacion de un gradiente constante de presion, que da lugar a una distribucion de ve-
locidades, velocidades de deformacion y tensiones a través del ancho del dominio. El flujo es

paralelo, con V-u =0,y la solucién es unidimensional u = (u ( y),O) .

3.5.2. Geometria y condiciones de contorno

Al ser un problema estacionario, no se precisa establecer condiciones iniciales.

Las condiciones de contorno son (ver Figura 3.3):

* En las placas superior e inferior u=(u,,u,)=(0,0).

e En los contornos de entrada (izquierda) y salida (derecha) P, =1800 Pa y
P =0Pa.

El gradiente de presion es:

d_p:_Ap:_[P"_PLJz—MOPa/m (3.75)
dx L
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H=lm

=
B
I
'_F:'
I
(=

L 4

Py
} E w, =u, =0
Figura 3.3. Geometria y condiciones de contorno.

3.5.3. Mallas de elementos finitos

Se utilizan mallas estructuradas como la mostrada en la Figura 3.4.

El criterio de refinamiento es dividir sistematicamente la dimension vertical del ele-
mento 4 para lo cual, se parte de una malla gruesa (M1) hasta llegar a una malla fina (M5).
En la Tabla 3.1 se muestra el tamaiio del elemento (%), el nimero de nodos y elementos para
cada malla.

Figura 3.4. Malla estructurada M2.

Malla h(m) Numero de nodos | Numero de elementos
M1 0.1 671 600
M2 0.05 1281 1200
M3 0.025 2501 2400
M4 | 0.0125 4941 4800
M5 | 0.00625 9821 9600

Tabla 3.1. Tamario, numero de nodos y elementos para las diferentes mallas estruc-
turadas.
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3.5.3.1. Medida del error

La velocidad de convergencia en la velocidad, la velocidad de deformacion, la visco-
sidad y la tension cortante se determina para cada uno de los modelos constitutivos y para los
métodos de estabilizacion ASGS y OSS. Para ello, se calcula en la norma discreta I* del
error, E, para cada variable. El error para la velocidad U se define como:

a=1

1
|:n§”kf (Ua _ua)Zi|2
E =

T (3.76)
s

donde n es el namero de nodos ubicados en la seccidon central del canal, a es el nodo

nodos
considerado donde se determina el error; U“ es el valor de la solucion de referencia (analiti-

ca o numérica) de la velocidad en el nodo a y u® es el valor obtenido numéricamente para
la malla en cuestion.

Para la velocidad de deformacion, la viscosidad y la tension, se calcula la norma dis-
creta I’ del error en los puntos medios de los lados de la seccion central.

La velocidad de convergencia asintdtica que puede esperarse para la velocidad en
elementos bilineales Q101 es de 2. Para la velocidad de deformacion, la viscosidad y la ten-

sion la velocidad de convergencia asintotica esperada es de 1.

3.5.4. Fluido Newtoniano y de Bingham

Para el estudio de convergencia en el fluido Newtoniano y de Bingham las propieda-
des constitutivas y el parametro de regularizacion son los de la Tabla 3.2.

En las Figura 3.5 a), b) y c) se dibujan las correspondientes soluciones analiticas para
el flujo de Poiseuille en velocidades, velocidad de deformacion y tension de cortante (seccion
2.8.3.2).

Propiedades constitutivas

Modelo Newtoniano | Bingham

Viscosidad u [Pa.s] 10 10

Densidad p [kg/m’ ] 1E-06 1E-06

Tension de fluencia 7 ) [Pa] ) 100
Regularizacion

Parametro de regularizacion m [s] | - 1000

Tabla 3.2. Propiedades constitutivas y parametro de regularizacion.
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Figura 3.5. Flujo de Poiseuille. Variacion de a) Velocidad. b) Velocidad de defor-
macion. c) Tension de cortante para un fluido Newtoniano y de Bingham ideal.
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3.5.5. Modelos regularizados de Bingham

Los modelos regularizados viscoplasticos de Bingham usados son el modelo de Bing-
ham-Papanastasiou y el de Bingham-DV (ec. (2.58) y ec. (2.67), respectivamente).

En la Figura 3.6 a) se muestra la viscosidad para ambos modelos. Las diferencias entre
ellos se presentan cerca de la superficie de fluencia y en la zona de no fluencia, como se
muestra en la Figura 3.6 b). En esta zona de no fluencia, el modelo Bingham-Papanastasiou
muestra viscosidad variable, mientras que Bingham-DV la viscosidad es constante, véase la
Figura 3.6 a).
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Figura 3.6. Flujo de Poiseuille. Distribuciones de viscosidad para el modelo regula-

rizado de Papanastasiou y Bingham-DV. a) Vista completa. b) Vista ampliada de las grdficas
hasta un valor de viscosidad igual a 300 Pa.s.
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3.5.6. Convergencia

3.5.6.1. Modelo Newtoniano

La solucion obtenida con el método OSS es nodalmente exacta, y su error es nulo. El
error que se muestra en la Figura 3.7 a) es el error de redondeo.

En la Figura 3.7 a) puede verse que el error en el método ASGS presenta la pendiente
esperada (2). Similar comportamiento ocurre para la velocidad de deformacion en la Figura
3.7D).

El método OSS aproxima mejor el gradiente de presion en los contornos del dominio
que el método ASGS (Codina and Blasco, 1997). En este caso, esta mejora produce la solu-
cion exacta para la velocidad en los nodos.

1.00E+00

1.00E+00
THASGS ——ASGS
1.00E-01 —e— 0SS o
1.00E-01 A 0ss
——Pendiente=2

Pendiente=1
1.00E-02

1.00E-03
1.00E-04

1.00E-05

1.00€E-02 4

1.00E-03 A
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1.00E-05 A

velocidad

ErrorL2,

1.00E-06

1.00E-06 1
1.00E-07

Error L2, velocidad de deformacion

~ e 1.00E-07 -
1.00E-08 ; e

- —e

1.00E-08
1.00E-02 1.00E-01
h

1.00E-09 T
1.00€-02 1.00E-01

a) b)

Figura 3.7. Fluido Newtoniano. Error discreto L' para a) Velocidad. b) Velocidad de
deformacion.

3.5.6.2. Modelos regularizados de Papanastasiou y bilineal

En la Figura 3.8 a) se muestra que la convergencia de la velocidad para el modelo re-
gularizado de Bingham-Papanastasiou con el método OSS muestra menor error que para el
método ASGS aproximadamente en un orden de magnitud. Ambos métodos se ajustan a la
pendiente asintotica esperada (2). Los resultados del método ASGS son similares a los obte-
nidos en el flujo Newtoniano, mientras que el método OSS no da resultados nodales exactos.

La velocidad de deformacion (Figura 3.8 b)) presenta similar comportamiento, con la
pendiente esperada en ambos métodos.

Para el modelo bilineal, Figura 3.9 a), se recuperan los resultados del modelo Newto-
niano: valores nodales exactos de la velocidad para el método OSS y convergencia 6ptima
para el método ASGS (Figura 3.8 b)).

En la Figura 3.10 se muestran los resultados correspondientes a la convergencia en el
célculo de la viscosidad y de las tensiones de cortante, para el modelo regularizado de Papa-
nastasiou, y en la Figura 3.11, para el regularizado bilineal.
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Ambos resultados practicamente se superponen, demostrando que en todos los casos
la velocidad de convergencia es la esperada (pendiente 1), pero que el error cometido es no-
tablemente mayor que en las magnitudes anteriores.

No se observan practicamente diferencias entre los errores de los métodos OSS y
ASGS. Para el modelo de Bingham, este error estd asociado al cambio de viscosidad en la
superficie de fluencia. Este hecho se pone de manifiesto claramente en la Figura 3.12, donde
se ha recalculado el error excluyendo los elementos en los que se sitian las superficies de
fluencia. En este caso, el modelo regularizado bilineal recupera el comportamiento observado
en el caso Newtoniano, con el método OSS proporcionando resultados nodalmente exactos, y
el error del método ASGS reduciéndose notablemente. Por el contrario, para la regularizacion
de Papanastasiou, los resultados para ambos métodos siguen siendo practicamente idénticos,
debido a que la viscosidad es variable en todo el dominio.

1.00E+00 1.00E+00
——ASGS

—e—0s5
—— Pendiente=2 1.00E-01 —8— 0SS

—— Pendiente=1

—— ASGS
1.00E-01 A

1.00E-02 A

1.00E-03 4
1.00E-04 4
1.00E-05 1 /

1.00E-06 1

1.00E-02 A

1.00E-03 A

1.00E-04 A

Error L2, velocidad

1.00E-05 A

1.00E-06 A
1.00E-07 -

Error L2, velocidad de deformacién

1.00E-07
1.00E-08

100E09 1.00E-08 "
1.00E-02 1.00E-01 1.00E-02 1.00E-01
h h
a
) b)
Figura 3.8. Fluido de Bingham, regularizacion de Papanastasiou. Error discreto en
I’ para a) Velocidad. b) Velocidad de deformacion.
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Figura 3.9. Fluido de Bingham, regularizacion bilineal. Error discreto L' para
a) Velocidad. b) Velocidad de deformacion.
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Figura 3.10. Fluido de Bingham, regularizacion de Papanastasiou. Error discreto
I’ para a) Viscosidad. b) Tension de cortante.
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Figura 3.11. Fluido de Bingham, regularizacion bilineal. Error discreto en L’ para
a) Viscosidad. b) Tension de cortante.
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Figura 3.12. Fluido de Bingham. Error discreto I’ para la tension de cortante. a)
Modelo regularizado de Papanastasiou. b) Modelo regularizado bilineal.
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Finalmente, se ha estudiado la convergencia en la velocidad para varios valores del
parametro de regularizacion m, comparando los modelos regularizados con el modelo ideal.
Se ha utilizado la regularizacion de Papanastasiou y la bilineal y la estabilizacion OSS.

En la Figura 3.13 puede verse que la velocidad de convergencia es de orden 1 en am-
bos casos, siendo menor el error en el modelo regularizado bilineal que para la regularizacion
exponencial.
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Figura 3.13. Fluido de Bingham. Error discreto L’ en la velocidad para diferentes
valores del parametro m, método OSS. Modelo Bingham-Papanastasiou y Modelo Bingham-
DV.



96 Modelo discreto para las ecuaciones de Navier-Stokes en fluidos viscoplasticos

3.5.7. Fluido dilatante y de Herschel-Bulkley

En la Tabla 3.3 se muestran las propiedades constitutivas y el parametro de regulari-
zacion usados para el estudio de convergencia en el fluido dilatante y los modelos regulariza-
dos de Herschel-Bulkley dilatante.

En las Figura 3.14 a), b) y ¢) se muestran las correspondientes soluciones analiticas en
velocidad, velocidad de deformacién, y tension de cortante (seccion 2.8.3.1).

Propiedades constitutivas
Modelo Dilatante Herschel-Bulkley
dilatante

Viscosidad k [Pa.s] 10 10
Densidad p [kg/m’] 1E-06 1E-06
Tension de fluencia 7 , [Pa] B 100

Indice de potencia n 1.5 1.5

Regularizacion
Parametro de regularizacion m [s] | - 1000

Tabla 3.3. Propiedades constitutivas y parametro de regularizacion.
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3.5.8. Modelos regularizados de Herschel-Bulkley

Los modelos regularizados viscoplasticos de Herschel-Bulkley usados son el modelo
de Herschel-Bulkley-Papanastasiou y el de Herschel-Bulkley-DV (ec. (2.65) y ec. (2.69),
respectivamente).

En las Figura 3.15 a) y b) se muestra la viscosidad para ambos modelos. Ambos mo-
delos son practicamente idénticos en la zona de flujo, dado el alto valor, m = 1000 s, del
parametro de regularizacion. En la zona rigida la viscosidad es variable en el modelo Hers-
chel-Bulkley-Papanastasiou y constante para el modelo Herschel-Bulkley-DV.

3.5.9. Convergencia

3.5.9.1. Modelo dilatante

En Figura 3.16 se muestra la convergencia de cada una de las variables caracteristicas
para el modelo dilatante.

En todos los casos las velocidades de convergencia son las esperadas: convergencia
cuadratica en velocidades y lineal en las otras variables en ambos métodos. La explicacion de
este hecho es que el error producido por una interpolacion de bajo orden en un problema de
viscosidad variable en todo el dominio es mayor que la diferencia introducida por el método
de estabilizacion empleado.

3.5.9.2. Modelos regularizados de Papanastasiou y DV

La Figura 3.17 muestra la convergencia obtenida para el modelo de Herschel-Bulkley
regularizado de Papanastasiou. Los resultados son analogos a los del fluido dilatante, aunque
en este caso el método ASGS no consigue la convergencia cuadratica esperada en velocida-
des. El método OSS si lo hace.

Los resultados casi superpuestos en los resultados de la viscosidad y la tension cortan-
te son achacables al error de interpolacion de la viscosidad variable en todo el dominio.

Finalmente, la Figura 3.18 muestra la convergencia para el modelo de Herschel-
Bulkley regularizado con DV. Los resultados son muy similares a los de las Figura 3.16 y
Figura 3.17, debido también a la viscosidad variable en casi todo el dominio.
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Figura 3.15. Flujo de Poiseuille Distribucion de viscosidad para a) Modelo dilatante
b) Modelos de Herschel-Bulkley-Papanastasiou y Herschel-Bulkley-DV con viscosidad cons-
tante en la zona de no fluencia. Vista completa. c) Vista ampliada de las grdficas hasta un
valor de viscosidad igual a 300 Pa.s.
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Figura 3.17. Fluido de Herschel-Bulkley dilatante, regularizacion de Papanastasiou,
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Figura 3.18. Fluido de Herschel-Bulkley dilatante, regularizacion doble viscosidad,

n=L.5. Error discreto en L’ para a) Velocidad. b) Velocidad de deformacion. c) Viscosidad.
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3.5.10.Conclusiones

Se ha estudiado el comportamiento relativo de los métodos de estabilizacion ASGS y
OSS mediante un estudio de convergencia de las variables velocidad, velocidad de deforma-
cion, viscosidad y tension de cortante en la resolucion de un problema de flujo paralelo de
Poiseuille con los modelos Newtoniano y dilatante, los modelos Bingham-Papanastasiou,
Herschel-Bulkley-Papanastasiou, Bingham-DV y Herschel-Bulkley-DV.

Este estudio muestra que para el método ASGS el error para cada una de las variables
es el esperado para todos los casos, salvo para el Herschel-Bulkley regularizado, en el que no
alcanza la velocidad de convergencia esperada. El método OSS alcanza siempre la conver-
gencia esperada, mostrando superconvergencia y valores nodales exactos para los modelos
Newtoniano y el regularizado Bingham-DV. De forma sistematica, el método OSS muestra
menor error que el método ASGS.

El error es menor para los modelos con regularizacion de viscosidad constante que pa-
ra los respectivos modelos regularizados de Papanastasiou.

La convergencia con respecto al parametro de regularizacion es lineal con ambos
métodos, con menor error para el OSS.






Capitulo 4

Fluidos de Bingham

4.1. Introduccion

Los materiales viscoplasticos se encuentran presentes en la industria, en el medio am-
biente y en diversidad de procesos. Esto motiva el interés en modelarlos apropiadamente
desde que Eugene Bingham (Bingham, 1922) los defini6 reolégicamente por primera vez en
1919, cuando estudiaba las pinturas.

Estos materiales se caracterizan porque muestran una tension de corte minima para
que se pongan en movimiento. La presencia de zonas que se desplazan como cuerpos rigidos
con velocidad constante y otras que se mueven a diferentes velocidades es notoria en ensayos
experimentales (Jay et al., 2001). Encontrar la ubicacion de las zonas de fluencia y no fluen-
cia para un problema especifico es el objetivo principal de numerosas investigaciones rela-
cionadas con estos fluidos viscoplasticos con tension de fluencia. La configuracion de estas
zonas determina en gran medida el comportamiento del flujo. El problema de determinar esta
configuracion de forma analitica es un problema abierto en mecanica de fluidos. Esto se
debe, por un lado, a las dificultades propias de los modelos ideales y, por otro, a la diversidad
de formulaciones regularizadas existentes.

En este capitulo se trata la modelizacion numérica de flujos viscoplasticos con fluidos
de Bingham. Se presentan seis soluciones numéricas que aplican los conceptos y estrategias
desarrolladas en los capitulos 2 y 3. Con esta serie de soluciones numéricas, la mayoria pro-
blemas benchmark, se valida el modelo numérico desarrollado en el capitulo 3. Las solucio-
nes numéricas se comparan con soluciones analiticas y resultados experimentales y numéri-
cos de otros autores.

Los problemas analizados son:

e Flujo de Poiseuille,

e Flujo de Couette,

e Flujo en una cavidad cuadrada,
e Flujo en una expansion subita,
e Flujo de extrusion y,

e Flyjo alrededor de un cilindro entre placas paralelas.
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Para todos los problemas se tiene que, en el problema continuo:

e Las ecuaciones de gobierno que definen el modelo matematico son las ecuaciones
de Navier-Stokes para flujo incompresible e isotérmico, ecs. (2.15) y (2.17), en
condiciones tanto no inerciales (ecuaciones de Stokes o creeping flow) como iner-
ciales en algunos casos.

e Se usa el modelo regularizado Bingham-Papanastasiou (Papanastasiou, 1987) para
la viscosidad, ec. (2.58). Se usa un valor minimo de velocidad de deformacion con
el fin de evitar la singularidad numérica que presenta este modelo.

e La condicion de fluencia y no fluencia para la determinacion de las zonas rigidas o
solidas y las zonas en las que el fluido fluye es el del modelo ideal: si 7>7 , el

fluido esta en fluencia y, caso contrario, no.
e Las lineas de corriente del flujo se determinan resolviendo la ecuacion (2.23).
En el problema discreto:

e Se usa una formulacion mixta (u/p) de elementos finitos de acuerdo con la meto-
dologia presentada en el capitulo 3. Esto es:

o FElementos finitos triangulares con interpolacion lineal tanto para la velocidad
como para la presion (P1-P1) o elementos cuadrilateros (Q1-Q1) con interpola-
cién bilineal para la velocidad y la presion.

o Estabilizacion con el método OSS (ec. (3.53)). En algunos casos, la solucion
numérica usando el método OSS se compara con la solucién numérica usando
el método ASGS (ec. (3.49)) con la finalidad de mostrar los beneficios del
método OSS.

e Linealizacion de Picard.

e La convergencia en cada paso se alcanza cuando la relacion entre la norma ite-
rativa y la norma incremental de las velocidades es menor que 1e-04.

e Discretizacion temporal BDF1.

e Los flujos considerados en este capitulo son flujos estacionarios desarrollados en
una malla fija. El fluido se supone inicialmente en reposo.

e Se considera que se ha alcanzado el estado estacionario cuando la variacion de la
norma de velocidad entre pasos sucesivos de tiempo es menor de 1e-04.

Las implementaciones del modelo viscoplastico regularizado Bingham-Papanastasiou
y las simulaciones respectivas se realizaron en el programa de elementos finitos Zephyr
desarrollado por el Prof. Codina y sus colaboradores en el Centro Internacional de los Méto-
dos Numéricos en la Ingenieria (CIMNE). El pre-proceso y el post-proceso de los problemas
a estudiar ha sido realizado con GiD (Geometria y Data), desarrollado también en el CIMNE.
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4.2. Flujo de Poiseuille

4.2.1. Descripcion del problema

El flujo de Poiseuille es un flujo estacionario que se desarrolla entre placas paralelas
infinitas. Este problema se ha resuelto en el capitulo 3, estudio de convergencia con malla
estructurada y elementos bilineales Q1Q1 (ver seccion 3.6). El objetivo principal de esta
seccion es mostrar el comportamiento del fluido de Bingham en un flujo simple, paralelo y
con solucion analitica (ver seccion 2.8.3, ecuaciones (2.108)). Para ello, se estudia la varia-
cion del flujo en funcion del gradiente de presion.

Se presentan las distribuciones de velocidad y velocidad de deformacioén y , de visco-

sidad y de zonas de fluencia y no fluencia.

4.2.2. Geometria y condiciones de contorno

La geometria y las condiciones de contorno se muestran en la Figura 4.1. Las condi-
ciones impuestas de velocidad son de no deslizamiento en ambas placas. El movimiento del
fluido ocurre debido al gradiente de presion fijo aplicado en el canal. La presion tiene valor
nulo (PL = 0) en el lado derecho del canal (salida del flujo). En el lado izquierdo del canal
(entrada del flujo) se imponen distintos valores de presion para producir los gradientes de

presion de la Tabla 4.1.
P
u, =u, =0
H=1m
, =1u, =0

P,
y E |
L',x L=6m

Figura 4.1. Geometria y condiciones de contorno.

¥

E, (Pa) —AP:—% (Pa/m)
1500 -250.00
1600 -266.67
1700 -283.33
1800 -300.00
1900 -316.67
2000 -333.33

Tabla 4.1. Valores del gradiente de presion para distintas presiones Py,
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4.2.3. Propiedades constitutivas y parametros de regularizacion

Las propiedades constitutivas y el parametro de regularizacion del fluido de Bingham
usadas en la simulacion numérica se dan en la Tabla 4.2.

Con el parametro de regularizacion empleado, la relacion entre la velocidad de defor-
macion y la tension es la que se muestra en la Figura 4.2, practicamente indistinguible del
modelo ideal de Bingham.

Propiedades constitutivas
Modelo del fluido Bingham
Viscosidad u [pa.s] 10
Densidad p [kg/m’] 1
Tension de fluencia 7, [Pa] 100
Regularizacion
Exponente de crecimiento de tension m [s] | 1000

Tabla 4.2. Propiedades constitutivas y parametro de regularizacion.
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Figura 4.2. Flujo de Poiseuille. Distribucion de la tension respecto a la velocidad de
deformacion.
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4.2.4. Descripcion del problema discreto

Se usa una malla no estructurada de elementos triangulares P1P1. El nimero de nodos
y de elementos se muestra en la Tabla 4.3. Se ha utilizado un tamafio maximo de elemento
N =0.1m.

La malla es mas fina cerca de las placas donde la velocidad es nula con el fin de captar
adecuadamente el gradiente de velocidad, véase la Figura 4.3. El resto del dominio se malla
con los elementos de tamafio uniforme.

No estructurada Numero de Numero de
nodos elementos
M (B,,5.= 0.1m) 8897 16496

Tabla 4.3. Numero de nodos y elementos para la malla no estructurada M.

Figura 4.3. Malla no estructurada de elementos triangulares.

4.2.5. Dindmica del flujo

Los resultados para las respectivas variaciones se muestran en la seccion central. A es-
ta distancia del contorno de entrada el flujo esta completamente desarrollado.
Los resultados de la Figura 4.4 muestran la distribucion de la componente horizontal

de la velocidad, u,, para diferentes gradientes de presion. Los resultados se correlacionan

muy bien con la solucion analitica. Para los gradientes AP = -250 Pa/m y AP = -266,67 Pa/m
la solucion numérica practicamente se superpone a la solucion analitica.

4.2.6. Comportamiento reolégico

La Figura 4.5 muestra la distribucion de la velocidad de deformacion 7 (en valor ab-
soluto) para el gradiente de presion 4P = -250 Pa/m. La velocidad de deformacion practica-
mente es nula en las zonas de no fluencia y variable en el resto de la seccion, zona de fluen-
cia.

Las zonas de fluencia y no fluencia se relacionan con la distribucién de la velocidad
(Figura 4.6) y la viscosidad (Figura 4.7) en el dominio para el mismo gradiente de presion.
Las zonas de no fluencia coincide con la zona de velocidad constante (i, = 0.1292 m/s) y
las zonas de no fluencia coinciden con valores de viscosidad que tienden al limite cuando el
gradiente de deformacion tiende a un valor nulo.

En la Figura 4.8 se muestra la configuracion de la zona de no fluencia (blanca),

7 =<7, y las zonas de fluencia (colores), 7 >7,.
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Figura 4.4. Flujo de Poiseuille. Variacion de la velocidad para diferentes gradien-
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de la seccion central para AP = -250 Pa/m.
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Figura 4.6. Flujo de Poiseuille. Distribucion de la velocidad para AP = -250 Pa/m.
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Figura 4.7. Flujo de Poiseuille. Distribucion de la viscosidad para AP = -250 Pa/m.
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Figura 4.8. Flujo de Poiseuille. Distribucion de la zona de fluencia y no fluencia pa-
ra AP =- 250 Pa/m.

4.2.7. Conclusiones

En esta seccion se estudia el flujo paralelo de Poiseuille con el fluido de Bingham re-
gularizado; el parametro de regularizacion de m = 1000 s aproxima de manera excelente el
modelo ideal.

Se han obtenido con buena definicion las zonas de fluencia y no fluencia, facilmente
observables en la distribucion de velocidad y velocidad de deformacion. Una malla estructu-
rada (ver seccion 3.5.1 del capitulo 3) resulta mas adecuada para este tipo de flujo paralelo.

Se ha podido observar que la velocidad disminuye con el aumento del valor de la ten-
sion de fluencia, asi mismo, aumentan las zonas de no fluencia.

La variacion de las diferentes variables calculada numéricamente se ajusta muy bien a
la solucion analitica para los gradientes de presion usados.
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4.3. Flujo de Couette

4.3.1. Descripcion del problema

El flujo de Couette es un flujo paralelo que ocurre entre dos placas paralelas e infini-
tas; una de ellas se encuentra fija y la otra en movimiento estacionario. Es una variacion del
flujo de Poiseuille, tiene solucion analitica para fluidos viscoplasticos (seccion 2.8.2.2, ec.
(2.102)), lo cual es de mucha utilidad en la validacion de desarrollos numéricos.

En este estudio se usaran dos valores distintos de velocidad en el tope del canal y va-
rios gradientes de presion. Se determina la variacion de la velocidad para diferentes valores
de la tension de fluencia. La variacion de la velocidad se compara con la solucién analitica.
Se realiza una comparacion entre el método de estabilizacion ASGS y OSS para el maximo
gradiente de presion usado.

4.3.2. Geometria y condiciones de contorno

El flujo se desarrolla debido a un gradiente de presion impuesto. La geometria y las
condiciones de contorno se representan en la Figura 4.9.

Las condiciones impuestas de velocidad son de no deslizamiento en la placa inferior y
deslizamiento uniforme en la superior. Se imponen condiciones de presion en los contornos
de entrada (izquierda) y salida (derecha). La presion tiene valor nulo en la pared del lado
derecho (P, = 0). En el lado izquierdo, la presion P,, adopta distintos valores para producir
los gradientes de presion de la Tabla 4.4.

Las propiedades constitutivas y el parametro de regularizacion son los utilizados para
el flujo de Poiseuille (Tabla 4.2). Con el pardmetro de regularizacion empleado, la relacion
entre la velocidad de deformacién y la tension es la que se muestra en la Figura 4.2, practi-
camente indistinguible del modelo ideal de Bingham.

Py P
U, = Uy, U, = 0
H=lm
) w, =1, =0
L1 X I=6m -

Figura 4.9. Geometria y condiciones de contorno.
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B(Pa) | -ap=-"t pum)
1500 -250.00
1600 -266.67
1700 -283.33
1800 -300.00
1900 -316.67
2000 -333.33

Tabla 4.4.Valores del gradiente de presion para distintas presiones P, .

4.3.3. Descripcion del problema discreto

La discretizacion y los elementos utilizados son los mismos que para el flujo de Poi-
seuille, ver Figura 4.3.

4.3.4. Dinamica del flujo

Se estudia el flujo para dos velocidades distintas impuestas en el tope usando diferen-
tes gradientes de presion y para diferentes numeros de Bingham.

En la Figura 4.10, para la velocidad impuesta u,,,, =0.3 m/s, se muestra la variacion

de la velocidad para varios gradientes de presion. La variacion de la velocidad se ajusta muy
bien a la solucion analitica. Para el gradiente de presion nulo, el perfil de velocidades es
lineal, la velocidad de deformacion es constante a través de la seccion, el comportamiento es
de fluido Newtoniano.

En la Figura 4.11 se muestra la variaciéon de la velocidad que corresponde a

=0.01m/s y los gradientes de presion de la Tabla 4.4.

utape

Como ocurre con el flujo de Poiseuille, las soluciones numéricas y analiticas se super-
ponen para los gradientes de presion mas bajos. El error numérico se hace mas evidente para
los gradientes de presion mas elevados.

4.3.5. Comportamiento reologico

En la Figura 4.12 se muestra la variacion de la velocidad de deformaciéon ¥ (en valor
ope = 0.0Lm/s y AP = -266.67 Pa/m. La velocidad de

deformacion es practicamente nula en la zona de no fluencia, de acuerdo con el modelo regu-
larizado.

Las zonas de fluencia y no fluencia se relacionan con la distribucion de la velocidad
(Figura 4.13) y la viscosidad (Figura 4.14) en el dominio para el mismo gradiente de presion.
Las zonas de no fluencia coincide con la zona de velocidad constante (i, = 0.2139 m/s) y
las zonas de no fluencia coinciden con valores de viscosidad que tienden al limite cuando el
gradiente de deformacion tiende a un valor nulo.

En la Figura 4.15 se muestra la configuracion de la zona de no fluencia (blanca),

absoluto) en la seccion central para u

TS7,,y las zonas de fluencia (colores), 7 > 7,
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Figura 4.10. Flujo de Couette. Variacion de la velocidad para diferentes gradien-

tes de presion. Comparacion entre la solucion analitica y la numérica, u,,, =0.3 m/s .
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Figura 4.13. Flujo de Couette. Distribucion de la velocidad para A P= -266.67
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Figura 4.15. Flujo de Couette. Zona de fluencia y no fluencia para AP = -266.67

4.3.5.1. Influencia de la tension de fluencia en el flujo

En la Figura 4.16 se muestra la variacion de la velocidad en la seccion central para el

gradiente de presion 4P = -266.67 Pa/m y diferentes valores de la tension de fluencia, 7, . A

medida que aumenta el valor de 7, la velocidad media disminuye, el perfil parabolico de la

velocidad (fluido Newtoniano) va cambiando, y se hace mas grande la zona de no fluencia
con velocidad constante. Para 7, =1000 Pa , todo el fluido se mueve practicamente a veloci-

dad constante, desplazandose como un cuerpo rigido a lo largo del canal.
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Figura 4.16. Flujo de Couette. Variacion de la velocidad para diferentes valores
de t,. Comparacion entre la solucion numérica y analitica. AP = -266.67 Pa/m.

4.3.6. Conclusiones

En esta seccion se estudia el flujo paralelo de Couette con fluido de Bingham regulari-
zado; el parametro de regularizacion m = 1000 s aproxima satisfactoriamente el modelo ide-
al. En las zonas de no fluencia la velocidad es constante y la velocidad de deformacion
practicamente nula. En las zonas de fluencia la velocidad y la velocidad de deformacion son
variables.

El flujo se ve muy influenciado por la variacion de la tension de fluencia; a mayor va-
lor de ésta se amplian las zonas de fluido con comportamiento quasi-rigido.

Las distribuciones de las diferentes variables obtenidas numéricamente se ajustan muy
bien a las soluciones analiticas para el gradiente de presion usado, asi como para diferentes
valores de la tension de fluencia.
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4.4. Flujo en una cavidad cuadrada

4.4.1. Descripcion del problema

Se presenta a continuacion la simulacion numérica del problema del flujo en una cavi-
dad bidimensional cuadrada, con velocidad aplicada en el tope (lid-driven cavity problem). El
problema de la cavidad ha sido ampliamente usado para validar esquemas numéricos para
fluidos Newtonianos (Grillet et al., 1999) y no-Newtonianos ((Bercovier and Engelman,
1980), (Botella and Peyret, 1998), (Mitsoulis and Zisis, 2001), (Vola et al., 2003)). Estos
autores usan una formulacion en velocidad y presion (u, p) a excepcion de Becovier. Beco-
vier usa una formulacion irreducible, solo en velocidades, impone la condiciéon de incompre-
sibilidad con un penalizador y usa integracion reducida. Grillet usa elementos finitos con
interpolacion bicuadratica Q2 para la velocidad y bilineal Q1 para la presion. Botella utiliza
un modelo no regularizado y un esquema espectral que regulariza las ecuaciones de Navier-
Stokes con el método de colocacion. Mitsoulis estudia este problema usando una interpola-
cion Q2Q1 y el modelo regularizado de Papanastasiou y Vola utiliza un modelo regularizado
con elementos de bajo orden con interpolacion lineal para la velocidad y la presion estabili-
zados con el término de perturbacion Brezzi-Pitkdranta (Brezzi and Pitkdranta, 1984).

El problema de la cavidad cuadrada tiene importancia en muchos procesos industria-
les, como por ejemplo en flujos con recirculacion en areas cerradas que van desde rotacion
pura cerca del centro de la zona de recirculacion hasta una fuerte ampliacion de la misma
cerca del tope (Grillet et al., 1999).

En el presente trabajo se comparan los métodos de estabilizacion ASGS y OSS para
fluido Newtoniano y el modelo viscoplastico de Bingham. Esta comparacion se realiza para
las lineas de corriente en el caso Newtoniano. En el caso no-Newtoniano se comparan las
lineas de corriente y las zonas de fluencia y no fluencia. Se usan tanto mallas estructuradas
como no estructuradas con distinto grado de refinamiento.

Cada caso se estudia para diferentes valores del nimero de Bingham, Bn, definido en
este problema como:

Bn= ,:tV (4.1)

donde T, €s la tension de fluencia, V' =1m/s es la velocidad en el tope de la cavidad,

H =1m esel ancho de la cavidad, y =1 Pa.s es la viscosidad del fluido (Tabla 4.5).

El flujo en la cavidad esta sujeto a rotacion o recirculacion. Por tanto, se analiza la in-
tensidad de los vortices y la ubicacion del centro (0jo) del vortice para un amplio rango de
numeros de Bingham, Bn.

La cavidad cuadrada también es objeto de estudio en el caso inercial para diferentes
numeros de Reynolds. Se analizan las lineas de corriente, las zonas de fluencia y no fluencia,
la variacion de las velocidades en el caso Newtoniano y no-Newtoniano para diferentes valo-
res de Bn.

Se comparan los diferentes resultados con los obtenidos por varios autores.
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4.4.2. Geometria y condiciones de contorno

En la Figura 4.17 se muestra la geometria y las condiciones de contorno del problema.
Estas son de no deslizamiento en todas las paredes excepto en la tapa donde se impone una

velocidad horizontal uniforme, u,, , = 1 m/s. Para determinar el campo de presiones, se

tope
impone presion nula en el punto medio de la pared de la base.

En las esquinas superiores se impone velocidad nula. Esta condicién se conoce como
condicion de rampa (ramp condition). En flujos Newtonianos esta condicion produce una
singularidad en tensiones y es de esperar que en flujos no-Newtonianos la singularidad sea
aun mas severa (Grillet et al., 1999).

V=1lm's
Y »
A
H=lm |y, =y =0
¥ -
P xH L X
H=1m

Figura 4.17. Geometria y condiciones de contorno.

4.4.3. Propiedades constitutivas y parametro de regularizacion

Las propiedades constitutivas y el parametro de regularizacion del fluido de Bingham
usadas en la simulacidon numérica se presentan en la Tabla 4.5. Dado que, V =1m/s,
H=1m y pu=1Pas, el nimero de Bingham (Bn) coincide con la tensiéon de fluencia,
Bn=7,. Se estudia el flujo para diferentes valores de Bn=7, segln la Tabla 4.5.

El valor del parametro de regularizacion m =1000 s aproxima mucho el modelo re-
gularizado al modelo ideal.

Propiedades constitutivas
Modelo del fluido Bingham
Viscosidad u [Pa.s] 1
Densidad p [kg/m3 ] 1e-06
Tension de fluencia 7, [Pa] 0,1,10,100,1000
Regularizaciéon
Parametro de regularizacion m [s] 1000

Tabla 4.5. Propiedades constitutivas y parametro de regularizacion.
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4.4.4. Discretizacion

En el caso de mallas estructuradas, se utilizaron elementos cuadrilateros Q1Q1 y para
mallas no estructuradas elementos triangulares P1P1. Las mallas usadas se detallan en la
Tabla 4.6. La Figura 4.18 muestra las mallas estructuradas M1 y M2. En la Figura 4.19 pue-

den verse las mallas no estructuradas M3 y M4.
Obsérvese que el nimero de nodos de las mallas M1 y M3 y M2 y M4 es muy similar,

por lo que pueden compararse los resultados correspondientes.

Estructurada Numero de Numero de
nodos elementos
M1: Mallal (50*50) 2601 2500
M2: Malla2 (100*100) 10201 10000
No estructurada
M3: Malla (50*50) 2605 5008
M4: Malla4 (100*100)) 10205 20020

Tabla 4.6. Numero de nodos y elementos para mallas estructuradas y no estructu-
radas usadas en la simulacion numérica.

a) M1
Figura 4.18. Mallas estructuradas.

a) M2

o,
AN

rl
L1
2

A

b)M4

Figura 4.19. Mallas no estructuradas.
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4.4.5. Caso no inercial, Re ~ 0. Malla estructurada

Se estudia el problema para nimero de Reynolds casi nulo (flujo de Stokes, creeping
flow) en mallas estructuradas. Se comparan los resultados obtenidos usando los métodos de
estabilizacion ASGS y OSS.

4.4.5.1. Fluido Newtoniano

En la Figura 4.20 se muestran las lineas de corriente calculadas en la malla estructura-
da M1 con 50 elementos en cada direccion. Para esta malla los resultados obtenidos con el
método OSS muestran lineas suaves y cerradas mientras que con el método ASGS las lineas
de corriente presentan pequefias distorsiones cerca de las esquinas singulares.

En la Figura 4.21 se muestran las lineas de corriente calculadas en la malla M2, con
100 elementos en cada direccion. En esta malla, muy fina, las lineas de corrientes son muy
similares para ambos métodos de estabilizacion. Los resultados concuerdan muy bien con los
resultados obtenidos por Grillet.

U ©

a) ASGS b) OSS
Figura 4.20. Flujo en una cavidad. Lineas de corriente para la malla estructurada

Ml.

@ @

T

a) ASGS b) OSS
Figura 4.21. Flujo en una cavidad. Lineas de corriente para la malla estructurada
M2.
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4.4.5.2. Fluido viscoplastico de Bingham

En las Figura 4.22 y Figura 4.23 se analizan los efectos de la tension de fluencia en los
resultados obtenidos en las mallas M1 y M2, respectivamente.

La extension de las zonas de no fluencia (zonas oscuras) se incrementa a medida que
aumenta el numero de Bingham (1-1000 Pa); éstas a su vez se van extendiendo hacia el tope
de la cavidad.

En la malla M1, Figura 4.22, las zonas de no fluencia calculadas con ambos métodos
presentan diferencias a partir de Bn =100 .

En la malla M2, Figura 4.23, las zonas de no fluencia logran una mejor definicion con
ambos métodos, con muy pequefias diferencias para el caso Bn =1000 .

Esto demuestra que ambos métodos son convergentes a la misma solucion.

En la Figura 4.22 puede verse que en el fluido viscoplastico de Bingham la distorsion
en las lineas de corriente cerca del contorno superior aumentan usando el método ASGS a
medida que aumentan los respectivos nimeros de Bingham, Bn. Las oscilaciones se reducen
en la solucién de la malla M2.

Los resultados obtenidos para las zonas de no fluencia han logrado una mejor defini-
cion en sus contornos que los obtenidos por Bercovier y Mitsoulis. El tamafio y la forma de
las zonas de no fluencia se corresponde mucho mas con los obtenidos por Mitsoulis.

Para la malla M2, Figura 4.23, las lineas de corriente que se obtienen en el método
0SS estan mejor definidas que las obtenidas con el método ASGS.

Las lineas de corriente atraviesan las zonas de no fluencia donde segun el modelo
ideal, el fluido permanece en reposo. Esto ocurre por la regularizacion utilizada: En el mode-
lo regularizado, la velocidad es pequefia, pero no nula, por debajo de la tension de fluencia.

Este comportamiento coincide con los presentados por Bercovier y Engelman
(Bercovier and Engelman, 1980), Mitsoulis y Zisi (Mitsoulis and Zisis, 2001) y Vola et al.
(Vola et al., 2003).
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@

b) OSS, Bn=1

a) ASGS, Bn = |

c) ASGS, Bn=10 d) 0SS, Bn=10

e) ASGS, Bn = 100

) ASGS, Bn = 1000 h) OSS, Bn = 1000

Figura 4.22. Flujo en una cavidad, Re = 0, ASGS, OSS. Lineas de co-
rriente, zonas de no fluencia (oscuras) y fluencia (claras) para diferentes nume-
ros de Bingham. Malla estructurada M1.
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a) ASGS, Bn =1

b) OSS, Bn = 1

 ©)ASGS,Bn=10 d) 0SS, Bn = 10

1

e) ASGS, Bn = 100 f) 0SS, Bn = 100

g) ASGS, Bn =1000 h) OSS, Brn =1000

Figura 4.23. Flujo en una cavidad, Re = 0, ASGS, OSS. Lineas de corriente y
zonas de no fluencia (oscuras) y fluencia (claras) para diferentes numeros de Bing-
ham. Malla estructurada M?2.
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4.4.6. Caso no inercial, Re ~0.Malla no estructurada

Se estudia el problema de la cavidad para nimero de Reynolds casi nulo (flujo de Sto-
kes, creeping flow) en mallas no estructuradas. Los resultados obtenidos se comparan usando
los métodos de estabilizacion ASGS y OSS.

4.4.6.1. Fluido Newtoniano

Lineas de corriente

En las Figura 4.24 y Figura 4.25 se comparan las lineas de corriente obtenidas con los
métodos ASGS y OSS en las mallas no estructuradas M3 y M4, respectivamente. Los resul-
tados de las mallas M3 y M4 pueden compararse con los obtenidos en las mallas estructura-
das M1 y M2 en las Figura 4.20 y Figura 4.21, respectivamente, ya que tienen aproximada-
mente el mismo nimero de nodos (Tabla 4.6).

En la malla M3, Figura 4.24, ambos métodos presentan cierta distorsion en las lineas
de corriente cerca de las esquinas singulares, mas acentuada para el método ASGS.

En la malla M4, Figura 4.25, la definicion de las lineas de corriente mejora respecto al
resultado en la malla M3. Los resultados de ambos métodos son casi indistinguibles en esta
malla. También son indistinguibles de los obtenidos con la malla estructurada M2 (Figura
4.21).

Velocidades

En la Figura 4.26, malla M4, se muestran los resultados de la variacion de la velocidad
horizontal, u_, en la seccion vertical central x = H/2 de la cavidad; estos resultados se com-
paran con los resultados experimentales obtenidos por Pakdel et al. (Pakdel et al., 1997) me-
diante velocimetros Doppler (LDV) y los obtenidos por medio de la imagen digital de la
particula (DPIV). También se comparan con los resultados numéricos de Grillet et al. (Grillet
et al., 1999). El acuerdo obtenido es excelente. La correspondiente componente vertical de la
velocidad, u,,en la seccion vertical central x = H/2 de la cavidad, se muestra en la Figura

4.31.
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a) ASGS b) OSS
Figura 4.24. Flujo en una cavidad. Lineas de corriente en la malla M3.

e

a) ASGS b) 0SS
Figura 4.25. Flujo en una cavidad. Lineas de corriente en la malla M4.
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Velocidad Ux [m/s]
Figura 4.26. Flujo en una cavidad. Distribucion de la velocidad horizontal a lo largo

de la seccion vertical x = H/2. Comparacion del presente trabajo con datos experimentales y
numéricos.
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4.4.6.2. Fluido viscoplastico de Bingham

Para la Malla M3, Figura 4.27, se muestran las zonas de fluencia y no fluencia. Las
zonas de no fluencia presentan algo de asimetria como consecuencia de la falta de simetria en
la malla. Las diferencias obtenidas en estas zonas con los dos métodos de estabilizacion son
mas visibles para mayores numeros de Bingham. En la Figura 4.28, para la malla M4, las
zonas de no fluencia son mucho mas simétricas para ambos métodos y mucho mas parecidas
entre si.

Los resultados obtenidos con la malla M4 (no estructurada) son muy similares a los
obtenidos con la malla M2 (estructurada), lo que demuestra la convergencia del método em-
pleado.

Las Figura 4.27 y Figura 4.28 también muestran las lineas de corriente calculadas en
las mallas M3 y M4. En la malla M3 se calculan lineas de corriente algo irregulares, con peor
definicion para el método ASGS que para el OSS y peor a medida que aumenta el numero de
Bingham. En la malla M4 las lineas de corriente calculadas con ambos métodos de estabili-
zacion son mas parecidas entre si, siendo las diferencias s6lo perceptibles para altos nimeros
de Bingham.

4.4.6.2.1. Dinamica del flujo

Presiones

En la Figura 4.29 se muestra la distribucion de presion obtenida a lo largo del tope de
la cavidad con los dos métodos de estabilizacion para los diferentes nimeros de Bingham. Se
observa que la singularidad de presion en las esquinas se hace mas intensa al aumentar el
niamero de Bingham. El rapido aumento de la presion produce oscilaciones esptreas en la
velocidad de los puntos singulares que son amortiguados por el método de estabilizacion. Se
observa que, para todos los casos, el método OSS produce valores mas elevados de las puntas
de presion, con menores oscilaciones en la velocidad.

Velocidades

Los resultados para la componente horizontal de la velocidad, u,, a lo largo de la
seccion horizontal situada en y = H/2 de la cavidad, mostrados en la Figura 4.30, son muy
similares a los obtenidos por Vola (Vola et al., 2003). Los valores pequefios, casi nulos, de la
velocidad coinciden con las zonas de no fluencia inferior y central. Estas zonas coinciden con
el segundo y tercer cambios de pendiente mas fuertes desde la pared inferior en la distribu-
cion de velocidad correspondiente a cada valor del nimero de Bingham. Estos cambios se
producen de manera muy suave.

En la Figura 4.31 se comparan los resultados para la componente vertical de la veloci-

dad,u,, a lo largo de la seccion vertical ubicada en x = H/2, para flujo Newtoniano y de
Bingham. A medida que aumenta 7, la velocidad va disminuyendo hasta alcanzar valores
muy pequefios, casi nulos para Bn=1000. La distribucion de la velocidad para u, se man-

tiene antisimétrica para flujos viscoplasticos de Bingham.
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b) OSS, Bn = 1

c) ASGS, Bn=10

i@ ii N a—
N

e) ASGS, Bn =100 ) OSS, Bn =100

~

2) ASGS, Bn = 1000 h) OSS, Brn =1000

d) 0SS, Bn=1

Figura 4.27. Flujo en una cavidad, Re = 0, ASGS, OSS. Lineas de corriente y zonas
de no fluencia (oscuras) y fluencia (claras) para diferentes numeros de Bingham con el
método ASGS y el método OSS. Malla no estructurada M3.
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A 4

a) ASGS, Bn=1 b) OSS, Bn=1

d) 0SS, Bn = 10

¢) ASGS, Bn=10

e) ASGS Bn= 100

g) ASGS, Bn =1000 h) OSS, Brn =1000

Figura 4.28. Flujo en una cavidad, Re = 0, ASGS, OSS. Lineas de corriente
v zonas de no fluencia (oscuras) y fluencia (claras) para diferentes nimeros de
Bingham con el método ASGS y el método OSS. Malla no estructurada M4.
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4.4.6.2.2. Intensidad de los vértices del flujo

Las caracteristicas principales de los vortices son la intensidad del vortice (valor
minimo de la funcién de corriente (ecuacion (2.23)) en el ojo del vortice), Wi, , v las coor-
denadas del centro del vortice.

En las Figura 4.32 a) y Figura 4.32 b) se muestran la intensidad y la posicion del cen-
tro del vortice creado por el flujo. Ambos valores tienden a estabilizarse para valores del
numero de Bingham muy grandes.

Los resultados comparan muy bien con los resultados obtenidos por Mitsoulis y Zisis
(Mitsoulis and Zisis, 2001) para un amplio rango de valores de numeros de Bingham.

En el trabajo de Mitsoulis, la estabilizacion se alcanza para Bn >1000 , mientras que
en el presente trabajo lo hace para Bn > 5000. Este hecho indica que las zonas de no fluencia
y el centro del vortice siguen desplazandose hacia arriba hasta estabilizarse mas alla del valor
alcanzado por Mitsoulis.
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= - = Bn=10ASGS Bn=00SS = - = Bn=10ASGS Bn=00SS
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----- Bn=100 ASGS = - = Bn=1000ASGS -===-Bn=100 ASGS = - = Bn=1000ASGS
Bn=1000SS = = = Bn=10000SS Bn=1000SS = = = Bn=10000SS
c) d)

Figura 4.29. Flujo en una cavidad. Distribucion de presiones en el tope de la
cavidad. a) Bn = 0, 1, 10. b) Bn = 0, 1, 10, ampliada. c) Bn = 100, 1000, d) Bn = 100,
1000, ampliada.
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Figura 4.30. Flujo en una cavidad. Variacion de la velocidad horizontal u, a lo lar-
go de la seccion vertical x = H/2 para fluido Newtoniano y no-Newtoniano con Bn = 1, 10,
100, 1000. Comparacion del presente trabajo con datos numeéricos de Vola et al. (2003).
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Figura 4.31. Flujo en una cavidad. Variacion de la velocidad vertical u, a lo largo
de la seccion horizontal y = H/2 para fluido Newtoniano y no-Newtoniano con Bn = 1, 10,
100, 1000.
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Figura 4.32. Flujo en una cavidad, Re = 0, OSS. a) Ordenada de la intensidad del
vortice para diferentes numeros de Bingham. b) Ordenada del ojo del vortice (x = H/2).
Malla M5, m = 1000 s.
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4.4.7. Caso inercial, Re =100

4.4.7.1. Fluido viscoplastico de Bingham

A continuacion, se analiza el problema del flujo en una cavidad para nimero de Rey-
nolds igual a 100, Re=100, valores del nimero de Bingham Bn=0.1, 1 en la malla no
estructurada M4 con la estabilizacion OSS. Se analizan las velocidades y se comparan los
resultados con los de Neofytou (Neofytou, 2005) y los de Frey (Frey et al., 2010). Neofytou y
Frey usan una formulaciéon en velocidad y presion (u,p). Neofytou usa una formulacion de
volimenes finitos de cuatro caras para el caso 2D y el modelo regularizado sin estabilizacion.
Frey usa elementos finitos con estabilizacion GLS e interpolacion bilineal para la velocidad y
la presion (elementos Q1Q1) y un modelo regularizado.

4.4.7.1.1. Dinamica del flujo

En la Figura 4.33 se compara la variacion de velocidad horizontal u, en la seccion
vertical central x = H/2 para valores del nimero de Bingham de Bn = 0.1, /. Aumentando la
tension de fluencia, la velocidad en el fondo de la cavidad va disminuyendo y el perfil de
velocidades se desplaza hacia el tope de la cavidad. Para Bn = 1 las velocidades son menores
en el fondo de la cavidad que para el flujo con niimero de Bingham de Bn = 0.1, lo contrario
sucede en la parte superior de la cavidad. Estos resultados comparan muy bien con los obte-
nidos por Neofytou y Frey.

En la Figura 4.34 puede verse la variacion de la velocidad vertical u, en la seccidén x =

H/2, para ambos valores de Bn. En esta figura puede observarse que el flujo pierde la antisi-
metria del caso no inercial (Re = 0); el punto de inflexion de la grafica (u, = 0) se desplaza a

la derecha, ya no se encuentra en el punto medio (x = H/2).
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Figura 4.33. Flujo en una cavidad, Re = 100, OSS. Distribucion de la velocidad
horizontal u, a lo largo de la seccion vertical en x =H/2 para Bn = 0.1, 1. Comparacion con
otros autores.
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Figura 4.34. Flujo en una cavidad, Re = 100, OSS. Distribucion de la velocidad
vertical u, a lo largo de la seccion horizontal en y = H/2 para Bn = 0.1, 1. Comparacion
con otros autores.

4.4.8. Caso inercial, Re =1000

A continuacion, se analiza el problema para nimero de Reynolds igual a 1000,
Re =1000, para el caso Newtoniano y para fluido de Bingham con diferentes tensiones de
fluencia en la malla no estructurada M4 y usando el método de estabilizacion OSS. Se anali-
zan las lineas de corriente, las zonas de no fluencia y fluencia, las velocidades y la intensidad
y ubicacién del vortice para el caso Newtoniano y para el fluido de Bingham. Se comparan
los resultados numéricos con resultados de Ghia et al. (Ghia et al., 1982), Botella y Peyret
(Botella and Peyret, 1998) y Vola et al. (Vola et al., 2003). Ghia et al. usan una formulacién
corriente-vorticidad de la ecuacion de Navier-Stokes bidimensional con una técnica de multi-
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malla para fluidos Newtonianos. Botella y Peyret utiliza un modelo no regularizado y un
esquema espectral que regulariza las ecuaciones de Navier-Stokes con el método de coloca-
cion. Vola usa una formulacion en velocidades y presion (u, p), modelo ideal y el método de
elementos finitos (P1P1) con estabilizacion Brezzi-Pitkdranta.

4.4.8.1. Fluido Newtoniano

4.4.8.1.1. Dinamica del flujo

Lineas de corriente y vortices

En la Figura 4.35 se muestra las lineas de corriente. Se observa la presencia de un
vortice principal central y dos vortices secundarios en las esquinas del fondo de la cavidad.
Las lineas de corriente estan muy bien definidas y son completamente cerradas. El vortice
principal se ubica aproximadamente en el centro de la cavidad. El vortice secundario ubicado
en la esquina derecha del fondo de la cavidad tiene mayor tamafio que el vortice secundario
de la esquina izquierda.

Intensidades de los vortices del flujo

En la Tabla 4.7 se presentan las intensidades de los vortices y su ubicacion obtenidas
en el presente trabajo y se comparan con los valores reportados por otros autores. Los resul-
tados que se obtienen en este trabajo coinciden practicamente con los dados por Botella.

Figura 4.35. Flujo en una cavidad, Re = 1000, Bn = 0. Lineas de corriente, vorti-
ces principal (central) y secundarios (esquinas) para Bn = 0.
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Velocidades

En la Figura 4.36 a) puede verse la variacion de velocidad u, en la seccion vertical
central x = H/2. Los resultados para la velocidad u, se corresponden muy bien con los obteni-
dos por Botella y Peyret.

En la Figura 4.36 b) se muestra la variacion de velocidad vertical u, en la seccion
horizontal y = H/2. Las velocidades muestran en su grafica una zona de velocidad lineal y el
flujo pierde la antisimetria del caso no inercial (Re = 0); el punto de inflexion se desplaza a la
derecha, ya no se encuentra en el punto medio (x = H/2). Los resultados para la velocidad
vertical u, se corresponden muy bien a los obtenidos por Botella.

Referencias Vortice principal | Vortice derecho | Vortice izquierdo
Presente trabajo
Wi 0.11594 1.73*10-3 2.3*10-4
(%) (0.531,0.568) (0.8639,0.1121) (0.0828,0.0774)
Botella y Peyret
Wi 0.1189 1.73*10-3 2.3*10-4
(x,y) (0.531,0.652) (0.864,0.118) (0.0833,0.0781)
Otras referencias
de Botella y Peyret
Yo [0.113,0.119] | [1.6%10-3,1.9%10-3] | [2.1*10-4, 3.2%10-4]

Tabla 4.7. Flujo en una cavidad, Re = 1000, Bn = 0. Malla M4. Caracteristicas
principales de los vortices comparados con los resultados de Botella y Peyret (1998).
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Figura 4.36. Flujo en una cavidad, Re = 1000, Bn = 0. a) Variacion de la veloci-
dad horizontal u, a lo largo dela seccion vertical x = H/2. b) Variacion de la velocidad

vertical u, a lo largo de y = H/2. Comparacion de la velocidad con los resultados obteni-
dos por Botella y Peyret (1998).
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4.4.8.2. Fluido viscoplastico de Bingham

4.4.8.2.1. Zonas de fluencia y no fluencia

En la Figura 4.37 se muestran las zonas de fluencia y no fluencia para un flujo de
Re =1000 y distintos nimeros de Bingham, Bn = 1 10, 100, 1000. Se observa que a medida
que aumenta el nimero de Bingham:

e Aumentan las zonas de no fluencia y disminuyen las zonas de fluencia.

e La zona de no fluencia principal (central) se desplaza inicialmente hacia la iz-
quierda y luego vuelve a ubicarse en el centro de la cavidad; esta tltima ubicacion
es similar a la obtenida para flujo no inercial.

Los resultados para las zonas de fluencia y no fluencia son muy similares a los resul-

tados obtenidos por Vola et al. (Vola et al., 2003) en los casos inerciales.

4.4.8.2.2. Dindmica del flujo

Lineas de corriente y vortices

En la Figura 4.37 se muestran también las lineas de corriente y sus vortices para dife-
rentes numeros de Bingham. Se observa que, a medida que aumenta el numero de Bingham:

e Las lineas de corriente van desplazdndose hacia el tope de la cavidad.

e Las lineas de corriente s6lo muestran antisimetria respecto a la seccion vertical
ubicada en x = H/2 para Bn = 1000.

e El vortice principal cambia de forma redondeada a ovalada y aplastada.

e El vortice principal va girando en el sentido de las agujas del reloj hasta reubicarse
en la vertical con x = H/2 para Bn = 1000.

e Los vortices secundarios desaparecen.

Velocidades

En las Figura 4.38 a) y b) se muestra la variacion de la componentes horizontal y ver-
tical de la velocidad, u, y u, , respectivamente, a lo largo de la seccion vertical ubicada en
x = H/2 para diferentes nimeros de Bingham. Se observa que a medida que aumenta el nume-
ro de Bingham, la magnitud de ambas componentes u, y u, va disminuyendo hasta hacerse
casi nula en el fondo de la cavidad.

Los resultados obtenidos para la variacion de la velocidad horizontal, u , en el pro-

blema de la cavidad cuadrada considerando la inercia son muy similares a los resultados
obtenidos por Vola et al. (Vola et al., 2003), excepto para Bn =10 Pa . Sin embargo, el resul-
tado para la variacion de la velocidad con este valor es congruente con la evolucion del com-
portamiento global a medida que se aumenta la tension de fluencia.

En la Figura 4.39 a) se muestra la variacion de la velocidad vertical, u, , en una sec-
cion horizontal que pasa por y = H/2 para nimeros de Bingham de 0, 1 y 10 y en la Figura
4.39 b) para niimeros de Bingham de 100 y 1000. A medida que el nimero de Bingham au-
menta:

e La magnitud de la velocidad disminuye.

e La variacién de la velocidad pierde la antisimetria del caso no inercial (Re = 0) pe-

ro parece recuperarla para muy altos numeros de Bingham.
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Velocidades maximas y minimas e intensidad de los vortices

En la Tabla 4.8 se muestran los resultados para las velocidades maximas y minimas y
el punto de ubicacion 