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INTRODUCCIO



L any 1923 Davad Hilbert aintroduiz el calcul proposicio-
nal implicatau posatau pensat com una estructura alge-
brazca (A, ), ens proporciona 1 estructura anomenada al-
gebra de Hilbert Antoni Monteiro els anys seixanta
generalitza aquesta estructura algebraica introduint el
concepte de pre-algebra de Hilbert La 1dea intulta-
va d aquesta generalitzacio &s que rmentre que en 1 al=-
gebra de Hilbert el concepte de veritat estd represen-
tat per un element distingit anomenat 1 absorbent per
la dreta en la pre~algebra de Hilbert el coice te ie¢
veritat ve donat per un cert sub-conjunt disting.t J

no buit absorbent per la dreta aquests sub-conjunts

distingits D s anomenen sistemes deductius (cli3ssics)

Aquesta 1dea intulItiva es pot traduar algebraicament dec
la manera seguent en una algebra de Hilbert la rela=

ci10 definada en A per mitja de
X <y 81, 1 nomes s1 X y=1

és una relacid d ordre en una pre=~algebra de {ilbert,

la relacio paral lela
sty S1 1 noles S1 X y&

és una relacid de pre-ordre Per pas al quocient mddul

el pre-ordre aquest es converteix en un ordre D er 1 1

1 3lgebra quocient &s una algebra de Hilbert

Agquest fet ens permet de relacionar els sistemes deduc~
taus classics amb les operacaons pre-ordenadores respec-
te de conjunts pre-ordenadors (Sales [1973]1) tal com fou
realitzat entre operacions ordenadoras 1 3lgebras de Hil-
bert (Sales [1971])

i
Llany 1930 Alfred Tarski antrodueix el concepte d opera~

dor comsequéncia Aquest concepte s introdueix axiomdta-



canent 1 es una aplicacio Cn de P(A) en P(A) Un ele~
ment x de A es una consequéncia del conjunt S £ A

S£A$¥ s1 1 nomes s1 x € Cn(b) Cn 1 article Unter-
suchungen {iber den Aussarenkalkul Tarshi demostra en
el teorema I que 1 obtencid dels teoremes del calcul
proposaicional a partir d un sistema d axiomes X propor=
ciona un operador consequencia cn(X) Ls clar que aquest
resultat admet una rdplica en el cas del cdlcul de pro=
posacions positiu kns limitarem sempre a aquest

kn el cas de deduccions finites s a dir x e Cn(X)
S1, 1 nomes s1i exaisteax un conjunt finmit Y & X tal que

x @ Cn(Y) &s conegut el seguent resultat

x € Cn({x1 .xnk)
o equivalentment
xl xn r— X
s1 1 momes S1
— X, - (X, —»( — (X —x) ))
1 2 n

S3 anterpretem —e com una llei de composicio interna
en el conjunt A de les proposicions 1 la designem
tenim que

X es una consequencia de ixl xn} 81 1 nomes §i1

la pronosicio X, (x2 (xr x) }) es vera

Plantejat el problema d aquesta manera hem trobat un

l1ligam entre el concepte de conseocuencia 21 el concep=-

te esser ver Podem dair:
xl ,xn T x
si 21 nomes si
xy (x2 (xn x) }J) €D

E1l que acabem de fer ens permet de congstruir operadors

consequdncia, a partir del sub~conjunt distingat D a1 de



1 operac o de 1 estructura algebraica (A, ) Aquesta
1dea fou portada a terme en Sales {1974} 1 nosaltres

la reprenem aci per aprofundair-la

Les nostres aportacions estan clasificades en tres ca-
pitols 1 cada un d ells consta de 8 paragrafs En fe~-

rem un breu resum

Ln ol primer capitol )l pardgraf 1 recull els concep-
tes indispensables per tal de poder relacionar els dos
problemes plantejats en el cas concret de les conseguén«

cies immediates un element x de A és consequéncia d un

sol element y aixo es,

Y  be—— X
D

o equivalentment
y x@D

Les consequencles immediates respecte de D condueixen

d una manera natural al concepte d operador de deduccio

debil o immediata CD (def I 1 1) Resulta que una con-

dic10 necessaria 1 suficient per tal que CD sSiguli un o=

perador consequencia ¢s que D sigul un sistema pre-orde-

nador debil respecte de 1 operacid de (A ) (teor . 1 1
Aquest resultat obliga a defamnir el concepte de sist~ma
pre-ordenador debil (def I 1 &) 1 d operador consequéncia
(def I 2 )

L anterior teorema permet d establar en el paragraf I 2

una aplicaci8 § entre el conjunt PO(A) - dels sistemes
pre-ordenadors debils de A - 1 el conjunt A(P(A)T) - de

les clausures definides en P(A) = P(A) - | ¢} Veiem que,

en general @ no es pas exhaustiva puix els operadors
consequencia indults per el concepte de deduccié debal

sén morfismes respecte de les reunions arbitrdries 12 en
canvi, el operadors clausura no cal que ho siguin (prep I 2 1)



Un cop analitzada 1 exhaustivitat de § passem a analat-
zar la injectivitat 1 trobem que en general la 1njec=
tivaitat falla A1xd ens porta a introduir el concepte

d element factoritzable (def I 2 1) en (A ) 1 a demos~

trar que 1 aplicacio § es injectiva s1 1 nomes si

tot element de A es factoritzable (prop I 2 2)

Fet aixo ens trobem que, en aquestes hipotesis, § indueix
una bijeccid entre el reticle dels sistemes pre-ordena~
dors de A i la Im § Veiem aleshores que § és un mor-
fisme d ordre . per tant @ es un morfisme reticular
Ara be 1 estructura reticular amb que cal dotar la Im &
per tal que &8s veri‘iqua aquest 1somorfisme es tal que

la Im § no es pas sub-reticle del reticle de les clau-

sures (prop I 2 3)

Jn exempie ens permet d atirmar que, en general, PO(A)
no es pas un reticle modular 1 per tant no pot esser

tampoc associataiu (prop [ 2 &)

En el paragraf I 3 es fan certes consideracions sobre

com estendre un operador consequéncia - defimit en P(A)™ -
a un operador clausura defanit en tot I (A) L extensio
mes natural es la que converteix 1 operador clausura en

un operador clausura topoldgica (def I 1 3)

I3 paracraf I 4 +trencant potser 1 analisi anterior
dona unes notes marcinals sobre com sbn els sistemes
pre-ordenadors en certes estructures algebraiques S5 ob=-
itenen resultats bastant generals si1 1 estructura alge-
braica disposa de certs elerments dastingits (cor 1 1 2)
bn el cas concret dels grups s obte que la condicio ne-
cessaria 1 suficient per tal que un sub-conjunt D sigua
pre-ordenador es que sigul un sub-grup gue contingui els
quadrats dels elements del grup (prop I & 1) Es veu

tambe que tot sistema pre-ordenador d&bil es un sub-grup



normal (prop I 4 2) pero el reciproc es fals ks

comparen els dos conjunts quocients A 1 A -
/s /=y

induits respectavament pel sub-grup

normal 1 pel pre-ordre - 1 es veu que coincideixen

obtenint-se un grup quocient totalment desordenat (prop I & 3)

La 1dea 1nicial s ha pres analitzant el cas classic
perd en ell els sistemes deductius - que sén pre-or-
denadors débils i més ~ son absorbents per la dreta

i satisfan el modus ponens Lstudiewm que saignifica

en el llenguatge dels operadors consequencia la intro-
duccib8 d aquests conceptes Recollam certes condicions
necessaries i suficients que es troben en Sales [1974]

1 en donem d altres que son oraiginals Aquest analisi

ocupa els paragrafs I 6 1 I 7

S andica tambe 1 crezem que es un resultat interessant
de quina manera la presencila de 1 absorcio per la dreta
i del modus ponens permeti&stendre els operadors conse-
quencia a operadors clausura sobre tot 1(A) de forma
que deixain d esser operadors clausura topologica Re~-
trobem aix{ el resultat ja classic de 1dgica les

tesis es dedueixen del no-res (Porte [(19651)

Tambe trobem una anciddncia entre el concepte de saiste-
ma deductiu {(def I b 2} {(via Ponteiro) 1 el concepte de
si1stema deductiu (via larski) que es tot sub-corjunt
SgA tal que Cn(S) =S (S£@F) tots sistema deductau
via Monteiro es deductau via Tarshi si1 1 nomes si
verifica M P Hi poden haver sistemes deductius via

Tarski que no ho siguin via Monteiro

El capitol acaba veient en I 8 que s1 be tot sistema
pre-ordenador permet de definir una relacib d equiva-
léncia =, en general el sistena pre-ordenador que la

defineix no &s classe d eguavaldncia en A/EE Axxd
D



ens porta a antroduir el concepte de sistema pre~orde~

nador maximalment tancat (def I 8 1) Es demostra que

D es classe d equivalencia en A si 1 nomes s D
&s maximalment tancat (prop I 8 3)D A mes resulta que,
en preséncia de 1 absorcio per la dreta D es maximal=-
ment tancat si, 1 només si, D verifica el modus ponens
(props T 8 4 i I 8 5) Aixd proporciona un altre enfo-
cament 1 una altra demostracid d un resultat obtingut
en bales [1973] S obté tamb8 que 1 absorcio per la
dreta equaval a que la classe d equivaldncia engendra-
da pels elements de D - que es unica « Sigul maXima en

(A/s sD) (props I 8 1118 2)
D

Els darrers resultats de I 8 ens diuen que sempre &s
possible %onstrulr un sistema pre-~ordenador maximal-
ment tancat a partird un sistema pre-ordenador donat D
1 que la construccid es pot fer de baix a dalt (prop

I 8 7) 1 de dalt a baix (prop I 8 6) en el sentit de
Enderton 11972} A f1 de veure que els dos métodes de
construccio donen el mateix sistema deductiu cal sal-
var una dificultat (que consisteix en veure que en la
construccio des de baix es pot supramir la haipdtesi su-
plementaria D D¢ D gque no es necessaria en la cons-
truccio des de dalt) A1xd es precisament el que s ob-
té en la darrera pagina del pramer capitol - genmeralit-

zant d aquesta manera un resultat de Sales [1973]

El capaitol 1II preté generalitzar el concepte de
deduccio debal o immediata donant el concepte de deduc-
¢id orta En vistas a aquest f1 en el pardgraf II 2

a partar del concepte de sistema pre-ordenador fort (def

II 1 1) s introdueix el concepte de deduccid forts Hem
conseguit donar una caracteritzacid de sistema deductau
fort diferent de la donada per Sales [1974]



A continuacid analitz nt el teorema II 2 1 que esta-
bleax que una ¢ ndicio suficient per tal que 1 operador
de consequéncia forta Ky P(A)™ —— P(A) sigui un o=
perador clausura en (P(A)x,g) es que D sigui un conjunt
pre~ordenador fort ens sorprén que no es generalitzi
totalment el teorema andleg relatiu a sistenes pre-orde-~
nadors débils 1 operadors conseqidncia débils, el qual
afirma que la condicil &s neceassdria i suficient A

quE és degut que en el cas fort la condicid no sigui
necessaria? La resposta a aquesta »—evunta ens porta a

adoptar un de les dues solucions seguents

- o b& abandonem la definicio de sistema pre-ordenador
fort donada per Sales [1974) 1 n adoptem una altra

de diferent perfectament precisa que no reneralatza

la nocid de sistema deductau d&bal - 1 aixo s allunya
dels nostres interessos puix desitgem gque tal com
passa en el cas dels sistemes deductius classics, els
sistemes pre-ordenadors forts siguin sistemes pre-or=-
denadors ddbils

~ o bé renunciem a generalitzar totalment el teor I 1 1

Aquest analisi constitueix el paragraf II 2

En el paracgraf II 3, seguint el paral lelisme amb el cas
ddb1l, introduim una aplicacio 5 definida cntre

POF(A) =~ conjunt dels sistemes pre-orderadors forts de A -
1 A(P(A)") - conjunt de les clausures definides en p(a)™
Veiem que en general 1 aplicacid 5 no es ni exhaustava
ni injectiva 31 que una condicid necessaria per tal que

§ siguir injectiva &s que tot element de A s.gui factorit-
zable Tambe veiem que el retacle (POF(A), A V) no és

daistraibutiu

En el paragraf II 4 demostrem que, en el cas dels grups
un sub-conjunt D 8s un sistema pre-o-denador fort s1 1

només si &8s un sub-grup que conte els quadrats dels eile-



ments del grup (Aquest resultat es analeg al resul-
tat obtingut en el cas dels sistemes deductius débals
en grups pero les demostracaions en un i altre cas son
totalment diferents en el cas fort la demostracid es
mes barroca i utalitza el fet que afirma que tot sub-

grup que conte els quadrats &s normal)

S anlitza tambd, fent us d un resultat obtangut per
Sales (1973}, 1 associatavitat de 1 operacio i s arrie-
va a la conclusid que pel que fa referdncia a la loga-
ca 1 associativaitat es mes aviat molesta es a dir,

no es possible fer logica - en el sentit que es precisa =

en un grup

kLl paragraf II 5 compara les propietats dels operadors
CD 1 KD - ai1xd es pessible puix tot sistema pre-ordena~
dor fort es debal Veiem {(prop II 5 2) que KD no es

pas un morfaisme respecte de les reunions arbitraries

que tota consequencia debil de S es tambe una consequen~
cia forta (prop II 5 1) que tot sistema pre-ordenador

fort D defineix un operador consequencia K_ que &s un o=~

D
perador consequencia en el sentit de Tarski [1930]

Es possible caracteritzar 1 absorcio per la dreta 1 el
M P per mitja de 1 operador KD? Veiem que el M P es
pot caracteritzar per mitja de KD 1 el resultat es ana-
le. al obtingut en el cas debil pero no aixi 1 absorcio
per la dreta, puix la caracteritzacio valida en el cas
deb1l es redueaix a una condicio suficient (props II 6 1
21 3)

b1 resultat mes important de II 7 astablelx que s1 D &s

un gistema deductiu fort (def II ( 1), aleshores per

tot S A, S£¢¥ C (8) =K_(5) que ens diu que tot
K, (S) D

conjunt de consequencies fortes de S es pot mirar com

un conjunt de consequéncies débils de S respecte d un



sistema deductiu debil que depen de S Aquest resultat
te sentit puix que Sales [1974] derostra que per tot

SS A S{¢ KD(S) es un sistema deductiu debal iLn la
prop II 7 4 es demostra que s1 D &8s un sistema deductiu
fort, absorbent per la dreta aleshores D es la intersec~
c18 de tots els sub-gonjunts de consequencies fortes d un
sol element (Aquest resultat es diferent del ontingut
on 0l cas ddbil i alld veiem gua D 8a abasrbont per la dra-
ta s1 21 només s1 D esta contingut en la interseccid

de tots els sub-~conjunts de consequencies debils d un sol
element 1 s1 a més D satisfd M P aleshores es dona la

agualtat )

El capitol II s acaba en el paragraf II 8 on s estudia
la relacid d equavaldncia forta ~b (def I1 8 1) es
una relacif d equivalencia intimament vinculada amb el
sistema pre~ordenador fort La finalitat del paragraf
es d analitzar quanes difer@ncies 1 quines analocies
existeixen entre aquesta nova relacio d equivalencia 1
la relacio d equivalencia induida pel pre-ordre =,

El praimer resultat prova que la relacio d equavalencia
forta conte la relacio d equivaldncaa debal Es demos-
tra que aquestes dues relacions son precisament les
relacions d equivalencia induides en A vels operadors
CD 2 KD S obte una condicid necessaria 1 sufaicient
per tal que les dues relacions coincideixin D ella

8 en dedueix una condicid suficient - que s expressa
en termes de 1 operacio (prop pag 5) Aquesta darre-
ra condicid es molt interessant puax les algebres de
Halbert les pre-algebres de Hilbert les estructures
autodistributives per 1 escuerra eic la veraifican 1
per altra banda ens ainsinua j)a les anomalies que pre-
sentard - respecte de la logica cldssica - 1 estuda
13gic realitzat en el tercer capitol amb sistemes de-

ductius complets



També en el cas dels grups hi ha i1gualtat entre les dues
rel cions d equavaléncia perd per motius totalment dife-
rents en els grups interve la normalatat de D 1 1 exis-

téncia d elel ent invers

bn el cas dels sistemes deductius cldssics D la relacio
d equivalencia debal 5[)65 una congruencia Agquest re-
sultat no es vilid si D &s només un sistens aeductaiu de=
bil Una condicio suficient per tal que =), Siguil una

congruenc a es que D verafiqixz les lleis del s1l1 logisme

(sales [1974)) aixo dona lloc a intraduir els sastemes

dedictius semi~-conplets (def III 1 0) Hem comparat els

siste cs de luctius semi-cot plets amb els sistemes deduc-
tius classics 1 hem vist que s1 be tot sistema deductiu
cla sic es semi-co plet un semi~complet esta 1lluny d un
classic lero s1 a un sistema deductiu seni-corplet 1la

imposem (le cuipleaxi la cormu aci8 de pre 1sses obtenam

un sistera de luctiu compilet (def IIL 1 7) que s1 be es

diferent d un sastena deductau cldssic n es batant ana-

leg

Ln el para raf III 2 donem un sistema indenendent d axio-

mes jer a caracteritzar els sistemes de luctius complets

Un 1esultat v~raitabl me t interess nt consisteix en laver

porut caracteritzar la aiferen 1a cxistent entre els con-

ceptes de sistema deductiu classic 1 sistema deductiu com-

plet hi ha tres ropietats usuals dels sistemes classics
que no son s tisfetes pels sistemes cowmplets aquestes

tres propietats son equivalents s1 un sistema complet en
verifica una es classac 1 per tant sataisfid les altres

dues (Prop III 3 3 1 pags seguents)

Una d aquestes propietats es la que jJustifica el fet
que encara que en el cas cldssic les relacions 2p 1~

coincideixin, no sigui aixi en el cas conplet



El paragraf I1I 3 acaba donant una caracteritzacid dels
sistemes deductius coriplets en ternes de 1 operador
consequencira forta KD - ai1xo te sentit puix Sales [1974l]

estableix que tot sistema deductiu complet s fort

L analogia existent entre els sistemes d ductius clas-
s1cs 1 els sislemes deductius complets ens ha portat

a fer locvica positiva anb ells - en el sentit de Montei-

ro [1971] L1l cinc darrers j(a agrafs del capitol III

estan dedicats a aquesta tasca
I 4
Cn el paragraf obtenim una genera.itzacio del teorema

classic de compacitat 1 del teorema de la ded ccio de

Tarslai Fn el cas del siste a classic engendrat per o
D(S) el teorena de compacitat ens diu cue ne€ D(S) sa

1 nomes si existeix n sub conjunt finat So de 5 1
xélﬂso) o equivalentment So x&€ T (on T es el conjunt
de les tesis classiques) en el cas coirlet si1 {S) es
el sistema deductiu co plet engendrat per S aleshores

x€<S) s1 1 nomes si existeix una s.icces 10 fin ta

d elements de S So tal aue so x & TC (on Tc es el con-

Junt de les tesis completes) La diferencia es essercial
pulx en el cas classic les premis es que 1 ervener en

la deduccio de x { a martar le ) o es pod nr et r

(o rillor encara no te sentit ve s rejet 1¢in) 1 n

canvi en el cas complet si es jolen renetir (leor 1II 4 1)

L1 teorena de la ded ccio de larshi diu que x & b(D wizt)
S1 1 nomes s1 2z x S dedueix de Y (o e uival ntnent

S1 1 nomes s1 7 X € D) No te cap esa _de entit 11 -

po ar a la pr mi sa z que intervi eul, ¢ la deduccio,

un nombre de ve ades m s g-an aue 1 Ara be en el cas
dels sistemn s 1 ductiu complets 1 te entat Ls a dar

xg SDw ¢ zt) s1 1 nomes 51 exasteix un noTbre natural
n > 1 tal que z(n) x=z (z ( (z x) )) &D  aquest
teorema generalitza el classic puix en el cas classic

zZ X 1 z(n) x sén equivalents (ieor IITI 4 2 nota 1)



Ln altre resultat que s obte 1 que fa q e cls sistemes
ded ¢ti s corplets millorin els sistemes deductius clds-
81cs e€s aue n1 estrictura algeoraica mirada com un
sistema 13gic classic not esser inconsist nt (ai1xd es
el conjunt de les tesis cla siques es tot A) 1 en canvi

mirada com in sistena loric complet pot e ser consistent

In el jarasraf secient le donat una cara teritzacid dels

s stemes | ductius complets 1 maximals la caracteritza-

cio general tza 1 que ¢8 dona n el cas l s 1¢c 1 cone-

$ steux juix | e es recolza en el teo e a ue la deduc-

c o en no poder a eg rar qen 1 (Teor I1I 5 1)

Ln resultat wue al les acar en relacio 2 b els sistemes
ed ¢t us a 1mals es q e M es un saist ma ! luctiu

m X maL clas 1¢ s1 1 nones s A/Eq,te exacta cnt dues
cl ses s ecner litza er el cas complet utilitzant la

r 1a¢18 d equivalencia forta (cor 2) S observa final-

m t qie la condicio gque car cteritza la 1aximalitat a

partir 1 un saistema ded ctiu classic es tant forta que,

s1 un s ste a dedu taiu compl t la verafica es maximal i

cl sic(Notes 1 1 )

da

L1 par rvaf I1I 6 n pernet’generalitzar el concepte de

sister le cti1 corplet 1lirat a un cl ment (def IIT 6 1)

A 1s ¢ e ¢ acter tr ¢ on r s i1tats s n nalefrs
als bt cut en ¢l cas ¢l ssic le <cener latzacions sén
del m te x t1 s a la obtaingudes en el par graf anterior

puix provenen del teore a de la deducc o

kn 1 jenultim para raf hem pretes generalitzar el teore-
ma classic U(}) - t(A) on R(A) @« 1 r 4 ¢ 1 13ssic de A
1 U(r) es el sistema deductiu clfssic engendrat pels ele-
Me ts de laierce ns lem vist obligats a generalitzar el
concepte d elenent de lierce 2 hem introduit els elements
de Pierce en sentit ampli (def III 7 1) Hem demostrat

que s1 P > (s el sistema deductiu complet engendrat pel




conjunt P dels elements de lierce en sentait ampli,

aleshores
RC(A) s (P >

on Rc(A) es el radical complet Mo sabem quanes rela=-

cions existeixen entre Rc(A) 1 {P)

El darrer paragraf generalaitza, al cas dels saistemes de~
ductius complets els concejtes de siste a arreductable
1 totalment irreductible 1 hem demostrat que arnou les
modificacions pertinents que provindran de. teor m. do
la deduccio s8n valids els resultats que genera.itzan

els obtinguts en el cas classic



Crec sincera ent qie no existeix el treball individual
1 per aixo he volgut redactar aquesta m moria en plural
1 vull agrair d una manera expressa 1 ajuda 1la forma-
c16 1 els con clls que d na manera directa o indirecta

han permes la realitzacio del present estuda

Em cal exiressar la mecva gratitut a tots 1 cada un dels
rieus estres 1 d una manera especizal al Dr bnric Lines
1 I scardo que fou el praimer en encoratjar-me vers 1 in=-

vesticacio

Fls doctors Joaquam Cascante i Davila 1 Nadal Batle 1 Ni-
colau en desvetllar-me 1 interes per les questions de la
13gica ate atica han contribuit en certa rmanera en la

rvasitzacio 1 aquest treball

Els com anys 1 macs del Departa ent de Calcul de Irobaba-
litats 21 tadistica Matematica de la Universitat de Bar-
celona han enraquait amb la seva ajuda 1 interes 1 discu =
s10 la preseit memoria 1 d una manera especial knrac Tri-

1llas 1 Rtuaz 1 Francesc uwsteva 1 Masseguer

& luard 3Jonet 12 Guind 1 Francesc Miserachs 1 Sola en jut-
Jar 1 1s 1 1 estil d 1 llenguatge han col laborat a la
claredat de les id as no hi pot haver i1deas clares si

€l rojai 11 rgratpye es fosc

Aa Fundacio Juan arch en concedirme una beca d es u-

dis ta po sibilaitat economicament la rea.itzacib del pre-

sent treball

I d una anera olt especial al meu mestre Dr krancesc
d &s:1s Sales 1 Vall®s ell ha sigut sens dubte per
mitja dels seus sucggeriments de les seves intuicions,

dels seus esti 1ls 1 anima d aquest treball
Lls errors scn meus 1 a ningu mes cal fer-ne responsable

Barcelona Abrail 1975



CAPITOL I

CONJUNTS 1 RE-ORDENADCURS D2BILS
I SISTe Iu> DeDLCTILS De3ILs




I1 Deduccib immediata 1 operadors clausura

Defanicaéd I 11

Sigui (A ) una estructura algebraica
Per cada D g A no buit definim 1 ope=-

rador
&, P — P(a)

per mitjd deo

ADG)={xeA (F2)(zgs i z xeD)}

Un tal operador l&D 1 anomenarem 1l ope-

rador de dediccio aimme 11ata o débil re-

latiua D

Direm tambe que X es una consequencia immediata o ddbil

de S respecte de 1 op rador A, si1 1 nomes s1 xeAD(S)

© equivalentment que lécjs) es el conjunt de totes les

cons quencies inmediates o débils de S respecte de D

Nota
kn la definicio de A’D s exclou la possibilitat de que
S=¢ a1x3 queda reflexat en el terme P(A)™ que per

conveni significa P(A) - {#}

Mes endavent veurem si1 es o no possible d estendre la

definicid de £§D a tot P(A)

Defanicié I 1 2
Donat un conjunt A una aplicacad
C P(A) ——s P(A)
tal que

Cl S &C(S) per tot S g A,
c2 S, & S, 1mplica c(sl) gc(sz) per



tot parell S1 52 de sub-conjunts de

C3  C{C(S)) ~C(S) per tot S ¢ A

1 anomenarem un operador consequencia

en A

C(S) es el conjunt de les consequencies de S per mitija
de 1 operador C (Tarskas [193¢], Rasiowa-Sikorski [19571)

Derindicié I 1 3
Donat un conjunt ordenat (A g) tota
aplacacio
S A —me
que veraifiqui

cl x =8x per tot x de A
c2 X £y implica st 8y per tot
parell d elernents x y de A

c¢3  3(8x) =Sx per to x de &

s anomena un operador clausura en (A, &)

{Barkhoff [19481)

En el cas que A poseeixi element minim 0O
aleshores es diu que 3 es una clau ura to-
pologica s1 a mes de ¢l ¢2 c¢3 es veri-
fica

ch do=o0

(Kuratowski [1961])

Per tant, tot operador consequéncia en A &3 un operador
c¢lausura en (P{(A) <) perd no ha ha cap rao per a qgue

sigui una clausura topologica

Aixo fa que el seguent abus de llenguatge siguir admis—



sible teta aplicacio
C P(A)" ——w P(A)

que veraifiqui C1 C2 1 C3 s anomenard també un operador

consequéncaa en A

Definicio I 1 &

Donada una estructura algebraica (A )
2 un cert sub-conjunt D de A direm

que D 8s un sistema pre-ordenador rese

pecte de 1 operacad s1 31 nomes Si

verifica

PO1 x xeD per tot x de A

ro2 s1 xy&@Di1i1yz @D aleshores
x z & D per tota terna xy z
d elements de A

(Sales [1973))
Per questions de claredat sobretot en el capfitol II

els sistemes pre~ordenadors introduits en la definicad

I14 els anomenarem sisteres pre~ordenadors debals

£s obv: que s1 AZ$ fet gque des d ara admetrem DZ£g
Ja que {z =z=x x per tot x de A} <D

£s clar tambe que la relacié definida en A per mitja de
X £ Y §1 1 nomes sS1 xye&?b

es un pre-ordre 51 1 nomes si1 D es un sistema pre-or-

denador respecte de 1 operacio

Tambe es sabut que la relacio definida en A per

XEDY 81 1 nomes S xyeDiyxeD



(o equivalentment si1 1 nomes s1 Xx <p Yy 1y ‘D x)
&s una relacib d equavaldncia si 1 nores s1 D es pre-

ordenador El conjunt quocient A o A

/=,
esta ordenat per mitja de la relacio d ordre

/:'—:‘--D

[x1p <p [yJD si 1 nomes si x = vy
on [x desaignen 1 1 de A de repre-
L JD [y]D gnen les classes de /so pre
sentants x 2 y respectivament {Fuchs [1963])

Mes endavant analaitzarem en quanes condicions el cor~
Junt pre-ordenador D &s classe d equival@ncia respec-
te de la relacid d equivaldncia per ell induida (veu-
re I 8)

El teorema que segueiXx ens diu que una condiclo neces-
8aria i suficient per a que AD sagul un operador con-
sequdncia en A es que D siguil un sistema pre-ordenador

Abans 4§ enunciar-lo 1 de demostrar-lo convenim d escrau-

re
AD(x) en lloc de &, (4x})
1 en gemeral per tot conjunt finmit S={x; x, }
AD(xl xk) en 1lloc de O ({x, xk})

Teorema I 1 1 (S5ale [.97:])

»*
AD es una clausura en (P{A)" &) si1 1
nones si D es un sistema pre-ordenador

respecte de 1 operacio
En efecte
c2
S:l & S2 amplica AD(sl) [ AD(Sz) Ja que
Y€ AD(S].) 81 1 nomes si (3z)(z €5, 312y€D)
d on per hipotesi (3z)(z €5, 3 2z y €D) 1 per



tant y g AD(SZ)

c1 AD(S) 2S5 per tot S de P(A)® 31 i nomes s1 per
tot x de A x x &€ D ja que

- s1 fem S={x} aleshores {x} & AD(x) 1 per de-
fir ¢ o t naim yjue x x € D A1x3d val per qualse-

vol x de A

- 81 xx €D per tot x de A iy €S com que
S&A tenimque yy @D donye AD(S) 1 aixd
val per tot y de S Ai1x1 doncs S < AD(S)

C3 AD(AD(S)) = AD(S) per tot S de P(A)® s1 1 no-
mes si per tota terna x y z d elements de A, tenam
que
Xy€ D1y zeD impliquen x z €D

Ja que

- sixye€Di1yzeD tenim que ye& AD(x) 1yz e&D
d on z & AD(AD(X))= AD(x) 1 per tant x z € D

- s1z¢& AD(AD(S)) aleshores tenim que y z &€ D
per un cert y de AD(b) existeix doncs un
cert x de S tal que xy €D 1y z € D Per ha-
potesry x z € D Ai1xo ens diu que z & AD(S)
Aquest resultat val per tot z de AD(AD(S)) 1
per Cl1 tenim que AD(AD(S))é AD(S)

I2 L aplicacid &

En aquest apartat analitzarem 1 aplicacio @ definida
sobre el conjunt PO(A) dels conjunts pre-ordenadors de
A 1 amb valors en A(P(aA)™) que designa el conjunt de

totes les clausures que es poden definir sobre p(a)™



£s a dar tenim que
$ Po(aA) ——=B(P(4)")
definida per mitjd de

per cada D € PO(A) () =

Proposicio I 2 1

La imatge @(PO(A)) esta inclosa en el
sub-conjunt de O(P(A)™¥) format per
les clausures que son morfismes respec-
te de les reunions arbitraraes
En efecte
A AD(S) LJ A (x) Ja que
X&S
z € AD(S) s1 1 nomes si (dx){xeS 1 x z € D)
81 2 nomes si, (3x)(xeS 1z& AD(x))
s1 1 momes s1, z& \__J &p(x)

x&sS
B A _Js )=\ x)=\_J k___J & L) =
2 €1 xe\US 1€I xe
= L_J 6 (S )
1€1
Ja que z€g L__)AD(x)
er!%
€

81 i nomes sa (I x)({xec \ ) 5, 1 z€& AD(X))

1el
nomes s1 (3x)(F1)(1&l 1 xeSl) 1 z& AD(X))

81 i

s1 1 nomes sx (3x)(F1)(aeIl 1 x&S5 212z& A (x)
81 2 nomes si (3Jdi1)(1el i (Ej:n:)(xeS1 1 z& AD(x)))
81 1 nomes 51 ( Ju)(1&€I 1 ze AD(SI))

81 i nomes si1 z g \__.Jé (S)

1 €I



Aixa doncs 1 aplacacid § en general no es pas exhaus-
tiva puix que P(A)™ admet operadors clausura que no sén

pas morfismes respecte de les reunions arbitraries

Exemple Fem A= R i considerem la clausura topoldgica
1 P(A)Y ——e P(A)
definida per
P(A)* 3Xx  c1x=X
Sigui ara B= (0 1) Tindrem que

\Jixt =\JTxt =B

x€B xeB

En canvi
\__J \xt = B = [0 1]
xeB

Aquest resultat ens porta d ura manera natural a consi-
derar si1 donada una estructura algebraica (A ) 1 una

clausura & en (P(A)™ <) que sigui morfisme respecte de
les reunions arbitraries es possible trobar un conjunt

pre-ordenador D (respecte de 1 operacio )} tal que

Ioy=n, =3

S1 analitzem el seguent exemple veiem que en general
no existeix cap conjunt pre-ordenador D @ A tal que
D) = =
$) =D =8
Liestructura (A ) on A es el conjunt A=4{x y 2zt 1 1 o-

peracid ve donada per la taula

% ON YK
R O

z
z
y
Yy

S T



conté com a unics sistemes pre~ordenadors (respecte de
1 operacio de A) els sub-conjunts Dl= {y} = D2 = A
Consaderem ara en P(A)® 1 operador clausura o de-

fanit per

&(x) = Ix y}
™y) = ivy
&z) = \y,z}

3UX) e\ S(x) per tot X de P(A}™
x€X

Cal veure que 1 operador clausura ¢ es di“erent dels o-

peradors clausura O 1 AD (que son els unics opera-

D
1 2
dors clausura de P(A)" que provenen de sistemes pre~orde-

nadors de A) Perd tenim que

A (x)=ixt £ S(x)
1

AD (x)= A £ S(x)
2

Aixo acaba la demostracid

Nota

Donada una clausura en P(A)™ que sigul morfisme respec-—
te de les reunions arb.traries es possible de defimar
una operacibé en A de manera que ex.steixi un conjunt
pre-ordenador D tal que la clausura sigui precisament
hp?

A fi de respondre a aquesta pregarta considerem

A=qx y,zt 2 8(x)=yxyr Sy =3yt &=2)=ixy z}

1 per tot X de P(A)* &(x)=\_J S(x)
xeX

Desatgem definir 1 operacio 1 el sistema pre-ordenador

D de manera que

XX Xy, yy zx zy zz &D



xz yx yz¢egbD
Podem fer D igual a un conjunt unitari per exemple
D= {x} 1, aleshores defanir t t =x s1, i només si
tt ha de pertdnyer a D i t t /£ x en els casos res-
tants (t i t sén variables que designen els objectes
de A)
D ajuesta manera hem definit una operacid 1 un sis-

tema pre-ordenador D tals que
3= 4,

Ara be la no unicitat de i de D ens diu que plante-
Jar aquest problema amb tanta generalitat no condueix

& cap resultat interessant

Nota

La nostra defanicad I 1 2 d operador consequdncia es
mes ddbil que la definici§ donada per Tarski [1930]

ell defineix un operador consequéncia com un operador
que verifiqui Cl 1 C3 perd dona una condicié que im~-
Plica la nostra condicibd C2 Ara bé els nostres ope-
radors de deduccid immediata en verificar la proposi-
€16 I 2 1 verifiquen la condicib§ de Tarski 1 per tant,
sén operadors consequdncia en el sentit de Tarski

La prop I 2 1 es més forta que la condicab de Tarski

L1 cop analitzada 1 exhaustivitat de @, cal estudiar
8i $ es o no injectiva Es a dar cal veure sa

D, # D2 implica ADI # ADZ
Abans de respondre a aquesta qiestid donarem la se-

guent definicid



Definicab§ I 2 1

kn una estructura algebraica (A ) un e-
lement z de A és factoritzable 1 1 no-
més 8i existeix un parell d elements de

Ay, x 1y tals que
zZeXxy

Ara veurem en primer lloc que si (A ) admet un element
no factoraitzable aleshores § no &s pas injectiva

En efecte
Saigua D1 un sistema pre-ordenador de (A ) 1 sigua z un
dels elements no factoratzables de (A ) Aleshores po-

den donar-se dues possibilitats (a) z €D, (b) z ¢ Dy
(a) Siz g Dl sigui D, = D, -z}

A b, és un sistema pre-ordenador Ja que

PO1 xxeDl,peraxxlz d on xxeD2
PO2 slxye,Dzn.yteDz aleshor‘esxyen1
iyteDd 1 per tant xtG.Dl perd

x t£z don xté.Dz

Dl
y € AD(x) s1 1 només s1 x ¥y eDl (perd

3
xy#z) don xy b, per tent Y & AD (x)
2

B FAN- AD Ja que
2

D altra banda y & AD (x) si i només sz
xy@&bD D d on %e D (x)
2 ? 1 Dl

A1xd val per tot x de A 1 per tant per tot 5 <A

*

S£Z® (cal aplicar la part A de la prop I 2 1)

(b) s1 2 4D, fem D, = D) iz}

2
El raonament que serveix per a demostrar que 02 &s

pPre-ordenador i que & = O es analeg al seguit
1 2



en (a)

Suposem ara que tot z de A és factoritzable aleshores

la aplicaci8 $ es injectiva

bn efecte

A ye AD(x) s1 1 nomds s1 zegD onz=xy

B S1 D1# D2 aleshores existeix un z e,Dl 1z ¢ D2
(o al revés) Perd z ¢s factoritzable per tant

2=XYyY X A1y €A s:LzeDl tenim que
y e,sz (x)

1
i com que y ¢AD (x) ()a que z ¢D2) by # 4,
2 1 2

Hem demostrat, doncs 1la seguent proposicid

Proposicio I 2 2

L aplacacié @ és injectiva si i no-
mes S1 per tot z de A existeixen dos

elements x y de A tals que X y=2

A1x8 comporta el seg ent resultat L aplicacid
® ro(aA) == Im $ £ APAT)

€s una bijecc1d s1 1 nomes s1 (A ) es tal que tot ele-

ment z de A es factoritzable

Proposicib I 2 3
L aplicacid @ 7PO{A) —— Im QP es un
i1somorfisme reticular si dotem a la
Im § d una estructura convenient de re-
ticle
Nota Cap de les dues operacions que

cal introduir en la Im é es la ainduida



per les ja existents en A(P(A)™)

A fi de demostrar agquesta proposicid recordarem els se~

guents lemes

Lema I 2 1

(a) La intersecc1bé de sistemes pre-ordena-
dors de A (respecte de 1 operacid ) &s
un sistema pre-orderador de A (respecte
de 1l operacio )

(b) S1 B A en virtut de (a) e possible
parlar de siste a pre~orderador engendrat
per B Ls la interseccib de tots eols sis-
temes pre-ordenadors de A que contenen a
B (La col leccid no es pas buida Ja que
An es un )

(c) (Po{A) A,V) es un reticle sa

D /\D2=D

1 "Dy

1
D,vD,=/\{D D €PO(A) 2 D, D a=1 2}

(ward [19401)

Lema I 2 2

L aplacacid @ PO(A) ———» Im§> &s un isomor-

fisme d ordre

En efecte

Sa ch.:— D2 aleshores per tot S <€ A S#£$ tenim que

ze b (S) s1 1 nomes s1 (3Ix)(x &S iz eDl)
1
d on (ﬂx)(xes.xxzel)z) Per tant z & AD (s)

2
Hem demostrat, doncs, que D, & D, amplica ay < A
' ! 1 2 Dl D2



Lema I 2 3

Tot isomorfisme d ordre entre reticles &s un

1somorfisme reticular

La demostracio es pot veure per exemple en Dubreil Du-
breil-Jacotan [1964])

Tot aixd ens porta a definmir en Im & les operacions A1
Y per mitja de

A A A, =B, ADI=A
Dl D2 1 2 DJ.AD2

A v A =Q(D, v D) =A
Dl D2 é 1 2 DIVDZ

Aixd demostra la proposicio I 2 3

Ens cal pero justaifaicar la nota de la propesicio I 2 3

Lema I 2 4

Siguz (A A, V) un retacle

(a) La interseccio de clausures, definida
puntualment, &s una clausura

(b) La reunid de clausures, definida pun~-
tualment en general no es pas una clau-

sura

En efecte
(a) cC1 (81/\ 52)(x)=81(x):\32(x) 2XAXaX

€2 x <y amplica 8, () s 3, (y) 13,(x) 5 §,(y)
i, per tant, (81 A 32)(::) < (31/\ 32)()')

C3 Per C1 sabem que
(8, A 8% 3 (8] A 8 )

Cal veure doncs que es verifica la desigual-

tat en sentit contrara



S A8 A8 € 8(8,(x) =8 () 1-1,2
D on

7 80%0x) £ 8,0 A S,0x) = (8 A S, (x)

(b) Per a veure que la reunio de dues clausures no &s,
en general una clatsura nthi ha prou amb considerar

l'exemple seguent

u Sl(x‘=x ®(x)=x
8l(z)=y Sz(z)=z
y 51(}')=Y S,(y)=u
S,(u) =u S,{us=u
x z 1 ' 2

s obvi que (Slv 32)2 # 31\/ 82 Ja que
(Slv 32)(z)=yvz=v
(Slv 32)2(z) = (81 v 82)(y) =ywvu=u

Aquest lema ens diu que AD ~ AD no pot pas esser 1~

(on (8w B )(s) =By (S)e By (5))

gual a A, U O
Dy D 1

2
(Veure nota 3 pag 16)

Ara bé&, AD ~ AD s1 es una ¢lausura per tant pot oco-
2

rrer que
A ~NOD, =8, A~ &, =B, AD,)
Dl D2 D1 D2 X 2

La dificultat rau en el fet de que 8s exigir molt cue la
interseccid de dues clausures associades a sistemes pre-
ordenadors de (A ) sigui tambe una clausura associada a
un sistema pre-ordenador L1 seguent exemple ens mostra

que aquesta presumpcio &s falsa

Considerem el conjunt A={x,y,z,t} amb 1 operaci§ donada

per la taula



o N W W
o NN KK
o+ N X Y9
W 9 “ln
R oot o o]

t

Els conjunts Dl = 3x y !, i 02 = 5x,z} s8n evidentment, sis-

temes pre-ordenadors de (A )
Es obvi que si S={x =z} aleshores

ve A, (8)n A_ (s)
D, D,

Ja que X y=y eDl iz y=zeD2 perd

1

y¢ A (s)
¢ D, ™ D,

Ja que v y=x si, 1 només s1, v=y perd ye¢ S

Aixo acaba la demostraci§ de la proposicad I 2 3

MNotes

en canvi D

1 Es obvi que AD/\ AD =§(Dl/\ D2)=A
1 2

s A A
Dl Dz

Jja que

z & Aolr\n

1

D

2

si i nomes si (Bx)(xeSixzeD]_ixzeDz)
D on (ﬂx)(xESixzeDl)i(-ﬂx)(xeSixzeDZ)

2 Malgrat la nota 1 AD
1

ja que z € AD {(x) AD (x) amplica x z €D, i
1 1

sz,Dz, d on xze’.Dlr'\D2

i per tant

ze A

(V=D (x)N B, (x)
a) D2 Dl D2 !

D

(s) si, 1 només 841 (Ax)(x g5 L xze D
2

1

1

/\Dz

3 En general, ni AD W ADZ, ni ADIU p sbn clausures,

1

2

~ Dz=-{x},

(\Da

(x)



perd en canvi
(A A_)(s)=4 (s)
Dl\-' D, D, W D, ’

ja que
ze(d, A, )S) si, 1 només si z < A_ (S) § zed, (5)
Dy Dy ! Dy %,

si 1 nomes si (Jdx)(xes5 i x z€D;) 8§ (3x)(xes a1 x zed)
81, 1 nomes s2 (3Ax)(x e S 1 x z D1 LJDZ)
si, 1 nomes si 2z g A’D w p (8)

1 2

Tampoc la reunio de clausures definida en la Im é
no es la restriccid de la reunid de clausures exis-
tent en el reticle A(P(A)™)
Segons Ward [1940)] si tenim un inf-semi-reticle
complet que conte el mdxim aleshores la reunid de
dos objectes del ainf~semi~-reticle es defineax per
mitjd de la seguent expressid

xvy=/\N =z onB={t trxit 3y}

z &€B

Aleshores s obte un reticle (£s obvi que aquesta
definicid és vilida per reunions arbitrdries 1 el

reticle que s obte &s complet )

En el nostre cas tenim 1 inf~semi-reticle complet
(A(P(A)®), N) que conté el mdxim, que es precisa-
ment, A 1 per tant resulta esser una clausura

A
associada » un sistema pre-ordenador de (A )

I operaci8 que fa d aquest inf-semi-reticle complet
un reticle complet &s, com ja hem indicat, la se~

guent

N 51= /N 5, on B={B€A(P(A)x) S>8% 1€ 1
i€l Sep 1

En la Im @ tenim definida 1 operacio

N/ A, =3(N\/ D)
iexr Ui éiéli



i
En general aquestes dues operacions no coincideixen
pas, i aixd no es rar si tenim en compte 1 explici-
taci8§ de la nota de la prop I 2 3 s a dar 1la in-
tersecci8§ de clausures associades a sistemes pre-or-
denadors no ha d esser forgosament una clausura asso-
ciada a un sistema pre~ordenador mentre que la reu-
nio de clausures de la Im @ sf que ha d esser una

clausura associada a un sistema pre~ordenador

L exemple que segueix tanca la discussid es consi~
dera el conjunt A= {x y,z t} proveit de 1 operacid

donada per la taula

o+ N % X

o+ o o+ MM
& ot KON
o % <& i n
2 S S

i aleshores els conjunts D, = {x,y} 4 D2= ix,z} sbn
sistemes pre-ordenadors de (A, )

Les clausures associades a D1 ia D2 que anomenem, res-
pectivament Aﬁ i 452, verifiquen t

Al(x) =4x} Al(y) =3y z}, bl(z) =3z, Al(t) =1t},
Az(x) =4 x,¥}, Az(y) =4y}, Az(z) =4 zf, Az(t) =3 t}

i, com que ®8n morf.smes rospecte de 1os Treunions are
bitrdries, queden definides per tot arreu

Considerem ara la clausura mes petita d entre les més
grans que Al i AZ; 1 anomenarem &
A £{ de construir-la considerem 1 aplicacio f reunid

de ‘51 ide & es a dir, considerem 1 aplicacib

2 b}
£ P(A)® —» P(4),

definida per mit3d de



£(Aixt) =4x y}i, £ix,y}) = 4ix,y,2¢ T(ix,vyz{) =4X 424,
fyp) miy,zp, £lix z})=14x y 2z}, fl{x,y,t})= A
£(4z}) =42} , fix ty) =ix y t}, fix = t}) = A,
fity) =4ttt f{y z}) =4y 2z} , £y z t}) =4y,z t§,
f(ly t})=3vy,2 t} f(A) = A
£({z t}) =4z t}

£s facil de comprovar que f 3= Al if > A2 perd

en canvi no és pas una clausura, ja que
2QxD A£0xY 1 £2(4x t1) £ £(x tH

Definim doncs, & = £, per tot X € P(A)™ -{ix¢, 4 x,tit
1 SUxpPs=ixyzta 8(4x t})=4A

D aquesta manera hem construit la més petita de les

clausures que contenen a Al 1 a Az

Es obvi que no existeix cap sistema pre~ordenador D
de (A, ) tal que 8= AD puix que si existis tin-
driem que AD(x)=\x Yy z} i per tant, x 2=t €D 1
xy=z&Di1xx=x&D donD24x z t} D altra
banda, AD(Y) =Jy z}1i per tant, y z=ay € P Tenim,
doncs que D= A perd aleshores = AA i com que
AA(Z) =Afdzt = 8({2}) el sistema pre-ordenador D

no existeix

Proposicid I 2 4
El reticle (PO(A), A,V), en general,

no 8s modular i, per tant, tampoc no

§s associatiu

En efecte
Considerem el conjunt A= {x,y z,t}, proveit de 1 operacio

|

o+ N 9 M

o+ o ¢ WK
e o ¥ N
& ¥ N NN
¥ N N Nlc



i
Els conjunts Dl=&x} D2=4x yi, Dss{x,zg, D,*n{x,t%
sfn pre-ordenadors respecte de 1 operacid

Construim ara D2 v D3 D2 v D4 i D3 lei

i) D3 ~ D, conte a D3 iaD, 1 per tant, ay zia

z x 3 com gue desitgem que D3 \’D4 sigui un sis-
tema pre-ordenador cal que y x=y &D VDQ

3
D on st DI*=A

i1) D, v 03=:D2 \IDB, Ja que D, &'03 s un sistema pre=-
ordenador
241) D, VD= D, <D, Jja que D, v D,* és un sistema pree

ordenador

Si anomenem 05 a D2 \st i D6 a D2 \;94 obtenim el se-

glient reticle

A
O g
?3 Dy
Dy
Aquest reticle no &s pas modular ja que conté un pentid-
gon
A
Ds
g
®3
2

Aixo acaba la demostraci8 (Szész [1971))

En la prop I 2 1 hem vist que §(PO(A)> estd format per
clausures que sén morfismes respecte de les reunions ar-

bitraries Qul passa amb les ainterseccions?



Proposicid I 2 5

S1 D es un sistema pre-ordenador res-

pecte de 1 operacid tenim que
AD(f\s)c_:. M AD(s)
1e1 * 1 €1 *

1 en general no es dona pas la igual=-
tat

En efecte

A z e AD( /N S.) s1 1 nomes si (I x)(xg /N 5 1 x zeD
Y 1
1 €I 1€X

s1 1 nomes si (Hx)(Vl)(lel»xgsllxzeD)
Don {(¥Y1)(1 €1 wap{Ix)(x esiixzeb)) que sig-
nifica que (Yi)(1 € I w» z ¢ A.D(Sl)) d on resul-

ta que z € /) AD(S)
1€1 1

B Considerem ara el conjunt A= {x,y z} proveit de 1 ope~

raclro

El conjunt D={y} es un sistema pre-ordenador de (A, )

Tenim que

AD(XOY) = 'lxoy'z}o
AD(x z) = {X4Z},

i per tant
AD(x y)~ & pix z) = {x z)
i, d altra banda,

B (x) = 6 (hx ¥yt A~ yxyzf) =2ix}



i
I3 Extensid de AD a P(A)

S1 volem estendre AD a P(A) hem de fer-ho de manera

que, 51 5, £ $,, aleshores AD(SI) e b,(s,)

Per tant cal que
AL e & (x),

per tot x de A

Una possibilitat immediata es
o (#) =%,

1 si /) An(x) = @ en virtut de la prop I 2 5, &s
X€A
1 unica extensi possible (si1 volem que la citada propo=~

sacio es conservi un cop s hagi estes 1 operador AD)

Suposem ara que [ AD(x) £9 Es clar que podem defi=
XEA

nair AD(ﬁ) =T sempre que es verifiqui

(1) Tg M An(x)
xeA

(ix) AD(T) =T

Pot semblar que aquestes condicions sén molt restricti-
ves (i potser ho s8n), perd mfs endavant veurem que, si
D es un sistema pre-ordenador absorbent per la dreta i
verifica el 'modus ponens , aleshores se ns obren noves
possibilitats

A fi que 1 extensid de &) a P(A) saigui v3lida per tot

sistema pre-ordenador D definim
B(F) =8 3

obtenam axxi una clausura topoldgica (Kuratowski [19661})



Aixd ens permet de definir una topologia en A, antima-

ment vainculada a D i a 1 operacio definida en A
Un tancat de A es un sub-conjunt T < A tal que

AD(T) =T

Aquest problema s aparta de 1 interds immediat d aquest

treball i no 1 aprofundirem

Notes

1 S1 bé de moment, hem donat 1 extensio que permet
d introduir una topologia, mes lluny veurecm que
a1xd s aparta dels interessos de la 1l3gica

2 En la definicié I 1 3 hem definit com a clausara to-
poldgica tot operador 3 sobre un conjunt ordenat
(A, €) que cumpleixi Cl, €2 C3 i C4 quan general-
ment, el concepte de clausura topoldgica es defineax
en reticles (A, A,Vv) 1 aleshores es substitueix la
condici8 C2 per la condicid (Kuratowska 115661 1
Rasiowa~Sikorski [1957])

cz Mxwvy)= 8xv Sy, per tot parell x y & A
Ls clar que
Cl, €2 , €3 i C4 impliquen Cl, €2, C3 i Ck

perd, en general, el roeciproc no é&s pas cert

Considerem el reticle definit per la faigura adjunta

u

-



|
En ell es considera 1 operador clausura

$0=0 dx=x, dy=y $t=u, Su=u

Es clar que 8 es una clausura topoldgica en el sen-
tat de la definicio I 1 3 pero en canvi no ho es

en el sentit de kuratowska En efecte

XxXwvy=t LY S(XVy)= dt=u

Sx v 5y =xwvy-=t

Aixi resulta que la definicid introduida en I 1 no és
un reflex massa exacte del concepte usual de clausura
topologica (sa be es el mes dptim que es pot donar en

un conjunt ordenat que no sagui reticle)

Malgrat tot aixo els operadors AD que hem introduit sén
operadors clausura en (P(A),Nn, V) que &s un reticle =
pero en virtut de la prop I 2 1 wverifiquen C2 i molt

mes

Per tant resumint tot el que ha estat exposat podem
aTirmar que AD defineix una topologia en (A D) en el
sentait de Kuratowski

I 4 Consideracions de tipus algebraic sobre
la naturalesa dels sistemes pre-ordenadors

Donada una estructura algebraica (A, ) designarem per

A2 el conjunt

A2 ={z ze Ai(Ix)x G.A:.z:xz)}

Si D &s un sistema pre-ordenador de (A ) A2 < D (per PO1)



Proposicio I 4 1

En un grup (A, ), He A es un sistema
pre~ordenador respecte de 1 operacio
s1, 1 només si (H ) &s un sub-grup

tal que Azg_ H

En efecte

A S1 H es un sistema pre-ordenador A? < H, per tant
e €H (ja que e=e e & A2)
Suposem que x € H, aleshores, aplicant P02 a

X X-l=e eH,

ex =x¢€&H

s obté que e x 1z x-1 & H

B Reciprocament suposem que H < A es un sub-grup de
(A, ) tal que A< H  Aleshores
POl x x € Hy per tot x de A
PO2 831 xyeHary 2zeH aleshores

-1 -1
x=h1y z=y h2 onhl hzeH

i per tant, x z:h1 y—l y"l hz e H

(ja que (H ) es tancat 21 Azs; H)

Proposicié I 4 2

Tot sub-grup H d un grup (A ) tal que
A% % H &s normal

En efecte:

Es un resultat conegut d algebra que si un sub-grup H

d un grup (A, ) conté el commutador C(A) aleshores H &s
normal (Veure Dubreil Dubreil-Jacotin [1964]) Per tant
ens cal veure que si un subgrup H de (A ) conte Az a~-
leshores conte C(A)

Per tot x, y de A, 1 element xyx-1y~l es pot escriure

xy:rt:"":,'ymlux(xx"l)y(x-lyy”lx)(y_lxx”ly)x“l(x_lyx-lxy-lx)y-1

= x> (x-ly)2 (y-lx)2 (x-lyx-l)2 (xv-l)z,



t
que es un producte d elements de H Per tant C(A) < H

La proposicid reciproca de la prop I 4 2 es falsa, puix
3Z & Z &s un sub-grup normal de Z que no conte pas el
conjunt dels quadrats dels elements de (Z +) que 8s 22

Exemples

1 En (Z +) els unics sistemes pre-ordenadors respec-
te de ¢ son 242 1 Z

2 Ln un grup en el que tot element é&s auto-oposat
(per exemple, els grups dels anells de Boole) re-
sulta que tot sub-grup es un sistema pre-ordenador

puix A2= {e} 4, 2 no n hr ha mes

La prop I 4 2 ens planteja el seguent problema donat un
sistema pre-ordenador D d un grup (A ) tenim dues rela-
cions d equivalencia les dues induides per D una es la
que D indueix com a sub-grup normal 1 altra es la que D
indueaix com a sistema pre-ordenador Disposem doncs de
dos conju1ts quoclients, que son

A/D 1 A,ED
El primer esta dotat d una estructura de grup el segon

estd ordenat Demostrarem que

A/D = A/=D

Proposicid I 4 3

Si (A, ) es un grup i D es un sistema
pre-ordenador de (A, ) aleshores, per

cada x de A

x D = [x]D

(YY) La demostracid de la prop I &4 2 ens fou facilitada per
la nostra amiga Palar Bdyer 1 Isant 1 aprofitem per a-
grair-11

134



En efecte
1

A yexDsi,znoméssi,x-lyeD i yx &D

1

1 com que X X "=e= x-l x @& D resulta (per P02) que

xy «D i yx&ab
d on yeExJD

B yG[x]Dsz,lnomess:L xy&€Di1yxeDai, com
1 1. e € D resulta que (per PD2)

x y €D,

que x X=X X

don y€ xD

D aquesta proposicid s*en dedueix que si x sD y ales-
hores x =, Y
En efecte

x £, Yy amplica x y & D 1, per B, prop I 4 3 x—lyeD

Aixd comporta que per cada x de A,
CD(x) =x D= [x]D

Jja que

Y € CD(x) s1, 1 nomes s1 xy D

si, 1 nomds s1, y x & D (en virtut de 1 obser-

vacio anterior) si 1 nomes si y € tx]D
Hem demostrat doncs la seguent proposicid

Proposicid I & 4

Tot grup quocient modul un sub-grup nor=-
mal que contingui els quadrats esta to-~-
talment desordenat respecte de la relacio

d ordre induida per el propi sub-grup

Tot conjunt cuocient ordenat per mitja

de la relac.d d ordre induida per el
sistema pre-ordenador D es un grup quo-
cient modul D totalment desordenat per €D
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En la pramera part de la demostracil de la prop I &4 1 no

interve cap altre fet que 1l'existéncia de 1 element neu-
tre Aixd ens permet d establir el segiient corol lari

Defanacid I 4 1

Anomenarem sub-estructura de (A, ) tot
sub-conjunt de A tancat per 1 operaci$
de A1 81 A te elements distingits im~
posarem que el sub-conjunt tamb& els po-

seeixi

Corol lari 1

Sa2 (A ) es una estructura algebraica
amb element neutre e, aleshores tot sis-
tema pre-ordenador de (A, ) es una sube-

estructura de (A ) que contingui A%

El reciproc perd, no es pot pas garantir

En (N ) considerem 1 estructura engendrada pels produc-
tes de quadrats per cubs s a dir

3

D={n2m n, me N}

El conjunt D aixa definat es tancat respecte de 1 opera-~
cid 1 conte els quadrats i, malgrat tot, no es pas un
sistema pre-ordenador de (N, ), jga que

na mz mé&D 1 1 nz m2 €D

i, en canvi existeixen m €N tals que m &D

Exemples

1 Sa (A, ) es 1dempotent' i te neutre, com per exemple
(P(A)Yy,n) 4 (P(A),v), resulta que 1 fnic sistema pre-
ordenador de (A, ) es A (3a que A%, A)

2  En (N,+) els unics pre-ordenadors possibles sbn 2N i N



3 En (N, ) els unics sistemes pre-ordenadors possibles
sbén els sub-conjunts de N tancats per que contenen

N Ja hem vist que no tots ho son)

Corol lari 2

S1 (A ) &s una estructura algebraica amb
element u neutre per 1 esquerra 1 absorbent
per la dreta aleshores tot sistema pre-or=
denador respecte de 1 operacid es una

sub-estructura de (A ) que conté a2

En efecte:
£s obvi que u € D i que, 81 x 1 y pertanyen a D, x y € D

Exemples
1 En una dlgebra de Boole definim la implicacid

X —»Yyy per mitjd de Ix vy

Aleshores 1 element mdxim de 1 algebra satisfd les con-

dicions imposades en el cor 2

£s clar que D= {u} es pre-ordenador en (A —) (en rea-
litat &s ordenador)

Els altres sistemes pre~ordenadors haurand &sser tan-
cats per la implicacid —= i hauran de contenir u ai-
X0 ens proveelx d un reflex del calcul de proposicions
cldsaic,

2 En una algebra de Hilbert (H ) 1 element maxim u &s
neutre per 1 esquerra i absorbent per la dreta (Mon-
teiro {1971)) Per tant, tot sistema pre-ordenador

D de (H, ) ser3 tancat per 1 operaci§ de 1 3lgebra
i contindrd u aix3 ens aporta un reflex del c3lcul

de proposicions cldssic i positiu

Malgrat tot, les condicions anteriorsson molt restricti-



ves jJa que hi ha moltes operacions sense neutre i sense
elements com els descrits en el cor 2 gque, en canvi ad=
meten sistemes pre-ordenadors 1, en general no podem
pas assegurar que aquests sistemes pre-ordenadors saiguin

sub~estructures

Exemple
En Z definim 1 operacid (x,¥) e Xx-y
Si1 a €Z 1D es un sastema pre-ordenador que conté 8,

aleshores

(1) aebD
(1x) o=z~-2z per tant, o € D,
(1122) s1 x-y=za i y~-z=a, aleshores x-z=2a €D,
(i1v) s1 nae D amb n %0 aleshores (ntl)a e D
Ja que existeixen elements x,y,z de Z tals
que
X-y=na 1 y-z=a
d on

x-z=(né¢lda &D

Tenim doncs que D 2 aN pero aN es pre-ordenador i con-
te a Per tant D= aN

Aquest sistema pre-ordenador no es pas una sub-«estructura
de (2,-) ja que

an-am=a (n-m) ¢ aN, si n<m



Is L abgorcid per la dreta

Des d ara, com que tota clausura CSD s un operador con=

seqgiidncia utilitzarem la notacid Cp per designar-la

Definicio I 5 1

Un sistema pre-ordenador D respecte de

Y operacib de (A ) es absorbent per
la dreta si 1 nomes si,

x D& D, per tot x de A

Proposicio I 51 (Sales [1974])

Un sistema pre-ordenador D &s absorbent

per la dreta si 1 només sa,
D QCD(S)v
per tot S & A

En efecte:

A Si z €D, aleshores z eCD(S) per tot S & A, S{£
En particular, per cada x de A, z ech(x) 1, per
tant,

xz &b
i D es absorbent per la dreta

B S4i D 68 absorbent por la dreta i x @D, alaeshores
x € CD(S), ja que y x € D, per tot y & S

Coro} lari

D verifica 1 absorcid per la dreta si1 1

nomes si,
c (s)y =1 CD(X)

bg 7'V wCp

Se€ P(A) x €A



Notes

1 En general, x DZED Es suficient comprovar el seglient
exemple A=l{X,y} i Xx=yy=xy=y x=x4 A és pre-
ordenador 12 x Asi{xt S A

2 En el cas que D sigul absorbent per la dreta, si este-
nem C, a P(A), tot sencer fent

CD(¢) =g
haurem de rectificar la proposicio I 51
La questid es la seglient Es possible de definar
CD(¢) =D

Aquesta definici8 estaria {ntimament vinculada amb les

definicions donades usualment en 13gica (Porte [19651)
No podem precipatar-nos Ens cal estar segurs de que
cD(cD(¢)) = cD(D) =D

i aixd, en general no &s cert

I6 El modus ponens

Definici§ I 6 1
Un sistema pre~ordenador D verifica el
modus_ponens si, i només si,
xy&e@Dixe€D impliquen y &D
Proposacid§ I 6 1 (Sales [1974]))

Un conjunt pre~ordenador D verifica el
modus ponens (M P ) si, i només si

D= CD(D)



En efecte

A

Si xyeDixeD, aleshores y & CD(D) 2D 12 D veri-
fica M P

Si xe CD(D), aleshores, per un cert y de D, y x € D}
per MP , x& D 1, per C1 resulta que CD(D) =D

Proposici8 I 6 2

Una condic18d necessdria 1 suficient per
a que un sistema pre-ordenador D verifi-
qui M P es gue exasteixi un saistema pre-

ordenador D tal que
CD(D =D

Bs clar que DD

En efecte

A
B

Si D verifica M P , fem D'=2D

Suposem ara que per un determinat conjunt pre-orde-
nador D', tenim CD(D') = D perd, en canvi, CD(D) £D
Aleshores CD(D) # D i, per tant, exiatard un xeCD(D)
tal que x ¢, D

Exasteix un z € D tal que z x € D, perd x ¢ D Ara
b&, per hipdtesi, z eCD(D ) 1, per tant, existeix
un y& D tal que y z ¢ D

Aplicant P02 a D tenism que y x €& D, par un aeri y de
D', don x eCD(D })=D Contradicca1d

Proposici8 1 6 3

Un sub-conjunt D de A &s un filtre res-
pecte del pre-ordre €p 81, 1 nomes si,
D verifjca M P

En efecte :

A

x £,y ix€DdiD verifica M P , aleshores y € D



B

xyeDixeDiD & filtre d ordre, aleshores y g D

Notes

1

S1 D s absorbent per la dreta 1 verifica M P ales=~
hores podem estendre C a P{A), definint

Cp(#) =D

Aixd ens diu intuitivament® que, s1 el conjunt de

premisses &s #, les deduccions immediates respecte
d un sistema pre-ordenador absorbent per la dreta i
que verafiqui el M P = que podem ainterpretar com a

tesis = sén precisament, les tesas

Suposem ara que D#£D s1 D 1 D son absorbents per
la dreta 1 verafiquen M P aleshores segons la no~-
ta 1, cD(¢)=D ic, () =D 1 per tant, Ch#Ch s perd
no per aixo cal dedulr que tot element de A es facto-
ratzable En efecte, considerem A= {x,y} 1 1 operaci$
X X=2YyY y=Xy=Yy X=X

Per tant a 1 estendre 1 operador CA a P(A), tot sen-
cer tal com s indica en la nota 1 resulta que no é&s

possible estendre la prop I 2 2

La prop I 6 2 es pot debalatar, puix no cal suposar
que D es un sistema pre-ordenador (en la demostra-
cid aquest fet no antervd en absolut) Pexr tant, la
pedem emunciar: 'D verifica M P si, i1 nomfs si, exisw
teix un subconjunt S A, S£¥# tal que CD(S) =D

CD(D ) =D significa que D verifica el M P respecte de

D, aixd &8s, z x @D i z ¢ D ampliquen x € D

Un sistema pre-ordenador pot verificar M P 1 no &sser

absorbent per la dreta

Considerem (Z,~) 1 sigui D=aZ, on a &€ 2
D verifica M P , perd no &s pas absorbent per la dreta,



ja que

A x-~y=na i x=ma impliquen y=ma~na= (m=-n)a g aZ
B Si 2 g Z 1 na € D, aleshores z-na ¢ a2 si, i no~-
mes si, z € aZ

En un grup (A ) tok sistema pre-ordenador verifica M P ,
perd només A &s absorbent per la dreta

6 Si D &s absorbent per la dreta i verifica M P i x € D,
aleshores CD(x) =D
Ja hem vast, prop I 5 1, que CD(x) 2 D Cal veure que
CD(xﬂ €« D Sigury e CD(X), aleshores x y « D i x & D,
don yebD

Per tant sa Dl 1 Dz s8n dos sistemes pre-ordenadors gque
verifiquen M P i sdn absorbents per la dreta 1 Dl $'D2'
aleshores C., #C_ , puix
D D
2 1
<y (D1)=D i < (Dl)::Dl

2 2 1

Definicid I 6 2

Un sistema pre-ordenador que verifiqui M P

s anomena un sistema deductiu ddbil

17 Absorcid per la dreta i M P i elements distingits,

Proposicid I 7 1
S1 (A, ) admet un element meutre per

1l esquerra e, aleshores tot sistema

pre-ordenador verifica M P

En efecte
Si xy €D i x e D, aleshores, per hipdtesi i per P02,

ey=y €D



Nota
En un grup (A, ) tot sistema pre-ordenador d2bil &s un

si1stema deductiu débal

Propos1c16 I 72

S1 (A ) admet un element neutre per
1 esquerra i absorbent per la dreta, u,
aleshores tot sistema pre-ordenador D

&s absorbent per la dreta

En efecte
SiyebDi1ixegA, aleshores uy=ye D 1 xu=uebli
per P02, resulta que x y & D

Corol lari

Si (A, ) admet un element neutre per 1 es-
querra u, que &8s absorbent per la dreta,
aleshores tot sistema pre-ordenador &s una
sub-estructura que verifica M P i &s ab-

sorbent per la dreta

En efecte
Cal aplicar la prop I 4 l,cor 2, i les props I 7 1 i I 7 2

Nota

Es possible de debilitar la hipdtesi de la proposicif I 7 2
imposant que u sigul absorbent per la dreta sobre D (aixd
vol dir que, per tot x de A, x u € D)



I8 El conjunt quocient A/‘. Sistemes pre-ordena-
D

dors maximalment tancats

Considerem ara el conjunt quocient A/El tal com fou
D
introduit en la pidg 5 Notem en praimer lloc, que CD

indueix una aplicacibd, gque seguim anomenant CD’

c A —— P(A)

D

definida per
CD(x)= c,3xt)

(Recordem que CD(ix}) el designavem CD(x) per conveni
Pdg 5)
Aquesta aplicacid indueix una relacid d equivaldncia en A,
definida per

X, Y€A, x =y s1 inomes si, Cy(x)=Cy(y)
Bs fdcil de constatar que aquesta relaci§ d equavaldncia

&8s la mateixa que la definida en la pdg 4 i 5, induida
pel pre-ordre SD

Observem a continuacid, que el sistema pre-ordenador D,
en general, no és classe d equivaléncia , per veure-ho,

considerem el conjunt A= {x y,z}, proveit de 1 operacif :

|

< "<

Yy
z

wON YN
€ 9 Nin

y
i el sistema pre-ordenador de (A, ) D=ly} Resulta que
r}'jng*Y’z) # D

Bs per aixd que designem el conjunt quocient per mitj)3 de
A,_ i no per mitjd de A,, que f8ra el usual



)
Proposici$ I 8 1
Una condici8 necessadria i suficient
perque D estigui contingut en Lx]D,
on x € D, &s que

DD<«D
En efecte
A Si x, ye&D1DDED aleshores xy€DiyxebD,
d on
y€ [x},

B Sibeg {x}D on x €D alaeshores, s1 y zg D
xy&€Di1zxeD i, per P02, z y &D

En particular, si D &s absorbent per la dreta (A D& D),
aleshores, per cada x & D, D g;[x]D (Sales [1973]1)

Proposacio I 8 2

Si D g;[x]D, on x &€ D, aleshores la clas-

se [x), és mdxima en A/EED s1, 1 només si,
D &s absorbent per la dreta

En efecte
A D es absorbent per la dreta 1, per tant, per tot x & D,
i tot y de A, s obté y x&D D on

EY3D - D cxjnv si & D
B si [y], 51>E*£' on x & D, aleshores com que aquesta
desigualtat es vdlida per qualsevol element y de A,
tenim que, s1 2z ¢ A i t € D, aleshores
(z)p < (t)p

que per definicio, és equivalent a z t € D

Notes
1 La prop I 8 2, en donar la condicid suficient, completa

un resultat de Sales [1973]



En les hipdtesis de la prop I 8 2 resulta que ExJD

on x € D, s absorbent per la dreta pero, en general,
no és possible d assegurar que sSigui un sistema pre=-
ordenador Es suficient de considerar el seguent e-

xemple A={x y,z,t} 1 D={x$21 1 operacid

o+ N 9 o

M OK M OKIH
WM oW M4
o+ M oo YN
¥ N N N |

Veiem que D s un sistema pre-ordenador de (A, ),
absorbent per la dreta i que {a classe d'equivaldn-

cia

[xJD = {x’Y}
verifica [x], 2D i &s absorbent per la dreta, perd
no &s pas un sistema pre-ordenador de (A, ), ja que,

a1 be
xXz € [x]D i t x e[x}n,

en canvi, t z ¢(x]D

De considerar els subconjunts de A que contenen a
£xln i sbn pre-ordenadors de (A, ) en trobarem dos,
que sdn ix,y,t} 4 A  Resgulta dones, gua el sisten
ma pre~ordenador engendrat per (x]D s Que és {xey t},

no &8s absorbent per la dreta

Sigui B un sub-conjunt de A Direm que B 8s un
conjunt absorbent per la dreta sobre D si, i només
si ABwD

En les hipdtesis de la prop I 8 2 resulta que Lx]D,

on x € Dy &s el mdxam sub-conjunt de A que &s absor-

bent per la dreta sobre D Cn efecte



]
A Siyel(x)]yizeAiteD, aleshores z te D

ityeD,don zy €D

B Siy ¢ lfx,]D i verifica A y €D, aleshores x y g D
Per altire banda tindrem, per tot z & D,
zx&€D xzeDiy=z &b,
dony x €D i finalment, y € txJD Contradiccad
4 En les hipdtesis de la prop I 8 2, Ixl, = D si, i
nomes si, D verifica M P (Sales [1973)) En efecte

A z &D1zye D implica [zJD=D=[xJD €plylp
Per la prop I 8 2, [x]D==[y]D i, per tant, y € D

B Siy e [x]D 1z € D, aleshores z y ¢ D i, per M P ,
yebD

D agquest resultat se n segueix el seguent
Uxl;=D, on x& D, s1 1 nomes si, D €5 el mdxim sub-con-

Junt de A absorbent per la dreta sobre D

Definicio I 8 1

Un conjunt pre-ordenador D &s maximal-
ment tancat respecte de 1 operacid de

(A, ) s1, 1 nomes s1i,

MT1 P DgD,
MT2 d oxistir un conjunt T g A tal
que T =) D aleshores

DT$D 8 'rng;n

s clar que A &s maximalment tancat respecte de (A, )

Proposicio I 8 3

Una condicid ne s3ria i suficient per
tal que D sigur «: sse d equivaldncia en

A/= es que D sigui maximalment tancat
D

respecte de 1 operacib de (A, )



En efecte

A En virtut de la prop I 8 1, Lx]n = D implica MT 1
Suposem ara que existeix un conjunt T tal gque T & A
1 TP D aleshores (3z)(ze T 1z ¢ D) Sy TDe&epD
i DTED, tindrem que, s1 x € D,

xzegbh 1 z x €D,
don z & Ex]D Contradaccad

B Per MT 1 i la prop I 8 1 tenim que D E;Ex]D, on
xeD S:Lyetx]DiyﬁD aleshores T=Dwi{y}t 3 D
£s clar que

=

TD=DDuyDeD,

DT=DDuDy <D,

jJaque DD €D, DyeD 1yD D (pulxDQl’.x]D 1
Yy e txlD) Contradicci$§ amb MT 2

Proposicib I 8 &

Si D fs maximalment tancat i absorbent

per la dreta, aleshores D verifica M P

En efecte
Si x y €D i x € D, aleshores x y € D i a més per tot
z de A, z x € Dj per tant si fem z=y tenim que

y € Ix),=D

Proposici§ T 8 5

Si D &8 absorbent per la dreta i veri-
fica M P , aleshores D &s maximalment

tancat

En efecte

Per tot T & A, es verifica T D «D; d on D D <D

S1i T ;aD, aleshores T D ¢ D per tant hem de demostrar
que D T ¢ D Si no fos aixi tindriem que per tot ye&T,
xyeDixeDi, per MP , yeD, donT=D Contra-~
diccib



}
Hem arribat, utilitzant un altre cami a un rg@sultat que

es troba en Sales [1973]

Si D 8s un sistema pre-ordenador absorbent per la
dreta D g A/ga s1, i només si, D verifica M P
D

Ara 1 enunciariem

En pres&ncia de 1 absorci§ per la dreta, M P
i MT (maximalitat tancada) s8n equavalents"

Les proposicions I 8 4 i I B 5 ens diuent
Ab pdiMT =, MP
Ens preguntem ara si el MP i la M T de D impliquen
1 absorcio per la dreta de D
Disposem ja de dos exemples que responen negativament
aquesta pregunta
= En un grup (A, ), tot sistema pre~ordenador D &s
maximalment tancat (puix &s classe, pdg 25-26) i
verifica M P perd no és absorbent per la dreta,

a menys que D= A

= L exemple de la nota 5 de I 6 ens permet de calcular

[xJD. on x=na
y € Cx]y s2 1 només si, y-x=pa i x-y=qa,
d'en y = (pén)a i, per tant, y € D
D verifica D D gD i per la prop I 8 1, tenim que
CXh)=D

Per tant, D &s maximalment tancat i verifica M P i
no &s pas absorbent per la dreta La prop I 8 2 ens

diu que D no es classe midxaima



Acabarem aquest capftol veient que, a partir d un sis=-
tema pre-ordenador D, &s possible de construir~ne un al-
tre Do tal que D c__,Do i, a més D sigui maxaimalment
tancat Aquesta construccid &s inductiva 1 es pot fer
des de dalt i des de baix (en el sentit d knderton [1972])

Proposicid I 8 6

Sigua D* un sistema pre-ordenador 1 si-
gui B la famflia de tots els sistemes
pre~ordenadors maxaimalment tancats que
contenen a p* El conjunt

Dsz

° bpe$

8s un sistema pre-ordenador maximalment

tancat

En efecte?
A Do &s un sistema pre-ordenador, en virtut del lema
I 211 del fet que A sigui maximalment tancat
B Ara cal veure que per cada x € Do' [xy) =D

o
Suposem que x € Do' aleshores x € D, per cada siste~

o]

ma pre-ordenador D de .
Es clar que y & Lx1p si, i només si x y e.Do i
o

yanoui,inomh-i per tot De®P xyeDiy=xgh
D (ja que x € D)

si, i només si, per tot De P, vy & [x1,
si, i només si, y €n

Corol lari

(a) Tot sistema pre-ordenador D™ engendra
un sistema pre-ordenador maximalment
tancat

(b) Si A admet un sistema pre~ordenador ab-
sorbent per la dreta, propi, que verifi-
qui M P , aleshores Do &s propi



En efecte
(a) Ac®H, ja que A &s maximalment tancat
(b) Prop I 8 5 i prop I8 3

Aquesta proposici8 ens déna una construccil de D des de
baix A continuaci8 donarem una construcci8 des de dalt

Sigui D un sistema pre-ordenador que verifiqui MT 1 (aixd
és D D = D) Sigui ara Co la classe engendrada per D,
mddul D Per la prop I 8 1, <, estd definida, ja gue
D<C, Saigui ara Dl el més petit sistema pre-ordena-
dor que conté a Co i que veraifica Dl Dlg:_ D1 (existeix
pPuix A A & A) Tenim

1
Reiterem el procés agafant com sistema pre-ordenador base

Dl i obtenim

DeC &«D
(]

DeC, =D =C &b,

etc
D aquesta manera obtindrem una successi$
Dg Co g.Dl ch gDz gczg
{que naturalment pot devenir estaciondria j s a dir,

pot existir un nombre natural k tal que Dks C:l = DJ’
per tot § % k)

Considerem ara .
Csvnk
k=1
A C &3 pre-ordenador !
POl. Per tot x de A i tot kg Ny, x x GDch
PO2 S:.xyeCiyzeC,aleshoresxyenri
y z &Ds i, per tant, x y eDt iy zeDt,
on t=midx {r,s} Perd D, és pre-ordenador,
donx z ¢ Dt < C



B

C &8s classe d equivaldncia mddul C

Suposem que x @ C i que ¥y =, X Aleshores, per un
cert nombre natural k, x & Dk i, per tant, x € Dr'
sir 2k

D altra banda, x y € C i y x € C implaica que x y & Dm
iyx e Dp per uns certs nombres naturals m 1 p

Si fem s=max } ryn,m}, aleshores x, Xy 2y x € Ds’

d on x EDsiye txJD8=D
Tot aixo ens diu que [x]c €cC

-]

Per a veure 1 altra desigualtat aplicarem la prop
I181; &s a dir, cal demostrar que C C & C  Perd
a1x3d &8s immediat, ja que si x,y € C, aleshores

x € Dr iye Ds 1y 8i fem t=mdx {s,r}, aleshores te-

nim
X € Dt' y € Dt Y Xy €& Dt

Donxy € C 1 1la demostracid estd acdbada

Hem demostrat, doncs el seguent teorema

Proposici8§ I 8 7

A partir d un sistema pre~ordenador D
tancat (&s a dir que verifiqui MT' 1),

1 expressad
o
c ﬂu Dk'
k=1

on cada D, es defineix com anteriorment,

k
s un sistema pre-ordenador, maximalment

tancat, 1 conte a D

Disposem doncs, de dos métodes per a construir un sis-

tema pre-ordenador maximalment tancat a partir d un sis-

tema pre-ordenador D que verifiqui MT 1 les props



1861118 7 ens elg proporcionen La pregunta a la
que cal respondre ara 8s la seguent s possible d as-

segurar que C= Do? La resposta s afirmativa

Proposicio I 8 8

En efecte

A

Si D &s un sistema pre~ordenador tancat
i, a partir d ell construim els siste~
mes pre-ordenadors maximalment tancats
C i Do, seguint els metodes donats en
les props I 8 7 1 I 8 6, respectiva-

ment aleshores

C=D
o

D, &C, ja que D es el més petit pre-ordenador maxi-

malment tancat que conté D,i C es un dels sistemes

pre~ordenadors maximalment tancats que contenen D

Per veure que C & Do es procedeix per inducci$

(1)

(i1)

(121i)

<
Co < Do' Jja que

yec, si i només si, per un cert x e D,
xy€eDi1yxebD Aixaimplicaquexye{)o
1yxE.Do:|.xeD° per tant, yerJD°=D°

Dl gDo Ja que I)_1 €s el mes petit sistema pre-
ordenador que cont$ co 3 gque verifica nl Di & ):)1

Suposem ara demostrat, ja, que Dk -4 Do' per
k=1, sn Aleshores D & D (Es obvi re-
n+l o

petint (i), si fem Dn:-D )

De tot 1 exposat anteriorment resulta que
D €-_D° per tot x € N Per tant,

* )
C= D. & D
k=1 k ]



Ara b8, en les hipdtesis de la prop I 8 7, hi ha una con-
dicid (MT 1) que no intervé en les hipdtesis de la prop
186 A1xd ens planteja el seguent problemat

Suposem que D™ és un sistema pre-ordenador qualsevol

(s a dir, no cal que verifiqui MT 1) 1 considerem el
sistema pre-~ordenador D engendrat per p* a b 1la condi-
c¢18 que D verifiqui MI' 1 A partair de p™ construim

Do i, a partir de D construim C 1 odem assegurar que

Do= C? La resposta a aquesta pregunta es afirmativa

En efecte
s clar que D 2D, puax D_ 2 ¥ 3 D s per ser maximal-
ment tancat, verifica MT 1, perd D es el minim sistema

pre-ordenador amb aquestes condicions
Aleshores tenim
= Debd 1 ™abp ac

Hem vist que Do €s el minim sistema pre-ordenador maximale-
ment tancat que contd D™, perd C &s maximalment tancat i
conté D™ Per tant,

Doﬁa C
Cal veure, doncs, que C = D

o
Tenim que

DD i DD<b,
o
per tant D° s ol mbs petit sistema pre-ordonadoftﬁﬁe
conté D i C es el sistema pre~ordenador eéngendrat per D

Estem en les condicions de la prop I 8 8 i, per tant,
D =C
o

Aquests darrers teoremes generalitzan un resultats analegs
obtinguts per Sales (Sales [1973)) alli hom suposa que
els sistemes pre-ordenadors D de partida sén absorbemts
per la dreta (1, per tant, verifiquen autom3ticament MT 1)
Ai1x3 fa que, allf, 1¢5construcc1ﬁuhes de dalt 2 des de
baix coincideixin sense necessitat d aquesta darrera pre-

cisab

o



CAPITOL I
mISST=E =3

CONJUNTS PRE-~ORDENADORS FORTS
I SISTEMES DEDUCTIUS FORTS




IT 1 Sistemes pre-ordenadors forts

Abans de donar la definicid de sistema pre-ordenador

fort respecte de 1 operacid d una estructura algebrai-
ca (A ), conve recordar la aindicacid que segueix la de-
finici8 I 1 4 en la que s ens diu que a fi d evitar con~
fusions, els sistemes pre-ordenadors introduits per aque-

l1la definiclo s anomenaran sistemes pre-ordenadors ddbils

Definicid IX 1 1 (Sales [1974))

Donada una estructura algebraica (A ) 2
un cert conjunt D & A direm que D és un

sistema pre-ordenador fort respecte de

1 operacid 82 1 nomes sia verafaca

POF1 x x & D, per tot x de A,
POF2 81 per un cert x de A, existeixen

n elements ¥y Y. tals que
Yy (y2 ( (yn x) ))enpDn
i, per cada i € {1,2 yn} exis-
1 1
teixen m elements de A zy L
tals que *
2t (22 ( (z2 y) Mep
1 2 my i
aleshores
1 1 n n
z (z2 ( (zm -1 (2 X)) e D
n n
Notes
1 Els elements Yy i=1,2, s que 1intervenen en la
definici6 II 1 1, aixf com els elements zy, k=1
m,, i=1, ¢+Ny poden esser 1guals o diferents

2 Adoptarem un conveni respecte dels paréntesi En una

expressil sense pardntesi associarem per la dreta



Aixf,

Y1 Y2 In *

significa
¥y, (v, ¢ (y, ) )

Quan ¥y = Yy = = ynz y escriurem y(n) x en lloc de
vy {y ( (y x) »

Cal adonar-se que y(n) és un operador 1 no un element

de A

La 1dea de 1 operador ens permet de considerar

Y31 yn

com un operador de A en A 1, com que 1 ordre és essen-

cial podem indicar-ho tamb8é de la seguent manera

Designem per mitjd de SF(A) el conjunt de les succes-
sions finites d elements de A 1 per cada successio

] e.SF(A) definim 1 aplicacad

£f 3 A —" A

s
per mitja de
fs(x)zs x=y, Y, ¥
sempre que s= (y, yn)
Si 8, 4 s, s8n dues succassions finites d elements de

A designarem per s; s, la successid que s obté per
juXtaposicio de s, i s,, aixi, si 8, = (yl, ,yn) i

1 2!
s, = (zl, zm) defanim
s 52= (8 3 attig tnam’
on t:l.:y:. per 1 €& 41, n} 1 ti= zZ _,v per
1 € {nt+l n+m}

£s clar que la successi$ 8y 8, va assoclada a 1 apli-



cacid £ of En efecte
8y %2

(fs ofs )(x)‘-'—fs (82 x)=sl (52 x) =

1 2 1
= yl yn 82 X =
= yl yn Zl zm X =
= (sl 82) X = fsl sa(x)

Quan la successio S € SF(A) es redueixi a un element
de A la 1dentificarem amb ell Ai1xi s1 8= (y) es~

criurem s=y

Amb la notacio de la nota 3 1la condicio I0OF2 es pot es-

criure

POF2 51 per un cert x de A existeix una successio fi-
nita s = (y1 ,yn) e.SF(A) tal que s x &€ D 1 per
cada i € {1 n}t existeix una successio sl'e SF(A)

tal que st Yy, € D aleshores
t xe D

on t= sy s

Proposici§ II 1 1

S1 D &8s un sistema pre-ordenadoxr fort i
existeix una successil s = (y; .ya)
de SF(A) d ordre n i per un cert i de
{1, s}, existeix una successid s, de

SF(A) tal que, per un cert x de A es

verifiquen

s xe&bD i s, yi e D,
aleshores la successid
t= Y1 yl-l sJ. y1+l yn

verifica

tx&D



En efecte
Per hipdtesi, disposem de la successid s= (ylg ,yn) i

de la successid§ s, que verifiquen

i
s x&?D 1 s, ¥, € D

Ara construim les n successions sf g SF(A) ke i1, Ml
per mitja de

X _ Yie si k£1

5 =1s s1 k=2

2

Aleshores es clar que sk Yi € D per tot k € {1, n}

(El cas ¥=i es segueix de la hipdtesi 1 els casos k£ i

es segueaixen de POF1 )
Per tant

sxeb on § = (y1’ Yn)

sk Y € D per tot ke {1 2, 1},

d on per hipdtesi

t x€ D,
on t= s1 51-1 st si”' sn=y1 Yia1 %1 Yy Yy

Proposicio IT 1 2

Sigui D un sub-conjunt de A Si, per
cada sucecensld s = (yl ,yn) tal que
s X €D per un cert x de A i, per ca-
da si (1 £ 2 % n) tal que si y; € D,

es verifica que t x € D on t designa

la successi
t= 51
=Y Yi-1 Yas1 Yn?
aleshores D és un sistema pre-ordena-

dor fort



En efecte

Suposem que tenim una successid s = (y1 ,yn) tal que

per un cert x de A verifica s x € D 1 tamb& n succes-

sions st tals que

s'y,eD i=1, n,

aleshores en particular es verificard

1

s x&D 2 s” ¥, & D
1 per hapdtesi podem assegurar que
1

tx&€D on t=s Yo Yy
Suposem ara gue tk x &D on tk= s1 sk Yiel Yy
(k < n) Com que A Yipy € D aleshores

k k k

t 1 x €D, ont *lz 51 5 ak¥l Y2

Ara bé el nombre d elements de s es finmit 1 per tant

la proposicid queda demostrada

Hem demostrat doncs una definicio alternativa de siste-

ma pre-ordenador fort es la definicio seguent

Defainicid II 1 )

Un sub=conjunt D d una estructura alge-

bralia (A ) es un sistema pre-ordena=-

doxr respecte de 1 operacio S1 1 no«
més ai, verifica:

POF1 x X e D per cada x de A

POF2® 1 existencia d una successid
8= (yl ,yn) tal que per un
cert x de A verifica s x €D
1 d una successio s> per un
cert 1 € {1,2 n} tal que

s1 Y, € D aimpliquen

t x& D,



on t=y1 Yy B Yl-l-l Yy

Proposicid II 1 3

Tot sistema pre-ordenador fort &s un

sistema pre~ordenador dé&bal

En efecte

POFl es zdentic a POl

POF2 implica PO2 ja que si xy e D 1y ze D aleshores
x z €D (Calfers:yisl=x)

El reciproc en canvi &s fals com ho prova 1 exemple
de la prop I 2 & bn efecte considerem el sistema pre-

ordenador debil D, = {x y} aleshores

yx=yab,

z (xy)=x e n,,

per tant sa D2 fos un sistema pre-ordenador fort tin-

driem que

z (x x) & D,

perd resulta que z {(x x)=2z t=t ¢ D,

Nota

Le» condioions POFl i POF 2 #6n independents i

- Aesabem de veure quc un conjunt D pot verificayr POF 1
{que &s POl) 1 no veraificar POF2

- Ara cal veure que un conjunt D ¢ A pot veraficar
POF2 12 en canvi, no verificar POF1l Fem A= {x,y};
dotem-lo de la 1llei de composicid x x=2=x y=y x=
=y y=y 1 considerem D={x} £s clar que D verifi-

ca POF2 i no verifica pas POF1



II 2 Sistemes pre~ordenadors forts i operadors clausura

Teorema IX 2 1 (Sales [19741])

51 D es un saistema pre-ordenador fort
aleshores 1 aplicacio
Ky, PAYY —— P(A)

definida per
KD(S)={xs A (3s)(s esF(S) 1 s xe D)},
&s un operador clausura en (P(A)™, <)

En efecte :

2 s, =85, implica KD(Sl) = K (S,), ja que

y € KD(SJ_) si 1 nonds s2 (3s)(s & SF(Sl) 1 s x D),

d on per hipdtes: (3s)(s & Sl‘(Sz) 1 s xebD)a
per tant y & KD(Sz)

CclL KD(S) =S per tot S<=A S£Z@ jJa que

s1 y & S, aleshores per POF1 y y &«D i per tant,

existeix una successio s= (y) & SF(S) tal que
sye?bD
don ye& KD(S)
cs KD(KD(S))-KD(S), per tot S sm A, SEF Jja que,
per Cl, KD(KD(S)) = Kp(5) i, d altra banda si

vye KD(KD(S)), existeix una successid s e SF(KD(S))
tal que s ye€ D

Ara bé, s s (yl ,yn) on per cada i €41 2, n}y
Y, € KD(S)
Per tant per cada i € {1 2, sn}, existeix una

successid ot esp(s) tal que

si yleD
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i aplicant POF2 resulta que

tx &D

on t=s' s® 1 &s obvi que t & Sp(8)  Per

tant y € KD(S)

Nota
En el cas dels sistemes pre-ordenadors débils teniem el
teorema I 1 1 que donava una condicio necessiria 1 sufi-

cient per tal que C, £6s una clausura

En el cas dels sistenes pre-ordenadors forts, el teore-
ma II 2 1 dSna una condicio suficient per tal gque KD

S1gul una clausura

Anem a veure s1 es possible millorar el teorema II 2 1

c1 La condicio Cl1, KD(S) = 5 per tot 5 € P(A)® no
ens assegura pas que D verifiqui x x € D, per tot
x de A

En efecte Fem S={x}, aleshores
KD(x) =21xt,

d on en podem deduir 1 existencia d upa successid

nx

finita s = (x x) & SP(S) tal que s x € D Per

tant, resulta que

K (8) 25 per tot S @ P(A)™ 83 1 nombs
8i per cada x de A existeix un nombre na-

tural n =1, tal que

(n,)
x X x eD "

Aguesta condicio 1 anomenarem POFl1 1 tindrem
KD(S) 2 S s1 1 només sa POFl1 !

Podria oclrrer que POF1l 1 POF2 impliquessin POF1 &

aleshores la condicio Cl juntament amb POF2 ens asse~



guraria que D és un sistema pre-ordenador fort perd

a1x3 no passa segons ho prova el seguent exemple

El conjunt A=4{x y 2zt proveit de ltoperacid

E£a clar que {3 verifaica POF1l 1 POF2 i malgrat tot, no
verifica pas POF1
C3 De manera semblant KD(KD(S)) = KD(S) per tot

S € P(A)x no ens assegura pas que D verafiqua
la condicid POF2

Suposem que s x € D on s= (y; ,yn) €S (s) a
que per cada 1 &€ {1 2 nf existeix una succes-
1 i i 1
516 s = (z; ,zml) € S, (S) tal que s vy, €D,
aleshores la definicio de KDens diu que per cada
i€l 2 nj
i
vy € KD(Z}_ ,z:; )
1
i, per tant, per tot i € {1 2 n{, tenim que
1 1 n n
y, € K (z z z z ),
i D "1 my 1 m,
d on resulta que
h n
8 e.SF(KD(zl. ,zmn))
i per la definicid de Kpy 8 obté gque
1 n 1 n
x € Kp(K, (=], .zmn)) = KD(zl, zmn)

(en virtut de 1la haipdtesi)

Aixd ens diu que existeix una successid

t €.SF(zi. ,z: ) tal que t x & D, perd no podem
n
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pas assegurar que la successil t sigui precisa-

ment t = sl sn

Si anomenem POF2 la condicid que hem deduit de 1 hipd-~
tesa KD(KD(S))= K,(S) per tot S e P(A)™, que es

s1 ¥y, Y, X € D 1 per cada i € {1 2 ni,
ex steixen m_ elements de A z zi ,tals que
1 1 mi
2 1
zy zm1 Y, €D
aleshores existeix una successio s de
1 f
SF(zl zmn) tal que
s XxX€ED

obtenim la seguent proposicio
KD(KD(S))= KD(S) per tot S € P(A)“, si, 1 només

s1 D verifica POF2

Ja hem vist que C3 implica POF2 Cal veure que, s1 D
verifica POr2 (a1 POFl o POF1l ) aleshores tenim que
Kp(Kp(S)) = K (S) per tot S de P(A)*  Ara b& s1 D

verifica POFl o POF1l aleshores kD(KD(S)) D KD(S)
Per tant cal veure que si1 x & KD(KD(S)) aleshores
x €K (S) (qualsevol que sigui S € P(A)" )

x & KD(KD(S)) 51 1 nomas si ( 3s)(s € SF(KD(S)) 1 8 x @ D)
d on

(35)(8=(y1. ,yn) 1yis.KD(S) i 8 xeb)

1 per tant per cada i € 1,2, yn}t, existeix una suc-
cess10o finita s* g SF(S) tal que
i
s  y &bl
1 i i )
on 8" = (z), 12,
1

Per tant per tot 1 e {1 2, snty



1 n
y, € KD(zl, ,zm“)
i
x € KD(yl yn)
dlon per POF2 , resulta que
1 n
x & KD(zl’ zm )
n
Ara b& els elements 23 J=1 2, mo i=12, on
86n elements de S 1 per tant per C2,
1 n
{27y z. t&S
n
implaica
x e KD(S)

Com abans &s possible comprovar que POF1 i POF2 no im-
pliquen pas POF2 Considerem el seguent exemple el con~
junt A= {x Y} proveit de 1 operacio X X=Ya«y=Yy ¥y a -
X ymX En ell considerem el conjunt D={x}{, aleshores

Kp(x) = A, KD(y)eA, KD(A)aA,

ja que

(2)

x x=x (x x)=x y=x,
Xy=x
Yy X=X

y(a) yay (y yY)wy x=ax,

per tant KD(S) =2 S (POF1') 4 KD(KD(S)) =KD(S) (POF2 )
(per tot S € P(A)™) 1, en canva si1 b

x(2) x €D i xy€ D,
resulta que

x(? y=x (xy)=x x=y €D

Tampoc no &s veritat que, si1 D satisfa POFl 1 POF2 , sa-

tisfaci POF2 Considerem el seguent exemple el conjunt



A=|x,y} 1 1 operacad x x=x y=y y=x, y X=y i el sub~-
conjunt de A, D=}x}, aleshores

Ky(x) = 4,

KD(y) = A

KD(A) = A
Ja que

xxegD
xy € D,
Yy €D,

y(z) x € D,

i en canvi D no satisfid pas POF2, puix si bé

y(2) x €D i xy eD,

y(z) y#D

Tot el que s ha exposat ens porta a la seghent conclusi$
s1 volem definir el concepte de sistema pre-ordenador
fort de manera que es generalitzi el teorema I 1 1 cal
definimlo com aquell sub~conjunt D de A que veraifica
POF1l 1 POF2 perd aleshores ens trobem amb un greu in-
convenient 1 es que falla la proposicio II 1 3 es a dir
que aquest nou concepte de sistema pre-ordenador fort no
generalitza pas el concepte de mistema pre~ordanador did-
bil (def I 1 4) que es el que nosaltres desitgem realment

{ja que en el concepte de sistema deductiu classic

(Monteiro [1971], Diego [1966]) el pre-ordre induilt juga
un paper aimportant 1 en 13gica, la terminologia

b= (A =pB) tambe ens dona un pre-ordre)

£s per aixd que hem donat la definicid tal com es troba en
la def II 1 1



I1 % Notes sobre l'aplicacid ;

Definim 1'aplicaci8 @ POF(A) A (P(A)™) per

mitjd de

D € POF(A), $o) =k,
Aguesta aplicaci§ en general no es pas exhauativa Ja
que 1 anterior discussid ens permet de con truir conjunts
B#£¢@, B A que verifiquin POF1l 1 POF2 1 que per tant,

1 operador K, a ells associat sigui un operador clausura

B
Ara be s1 B veraifica POF1l en sentit estracte (es a dir

(n) x € B}

s1 existeix un X de A tal que minin € Ny n¢0 1 x
es més gran que 1), es molt possible que no existeixa

cap sistema pre-ordenador fort D tal que KD= KB

Considerem el seguent exemple el conjunt A=|x,y 2},

proveit de lfoperacid

Considerem el sub-conjunt B= {x} no es pas un sistema

pre-ordenador fort pero en canvi 1 operador
Kpt PO —— e p(A),
definit per
Kp(s)={x€ A1 (3s8)(s & 5,(S) 1 s x € D)},

&s un operador clausura, ja que

Kg{x) = { x}, Kp(x,¥) = {x v}

KB(y) ={ v}, KB(x,z) = A,

KB(z) =y XY y2Z} s KB(y,z) = A,

KB(A) = A



Cal veure que no existeix cap sistema pre-ordenador fort
tal que 1 operador consegliencia forta a ell associat coin-
cideixi amb KB Considerem els possibles sistemes pre-or=
denadors forta de (A, ) By=4x,y} 14 Perd B, mo ho

es Ja que

y (z z) € B1 1 zZ X € Bl'

pero en canva
y (z x)=y x=z¢Bl

Per tant 1 unic sistema pre-ordenador fort és A, perd

es clar que

K, # Ky

ja que KA(x) = A# KB(x)

Pel que fa referencaa a la injectaivitat de 3 hem trobat
una condicid necessdria es la mateixa que la donada en

la prop I 2 2 1 la demostracio tambe &s semblant

Proposicio II 3 1

Sa 3 és injectiva aleshores tot ele-
ment de A &s factoritzable en (A )

En efecte

Suposem que no fés aixi daisposariem d un cert element x
de A que no f8ra pas factoritzable 1, per tant, si conai~
derem un sistema pre-ordenadcr fort Dl resulta que tam-

bé ho seran els subeconjunts

D2=D1-{x§ i chDlv§x§
£s clar que D2;£D2 i q:e D 2,-02 ={x}i que KD2(5)=KD§(S),
per qualsevol S € P(A)", ja que

1) s1 x € Dy, aleshores D,=D, 1 DzalDl

i1) s1 x ¢ Dy, aleshores D, =D, i D2;£D1 '



iii) x & D, en tots dos casos 1 en cap d ells x &« D,,
iv) vy €K (S) s1 41 només s1 ( 1s)(s eSF(S) 18ye Da)
2
don (Is)(s €5Sp(s) 2 s y €D,) (Ja que D, =D ,) 4
per tant, y & K, (8)
2
v) y &K, (S) s2 1només s1 (3s)(s & Sy(S) 1sye Dz)
2
perd s y#x (ja que x no &8s factoritzable 1 s v sz

que ho s su osem s= (z1 ,zn), aleshores
s y=2, (z2 ( (zn y) }) 2, fent z=2, z Yy

resulta que s y=z, z), per tant tenim que
(3s)(s €5,(5) 15y €D,)
que equival a
y € K (8),
D2

1 ai1xé acaba la demostracio

Respecte del reciproc no hem estat capagos de trobar-ne
n1 una demostracid ni tampoc un contra-excmple Mes en-

davant tornarem sobre aquest punt

A1x3 £3 que no poguem donar cap proposicio andloga a la
prop I 2 3, malgrat que 5 &€s un morfisme d ord-e jJa
que s1 D_ 1 D2 son dos sistemes pre-ordenadors forts

1
1 Dl & Dz. aleshores

€ K
Knl D,
puix, s2 S & P(A)x 1y EKD (S) aleshores existeix una

successio s de SF(S) tal qu% sy & Dl 1, per tant, s y
pertany a Dz, d on resulta que y € K, (s)
2

£s f3cii'veure que la anterseccid de sistemes pre-orde~
nadors forts es tambe un sistema pre-ordenador fort 1,

pexr tant &s possible parlar del sistema pre-ordenador

fort engendrat per B G A (ja que A n &s un)



]
Una conseqlidncia immediata de les definicions i de la
prop II 1 3 és que tot sistema pre-ordenador d&bil en-
gendrat per B es un sub-conjunt del sistema pre-ordena=-

dor fort engendrat per B

En 1 apartat II 4 veurem que, en un grup els unics
sistemes pre-~ordenadors forts son els sub-grups que
contenen els quadrats dels elements de A Ai1xd ens
permet demostrar que en general el reticle dels sis-

temes pre-ordenadors forts de (A )
(POF(A) A ,v)
no &s pas distributau

Considerem un grup auto-oposat que contingux, al menys
tres elements diferents x4, y 1 O 1 considerem els sub=-
g ups

{0,x} 10,y¢4 10 x +y}, {0 x y xt+y},
aquests sub-grups contenen tots els quadrats dels ele-

ments del grup 1 per tant son sistemes pre~ordenadors

forts Construim el reticle que formen

{0 xy xty}

10 x| {0,v}

jo¢
Resulta doncs, que el reticle dels sistemes pre-ordena-
dors forts d un grup auto-oposat amb tres elements, al
menys no es pas distributiu (Birkhoff ([1948]})

Pel qume fa referdncia a 1 extensid de K, a P(A) tot sen-
cer ens trobem igual que en 1 apartat I 3 Definim KD(¢)==¢



II 4 Consideracions de tipus algebraic sobre la natu-
ralesa dels sistemes pre-ordenadors forts

Tot sistema pre-ordenador fort s un sistema pre-ordena-
dor débil (prop II 1 3 ) i per tant en les hipdtosis

de la prop I 4 1 i dels seus corol laris resulta que tot
sistema pre-ordenador fort és una sub-estructura que con-

té els quadrats dels elements de A

En el cas particular dels grups (prop I 4 1) tenim que
tot sub-grup que conté els quadrats de A &s un sistema
pre-ordenador ddbil La pregunta que ara ens fem &s:

qué passa amb els sistemes pre-ordenadors forts d un
grup? La resposta com veurem, generalitza la prop I 4 1
gracies a que tot sub-grup que conte els quadrats dels e-

lements de A és normal (prop I 4 2)

En efecte:
Suposem que D & A 8s un sub-grup de (A, ) tal que A2 @D
Aleshores D &s un sub-grup normal (prop I 4 2)

Si, per un cert x de A es verifica

41 Vi1 Y5 Yia Yo x €D
i, per un dels fndex i €{1 2 ni, es verifica
2z z, yi € D,

aleshores

" Yi-1 %1 Zn %1 2 Y3 Vi1

Ja que, per 1 associativitat del grup,

Y1 Yi-1 % m %1 Zn Vi Yis1 Yn *
4! Vi1 (% z,) (2 %) ¥y Vi y
i, com que (z1 zm)2 € D (per hipdtesi), resulta que,

en virtut de la normalitat del sub-grup D, existeix un e-
lement d € D tal que

Yo X €Yy



Y. X=

2

Yy Yia1 (% 2, = dy, Yia1

2, per tant,
Y (z 2 )2 Y. ¥ Y. X =
k4! i-1 %1 m i Y142 n
=dy, Yi-1 ¥i Yia Yp X €Dy
Ja que d €D 2 ¥y Yia1 Yy Vi Yo * €D
D altra banda tenim que
Y1 Yi1 (% zg) (24 Zp) Yy Vi n
=Yy Yia (7 z) (2, 20 ¥3) Vi Yo *°
=d ¥y Yiaa %51 Zn Yis1 Yn X
ond € D i, per tant,
4 Yia1 By Zm Y141 Yis2 Y, X €D

que, en un grup, comporta que

Y3 Yi-1 %1 Zn Yizl Yp X €D

1 tenint en compte la prop II 1 2, queda demostrat que

D és un sistema pre-ordenador fort

Notes
1 La demostraci18 donada es pot estendre a qualsevol
estructura associativa (A, ) i a qualsevol sub-con-

Junt D de A tal que

(i) bpDpDEZED,
(12) a2 %< D,
(i12i) D veirafica M P ,

si, a mes verifica

per cada y de A i cada x de D, existeix un x €D

tal que
yx=x Yy

Aixd es molt restrictiu 1 me§¢3uan que 1 associati-



vitat més aviat ens molesta de cara , les nostres
pretensions es a dir, els sistemes pre-ordenadors,
82 be es poden definir en qualsevol estructura (A, )
des d el punt de vista logic conve mes aviat que
1 operacid no sigui associativa 1 aixo es degut al
fet de que el que realment importa des d el punt de
vista 13gic sén el M P 1 1 absorci per 1a dreta
(que ens informen respectavament de jue s1 un te-
orema expressat en forma implicativa te 1 antecedent
verdader, també és verdader el seu conseguent 1 que
de qualsevol expressid s en seguelX un teorema ) 1

en aquesta l¥nea, Sales ha demostrat (en Sales [1973])

S1 D es un sub-conjunt de (A ) absorHent per
la dreta 1 que verifica M P , 1 1 operacio es
associativa, aleshores D= A
En efecte
Si x € A-D, tenim que (x x) (x x) €D s1 D ve-

rifica POl, perd per 1 assocrativitat
(x x) {x x)=1(x (x x)) x

i, com que x x €D, 1 absorcid per la dreta ens
diu que x (x x) € D 1, per M P , resulta que
x €D Contradaccid

En el cas dels grups hem vist que tot sub-grup que
conté els quadrats &s un sistema pre-ordenador pe-
rd cal observar que en general un sub~-grup no és
pas absorbent per la dreta (si es diferent de A),
si b& verifica el MsP

Al marge de la qilestid de 1 associativatat, les con-
dicions anteriors sén molt fortes 1 per tant, no
tots els sistemes pre-ordenadors forts les verifiquen

A1x{ el conjunt A={x,y}, proveit de 1 operacio cons-



tant x x=y y=x y=y x=x admet un sub-conjunt D= 1%t
que &s un sistema pre-ordenador fort perd no verifi-

ca pas M P

Ai1x1 el congunt A=}x y,z}, proveit de 1 operaci$

admet el sistema pre-ordenador fort D= {x,y* i, en

canvi no es pas tancat

5 Cn el cas dels grups tenim que

Kp(x) =\_/ x(")n=\/ x" D =xDwD,
ne€N neN
Ja que x2p D& D (puax D conte els quadrats del ele-

ments de A) i xZPHL < xD

En 1 apartat I 4,pag 27 veiem que CD(x)= x D

Aauests dos fets ens suministren un contra-exemple de
la prop reciproca de la prop II 6 1 com veurem mes

endavant

IT 5 Comparacions entre CD i KD

Ja hem repetit moltes vegades que tot sistema pre-ordena-
dor fort es un sistema pre-ordenador debil (prop II 1 3);
per tant si1 D es un sistema pre-ordenador fort, podem

considerar simultaneament els operadors clausura CD i KD

Pretenim comparar-los



Proposicif II 5 1
Per tot 5 & P(A)™ € (5) € Ky (S) i en
general no es verifica pas la igualtat

En efecto
A Sivy e_CD(S) aleshores (A x)(x € S X v D) Fem

ara s = (x) €SF(S) 1 tindrem que y & KD(S)

B Per veure que, en general no es verifica pas la igual-

tat daisposem de dos tipus de contra-exemples
(i) els grups Hem vist en la nota 3 pag 68 que
CD(x)=x D{KD(x)=x DD

{1i) 1les algebres de Hilbert Siguxr (A ) una al-

gebra de Hilbert 1 sigur D=4ujf 1 S={x x y}

Aleshores

Cp(S)={ze A xz=ud (xy)z=u} =
=jz€ A xgxzo0xy=s z}

en canvi S1 y « X 0o y no es comparable amb x

i y< xy aleshores tenim que
x {(xy) y=x {({xy) vW=(xy) (xy)=u
1, per tant, y é.KD(S) 1y ¢.CD(S)

Concretament al A={x,y,z,t u} 83 un conjunt
provelIt de 1 estructura de Hilbert

\x y z t u
x u 'y u u u
y Z uU zZ u u
z t ¥y u t u
t Z y 2z u u
u x y =z t u

obtindrem el conjunt ordenat :



!

2

Ara fem S={y 2zt puix z=y x i x <2z i ¥y no

s comparable amb z 1 obtenim
CD(S) ={yy2 tyu}

1, en canvi,
KD(S) = A

(purax que y zx =y (2 x)=y t=u)

Proposicad II 5 2

Els operadors clausura K, no sén pas
en general, morfismes respecte de la

reunio s bd
KD(S vs ) e KD(S) ~ KD(S )

En efecte
A x & KD(S)\.J KD(S ) si, 1 nomes si x eKD(S) 3

x € Kp(S ) o1, i només sa, (38)(s @ 5,(S) 1 » x & D)
o (3s)(s €By(s)is xeb),
per tant,
(3t)(t €Sp(S5~S5 ) i txeD)
que, per definici§ significa que x € Kp (S s )

B Per veure que en general no es verafica pas el
signe de 1gualtat, serveixen els contra-exemples

anteriors

(1) pel que f3 referéncia a grups KD(x) =x Dw D,
KD(y) =y DwD 1, en canvi,



KD(x,y)axDuyD vxyDwvyxDwbD
(ii) pel que fd referdncia a les 3lgebres de Hil-
bert
Ky(y) =1y t,u}
KD(z)=gz,u}

K (y,z) = A

Notes

1

K mo &s naturalment morfisme respecte de les in-
terseccions puix, si definim KD(¢)==¢, pot molt be

ocdrrer que
xD(s) ) KD(S )
sigui diferent del buit

En particular si1 en 1 exemple anterior d dlgebra de
Hilbert fem

KAyt Ayz)) =K (9) = ¢
tenim que
Ky Qytnizh) K () N Kp(z) ={u}

Malgrat no verificarse que KD sigul morfisme respecte
de les reunions arbitridries, KD és un operador conse-
quéncia en el sontit de Tarski (Tarski [1930)) Tars-

ki anomena operador consequencia a tot operador Cn,
Cn P(A) ~———a P(A)
tal que verifiqui C1,C3 i T on T diu:

per tot 5 < A, Cn{(s)=\_J ¢n(F), on F &s fainit
F&S
Tarski demostra que C1,C3 i T impliquen C2  Ara bé

en el cas dels operadors consequencia KD’ assocats
a sistemes pre-ordenadors forts resulta que C1 C2 1

C3 impliquen T, puix



i
1

(1) x eKD(S) si, i només si, existeix un sub-con-
junt finit F, F& S tal que x & KD(F)

En efecte
x €K;(S) s1, 1 nomes si, ( As)(s € S(S)1s x&D)y

suposem que 8 = (yl, ,yn) 1 condiderem el sub~

conjunt fainit de S,

F=%y10 iyn‘

{pot esser unitari) £s clar que s & SF(F) H
per tant, (3s)(s e SF(F) i F fimat €S i s x &D)

Per veure la inclusié en sentit contrari, &s

suficient adonar=-se que, s1 F &£ S aleshores
=

SF(F) = SF(S)

(i1) Per demostrar la condici T KD(S)s \J/ KD(F),
F&esS

F finit considerem un element x de Aj
X & KD(S) 83 2 nomes si exasteix un sub~conjunt

F de S, finit, tal que x & KD(F)
(Veure nota pag 10 )
Per tot S €A S£@, es verifica
Kp(Cp(s)) e ky(s) 1 C (K (5)) & K (S)

En efacte!

z EKD(CD(S)) si, i només si, Yy Y Z €D 4
v; € Cp(®)y i=1 m, si, i només si,
Y ymzebiziyleDiziés. 1= 1, ym

d on, com que D &s un Bistema pre-ordenador fort,

z zmzeDizieS i=1 ym

1
i aixo significa que 2 E_KD(S)
La desigualtat en 1 altre sentit s obte aplicant C2

a CD(S) =25

L altra igualtat es demostra analogament



II1 6 Absorcid per la dreta 1 M P

Pel que £a referdncia a la prop I 5 1 veiem que en el
cas dels sistemes pre-ordenadors forts 1 dels operadors
consequdncia associats Kys el resultat es mes débil

Proposici II 6 1
Sigui D un sistema pre~ordenador fort
respecte de 1 operacib de (A ) Si
D es absorbent per la dreta alesho-
res
D = K,(s)
per tot 5 € P(A)®
En efecte:
Per la prop II 5 1 tenim que, per cada S € P(A)n,
=
CD(S) s KD(S)
i, per l1la prop I 5 1, tenim que, s1 D &s absorbent per
la dreta (1 absorcio per la dreta no té§ res a veure amb
que D sigui fort o débal), per cada S € P(A)’.
P& cD(s)
Per tant, per cada S € P(A)™,
D = KD(S)
El reciproc, que era vidlid en el cas dels sistemes pre~

ordenadors ddbils, ara no ho §s

Hem vist que en el cas dels grups, KD(x) =x DD i,
per la prpp II 5 2, K (S) 2D, per tot S & P(A)™  Mal-
grat aixd, D no es pas absorbent per la dreta si1 Bf A

Pel que fd referéncia al M P , veiem que pel contrara,
els teoremes que s obtenen sbn andlegs als obtinguts en

I6 En efecte:



1

Proposicad II 6 2

Un conjunt pre-ordenador fort D veri=-
faica M P i, i només si,

KD(D) «D

En efecte

A

D & KD(D) en virtut de Cl
Suposen ara que KD(D) =D Aleshores CD(D)Si D, d on

CD(D)= D 1 aplicant la prop I 6 1, resulta que D ve~
rifica el M P

S1 D verifica M P aleshores, per tot z G.KD(D), te~
nim que

Yy Y, 2€ D,
on cada y € D (i=1,2 yn) i aplicant reiterada~
ment M P , la demostraci8 queda establerta

Proposicid II 6 3

Una condicio necessadria i suficient
per tal que un sistema pre-ordenador
D verifiqui M P &s que existeixi un
sub=conjunt S de A tal que

KD(S) =D

Ex clar que D =S

En efecte

A

Si D verifica M P aleshores, en virtut de la prop
II 6 2, fem S=D

Si Ky(S) =D aleshores, d una banda, S  C,(S) & D;
suposem ara d altra bamda que KD(S) =D perd que
KD(D)flJ Aleshores existeix un x & KD(D) tal que

x ¢ D i, per tant, per certs vy, €D (i=1,2, W),



tindrem

Y Y, X €D,
perd per hipdtesi, y € K (S), per tot 1a 41,2, s}y
i, per tant, existeixen m_ elements de S zl, ,zi
1 1 m
tals que
i i
1 Zm, Yy & Ds

1
d on, donat que D és un sistema pre-—ordenador fort,

resulta que

1
1

i, finalment tenim que

n
z z, X €D

n
x € KD(S)::D

Contradiccid

Corol lari

Una condici8d necessdria i suficient per tal
que un sistema pre-ordenador fort D verifi-
qui M P es que existeixi un sistema pre-

ordenador fort D tal que
K (D?) =D
Es clar que D=2D

(Vegis I 6, sobretot nota 3 )

Definicid II 6 1

Un sistema pre~ordenador fort D que
verifiqui M P 1 anomenarem un siste-

ma deductiu fort




i1 7?7 Els sistemes deductius forts

Una propietat realment important trobada per Sales (Sa-
les [1974]) es que, si D &s un sistema deductiu fort, ab~
sorbent per la dreta aleshores KD(S) es un sistema de~-
ductiu débil, per qualsevol S & P(A)®

Amb precisib :

Lema II 7 1

Si D &s un sistema deductiu fort en (A, ),
aleshores KD(S) verifica M P , qualsevol que
sigur 5§ € P(a)™

En efecte
Si x € KD(S) ixye KD(S), aleshores existeixen dues suc-
cessions s;, 8, de SF(S) tals que

sl x € D,

S, XY € D,
i, per POF2 resulta que

3y, 8; Y & b,
on s, s, € SF(S) Per tant,

Yy & KD(S)

Lema IXI 7 2

Si D es un sistema deductiu fort en (A, ),
aleshores, qualsevol que sigui S de P(A)™
KD(S) verifica P02

En efecte !
Sixye KD(S) iyze KD(S), aleshores existeixen dues

successions s,, S, de SF(S) tals que



81 Xy €D,

s, yz €D,

2
d on, per POF2

8, 81 x z &D,

on s, is, pertdnyen a S (S) Per tant,
xz € KD(S)
A fi de poder assegurar POFl cal que per cada x € A,

x x € K,(8) Es clar que, s1 D < KD(S), el problema es-
tard resolt per tant,

Lema II 7 3

Si D &s un sistema deductiu fort de (A )
absorbent per la dreta, aleshores qualse-
vol que sigui S de P(A)™, K (8) verifica POl

En efecte
BEa consequéncia immediata de l'observacid anterior . Jdc¢ .a
prop II 6 1

Tot aixd demostra la proposicib

Proposici8 IXI 7 1 (Sales [1974]))

Si D es un sistema deductiu fort de (A, )
absorbent per la dreta aleshores, per
qualsevol S de P(A)™, tenim que KD(S) es
un sistema deductaiu débil

Proposici$ II 7 2

Si D(S) designa el sistema deductiu d&-
bil engendrat per S i D es un sistema de~
ductiu fort, absorbent per la dreta, ales-

hores

hD(S) = D(S\u D)



En efecte
xD(s) 2D(s D) puix KD(S) > s i KD(S) 2D

Si D 2 D(Sw D), aleshores s1y & KD(S).

(3s)(s € SF(S) i sy €D), perd cada un dels termes de
la successi§ 8 pertany a D (puix D D S) i, per M P ,
y€ D (puix D =2 D)

Proposacid II 7 3

Sagui D un saistema deductiu fort, ab-
sorbent per la dreta, de (A, ) i si-
gui S & P(A)™, aleshores

cKD(s)(s ) s KD(S vs ),

per tot S de P(A)™

En efecte t
x € CKD(S)(S ) s1, 1 només s1, (3y)lye s iyxe KD(S))

si, 1 nomes si, {(Ay)(ye s 1 (Is)(a € 5(5) 1 s y x & D))
don (dy)(ds)yes isesy(s)1syxeD),
don (3t)(tes (Sws)itxe&D

La successio t es precisament t=s8 y

Corol lari

81 D 8s un sistema deductiu fort, absorbent
per la dreta, de (A ), aleshores

K (5)(5 ) S Xp(5") g

(11) per tot S de P(M)™, ¢, (s)(8) S K (8)
D

(i) si 85 =8', tenim C

En efecte
(i) Aplicant la prop II 7 33
(ii) Cel fer S%-= S en la prop II 7 3

Proposicad II 7 4

S1 D &s un sastema deductiu fort, abe
sorbent per la dreta, de (A, ) i S i



S pertanyen a P(A)® 1 s < S,
aleshores

KD(S ) G‘.CKD(S)(S )

En efectet
x € Kp(s ) s1, 4 només s1, (3s)(s € 5.(s) 1 s xeD)
d on, per la prop II 6 1, en resulta que

8 X € xD(s)

Ara b8, si fem s = (yl, ,yn), on cada y, € S (=1, sn),

per C1 i C2 resulta que

Si apliquem reiteradament M P (prop II 7 1) resulta que
Yo X €X,(s),

on y, € S i, per tant,

Corol lari

Per cada S € P(A)™, temim que

Cg_(s)(S) = Kp(S)
En efecte
Fem S =S en la prop II 7 4 i, tenint en compte ol corol-
laxi anterior, estd demoatrat

Aixd ens diu gque donat un sistema pre-ordenador fort D,
absorbente per la dreta, de (A ), el conjunt de les con=-
sequdncies fortes de S € P(A)™ respecte de D coincideix
amb el conjunt de consequencies debils de S respecte del

sistema pre-ordenador dabil KD(S)

Corol lara

Per tot S € P(A)® tal que s 25 KD(S),



1

|
es verifica

cKD(s)(s )= KD(S)

En efectet

c (s) &¢C (s )ecC (K (S)) = (s)
K, (S) K (s) K, (s) "p X

en vartut de C2 i de la prop I 6 1  Aplicant el cor
de la prop II 7 4 resulta que

Proposicio II 7 &

Si D es un sistema deductiu fort i
absorbent per la dreta de (A, ), a-

leshoresg
) K(s) = [M\Ky(x) =D
ser(a)™ x€A

En efecte:
A Es obvi que
Ky(s)a /) Kp(x)
serp(A)™ xeA
puix, per cada x de A, {x} € p(AY™

B Per la prop II 6 1 resulta que per tot S de P(A)™
DE KD(S) per tant

D= / \ KD(S)

seP(A)™

C Cal veure doncs que

M\ hy(x) €D
x€A

Perd aixd &s immediat si tenim en compte les props
ITI 6 1 1 XTI 6 2 En efecte: siguii{x}<D aleshores

D < Ky{x)
i, com que {x} <D tenim per C2, que

KD(x) < KD(D) =D



Axxi resulta que existeix un x de A tal que KD(x) =D

i aixd acaba la demostracio

Notes

1 S1 tots els sistemes pre-ordenadors forts de (A ) sbén
sistemes deductius forts 1 absorbents per la dreta a-
leshores 1 aplicacad a definida en 1 apartat §II 3
és injectiva ja que com hem vist en la part C de la
demostracib de la prop IX 7 4 sa x €D Ku(x)= D A~
gafem doncs x €D D aleshores KD(x) =D 1 K {x) =
= D 1, com que DZ£D resulta que I\D£ KD

2 Si: D &s un sistema deductiu, absorbent per la dreta de
(A ) (d2bil o fert), aleshores, en general, CD(S) no
verifica pags M P
En efecte
A Si &s ddbil es clar considerant B{(ii) de la prop
II 5 1, puix y x= 2 ecD(s) iy ecD(s) perd x ¢cD(s)

B Si es fort aleshores CD(S):=KD(S) i aixd, com hem
vist (prop II 5 1) en general &s fals Just.c_+
quem-ho x € KD(S) si i només sz s x €D (on
8 & SF(S)) d on Y, Y, X € D (on y; € 3)
Ai1x{ doncs

¥y Y, X € CD(S)
i, per tot iw= 1,2, Ny
vs e.cD(s)
Si apliquem reiteradament M P en CD(S) tindrem que
X €ECD(S)

3 £s obvi que, 81 D &s un sistema deductiu de (A ), fort
i absorbent per la dreta, aleshores KD(S)=:CD(S) implai-
ca que CD(S) verifica M P



|
II 8 La relacid d equivaldncia forta

Sigui D un sistema pre-ordenador fort en (A, ) i definim
en (A ) la relacid segiient

X A, Y 5i 1 nomes si existeixen dos nombres

D
naturals n m > 1 tals que

(n) (m)
x y y x

&D 1 €D

Proposicié II 8 1

La relacid ~p és una relacio d equi-
valdncia en (A )

En efecte

(1) xasp x Jaque per POF1 x x € D
(1i) si x ~ y aleshores, per defanicié vy ~p X}
(i1i) s1 x ~p Y 1 ¥y~ z aleshores per hipdtesi,

tenim que

x(n) (m)

y €D i y x €D

(n )

y z €D i z(m )

y €D

1 com gque D es fort resulta que

x(n m) z(n m) x

z &D i &D

Proposicad II 8 2
Si x EBD ¥y aleshores x ~p Y3

en d altres paraules, si ;D designa
la classe d equivalencaia de represen-

tant x mddul ~p aleshores

[x)p < %,
kn general, no es verifica pas la

1gualtat



En efecée
A De la definici de =, i de la definicid de ~p 8
segueix la inclusio (xl, < §D

B En (0 1) definim la seguent operacid

b s1 1 només s1 x €y

X y=
b 4
s1 i només s1 x * y

Es possable de demostrar {(Sales [1974}) que D=41}
es un sistema pre~ordenador fort Ara be
x =, ¥ si i només si x=y

i en canvi

o]
{
=

Ja que

=

11

F3=1€D i (

(S
(&Y

1 1/4
2 2;)- l/zsleD
Aquesta relacié d equivalencia definida en (A, ) 1 ano~
menarem relacid d equivalencia forta 1 la relaci8 gue D

defineix considerat com a sistema pre-ordenador ddbil

1 anomenarem relacio d equivalencia dabil

Nota

Es clar que si D verifica POFl en lloc de POFl, la re~
lacad ~p féra la mateixa (puix per cada x de A, x ~p X
Ja que per cada x de A, existeix un n natural > 1 tal que

x(n) x & D i, en la simdtrica 1 en la transitiva POF 1 no

interve )

Proposicibd II 8 3

La relacio ~p 8 precisament, la ro-
lacid d equivaldncia induida per 1 apli~
cacid



KD A ——» P(A),
definida en virtut de
KD(X) = KD('{X*)

Nota

En la pag 5 es precisava el seguent conveni de notacib :
KD(x) =k Uxt) ara be en la proposicio anterior hi

ha un abis de llenguatge per quant KD(x) &8s la 1matge de
1 element x de A per mit3jd de 1 aplicacio K, A e~ P(A) ,
1l abus consaisteix en haver donat el mateix nom a dues a-
plicacions diferents com son K, P(A)® —— P(A) 1

K A ~—»P(A), malgrat que la definicio justifiqui a=-

D
quest abus (veure I 8 pidg 37)

En efecte

A X ~p Yy equival a x(n) y €D 1 y(m) x € D, per certs

nombres naturals n, m »1 Suposem ara que z € K/ (x),

aleshores existeix un nombre natural p » 1 tal que

x(p) z €D

i per POF2,

y(m p) z €D,
per tant

z & KD(y)
i per simetria KD(X) =KD(y)

B Sa KD(x) =KD(y), aleshores, per C1 x GKD(y) i, per
tant,
y(m) x € D
12 per simetria
x ~D b4

D on resulta que per cada x de A,

;D ={yeaA KD(y) = KD(x)}



El problema gque s ens planteja, un cop analitzada la re-
lacio d equivaldncia forta consistelx en veure en qui~
nes condiciens coincideixen la relacio d equivaléncia
forta induida per un sistema pre-ordenador fort amb la
relacio d equivalencia d&bil que aquest sistema pre~or=-
denador indueix s1 8 el considera com sistema pre-or-

denador d&bal
En virtut de les props II 8 3 i la donada en I 8,pag 37
és facil comprovar que

§D= [x), s1, 2 nomes si, per tot y de A

KD(y)= KD(x) si 1 nomes sa CD(x)= CD(y)

Aquesta condicio es pot enuncrar tambe :

§D= [x]D s1 i nomes si1 cada y de A pel que exis-

teixen dos nombres naturals n m » 1 que verifiquen

x(n) Yy&€D 1 y(m) x €D
satisfd la relacaib
x y€D 1 yxe€bD

(Bs clar que si x ye@ D i y x € D aleshores existeixen
(n)

dos nombres naturals n m >=1 tals que x yeDi

y(m) x € D)

La condicid que acabem de trobar ens mena cap una condi~
cio suficient en general no necessaria, de la qual en

treurem moltes consequéncies interessants per a nosaltres

Bs la seguent:

Una condicio suficient per tal que ED = [xJD es que,
per tot parall x, y d elements de A,

x(n) y €D implaiqui x y €D (onn »1)

Aquesta condic1i8d ens diu que s1 per tot x de A,

UNEY) = K (x),



aleshores xp= [x]D

(Cal observar que x(n) y €D implica xy €D 1 CD(x) =KD(x)

sén equivalents)

L anterior condicio no es pas necessdria puix com és sa-
but, (A =»B) 2 (C »»D) amplica (A i C =»B i D), perd, en

canvi al reves no es pas cert (Bourbaki [1970]1)

L estructura (Z +) fent D=2Z ens proporciona un exem-

ple concret jJa que d una banda
Cpin) =2241, s1 n ¢ 2z,
Cpln) =22 sin € 2%
1 en canvai,
Ky(n) =2 ' si n ¢ 2z,
KD(n)= 22 ’ si n € 2Z
1 d altra banda,
[aly=H =22+1, s1n ¢22
[nJD=ED=2z s1n & 22

Per tant [x}D==§D, per tot x de A no implica pas en
general, CD(x)= KD(x), per tot x de A

Nota
§i bd en II 7, nota 2 1 tamb8 en la prop II 5 1 hem obser~
vat que, en general, CD(S) i KD(S) no ceincideixen quan

S es un conjunt unitari la situacio es un xaic diferent:

Recordem que en una algebra de Hilbert (A, )} per tot x,
y de A, es verifaca

< yexy

(qualsevol que sigulr 1 enter n »1) Aixi doncs,

x(n) y €D si, 1 nomes s1, x y& D 1, per tant, en una al~

gebra de Hilbert, {ot sistema pre-ordenador fort D verifi-



ca
Cplx) = Ky(x),
per tot x de A, i, per tant,

-8 o~

D D

En el capitol III veurem que tot sistema deductiu d una
dlgebra de Hilbert es un sistema deductiu classic (puix
conté u)

S1 D &és un sistema deductiu fort tal que, per tota ter-
na xXy,¥,z2 d elements de A verifica
(x (y 2)) ((xy) (x z)) €D,
aleshores, si existeix un nombre natural m » 1 tal que
x(n) y €D,
es verifica que
xy &€D

En efecte: s8i n 22 podem escriure

y = x (x (x (on x° y=y)
i, per hipdtesi,
Gy (xx x 2 )y e
4, per M P
£n-1) vy €D
Si repetim aquest procés tindrem
xy€D
Si n=1l, no hi ha res a demostrar
Per tant, tot sistema deductiu cldssic verifica aquesta

propietat (veure II )

Les anteriors consideracions ens permeten d enunciar els



seguents fets

I

Iz

IIX

Iv

En tota estructura (A, ) auto-distributiva per 1 es-
querra (aix8 es que verifiqui x (y z)=(xy) (x z)
per tota terna x y z), tot sistema deductiu fort ve-

rafaca, per tot x de A Cp(x)= KD(x)

Tot sistema deductiu cldssic (veure cap III) de (A )
verifica CD(x)= KD(x), gqualsevol que sagu:r 1 element
x de A

En el capitolo III definirem els sistemes deductius
complets 1 veurem que CD(x)==KD(x) si, i nomes si

D es un sistema deductiu classic (III 3) Els sis~
temes deductius complets propis es caracteritzan per
la distinci§ existent entre les dues relacions d e~

quivalencia que defineaxen

kn la prop II 8 2 hem vist un sistema deductiu com-
1 1
plet no cldssac (puix CD(E) #KD(-Z-) }

En el capito} III veurem tambd que un sistema deduc~-
tiu complet D es maximal si, 1 nomes si per tot x,
y de A tals que x ¢ D 1 y'¢,D resulta que X ~ ¥ 1

per tant si 1 nomes si, A/N‘ te nomes dues clas-
D

ses d equivaléncia (A1xo generalitza un teorema de
A Monteiro )}

En el cas dels grupam les dues relacions d equivaldn-
cia, !ED 1o~y tampoc no es distingeixen, si be CD(x)

i KD(x) poden ésser diferents (pag 85)

k1 motiu &s ben be un altre 1la normalitat de D i 1 exis=

téncia d element anvers

(n) (m)

X =~ ¥ S1, 1 nomes Si, X y €D iy x &D

81, 1 nomes s1 xy €Di1yxe€bé
xy€bhd x €Do
vye€bhiyxe€Do

x &b ye&bD



si, i nomes s3 xy eD 8y x €D
puix

1 si xye DiyxeD aleshores xy €D iy=xe€bD
oxyeDixeDbdyxebDiyeD8xeDaiyed

2 per la disjuncio de ca_sos (Bourbaka [19701) ja
que cada un dels antecedents, ell tot sol aimplaca
el conseguent
Xy €D1yx€D implaca xy<e€baryxebD
xy €D i1xeD amplicaye DixeD implicay x €D
per tant,
xy€D1x€D implacaxy €D 1y x€bD
yx€Di1yeD es £f3 andlogament a 1 anteraor
x &€DiyeD amplica xy€ D1yxebD



CAPITOL IIX

SISTCMES DEDUCTIUS COMPLETS
I LOGICA POSITIVA




IIT ) Els sistemes deductius cldssics i els sistemes

pre-ordenadors

En aquest apartat

recollim les definicions 1 primeres

propietats dels sistemes ded ctius cldssacs Hom les
pot retrobar en Diego [1966] Monteiro [1971]) Sales
£1973] Rasiowa {1974]

Definicibé III 1 1

Definicad IIXI 1 2

Un sistema de luctzu classrc d una estruce

tura algebraica (A, ) es tot sub-conjunt

D de A que verafiqua

DC1 x (y x) €D per tot x, y de A

DC2 (x (y 2)) ((xy) (x z)) €D per
tota terna x y =z de clements de A

M P st X € D1 xyeD aleshores vyeg D

Un sistema deductiu cldssic &s propa si,

1 nomes si DZ£A

£s obva que tot sistema deductau classic &s £ §# serpre

que A£Z @ (i aixd ho suposem en tot moment )

Definicid III 1 3

Un sastera deductau classic D de (A, )

es maximal s1 1 nomes 81,

DCM1 D &s propz
DCM2 81 existeix un sistema deductiu

cldssic D de (A, ) tal que
p 20D,
aleshores

D =D & D =A



Definicid III 1 4

La interseccid T de tots els sistemes
deductius classics de (A ) s anomena

el conjunt de les tesis de (A )

Es facil de veure que la familia e®de tots els sistemes

deductius classics de (A ) &s un retaicle complet

La tesi doctoral d en Diego (Diego [1966)) prova que a=-
quest reticle es distributiu
Definici§ III 1 5

L estructura algebraica (A, ) es deduc~-

tivament consistent si1 1 nomds s1, TLA

En cas contrari, es diu que &s deductiva=-

ment inconsistent

Proposicio IIXT 1 1

Tot sistema deductiu classic D de (A )

verifica

I L absorcid per la dreta A D&D

I la reflexavitat (POl) x x € D per
tot x de A

IXI la transitivataet (PO2) s1 xy €D
iy2z €D aleshores x z & D

En 4 altres paraules tot sistema deduc~

tiu classic &s un sistema deductiu d&bil,

absorbent per la dreta el reciproc pe~

r§ &s fals

En efecte
I ¥y (xy)€&D en virtut de DC1 1, com que, per hipdte-

si, v € D, resulta que
x y €D,

gqualsevol que sigui y €D 1 x € A



II Per tot x y de A tenim gue, per DC2
(x (y x)) ((xy) (xx))&D
perd, per DC1 x (y x) €« D i per M P s obté que
(x y}) (x x) €D

Aixo val ansistim per tot x, y de A Agafem doncs
y en D Per I tandrem que x y € D 1 novament per
MP

x x €D,
per tot x de A
III Sar y z € D, aleshores per I x (y z) €D 1, per DC2,
(x (y 2)) ({xy) (x 2)) &€D
aplicant, doncs, M P tenim que
(xy) (xz)eD

Per hipdtes: temam que x y € D per tant aplicant
novament M P , s obte el resultat desaitjat, que &s

xz €D

Considerem ara el conjunt A={x y z} proveit de 1 ope~acio

Bs clar que D= {x} &s un sistema deductiu debil absorbent
per la dreta, perd en canvi no &s pas un sistema deduc-

tiu cldssic, puix

y(zy)=y z=y ¢_D
Aquesta proposicio es superflua puix mes endavent demos-
trarem que tot saistema deductiu complet &s un sistema de-
ductiu fort (prop III 3 2 veure Sales [1974}), bsorbent

per la dreta i aquest resultat amplicard, en particular



la prop III 1 1, ja que demostrarem (prop III 3 1

veure Sales [1974)) que tot sistema deductiu cldssic &8s

complet S1 1 hem enunciat 1 demostrat es per una ban-
da per justificar ) andlisi dels sistemes deductius da-
bils realitzat en la primera part del treball 1 per al-
tra banda per justaificar la defincio de sistema deduc-

tiu complet que donarem mes endavant (def III 1 7)

Abans d analitzar els sistemes deductius complets denem
les propietats immediates dels sistemes deductius clis-

sics

Proposicaio III 1 2

Tot sistema deductaiu cldssic D de (A )
indueix un pre-ordre ‘D i una relacio
d equivalencia ED i per tota terna

Xy ¥y 2z d elements de A es verifica

1 x Gl)y x
2 stxylmpllcaszDzy
3 stxy:.mpllcastzy
(1 anomenarem commutacio de premis-—
ses cC P)
4 X S,y implica z X €, 2 Yy
(1 anomenarem 1isotonia per la dreta )
5 styimplicayz €, Xz
{1 anomenarem anti-isotonia per l'es-
fquerra )
6 xvy s, (z x) (zy) 1 xy < (y z) (x =)
(les anomenarem 1lleis del sil logisme ),
7 x (y z) =, (x y) (x z)
{es 1 auto-distributivitat per 1 esque~

)

rra de 1 operaca§ induida en A/==

8 Xy !!D y pver tot y de A s2a, 2 nolc2
més si1, x €D (D és neutre per 1 esque-

= )

rra en A
/ D



9 x(xy)anxy
10 x s, (xy) y

Cn efecte

Les demostracions es troben en Diego [1966)], Sales (19731,
Rasiowa [1974) Nosaltres nomes demostrarem 8 1 9 La
propietat 8 la denostrem puix en les obres citades es do-
na tan sols la condicio suficient, 1 no es dona la condicid
necessaria 1 la 9 la demosirem jer la 1! )ortancia que es

endavant adquirird

8
A S1 x € D aleshores com que per 1, y sD Xy
cal veure que (x y) y €D Al.0 es una consequen-
cia 1mmedlata de 10 i del fet que D sigui un fil-
tre (prop I 6 3)

B Sy xy =i Y: per tot y de A, aleshores si fem

y=x tindrem que
x x ®mp X
1 c¢om que per II, x x € D, resulta que x € D
9 Apliquem 7 1 tenim que
x (x y) = (x x) (x y)
i, per 8 com que x x € D {segons II}) resulta que

x (xy) m, xy

Bs clar que, si D es un saistema deductiu classic, la rela-
c18 d'equivaldncia £y, es una congruéncaa Ara b& donat

un sistema deductiu debil 1 absorbent ver la dreta en ge~
neral, l'equivaldncia #=, no ho cs pas una congruéncia

En Sales [1974] s ens diu una condicio suficient per tal
que l!D sigui una congruencia, si D &s un sistema deductiu
ddbil 1 absorbent per la dreta, es que verifijui les lleis
del sil logaisme' Un resultat bastant semblant, salvant

les diferdncies essencials es troba en Rasiova {1974]



La demostracié si b& &s simple, la reprodufm aqui per
1 interds que t8 aquesta condicil en la definicif de
sistema deductiu semi-complet

51 x @, x iy -,y aleshores x x @ D
x x&D yy @Diy y&bD Si ara apliquem
les regles del silelogisme 1 el M P obtenim les

relacions seguents

yy €D implica (xy) (xy ) &D,
x x €D implica (x y) (xy) D
Yy Yy €D amplica (x y ) (x y) @D,
x x €D implica (xy ) (x y ) &D

Perd D &s un sistema pre-ordenador, d on, per P02,
xy =, x y
Es 1fcit de preguntar-mos si la condici &s necessdiria

La resposta &s negativa considerem el conjunt A= {x y z},
dotat de 1 operacid

£s clar que Du{x} s un sistema deductiu ddbil 4 absor~
bent per la dreta que no verifica pas les lleis del sil-
logisme, puix

(x z) ((y x) (y z))=z(xy)azy=y¢b
perd, malgrat aixd,

[xlp = 4xt, puix xy¢D 1 xz &0,

fylp=4v}, puix xy €D i =z y D,

(z1, =42}, puix xz¢D i =z yd¢D,

i per tant, la relacid =, &s una congrudncia



Nota

Per tal que wa, sigui una relacio d equivaldncia és su-
ficient que D sigui un sistema pre-ordenador débal i prou
En 1 anterior demostracisd nomes hem necessitat les lleas
del sil logaisme el M P 1 PO2 ler tant el resultat
precedent es valid encara que D no sigur absorbent per la

dreta
Tot aixo ens permet d enunciar la proposicio segu ent

Proposicio III 1 3

En tota estructura algebraica (A )

la relacid = _ induida per un sistema

deductiu clasgic D és una congrudneis
El reciproc perd, no és pas cert es
a dar, un sistema deductiu que verafi-
qui les regles del si1l logisme no es

necessariament cldssac

En efecte
A La primera part ha quecdat demostrada en les conside-
racions precedents 1 en la prop III 1 2(6)

B Per veure la segona part considerem el conjunt

A={x y 2z}, proveit de la llea

El sub-conjunt D={ x} és un sistema deductiu ddbil i
absorbent per la dreta en el que no es verifica pas
cP puix

x(yy)=xy=x

y(xy)l=y z= 2,



i

que ens assegura que x (y z) ’éD y (x 2) Per

tant, prop III 1 2, D no és pas un sistema deductiu
cldssaic lalgrat tot D verifica les lleis del sil-~
logasme Ja que per tota terna u v, w d elements de

A es veraifaca
(u v) ((wu) (wv)) €D

ja que si w v=x 1 absorcid per la dreta ens ga-
ranteix la validesa d aquesta llei del sil logisme

$1 (w u) (w v) =x s aplica el mateix raonament
Cal, doncs analitzar només el casos restants

z €D
z €D,

(xy) ((xx) (xy))=(xy) (x 2)=2

(x z) ((x x) (x z))=(x2) (x z)=2

(x z) ((y x) (yz))=(x2) (x 2)=2z z & D,
z

(yz) ({y y) (y 2))=(y 2z) (x2z)=2 2z eD

De forma andloga es demostra 1 altre llei del sil lo~
gisme
Proposicio III 1 4

Tot sub-conjunt D € A que
verifiqui

1 MP ,

2 les lleis del sil logianme,

verifica tambe PO2

En efecte
S1, per tota terna x y, z d elements de A, es verifica

(y z) ({xy) (x2)) €D

1, s1 yzZ €D i x ye D aleshores aplicant reiteradament
M P resulta que

x 2z €D

Notes
1 kn la prop III 1 4 només ens cal una 1llei del sil lo-



gisme

2 Parlar de sistemes deductius d&bils, absorbents per
la dreta que verifiguin les lleis del si1l logisme
&s sobre-abundant

Definicibé IIXI 1 6

Un sistema deductiu debil apsorbent
per la dreta, que verifiqui les lleis
del s1l logisme s anomenard sistema

deductiu semi-~complet

Hem vist que un sistema deductiu semi-~omplet no té& per-

que verificar la commutacio de preriisses(C I )

Ara desitgem cercar quines de les propietats dels siste-
mes deductius cldssics (enumerades en les props III 1 1
1 III 1 2) son satisfetes pels sistemes deductius semi-

complets

Per defanicio, tot sistema deductiu semi~-corplet satisfd
MP , I, IX i IXIX (prop ¥IX 1 1) 1 6 (prop III 1 2) &s
clar que verifica també 4 i 5 (prop III 1 2) puix

x ‘D y implica x y € D i per les lleis del

s1) logisme 1 el M P resulta que

zx‘Dzy i yz‘sz

Ara b8 les restants propietats (aixd & DC1 DpC2, i 1, 2
3, 7 8 9 1 10 de la prop.III 1 2) en general, no les ve-
rifica pas

A f1 de concretar aquesta darrera afirmacid introduim
dues estructures algebraiques E= (A ) 1 L = (A,%), defi-
nides per A={x,y z} i per




Bs facil de comprovar que D= {x} es un sistema deductin

semi~complet tant per 1 una com per 1 altra

En (E D) no es verifica pas DCl puix
y(xy)=y z=2 &D

i, per tant tampoc no es verifica 1 (prop III 1 2)

Segons hem vist en la prop III 1 3 tampoc no es verifica
C P (aixo es 3 prop III 1 3)

En (E D) no es verifica 2 (prop III 1 3}, puix que

y iiD Yy z
i, en canva
yvy *;D Y 2y
Ja que
xy=y ¢D

Tampoc noc es verifica DC2 puix
(y (x 2)) ((y x) (y z2))=(y y) (xy)=x (x y)=
=xy=y ¢.D
i, per tant no es pot pas verificar 7
No val tampoc la desigualtat de 7 en sentit contrari, puix
({xy) (x2)) (x(yz))=xy=my ¢D

Pel que fa referdncia a 8 &s immediat que la desigualtat
y €pxYy
&3, precisament, 1 Ln quant a 1 altra desigualtat tenim

que
(zy) ysxy¢D

que no val nm:» en (E,D), nmi en (E D )

La relaci1$ 10 tampoc no es cumpleix, jJa que



x ((x2) z2)=x(y z)=xy=y ¢D

Considerem ara 1 estructura algebraica F= (A ) defini-

da per A={x,y,z} i per

Bs facail comprovar

que D=4x} &s un sistena deductaiu sema-

complet perd no satisfd la relacio 9 (prop III 1 2)

y

1 per tant,

(y 2) =y y=x,

zZ=y

y (y z)g&n y z

Hem demostrat, doncs, el seguent resultat

Proposici8d III 1 5

Definicid IIX 1 7

Proposicid III 1 6

5i D &s un sistema deductiu semi-complet
de (A ) aleshores satisfd les dues 1-
sotonies 1 en general, cap altra de les
anteriors propietats indicades pels sis~
temes deductius classics (llevat de les
incloses en la definicild de sistema de-

ductiu semi~complet)

Un sistema deductiu complet es tot sis~

tema deductiu semi~complet que veraifiqui

la commutacio de premisses{(C P )

kn tot sistema deductiu complet D de (A,



es verifiquen

(1) DC1LiMP
(12} I, II 1 IIX {prop III 1 1)
(121) 2,3 & 5 6,8 4 10 (prop III 1 2)

En efecte
A Les propietats M P I II III 3 1 6 es verifiquen

en virtut de la definicio de sistema deductiu complet
B DC1 es obva puix
y (x y) ewrp x (y y)

1, com que Yy Y € D 1 D es absorbent per la dreta, re-

sulta que
y (x y) € D,
per tot x, y de A

1 es consequéncia irmediata de DC1
4 3 5, puix que D es un sistema deductiu semi-complet

10 es verafica a que
x ({(xy) y) =, (x y) (xy)

1 per tant, x & (x ¥) vy per tot x y de A

8 es demostra tal com s ha fet en la prop III 1 2
Encara mes en tot saistema deductiu complet es veraifica
la part de 7 que ne &s DC2, &s a dir, per tot x, y, = de A

(z x) (zy) & xy

Ja que

Yy €pxy amplica (xy) 2z =, yz (por 5)
1 aleshores

x ((x y) z) so(x,{) (x z) sDx(yz) (por 4 1 C P )

S1 considerem ara el sistema (F,D) introduit ecn la pdg

10lveciem que I} cs ui1 sistema de luc 1u complet que no se-



rifica pas 9 (pag 101) i tampoc no verifica ni DCZ
ni 2

Cn efecte

DC2
y (y z)=x
(yy) (y2)=xy=y
per tant
(y (y 2)) ({y y) (y 2)) &D
2

Y &, Yy 2z perd en canvi yy #Dyz

Fixem-nos en el fet que DC2, 2 i 9 estan intimament
relacionats L[l que &s clar, al menys (prop III 1 2)
es que DC2 implica 2 1 9 (s1 es verifiquen les propie-

tats de sistema deductiu complet)
Si no es verifica DC2 tampoc no es pot veri‘icar 7

Amb ai1xd queda completament exhaurit 1 andlisi del sis-
temes deductius semi~conplets 1 co iplets el que fa re-
ferdncia a les propietats immediates dels i1stemes deduc=

tius classics

Nota
kn preséncia de C P i de M P la propietat DCl és equi-

valent a la reflexavitat (101)
-~ 81 x x €D, aleshores y {x x) €D 1 per C 1} x {y x) &
- 81 x (y x) € D, aleshores y (x x) € D 1 f.nt que y & D
s obte x x e D
(kn la pramera part de la demostracio cal que b sigui ab-

sorbent per la dreta )



)

III 2 Independéncia dels axiomes dels sistemes deductius
complets

Abans de seguir endavant 1 forjar un teoria 13gica amdb
sistemes deductius complets volem analaitzar les mini-
mes condicions que cal donar per tal que D sigui un sis-
tema deductiu complet

S1 tenim en compte la prop III 1 4, un saistema deductau
complet D de (A, ) &s tot sub-conjunt D de A que verifi=
qui

SDCL X X €D per tot x de A

sbC2 Xy €D21xe&D implaquen y € D (M P )
SDC3 A D& D

SDCh  (x y) ({z x) (zy)) €D per tot x y z de A
SpC5  x (y 2z) &€y (x z) per tot x,y z de A

Les condicions SDC4 1 SDC5 implaiquen 1 altre llea del sil-
logisme, jJa que

(y z) ((xy) (x=z))enD (en virtut de 5DCh)
1 aleshores

(xy) ({(y 2) (x=z))eD (en virtut de SDC5 i SDC2)

i obtenim el que preteniem
S1 es verifica SDC5 es verifica C P , per simetria

Teorema IIXI 2 1

Les condicions SDC1l, SDC2, SDC3, SDC4 i1
SDCS sbén independents

En efecte

Independéncie de SDC1 En 1 estructura A={x y z} amb

1 operacio



el conjunt D={x} verifica clarament SDC2 1 SDC3 1 en
canvi no verifica pas SDC1 Cal comprovar que (A D)
veraifica SDC4 1 sDCs Nomes cal analitzar els casos en

els que el darrer paréntesi no val x

(x y) [(x x) (x z) [(x X7

(zy) Lxm) ENT=x () Ly x23=x:
(x y) [(z x) (x z) (z x)
(z y) (z z) (z y)] = x (y z) (z y) (z 2))=x

proven que SDCh es verifica

x {y y) x Yy ¥=x x (y z) y X X=X
g (% Y)]r-'[ l [z (x z.)1={y y=xj

x (z y) y y=x x (z z)
z (x y) x Y y=x z (x z) x _, Ky:xj
z (y y) [y (z y)) = y y=xl z (y z) [y (z =)= x=%

que proven que 5SUC5 es veraifica

Nota

Si (A, ) admet un element neutre per 1 esjuerra SDC5
implica SDCl, puix asi u és 1 element neutre per 1 esque~
rra de (A ) aleshores

D 3@ (ux)) (u (ux))=xx

Independdncia de SDC2

Considerem A= {x y} proveit de 1 operaci$ constant x x=
= yysXy=y x=X aleshores D= x} verifica totes les

condicions SDC menys SDL2 (es a dir, M P ) puix

xyerxeDiy¢D



Indep8ndéncia de SDC3

Sigur (Z +) el grup adaitiu dels nombres enters i 2Z el
sub-grup dels nombres parells Veiem que 2Z verifica
SbC1 i sDc2 lambe verifica SDC4 1 SDC5 puix

(x+y)+ ((z+x)2(zty))=2(xty+z) &22
xt(y+z)=y+(x$z) 1 per tant x+ (y+ z) wzzy+(x&z)

Perd 2Z no verifica pas SDC3 puix si x &s senas, x+ 2z ¢ 2Z

Independéncia de SDC4

Considerem ({x y,z ty ) on 1 operacid estd definida per

| *

o N W K
wo¥ oM N
XY ox <«
L T I
F S N 2

admet un sub-conjunt D= {x} que satisfd SDC1,SDC2 i SDC3
Tambe satisfa SDCS puix

y (x y)=x=x (y y) z (x y)=y=x (z y) t (x y)=x=x (t vy),
y (x t)e=x=x (y t) z (x t)=x=x (z t) t (x tl=x=x (t t)j;
y (x z)=2z=x (y z), 2z (x 2)=x=x (z z) t (x z)=x=x (t =)
x (y z)ez=y (x 2); 2z (y z)=x=y (2 2), t (y z)sx=y (t z),
y

x (z y)=y=2z (x y), (z y)=x=2z (y y) t (z y)=x=2 (t y)

Per tant per tot u, v, w de A u (v w) =2,V (u w)

(els casos que falten son obvis)

Ara be D no verifica pas P02 ja que, si be tenim

yt=x ED’

tz=x&D
no es pas cert que y z ¢ D (puix y z=2z) Aleshores, en
virtut de la prop III 1 4, les lleis del s1l logisme no

es satisfan pas



Independdncia de SDC5

En la prop III 1 3 es déna un exemple en el que =i bé
es cumpleixen SDC1 5SDC2 SDC3 i SDC4A no es cumpleix
pas SDCS

Aixd acaba la demostracil

Malgrat tot fent un abfis de llenguatge quan es referim
a un sistema deductiu co plet, entendrem sempre un sis-~
tema d ductiu ddbil absorbent per la dreta que verifi-
ca les 1lleis del sil logisme 1 C P o en d altres pa-
raules, un sistema deductiu semi-complet tal que per

tota terna x y z d elements de A

x (y =) -,y (x 2)
Hem vist també que en general un sistema deductiu com-
plet no s pas un sistema deductiu cldsasic (vegis (F D)

pig 101) Ajuest resultat es troba ja en Sales [1974])
si bé 1 exemple donat es diferent (vegis II 8 pag 83)

III 3 Sistemes deductius complets, sistemes deductius
forts 1 sistemes deductius clidssics

Proposici§ III 3 1

Tot sistema deductiu classic &és com-
plet (Al revés perd §&s fals )

En efecte
Ha estat provat en llapartat IIX 1

Un resultat trobat per Sales (Sales [1974]) que enunciem
i demostrem aqui per 1 interés que presenta i per la uni-



}

tat que dbéna als tres capitols del present treball, &s
el seguent
Proposicio III 3 2
Tot sistema deductiu complet &s un
sistema deductiu fort
Corol lara

Tot sistema deductiu classic és un sistema
deductiu fort

kn efecte
I 5i D es un sistema deductiu complet aleshores si
siJ=(h1 h, hJ hn) i sj1=(h1' hJ, LIRS 'hn}
resulta que
sinED 8i i només si 5.4
Suposem en primer lloc que J= i4l Tindrem

x €D

hy Pian Pyge hy* =y R By Biga b, x
i com que -, és una congruencia resulta que
by by Py by X =mp by b Py b, x
Si j=i4+4k Xk >1, aleshores
by By Pier Pyge Bya My By by *
= By hoa1 Py Pygo hy=2h, , by h, *
=)
=, hy his1 Pago hyg By By By h, x
=,
= by By Pisr Pige Bz Py Py b, x
I1 Suposem ara que s x € D, on s= (h1 1hy, ,hn) i
que existeix una successid finita ala (kl, ’kJ) tal

que st h; €D



Cal demostrar que

hy hal ky e h, xe&b

Per I tenim que

hl h1 h1-1 h1+1 hn x €D

1 per la lleix del si1l logisme

(k| h,) (k by h koo h x) €D
1 rerterant la llei del si1l logisme
k h D
(x, k, h) (%, kj by 4o By B, X
1 per hipdtesa 1 per M I resulta que
h
kl kJ 1 h1-1 h1+l hn x €D

i aplicant I reiteradament s obté finalment

h1 h1--1 k1 kJ h1-!-1 hn x &b
1 en virtut de la prop IT 1 2 D &s un sistema deduc-
tiu fort

En la pag 101 hi ha un exemple de sistema deductiu corplet
no classic Ln la prop III 1 2 donem les propietats més
ammediates dels sistemes deductius clgssic kn les pdgs
102 i 103 veiem que un sistema deductiu complet no té
perque satisfer les propretats 2 1 9 de la prop III )1 2

i tampoc no té perque satisfer DC2

Naturalment, s1 un sistema deductiu complet DU verafaica
DC2 (com que tambd verifica DLl 2 M P (prop III 1 6))}
és un sistema deductiu classic (def III 1 1)

Ara be si un sistema deductiu complet verifica 9 es clas-

s1c Es a dar, tenam

Proposacid III 3 3

Tot sistema deductiu complet D tal que



per tot x, y de A verifiqui
x (xy) &€, xy
es cldssic

kn efecte
Volem demostrar que per tota terna x, y =z d elements

de A es verafica
(x (y 2)) ((xy) (x z)) €D

Considerem el sub=conjunt S={x y y (x z)} Com que D
és un sistema deductiu fort {(prop III 3 2) podem consi-
derar KD(S) Per defanicio KD(S) =2 S 1, per la prop
II1 7 1 KD(S) &€s un sistema deductiu débal Per tant,

com que
Xy e sg-xb(s) 1y (x z) engD(s)
aplicant P02 resulta que
x (x =z) é.KD(b)

kn virtut de la hipotesi x (x y) € | x y per tot x y

D
de A d on resulta que per totn »1 x(n) Yy =, XY,

per tot x y de A (Ja que es verafica DCl)

Per tant, del fet que x (x z) € KD(S) 8 en segueixen

tres possibilitats

(a) (x y) (x (x 2)) Dy
(b) (y (x 2)) (x (x 2z)) €D
(c) (y (x 2)) ({xy) (x (xz))) €D

(la quarta possibilitat simétrice de (c) &s equiva-
lent a (¢) en virtut de C P )

Ara b& per haipdtesi, x (x z) €, xz

1 com que E“ es una congruencia per tot v de A

v (x (x z)) =_ v (x z)

D

qualsevols que siguin x 1 z de A Per tant,



{a) (x y) (xz) €D
(b) (y (x z)) (x z) €D
(c) (y (x2z)) ({xy) (x2z))&e D

Si apliquem C P 1 tenim en cowpte 1 absorcid per la

dreta del sistema deductiu complet D tindrem

(a) (x (y z)) {({(xy) (x=z)) €D

(b) (x (y z)) ((xy) (x 2)) & D

(c} (x (y 2z)) {(x 2) €D 1 per tant
(xy) ({(x (y 2)) (x z)) & D 1 per tant
(x (y 2)) ({xy) (x2)) €D

Aixd acaba ka demosiracib

Corol 1lari

Tot sistema deductiu complet que verifiqui
la condic18 2 de la prop III 1 2, &s un sis-

tema deductiu cldssac

En efecte
Com que tot sistema deductiu complet verifica per cada

Xy y de A,
x ST)(X ¥y) y

en virtut de C P i de la reflexivitat resilta que
sl es verifica la condicié 2 de la prop IIT 1 2 te-

nim que
x(xy)‘ny
1 per tant el sistema deductiu complet D es clissiec
(prop III 3 3)
De tot el que precedeix resulta que en un sistema dee-
ductiu complet qualsevol 1les relacions
x (y 2) s, (x y) (x z),

z sny implica 2z x ‘.Dzy,



x (x y) €, xy

son equivalents

Aquest resultat ens diu que la diferéncia entre un
sistema deductiu comjlet (no classic) 1 un sistema deductiu
classic es pot considerar des d el punt de vista al-

gebraic 1 des d el punt de vaista logic

Des d el punt de vista algebraic tenim que si1 D és un
sistema deductiu complet (no classic) 1 operacad in-
duiia en el conjunt quocient A/Ea no es pas autodistra-
butiva per 1 esquerra és a dar Dno s obte pas una al-
gebra de Hilbert

Des d el punt de vasta 1dgic tenam que sa D &s un sais-
tema deductiu complet (no cldssic) jot ocorrer que un

element y de A siguil consequencia forta d un element x

de A i, en canvi, no en sigui consequencia débil Al-

trament dat

y € KD(x) no iiplica pas y € Cu(x)
Ai1x1i doncs en un sistema deductiu complet (no cléssic)
nx v »0

(nx y)
nxy€le y€D1 per totm m&N m<n,

es pot parlar del grau d una premissa s

1Y

<™ ¥ ¢ D, direm que By y &s ol grau de la premissa
L

x en la deduccio de y

Aquest resultat no es troba en 13gica cldssica, puix to=-

ta premissa x te grau 1 en virtut de 9 (prop III 1 2)

Finalment tenim que s1 be en un sistema deductiu clds-
sic la relacio d equivalédncia forta ~5 (IX 8) 1 la re~
lacio d equivaldncia debil =, (I 1) coincideaxen (II 8
pag 87) en canvi cn un sistema deductiu complet (no
classic) 1la situacio es totalment un altra (veure prop
II 8 2(B)) L estructura (F,D) (pdg 101) reafirma aquest

fet



IXJDB*Xiy fny={y§ czlbziz’.
xp =1 x} Yp=iv e oz, =¥y

Aquesta condicid 9 de la prop III 1 2 es tan caracteris-
tica que tot sistema deductiu fort que la veraifiqu:x
81 a mes verifica C P es un sistema leductiu co plet

1 per tant un sistema deductiu classic Amb precasid

Proposicio III 3 4

Tot sistema deductau fort absorbent

per la dre a U que verifigua
x (y z) €5 Y (x z)
x(xy)sva

er tota te na x y 2z d elements de

A &8s complet 1, per tant classac

En efecte

Fem S={x y z x} Aleshores z y € Ku(b) puix hD(s) és
un sistema de luctiu debil absorbent per la dreta 1 con-
té a S (per demostrar que KD(b) s absorbent per la dre-
ta és necessaria la cormmutacibé de prerasses ) Per hi-

pdtesi només &s possible un dels tres casos seguents
(z %) (2 y) € by
(xy) (zy)eD
(x ¥y} ({zx) (zy))€D

Per 1 absorcid de D 1 per C P la demostracid estd aca-
bada Aplicant la prop III 3 3 s obte la segona part

Hem vist ja (prop II 7 1) que, s1 D es un sistema deduc-
tiu fort i1 ahsorbent per la dreta aleshores (per tot

> € P(A)Y) ln(b) es un sistema deductiu débzil

Ara veurem seguint Sales [1974] que o.i D ¢s un siste-



)
ma deductiu complet KD(S) també ho es {(qualsevol que si-
guar S de PAY™) (Ln el cas dels sastemes de luctius
complets K es pot e tendre a tot P(A) en el sentat de
la nota 1 de I 6 1 el teorema gue hem enunciat &s vilaid

per tot S de F(A) )

Com que per tot 5 de (A} D s;KD(S) ¢s immediat que
KD(S) veraifica les lleas del s21 logasme 12 C P Només
cal veure doncs que KU(S) egs absorbent per la dreta
a1xé es consequencia de la propietat C P de D bn efec-
te s1 X €A1y e,hD(b) aleshores s y €D on s g SB(S)

Ara be com que D e¢s absorbent per la dreta
xsy@€D

d on aplicant reiteradament C P , resulta que
s xyebghl)(s)

1 com que S & KD(S) 1 KD(S) verifica M P  tenim gue

x ¥y € Ky(s)
Hem demostrat la seguent proposicid

Proposicibé III 3 5 (Sales [1974])

S1 D es un sistema deductiu complet
KD(S) tambe es un sistema deductiu
complet per tot S de P(A)

Proposicio III 3 6

S1 per tot S de P(A) KD(S) s un
sistema deductiu complet aleshores
D tamb& ho &s

itn efecte
Fem $=D 1 aleshores tenim que KD(D)=!)

Hem obtincit doncs una condicio nccessaria 1 suficient
per tal que D sigui un sistema deductiu complet i &s que
per tot 5 de 1 (A), Ku(") sigui un si tema deductiu complet



III 4 Teoremes de compacitat 1 de la deduccid en

si1stemes deductius complets

L analogia existent entre els sistemes deductius complets
1 els sistemes deductius classics ens nena a intentar

d analitzar quines variacions presenten en 1 3mbit dels
sistemes deductius complets certs resultats importants

vadlids en el cas dels sisteme« Aelicti s cladssics

Ens cal indicar que la inspairacio dels capito!s restants

la debem fonamentalment a A Monteiro [1971]

Es un fet que la interseccio de sistemes deductius com-
plets es un sistema deductiu complet 1 que A tot sencer
és un sistema deductau complet Aixo fa que sigulr lacait
parlar del sistema deductiu complet engendrat per > & A
S£¢ Perd com que A es un sistema deductiu classic
també &s licit parlar del sistema deductiu classic en en-
drat per S € A S#Z# (Veure Monteiro [1971))

Per aguest motiu donem el seguent crateri de notacio

D(S) designara el sistema deductiu classic engendrat
per S

{S) designara el sistema deductiu complet engendrat

per S

De la def de D(S) de la def de {S) i de la prop III 3 1

es dedueix gque
<{5> @ D(s)

1 en general no coincideixen (Ln 1 estructura algebrai-
ca F, pdg 101, D=4x} és un sistema deductiu complet, no
cladssac 1 com que tot sistema deductiu es pre~ordenador
1 unic sistema deductau dastint de D es A que &s clas_

sic 1 per tant, complet Aixi doncs en b tenim que

{xt =¢x> r,i,D(x)=A



t

Hem demostrat doncs que &s certa la seguent proposici$

Proposicid IXI & 1

(a) La interseccid d una familia ar-
bitraria de sistemes deductaius
complets &s un sistema deductiu

complet

(b) S3 S &s un sub-conjunt no buit,
de A aleshores existeix el sis-~
tema deductiun complet engendrat
per S que designem { $) i veri-

fica
{87 = b(s)

La 1gualtat en general no es

dona

Proposicio III 4 2 (Sales [1974))

Sx D és un sistema deductiu complet
1SS A S£¢ aleshores

I\D(S) ={Sw D)

En efecte

Per un costat tenim que KD(b) es el sistema deductiu d&-
bil engendrat per 5 Ww D (prop II 7 2) per tant

KD(S)G € 5w D)(puix tot sistema deductiu complet que
conte a S« D es un sistema deductiu ddbil (props III 3 2
2 ITI 1 3) perd al revés an general no és cert)

D altra banda {prop III 3 5) KD(S) es un sistema deduc=-
tiu complet i conte a S D d on KD(b);<s w DY

Un resultat analeg val pels sistemes deductius classics
Si1 D es un sistema deductiu classic KD(S) tambe ho es 1

aleshores



KD(S)zD(S w D} 2SS w D

perd realment, {Sw D) es classic i, per tant
D{S » D) =<D w S>{veure prop III 4 3)-

Defanicio IIXI 4 1

{ YD on$8 és el con-

DeS, <

Junt de tots els sistemes deductaus

KLl conjunt Tc=

complets s anomena el sistena complet

de les tesas

ler contraposicio el conjunt T definit em IIT 1 4 1 a-

nomenarem el sistema cldssic de le tesis de A

Es facil de veure que
T, e T
(i en general no es verifica pas el signe de 1gualtat)

Defanicio III 4 2

L estructura alcebraica (A ) es comy
pletament inconsistert si1 32 només sa
T =A

[

Proposicié III 3

Tota estructura algebraica completament
inconsistent &s deductivament inconsis~
tent (def IIXI 1 5)

Al revés pero, no es cert

En efeete
A S4 Tc= A com que Tc & Te A resulta que T=A

B En 1 exemple donat per (F D) (Pag 101) tenim

T =4{x} 1 en canvi T=A
c

Aquest resultat tan simple es amportant puix ems diu gue,



s1 be un sistema algebraic (A ) considerat com un sis~
tema 13gic classic no 8s consistent (aixd s tot x de A
és tesi 1 per tant no aporta cap informacid respecte
dels objectes que son vers respecte de tot sistema deduc~
tau) pot molt be ocorrer que considerat com un sistema
13gic complet encara ens faciliti certa informacio res-
pecte dels objectes vers (si1 be el concepte &sser ver

ha estat modificat)

Proposaicio III 4 4

El sistema complet de tesis &8s un sis=-
tema deductiu classic s1 1 nomes si
tot sistema deductiu complet de (A )
&€s classic Aleshores es clar que

aixé equival a T, = T

En efecte
S1 Tc és un sistema deductiu classic aleshores per tot

X y =z de A
(x (y 2)) ((xy) (x z)) €T,

perd com que tot sistema deductiu complet D de (A, )
conte a Tc resulta que tot sistema deductiu complet de
(A ) verifaca DC2 1, per tant es classic

Reci{procament puix T, és un sistema deductiu complet de

(A )
Aleshores es cumpleix la igualtat Tc= T

S1 Tc= T aleshores Tc es un sistema deductiu cldssic 2
per la primera part tot sistema deductiu complet de (A )
ho &s

Aquesta proposicio ens diu que tot sistema deductiu com~-
plet no classic no pot contenir cap sistema deductiu
classaic Un sistema deductiu complet no

classic es hereditdriament complet Malgrat tot, un



sistema deductiu cldssic pot contenir sistemes deductius
complets propis (no classics) L estructura (F= (A ))
tantes vegades mentada ens proporciona un exemple d ajuest

fet

El conjunt de les tesis completes Tc verifica la seguent

propietat

(S\JTG) =24{8S)
En efecte

SV TI2LSYRT s
1 per tant

{swv Tc> ={S?

Aixd jJuntament amb la prop III 4 1 ens permet d enun-

ciar la seguent proposicio

Proposicibé III 4 4

Tot sistema deductiu cornp et coincideix
amb el conjunt de les consequencies
fortes d un cert conjunt S respecte del

sistema deductiu complet Tc

En efecte:
Si1 D 88 un szstema deductiu complet, aleshores

D={D) =<DUTC) :KT (D)
[~

Aixl doncs, hem establert que tot sistema deductiu com~
plet 8s 1gual al conjunt de consequencics fortes d un
cert conjunt respecte d un cert sistema deductiu complet
i, reciprocament tot conjunt de consequencies fortes
d un cert conjunt respecte d un sistema deductau complet

és un sistema deductiu complet

Aquest resultat es analeg al resultat que s obté en el

cas dels sistemes deductius classics



Teorema III & 1 (de compacitat )
Ier tot 5 ¢ A es verifica que

{(5) = Kp (8)
c
La demostracid d aquest teorema s ha establert més

amunt
En notacio usual aquest teorema s enuncia d una altra ma-
nera es defineix la relac:io

S b x

si 3 nomes si existeix una succesid finita s e.SF(S)

tal que
s X @ Tc

Aleshores resulta que 5 == x equival a x e.KT (s) 1, per
tant el teorema de compacaitat es pot enuncia¥f

xe {SY si 1 nomes s1i S V——X

Nota

La diferencia esencial entre el teorema classic de com=-
pacitat (aixd és el teorema de compacatat relatiu a
sistemes deductius classics A Monteairo op cit ) i 1 an-
terior radica en el fet seguent en el cas classic la

notacio

S X

indica la exaistencia d un sub-conjunt finit So @ S tal que

Sov——-x
(o equivalentment S_x €T en el ben entés de que 1 or-
dre amb que intervenen els elements de S° en la notacid
So x €T no importa en absolut, puix T verifica C P ja
que es un sistema deductiu classac) mentres que en el cas

complet la notacio

S v—=x



indica 1 existéncia d una successid finita s g SI(S)

tal que
s X & Tc

(L ordre dels termes de la successid no 8s important
puix T° verifica C P el que si 8s realment important

es que els elements s, de s poden estar repetits 1 en

canvi en S5 no podien pas estar-ho )

Es gracies a la propietat 9 de la prop III 1 2 gque en
el cas cldssic 1 existéncia del sub-conjunt S, es equi-
valent a 1 existéncia de la successid s, en canvi, en
el cas complet si be % existéncia d un sub-conjunt im-
plica 1 existédncia d una successio no &s pas cert que
1 existencia d una successif impliqui 1 existencia d un

sub~conjunt

En 1 exemple donat en la part B de la derostracib de la
prop II 8 2 D=4{1% es un sistema deductiu complet (no
classic) (Sales [1974]) Ekn ell

1 1
{35}"’1;
puix si considerem la successid finita s= (% %) obtenim

111 114 11
2 2% "21/72722
Ara bé no existeix cap sub-conjunt S de S tal que

1
5,7 %

=1

Nota
Amb aquesta nomenclatura D= KD(E) significa que @ w—mx

sl 1 nomes s1 x €D
Teorema III 4 2 (de la deducci$)

S1 D és un sistema deductiu complet de (A,



aleshores

x € {D wizf)=Ky (D wiz})
c

si i nomes si existeix un nombre na-

tural nx > 1 tal que
n
¢ x) x €D

En efecte

(nyx)
A z &€ Dwizta <D wizt) 1 z

x€D&Dwizig {Dw iz
impliguen, per M 1} que

x €{Dwiz) = Ky (D w i2})
c
B x € K, (Dwiz}) si 1 nomes si
c

z; znxeTc onz1=z0215D
k)
s1 1 només si Yy Yook Z zxgT, on yJe, D

(per CP ) don per MP

2 k) z x €D

S1 k 21 aleshores k é&s n si k=0 aleshores
x € D1 per 1 absorcil de D z x €D

Notes
1 Aquest teorema que hem anomenat teorema de la deduc-

cio generalitza el teorema de la deduccid classic o
de Tarski que diu

s1 D es un sistema deductiu classic de (A, )

aleshores

x € D(Dwjzt) = KT(Duﬁz})
si 1 nomes si
z x&D (A Monteiro, op cit )
51 D es un sistema deductiu classic afirmar 1 existén-
cia d un nonbre natural n, > 1 tal que
n
z( *) x €D

o be afirmar que z x & U es oxcatament el mateix puix



tot sistema deductiu clissic satisfa la condicid 9
prop IIXI 1 2 Mes encara si D &s un sistema deduc-
tiu cldssic el sistema deductiu complet engendrat
per {Dwv { z{) s classic puix conte un sistema deduc~
tau classac(prop III 4 4 conclusions) 12 jer tant

el teorema de la deducci§ corplet és, precisament

el teorema de la deduccgo de Tarska s1 D es un siste-

ma deductiu classic

2 El sistema deductiu complet engendrat per un sistema
deductiu complet D 1 un element z de A es {Dwi zt)
segons hem convingutj perd tambe &s per definicid
{D>VY<z)> 1 es cumpleix la seguent igualtat

(puy zty= {DPV(z) =

-1
=4x x€A i (an)(nxeNx iz ) z(ﬂx )

x)}
i, per tant,

(z)=4{x x€A i (anx)(nxehx iz &, 5 (Mx~1) x)}
c

IIT 5 Sistemes deductius complets maximals Radical
complet

Definicié III 5 1

Un sistema dedudctiu complet M &s
maximal (o complet-maximal) si i

nomes si,
1 &s propi (M£A)
2 s1 exaisteix un sistema de~
ductiu complet D tal que
M @D aleshores

D=M 8 D= A



Teorema IIXI 5 1

Un sistema deductiu complet M de A &g

maximal si 1 només sa,

1 M#£A
2 81 Xy € M aleshores existeix
un nombre natural n y 21 tal

que
n
x(xl)yeM

En efecte
A M es maximal, per tant MZAA i, si x ¢ M i y g M

aleshores

Mud xtyzg M
1 per tant (Muwixty=A Donyedl{Muixyi,
pel teor IIX 4 2 existeix un ny 2 1 tal quse

x(“x,y) yeM

(x

B Suposem ara gue si x vy ¢ M aleshores x y) YyYEM

per un cert nx y >1

Si D PM existira un x € D tal que x ¢M Ara bé
83 ¥y € A poden donar-se dues possibilitats:

(a) yeMi per tant y €D
(b) y ¢ M2 per tant existeax n_ v »1 tal que

n.
x("y)ye_qul per MP y &D

Per tant per tot y de A, yY&D don D=A 1 Mé&s

maximal

bn el cas classic tenim un teorema analeg (A Montearo op

cait ) 1 d ell s en segueixen dos corol laras gque diuen
max mal
M es un sistema deductiu classic'de (A ) si 21 no-

mes s1 per tot x ¢ M 1 tot y € A es verifica
X y€E M



M es un sistema deductiu cl3ssic maximal de (A )

si i només s1 A/g te exactament dues classes

que sén M 1 A-M (sales Lig74])

El primer corol lari &s valad (amb les nodificacions
pertinents) en el cas dels sistemes de ltctius complets

maximals dé (A ) es a dir es verifica

Corol lar: 1

M es un saistema deductiu complet maximal
de (A ) si 1 nomes si1 per tot x € M 2
tot y€ A es verafica

n
x( < y) vyeM

per un cert n, y > 1

En efecte
Si y ¢ M &s obvi (teor III , 1) s1 y &M per 1 ab-

sorcid de M

D aci es dedueix que M es un sistema deductiu complet
maximal de (A ) s1 i nomes sa1 per tot n e N

<) vy ¢ M implica x € M

- Si x &M contradiccio amb el corol lara 1
- Sa x(n) y € M amplaca x € M, aleshores M &s maximal
puix 81 no ho rés existirien x ¢ M 1 y & M tals

que x(n) y € M qualsevol que fés n € N Contradic-

clo

El segon corol lari en canvi é&s fals
Considerem ((0 13, {1}%) on x y==§ s1 1 només si y < x

1 xy=1 en els altres casos

A {1t &s un sistema de luctiu complet {(vales [1)741)
maximal

En efecte



Si x¢41t 1 y¢il}, aleshores existeix un n »1
]

Xy
("x y)

tal que x y=1

Suposem que X &y &aleshores n ya 1
Suposem que y € x aleshores x y=§ (que éa > y)

- sxxsi' aleshoresxi:xxyalin 2

=
XyY

- sino £ <x 1 aleshores x L=X3;(que &s > ¥)
x X x x

Ls impossible que

=l<

y<§<§a< < < < x per totn

B X

puix si fos aixf y < x per tot n & N,
peroo<x<11(xn)-—.01y>0 Contra=
diccaib

B Ara bé,
x =, Y 8i i només si, x y=1 iy xm=1l

Aix3 €s, 81, i només si x £y 1 y € x Per tant

A &2 A que contradiu 1 enunciat analeg al cor
/=y

¢classic segon

El problema radica en el fet que la relacif d equivalédn-
cia no es la adequada per a formular el corol lari La
relacio d equivaldncia adequada es la relaci forta ~p
introduida en 1 apartat IX 8

Corol lari 2

D és un sistema deductiu complet maximal de
(A, ) s12 i només si A/~D té dues classes

d equivaldneia que sén D 1 A-D

En efecte
A S1 D es un sistema deductiu complet maximal de (A )
1 x, y€D aleshores x y€ D1y x€ Dix ~p ¥
si x ¢.‘ Diy ¢ D, aleshores pel teor III 5 1 exateixen



dos nombre naturals n m 21 tals que

x(n)yeD 1 y(m)xev

1 per tant x ~n Y

si x @D i yg& D aleshores y x € D perd en canvi
no existeix cap nombre natural n tal

que x(n y €D (prax s1 existis a-
plicant reirteradament M P , obtindriem

una contradiccio )

Per tant A/A‘ te exactament dues classes que son D 21
D
A-D
B S1A, té dues classes &s clar que una d elles 8s
D
D, puix 81 x €D 1 y € D aleshores x ye€ D1y x€D
i per tant
D ;-;cD on x €D
Suposem ara que D F ;‘D on xebl Aleshores exasteix
un y € ED tal que y ¢_D pero aixd no es pas possible
puix
y e;D amplica x(n) y €D
i per M P y €D
Per tant A/~D= {D A-D} 4 aleshores si x¢ D1y gD

X mp Y i en vartut de la definicid de ~p 2 del teor
IIXI 51 D &s maximal

Notes
1 Un sistema deductiu complet D tal que si x ¢ D a1y ¢_D,

cumpleixi
xy €D
&s cldssic i per tant maximal cldssic
Cal demostrar que per tot x v de A es verafica

x(z) Yy €§pxy {prop III 3 »>)



En efecte

S1 x¢Diyeq¢D per hipotesi puix x y @ D

81 Yy &€ D per 1 absorcio, x y€ D

s5i y4¢ D i x €D aleshores no existeirx cap n natu-

(n)

ral tal que x y €D (puix en

cas contrara per MP y <« D)
Per tant x(2) yED1ixygDa,
per 1 hipotesa

(x(z) y) (xy) €D

Ai1xi doncs D es cldssic 1 per les propietats dels
sistemes deductius cldssics maximals (Monteiro op

cit ) D és classic maximal

La condicio x € D, y é D implica x y € D es tan
forta que, si un sub-conjunt D de A que verifiqua
MP 1 1 absorcio per la dreta la verifica alesho~
res D es un sistema deductaiun classic 1 maximal
En efecte
En virtut de la nota 1 nomes cal demostrar que D és
un sistema deductiu complet es a dir gque D satis~
fa

SDC1, SDCk i SDCS

(puix $DC2 1 SDC3 s han imposat d avant ma )

5DC1 Si x & D, per 1 absorcid xx €D si x &D,
per hipdtesi x x €D

SDC4  Volmm demostrar que, per tota terna x, v, 2

(v 2) ((xy) (xz)) &D

Si z € D per 1 absorcib8 estd demostrat
siz¢Dix €Diy€D aleshoresxz¢§ D (MP)
1 Xy €D don per MP , (xy) (x z)€ D
i (tambe per M P ) y z¢ D  Fanalment
(per haipdtesi), (y z) ((xy) (x z)) €D
st z ¢ D 2 x¢D aleshores (per hipdtesi) x z € D
i per 1 bbsovesé estd acabat,



si 2 ¢Dix&€Diye€D aleshores (per MP )
x z§D 1 x y¢D 1 (per hipotesi)
(xy) (x z) &D 1 (per 1 absorcio) es-
ta acabat
SDC5  Semblantment per tota terna x y 2z de A

(x (y 2)) {y (xz)) €D

51 z € D aplicant 1 absorcio fet

si z¢ D21x€D21y€&D aleshores (per M P )
y (xz) ¢ Dax (y z) ¢ D1 (pe- hapd-
tes1) fet

s1z€¢ D1 x ¢ D aleshores (per 1 hipotesi)
x z € D 1 (per 1 avsorcio) fet

s1 zED1x&N 1y ¢D aleshores (per M1 )
x z¢ D i (per 1 hipdtesi) y (x z) & D

1 (per 1 absorcao) fet

3 Tot sistema deductiu classic maximal M &s un sistema
complet maximal perd (per la nota 1) veiem que, al

reves, no es pas veritat

Definicaio XII 5 2

Anomenarem radical deductiu complet de
(A ) 1 el designarem Rc(A) a la inter-~

saccio de tots els sistemes deductaus
complets maximals de A

Es obvi que si R(A) es el radical deductiu classic de (A )

aleshores
uc(A) < R(A)

i, en general no coincideixXen
Si (A ) no admet sistemes deductius maximals complets

aleshores Rc(A) =R(A)= A



II1I 6 Sistemes deductius complets lligats a un element

bn aquest apartat analitzarem els sistemes deductius com-
plets maxamals amb la condicio de no contenir un cert e~
lement x de A que naturalment cal que no sigui un element
de T (puax T, < D per tot sistema deductiu complet)

Aix{ doncs cal suposar d entrada que A es completament
consistent (TclA) 1 que x &A perd x ¢ Tc

Proposicid III 6 1

L1 conjunt de sistemes deductaus com-

plets que no contenen a x és inductau

superiorment
En efecte
si (Di)J.EI es una cadena de sistemes deductius complets
que no contenen a x aleshores \ ,’Dl es un saistema de-=
1€I

ductiu complet que no conté pas a x
{Que no conte a x és obva que verifaca SDCh i1 SDC5 é&s

consequencia del fet que T < \_J D Que \__/ D_es
© ier * ier

un sastema deductiu debil absorbent per la dreta es tro-

ba en sales [1973])

Nota
tn una cadena de sistemes deductius debils (01)1‘:[ abe~
sorbents per la dreta s1 un membre de la cadena &s com=

plet aleshores \‘1:Di &€s un sistema deductiu complet,
1€

sd un dels membres es un sistema decuctiu cldssic ales~

hores \ /’Di es un sigstema deductiu classac
i€l

El lema de Zorn ens pecrmet d afirmar 1 exaisténcia de sis-
temes deductius complets maximals entre els que no conte-

nen a x kn efecte la familia de sistemes deductius



complets que no contenen a x és inductiva superiorment
1 per tant exaisteix un sistema deductiu complet maxi-

mal entre els que no contenen a x

Definici$é III 6 1

Rls sistemes deductius complets maxi-
mals entre els que no contenen a x

s anomenen sistemes deductius complets

lligats a x

El teorema que sSeguelXx cns proporciona una caracteritzae
ci dels sistemes deductius complets lligats a x en ter-

mes de la llei de compo icio de (A )

Teorema III 6 1

Un sistema deductiu complet D estd 1ligat

a x de A (x ¢‘Tc) s1, i nomes si, satisf3d

1 x¢b
2 si y ¢ D aleshores existeix un

n y * 1 tal que

n
y(xy)xED

En efecte

A 51 D estd lligat a x cal que x ¢ D 1 per tant es
satisfd 1
Suposem que Yy € D aleshores

{dbuiyp D
i, com que D &és maximal entre els que no contenen

ax x& {(DWViyt) 1 segons el teorema de la de=-

duccio, existeix un nx y =1 tal que

n.
y( xy) cep

B  Reciprocament si x ¢ D i D &s un sistema deductiu
complet tal que D @ D considerem un elerient y & D
tal que y¢ D Per (2) existeix un nombre natural



n y $ 1 tal que

n.
y( xY) x €D ®D
1 per M P reiterat
x &b

resulta doncs que D es maximal entre els sistemes

deductius complets que no contenen a x

Mota

Tot sistem deductiu cldssic lligat a x es un sistema de-
ductiu complet lligat a x puix sa D &s un sistema cldssac
lligat a x 1 existeix un sistema deductiu complet D , no
classic tal cue D €D i x ¢ D' obtenim una contradicci$
puix s1 D conte un sistema deductiu classic, &s classic

(prop III & 3 consideracions)

Al reves pero es fals { xisteixen sistemes deductius

complets lligats a x que no son pas classacs En

((0 11, {1}) {1} es un sistema deductiu complet lligat
a tot x# 1 perd en canvi com que T= {0 1] no té sen-

tit pensar en sistemes deductius classics llagats a x¥£1

Proposicid III 6 2

Donat un sistema deductiu complet D
i un element x £ D existeix un sis-
toma deductiu complet D' lligat a x
tal que

DeD

kn efecte

La familia dels sistemes deductius complets que no con-
tenen a x 1 contenen a D &és inductiva superiorment Se~-
gons el lema de Zorn existeix un element maximal de la
fami1lia diguem-1i D Suposem que existeaix un sistema

de uctiu complet D tal que

D $-D



Ul
com que D & D no s pas possible que x ¢ D (puxx D
&s maximal amb aquestes condicions) Per tant D es=
td lligat a x

II1 7 Els elements de Pierce en el cas dels siste-

mes deductius complets

En el cas dels sistemes deductius classics d una estruc=
tura algebraxca (A ) sabem (A Monteiro, op cit ) que el
conjunt P dels elements piercians genera un sistema de-
ductiu cldssic que coinciceix anb el radical classaic

Cancretament si anomenem element percia classic a tot

element de A de la forma
({x y) x) x
on x 1 y pertanyen a A i anomenem P el conjunt
P={z z€ A1z=((xy) x) x per x y de A}
tenim que el seguent teorema
p{P) = ®{A)

A i de poder donar un resultat paral lel encara que
més débil ens cal intriduir els elements percians com-

plets

Definicid III 7 1

Anomenarem element percid complet (o

tamb8 element plercild en sentit ampli)

a tot element z de A de la forma

(n) x)

z= ((x y) x

on X 1y pertanyena Ain 21



Anomenarem P el conjunt de tots els
elerments percians complets  Aixi

(n)

P ={({xy) x) x xeAlyeAineNx}

Es clar que P € P i per tant <P) € (P )

Tot sistema deductiu classic que conte P conté P i
naturalment tot sistema deductiu classic que conté P
conte P

La primera afirmacid es consequdncia del seguent fet
s1 D &s un sistema deductiu classic aleshores

(n) x

(x y) =, (x y) x

1 com que =, &s una congruencia resulta que

)(n)

((x vy X) x g%)((x y) x) x

per tant un sistema deductiu classic conté els elements
piercians classics si 1 nomes si1 conté els elements

piercians complets
Aixo ens permet d establair que
b{P) =D(P )
2 finalment, obtenaim
(PP >< (P > @D(P)=D(P )
D altra banda sabem que Rc(A) < R(A) 1 que R(A) =D(P)=D(P )

1 que no sabem perd son les relacions d'inclusib que

veraifiquen

(P>s(r)

R (A)

A continuacib demostrarem que es satisfa la seguent re-

lacio



Proposicid IIX 7 1
Rc(A)i LP Y

kn efecte
Suposem que x ¢ {P )} Aleshores existeix un sistema de=~
ductiu complet Sx llicat a x, tal que
P d>as
Per tot z de A tenim que
((x z)(n) x) x € S
qualeevol que sigul n &€ N per tant

(x z)(n) x & Sy

per cap n de ™ {per M P )
A1xd implica (teor III 6 1) que x z & S, 1, per tant,

ZE(SXU‘IXl')
L arbitrarietat de z fa que
(bxuiz})=A

Ai1xd ens assegura que 5, &s maximal en A puix si1 D és

un sistema deductiu complet ;?Sx aleshores
x €D
1 per tant D E(qu{xt)=A

Per tant existeix un sistema deductiu complet maximal
que no conte x i aleshores RC(A) tampoc no conte x

D on resulta que

Rc(A) e {p)
kns queda per fer la seguent pregunta coaincideixen els
sistemes deductius complets Rc(A) i4dp )7

La resposta en general &s negativa En el cas
((0,11 ,41}) hem vist que Rc(A)= {1}= £, mentres que
<P > # {1}, puix hi ha percians diferents de 1 Per e-



xemple si fem y=%— i xs% tenim

xy=%§§—~=% (x y) x:%%z%%gg

82 2/
((x y) x) x=3 §=T/%=%’41
1, com que {P)>S{P ) es clar que{P Y £41}

Hem obtingut doncs 1la seguent cadena
R_(A) =P Y& D(P) = D(P ) = R(A)

L exemple precedent ens diu que en reneral, (P)#— RC(A)

Per tant en general disposem de la situacio seguent :
R _(A)
c
<Py

Ara be el sistema deductiu complet {} ) &s clidssic

< {P )& D(1)=D(I )=R(A)

£n efecte

Hem vist en la demostracio de la prop III 7 1 que, s2a

x € <P ) existeix un sistema deductiu complet lligat a
X, Sx que es maximal Ara apliquem a Sx la nota 1 del
apartat III 5 per tal de demostrar que Sx és un sistema
deductain maximal classac

En la citada demostracid hem vist tamb& que, per tot

z €A

X z eSx
Suposem que 2z ¢Sx iy é¢s, siy €& S, existeix unm
sistema deductiu complet lligat a y Sy, tal que

SX:Q Sy
(prop III 6 2) Ara be y & Sy i per tant Sy;lA
Pero 5 es maximal i per tant Sy= S, Aixi, doncs,

¢€<P >=S 1 z &S =8
y > v y y x

Aixo ens diu que x € R(A)

Per tant, si x € R(A) aleshores x @ <P ), és a dir,



R(A) <P >
i per la prop IITI 4 3 (P > es un sistema deductiu clas-
sic
Hem obtingut finalment la seghent confaguracao
R_(A)
c

<p>

& (P >=D(P)=D(I )=R(A)

Notes
1 S1 defanim P =4 (((x
resulta que ¢P »a{P ) puix

(m) z)(n) x) X x z€A1n meg Nx}

a) P P 1, per tant (P >S<KP )

(
b} xz £x n amplica (x(n) 2z} x g({x z) x
que a la seva vegada 1implica

(n) )(..)

(x z) ((x z) x) € (x =z x
perd
x z €x™ 2 amplica (x™ 2) ((x™ 2) 0 g
six z) (™ 2) 0
Per tant
™ 2@ s cx 2 &
Suposem ara que
(x(“) z)(m) x £ (x z)(m) x
aleshores
(x z) (™ 2)0™ ) ¢ (x 2 (™)

perd com que

(x(n) z) ((x(n) z)(m) x € (x z) ((x(n)

2) (™

x)

resulta que

( (n) (m#1) (m+1)
x z) x

x £ (x z)

Per tant, per tot n m de N s obte



((x z)(m) x) x s((x(n) z)(m) x) x,
d on
P <P >

puix que <P > es un filtre (Tots els simbols de
pre-ordre que 1intervenen son relatius al sistema
Tc ) Aixi <P > {P » 1 aixo acaba la demostra-
cié

Si existeix un sistema deductiu maximal no classac

aleshores

R (A) # R(A)
puix s1 no £8s aixai tot sistema deductiu complet
12 maxaimal contindria el conjunt R(A) que es cldssic
1 fora classac Contradaiccao
Una condicio necessaria 1 suficient per tal que

P> =<P > es que P .Liguir classic {aixd es
(P> = D(1))

[}

52 {(P > = A aleshores no existeixen sistemes deduc=-
tius maximals classics pero poden existir sistemes

deductius complets 1 maximals

S22 no exasteix cap sistema deductiu maximal alesho-
res Rc(A) =A 1 R(AY=A

Sa Rc(A)= Tc direm que A 8s deductivament semi-sim~

ple (des d el punt de vista complet )

s1 ((x y)(n)

x) x €T, per tot x y de A aleshores
{p ):Tc 1, per tant Rc(A)=Tc i {P)= Tc D on Tc
és un sistema deductiu classic 1 tots els sistemes
deductius de (A, ) seran classics

Recaiprocarent s1 tots elis sistemes deductius sén
classics aleshores T =T, {P» = D(P), Rc(A)= R{A) 4

val el teorema de sema-simplicitat classic (Montearo

op cx



Ara b8 si Rc(A) =T_ no podem pas assegurar que tots

els sistemes deductius sén classics 1 per tant tam-
L)

poc"’i')odem donar per segur el tcorema de la semi-sim-

plicatat com una condicio necessaria 1 suficient

Alguns exemples

I ((0,1] 41}) Ja hem vist que Rc(A) =41} 2 R(A) = A
Tambe hem vist que (P) £ {1} que {1} és maximal per
tant {P)=A Aixa,

11t § (P> =(P > = D(P)=D(P ) =R(A) = A

II Consaderem ara (L0 1]} {1}) on 0 x=1 per tot x
x 020, per tot x£0 x y es defineix com en I, s1
x£0 y¥#0 Cal coiprovar que {1} e¢s encara un sis-
tema deductiu complet
SDC1 0 0=1
SDC2 x 1=1 per tot xelO 1}
SDC3 xy=141ix=1 aleshores y#0 i, per tant y=1

SDCh
v=0, x y=0 1 fet
(xy) ((z x) (=z y))sy;lOix:O xy=11i z xe 0 fet,
vy£O0 i x£0 41 280 =z y=11 fet
y£0 1 x£0 i z£0 fet
sSDCS

x=20 x zal 1 fet
x£0 iy=0,y (x 2z)=1 1 fet,
(x (y2)) {y x2))=¢. 460 4 yf012=0 y(xz)=0
i x (y z) =0 i fet
x£0 1 y£0 4i 2£0 i fet

Sistemes deductius complets : {1} (0 1), fo 1]

Sistemes deductius maximals (0 1] que és cldssic

puix per tot x y diferents de zero

(x (x v)) (xy) € (0,1)



III

cal analitzar qué passa per
x=08 y=0

- 81 x=0, xy=1 12 fet
- si x£0 y=0 aleshores
x (xy)=0ixy=0 41 fet

Per tant, R(A) = Rc(A) = D(P)=(0 1] =4P), puix no ha
ha cap percia=0 Si x ye€ (0,11, veure I  si
x=0 o y=0 aleshores

- x=0 implica O y=1110=02100=1 don
((x y) x) x=14£0
e xZ0 41 y=0 amplica x 0=0 1 0 x=1 i 1 x=x£0
d on
((xy) x) x=x#£0

Considerem 1 estructura producte A=(01]1x (0 1]

1 1 operacio producte induida per 1 operacib de I

Sistemes deductius complets '{(1,1)!’,
M={(x 1), 0 < x €1}
M=4(y), O<ys 1}
A

Sistemes deductius makimals M 1 M!, puix s2a

(zl zz) 1 (v vz) son elements de A~ M

1
(per exemple) existeix un n > 1 tal que

(zy02) ™) (v, v,) =

(n)
1 %2
(veure A pags 125 i 17°6) perd no son pas

s (zin) v 1:2)= (1 1)

classics puix en general, n#1l

Per tant R(A) =A=D(P) 2 Rc(A)=Tc= {(1 1)
ks facil de comprovar que {P) = A puix hi ha per-
cians tan petits com volguem n hi ha prou en veure

que hi ha percians que no estan ni en M no en M

1 1 1l 1 11 ] 1 2 2
(((Z’:) (-3- -5)) (=3 (= :')=('5- g)



III 8 Sistemes deductius complets irreductibles

Definicibé IIXI 8 1

Un sistema deductiu complet D#£ A es
irreductible s1 1 només si1 D= le\D2

amplica Dy =D 8 Dy =D

Definicié III 8 2

Un sistema de luctiu complet DZ A es

conpletament airreductible s1 1 no-

D= /ﬂ\ D

1€l
amplica 1 existencia d un Index 1 € I

tal que Diz b

mes s1i

1

Proposicid III 8 3

Tot sistema deductiu complet 1 maximal

es completament arreductaible

En efecte

Si D=( Di aleshores 01 2 D per tot 1 €1
1€X

Ara b8 DZA per tant existeix un x de A tal que x ¢ D

existeix doncs, un Index 1, € I tal que x ¢ Dl Perd
D és maximal, per tant, per tot i @1 o D =A 6D =D
Bs clar que D, =D

io

Proposicioc III 8 4

Un saistema deductiu complet es com-
pletament irreductable s1 i nomes

si, existeax un x ¢.D tal que D= bx

En efecte

A Si D=S_1i D=/ \ D, aleshores existezx un D_ D D
x 161 * *



|
tal que x ¢ I)1 per tant DlsD

B Si D no estd associat a cap x € A-D considerem

on cada Sx ? D
Aleshores DS D =/ \ s
x€A=D

Si te [ \ Sx aleshores, per tot x € A=-D, t E.Sx
X €A=D

D on es dedueix que t € D (puix si t 4 D tandriem

un S, tal que t € S_ 2 pertant,té/\S)
t t x€A-D X

Per tant D= m 5,15 _PD per tot x € A-D
x€A-D

x

Aixo ens diu que en aquestes condicions D ne és

completament irreductaible

Corol lari 1

Tot sidtema deductiu complet propi estd
contingut en un sistema deductiu complet

completament irreductable

En efecte
Es una consequencia immediata de les props III 6 2 i
III 8 2

Corol lari 2

(n-1)
S1x €T, 1 pertotneNx,y$Tcy x

(o)

(on y x=x) aleshores existeix un siste-
ma completament arreductible D tal que x ¢ D

i y €D (aixd es D els separa)

En efecte

x¢ <y> {nota? teor III & 2) Sagui Sx un sistema de-
ductiu complet, l1lagat a x i que contingui {y) (prop
I1T 6 2) Arabe x ¢S, 1y &5 15 es conpletament
irreductible (prop III 8 2)



Proposicid III 8 3

Tot sistema deductiu propr es inter-
seccio de sistenes deductius comple-

tament irreductibles

En efecte
Com que D A el conjunt B={x & A xéD}#ﬁi

Per cada x € B considerem un saistema deductiu complet

lligat a x Sx tal que 2 D (prop III 6 2) Aleshores
D-_-f-\sx
xX€B
Perd tambe es obvi que si x € D aleshores x & /ﬁ\ Sy
puix x € B x€B

Corol larai 1

La interseccio de tots els sistemes deduc~

tius completament arreductibles &s T,

Corol lari 2

Si tot sistema deductiu completament i~

rreductible es maximal aleshores
RC(A) =T,
1 per tant

Tc=<l—‘)- P(1) o R(A) = T

Nota
Si D &3 un sistema deduc¢tiu complet cldssic, aleshores

D=K\Di

iel

81 1 nomes si, tots els sistemes deductaus D1 son clds-
sics
Per tant, si tot sistema deductiu completament airreduc-~
tible és maximal, aleshores (A ) &s semi-simple (en el
sentit cldssic R(A) =D(P) =T )
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