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INTRODUCCION

La aproximacibén por funciones holomorfas de una variable
compleja, en diferentes normas, es un tema central del anélisis
complejo cl&sico.Sin embargo, s6lo recientemente se han obteni-
do soluciones completas de dichos problemas.Para mejor compren-
sién del origen y del caricter de los problemas tratados en es-
ta memoria haremos un breve repaso histbrico del problema de la
aproximacién racional.

El primer resultado a citar, relativo a la aproximacibn u-.
niforme, es el que hoy se conoce como Teorema de Runge (1885),y
que establece que toda funcién holomorfa en un entorno de un
compacto K puede éproximarse uniformemente sobre K por funcio-
nes racionales con polos fuera de K. Hay que esperar a 1927
(Walsh) para disponer. de un teorema de aproximacibn uniforme
méis sutil: toda funcién,continua en la adherencia de un dominio
de Jordan y analitica en el interior, se aproxima uniformemente
por polinomios.Posteriormente la escuela rusa aporta dos nuevos
resultados:

Lavrentiev (1937): Toda funcibén continua en un compacto,con
interior vacioy cuyo complementario.es conexo,es.aproximable
uniformemente por polinomios.

Keldy§ (1945): Si G es un abierto tal que € - G es conexo,
entonces toda funcién continua en G y analiticai'en G se aproxi=-
ma uniformemente en G por polinomios.

Los dos enunciados precedentes son casos particulares del


http://complementarlo.es

importante Teorema de Mergelyan (1952) que establece que una
condicibn necesaria y suficiente para que toda funcibn continua
en un compacto K y holomorfa en el interior sea uniformemente a-
proximable por polinomiocs es que €-K sea conexo.

Llegados a este punto era natural plantear el problema de
la aproximacién racional (uniforme) en los siguientes términos.
Sea K un compacto del plano, A(X) es el espacio de funciones con
tinuas en K y holomorfas en el interior y R(K) la adherencia uni
forme en C(K) del espacio RO(K) de funciones racionales con po-
los fuera de K. Problema: dar condiciones necesarias y suficien
tes sobre K para que A(K) = R(K).

En realidad,Mergelyan d4io una condicifn suficiente de carac-
ter topolbgico para la validez de la aproximacién racional: si
€ - K tiene un nGmero finito de componentes conexas, entonces
R(K) = A(K). Otra condicidn de caracter métrico habfa sido dada
por Hartogs y Rosenthal en 1931: si K tiene medida de Lebesgue
(en el plano) nula,entonces C(K) = R(K).

El primer resultado definitivo, para compactos sin interior,
caracterizando la validez de R(X) = C(K) (en términos de capa-
cidad analitica), fue demostrado por Vituskin (1959).

La solucibn completa del'caso general, que requiere la no-
cibén de capacidad analitica continua, es debida también a VitusF
kin (1966). Las nuevas y complejas té&cnicas introducidas por es
te autor han sido ampliamente utilizadas para tratar otros pro-
blemas de aproximacién.

Hagamos notar que la aproximacién en LP tambi&n habfa atrai-
do la atencibn. En efecto, incluso antes del ?eorema de Walsh, Car

leman (1923) habia demostrado que toda funcién de Lp(Q), 2 un domi
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nio de Jordan, holomorfa en Q , puede aproximarse en|| ]]p por
polinomios. Este resultado fue extendido a dominios de Caratheo
dory por MarkuSevid y Farrell.

El problema de la aproximacibn racional en || }]p puede e-
nunciarse de la siguiente forma. Si K es un compacto se define
LE(K) = LP(K)nH(ﬁ) y Rp(K) como la adherencia en Lp(K) de RO(K).
Se trata de caracterizar aquellos compactos para los cuales
RP(K) = Lg(K).Después de varias contribuciones parciales de Si-
nanjan (1964) y Havin(1968), Hedberg (1972) dib soluciones com-
pletas al problema utilizando ciertas capacidades, dependientes
de p, intimamente relacionadas con propiedades de los espacios
de Sobolev.

Melnikqv (1969) y O'Farrell (1975) estudiaron el problema
de la aproximacibn racional en normas de Lipschitz,cuya solucibn
definitiva debida a O'Farrell (1977) utiliza las té&cnicas de Vi-
tuskin y se expresa en términos de medidas de Haussdorf,es decir,
de nociones métricas.

Precisamente O'Farrell introdujo (1975), en relacibn con
el problema citado anteriormente,los médulos racionales que se
obtienen tomando adherencia uniforme en C(K) del espacio RO(K)+
ERO(K)+...+EnRO(K) (n fijo).El estudio sistemitico de estos mbdu-
- los fue iniciado por Wang(véase [431,044],[45]1de la bibliografia).
En 1980 Trent y Wang probaron el siguiente espectacular resulta
do: si K = ¢ el mbdulo R, (K) + ERO(K) es uniformemente denso en
C(K). Este teorema est8 fuertemente en contraste con la situacibn
que se presenta en aproximacidn racional, puesto que hay ejempios
de compactos sin interior para los cuales R(K) # C(K).

El primer problema que se plantea en esta memoria es el de
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averiguar qué tipo de funciones pueden reemplazar a z en el Teore-
ma de Trent y Wang. En el capitulo 1 (1.5.1.) presentamos una so-
lucibdn razonablemente completa de este problema.Concretamente, si
K es un compacto sin interior, g una funcibn de clase C2 en un
entorno de Ky 2 ={zeK/ §g(z) =0}, entonces se verifica que RO(K)+
RO(K)g es uniformemente denso en C(K) si y s6lo si R(Z) =C(2).

Es natural plantearse la posibilidad de dar una versifn del
teoxrema precedente para compactos arbitrarios, es decir, con in-
terior.

Agui se presentan dos lineas bien diferenciadas.La primera
es considerar una funcibn g arbitraria (siempre suficientemente
regular) e identificar la mayor cantidad posible de funciones
que pertenezcan a la adherencia uniforme Rg(K) de RO(K)+RO(K)g
en C(K).En esta direccibn, demostramos en el capitulo 2 (2.2.1.)
que si chz(K), f es holomorfa en un entorno de z={zeK/3g(z)=0}

Yy 5(—22-)=0 en ?-Z, entonces feRg(K). También, si D es el disco
unidaggabierto, identificamos REn (D) como el espacio de funcio=-
nes continuas en D que édmiten en D una expresidn del tipo "h+
z%% con h,k holomorfas en D. No parece natural esperar resulta-
dos de tipo general sin alguna limitacibn sobre g.

La segunda linea consiste en considerar el caso en que g(z)=

z Y plantear un problema de aproximacidén uniforme para el opera-

dor 32. Dado un compacto K definamos A (K)={f eC(K)/ 52£=0 en R},

-2
donde 3 es en el sentido de las distribuciones.Evidentemente
RE(K)C:AE(K), y el problema es determinar aquellos compactos K
paralos cuales AE(K) = RE(K)‘ En el capitulo 2 (2.3.4) se presen-

ta un teorema de Mergelyan para 52: si €-K tiene un nfimero fini-

to de componentes conexas, entonces RE(K) = AE(K)' En realidad la



hip6tesis puede rebajarse a que los difmetros de las componen
tes conexas de C~§ estén acotados inferiormente por un n@mero
§ >0.De esta forma en el caso % = @, recuperamos el Teorema de
Trent-Wang.

En el capitulo 3 se estudia la adherencia RS(K) de RO(K)+
gRo(K) en Lp(K). Por ejemplo, se prueba un teorema de aproxi-
macién en| | I}p en K que engloba la versibén en norma p del teo
rema 1.5.1. presentado en el capitulo 1.0tro resultado a desta-
car es el siguiegte. si fng(K), l<p<2, f es holomorfa en un en
torno de Z y 5(—%%—) -0 en K - %, entonces stg(K). En el caso
2<p<», relacionamos nuestro problema de aproximacibén con uno de
estabilidad en espacios de Sobolev. También caracterizamos R§n<5)
como las funciones de Lp(ﬁ) gque en D admiten una expresidn del
tipo h + z"k , con h,kecH(D).

En el capitulo 4 se estudia,en primer lugar, la aproximacidn
en la norma de Lip(a,K) (0<o0<l),por funciones de RO(K) + gRO(K),
en el caso K = @.Demostramos que si R(K) = C(K) , entonces
lip(a,K) es la adherencia (en norma Lip{a,K))de RO(K) + gRO(K)
sf y s6lo si lip(o,Z) es la adherencia de RO(Z). Un ejemplo muy
reciente de Wang, demuestra que alguna hipbtesis es necesaria
sobre K. A continuacidn se prueba que, sin mis hipbtesis sobre
K que la de no tener interior, RO(K) + gRO(K) + ngo(K) es denso
en lip(a,K) si y sblo si RO(Z) es denso en lip(a,Z).Concluimos
el capitulo con el siguiente resultado de aproximacié4n en norma
Clo Si K es un compacto cuya frontera tiene &rea nula y 9g(z)#0,
ze¢ K, entonces para una funcibn feCz(K) son equivalentes:

a)f es limite, en norma CZ(K), de funciones de RO(K) + gRO(K)

b) feR(K) + gR(K).

Finalmente, en el capfitulo 5, estudiamos el problema de la lo
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calizacibén de la aproximacién uniforme y de la aproximacibén en
[ i{p.Concretamente probamos que Rg(K) y Rg(K) son mbdulos loca
les siempre que Z sea un conjunto finito.A modo de conclusifn de
la memoria, se incluye en este capitulo, una lista de problemas
abiertos.
| La estructura de la memoria es la siguiente: cada capitulo ha
sido dividido en parigrafos. Las referencias a resultados de 1la
memoria se hacen mediante tres digitos.El primero indica el capi
tulo, el seqgundo el pardgrafo y el tercero el resultado concreto.
Las referencias a trabajos citados en la bibliografia se hacen
mediante un nGmero encerrado entre corchetes.A fin de clarificar
el contenido de cadé cépitulo, hemos incluido un "abstract" al
principio del mismo. El simbolo //. indicar8d el fin de las de
mostraciones.

Cuando estabamos mecanografiando esta memoria hemos recibido
una copia de un trabaijo de Trent y Wang en el que se presenta
una demostracidén, menos ilustrativa que la nuestra, del‘teo~

rema 1.5.1. y un caso particular del teorema 5.1.3.



CAPITULO O

NOTACIONES Y RESULTADOS PREVIQS

En este capitulo se da un resumen de algunos de los resulta-
:dos y definiciones en que se basa la memoria.Haremos usc en é&sta,
'sin ulterior referencia, a cuestiones de topologia,teorfa de la
fmedida, funciones analiticas y andlisis en general.Se ha creido con
veniente hacer una breVé,alusién a resultados previos,algunos de e
llos bien conocidos, directamente vinculados con el contenido de
besta memoria.Las demostraciones y una mayor informacifn sobre e-

‘1llos puede encontrarse en la bibliografia que se cita especifica-

mente.

0.1, APROXIMACION,

Denotaremos por € el plano complejo y por dm la medida de Le-

besgue en €. Si E es un conjunto medible de € y lgpge ,Lp(E) y

LﬁQC(E) denotaran los usuales espacios de funciones p-sumables(o
localmente p-sumables) dotados de la norma usuall | {]p.Todas las

medidas se supondran complejas, de Borel, regulares y a soporte
compacto en €. El espacio de dichas medidas sobre un conjunto me-

dible X se denotari por M(X).

0.1.1.Tema.( [5 ]). La funcidn 2 pertenece a L?OC(C) para
’ A

1¢ p <2.81i E es un conjunto dm-medible se verifica:
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1
dm{z) €2 VYmm(E) , weC.
|z - wl
E

- 0.1.2, Definicibn,( [5] ). Si U es una medida, se define el po

tencial Newtoniano de u como:

1

V) = ‘

du (z) ' wed.
fz - wi

y la transformada de Cauchy de U como:

;(w} =f

2z - W GU(Z) ? WECa'

0.1.3. Proposicién.([18],[{5] ).La transformada de Cauchy de M
3 es absolutamente convergente para casi todo punto weck(asi como
"
¥ ) y se cumplen:
C 1P AT o
a) gSLlOC(m) ;U eLloc(C) para IKp<2 ,
b) u es analitica fuera del sop U,

c) u(x) =0,
~ . (
dy u'(x) =lim zu(z) = - |dy.
2D o0 .
Escribiremos:
- 1 of . of 1 9f , 3f
9f = + of = -3 o

Si U es un abierto de R" utilizaremos las siguientes notaciones:
Ck(U), 1g<kg>~: funciones de clase Ck en U.
Bk(ﬁ}, lgk<e: funciones de clase Ckiﬁ} con soporte com-
pacto. |

o
D(U) : funciones que son de clase C con soporte com-
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pacto incluido en U.

Los usuales espacios de distribuciones en U (respectivamente
distribuciones a soporte compacto) se denotaran por D(U)* (resp.
Cw(U)').Si U=C suprimiremos en general la escritura de C.

Si X es un espacio topolb6gico compacto,C(X) denotari el espa-

cio de funciones continuas dotado de la norma uniforme,escrital| ||

(&1 HX si hay ambiguedad).
0.1.4.Proposicibén. F6rmula generalizada de Cauchy.(F6rmula de
Pompeiu) ([ 5] ,[40]). Sea G un abierto acotado con 3G de clase ct

a trozos y fgCl(U), donde U es un entorno de G. Entonces para todo

weG:e

‘ _ 1 £(z) ! £ (z)
f(w) = b 92 . = dm(z).

G G

0.1.5.Corolario. ([ 5]). Sea feD'. Entonces para todo weC:

f(w) = = 2 af(Z)dm(z).

m Z - W

Escribamos 82 para denotar el compactificado de Alexandrow de

€, €U{w}= g2,

0.1.6.Lema. ([ 5]) Sea X un compacto, geLp(X) p>2.Sea

g () =j —9() an(z) ,  wec.

xZ"'W

Entonces 5 es holomorfa en sz~x, continua en Szy g(w)=0.

0.1.7.Lema. ([ 5] ) Seay una medida sobre € con soporte compacto
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y U un abierto de €. Si U=0 c.p.t. en U entonces |H| (U)=0.

Si X es un compacto de €, RO(X) es el espacio de las funciones
racionales con polos fuera de X y R(X) es la adherencia uniforme
de RO(X) en C(X). A(X) son las funciones holomorfas en X y conti-
nuas en X. El conjunto de medidas ortogonales a un subespacio S

se denotari por S%

0.1.8.Lema.([5]). Sea X un compacto y ueM(X). Se verifica.usR(XYL

s y s6lo si y =0 en C-X.

Sea E un conjunto arbitrario de € y 0<o <l.Escribiremos:

Lip (o, B)={feC(E)/ sup — LK) = f(Yix THIRTDE
xAy | x - y[

lip(a,E)={feLip(e,E)/ lim sup .28 = £l _4y
P20 pe-ykr |x - y|®
ambos espacios dotados de la norma ||f]] =11l + |I£]l] ,
*® o

: Lipg
para la cual son espacios de Banach.

0.1.9.Teorema. (Browder [ 5] ,0'Farrell {30]).Sea X un compac-
to de €,U un abierto que contiene a X, fecl(U) y 3f=0 en X. En-
tonces’f pertenece a la clausura de RO(X) en Lip(a,X) para todo
0<a<l, (en particular flxeR(X)).

0.1.10.Teorema. (Runge [ 3] ,[ 49]). Si £ es holomorfa en un en-

torno de X, entonces f es limite uniforme de funciones raciona-

les con polos fuera de X.
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0.1.11.Teorema, (Hartogs~Rosenthal [51],[49 ).si X es un compacto

de medida de Lebesgue (en €) cero, entonces R(X)=C(X).

0.1.12.Teorema. (O'Farrell[ 27},[29]).Si X es un compacto con me

dida cero, entonces la adherencia de RO(X) en norma Lip{a ,X) es

lip(a ,X) (Oca<1).

0.1.13.Teorema de Mergelvan. ([26],[36],[40]).S1i X es un compac’

to con un nGmero finito de componentes complementarias, entonces
R(X)=A(X) .
[
La versibn de este teorema en el caso X=¢§ se conoce como teo~

rema de Lavrentiev.

0.1.14.Teorema. (Alexander [40]). Sea (Xn) una sucesién de com-

[++]

pactos de € tales que R(Xn)=C(Xn) y sea X = Xn‘ Entonces R(X)=
n=1

c(Xx).

0.1.15.Definicibn de capacidad analitica.([16],[49]).Sea K un

compacto.Escribamos {i(K) para denotar la componente no acotada de

SZ-K. La capacidad analitica de K es:

Y(K) = sup |£' ()]
donde el supremo est8 tomado sobre todas las funciones £ que sa~-
tisfacen:
a) f analitica en §(K).
b) |le || <1.
c) f£(*) =0.

Si S es un subconjunto arbitrarioc de €, definimos

y(S) = sup Y(K) , K compacto.
KeS
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0.1.16.Proposicibn.([16]).Si K es un compacto y conexo de €, en

tonces:

Y(K) & diam(K)g 4vy(K).

0.1.17.Definicibn de capacidad analitica continua. ({16],{18],

[49)). Sea S un subconjunto de €. La capacidad analitica continua

de S es:

a(S) = sup |£'(=) |
donde el supremo estd tomado sobre las funciones f que satisfacen:
a) fsC(Sz) y analitica fuera de un subconjunto compacto de S.
b) £(=) = 0. |

c) | |£]] s1.
Si U es un abierto de € escribiremos H(U) para denotar el es-
pacio de funciones holomorfas en U y A(U) el espaciones holomrfas

en U y continuas en U.

0.1.18.Teorema.([18]).81i E es un cerrado relativo de un abierto

U con a(E) =0, entonces toda feA(U -~ E) tiene una extensifn a A(U).

0.1.19.Contenido de Haussdorff. ([18]1,129]).Una funcién de medida

es una funcién h20, creciente, definida en R+ con h{(0)=0. Escri-

bamos,para Ec(,

MP(E) = inf T h(a(s,))
J
donde Sj son bolas abiertas que recubren E, y que d(Sj) denota el

h

o

didmetro de Sj.Si h(t) = ta(a>0) escribiremos Mu en vez de M

Si E es un subconjunto contenido en una curva rectificable,Ml
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es equivalente a la longitud.

0.1.20.Teorema de Vituskin, ([3],[16],[49]).Las siguientes con-
diciones son equivalehtes,si K es un compacto de €:
a)R(K) = C(K)
b) y (D-K)=Y(D) , para todo abierto acotado D
c) lim sup y(D(a,r)=K), g

. r—o0 r
d)y(b(a,r)-K) = r =y(D(a,r)) aeC , r>0.

c.p.t. aek

El teorema general de Vituskin, puede verse en las mismas re-

ferencias.

0.1.21.Teoremg,(O‘Férrell [29]).Son equivaientes,para cada com-
pacto K y 0<a<l , las siguientes afirmaciones:

a);§;TE§a =lip(a,K)

b)Existe ¢>0 tal que Ml+a(D—K)2crl+u para todo disco abierto

D de radio r.

RO(K)u designa la adherencia en norma Lip(a,K) de RO(K},

0.1.22.Proposicidén. ([18]).Si E es reuni®n numerable de con-

juntos de longitud finita, entonces a(E)=0.

Para 1<p<e Rp(X) denotar& la adherencia en Lp(x) de RO(X) Yy

P . P . o
La(X) las funciones de L (X) que son analiticas en X.

0.1.23.Proposicibn.([19],[38]). Si X es un compacto de € y 1g

p<2 , entonces Rp(x) = Lg(X).
Los articulos de Hedberg [20],[21],[23]dan condiciones nece-

sarias y suficientes para que RP(X) = Lg(x).
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0,1.24.Definicibn.([27]).8i T es una distribucibn a soporte com

A

pacto en €, se define la transformada de Cauchy T de T como la dis

tribucibn cue cumple:

T(y) = -T(J) para yed(C).

0.1.25.Lema. ({27]).En las hipbtesis de la definicién precedente,

se verifica:

2
a)§@ = -7y =0y parayeD(€)
A ..A oo
b) 3T =-7nT =3T para TeC '

”~ .
c)La aplicacibn _:Cw‘—-———)D' es lineal, continua,inyectiva y

con imagen densa.

Para mayor informaci6fn sobre lo anterior, pueden consultarse
los libros bisicos [3},{5],[16],[18],[40)y [49] y los articulos
{191,[20},[ 21} ,{23},[27).028y,[31],032],[38].

S§i X es un compacto delm, denotaremos siempre por g una fun-
ci6n de clase C2 en un entorno de X, fijada de una vez por todas,
Yy que intervendri en todos los problemas de aproximacibn estudia-
dos en la presente memoria.Por Rg(X) denotaremos la adherencia u-
-niforme de RO(X) + gRO(X) en C(X). Si 1lgp<e RS(X) denotaré la
adherencia de RO(X) + gRO(X) en Lp(X). 8i U es un abierto,Rg(U)

designa el conjunto de funciones de la forma h+kg con h,keH(U).

Concluimos este parfgrafo con un teorema de extensidn,del ti-

po de Whitney para funciones lipschitzianas.

0.1.26. Teorema. ([ 39]).Sea F un subconjunto cerrado de Rn.Exis—
te una aplicacién E lineal y continua de Lip(a,F)——yLip(a,Rn) (0<qx

<1) . Si @<l entonces E(lip(a,F))C;lip(a,Rn).
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La demostracién de la primera afirmacién puede verse en Stein[ 39}
, PAg 174.Respecto a la segunda afirmacibn, no esti explicitada en
el texto pero se obtiene modificando la demostracibtn del mismo del

siguiente modo.

Sea w(f,8)= sup |f(x)-f(y)g Ms% el mbédulo de continuidad de
f.Sea m(f,é) lz-giigltura cbnecava de w. Resulta quem es cbnecava,
cfeciente, 3(0)=0 y- continua en [ 0,« [ .S1i w(f,6)=o(6a), entonces
G(£,8)=0(6%) .Veamos que si w(f,8)=0(8%) , entonces w(E(f),8)=0(5%).

Hay gque tener en cuenta la desigualdad:

v
=B (f) (x) |¢c 2L AXF)) si x ¢ F.
3 Xj ’ d(x,F)

Par acotar |E(f) (x) - E(f)(y)|si x ¢ F e ye F se procede igual

que en [39].Si x ¢F , y¢F vy |x - y]<d(x,F) entonces:

W(f, d(x,F)
d(x,F)

|E(£) (x) -E(£) (y) |¢|x - vy|c <cB (£, |x-y]).

La Gltima desigualdad es consecuencia de ser &(6)/6 creciente.

: 0;2. OPERADORES,ESPACIOS DE SOBOLEV E INTEGRALES SINGULARES.

0.2.1.Definiciones,. ([ 15]).Sean X,Y dos abiertos de Rn.El trans-

puesto de un operador lineal continuo A:D(Y)=»D(X)' es el opera-

dor lineal ‘A de D(X) en D(Y)' definido por:

Eap, 0=<o, 20D,

El adjunto del mismo operador se define como:
* — s
<Ro,0)={p AY). para  peD(X) , YeD(Y).

: 3101
-~ Escribiremos D%= u=(al,.‘.an)eNxN...xN.

o1 Gn
axl... axn
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si £;R%—>5R" , Df es la diferencial de f.

Si A= I aa(x)Da entonces tA = I (~lialDa(a (x).) ¥y
aj<m |o|<m & '

A= ZDa(aaZx).).

a_ (x)D% es

lafsm o

P (082 fg(xm“ 1E=(Ey,. 8 )R, Xe¥

El simbolo ( o polinomio caracteristico) de

Un operador diferencial I aa(x)Da en un ébierto Y es eliptico
si Pm(x,g) #0 para todo xeY y todo geRn—{O}.

Si P(x,D) es un operador diferencial sobre Y,una solucibtn fun-
damental bi-rregular ([ 32] ) es una funcién EE:Ll (YxY) tal que E

c (yxy)-4) v tal que:

P(x,D) E(x,y) = 8, Ep(y,DIE(x,y) =6, .

0.2.2,Lema de Wevl. ([ 15] ). Si ueLloc(R ) v Au=0 (en particular
si 3u=0) en U, entonces ue Co (U) y u es harmbnica en U (es anali-

tica si Ju=0).

0.2.3.Definicién. ([ 1] ).Sea U un abierto de Rn, mN y Igpx=. El

p~espacio de Sobolev de orden m es:

Wb () ={fe1P(v)/ D" £ LR (V) , O |algm}

Es un espacio de Banach con la norma:
. P _
1R = F 1 ol

Escribiremos &g(U) para indicar la adherencia de D(U) en Wg(U).

o - o
0.2.4.Teorema. ( [t} ). WE(R™) = WP (R"). Para todo abierto UcR"se
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verifica que el conjunto {uecm(U)/l]u[!m <=} es denso en W§(0)°
1

0.2.5.Teorema, ([8],[22],[32]). Sea X un compacto de R” y psn.

Q
Si £=0 en R'-X y fgwg(R“) entonces fgwg(i).

0.2.6.Definicibn, ({2],[39]), Un nficleo de Calderon—Zymund es u-

na funcidn del tipo:

%) n

k(x) = - XeR
||
donde Qverifica: -
a)Q(px) =(x) . . p>0
b) Jﬂéxido =0 , donde s"! o5 1a esfera unidad de R® y a0 es
on-
la medida euclideana en s™1, 1
§
c) Si w(Q,8) =sup |Q(x)- Q(x')| entonces Jii-lda<m.
| x=x" | <5 o °

l Xl:lxllzl

0.2.7., Teorema, ([ 9] ,[ 39] )'.Sea k un nficleo de Calderon-Zymund.
Para l<pxe«y fng(Rn) sea

T_(£) (x) = k (x-y) £ (y) dn (y)
|x-y|2e

Se verifica:

a)Existe una constante Ap (independiente de f y ) tal que

Hre ey llge agll £l

P

b) 1im T, (f) =T(f) existe en LP y verifica:
£-30

JLIGTIRSWITIY

0.2.8.Teorema. ([ 9] ,{39]).Sea k un nficleo de Calderon Zymund.Pa-
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ra feLp(Rn) ( 1<p<=).Consideremos:
Te(f)(X) = k{x-y)f(y)dm(y) e>0
|x-y|ze :

(la integral converge absolutamente para todo x).Se cumple:

a) lim Te(f)(x) existe c.p.t. Xxe R".

ce—>0 n
b) Sea T*(f)(x)= sup ITE(f)(x)I.Si feLp(R ) con 1l<p<+« ,enton-
£>0 '
£ .
ces ||T <f)llp< a el

0.2.9.Definicibn. ([ 9],[40]).Sea feLl(C)con soporte compacto.El

potencial logaritmico de f es la funcién:

u(x,y) = jf(x-s,y—t)log——ﬁl——i-ds dt. (1)

s ™+ t

0.2.10.Teorema. ([ 9] ) . Supongamos feLlog'L (es decir |£|log™ |f]e
Ll(C) )y con soporte compacto.Entonces:

a)La integral en (1) converge absolutamente y representa a
una funcién continua.

b)Casi por todas las lineas pafalelas a los ejes coordenados,

u(x,y) es ct y las integrales:

- f(x—s,y—t)——Eg——i—dm(spt),
J s“+ t

- f(x—s,y-t)—~§~—§—dm(s,t)
J s+t

obtenidas por derivacién formal de la integral en (1), convergen
2

X

Yy representan u(x,y)=ux(x,y) y u(x,y)=uy(x,y) respecti-

vamente.

c)Para casi toda linea paralela a los ejes coordenados, las
derivadas u, s uy son absolutamente continuas.En particular uxx'
uyy'uxy'uyx existen casi por todo.Estén dadas (casi por todo) por
las f6rmulas:
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sz--t2
u, (x,y) = -nf(x,y) + [f(x=-s,y-t) dm(s,t)
XX ‘ (52 + t2)2
52 - t2

u (XIY) = ""f(er) + f(x-s, Y"t) dm(s,t)
Yy J (52 + t2)2

u, (x,y) = u x(x,y) =| f(x-s,y-t) gSt 55 dm(s,t).
Xy y (s + t%)

En particular U + uyy = =-27f c.p.t.

2
0.2.11.Definicibn, ([ 37]).Se E<:R2, (xo,yo)eR .Diremos que (xo,yo)

es un punto de densidad lineal en la direccibdn de las abscisas si:

my ( Ed]xo—e,xo—s[ x{yo})=

lim 1

e~—>0 _ 2¢e
donde m, es la medida de Lebesgue en la recta.Anilogamente se de-

finiria para el eje de ordenadas.

0.2.12.Teorema, ([ 37]).81i E es un subconjunto medible de Rz,caé
si todos (dm) sus puntos son de densidad lineal en las direccio-

nes de los ejes coordenados.



CAPITULO 1

APROXIMACION UNIFORME EN COMPACTOS CON INTERIOR VACIO

En este capitulo se introducen los recursos necesarios para
estudiar la aproximacidén uniforme por funciones del m&6dulo RO(X) +
gRO(X). Entre estos destacan las f6rmulas integrales 1.2.1. y
1.2.3., que son de gran importancia en la presente memoria, y las
transformadas de medidas 1.1.1. Para sistematizar adecuadamente
la exposicidn hemos invertido el orden de presentacidn. E1l resul-
tado principal es el téorema 1.5.1. que resuelve completamente es-

©
te problema de aproximacidén en el caso X = ¢.

1,1, TRANSFORMADAS GENERALIZADAS

Denotaremos por g una funcidn, fijada de una vez por todas,
a valores complejos y de clase C1(¢).

Sea k la siguiente funcién de € x € en C:

si z = w entonces k(z,w)

o

g(z) - g(w)
si z # w entonces k(z,w)

Z - W

Obviamente k depende de g, aunque‘esta dependencia no se ex-
Plicite en la notaciébn. Posteriormente, en relacidén con otras no-
ciones dependientes de g, seguiremos el mismo procedimiento.

La funcidn k es de Borel en € x ¢. En efecto, k restringida
a € x € menos la diagonal y k restringida a la diagonal son funcio-
nes continuas y, por tanto borelianas, por lo cual se deduce que

k es boreliana vy, por consiguiente, para cada weC k(.,w) es de Borel.
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Definiremos primero la transformada, relativa a g, de una me-
dida de Borel, regular y a soporte compacto en €. Posteriormente
extenderemos la definicibn para una distribucifn a soporte compac-

to en €. Seguiremos este orden para mayor claridad.

1.1.1. Definicidén, Sea u una medida en ¢, de Borel, regular y

con soporte compacto. La transformada de u relativa a g es la fun

cidn:
WEL — g{w) =j k{z,w) du(z).

Tal definicibn es correcta como prueba el siguiente lema:

1.1.2. Lema. E estd definida en todo punto de €, es una funcibn

continua salvo, quiz&, en el conjunto numerable L = {we@/ |u}{w}>0}

Yy es localmente integrable respecto de la medida de Lebesgque m en C.
Demostracibn. Sea w eC. El conjunto S de puntos de la forma

tz «+ (1—t)w0 con te[o,1] Y 2€ sopu es compacto, por tanto Dg esti

acotada en S. Por el teorema del valor medio:

g(z) - g (wo)

ssup || pgtx) |l s | Dg“s

xe {z,wo}

z -
_ Yo

por consiguiente k(.,wo) estd acotada sobre sopu, luego es integra-
ble.

Sea L = {we¢/ |u| {w}>0}. Este conjunto es a lo sumo numera-
ble pues es reunién numerable de los conjuntos finitos {weC/ fuf{w)>
>%}. Sea woé L y (w, ) una sucesibn convergente hacia Woe Si zéwg

Sé tiene z # w_para n suficientémente grande, por tanto!
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g(z) - g(w)) g(z) - glw))
1im n_ . o

n Z - W Z - W
n o]

es decir k(z,wn)-g k(z,wo) salvo, quiz&, en z = w,. Como Iul{wo}
= 0, obtenemos k(., wn) > k(.,wo)[c;p.t.u]. Esta convergencia es
dominada en sop i, pues el conjunto T de los puntos tz + (1—t)wn
con nc N, ze sop u, te [0,1] es relativamente compacto, luego:

lx (z, wn)\ s HDg IIT

Aplicando el teorema de la convergencia dominada, se deduce la con-
tinuidad.

Para probar la tercera afirmacidn observemos que

ﬁ(W)=j 22} au(z) - g(w)J du (2] [c.p.t.u],
Z-W Z --W
de donde

ln(w)lé l!gl!xﬁ(w) + lg(w)lﬁ(w) [c.p.t.u]

siendo X = sop 4 y §§ el potencial Newtoniano de H#, que es localmen

te (dm) integrable (véase 0.1.3.). //.

Es interesante hacer'notar las mejores propiedades deﬁ respec-
to a 1. Por ejemplo fl es continua sblo fuera del soporte de u
(0.1.3.), mientras que § es continua salvo en un conjunto numerable;

v
UELm(¢) si sop g es compacto,mientras que ﬁeLploc(c), 1< p<2 (0.1.3).

. ‘ v
1:1.3. Observacibén. ¢Qué tipo de discontinuidad presenta u en

los puntos de L? Si woeL, se obtiene:

v

Existe lim u(w) si y s6lo si g es holomorfa en LA En tal ca
W w

SO se tiene: °©
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v
limu(w) = I k(z,wyddu(z) + g'(wdu {w.}.
W W C- {w_}
Asi pues, en los puntos en los que g es holomorfa, n presenta

discontinuidades evitables.

Demostracidn. Sea woeL, y (wn) sucesidbn convergente hacia w_,

podemos suponer W # W, para todo neN. Por el lema 1.1.2 k(z,wn)*

k(z,wo) dominadamente cuando ze SOp - {wo}‘ Por tanto

g(z) - g(wn) g(z) - g(wo)
lim j du(z}:J du(z) = plw))
2 - Wn AR wo
cC -{wo} ¢ —{wO}
como
gl(w.) - g(w)
ﬁ(wh) = f k{z,wy)du(z) = & = ufw } o+
w - W
(o] n
+ j kfz,wn}du(z) (1)
¢'-{wo}

se deduce que exlste lﬁm ?(wh) s y s6lo si existe'lgm k(wo,wh).

glw,) = glw))
Wg - W
(w,) es una sucesibn arbitraria con limite W, queda probado el

u{wo}, es decir, si y s6lo si existe 1lim . Ya que

enunciado. La igualdad se deduce tomando limites en (1). /1.

En el caso particular de tener X compacto y heL‘(X).la trans
formada de hdm se denotard por %, la cual en virtud del lema serd
Siempre continua. |

Para definir la transformada, relativa a g, de una distribu-

cibn necesitamos el siguiente lema. Supondremos que ge D(T).
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1.1.4. Lema. Si heD(C€) entonces heCm(c). La aplicacibn

YeD (C) — WEC@(C) es continua, cuando D(C) y'C¢(¢) estan dotados
de las topologias usuales.
Demostracién. Respecto a la primera afirmacidn hay que ob-

v g(Z) - g(w) -
J h(z)dm(z) = (hg)"(w)=g(w)h({w) y que

servar que h(w) =
zZ - w
el resultado andlogo para la transformada de Cauchy es conocido

(véase 0.1.25 . Para la segunda afirmacibén es suficiente ver que
: v

para cada compacto K de € la aplicacidn ¥ » ¥ es continua sobre

DK (C). Sea L un compacto de €, oaeN, r = (n1pz) eN x N. Tenemos

que acotar

v v
P o(¥) = sup | o v (w].
|r| £ o
wekl

Es f&cil ver que se puede aplicar el teorema de derivacibn

bajo el signo integral en:

v g(u + w) - g(w)
Y(w) = I Y(u + w).dm (u)
u
debido a que-l-es localmente integrable (0.1.1.). Por consiguien-
u

te, teniendo en cuenta la férmula de derivacién de Leibniz, se

tiene:
n1+n2
rV 9 g(ux+iy) = g(x+iy) .
D" ¥(w) = ( ¥ (u+x+iy)dm (u)
n n AN
%{1 ay 2 | u
r! g(u+w) - g(u)
=X — | D" ( ) Di ¥ (n+w)dm(u)
s<r s! (r-S) ! u

Para w = x + iye €, y de aqui
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]Dr ;(w)lSsup ] D® Wunl.Mr
\s} ar
ue (sop YL

por consiguiente

¥) s M | % v (w]
a( L, Sup u
|s‘ s o
uek-L

P

'

r sra

donde Mr designa una constante, M& = suf M_ ¥ K - L denota la dife-
rencia vectorial de K con L, que es un compacto. //.

$.1.5. Definicién, Sea T una distribucién a soporte compacto,

la transformada de T relativa g, es la distribuciédn:
v v
T (¥} = T (¥} , YeD(T)

En virtud del lema anterior %ED(mf.

1.1.6. Observacibn. Siues una medida soporte compacto en ¢,

las dos posibles definiciones de transformada coinciden.

En efecto, consideremos ¢ como una distribucibn, entonces

v v v
V(Y) = u(¥) = j V(W) du (W) =

¥{z)dm(z)) du(w) para YeD(C).

I ( gl{z) - gw)

2 - W

Por el teorema del valor medio

g(z) - glw)
| ¥(z) | =0 (1)
2 - W

cuando_ze'scp ¥ v we sop ¢ . Por tanto podemos aplicar el teore-

ma de Fubini, y resulta:



28

1 g(z) - g(w) v
jwz) (]——-———du(w)) an(z) = jwz)u(z)dm(z).

Z -W

1.2, FORMULAS INTEGRALES

1.2.1. Proposicidn. Sea G un abierto acotado de € con fron-

tera de clase C1 a trozos. Sea U un abierto que contiene a G y f,

geCz(U). Escribamos S = {weU / 3g(w) = 0}. Adem&s se supone
que EnSC{weUlﬁf(w) = 0}. Entonces se verifica, para cada weG:
1 | £(2) 1 3f g(z) - giw).
fw) = dz - —— (2) dz +
2ri Z-w 2ni g Z - W
3G oG
1 of - glz) - g(w)
= D) @ am(z)
™ 39 Z-W
G .

Observaciones. Por hipStesis, en un entorno de GnS la funcién:

f es holomorfa. A los §imbolos _9f ' 5(%5) se les atribuye el

g g
valor cero en los puntos de GhS. Las funciones asi denotadas son

1

de clase C' (6 C) en un entorno de G.

Esta<f6rmuia integral tiene la proﬁiedad de reproducir los va-
lores de una funcién f a partir de cualquier g con tal que 3g £ O
en todo punto.  En particular si tomamos como g una funcidn holqn
morfa en G, esta f6rmula se reduce a la de Cauchy.

Como f6rmulas conocidas andlogas a &sta podemos citar la £f6r-
mula generalizada de Cauchy, tambi&n llamada férmula de Pompeiu
(0.1.4.) y la de Poisson - Jenssen [40].

Demostracién, Fijemos un punto we G y elijamos un >0 tal
que el disco cerrado De = D(w,c) esté& contenido en G. Escribamos
Ge = G-De' Ge es un abierto acotado con borde de clase C1 é tro-

20s. Dotemos a BGE de la orientacidn inducida por la usual de Gec
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Consideraremdbs la siguiente forma diferencial en GE:

of g(z) - g(w)
Q(z) = — (2) dz
ag zZ - W
of , - Jf
Recordemos que el simbolo —— estd definido asi: si weS — (W)=
ag 5 3g
=0 y si  we U=-S entonces 3g(w) # 0 vy of es el  cociente

ag
usual. Esta funcidn es de clase C1 en un entorno de G y verifica

3f . 0g = of en dicho entorno. § es de clase ¢! en un entorno de

3g

Ee.'Porel teorema de Stokes:

f an = J Q | (1)

Calculando:

of g(z) -glw) _
an=| B3(— (z) ———— )dzZAdz =
G G

og Z -W
€ €
_ of g(z) - gw) _ Jf Jg(z) _
= o — ) (2) dzadz + (2) dzadz
39 Z-w 39 Z—W
G G
€ : €
_ of g(z) - g(w)
= 21 o( — ) (z) ————— adm (2) +
39 zZ -W
G
€
3f (2z)
+ 2i dm(z) (2)
Z-W
G
€

Por otra parte:
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3f g(z) - g(w) of g(z) - g(w)
Q= — (2Z) dz -~ |— (2) dz., (3)
3g Z - w 59 zZ - W
3G, oG oD¢

Ahora bien, para ze’aDE , una aplicacién del teorema del valor
medio nos da:

of g(z) - g(w)
-—(z) :
g zZ - W

s|l— Il .|l o = 0(1)
— 1l Nl

Si zeG:

_df  g(z)-g(w)
o (—) (z) ———

g Z - W

1

M ERY

_ 3£
s2l] 3= |l -1l ol
39

3£ (2) s |13t || oo —

|z - w

Z - W

Los segundos miembros de las dos iltimas desigualdades son

funciones de L1(§) puesto que la funcidn (de z)'T%:EJ’eS localmen-
te integrable (0.1.1.)

Hagamos tender € a cero. En ambos sumandos de (2) la conver-

gencia es dominada, y la Gltima integral de (3) est& acotada por

21€.0(1). Por (1) resultari:

f. g(z)~-g(w) . 3f(z)
2i | 3(—) (z)—————— ‘dm(z) + 2 i ‘ am(z) =
39 Z-w Z-w
G G
3f g(z) - g(w)
= - {z dz.
39 zZ - w

Teniendo en cuenta la f6rmula generalizada de Cauchy (0.1.4.):
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9f(z) : f(z)
21 - dm(z) = 2 7i f(w) + - dz
Z-W Z-w
G 3G
resulta lo pedido. //.

Nota. La condicibén técnica impuesta en la proposicidén anterior
para la validez de la fbérmula, es decir que f sea holomorfa en un

entorno de GNS, es casi lo minimo que se debe exigir para que ten-

ga sentido %f. Si se repasa la demostracifn veremos gque continua-
ria siendo vglida si impusiéramos:

a) Existe un entorno V de G tal que 3f(z) = 0, para cada
ZeESNV.

b) Para todo w € 3(SnV)
T

lim 9(—) (2) =0
Z W 909"

donde el limite se toma en V-S.

De estas condiciones deducirfamos que §£ seria de la clase C1

3g
en un entorno de G, sin embargo en lo sucesivo no impondremos es-

tas condiciones.

1.2.2, Corolario. Sea geC2(¢) Y feDZ(m). Denotemos por S el
o-—“"_L—\
conjunto {we@/Jg(w) = 0}. Supongamos que Sc{we€/3f(w) = 0}, enton-
ces se verifica para todo weC:
of g(z) - g(w)

1
f£(w) = — (=) (2) dm(z) (4)
m g zZ - w

Demostracibn. Sea we€, como sop f es compacto podemos elegir
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un disco de radio suficientemente grande que contenga a w y & sop
f. Apliquemos la f6rmula 1.2.1. tomando como abierto G dicho dis-
co. Es evidente que se cumplen todas las hip6tesis de 1.2.1. Como
f se anula en el borde del disco, las dos primeras integrales de

1.2.1. desaparecen, y el resultado es (4). //.

En el paragrafo siguiente daremos una interpretacién en el

lenguaje de las distribuciones de (4).

1.2.3. Proposicidn. Sea p una medida a soporte compacto en ¢,

sean f, g y S en las mismas condiciones que el corolario preceden-

te. Se verifica:

j fdu = lJ a(-g-f-) ldm
™ 3g

v _
donde u designa la transformada de u introducida anteriormente, re-

lativa a g.

Demostracién. Sea w ¢ sop y, entonces por el corolario 1.2.2.

£ (w) = lj 535) ()22 = 9W) gz - 1 j 3125 ¢, wan
T g zZ - W ™ 3g
Cuando w esopu y 2 €esop £ se tiene, en virtud del teorema del

valor medio:

l§( )(z) k(2 ,w) |<[|’5 )IL, = o)

“ Dg” sop £ V sopu

Por tanto es legitimo aplicar el teorema de Fubini, y resul-

ta:
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fap = |2 | 335 (2) k(z,wam(z)) anlw) =
ki 3g
X sop £
- . 4
21 3(22)(2)( k{z,w)du(w))dm(z) = u 8(§£)udm«
R - 39 ™ 3g //
sop £ X )

1.2.4. Observacidén. Hasta ahora siempre hemos tenido defini-

da la funcidn g en todo €, pero a veces sdlo estard definida en un

entorno abierto U de X. En este caso también es posible definir

v
la transformada u, relativa a g, de una medida p sobre X, aunque
sblo sea tomando valores sobre U, del siguiente modo:
v g(z) - gl(w)

plw) = du(z) , WeU
2 - W

Para ver que esta funcidén estd definida en todo punto se pro-
cede asi: sea £ >0 tal que el disco cerrado D(w,e)C U. Se tendrén

las acotaciones:

. gf{z) - g(w) .
si Iz —valse y zeX entonces S }é“ DgH D(w,€)
g(z) - g(w). 1
si |z - w|>e y zeX entonces é(llg‘h(+lg (W)})E
zZ - W

Por ambos casos llegamos a la conclusién que la funcidn k(. ,w)
estd acotada en X, por tanto:;existe en todo punto weU. Por como-
didadq, en las demostraciones supondremos g definida en todo €. Una
construccidn efectiva de dicha extensidn puede efectuarse asi. Sea
U1 un abierto tal que:

Xeu, € U, € U

: 1 1
yh EC?(G) que valga 1 en un entorno de 31 y sop hc€U. Como exten-

. ~ v
sibn se puede tomar gh. Observemos que se.verifica que u h(w)

g
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v
p(w) para weU. De esta misma construccidn deducimos que ﬁ es con-

tinua en U salvo un conjunto numerable.

1.2.5. Corolario. Sea X un compacto de €, U un entorno de X

abierto, ueM(X) v g ¢ C2 (U). Escribamos S = {weU / 3g(w) = 0}.

Supbngase que existe un entorno de X,U1c:'ﬁ1 c U tal para casi todo
{(dm) we U1 - S5 se tenga ;(w) = 0, entonces p estd concentrada en
Z =XNS.

Demostracidn. Por la observacién anterior supondremos g defi-

nida en todo €. Sea K un compacto de U1 - Sy ff:Dz(C) con sop £

disjunto con S e incluido en U1. El conjunto S se habrd modifica-
do fuera de U-ﬁ1 al hacer la extensidn de g, a pesar de ello se

verifica o

—_—
‘sc{wee | £(w) = 0}

por tanto es factible aplicar 1.2.3.,resultando.

v - 3f.V
fdu = 1 §(§£) pdm = 1 a(%i)udm =0
m 9g il 9g
K : U,.-S
_ 1
por la hipdtesis.
Sea ahora feL1(k,u). Consideremos una sucesibn regularizante

. L f o .
(p€)€>0 ([1]). Escribamos £ = f * p_, donde f se supone extendi

da por cero a todo €. Como sop £ CK y sop f€C sop £ + sop pecK+
5(0,6), a partir de un g, se tendra sop fel\ S = ¢, para e<g, . Al
ser fee Cw(m) podemos aplicar lo precedente para deducir stdp= 0.

Pero f8 -+ £ en L1(K,u), por tanto:
J fdy = O
K

Es decir |u] (k) = 0 y, por la regularidad de u se sigue u = 0

en¢ - S. //.
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Aungue hubiéramos supuesto z = O [c.p.t.dm] en U, en 1.2.5. no

1
se puede deducir que p = 0 en X.

1.3, EL OPERADOR 3 (°/39)

Supondremos en este pardgrafo que U es un abierto de € y gECW(U)

Demotaremos por S el subconjunto cerrado de U{wec U/ Jg(w)=0}.

1.3.1. Definicién. Consideremos el espacio de distribuciones

sobre (= U-S. Denotaremos por:{Dg al operador diferencial de 29 or-

den a coeficientes no constantes (en general) 33y = 5(1—)5 +

- 39 3g
.35 p@' ~p@".
39

La interpretacib6n de las f6rmulas integrales 1.2. en el marco
de los operadores lineales se puede sintetizar en la siguiente:

(rep&sese 0.2. para las definiciones).

1.3.2. Proposiciédn. IDg es un operador eliptico en @, que coin

cide con su transpuesto, para el cual la distribucibn 1 kEL;oc (QxQ)
m
(definida en 1.1.) es una solucién fundamental bi-regular en .

Demostracidn. Un cédlculo elemental demuestra que:

2 2 2
)+l—1—(2——— 9 +21a
435

2y (s 5
g ax Ay X3y

3g ox dy

D -

1 =
— 3(
9 2

)

Por tanto el polinomio caracteristico deIDg es:

1 2 2 .
(Y1 - YZ + 21 y1y2)

plz,y) =

con ze{l, Y =¥, ¢ i Y, € C

Luego p(z,y) = 0 si y sb6lo st Yy = ¥y = 0

Observemos que k{z,y) = glz) =~ giy) es C» fuera de la diagonal
z =Y
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de 0 x 2. Para probar que % k es una solucidn fundamental bi-regd-

iar es suficiente mostrar:
) D_(x)k (x,y) = 6 b) T (y) Ik (x,y) = &x
a gx." 1Y) = oY gy.n '

Demostremos a). Si VYeD({Q) entonces:

Eh(x)l kK (x,y) (¥) = % (x,y) @, (¥) 1 Jk(x,yrmg(?)(x)dm(x)
m

n m
=8 (¥) (por 1.2.2.)
Y 1 1
b) Veamos que Fﬁb =Dg‘ Escribamos g, = ﬁ(g;) Y 9, = %;.
Entonces'Eh = g, 3+ 9, 3, Yy por lo tanto:
D - - B(g,.) + 3%(g,.) = -3g, .- g,3 +
g =~ %91 2" 1 °7 94
2 39,.5 + 3% g .+ g, 5% = - Bg,. - 9.5
939 * 9p-* 93 ¢ F 1° 1
29,3 + o v g.3% = g, + g 32
999 * 99¢ - *+ 93 = 9 2
Como k es simétrica, se cumple b). //.

Este operador en general no es autoadjunto,pbr tanto no se-
r&n aplicables los resultados de aproximacidén uniforme de F.E.
Browder [6] y [7}.A En cambio serdn aplicables los obtenidos en
aproximacidén en norma p por Polking [32] y Hedberg [20],[21],[22]
Y [23]. Estas cuestiones se tratar&n en el capitulo 3. En el
caso que g(z) = z el operador §(§~) = 3% es debido a A. Bitsadze
[15,_ pag 283] como ejemplo de oerador no fuertemente eliptico
[15].

Veamos ahora un resultado en el que se resumen las propiedad-

des de la derivacibn de la transformada, relativa a g, de una dis-~

tribucién.

1.3.3. Proposicién. Sean geC (C) y YeD(C). Se cumple:
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~

-—v -—
a) ¥ = - 3g . Y
b) (-5¥) = ((3g) ¥)~.

c) 8; = =39 . @ + I (2)-g(w) f(z)dm(z)

(z-w)
Si se supone que Te D' entonces se verifica:
—v — ~
a') 9T = - 3g. T

b') (-31) = (3g. T)"

(-
Como siempre Y denota la transformada de Cauchy de VY .

Demostracidn. Utilizaremos la conocida identidad §§ z =-TY

(0.1.25).. Se tiene:
v - -~ v -~ -~
¥ = g.¥ - g.¥, por lo tanto 3¥ = -mg¥ - 3Jg¥ + gn¥ =-3g¥.
Para demostrar b) aplicaremos el teorema de Stokes. Sea weC, -
Elijamos un R >.0 tal que el disco abierto de centro w y radio R

contenga a sop Y. Consideremos el abierto G€ = BR(w) - §€(w), pa-

ra ¢ positivo y menor que R, y la forma diferencial:

a(z) = L2 = gW) ()4,
zZ - W

Aplicando el teorema de Stokes se obtiene:

J aQ = 24 { ~3942)_ y(z) am(z) + 21 J g(z) = 9W 3y(2) am(z)
G

T - W zZ - W
e |z-w]| e ]z—wlZG

Z - W

= glz) - g(w) ¥(z) dz.
C(w,c)

Esta Giltima integral es O(c) pues si € <1

| g(z) = gW) y (g | <l osll B, (w) e il -

1 . .
B, (w) es licito tomar limites
Como TE:GT es integrable en Bp( ’
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cuando & +o, resultando (3g ¥) = —(SWV .

Demostremos ahora c). Efectuando el cambio de variable u =

z-w se tiene:

;(w) = Jg(z);-wg(W) Y(z)dm(z) = J%{(g(u+w)-g(w))W(u+w)]dm(u)

Como la funcidn (g{u+.) -g)¥(u+.) es de clase C1 y a soporte
compacto, es posible aplicar el teorema de derivacidn bajo el sig-

no integral, obteniendo:

2¥ (w) = Jag(zl = 390 y(z) an(z) + Jg(z; =95y (z) am(z) =

= -3g (W) @(w)+[§§§§l ¥(z)am(z) + Jg‘z; =909 4y (z)an(z).

Calculemos las dos tltimas integrales de la igualdad anterior
mediante el teorema de Stokes. Sea we€. Consideremos el mismo

abierto G, que en b) ¥y la forma diferencial.

Q(z) = g(z)z:wg(w) ¥(z) 4 z

Calculando resulta:

3942) y(z) am(z) + | H2L =9 sy (sy)an(z) -
G Z—-W Z - W
/e GE
g(z) - g(w) ¥(z) dm(z) = - .1... g(z) - g(w) W(Z)di
(z-w) 2i zZ—-W
/G, Clw,c)

La tres primeras integrales son del tipo O(TE}WT). La Gltima

és O(e). Es licito tomar limites cuando £+ o, obteniéndose:

I é%é%l ¥Y(z)dm(z) + J glz) = 9 4y (z)am(z) =

Z-W

g(z) = gW) y(z) am(z)
(z-w)
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de donde se sigue c).
Y v o
Veamos ahora a'). Si ¥eD(€) entonces 3T (¥) = = T(3¥) =
-T((39)Y) = T( 39 ¥ ) = FqT(V).

An&logamente se demostraria b'). //.

Observemos que, Si suponemos que dg(z) # o para todo z, los

resultados a) y a') pueden ser escritos como:

= <

(L) = my y 3¢

ol lQJl
Q

Contrariamente a lo que sucede con la transformada de Cauchy
e 7t + D! que es inyectiva (0.1.25), no siempre pasa lo mismo pa-

v
ra¥ . So6lo es posible deducir que si T

= O entonces sop TCS =
v
{we€/3g(w) = o}. En efecto, supongamos T = O.. Si YeD(C) verifica

sop YNS = ¢, entonces:

vV
v
T(¥Y)= T( "5(-?—\{)) -1 (3 - ..
3g 39

TN v |
pues 5(:—) = ¥ en virtud de 1.2.2. Por tanto serd inyectiva cuan

og
do S = ¢.

1.4, MEDIDAS ORTOGONALES A Rg_(X).

Recordemos que Rg (X) denota la adherencia uniforme de RO(X)+
g Ré(X). Observemos que Rg(x) es un R, (X) -m&dulo, pero en gene-
ral no es un &lgebra uniforme (ya se caracterizari en el capitulo
2 cuando Rg(x) es un algebra). Por tanto, no ser8 posible aplicar
té€cnicas de &lgebras uniformes en algunas cuestiones. En este

pardgrafo veremos dos caracterizaciones de las medidas ortogona-

les a Rg(x).
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1.4.1. Proposicidn. Sea X un compacto, g una funcién de cla-

se C2 definida en un entorno.U de’X y ueM(X). S denotard el con-
junto {weU/3g(w) = o}.

Se verifica:

a) Si ueRg(X)L entonces para todo w¢X n(w) = O.

b) Si (5-X)INX = @ y si para casi todo w,perteneciente a un
entorno de X pero no a X, se verifica ﬁ(w)=0,entonces peRg(XYL.

Demostracién. Por la observacién 1.2.4. supondremos g defini-

da en todo €. La afirmacién a) es evidente, pues si w¢X la funcién

gé%) - gi(w) zlw (como funcidn de z) pertenece a Ry(X) + g.Ro(X).
Demostremos ahora b). Sea ueM(X) tal que para un entorno U1 de X
- se tenga n(w) = 0, waUq-X c.p.t. dm. Sea he'Ro(X). La hip&tesis
_sobre S5-X nos permite elegir un entornoyw ée x tal que Wc§<:U1,
WN(8-X) = ¢ v W no contiene polos de h. Sea [ sg?(m) una funcidn

que valga 1 en un entorno de X y sop §«¢ W. Entonces:
A
[ hdu = f hd du = J D, (hd)u dn (1)

La Gltima igualdad en (1) se obtiene aplicando la f&rmula in-
tegral de 1.2.3., lo cual queda justificado pues héeD(Q) es holo-=
‘morfa en un entorno de X (y, por tanto, de SAX) y en un entorno de

S-X. Por consiguiente (1) resulta ser igual a:

v
1. (hé) ndm = I I (hé)ﬁdm =-j IDgh.udm = 0.
g, 9 g X
1 X

:Es4decir ueR(x)li Se tiene:

0 = ﬁ(w) = §'u(w) - glw). ﬁ(w), wE W—X, c.p.t. dm.

'La.fdgcién qﬁ;es holomorfa en € - X y se anula en W-X, por
tanto se énula en todo C¢-X. Esto filtimo se deduce observando que
toda comﬁbnente 4e C-X corta a una componente de W-X. Por consi-

guiente gpe‘R(X)J'(por 0.1.8.). Como facilmente .se comprueba:
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A A
Ue Rg(XFL'si y s8lo si pe R(X) y gue R(X), con lo cual la

dgmostracién estd completa. /7.

1.4.2. Observacidn. En b) se ha de imponer alguna condicidn

sobre el comportamiento de S-X, como muestra el siguiente ejemplo.
Sea X = {ze¢ / is|z|s1} y g(z) = z. Entonces R, (X) = R(X) = A(X).

Consideremos la siguiente forma lineal sobre C(X):

fe C(X) ~» f{z)dz

Jcm,n

Por el teorema de Riesz existe ueM(X) tal que para toda £feC (X)

J fdu = f(z)dz
X c(o,1)

B ests concentrada en C(0,1), por tanto siweC y |w] # 1 se tie-

ne:
2¥ - 1 Je.p.t.au (2)]

v
Por consiguiente u(w)

[

0, es decir n: 0 [c.p.t.dnﬂ Yy en cam-

211 £ oy %eA(X).

1]

bio u¢r (X)“L ya que J % du
X

Veamos ahora una caracterizacidn de Rg(X)i'anéloga a la de R(X)

1.4.3. Proposicifén. Sea X un compacto del plano complejo y
UEM(X). Para que e Rg(x)i'es necesarié y suficiente que existan
puntos znex, medidas m, sobre X representativas para R(X) de zn,
)4 funcioneﬁlﬁne L‘(X, mn) (con ne N) tales que hn m € R(XYL,

ghnmnE:R(X) Yy U=y hjvmj en M(X).

Demostracidn. El mismo esquema de la demostracidn del re-

sultado andlogo para R{X), [56, pag. 45], funcionard en nuestro

" caso. Hay que tener en cuenta que si zeX, uc Rg(X)l'y W= U, o+
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Mg es la descomposicibén de Lebesgue de u respecto a Mz (conjunto
de medidas representativas para 2z, respecto al &lgebra R(X)), en-
tonces gu = g My * g us es la descomposicidén de Lebesgue de gu
respecto a Mz, debido a la unicidad de dicha descomposicibn. Como
gue R(X)L el teorema abstracto de F. y M. Riesz [16; pég. 44] ase-
gura que g uae:R(X)l'y g uss:R(XYL. Utilizando la anterior obser-
vacibn en cada etapa del proceso recurrente cl&sico se puede con-
. cluir la demostracidn teniendo en cuenta el teorema de Wilken
[16, péag. 47] y la caracterizacibdn del espectro de R(X) [16, pPag.
27]. /1.

1.4.4. Proposicibn. Sea X un compacto del plano complejo, U

- un abierto que contiene a X y ge C2(U). Escribamos 2z ={ weX |
9g(w) = 0} . Entonces una medida u sobre X es ortogonal a Rg(x)

sI y s6lo si u est& concentrada en XUz Yy U es oXtogonal a

Ry Ry 2.

Demostracibn., =)Si X = X V 2z no hay nada que demostrar.
Supongamos X # XUZ.Sea ueRg(X), K un compacto incluido en X-XU2

una a-

y £eC(K). Hemos de probar que j X f du= 0. Sea (pe)e>0

proximacibén de la identidad. Denotemos por £ una extensibdn con-
tinua , a todo €, de £, La funcién g la consideraremos tambi&n ex-

tendida a todo ¢ en virtud de la observacidn 1.2.4. Para sufi-

€
.
X

cientemente pequefio el soporte de fe = f * p. moO corta a U zy

fE es infinitamente diferenciable, por tanto se puede aplicar la

proposicidbn 1.2.3.

3 f

'er du =1 J 3 (—E)  hdm (2)
3 g

i

Pero ue Rg(x) y, por el lema 1.1.2., es continua salvo en
4 v
un conjunto numerable, de ello se deduce que u = 0 [c.p,t. dnﬂ

en ¢ - X (ya que ﬁ = oen € - X). De esto se infiere que (2) es
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igual a:

- 3f o
8(:—5)11dm = 0, pues soOp feC: ¢ - X

Ala

og
sop f€

Como %: + f uniformemente en K, obtenemos LK fdu = o, es
decir |u|(K) = 0, por tanto u estd concentrada en %V z.

Para ver que u es ortogonal a Rg (§ t# Z2) basta ver que las
funciones racionales con polos fuera de § U Z se aproximan unifor-
memente en § U 2 por funciones racionales con polos no pertene-
cientes a X. De ello se deduciri la aproximacidén uniforme en
;Z U Z de las funciones de Rg ()?,( U Z2) por funciones de RO(XHg RO(X).
Sea R una funci6én racional con polos @1/ --+y @, MO pertenecientes

a XU 2z. Podemos escribir R de la forma:

: P (z) donde P es un po-
R(z) = n o’
(z - a,) 1.e.(z - ar) r

linomio y n;e N.

Se considera un o >0 suficientemente pequefio tal que las bo-
las centradas en a; y de radio o sean disjuntas entre si y no cor-

ten a X U 2. Consideremos la funcién definida en:

(§|J z) x {z| lz—a1| <okx...x{ zlk-arl <al

mediante la f&6rmula:

P(z)

Q(Zl zll 22,...zr) =

1

(Z—Zl)n -L-(z_zr)nr

La funcidén Q es uniformemente continua.
L] L

t
elegir a4r.-., a_puntos de ¢ tales que |a i-ailéa, pero con a

Dado € > o podemos

¢ X (esto siempre seri posible pues el interior de X - § Uz es

vacfo, y no puede contener ninguna bola) verificando, adem&s, que

IQ(Z.a1,a2,...,ar) - Q(z,a'1, a'y.e.. a'r)|<e con zeX U z.
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La funcibn racional con polos fuera de X R'(z) = Q(z, a'},...
a‘r) aproxima a R uniformemente en XU z.
€ ) El reciproco es inmediato, pues s5lo hay que tener en

cuenta que Rg (X)[§ usz & Rg(ﬁ uz).

[+
1.5, APROXIMACION UNIFORME EN EL CASO X = ¢

El teorema central de este capitulo es el siguiente:

1.5.1. Teorema. Sea X un compacto del plano complejo con

o
X = ¢ y sea g una funcidn de clase C2 en un entorno de X. Denote~

mos por Z el conjunto {weX/3g(w) = o}. Entonces se verifica:
Rg(X) = C{X) si y s6lo si R(Z) = C(2).

Demostracidn. El contenido de los apartados anteriores ha-
ce la demostracién sencilla.

<) Aplicaremos el esguema general de aproximacibdn por dua-
lidad [3]. Por el teorema de Hahn-Banach es suficiente demostrar
que la (nica forma lineal sobre C(X) que anula Rg(X) es la idénti-
camente nula. Por el teorema de representacidn de Riesz es sufi-
ciente considerar medidas (de Borel, regulares) sobre X. En defi-

nitiva hemos de suponer que u es una medida ortogonal a Rg(X) v

probar que es cero. Si ue R (X)Jj por la proposicidén 1.4.4., u

estd8 concentrada en % Uz =2 y es ortogonal a R(Z) = C(2), es.

decir a cero.

=> ) Supongamos que R (X) = C{X). Sea feC(2). Por el teo-

rema de extensifén de Tietze-Uryshom existe fe C(X) tal que fi
f. Por hipbtesis, existen funciones h n’ k € R_(X) tales que

“~

f

fi

lim (hn + g kn) uniformemente en X, y por'tanto uniformemente

en Z. Pero hn[Z € R(2Z) y como 3 g = 0 en Z se tiene que ngsR(Z)
(0.1.9).
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De donde, ya que R(Z) es un 8lgebra, se deduce que f =

‘f‘lz e R(Z). //.

El interés del teorema precedente reside en que reduce la
aproximacidn uniforme por funciones de Rg(x) a unAproblema de apro
ximacién sobre un subconjunto Z de X. El problema de la aproxima-
cidn racional ha sido muy estudiado, desde diferentes puntos de
vista. Se conocen varias condiciones necesarias y suficientes pa-
ra que R(Z) = C(2Z), en particular citamos los teoremas de Vituskin
(vedse 0.1.20, {3], [jG] y [49]). En el caso que ge R(X) enton-
ces Rg(X) = R{(X) y el teorema anterior asegura la siguiente equiva-
lencia:

a) R(X) = C(X)

b) Existe una funcibn g de clase C2 en un entorno de X, ng
€ B(X) y R(Z) = C(2).

Veamos ahora algunos corolarios.

1.5.2. Corolario. Si h es una funcidn analitica en un entor-
no abierto de X y no constante en ninguna componente de dicho en-
torno (en particular si h es entera y no constante) entonces RO(X)+

- -]
RO(X) h es uniformemente denso en C(X) si X = @.

Demostracién. Basta tener en cuenta que dh = sh (el guibén
sobre una funcidén denota la funcién conjugada)'y dh es analitica,
no constante, y por tanto sus ceros en X forman un conjunto fini-

to, en el cual vale la aproximacidén racional, /7.

El caso en que h(z} = z, fue recientemente demostrado por T.

T;ent y Wang [41].
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1.5.3. Corolario. {Caracterizacidn de Vituskin). En la hi-

pbtesis de 1.5.1., las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) R X) = C(X
) g (X) (X)
b) +v(G-Z) = ¥(G) para todo abierto acotado G.
c) y(BE(z)-z) =€ para todo € > oy todo ZEC.
Demostracifn. Basta tener en cuenta el teorema 1.5.1. y el

teorema de Vituskin 0.1.20. //.

1.5.4., Corolario. Si m(2) = 0 entonces RO(X) + g Ro(x) es
denso en C(X).
Demostracién. Hay que tener en cuenta el teorema de Hartogs-

Rosenthal 0.1.11. ’ //.

1.5.5. Corolario. Supongamos que X sea un compacto de ¢,

ge(lg (U) donde U es un entorno de X. Escribamos 2 = {we X| Sg(w)=

=0} y supongamos que R(Z) = C(Z). Entonces toda funcifén continua
Yy real sobre X se aproxima uniformemente sobre X por funciones del
tipo h + g k donde h y k son funciones harmbnicas en un entorno de
X,

Demostracidn. Se aplica el teorema 1.5.1. para aproximar f

por funciones del tipo h + g k, h, ke RO(X). Como f es real, £

se aproxima por funciones del tipo Re h + g Re kX, y Re h, Re k

son harménicas en un entorno de X. //.

Observemos el contraste de este teorema con el de aproxima-
cidén harménica, por ejemplo: toda funcién contfinua sobre X, g - @
se aproxima uniformemente por funciones h + xk, con h y k harméni-

cas, en contraste con el teorema de Walsh-Lebesgue [5, pag. 191}.
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Veamos ahora un teorema del tipo de Alexander 0.1.14.

1.5.6. Proposicidén. Supongamos que para cada ne N Xn es un

compacto de € con §n = $. Sea X::ﬁ?Xﬁ gue suponemos compacto. Si
ge Cz (U) con U abierto qué contiengza X, se verifica: para todo
ne N Rg(Xn) = C(Xn) si y s6lo si Rg(x) = C(X).
Demostracidn. w>}8upongamos gue para todo ne N Rg(xn) :cxxn).
Por el teorema 1.5.1. R(Z_ ) = C(2,) donde 2 ={ wexn} Jg(w) = 0}.
Por el teorema de Baire § = . Pero Z =tij%n Y por el teorema
n=

de Alexandre R{Z) = C(Z), de donde Rg(x) = C{X).
<) Sea fe C(X), y fe C(X) tal que E]X = £ (obtenida por
n

el teorema de Tietze-Uryshon). f se aproxima por funciones h+gk,
+ g . k
ot Ol Fix

ew.ARg(xn) . //.

y por tanto f se aproxima por funciones del tipo h}x
n



CAPITULO 2

APROXIMACION UNIFORME EN COMPACTOS ARBITRARIOS DEL PLANO
COMPLEJO.

En este capitulo se estudian algunas condiciones de perte-
nencia a Rg (X). En este aspecto los resultados mis interesantes
son 2.1.1 y 2.2.1. No se ha logrado dar una caracterizacién com-
pleta de Rg(x), v&lida para toda g y para todo X. El resultado
central es el teorema 2.3.4. andlogo al de aproximaci6én uniforme
por polinomios de Mergelyan 0.1.13. Este teorema caracteriza RE(X)
para amplias clases de compactos. El capitulo acaba con una gene-
ralizacifn, de algunos resultados, aplicable a los m&dulos R (X)+
Rg(X)Z + ... + R (X)2" estudiados por O'Farrell [31) y wang [41],

[43], [44]) y [45].

2.1, CONDICIONES NECESARIAS DE PERTENENCIA A R (X)

En este capitulo X denotard un compacto de € , U un entorno
abierto de X, g una funcién de clase, c2 en U v 2 = {weX/dg(w)= ol}.
En'primer lugar damos una caracterizacidén de Rg(x), en un caso par

ticular, que es deducible de la proposicibn 1.4.4.

'2.1.1. Proposicidn. Sean X, g Y Z en las hip6tesis anteriores.

Se verifica Rg(X) = {f ¢ C(X)/leeR(Z)} siy sblo si X - 2 = #.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que X - 2 = g. Es

-—

. - _
f&cil ver que esta condicidn equivale a que XCZ. Si £ eRg(X) va

se demostré en 1.5.1. que feC(X) vy leeR(Z). Sea feC(X) tal que
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1
f‘zeR(Z) y ueRg(x) ; se ha de probar queJ f du = 0. Por la pro-
= X
sicidn 1.4.4.u estd concentrada en X VUZ = Z y es ortogonal a

R(Z). De donde

j Xf du = [Z flzdu = Q

pues fIZSR(Z) y ueR(Z)l}

&
Q

Supongamos que X - Z # #g. Sea w un punto de X - Z, y €> 0 tal
D(w,e)e X y D (w,e)NZ = g. Se elige una funcibén fe D (¢) que valga
1 en B(w,Ji) y sop £ € D{w,e). En un entorno de Z, f es holomorfa,

por tanto tiene sentido considerar la medida sobre X.

v=7 (&) dn
og

|x

Eéta medida esti concentrada en D (w,e).El corolario 1.2.2
muestra que %::ﬂf # o. Es decir u £ o y'n se anula fuera de B(w,e),
por tanto es ortogonal a Rg(ﬁ(w,e)) (es posible aplicar b) de la
proposicibn 1.4.1 con X = B(w,e)).Evidentemente U es ortogonal a
Rg(x). En cambio como u # o0 existe g eC” (C) con sop gNZ =gy tal
que ng du # o. La funcibn g pertenece a {he<3LX}l hlzs:R(Z)} ’

por tanto este {iltimo espacio es distinto de Rg(X). /7.

. 2.1.2. Corolario. Bajo las mismas hipbtesis de la proposicidn

P,
anterior se verifica Rg(X) = C(X) si y sb6lo si X -2 = ¢ y R(Z) =

Demostracidn €) Es consecuencia inmediata de 2,i,1.

-#ﬁSi Rg(x) = C (X), se obtiene R(Z) = C(Z) del mismo modo
[o]

que en la demostracién del teorema 1.5.1. La igualdad X - Z = @ es
consecuencia de 2.1.1. /7

—L

' 2.1.3. Corolario. Supongamos que X - 2 = ¢ . Se verifica que
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el 4ilgebra cerrada generada por RO(X) Yy g es Rg(X)°
Demostracién. Sea A el &lgebra cerrada generada por Rd(X} Y g
Evidentemente A:>Rg(X). Recordando que glz eR(2) y aplicando 2.1.1

obtenemos Ac:{fz:C(X)‘fiZs:R(Z)} = Rg(x), luego A = Rg(X). //.

Es interesante observar la relacién del corolario 2.1.3. con

otro problema estudiado por varios autores, por ejemplo Werner [47},

[48] y Preeskenis [33], [34] Y [351. Dichos autores estudian qué
condiciones hay que imponer a una funcién geC(D) (D el disco unidad
cerrado) para que la sub&lgebra cerrada generada porz y g sea C(D).
Notemos el gran parecido formal de la proposicidén 2.1.1 con el teg
rema de Wermer [48, pég.Q]. Sin embargo parece que no hay relacidn
entre ambos. Si situamos este problema en otro compacto de® , vemos
que los dos Gltimos corolarios proporcionan una solucidn en el ca-
so i—f~3 = ¢. Observemos que al cambiar el disco D por un compacto
cualquiera, hemos de reemplazar el &lgebra generada por z y g por
la generada por R(X) vy g.

Veamos una aplicacidn de estos resultados a un problema cl&-

sico de aproximacién ¢culndo R(X) es maximal en C(3X)? Vé&ase [16,

pég.37] para una definicién de subflgebras maximales.

2.1.4. Proposicidn En un compacto X con interior vacio o
bien R(X) = C(X) o bien R(X) no es maximal en C(X).

Demostracién. Sea U el conjunto de los puntos de X que tienen
un entorno cerrado V con R(V) = C(V). Entonces, K = X~U es un com-
'Pacto que, como veremos, no es numerable. Como U puede expresarse
como reunién numerable de compactos en los que vale la aprdxima—

cibn racional (esto Gltimo es consecuencia del teorema de Bishop

de localizacibn de R(X) [49]), si K fuera numerable, X también po-
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dria escribirse como unién numerable de compactos en los gque val-
dria la aprbximacicn racional. Por el teorema de Alexander (0.1.14.)
tendriamos R(X) = C(X), en contra de la hipbtesis. Sean x4,x3 € K,Xj
# X2 y consideramos entornos (en X) compactos y disjuntos K, .Ky de

Xq Y X. Entonces R(Ky) # C(Ky),i = 1,2, Sea feC’ (T) tal que
£=1 (o)

H

Ky, £=1 en un entorno abierto (en T) de K,. Sea geC“r( T)
con Sg = £f. Veamos que g¢R(X). En efecto, como g = Z + h, en un en

torno de K3, con h holomorfa en ese entorno, y ya que EéR(Kz) (Stone-

Weierstrass) entonces g ¢ R(Kz). El &lgebra cerrada generada por
R{X) y g es {fEC(X)/f‘Z eR(Zn)} . Luego esta &lgebra no es C(X),
n

porque R(Z ) # C(z), y contiene estrictamente a R(X). //.

En la seccibén 1.3 se introdujo el operador 5(£L), suponien-
o g
do g de clase C . Observemos que es posible definir, cuando g es

sb8lo de clase C2,§(3L) como un operador que actfGa sobre distribu-
99
ciones de orden 2. Hecha esta observacifn podemos enunciar el si-

guiente resultado:

2.1.5. Proposicién. Consideramos X, gy Z en las condicio-
nes habituales. Si feRg(X), entonces se cumple:

a) Existen funciones h,k holomorfas en ; - Z tales que £ =
h + gk (por tanto fecz(; - 2) y §(§£ =oenX - 2). |

b) ftz e R(2). °e

Demostracibén. a) Sea £y = hoy+ gkoe:Ro(X) + RS(X)g. Derivan-
do se obtiene £, = ko§g,'por tanto Stggﬂ) = o en X - Z. 8i feRg(x)
entonces existen f _eR_ (X) + RO(X)g que égnvergen uniformemente so-
bre X hacia f. La convergencia uniforme implica la convergencia dé&

bil * en el espacio de distribuciones de orden 2 sobre % - 2. por

tanto:
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5(5fn) converce hacia 3(:~) en % - 2.
39 49
E(an = o, de donde E(Kf) = 0o en % - 2. Ahora, el lema
ig . KL
de Weyl 0.2.2 asegura que h = Jf —— s una funcién holomorfa en x - 2.

3g
De las igualdades Tf = h3g =3(hg), deducimos 3 (f - hg) = o en

? - 2. Recurriendo de nuevo al lema de Weyl obtenemos que k = £ -~ hg
es una funcidén holomorfa en § - 2, concluyendo as!i la demostracidn

de a).

Para deducir b) s6lo hay que tener en cuenta la inclusidn

R (X) + RO(X)ng CR(2). //.

No es posible obtener condiciones necesarias mids finas en
funcién de los operadores d§ y JDg. En efecto si geR(X), entonces
Rg(X) = R(X) y ya es sabido que no es posible caracterizar R(X) en

funcién de 3.

o
2.1.6. Observacibén. La descomposicidn en X - 2, de una fun-
o
cidén £ de Rg(x) en la forma h + gk (h, k holomorfas en X - 2), es
o)
Ginica. En efecto k = gﬁ en X -2 yho=1¢£f - EE .g.
3g 3g

2.1.7. Proposicibn. Sean X, g ¥y Z en las condiciones usuales.

Entonces R_(X) es un dlgebra uniforme si y s6lo sf X - 2 = @.
g _o

Demostracibn. <=) Si X - 2 = ¢, la proposiciétn 2.1.1. mues-
tra que Rg(X) = {fe C(X)/f'ch(Z)}. Como R(Z) es un &lgebra uni-
forme, es f&cil ver gque también R (X) es un &lgebra uniforme.

R
=>) Supongamos que R (X) es un 8lgebra y X - 2 £ ¢. Se tie-
o

ne X - 2 = x -2 ¢4 @. ¥a que, por hipbtesis, gze Rg(X) obtenemos,
en virtud de 2.1.5.,
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2 o | o
g° =h +gk en X - 2, con h,k holomorfas en X ~ z.
Aplicando el operador 3 se tiene 2 g 3g = 3g°k, de donde
o) o
g=3% en X - Z, que no es posible porque k es holomorfa en X - 2,

Y g no. ' /7.

Para el caso en que Rg(x) sea un algebra, en vista de la ca-
racterizacién de la misma, dada en 2.2.1., resulta la siguiente

proposicidn:

2.1.8. Proposicidn. Supongamos que Rg(X) es un &8lgebra uni-

forme. Entonces:

a) El1 espectro de ideales maximales de Rg(X) es identifica-

ble a X.

b) E1 conjunto de puntos pico de Rg(X) es el conjunto de pun

tos pico de R(Z) unidn X-Z.

o
¢) La frontera de Shilov de Rg(X) es X~Z. -

Para una definicidn de estos conce?tos, véase [16]. La demos
tracibn, que omitimos, utiliza sdlo argumentos habituales en la teo-

ria de &lgebras uniformes.

2.2, CONDICIONES SUFICIENTES DE PERTENENCIA A Rg(X).

En primer lugar veremos un reciproco parcial de la proposi-

cibébn 2.1.3.

2.2.1. Teorema. Sean X, g y Z en las condiciones usuales.

Supongamos que f es una funcidn de clase C2 en un entorno de X y

que se cumplen:
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O -
a) Para todowe X - Z se tiene 3{ éz)(w) = 0.

ils]
b) £ es holomorfa en un entorno de 2.

Entonces f¢ Rg (X)

Demostracifn. Supondremos que g estl extendida a todo € (en
virtud de ia observacidn 1.2.4.) Sea U el abierto en el cual f es~
t4 definida y U1 cU gl abierto en el cual f es holomorfa. Sea S =
{we Ulﬁg(w): o}, S-U, es un cerrado de U gque no corta a X. Elija-

mos un nimero positivo ¢ estrictamente menor que las distancias en-

tre S~Ui y X, entre X y ¢-U, y entre 2 y c-u, . Véase el gréfico

para mayor claridad:

Consideremos puntos x1,x2. X tales que:
G = D(xq,e) U...U D(x_ ,e)>X.
G es ﬁn abierto acotado de € con 3G de clase 81 a trozos y’
ademss, {w eG|%g(w) = 0} cu, vy G C.U por la eleccidn de e. Es

posible aplicar ahora la proposicién 1.2.1 para obtener, para cada

we X la igualdad:

flw) = —| £2L g, -3 | 3£ 9l2) —glw) 4,
27i|  z-w 2mi 3g Z-W

3G oG
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L 1| g £l2) 9(z)=gW)_ gp (g, (1)

kLl Z-w
G

Sea y una medida ortogonal a Rg(X). Integrando en (1) se ob-

tiene:
£dy= A ( £(z) dz)dp(w)- 1 _?f(z)g(z)"g(w)dz)du(W)
2ni z2-w 2qi , 39 Z=-W ‘
X 3G X! 36
s 1 ( Dg(f) (z)2L2)=g (W) dm(z)) du (w) (2)

Teniendo en cuenta las desigualdades:

z2€dG, weX | {j_‘_é’ | = —"”d(xza.c) el

ZzedG, weX l EE(Z) g(z)-g(w)
| 3 zZ-W

< u§§ - llosll

«Q

zedG, weX ]Dé(f)(z) (2); (w)

é“IDgf(z) I x{ !ng |§

podemos aplicar el teorema de Fubini en (2), resultando:

£du= 1 f(z) ﬁ(z)dm(z)— A of

2ni ' 2mi | 3g
3G 3G

(z)u(z)dz +

v
D _£f). .
(g)udm

ST

+

G

~

Perold = 0, 4 = 0 en 3G por ser U ortogonal a Rg(X), y en

particular a R(X). Por lo tanto:

v
1 f udm.
_ 1 IDg udm
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v
Como p es continua salvo en un conjunto numerable (por el le
v o
ma 1.1.2) u = 0 [c.p.t. dm.] en € - X. Asi que, el dominio de in-
o
tegration en la Gltima integral puede reducirse a X, donde 5(§£)= 0

g9
por hipbtesis. De donde [ fdu = 0, es decir fe Rg(x). //.

Combinando el teorema anterior y la proposicién 2.1.5. se tie-

ne:

2.2.2. Corolario. Sean X y g en las condiciones usuales.

Supongamos que Z = ¢, y sea £ una funcién de clase C2 en un entor-

no de X, Entonces se cumple:

| If o
fe R _(X) sf y s6lo si 9(—) = 0 en X.
g 3g

El teorema 2.2.1. es anilogo al resultado de aproximacidén ra-
cional (0.1.9). Sin embargo aquif s8lo se exige anulacibén del opera-
dor aplicado a la funcidn en ; y no en todo X.

La hipbtesis b) de 2.2.j. no'ﬁuede ser relajada a f‘zeR(Z) co

mo muestra el ejemplo 2.2.8, Podriamos tambi&n debilitar esta hi-

pbtesis imponiendo condiciones del tipo de la nota que sigue a 1.2.1.

El método natural para obtener una mejora substancial del teo
rema 2.2.1. (suponiendo, por ejemplo, sblo feC(X) es aproximar la
funcidn f por funciones de clase Cz. Pero como en las fbrmulas in-

tegrales de 1.2. aparece el operador 5(%—), resulta ser dificil el
ag

paso final de tomar limites, que s8lo se ha sabido precisar en el

caso g(z) = z (véase seccibn 2.3.).

Veamos un caso en que si se puede reemplazar b) por flzeR(Z).

2.2.3. Proposicibn. Sean S, g vy 2 en las condiciones usuales.

Sea £ de clase C2 en un entorno de X y supongamos que ZN\(X-Z) = ¢.
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Se verifica que fe Rg(X) si y sb6lo si.

° 5f
a) Para todo we X - Z (=) (w) = 0.

_ og
b) flz eR(Z) .

Demostraci®dn. Dado € > o consideremos he RO(Z) tal que
Il h-fllz < €. Definamos una funcién k del siguiente modo:
para xe 2, k(x) = h(x),
para Xe X-2, k(x) = £(x).
k es holomorfa en un entorno de 2 y es continua en X. Como k cum-
ple las hipbtesis del teorema 2.2.1., obtenemos ke Rg(x). Ya que

]lk-ff!x < € y £ es arbitrario, fe Rg(x) /7.

En los resultados siguientes se supone X es un compacto de
¢, U un entorno abierto de X, ge Cz(U) y que 9g(z) # 0 (z ¢ U).
Escribiremos Rg(U) para denotar el conjunto de funciones h + gk con
h v k holomorfas en U.

Consideremos el problema de recuperar los valores de una fun-—
cidén fe Rg(X) a partir de sus valores en 39X, Veamos que esto no es

o
posible (se sobreentiende que X # @).

2.2.4. Proposicidn. Sean Uyqg como antes, sea feRg(U) Yy

sean Y1, rz, e Pn un nmero finito de curvas tales que para ca-
da z ¢ U se tenga ) nlz, r;) = 0. Entonces siwe Uy ] n(w, ry)=
=1, se tiene:
£(w) = Z 1 f(z) dz -3 1 if (Z)giz)-g(w) dz.
‘ 2Ti zZ-w 2ni g z-w
L '3 ] '3
Demostracibn.

La f6rmula es una consecuencia de la demog-

traci6n de la proposicién 1.2.1., pues la hip&tesis sobre los Indi-
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ces permite aplicar el teorema de Stokes. El tercer término de
1.2.1. no aparece porque §(§£) = 0 en U. | //.
3g
Si este resulﬁado lo aplicamos a un disco D ¢ U con borde T

se tiene para £ € R_ (U):

flw) = 1 £(z) 4, . 1 %z(z) (2) ~g (w) dz, weD
2n1 Z-w 27l ag Z-w
r r

La (Gltima integral pierde sentido cuando se pasa al limite
uniforme, y esto hace imposible recuperar los valores de £ a par-

tir de los valores frontera, como demuestra el siguiente ejemplo:

2.2.5. Ejemplo. Consideremos X = D(0,1). Las funciones lzl2=

=z¥,2 y 1 pertenecen a RE(X) y coinciden en 3X, pero son diferen-

tes.

Veamos una caracterizacidén de las funciones de Rg(U) aniloga

al teorema de Morera [41].

2.2.6., Proposicibn. Sea U un abierto de €, g una funcidbn de

clase C2 en U tal que para todo zeU 3g(z) # 0 y £ una funcién de

clase C1 en U. Son equivalentes:

a) fe Rg(U).
b) Si T es el borde de un tridngulo incluido en U se tiene:
f(z)dz = gé(z)f(z)dz.
T 7 %9

Demostracibén. Es inmediato que a)=> b) puesto que f = h +
%ﬁ g con h holomorfa en U. Si se verifica b), en virtud del teore-
g
ma de Morera, se tiene que:
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h=¢-3Lg (3)

3g
es holomorfa en U. Sea V el abierto {ze Ulg(z) # 0} . Despejando
en (3) se obtiene que en V:

5f = 3g (£ - h) +

g

Por tanto fe C2(V). Ahora es posible derivar en (3) para ob-
tener 3f = 5(§£)g + 9f, es decir §(§£) = 0 en V. luego existen h,,
k1 funciohes gglomorfas en V con £ =gh1 +\gik1, y en virtud de
2.1.6. h1 = hy k1 = %é en V. Asi que £1 tiene una extensibn holo
morfa a todo U, mientgas que k1 tiene s6lo una extensidn continua

(s34

a U. Sea E = {x¢ Ulg(x) = 0} y escribamos g = u + iv. Si z¢ E,
como 39 (2) # o, o bien Ju (z) # 0 & dv(z) # 0, es decir Vu(z)# 0
6 Vv(z) # 0. Teniendo en cuenta el teorema de la funcién implicita
deducimos que E estd localmente contenido en una curva de clase Cz.
Es conocido que en tales condiciones la capacidad analitica conti-
nua de E es cero (0.1.22), de donde resulta que k1 tiene una exten-
si6n holomorfa a todo U (0.1.18.). Finalmente tenemos £ = h+g’k1

con h,k1 holomorfas en U. //.

Veamos ahora un caso particular en el que se ha podido carac-

terizar Rq(X).

2.2.7. Proposicibn. Sea X un compacto convexo de € y suponga-

o

mos gque O € X. Entonces R.n(X) (para n2 1) estd formado por aque-
z

llas funciones £, continuas sobre X, tales que existen h, k holo-

, o
-1
morfas en X con f = h + 2k,

Demostracién. Observemos que en este caso 2 = {o}. Si

fe R;n(X) entonces, en virtud de la pro?osicién 2.1.3. existen
p2
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o
funciones h, k holomorfas en X - {o}tales que f = h + Z'k. Veamos
que h y k tienen una singularidad evitable (este hecho no puede de-

ducirse de la continuidad de £). Sean:

h(z) =} ay zJ k(z) = ) bjz3
3 3

los desarrollos en serie de Laurent de h,k en 0. Por hipbtesis €-X

es conexo, por tanto toda funcidn racional con polos en €-X se apro

xima, uniformemente sobre X, en virtud del teorema de Runge, por

funciones polinbmicas. Como feRg(X) deducimos que existen polino-
=n

mios Pn’ Qn tales que Pj + Z Qj.g f uniformemente en X. Sea

r, > o tal que D(o,ro) cX y consideremos los coeficientes de Fou-
rier de £(r.) para r < Xy La convergencia uniforme en X implica
la convergencia de coeficientes de Fourier. Toda funcibdn del tipo
P+ EnQ (P, Q0 polinomios) tiene coeficientes de Fourier de oxrden

<«n nulos, por tanto el m-&simo coeficiente de Fourier de f(r.) es

nulo para m < -n. Calculemos ahora los coeficientes de Fourier de

h+ 2% = f.

2% :
f{r.}){m) = %E (h(relt) + 0 e'lnt k(relt)) e"lmt dt =
o
2% 27
=) ajrj lf et(I-mt dt + ) bjr3+n . é(J"n'm)gt -
3 27 o 3 27
O
m
= ay T bn+mr2n+m para meZ
De donde a_ + b 2" .0 simc< -n.

Pero esto vale para todo r < L deduciéndose que a, = 0 pa-

ram«< - n o i =
_ n, y por tanto bn+m r = 0. Es decir bn+m =0 para

n+m< 0, Por consiguiente k es holomorfa en 0 y h = £ - 27k es-

td acotada en un entorno de cero, por tanto tiene una singularidad

evitable.
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Reciprocamente, supongamos que f = h + Z™ x con h,k holomor-
fas en ; y que f es continua en X. Sea (rm) una sucesidn de nime-
ros reales con limite 1 y tales que O < r, < 1. Consideremos la
funcibn f(rm.) definida en-%—-x, que es un entorno de X (por ser X
convexo). Como f es uniformZmente continua en X se tiene que
:(rm.) T f uniformemente en X. Ya que cada funcibn f(rm.) tiene
una expresiétn del tipo h(rm.) + 20 rg k(rm.) con h (rm.) \% k(rm.)

holomorfas en un entorno de X, el teorema de Runge nos asegura que

£(r +) eR(X) + R(X) z", y por consiguiente que fs:Rg(X). //.

La proposicidn anterior proporciona ejemplos que demuestran

que la condicién b) del teorema 2.2.1. no puede ser rebajada a flzs

R(2).
2.2.8. Ejemplo. Sea X = D(0,1) y g(2) = 54. La funcidén £(z)
= 24.% verifica en X-{o} 5(§£) = o, fe CZ(X) y evidentemente
ag
fl{o}e R({o}) = €. En cambio £f ¢ Rg(X). Pues por la proposicidn

o}
2.2.7. existirian funciones holomorfas h,k en X tales gque £ = h +

7% k. Por la unicidad de dicha descomposicién (2.1.6) se tendria

k(z) =1%—para z # o, pero esto es absurdo.

o)
Si fe Rg(X) y Z = ¢ existen funciones h,k holomorfas en X

con £ = h + g k. No es verdad que h § k se extiendan con continui-

dad a la frontera, ni siquiera que h 6 k sean acotadas.

2.2.9, Ejemplo. Sea X = D(0,1) y g(2)=2. La serie h(z) =

(1-2)*-: z,(Q) 2" converge absolutamente y uniformemente en X, por

n=1 n
o
tanto he A(X). Consideremos la funcidén f(n) = (z - 1)—E%ET._ En X
se tiene 3% z=1

f = 0. Ademés lf(z)l = = lh(z)l + 0 cuando

h(z)
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z + 1. Por tanto fe¢ C(X), y aplicando la proposicién 2.2.7. se
o
no estd acotada en X.

tiene fe€ R= (X) y en cambio
z
h(z)

2.3. APROXIMACION UNIFORME PARA EL OPERADOR 3° (g(z) = 2),

En la teoria de aproximacidn racional se demuestra que es po-
sible recuperar la medida de un punto a través de transformada de
Cauchy de dicha medida [5, péag. 157]. Veamos gue sucede algo pare-

cido con la transformada 1.1.1. asociada a g(z) = Z.

2.3.1. Proposicifn. Sea p una medida en € a soporte compacto

y sea y la transformada de u respecto a 2z (véase 1.1.1.). Se veri-

fica para todo a ¢ C¢:

2 v
u{a} = 1im B | ¥=2 p{w) dm(w).

n T W-a
D(a, )
n

Demostracidn. Fijemos el punto a € € y definamos la siguien-

te funcibn:
n? W-a W2
T w—-a w-2

dm (w) (1)
1
D(a'E)

La funcién a integrar es acotada, definida casi por todo y me
dible, por tanto Fn estd bien definida en todo punto. Se cumple

Fo (a) = 1 para todo neN. Si z # a calcularemos la integral en

(1) por medio de un cambio de variable y una reduccibén a una inte-

gral curvilinea. A partir de un cierto ng € N se tendri |z~a]> %

para n 2 ng. Efectuando el cambio de variable w = a 4 r e%t, si

n =z n,: o

2

1
n n
F (2) = —

n ™

relt a-z + re
~it i
re a-z + re ¢

(o] O
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2 E N it
. rdr-;- e a-z + reit i eit at =
T Jo o a-z + re
al
n
. n2 rdr i (a=2) U + r a
= —-_— i u
m (a—2z) + ru
Jo Y
. . it
Donde Y designan el camino y(E) = e con te[D,ZW]. Para

: 1 .
n 2 n, se tiene |ru| sr s go< |z-a|, por tanto la funcibn
a-z) u + r
£ (u) = ( )

a-=-Z + ru

es holomorfa en Iul £ 1 y por consiguiente su
integral curvilinea es cero, de donde se deduce: l%m Fn(z) = 0 pa-
ra 2 # a. Se ha demostrado que Fn 31 {a}’ puntualmente en €. Ade-

més:

2 - -
IFn(z)| s L. |2=2| |™=2]dm(w) = 1, ne N
m 1 W-a W-2Z
D(a =
" n
Ya que la convergencia es dominada, es licito conmutar la in-

tegracibn con el limite:

ulal = J 1(a1d0 = l lim F_ du = lim | F_(2) du(z) =

illl
M

= lim i‘-‘( == * =2 dm(w)) dul(z) = (2)
1
D(ala)

Se puede aplicar el teorema de Fubini va que‘si zZE SOpP Uy

We D(a,-;_l-l-) se tiene:

I:J
)
|
o
= =
|
N [N
A
e

Por tanto:
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w

2 v
(2) =lim 2. -2,
n it -
1 0T
D(apﬁ)

(w) dm(w). /7.

i

Es posible dar f6rmulas, que reproduzcan u{a} a partir de la
transformada n asociada a g, del tipo anterior en el caso que g sea
una funcidn de clase C1 que cumpla determinadas restricciones. Sin
embargo no nos entretendremos en explicitarlas, y paéamos a demos-
trar un lema que es el recurso principal para la demostracién del
teorema m&s importante de este capitulo.

Este lema es un anflogo de un resultado debido a Mergelyan
[26], [25] y [36], fundamental en la demostracibn original de su

teorema de aproximacidn uniforme por funciones racionales.

2.3.2. Lema. Sea D un disco de radio r > o, E un subconjunto

de D compacto y conexo, con difmetro mayor o igual que r y tal que
Q = Sz~- E sea conexo. Para cada ue € existe una funcibén Q{u,.)

€ RE (R) que cumple, para zeQ y uceD:

(a) |olu,z)| ™

3

NI

- u J< Mr

AB) |olu,z) - < 5
- - u |z-u|

, & £ u.,

N

Donde M designa una constante universal.

Demoséfacién. En la demostracién ir&n apareciendo distintas
caﬁstantes uniﬁersales que, sin embargo, designaremos con la misma
letra "C".

Como las hipbtesis y la tesis del lema son invariantes por
translacién podemos suponer sin pérdida de generalidad que D est&

centrado en cero. Sea f1 una representacidn conforme de Q en
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D(o,1), dada por el teorema de Riemann, fT(w) = 0. Como E es com-

pacto y conexo, se tiene que Y(E) £ 6(E) = 4ykE) (0.1.16.). Por

tanto, escribiendo a = f;(m), obtenemos [al = y(E) 2 ﬁi%l > §“. La
f .
funcién £ = —L : Q - D(o,ﬁl—) es holomorfa y verifica:
a a
1 4
£le) = 0, £'(») = 1y |£] ¢ 2 (3)

Sea I' la circunferencia de centro O y de radio r (que no cor-
ta a E) y definamos:

b = — | zf(z)dz b' = —— | 22 f£(2)dz.

2wl 2wi
r T

Fijemos u € D. Como f es holomorfa en el punto del infinito

podemos desarrollar £, fz, f3 en el entorno de dicho punto formado

por los z2eQ tales que iz-u|>>2r:

1 Az}u)‘ A3(u)

£(2) = + i e gt e
- Z-u {z-1) (z-n)
A (1)
fz(z) = 5 + 2 -2 5t e
(z-u) A (z~u)
X, (u)
£3(2) = —— o 22—, . (4)
(z-u) (z-u) ‘

Los términos que han sido substituidos por puntos son de or-
den 2 4. Las funciones kg, x3 pueden ser calculadas mediante una
integral curvilinea extendida a una circunferencia I'o centrada en

cero, de radio suficientemente grande y orientada positivamente.

Ay () = —| (z-u)f(z)dz, Ay(u)= A (z-w? f(z)az.
) 2ri r 2ni
o ' Ty
Recordando que A JF f(z)dz = £'(») = 1, un c&lculo senci-
» 2ni
o]

llo prueba que:

A, (u) = b-u , Az(u) = b' - 2ub + u?
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Definamos la siguiente funcibn, para u € €y z € Q:

H(u,z) = £(z) + (u=b)£2(z) - (b'+2ub - 2b% — u?)£3(z)  (5)
La funcién deseada es Q(u,z) = (z-u)H(u,z). Evidentemente

H(u,.) € H(Q) y, por tanto, Q(u,) € Rs Q).

Teniendo en cuenta que I'' tiene longitud 2nr, se obtiene la

siguiente acotacién de b y b':

|b| s 21 | bzl |g(2) |d]z] s ; r.2 2rr = 4r
T m r

|b* | s |z|%|q(2) |a]z]|s = r2.2 2nr = 4 r2 (6)
27 2n r

Acotemos ahora H(u, z) para |u|< r, utilizando (3), (5) y

(6)

lBw,2) ] 22 w(fule[pD IS w(lnile2]u] [b] +2]b]%4]u]?| &5
r r

s

6 . (ar? 4 8r2 4 3212 4+ rd) §% <

A

% + (r+4r)

N
H

r

(7)

< C
S r

Ahora podemos comprobar que Q cumple (A). Siue DYy |5-u| s

2r entonces IQ(u,ml = IH(u,z)l.lz-u] < C en virtud de (7). Fijado

u e D se tiene:

|2 (u,z) | §IC para |z-u| $ 2r, z £ u (8)
z—u

La funcibn IQ(u,z)| = IH(u,z)(z—u)I es subharmbnica en
|z-u|>>2r (incluido el punto del infinito). En virtud del princi-
pio del miximo para funciones subharmbnicas la desigualdad (8) va-

le en todo z € D, de donde |Q(u,z)| £ C, que es (A). .Pasemos, aho-

ra, a probar (B). Un cllculo, que omitimos, teniendo en cuenta

(4) vy (5), demuestra que para z € 2 y u € D se tiene:

|H{u,z) - —— | = ——l——z— |h(z) |,
z-u | z-u]
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donde h es una funcién holomorfa en |z—u| >2r (incluido el punto
del infinito). Si z € @ y |z-u| € 2r se tiene, en virtud de (7).

Ih(z)| = |z-ul? |H(u,2) - = | <16 % & + 16 3 ¢

Z-1 r

s C r3.

Por el principio del m&8dulo maximo esta desigualdad vale pa-

ra todo z € Q. Por tanto para z € 2 y u e D

3
]H(u,z) - s L r ) z #u
z-u |z-uf
y por consiguiente:
- - _‘ 3
|Q(u,z) - Z-u = |z—ul|H(u,z)— 1 < Cr 3r 2 £ u
z-u z-u | z-ul
lo cual prueba (B). //.

Observemos que el lema anterior mejora las conclusiones del
lema de Mergelyan a cambio de perder la holomorfia de Q(u,.). y que
en la demostracidn se introduée la novedad de tener en cuenta el
tercer coeficiente del desarrollo de f en el ®» ., Necesitaremos el
siguiente resultado que ha sido demostrado por Weinstock [46] Yy

O'Farrell [28], Yy qué serd mejorado en el capitulo 5.

2.3.3. Lema. Sea X un compacto de €. Si £ € C(X) y para to-

do Xe X existe un entorno cerrado (en X) Ux de x tal que
fIU € R;(U,) entonces fe R-(X). En particular R- (X) es un R(X)-
X

mddulo 1local.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema central

de este capitulo.
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2.3.4f Teorema. Sea X un compacto de € tal que los didmetros
de las componentes conexas de € - § estén acotados inferiormente
por un n@mero § > o. Entonces Rz(X) = {f € C(X)]§2f = o0 en g 1.

Demostracibén. Denotaremos por Ag (X) el conjunto
{fec(x) | 5%f = o en §}. En virtud de 2.1.3. se tiene Rz (X)cAz(X).
Para probar el reciproco, aplicaremos el teorema 2.2.1. a las fun-
ciones reqularizadas de f y pasaremos al limite teniendo en cuenta
el lema 2.3.2. La demostracidn consta de tres partes.

a) Supongamos que €-X tiene un nfimero finito de componentes.
Sea f ¢ AE (X), que por el teorema de Tietze-Uryshon consideraremos
extendida a todo €. Sea pe D(C), sop p €Dl(o,1) ¥y J pdm = i. Si

escribimos pe(x) = 13 o (E), entonces (pe) es una aproximacidén de

> €
la identidad. Veamos que se cumple lo siguiente:

JDEM'—T“ {9)

jgz p_dm =0 (10)

Jlb’z ol dmg% (11)
€

9 Es’u a i i i
(9) na consecuencia de ser (pe) una aproximacidn de la

identidad. Para (10) basta tener en cuenta el teorema de Stokes

Y que Oevtiene soporte compacto. Para demostrar (11) hagamos un

c&lculo:

€

2 ‘ ' %2
Jl’s o, |am ={-1-4-]’520(§)]dm(x) = ili. 152 6 () |am(u)

€

1
= —5 C (Se ha hecho el cambio de variable u = =),

€ €
Dada u € R-Z-(X)1 se ha de probar que ffdn = 0. Escribamos

f€=f*D€€C ((I).
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En virtud de 1.2.3.:

[ £, du = 1 f”éz £ Yidm. (12)
- £

Como f€ § f uniformemente en X, se tiene J f€ duy - deu. En

. v
definitiva hay gue probar que lim 1 J azfeu = 0. Para x e X,
E+O T
fg(x) = j f{x-~t) Pe (t)dm(t), (ié)

-de donde si d(x, €-X)2 &, por conocidas propiedades ‘de la convolu-

cién podemos derivar en (13), resultando:

2
k] fe (%)

It

J'ﬁzf(x—t) o (£) dm(t) = 0,

o
pues si d(x, €-X)2 € y {t} < € se tiene que x-teX y, por hipSte-

sis, §2f(x-t) = 0. De aqui que la integral del segundo miembro de
(12) esté reducida a X_ = {x ¢ x| d(x,C-X)<e }. Acotemos ahora

2 :
3% f_:

2 -2 -
L, (x) = J £(x-t)3 p_ (t)dm(t) = J (f(x-—t)-f(x)azpe(t)dm(t),

en virtud de (10).

Designando por w(f,e) la oscilacibén de £, obtenemos:

l§2f€ (x)l <w {(£,e) l§2 0c (t)]dm(t) <c QiféEL'
de donde:
1 2 M £ v
|= J 5° £, uwdm |scC Qizéil j 1Y |am. (12)
Xe X ¢

Ya que €¢-X tiene un nGmero finito de componentes, para € su-
ficientemente pequefio podemos elegir un recubrimiento de Xg por
un nmero finito de discos de radio 2¢ cuyos centros no estén en

X. Sean D1..., Dn’ dichos discos. Eligiendo un punto fijo en ca-
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da componente de €-X y uniendo estos puntos con los centros de Di
mediante curvas, se deduce que cada disco contiene un subconjunto
compacto y conexo E.cDy, tal que Eicm—x Y G(Ei)>e. Aplicando el
lema 2.3.2. deducimos que existen funciones Qj(u,q de RE(Sz-Ej) Y

por tanto, en virtud de 2.2.1 de RE(X)' cumpliendo:

le(u,z)léc. (15)
- = 3

le(u,z) - 2:3 s 79m273 z esz“Ej?uenj: {16)
Z=-u

Si definimos L, = DA X, ¥ Lj = Djn X, ~(L1Q - ULj-{) para
1 < j £ n, se verifica que X€ = L1 U... ULn, siendo dicha unidn
disjunta. Paxra cada us:x€ existe un Gnico J tal que ue:Lj y enton

ces:

v o v o=
pu) = J(Qj(u,Z)— 2=4) qu(z) , lu(u)ls[lcsu.z)- 2221 alul (2.
X Z-1 J Z=-1

La segunda integral de (14) se acota como sigue:

wl{f,e) M :
C—4— ] J [u(u) |dam(u) s ¢ «‘*—’-(—ff—g.)-... ] 0. (u,2)
€ J Lj € J

_z-u

Z—u l dluf(z) am(u)sc %"Q‘ dlul (z)} IQj(u-z)- %’_%-wldm(u)

X oy (17)
]
Fijado z € X se tiene:
) in(u,z)- 2=2 lam(u) = § lo; tu,2)- 222 Jam(w) +
j L. J

J LjnDZE(Z)
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+ lo (u,z2)- 2= | anw
3

u
L0 (€-D, (z))

Acotemos la primera integral por (15) y la segunda por (16).

3
) (+V)dm(u) + ) €L — am(u) <
J J lz-u]
LjnDZE(Z) Ljn(G-DZE(z))
Z o 'Zn €3
s cefy Cc |7 o d-pdo =
2¢ Jo P
= C €2+ C €3{- A = C €2.

Pd2¢

combinando (14), (17) y la acotacibn precedente, obtenemos:

11152 £ . Yoam| £ c 9528 fupxyie? = oalg,e))
" €

Es decir lgm % j 3°f uw dm = 0. Por tanto Jf du =0, ¥y

asf f ¢ R (xX).
b) Supongamos que C - X tenga un nimero finito de Componen-
1
tes conexas. Sea f¢ AE(X) y MUE RE(X) . Por la proposicidn 1.4.4.

©

° L . I
estd concentrada en X y U € RE(X) . Pero fe Az(i) pues

u
2
0 i °

X ¢ X. Para el compacto X es posible aplicar a); por consiguien-

- o
te fi § € RE(X)' De donde:

f du = £du =0

°

X X
c) Supongamos que existe un §>0 tal que el diémetfo de las
componentes de € - X estd acotado inferiormente por §. Entonces,
para cada - xeX existe un entorno cerrado U, de x (en X) tal que
Q-Ux es conexo. Por el apartado a) se tiene RE (UX) = AE (Ux)_
Si fe<A§ (X) entondes £ Uxe A (UX) = R (Ux). Por tanto, apli-

cando el lema 2.3.3. se deduce que fe¢ AE(X)' Hacemos notar que
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este tipo de razonamiento es usual en la teoria de aproximacibn

racional.

2.4, APROXIMACION UNIFORME POR FUNCIONES DEL Ro(X)-MODULO
R+ RXIZ + ... + R (X)Z" (n>1),

2.4.1. Proposicibn. Sea fc D(C) y n 2 1. Se verifica para

cadaw ¢ C:

= =y
Flw) = A28 et £y L22W) an(ay .
n! AN,

Demostracidn. Observemos que la f6rmula anterior significa,
=n
2z
en el lenguaje de distribuciones, que la funcién ‘T‘-“;‘ €S una
nin
solucidén fundamental para el operador 3“*1. Para demostrar esta

‘Gltima afirmacién se proceder& por induccibn sobre n. Para n=1

2,z

hay que demostrar que3jd (~§+4 = néo,lo cual es exactamente 1.2.2.
para g(z) = z.
Como que:
=n =n-1 ~-n—1
571 (E) = 3%n Z— + 2% 5,) = n 57 (20—
z z z
la hip6tesis de induccibén concluye la demostracibn. //.

Observemos que, siendo el operador g+

de orden n+1, la £6r-
mula anterior continua siendo vdlida para fe Dn+1(¢). Notemos que
podria ser demostrada una f6rmula del tipo 1.2.1., gue no inclui-

mos pues no serd necesaria.

Definamos la siguiente funcidn de Borel:
- =N
(z-w)

A

si z # w entonces Kn(z,w) =

si 2z = w entonces Kn(z,w) = 0
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Si U es una medida de Borel regular y con soporte compacto,
escribamos:

v
ML (w) = Kn(Z.w) du(z).

2.4.2, Lema. Para todowe @€ la funcibdn Knb,w) es acotada

sobre compactos (1o que justifica la definicibn de'nn). Sin>2
v
la funcidn 4, es continua en €.
Demostracifn. Es evidente que vale la desigualdad.

[x_(z,w) | |z-w] P (1)

Por tanto, fijado w ¢ @, Kn(,w) es acotada sobre compactos.
v
Veamos que u (omitiremos el subindice) es continua en todo € si
nz2 2. Sea woezm y (wn) una sucesién convergente hacia Woe Si
z # wo,para p suficientemente grande se cumple z # wp y por tanto:
==, = = .n
(2-wp) (z=w)

-

Z - W Z-W
P O

cuando p* « ,

. n-1
Si z = w_ se tiene Ixn(wo,wp)l s IwO—wpl , de donde, si
2 i = =
n 2 lém Kn(wo,wp) 0 ICn(wo,wo). Hemos demostrado que
Kn(z,wp)-—g Kn(z,wo), z ¢ Q. Esta convergencia es dominada en sop u,
pues (1) demuestra que, para p € N, z € sop U
Kz )| s e,
donde ¢ es una constante independiente de z y de p. Aplicando el
teorema de la convergencia dominada se deduce la continuidad. //.

n+1

2.4.3. Proposicifn. Sea £ ¢ D (€) vy u una medida a sopor-

te compacto en €. Se verifica:

(_1)n+1

v
£dy = —— 31 £(z2) u (2) dm(z).
n m
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Demostracidén. Hay que aplicar la proposicidén 2.4.1. y el
teorema de Fubini. La demostracifn es andloga a 1.2.3. y omiti-

mos los detalles. [/

Escribiremos R(X)1->n para denotar la adherencia uniforme del
= = -n .
RO(X)~m6dulo RO(X)Pn = RO(X) + RO(X)z +...+Ro(x)z . La importan-
cia de la transformada introducida en 2.4.2. para el estudio de

R(X)?n es debida al siguiente hecho:

2.4.4. Lema. Sea X un compacto y i una medida sobre X. Se

verifica que u es ortogonal a R(X) §n si y s6lo si para todo w ¢ X
se tiene ; (w) = 0.

Demostracién. Si w £ X entonces K _(.,w) ¢ RO(X)ﬁn; por tan-—
to si ue R(X)'f)r;L se tiene K(w) = 0. Supongamos gque pasa todow £ X
se tenga n(w) = 0. Sea f ¢ RO(X) ﬁn y ¥ una funcibén de clase C°,
con soporte incluido en el abierto en el cual f es c” y que valga

1 en un entorno de X. En virtﬁd de 2.4.3. se tiene:

n+1 :
Jfau = yeap = = 15 (yey Yam =
n! ki
T
n+1 N
=D e Yan - 0.
n! T

X

La Gltima igualdad es consecuencia de que si fe:RO(X)ﬁn entonces

§n+1f = 0 en un entorno de X. | /7.

2.4.5. Lema. Sea X un compacto y y una medida sobre X. Se

verifica que pes ortogonal a R(X)ﬁn si y s6lo si p esté concen-

-~

°

trada en X y 4 es ortogonal a R(i)?n‘

Demostracién. Si u es ortogonal a R(X)?n entonces u es or-



-75-

togonal a RE(X) Yy, por tanto, estd concentrada en X por 1.4.4. Si
fe Ro(ﬁfgn un razonamiento andlogo al de la proposicién 1.4.4.
aplicado a cada componente racional de f, prueba que Jf du= 0. El

reciproco es inmediato. //.

2.4.6. Lema. Si X es un compacto de € y f ¢ R(X)ﬁn entonces

-é-n+1 £

it

-]
0 en X y, por tanto, existen funciones holll"“hn holomor-

o - — ©
fas en X tales que f = hO + h,z + ... + hnzn en X.

1
Demostracibén. Si f¢ RO(X)§h se tiene §n+1 £=0. Sif *:f

[

uniformemente en X, entonces yn+1 £ 50+1 ¢ g8bilmente en X

§n+1

(como distribuciones), de donde f = o si fe R(X)Pn. Probemos

. ]
por induccidn sobre n, que si §n+1 f = 0 en X, existen funciones
o)
. L _ - -n
holomorfas en X ho' h?’ Coeneg hn tales que f = hO + h12 +...+hnz .

El caso n = 1 es el apartado a) de la proposicibén 2.1.5. Suponga-

mos gque vale el resultado para n = k, y velmoslo paran = k+1:

0 = 5k+2 ¢ _ gkl (5

Por hip6tesis de induccidn, existen h «ev, h holomorfas

1° k+1

- - -k . .
en X tales que 3f = h1+h22+...+hk+1z s €s decir:

- - . z? Tkl = kel
a(f-hfz~h2~—— = eve = 02 ) = 0. En virtud del lema de
2 -2 h R
Weil, deducimos que>f-h1§ - hzng— ——. e ——§il-~2k+1 es una funcidn
o .

holomorfa en X.

2.4.7. Proposicifn., Sea X un compacto de € y f una funcién

de ‘clase Cn"'1 en un entorno de X, n2 1. Se verifica: £ ¢ R(X)Pn
o)

sf y sblo stV £ - 0 en x.

Demostracidn. =>) ya se ha visto en el lema 2.4.6.

1

<) Sea fec™ ' en un entorno de X Yy supongamos que §n+1 £=0

o v _
en X. Sea p una medida ortogonal a R(X)Pn. Elijamos una funcién

Y de clase Cm, con sop incluido en el abierto en el cual f es
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Cn+1 y que valga 1 en un entorno de X. Se tiene, por 2.4.3. y 2.4.4.
(_1)n+1 n+1 v
fdy = [f¥du = —F—o 3 (£¥Y) pdm =
ny 7
n+1 V)
- _(_-_.l)_......«-. ‘5114-1 £ udm = 0
ng o
X
. o v
- La integracidn se ha podido reducir a X pues u es continua en
todo punto de € (si n22). Por tanto fs:R(X)?n. /7.

Observemos que agui, contrariamente a lo que sucedifa a 2.2.1,
no ha sido necesaria una fbrmula del tipo 1.2. puesto que no se pre
sentan las dificultades originadas por la consideracifén del con-

junto Z.

Los resultados que siguen representan una versidn del teorema

de Mergelyan para los operadores §nf1, "Omitiremos algunos deta-

lles en las demostraciones porgue son andlogas a 2.3.2. y 2.3.3. Es
interesante notar la dependencia en n de las desigualdades m&s no-

tables (A) y (B) de 2.4.8.

2.4.8, Lema. Sea D un disco de radio r> o, E un sub.conjunto

de D, compacto, conexo y con difmetro mayor o igual que r, tal que
2
1= S"-E sea conexo. Para cada u € € existe una funcién T(u,) ¢

H(Q)?n, vy existe una constante M (que'depende de n) tal que para

uebDyzeQ:
(a) |T(u,2)] s M | z—u} -7

- =1 )
(B) |T(u,z) - 42280 | <y £ ,z £ u
z-u }z-u}

Demostracidn. Sea f la funcibdn holomorfa del lema 2.3.2. Se
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definen:

b, = —1— z3 £(z) 4 z 155%n + 1

J 2ri
donde f’ es la circunferencia, orientada positivamente, de centro
O y de radio r. Sea u € D. Escribamos el desarrollo de f en el

entorno del infinito formado por los z € € tales gque lz~uj >2r:

0 AL (u)
f(z) = ) —4—
j=1  (z-u)’

Para cada j se obtiene que:

1

2mi

(z—u) 3~ £(2) az, (2)

Aj(u) =

fo
siendo rg una circunferencia centrado en cero, de radio suficien
temente grande y orientada positivamente. De la definicibn de bj

y de (3) de 2.3.2. deducimos:

Iby| s U Y e R T S P 153 $ n+t
2m r

Desarrollando en (2) por la foérmula del binomio obtenemos la

siguiente expresibn para Aj

321 ke il -
Ay = T (03T I
k=0 k-

Pueden encontrarse polinomios Pj(u,b1,...bj) tales que:

n+1 1
a) SiH(u,z) = £z)+ ) Pj(u,b1;wbj)f3+ (z)
3=1
entonces se cumple:
1 1
]H(u,z) - I = ——h (2) z u
z-u !z—uln+3 | E *

con h holomorfa en el «,
b) Pj es de grado j en la variable u.

¢) Los Pj cumplen la siguiente condicién de homogeneidad:
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o o (¢ 30 o
_ 1 2 3 J+1
Si Pj - E Ca b1 L bz LI !bj (R + ¢

entonces: a1~»2a2-+... + 3 aj + “j+1= 3

Teniendo en cuenta la condicibn c¢), las acotaciones de los b

y mayorando de forma anfloga a (7) de 2.3.2. se obtiene:

| (u,z)[ s C, para lui< r y ze

r
Definiendo T(u,z) = (2-3)" H (u,z) puede comprobarse que valen

A) y B).

2.4.9, Lema. Si X es un compacto de @, éntonces el m&dulo

R(X)'ﬁn es local.
Demostracibén. La demostracibn es la misma que la de 2.3.3.

y figura en los articulos alli citados.

2.4.10. Teorema. Sea X un compacto de € tal que los di&me-
tros de las componentes éonexas dewm~§~estén acotados inferiormen-
te por un nlimero § > o. Entonces se verifica R(X)f"n ={. feC(X)l
31 £ - 0} en ; .

Demostracidn. Procederemos, como en la demostracibn de 2.3.4,

distinguiendo tres casos. Sin embargo, s6lo presentamos los deta-

lles del primero, es decir, del caso en que ¢ - X tiene un nlmero
finito de componentes. Los otros dos casos son anfilogos a los co-
rrespondientes de 2.3.4.

Sea (pE) una aproximacién de la identidad como en la demostra-

cibén de 2.3.4. Se cumple:
j Pe dm = 1

} §n+1p€ dm = 0
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n+1 C
J 15 pet dm = E:n-ﬂ

ot iy
Sea f e C(X) tal que §n+1 f = 0 en Xy sea us:R(X)Pn. Escriba-

mos fe = £ * Pe - En virtud de 2.4.3. se tiene:

n+1 n+1 v
£ oap = =W 32V ¢ N odm = =0 s+l e ) oam.
£ € €
n! o nt w X
€
donde X_ = {xex/ d(x, ¢-X)<el}.
Coﬁo en 2.3.4. obtenemos:
- n+1 _ v v
. € n+1
nt = >
X X
£ €

Utilizando el lema 2.4.8 del mismo modo que en 2.3.4. se obtie

ne:

- =N
l M| dm = 1% (a) | dm (u)< EJ 5 |0, (u,2) - ig_g_%l ld|u] (z)am(u)g
3 X :

X, X Ly

£ alul(z)

jX j JLjnnzg(z)

[

= _=n
lojtu,2) - Z2E fan(u) +

(z
alul(z) . loytupz) - ——

) 1 - D"
| Lynte - Dy (2))

- 3

alul (z) (M+1) |z-u ™1 gmin) +

[ned
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n+2
€
X { dhil(z) C"————-l—g' dm{u) <
. zZ - u
j ’X Ljn(q: - DZ€(z))
n+l
cC € .
De donde se deduce:
n+1 v
1 13 e Lam | s S 0 (.00 e™ = ow(E,e)). /).
n o € €n+1

Observemos que 2.4.10 proporciona una mejor caracterizacibn

de R(X)f’n que la dada por Wang en [45] que afirma:

o~
RO(X)Pn tiene la misma adherencia uniforme que R(X) +

P - P ~
+La (X)2 + eee * La(X)m.

Para el significado de esta filtima expresibn, y para la demos-

tracidn de este hecho, véase [45].,



CAPITULO 3

APROXIMACION EN MEDIA DE ORDEN P

En este capitulo se estudia la aproximacidn en norma p , 15p<
<@ por funciones de R, (X) + R (X)g. Utilizando técnicas de inte-
grales singulares se establecen las proposicianes3.1.1. vy 3.1.2.;
esta filtima mejora los resultados 1.3.3. El teorema 3.1.6. carac-
teriza campletamente la adherencia en LP (3X) de la restriccidn a
9X de RO(X) + RO(X)g, Yy en particular, resuelve satisfactoriamente
el caso X = Q. En el caso 2 = {xs:xl5g(x) =0} = @ el problema
de aproximacibn que tratamos puede ser englobado en la teorfa de
aproximacién en P por soluciones de operadores elipticos, tema
gue ha sido estudiado por varios autores [22], [23], [32], algquno
de cuyos resultados aplicaremos a nuestro caso particular.L,os teo-
- remas 3.2.4 y 3.2,5. proporcionan condiciones para la validez de

la aproximacidn en norma p.

3.1, APROXIMACION EN MEDIA DE ORDEN P EN LA FRONTERA,

La primera parte del apartado c) derla proposicidn 3.1.1. fue
establecida por Brennan [4] utilizando que 5% = -7f en el sentido
de las distribuciones y aplicando el teorema de Schwartz. Aqui
se presenta una demostracidn directa, que involucra el c&lculo de
todas las derivadas. Recordemos que % designa la transformada de
Cauchy de £, Wﬁ los espacios de Sobolev y ; la transformada intro-

ducida en 1.1.
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3.1.1. Proposicibn. Supongamos que f e L log+ L (en particu-

lar si £ ¢ Lp(m), p > 1) y que su soporte es compacto. Entonces
casil por todo x £ R, y casi por todo y € R 1las funciones %(x,.) Y

f(.,y) son absolutamente continuas. En particular estas funciones

son diferenciables c.p.t. en R y, a demis, cumplen:

a) af (W) = ~nf(w) + f(z)——l——§ dm(z) c.p.t. wet
ax (z-w)
b) %ﬁ (w) = dvf(w) + 1 £(z) ! 5 dm(z) c.p.t. weCt
g {z~w)
c) 5% = -7uf ,aE(w) = £{z) -1-§ dm(z) c.p.t. weC
(z-w)

d) si feLP

¢ P
loc (€) (p > 1) entonces f ¢ W1 .

Demostracibén. Observemos que las integrales de los miembros

de la derecha son integrales singulares pues ;% no es localmente
-2 -21iT z

integrable, pero k(z) = ; = ‘214 = T 12 , por tanto k(z) es un

z z z

nicleo de Calderon-Zygmund (0.2.6). Definamos:

f(x-s,y-t) =

ui{x,y) = - —2—?“ dm(s,t)
S +
J
t) —— dm(s,t)
vix,y) = - J f(x-s,y-t) 52+t2 S,

Calculemos, en funcién de u y v, f(w),w = X+iy:

fow) = | £(z) —— dm(z) = |£(z)28E=% am(z) +
z-w | z-w

y=-im 2 gn = |f(s,t)
+1| £l TR @) (x-5) 2+ (y-t)
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+ j £(s,t) Y;t s~ ds dt = u(w) - iv(w)
(x=s) “+(y-t)

En virtud de un teorema de Calderon-Zygmund (0.2.10) resulta
que u(x,) y v(x,) son absolutamente continuas, por tanto también
lo es f(x,). De donde deducimos que f(x,) es diferenciable casi

por todo en R. Un argumento anflogo se aplica a f£(,y). Pasemos

a la demostracién de a). Sea x € R tal que f(x;p) sea absolutamen-

te continua. Para casi todo y € R(w = x+iy) se tiene:

- [ 2.2
3 (w) = L uw) -1 -2 vw) = ~mE(W+ | Elx-s,y-t) st asat
dx ax ax ] (s“+t%)
2st [ Re((E—-ﬁ)z)
- 1 f(X—S.,y-t) ——2—-—2-—-"2- dsdt = '-TTf(W) + f{Z)—-———'-z‘——- dm(z)
: (s™+t%) [ z-w|

J

= =2
si | £ BBAEZW ) gy () - st 4 | £2) 1 dn(2)
|z-w]| (z=w) .
Ahora teniendo en cuenta el teorema de Fubini deducimos que
existe un conjunto de medida nula en € en el complementario del

cual vale la f6rmula a),lLa demostracidn de b) es idéntica. c) es

consecuencia de a) y b). Demostremos d). 8Si f ¢ P 1a integral
singular Jf(z) ——l~—§ dm(z) pertenece a LP en virtud de 0.2.7.
(Z"'W) -~ ~
Por a) y b) se deduce que 3f existe c.p.t. en ¢ y CES eLP, (lo
8% X 3s
mismo con—=), de donde f ¢ WP //.

3y 1

3.1.2. Proposicién. Supongamos que f € L log? L (en particu-

lar si £ ¢ LP con p > 1), que su soporte es compacto y que gs[gum.
Se verifica que casi por todo x € R y casi por todo y ¢ R las fun-
ciones f(x,) y f(,y) son absolutamente continuas. En particular

son funciones diferenciables c.p.t. en R que cumplen:
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v

a) L) = - Ve + | L2 gzyam(z), c.p.t. wee
X Ix (z-w)
v ~ N

b) -a—f'-(w) = - -ai(w).f(w) + 1 (2) - éw) f(z)dm(z), c.p.t. we €
3y ay (z-w)

v .a
f = -3g.f + (z)- éw) f(z)dm(z), c.p.t. we €
(z-w)

v ~
c) 9f = -0gf )9

. v o
d) SigeDyuU-={z¢ ¢l5g(z) £ o } entonces f ¢ WZ(U)' si
fe LP(¢) y p > 1.

. v A -
Demostracién. De la igualdad £ = gf - gf c.p.t. en €, tenien

do en cuenta 3.1.1., se deduce lo referente a la continuidad abso-

v
luta. Derivando la expresibn anterior para f.

“’”:—gif-i'f"‘ g"— CQP-tc W€¢
Teniendo en cuenta a) de 3.1.1. obtenemos:

2£ (W) = —mgf(w) + [(gf) (2)—1— dan(z) - 22 £(w) + fgf(w)
3x (z-w) Ix

- glw) |£(z) —— an(z) = - 2L () £(w) + [LELZGL) £ gy an(z)
(z—-w) X (z=w)
Observemos que la integral que aparece en a) es una integral

de Lebesgue, ya que:

2)=9 (W) £(z) | s —1— |lpgll (l£(=) ]

{z-w) lz-wl

f(z)

Z=-W
demostracifén de b) es idéntica a la expuesta y c) se deduce de a)

y c.p.t. we es integrable sobre compactos (0.1.1.). La
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y b). Para demostrar d) hay que tener en cuenta que 34§-) es un
g
operador eliptico por 1.3.2. y aplicar los teoremas de regulari-

dad para los operadores elipticos [15], [32]. //.

3.1.3. Observacién. La condicién de¢ no anulacién de 3g, y el

suponer g € D parecen ser superfluos en d). Debe poder demostrar-

se que valen las siguientes igualdades:

a) =2 ‘Z"‘z‘w’ £(z) dm(z))= =dgnf - 29— |E2) _ an(z)
9x (z~w) X (2~w)

(z—w)

+ 2 { (z) - :gw) £(z) dm (z).

b) 2= (|29 £(5) am(z))= ag.mi £-29 (EEV gy
3y | (z-w) oy | (z-w)

+ 2i j (z) = §“” £(z) dm(z).

(z-w)

La integral J :Z)")§W} £(z) dm(z) es una integral singular,
. pr AR . . .

cuyas propiedades esenciales fueron &nunciadas por-A.P. Calderon

[10] y demostradas por C. Calderédn [11]. La demostracibn de a) y

b) podria basarse en un método anilogo al del teorema 3 de [91.'
Un caso particular del siguiente resultado fue establecido
por Hedberg en {Zﬁ]. Es una generalizacién de un hecho bien cono-

cido (0.1.7:}).

3.1.4. Corolario. Sea E un subconjunto medible de €, sea

h € LP(B) con p > 1 y supongamos que h = o0 c.p.t. en E, Entonces

h =0 c.p.t. en E.
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Demostracién. Escribiendo E como reunidn disjunta y numera-
ble de conjuntos medibles y acotados, podemos suponer que E es aco
tado y de medida finita y positiva. Recordemos gue para cualquier

conjunto medible casi todos sus puntos son de densidad lineal

(0.2.12) respecto a los ejes coordenados. Sea F = { 2¢ E/ h(z)=0}
Yy (xo,yo)e F en el cual h sea derivable parcialmente (en el senti-

do usual), y tal que (xo,y ) sea un punto de densidad lineal de F

o
respecto a los ejes coordenados. Como

L .m1(Fnt}xo-e, Xg ¥ e[ x{ yo 1)
im =1

14

£€=0 2¢

existe una sucesifn (xn) de términos distintos de X tal que para

todo n € N (xn, yo)e F. Entonces

h (xp,y) —h (xg,y.)

] b
X _ n xn xo

Andlogamente se razonaria para 3h (xo,yo). ‘Como -th = 3%h,
dy
se tiene h(xo,yo) = 0. Es decir h = 0 c.p.t. en F y, por tanto

h=0 c.p.t. en E. //.

Apliquemos este resultado para obtener una mejora parcial de

1.2.5.

3.1.5. Corolario. Sea E un conjunto cerrado de ¢, U un entor-
no abierto de E, g ¢ C2(U) y h € LP(E) con P > 1. Escribamos
S = {z € U/3g(z) = 0}. Supongamos que B = 0 c.p.t. en E-S, enton-
ces h = 0 c.p.t. en E-S.

Demostracibn. Escribiendo E como reuni®dn numerable de com-

pactos, podemos suponer que E es compacto. En virtud de 3.1.2. se
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v " -~
tiene Bh = -3g h c.p.t. en E. Por tanto h= 0 cip.t. en E-S. Apli-

cando el corolario 3.1.4. deducimos h=0 c.p.t. en E-S /7.

'Sea X un compacto de €, g € CZ(U) donde U es un entorno abier
to de X y denotemos por Rgp(X} la adherencia en norma p (1 £p<x )
de las funciones RO(X) + RO(X)g. La adherencia en norma p de

Ry (X) + Ry (X)g |,y sera denotada'(Rg(X)lax)p.

3.1.6. Teorema. Sean X y g en las condiciones usuales y es~

cribamos % = {x ¢ X|%g(x) = 0}. Se verifica, para 1 & p < =, que:
P rege P p
(Rg(X)lax) ={felL ‘3X"f|axnz€mg(x’la:xnz’ }.

Demostracidn. Sea £ e(Rg(X)'a{)p, entonces existen hn,

kn

fe 1P 3% v f]

£ RO(X) tales que f = lﬁm hn + 9 kn en Lp(BX); por tanto
BXﬁze(Rg(X)laxﬂz)p Sea h ¢ LY (8X), con 1<q % mk
el exponente conjugado de p, ortogonal a Rg(X)!B}{,es decir, para

£ e RO(X) + RO(X)g se tiene

fhdm=20
X

v
En virtud de 1.1.2, la funcibn h es continua en ¢, y por
1.4.1. nula en ¢-X, por tanto es nula en ¢~§. Se ha' de probar que
P P .
h es ortogonal a {feL”(3x) | flaxnze(Rg(X)laxnz) }. Teniendo en
cuenta 3.1.5. con E = 3X, deducimos que h = 0 c.p.t. en 3X-Z, por
tanto h estd concentrada en 3XnZ. Si 3XNZ = ¢ la conclusibn es

obvia. Supongamos que 0XNZ # @ y sea £ € tP(x),

l%m(hnﬁmh)

en Lp(aan) con hn,kn £ RO(X). Entonces obtenemos:

]

f.hdm = f.hdm = lim (h +g k) hdm
n
X 3XNZ 9XNZ



= 1im (h, +g k) hdm = 0. /7.

Evidentemente este teorema s6lo tiene interés si m(3X) > 0.
Un teorema de Hedberg [20] afirma que las funciones racionales con

polos fuera de E son densas en LP (3E) si 1$p<2. Asi que el re-

sultado precedente aporta nueva informacién s6lo cuando 25 p<e® ,
Ademés, seflalemos que Wang hablia demostrado la densidad de
RE(X)lax en LP(BX) en [43]. Sin embargo dicho autor utiliza la

transformada de Cauchy iterada, y no la transformada de h relativa

ag.

3.1.7. Corolario. Sean X, g y Z como en el teorema anterior.

Entonces, para 1 £ p < »

(Ry (%) 5,0 F = LP(OX) s y s6lo st (Ry(X) |,xnq)F= LP(2xn2)

Demostracién. Es inmediata a partir de 3.1.6. /.

3.1.8. Corolario. Sean X, gy Z como en 3.1.6. Supongamos

que ademés i = @®. Entonces, para 1 s p<®

Rg(X) - LP(X) st y s6lo sf RP(2) = LP(2).

Demostracién. Ya que, ahora X = 3X, aplicando 3.1.7 se tie-
ne Rg(X) = Lp(BX) sf y s6lo si (Rg(X)lz)p = Lp(Z). Hemos de pro-

P _ oP . ,
bar que‘(Rg(X)IZ) = R¥(2). La inclusién (Rg(x)‘zf’c:RP(Z) se:sigue
de que g!zeRp(Z), lo que se deduce de 9g = 0 en 2 (0.1.9). Como
o
X = ¢, el mismo método de demostracibn que 1.4.4. prueba que RO(Z)
. . . . P

C:Ro(x)}z (adherencia uniforme), y por tanto RO(Z) cKRg(X)lz) '

de donde RP(2) (R (X),,)F. /1.

Sinanjan demostrd [38] que si X es un compacto sin interior
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y 15$p<2 entonces RP(X) = Lp(x)° Aplicando 3.1.8. deducimos que
Rg(x) = LP(x) si 1 Sp<2y § = . Sin embargo una aplicacién di-
recta del teorema citado ya proporciona la conclusibén mis fuerte
que RP(X) = Lp(x), para 1sp<2 vy § = @.

Para 2 £p < « Sinanjan [381, Havin [19] y Hedberg [20],[21]

han dado condiciones necesarias y suficientes para que Rp(Z)=Lp(Z),

con Z compacto (con o sin interior), en t&rminos de distintas ca-
pacidades dependientes de p.

Seflalemos ahora una condicidén cf6moda gque permite asegurar

que(Rg(x)iax)p = LP(ax).

3.1.9. Proposicibn., Sean X, g y Z en las condiciones habi-

tuales. Supongamos que €-3XNZ sea conexo. Entonces para 1<$p< «
se tiene (Rg(x)lax) = LP(3x). ‘
Demostracién. Por 3.1.7. es suficiente pnﬂxu'qma(Rguniéxsgpg
IP(3XAZ) . Demostremos que RP(3XA3Z) IR (X) | B‘an)p° Eilo es debi-
do al hecho que, por el teorema de Runge toda funcidén de Ro<axnz)
se aproxima uniformemente sobre 3XNZ por polinomios. Ahora el teo-

rema de Lavrentiev permite afirmar que Rp(éXnZ) = LP(BXOZ), lo

que concluye la demostracidn.

3,2, APROXIMACION EN MEDIA DE ORDEN p EN COMPACTOS CON INTE-

RIOR.

Veremos en primer lugar condiciones necesarias de pertenen-

cia a Rg (X). El siguiente resultado es an&dlogo a 2.1.5.

3.2.1. Proposicibn. Consideremos X, g y Z en las condiciones

‘habituales. Si 1 s p <« y f ¢ Rg (X) , entonces se cumple :
o
a) Existen funciones h,k holomorfas en X~-Z tales que



~90-

£ - 2,9 f 2
= h + gk (por tanto £ ¢ C°(X -~ Z) y (=) = O en X-2).

. 5g
b) £ ,erP(2).

|12

Demostracifn. El argumento es semejante al de 2.1.5. S6lo

hay que tener en cuenta que si f € Ry (X) + R, (x)g Yy f +* £ en

P (x), entoncesa( af, 2 n , converge débilmente en x-z hacia 5(

39 5‘3

{en el sentido de las distribuciones).

La parte b) es consecuencia de que glzeR(Z)c rRP (2} . //.

En el caso en que 2 = @ escribiremos Lg(x) {fng(X)la(-ﬂ)“
g

%]

= 0 en g}. A la vista de 3.2.1. es natural preguntarse cuando
Rg{x) = igtx). Este problema ser& analizado en esta seccibn. Vea-
mos previamente un resultado que reduce este problema de aproxima-
cidn a uno de aproximacidén en §(1a definicibn de Lg (§) es la ob-

via).

3.2.2. Proposicibn. Sea X un compacto de €, una funcidn

de clase C2 en un entorno de X, tal que 3g(z) # o para zeX y
1Sp< «®, Entonces se tiene Rg(X)Az LS(X) s y s6lo si Rp(x,[; =
= Lgtg). o
Demostracidn. Supongamos que Rg(x) = Lg(x). Sea fe¢ Lg(x)
y consideremos la funcidn f obtenida extendiendo £ por cero a to-
do X. Entonces fe Rp(x) Yy, a fortlorl, fl° = £ € Rg (%); Su-
pongamos que Rg (X)IX = Lg (g) y f¢ LS (X) . Procediendo por dua=-
lidad, teniendo en cuenta el teorema de Hahn-Banach, hemos de pro-
bar que si h € Lq(X), g el exponente conjugado de p, es ortogonal
3 ‘RO(X) + RO(X)g entonces JX fh dg = 0. En virtud de 1.4.1
h = 0 en ¢~-X, y por continuidad, en €-X. Una demostracifén andloga

a 1.4.4. prueba que cualquier funcibn de Rc(i) + RO(§)g se aproxi-

ma en Lp(i) por funciones de RO(X) + RO(X)g. De aqui se deduce
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o] (o)
que h es ortogonal a Rg (X). Como fe¢ Lg(x), entonces fe:Lg(x) Y.,

por tanto, f€ Rglg) de donde

J £h - j . £.h.dn =0 /7.

La idea de demostracién de 3.2.4. esti inspirada en un artf-

culo de Bagby [2], en el cual se presenta un argumento parecido pa

recido para funciones racionales. Previamente necesitamos un lema

sencillo.

3.2.3. Lema. Sea U un abierto de €,Z un subconjunto cerrado

contenido en U y h € Wg(U-Z) 1Ssp < @ , mMme N. Si vy es una fun-
ci6én de clase C" en U, vy = 0 en un entorno de 2 y con derivados de
orden < m acotadas en U, entonces y h ¢ wﬁ(u).

Demostracién. Sea h la funcién localmente integrable defini-
da en U asignando a los puntos de Z el valor o y en U-Z el valor h.
En virtud de la fé6rmula de Leibniz de derivacidén de distribuciones,

se tiene:

o

D% (yh) = (%) Py 0* ), als m

)
8] & |l

Es fa4cil-comprobar que (Dsy) DOL"B h coincide c,p.t. con la

funcién que vale 0 en 2 y en U-2Z vale (of Y y(0*® n). Adenmss

I @f o*Fn |l sw |l o*f

P(y-

De donde Yh

Yh € WP (U) | /1.

3.2.4. Teorema. Sean X, g y 2 en las condiciones habitua-
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les. Supongamos que 1 < p < 2 y que £ ¢ LP (x) cumpla

a) 3(35) = 0 en X-z

3g

b) £ es holomorfa en un entorno de 2.

Entonces f ¢ Rg (X).

Demostracién. Sea g tal que—;— + %}-—: 1, asi que 2<qg<= . Si

h e Lq(X} y es ortogonal a RO(X) + Ro(xk;se ha de probar que

[X f.h.dm = 0. Obviamente h es ortogonal a RO(X), y h es continua
: o

en € (0.1.6.), por tanto h = 0 . en ¢-X, de donde h = 0 c.p.t.
o
en ¢-X por 3.1.4. Sea U un entorno de 2 en el que f sea holomorfa

o
y escribamos X = w Y © donde:

o
w es la reunibn de las componentes conexas de X gue no cor-

’tan alUy

2 es la reuni6n de aquellas que cortan a U.

Tenemos W N\ U = @. Veamos que la funcién‘f es holomorfa en
. Sea G una componente de ; que’corta a U. Tendremos:

f = k1 + gk2 en G-Z, con k1,k2 holomorfas en G-Z.

Como f es holomorfa en G f} U, deducimos:

0 = 5f = k., 3g en (GAU)-2Z (1)

Caso 1: (GAU) - Z # ¢. De (1) se infiere que k2=0 en (GAU) -
2. Si vemos que toda componente de G - Z corta a U deduciremos
que k2 =0 en G - 2, es decir que f es holomorfa en G. Sea W una
componente de G - Z y supongamos que WnU = @, entonces 3WNZ C
WNU = @#. Como W es una componente de G - Z obtenemos que 3WC 3G

y de aqui:

WAG = (AWAG) U(WNG) = WNG

w,

es decir, W = G ( G es conexo), lo que lleva a la contradiccibn
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@ =WAU =GNU # g.

Caso 2: {(GAU) - 2 = @#. En esta situaciébn GNUC Z, luego

GNUCZNGeUNG ,
de donde § = GNU = 2N G es un abierto y cerrado de G. Por con
siguiente G = GNUCU y f es holomorfa .en G. Asi queda probade

que f es holomofa en Q. Escribamos:

fhdm = o £f hdm= fhdnm + f h dn {(2)
X X W Y]

- ~ O _0
Ahora bien, como gq>2 y h = 0 en ¢-X, tenemos que h w,q(x)
o
{0.2.5.). Por tanto existen funciones ?n € D{X), tales que §?nl* 3h en

o
Lquo, luego en L9 (2) . Teniendo en cuenta que f es holomorfa en

y %h = -th c.p.t.:

f

fhdm= - f Sh dm = lim -

— fﬁvndma
1) T la n T Ja

[{]

lim (- - { S(ev)dm - 1 | (35). ¥ dm)=
n m JQ kil Q n

1]

1im - 1 S(£ ¥ ) dm.
n T

Para cada n ¢ N, Kh = SOp ?nn ! es compacto. Aplicando el
teorema de Stokes a un recinto cuyo borde sea una poligonal en @

que rodea a Kn, deducimos que ] fh dm =0
194

Ahora hemos de demostrar que j f hdm=20, Elijamos una
” W
funcibn ¥ ¢ C (C) que valga 0 en un entornoVde 2,V cacVcuy

v
1 en un entorno de ¢~ U En virtud de 3.2.3. y 3.1.2. h ¥ pertene-

. . v o o
ce a wg (C). Adem8s h¥ = o en (C-X)UV, por tanto h¥ ¢ wzq(§:V)a

Asf deducimos la existencia de funciones ?n € D{€) con SQ?‘?n.cz
. g

v %g 4
X-V y Wn + hV¥en qu(w). A fortiori se tendra §(-E) -+ 3(222),5
39 39
= 7th¥Y = 1th en Lq(w), pues ZNw = ¢. Ahora:



f v
£h = 1 J £, 3¢3L, |

'n' —

‘w w 99

[

=umd [ £, 520 < 14n 1 [ 3e, Bm (3)
n w g n m 39
’ w

Ahora bien, en w f£f es h+gk con h,k holomorfas en w, de donde

3f = k3g, por tanto en (3) se tendri:

SR RTINS P2/ R B P PR
n

n Tt 3g T
w w

Esta filtima igualdad se razonarfia de modo anilogo al detalla-
do anteriormente para (. De todo lo anterior se concluye que

jx fhdm =0, o sea, f ¢ Rg(x). //.

Tampoco aqui, la condicibn b) puede ser reemplazada por
flz'eRP(Z), como se verd en el ejemplo 3.2.12.
Escribiremos (Wg)x = {f € Wg (T) lf:O en €-X} si X es com-

pacto, 1£qg < ©® ym¢e N,

3.2.5. Proposicibn. (Polkihg). Sea X un compacto de €, g

una funcién de clase C2 en un entorno abierto U de X tal que para
todo x € X 9g(x) # 0. Entonces si 1<p< ®» y g es el exponente

o_ o
: ; P - 1.P dy w4
conjugado de p, se tiene Rg(x) = Lg(X) si y sblo si (Wzgc-wz(x).

o. O
Demostracibtn. Supongamos gque (Wg)x = wg(x). En este caso
el operador 3 ( Eni estd definido en un entorno U de X, y la demos
3g
traci6n de 3.2.4. puede ser reproducida pues el hecho esencial usa-

o _ o
q - q
do era que (WZB( = W, (X).

Supongamos que vale la aproximacibn Rgp(x) = Lgp(x). Veamos
que el operador 3( E-'-) proporciona una aplicacidn bicontinua en-

d 1
tre (W9 v (R(X) + g R (X))
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D, = 503w

1 q
g % y > (RO(X) + g RO(X)) < L3 (X)

Si he (qu)X entonces 0 ( %)E(RO(X) + g RO(X))‘L.

En efecto se ha de probar que:

]Dg h.f dm = 0, para feRo(X) + R (X)g

X

Elijamos una funcidén Y ¢ c” que valga 1 en un entorno de X

y cero fuera de U. Tendremos:

LIDg h.f = [ (ng h) (Yf) = ( h.ng(‘Pf)= J h]Dg(f)=0
c C X

Veamos que ID_ es exhaustiva. Si.he(Ro(X) + RO(X)g)‘L enton-
cesz = 0 en €C-Xy he qu(U); Pbr tanto \l:e (Wz'q)x yIDg\l'/l = h'La
aplicacién IDg es continua por la definicién de norma en el espacio
qu, y es inyectiva por 1.3.2. (observemos que su inversa
es h — ;) . La continuidad de ‘la inversa es consecuencia
del teorema de 1la aplicacién abierta. BAhora, se probara
la densidad de D(}%) en (qu)X demostrando la densidad de IDg(D()Cz))
en (R (X) + RO(X)g)J'. Procederemos por dualidad. Sea fe LP(x),

tal que para toda V¥ eD(%) se tenga:

M v). £dm =0
. g9
X
Entonces :\Dg £f =0 en ﬁ, por tanto feLgp(x) = Rgp(x) » de don

de, si k e(Ro(X) + Ro(x)g)'l' = Rgp(x) tenemos J k £fdm =0 //.

Este resultado fue demostrado por Polking en [32] , para una
clase de operadores elipticos que incluye, por 1.3.2. a]Dg. Aqui
se ha incluido una demostracidn para mayor completitud de la expo-

sici6n. E1l problema de aproximacibén queda reducido a un problema



-96~

de estabilidad en espacios de Sobolev. Veamos el estado actual

de dicho problema.

3.2.6. Definicibn., Sean me¢ N, 1< g< « y.X un compacto de

Rd. K es (m,q) estable sf y sélo si (Wm ”g = ﬁmq 8.

No son conocidas condiciones necesarias y suficientes para
la (m,q) estabilidad, salvo para el casom = 1 [32].

Actualmente se conocen s6lo condiciones suficientes de esta-
bilidad que enunciamos a continuacién. Necesitamos previamente

varias definiciones.

3.2.7. Definicién. Sea s € R. El nicleo de Bessel de orden

~ - N -
8 es la funcidn G cuya transformada de Fourier es Gs'(x) .—.:(1+]x|2) /2.

Es 'm8s cbmodo definir el nGcleo de Bessel a través de su
transformada de Fourier que directamente. Para un estudio de las
propiedades de Gs véase Stein [39]. Es interesante resaltar la re-
lacién de los nficleos de Bessel con los espacios de Sobolev, esta-
blecida por Calderdn (vé&ase la demostracibn en [39]):

"fe:wmp, 1< p< = siysblosi f = Gm*g con g ¢ 1P, Ademss exis-

con> otat que A gl 5l ll oy 5 llsll e

3.2.8. Definicibén., Para cada conjunto E C rq la (s,q)=-capa

cidad es:

Cy (E) = tmf { Ilg”g | 920, G*g 21 en E 3.

Esta capacidad, que ha sido bien estudiada por varibs auto-

res [23], [32], tiene buenas propiedades, es subaditiva, es conti-
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nua por la derecha y todo boreliano es capacitable.
Una propiedad se dice que vale (s,q) c.p.t. si es vidlida

salvo para un conjunto que tenga (s,q) capacidad cero.

3.2.9. Proposicién; Un compacto X< € es (2 , q) estable

si verifica alguna de las siguientes condiciones:

a) q > 2
¢, ,q(B §{x)-X)

- 1-g
§2-9_ (109 %) 5

b) 1< g2 y lim in £
3

‘(2,1) cip.t. xe 3X.

L4

c) 1<gs2 y } 1:2"(2"1)01
' n=1

1
B (x)-x)|FT =+ =
9 L n

{2,1) c.p.t. xe 3X.

La condicidn a) fue establecida simultaneamente por Burenkov
[8], Hedberg [22] y Polking [32], b) y c) fueron~eétable¢idas por
Hedberg en [22] Yy [23]. Estas condiciones no son necesarias. En
el caso R = ¢ hay condiciones necesarias y suficientes estableci-
das por Polking en [3é]. Existen compactos que no son (2,2) esta-
bles (véase Hedberg [23], teorema 3.14), para estos compactos no
vale la aproximacién Rzg(x) = ng(X), siendo g ¢ c? con dg(z) # 0
para z £ X.

Si no se supone que Z = @, el problema de determinar RngX)
parece ser dificil (véase 3.2.11). Veamos dos casos particulares

de tal problema.

3.2.10. Proposicibn. Sean 1<p,q < =, + =1, y sea X

1,1
P g
un compacto de € (2,q) estable. Sea g ¢ C2 en un entorno de X y
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supongamos que (x~-2) \ 2 = ¢. Entonces se verifica:

o]
Rgp(X) = {fetP(x) | S(gi) = o en X-2 Yy flz erRP(2)}  (4)
g

Demostracién. Por las hipbtesis sobre Z es f&cil comprobar
(o}

que X = X-Z U Z2 vy 2 X-7z V 2 (ambas uniones disjuntas). Veamos

9. —
que X-2 es (2,q) estable. Si h ¢ wzq y h = 0 en €-(X-2), entonces
h =0 en C¢-X, por tanto, existen funciones Wn € D(%) con ?n =+ h

en wzq. Consideremos una funcidn ¥ € D(C€) gque valga 1 en un entor-

no de X-2 y O en un entorno de Z. Se tendra Wm Y € D(X-2) vy

Y, ¥ - hy = h en wzq. Esto iltimo es consecuencia de lo siguiente:

la aplicacién ge{ u e C | l|u||2 gq<® }»¥ 2 e {uec”/
7
{Iu” 2 <o} es continua para la norma'll [I (en virtud de la
4 2,q
£6rmula de Leibniz), y {uecC | |[u|[2 . <©} es denso en qu(0.2.4.)
’

Observemos que toda funcibén perteneciente al segundo miembro de (4)

puede ser aproximada en Lp(x) por funciones que verifican §(§£)= 0

° 3
g
en X-Z y son holomorfas en un entorno de 2. Ahora se aplica un

argumento idéntico al del teorema 3.2.4. para deducir el resultado.

/7.

Veamos ahora otro caso particular andlogo a 2.2.7. pero de de

mostracidbn m&s sttil.

3.2.11. Proposicibén. Sea X un compuesto convexo de € con

Oezﬁ. Supongamos que 1sp< =y n € N. Entonces Rgn (X) est8 forma
= 2
do por aquellas funciones de LP(X) tales que existan h,k holomor-

fas en R con £ = h + 2k c.p.t.(dm).
Demostracién. Utilizaremos las notaciones de 2.2.7. Si
P : . . -n
fe R__n (X) entonces existen polinomios Pj, Qj tales que Pj + Z7 Q.

z J.
f en Lp(x). Calculemos los coeficientes de Fourier de
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-1 hong
(pj + z Qj)(r‘) para r<r_, donde r, s tal que D(O,ro)CIgz
A
-n
(Pj + Z Qj)(r.)(m) = 0 si m< -n (5)
FaN “2n

. =N 1 n - -
(Py + 2" 0)) (x.) (m) = = e int Qj(reit)e imtae .

5 _ .
- rn+mbr(12x)n si -n€m< oy si Qj -_.zb‘;’zk {(6)

k
Ahora bien si m e Z, aplicando la desigualdad de Holder:

A 27
E(ra) (mi-(py + 27040 (ro) (m) el | e et )= (242 0 ret e at
2

o]

kil
|| £ixett) - (Pj+Ean)(reit}|p at (7)

n
2 0

Multiplicando por r, e integrando en (7) obtenemos:

3 A

O A

lf(r.)(m)~(Pj+5an)(r.)(m)lrdrs lf(z)-(Pj+z““oj)(z)lpdm(z)
o X

De donde se deduce:

r
O

lim l%(r.)(m)~(9j+znqj)(r.)(m>}rdr =0 (8)

] + 4+
J O

uniformemente respecto a m.

En virtud de 3.2.1. existen funciones h,k holomorfas en

2- {fo} y £ =nh + z'k. Consideremos los desarrollos en serie de
Laurent de h y k en 0:

hiz) = | ajz’ ., k(z) = | by z?
5 ,

J
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Como en la demostracidn de 2.2.7. se tiene, param ¢ Z

p _ m 2n+m
f{r.}) (m} = an r o+ bn+m r

Sim< -n, por (5) y (8) se tendra:

l ap ¥ o+ bn+m r2n+m ] rdr = 0

Por tanto a, = 0y b, im0 (m < -n). De donde se deduce
que k tiene una singularidad evitable en 0. Si -ns<m<o por (6) ¥y

{8) obtenemos:

o .
m (J) 2n+m _
l;m lam ro+ (bn+m - bn+m) r [ rdr = 0.

(o)

Ya que una parcial del integrando en la relacidn precedente

converge puntualmente a O c.p.t., podemos suponer:

m+1 . (3) 2n+m+ 1 _
l;m a. r + (bn+m ~b i) T = 0, c.p.t. rg{o,ro

de donde lim a_ + (b -bl3y 2 L, ¢ p.t. re [o r ]

joreo m n+m n+m PR /"o

(3)
Por tanto existe %ig bn+m = Bn+m y asi:
2n
a.+ (bn+m -B ¥ =0, c.p.t. re [o,r;]

De esta filtima igualdad se deduce an = 0 para -=nsm < o, con
lo que también h tiene una singularidad evitable en O.

Reciprocamente, supongamos que £ = h + z™ con h,k holomor-
fas en X y feLP(X). Sea (r,) una sucesidn de nlimeros reales con
limite 1 y tal que o < r, < 1. Consideremos la funcidn f(rm.) de-
finida en un entorno ;l— X de X. Veamos que f(rm-)~* f en Lp(x).

m
Se tiene f(rmx) + £(x) en todo punto x € X y ademés:
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p P P
e ol = | £ 2| aniz) = <15 tf(u)l dm(u) =
P r,
X rmX
P e P P
= |1 lf] dmw-22 !f(u)l am(u) = || €] .
r_ 2 r X P
m . m
X X

Hemos tenido en cuenta el teorema de la convergencia dominada.
Asi pues f(rm-)«~>f en LP(X) [36 ., DP&g. 76]. Pero cada
f(rm.)e RE (X) por el mismo argumento que en 2.2.7. Asi deduci-

n
P(x). /7.

2z

mos que f ¢ R_n
z

Esta proposicidn proporciona ejemplos que demuestran que la

condicidén b) de 3.2.1. no puede ser rebajada a f|ZE:Rp(Z).

3.2.12. Ejemplo. Sean X = D(o,1) y g(z) = 52. La funcidn
f(z) = z2 % verifica en X - {o} la ecuacién 5(%2) = 0; adem&s

0g
f e LP(X) y fl{o}e:Rp {o} = ¢ y, en cambio, f ¢ R_, (X) por 3.2.11.
z



CAPITULO 4

APROXIMACION EN NORMA Lipo Y EN NORMA

C' EN COMPACTOS CON INTERIOR VACIO

Comenzamos este capitulo estudiando la aproximacién en norma
Lipa (0 < g < 1) por funciones del modulo RO(X) + RO(X)g. El teo-
rema 4.1.5. caracteriza completamente la validez de tal aproxima-~

cidn con la hipb6tesis adicional R(X)

C(X) . Para obtener un resul

tante general de aproximacidn para %

rar el m&6dulo RO(X) + g RO(X) + g2 RO(X) como muestra el teorema

¢ ha sido necesario conside

4.3.3. (éste constituye el principal resultadoe de este capiﬁulo).
Este capitulo concluye con un teorema del tipo de Hartogs-Rosenthal,

en norma C1, para el mddulo RO(X) + RO(X)g.

4,1. APROXIMACION EN Lip @ POR FUNCIONES DE R, (X) + R (X)g,

En esta seccidn utilizaremos, como recurso b&sico, la trans-
formada de Cauchy de una distribucibn, siguiendo a O'Farrell [27].
Consideraremos sobre un compacto X de € los espacios lip(y ,X) v
Lip(q,X) para o<a <1 dotados de la norma usual para la cual son
espacios de Banach (0.1.8). Como siempre g ser& una funcién de
clase C2 en un entorno de X. Si T es una distribucién de orden 2
con soporte incluido en X, entonces tiene sentido T (f) para feRqu+
+RO(X)g. Al efecto de aplicar una tal distribucidn a una funcién
f de RO(X) + Ro(x)g supondremos que f ha sido extendida a una fun-

cidn de D2(¢), que designaremos con el mismo simbolo. Si T es una
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A
distribucibn a soporte compacte compacto, recordemos que T designa
N
la transformada de Cauchy de T. (0.1.24) y T la transformada in-

troducida en 1.1.

4.1.1. Lema. Sean X y ¢ en las condiciones anteriores, y sea

T una distribuci6én de orden 2 con soporte incluido en X. Se veri-
~fica: T es ortogonal a RO{X} + Ro(x}g si y sb6lo si sop %c:X y 3 %
es ortogonal a R,(X).

Demostracidn.==> ) Supongamos que T es ortogonai‘a Ra(x) +
R (X)g. Si yeD® (¢) y sop ¥NX = &, |

entonces

P(w) = { vi(z) dm(z) es holomorfa en un entorno de X,
Z-w

por tanto T(y) = - T(y) = 0, de donde sop TCX. Sea hEZRO(X),‘ Re-

cordemos que OT = -og.T por 1.3.3. Entonces:

-~

((39)T) (h) = T((39).h) = -T(3g.h)
Ahora, 3((3g.h)) = =13g.h = ~713(hg) en un entorno de X, por
tanto (§g.th = %k+hgnr en dicho entorno, de modo que T €(§§.hf\§ = 0.
<=} Reciprocamente, sea T con sop % <X vy -Eg.% ortogonal a

RO(X), Se tendri, para £ = h+gk ¢ R (X) +R (X) g

"

o
12 -
;{'T {3f) =

w3
(= Y

1= _
(£} - P {£} =

17 (5.x) =1 (Fg. T (k) = 0

=B
5 |-

La hipbtesis sop TC X es necesaria para que tengan sentido al

gunas de las igualdades anteriores. //.

El lema siguiente es bien conocido. Sin embargo como no te-
nemos ninguna referencia bibliogréfica, incluimos una demostracidn.

O'Farrell en [§1] demuestra un resultado de este tipo para el ope.
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rador de Vituskin. Alguna idea de la demostracibtn es debida a
Dolzenko [ﬁ{].

4.1.2. Lema. Sean o< a < 1 y d> o. Existe una constan
te K que depende s6lo de & y d tal que para toda V¥ € L~ (€) con

§(sop V) £ d se tiene:
vl gkl vl

Demostracidén. En primer lugar observemos que: -

e I, ¢ 2nallvll. (1)

En efecto I@(x)l = | %é%l am(z)|s [l vl | - 1 am(z)
T IZ-xl
sop ¥

‘S“w ”m 2rd esta QGltima desigualdad es consecuencia de 0.1.1. y de

m(sop W)Sndz. Sean x,y € €y sea o<r = |x~-y|. Si [x-y]za

entonces; teniendo en cuenta (1):

lwl(i);ipéy)l. : Za loll_ s 4;ad Il vll,

Supongamos ahora r = |x-y|< d. Tendremos:
o) - | = | [d)(z) (x=¥)  am(z)|s
(z—x) (z-y)
sedlvll [ ! dm (z) (2)
sop ‘p tZ-X' ‘Z-Y. » ]

La acotacibn deseada es no trivial s8lo en el caso que

d(x, sop p)sd (6 4 (y, sop y)s d). Definamos los siguientes

conjuntos:

A= {z e sop V| | z-x|s L} , (Si zeA entonces lz-y |2 L ,
2 ‘



-105~

B= {2z ¢ sop wI]z—y|S~£ }, (si ze B entonces |z-X|2 )
2 2
: X : 2
c= {z € sop V| |z-x|2 |z=y ]>=}, (si z=C entonces |z—x|| z-y|4 z=y | D)
2 .
D= {z € sop ¥ | |z-¥]> |'z-x'1>£ }, (si zeD entonces |z-x | z-y |>z-x |2).
2

Acotando en (2) obtenemos:

(2) scllyll_ l %{ 1 am (z) + 2 L dm(z) +
A

| z-y]| D |z-x|
Cc 3d
s | ‘P“w (% /n2. _1_',2 + 47 -i-ds)’ =
4 2

= || yll, (an + 471 29
r

- Teniendo en cuenta que 1ln 6d < -—TC—
r

~ " (r > o) siendo C una cons

tante que depende de o y d, resulta:

o) - o) lsan Ly Nl =+ cllyll s
s @rada'™® v o) | x=9® llvll_

de donde se obtiene la conclusidn. // .

4.1.3. Lema. La aplicacién definida de c! (€) en lip (a,X)

(o< a<1) asignando a wec1(¢) el elemento "’lx' es continua.

Demostracibén. S6lo hay que tener en cuenta la desigualdad-

siguiente obtenida por el teorema del valor medio:

vl syl + s’ [y | /1.
X X

lip o

Sea $¢clip (d,X)' , designaremos por ¢1 la distribucién de or-
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den 1, con soporte incluido en X, definida por:

b0 = ¢ (¥,) para b € C'(€)
Esta definicibn es correcta por 4.1.3. Observemos que si

1
esto iltimo es obtenido mediante un argumento standard de regula-

¢, = 0o entonces ¢ = 0o, debido a la densidad de C1(¢)|x en lip(a,X);

rizacié6n.

4.1.4. Lema. Sea ¢ una forma lineal continua sobre lip(a,X).

Supongamos gque soOp ¢1 € X. Entonces existe 1 € M(X) tal que para

‘todo ¢ ¢ C1(¢) se tiéne:
¢, (W) =4 v du.
X
Demostracidn. Sea § € C1(¢) entonces, por 4.1.2.,

6,1 = | othp lscan lvl,

Ahora s6lo hay que tener en cuenta el teorema de representa-
cifn de Riesz. Un argumento semejante al que ser8 explicitado

en 4.3.2. probaria que ¢1 es una medida absolutamente continua

respecto a dm. /7.

4.1.5. Teorema. Sea X un compacto de € tal que R(X) = C(X).

Sea g una funcidén de clase 02 en un entorno de X y escribamos
Z = {xe:x|5g(x) = 0}. Entonces si o < a < {:

RO(X) + RO(X)g es denso en lip (a,X) si y sblo si RO(Z) es

denso en lip (a,2).

Demostracidn. <=) Supongamos que RO(Z) es denso en lip (a,2).
Procederemos por dualidad y supondemos, como de costumbre, que

g estli extendida a todo €. Consideremos una forma lineal conti-
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nua ¢ sobre lip (a,X) ortogonal a RO(X)+RO(Xk;. Entonces ¢1 serd

una distribucibn ortogonal a RO(X) + RO(X)g y por consiguiente

A -
sop ¢1 ¢ X. El lema 4.1.1. asegura que 3jqg. ¢1 es ortogonal a

~

RO(X). Por 4.1.4, ¢1

Ya que, por hip&tesis R(X) = C(X), deduciomos que 3g ¢1 = 0¥y

es una medida y, a fortiori, ‘Egl¢1 tambié&n.

de aqui ¢1 = 0 en C-Z2, es decir sop ¢1<: Z, luego ¢1 es ortogonal
a RO(Z). Para concluir que ¢1 = 0, en vista de la densidad de

RO(Z) en lip (o ,2), es suficiente probar que:

oy mylscllbll 30 (q.q hEC (@,

donde C >0 no depende de h.

Necesitamos el siguiente hecho:

f € lip(a,2) v £ = 0 en 2 entonces ¢ (f) = o
Lo anterior est8 claro si f ¢ C1(¢) y £ = o en un entorno
de %, puesto que sop ¢1 C 2. Para tratar el caso de una f arbi-
traria, razonaremos como sigue. Sea K un entorno (en €) compac-
to de X y supongamos que f se ha eXtendido(por 0.1.26) a una fun-
cibén de lip (a,f) (en particular f € lip(a,K)). Aplicando resul-
tados deRSherbert [50} existen fnelip (o ,K), fn = 0 en un entor-
no de Z tales que fn+ f en lip (a,R). Considerando convoiucibnes

de las fn con una unidad aproximada podemos suponer adem&s que

fhe Cﬁ(m), con lo cual ¢(f) = 1lim ¢(f
n

an) = 0.
Denotemos por E: lip(a,Z)— lip (o,X) el operador lineal
continuo de extensibn cuya existencia se discute en 0.1.26. Sea

h eG:1(m). Entonces:

¢ () = othy) = ¢(E (h),)

porque h|x Yy E(h|Z) son funciones que coinciden con h 5 €n Z. De

aqui:
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leqmr  stiell el Wall o,z =Clbll Lipa,z)

lo que concluye la primera parte de la demostracién.

=~>) Reciprocamente, si RO(X) + g RO(X) es denso en lip(a,X),
teniendo en cuenta el teorema de extensibn 0’1'26f Y que glz es
limite (en virtud de un teorema de O'Farrell (0.1.9) en lip(c,Z2),

de funciones de RO(Z), resulta clara que RO(Z) es denso en

lip(a,2). /7.

4.1.6. Corolario. Sean X, g y Z en las condiciones habitua

les y supbngase que R(X) = C(X). Son equivalentes:

a) Ro(x) + Ro(x)g es es denso en lip(a,2).

1+0 r1+a

b) Existe ¢ >0 tal que M (D-2) =z c para todo disco

abierto D de radio r.
Demostracitn. Hay que tener en cuenta el teorema de O'Farrell

(0.1.21) y 4.1.5. : //.

4,2, RESULTADOS PREVIOS PARA LA APROXIMACION EN NORMA LI1Pa

POR_FUNCIONES DEL MODULO R_(X) + R, (X)g + R_(X)d°,

4,2.1. Proposicién. Sea G un abierto acotado de € con
1

frontera de clase C' a trozos, U un abierto que contine a G y
f,geC?(U). Supongamos que f es holomorfa en un entorno de

{we G/3g(w) = o}. Entonces se verifica, para cada we G:

f(w):_..l_ _f_(_z.).. Az .._1_. Fi (z) (z)-g (W) az +
27l | z-w 27i | 3g Z-W
3G G

b — _._1_ D (£f) (2) 19(2)-9(W))2 dz -
271 29 g zZ-w
oG
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- 2
-l m, (%ﬁ)(z)ig(z)~g(wn dm(z),
2" c g Z—W

dondelbg designa, como siempre, el operador 5(%—).
g
Demostracidn. Fijemos un punto we G y elijamos € > o tal que

el disco cerrado De = D(w,c) esté& contenido en G. §8i Ge = G~DE,
resulta que Gg‘es un abierto acotado, con borde de clase 01 a tro-
zos. Dotemos a BG€ de la orientacidn inducida por la usual de Ge'
Consideremos la siguiente forma diferencial de clase C1 en un en-

torno de §E:

Q(z)

[H]

a =

2
D. (£) (z) lglzl=g)® 4
g AR

Utilizamos el mismo convenio que en 1.2.1. respecto
al simbolo —— IDg (f). Se procede como en 1.2.1. aplicando el teo

rema de Stokes:

J an = { Q (M
G
€

Calculando en (1) se obtiene:

2 )
mgt-?—i)(z) lg(z)=g)” 33 a2z

L Z-W
GE:
| 2
2 | mg(e)(z) HE=) gz 00z | Lo £02) (g(z)-gw) ..
JG, Z=w YL zZ-w
2
- éL.IDg £(z2) (9(2)-Q(W)) az (2)
JC(w,€) g Z=-W ‘ ,
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Razonando de modo idéntico a 1.2.1. obtenemos, haciendo ten-

der € a cero en (2):

Z-w

- 2 i

[mg‘%gnz)fg‘z"g‘w” dm (z) +2 {mcﬁfuz) (219 an(z) =
39

G G

2

Sl A g [g2I=g)” 4, (3)
2i 5g ¢ Z=W

3G

Ahora s6lo resta substituir la segunda integral de la dere-

cha en (3) por su valor:

2 £(w) - 1 f(z) 5, , 1 9f (z)g(z)-g(w) dz
1 Z-w i 39 z-w
3G 3G

dado por la f&6rmula 1.2.1. /7.

4.2.2, Corolario. Sean g e<:3 (¢) v £ ¢ D3(¢). Denotemos

por S el conjunto {w € €/ 3g(w) = o}. Supongamos que f es holo-

morfa en un entorno de S, entonces se verifica, para cada we C:

- 2
fw) = —— | m_(2E) (z) {82V =g )" 455
2 9 99 Z-w

Demostracibn. Se procede del mismo modo que en 1.2.2., uti-

lizando 4.2.1. /7.

Las propiedades deIDg establecidas en 1.3. son vilidas para
el operadorng(%;). La interpretacidn del corolario precedente,
en el lenguaje de las distribuciones, es la misma que en 1.3.1.
No nos entretendremos en estudiar detalladamente el operador

3
D_(—).
g 3q
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Supongamos que g € C1(¢). ‘Denotemos por X (no por 2g) la

funcidn boreliana de € x € en € definida por:

L (z,w)

It

kg (24W) (g(z)-g(w)) z,weC

donde kg es la funcidn de 1.1.

En el siguiente lema resumimos las importantes propiedades

de .

4,.2.3, Lema. La funcidn £ verifica:

a) % es separadamente continua y localmente acotada en € x C.
b) Para cada compacto K € €, las funciones %(z,.) z € K son
uniformemente localmente lipschitzianas , es decir, para cada com-

pacto L:

Iz(z,x) - 2(z,y) | sM(g,K,L)lx-y[, z eK , x,yeL.
Demostracidn. Ya que &(z,w) = -2{w,z), basta demostrar la

2
continuidad para %2£(2,.). En todo punto w # z, 2(z,w) =(9‘Z;fQW))

es continua. Si z,*z, se tiene:

l2tzez ) |=1ktz,2 ) | lg(2)-g(z ) | su]z-z_|

por tanto £(z,) es continua en z. Para deducir la acotacién lo-b

cal hay que observar que si H y K son compactos de € entonces,

|2 (z,w) | s (supl] Dg(s)” )2, sup | t-s |
s sEH,K] s eH
s ¢X
Demostremos ahora b). Sean L yi('compactos de € (se‘puedenA

suponer convexos) y x e y dos puntos de L distintos. Hemos de

acotar.

| 2(z,x) = 2(z,y) | para ze K.



-112-

Distinguimos dos casos. 1) si Z ¢ [?,y] entonces la fun-
cibn 2(z,.) es de clase C1 en un entorno de [x,y]. Calculemos las

derivadas parciales de 1(z,,):

2(g(z)=-g(s)) Jg(s)

Z-S

3alz,s)

9% (z,s) = (g(z)-g(s)) (g(z)-g(s)-23g(s) (z-s))
(z~s)

(4)

para s g [x,y] c L.

Utilizemos el teorema del valor medio para acotar (4):

5e(z,s)[s2 sup || pgs) ] - |I5g |,
seL

3% (z,s) |s sup | p_(s)| .(su D (s) || +2]| agll ;)
| LS I s;eTH,xl.I g il +20l agll

Por tanto

|2 (z,x)-2(z,y) | s M(g,L,k) |x-y] | (5)

ii) Si 2z e[x,y], aproximamos z por puntos z A ¥ [x,y]. Apli-
quemos (6) a cada Z.r Y tengamos en cuenta la continuidad parcial

de %, para deducir (5) para este z. /7.

4.2.4. Definicibn. Sea g €Cl1(¢), o< g < 1.

Seany,v me-

didas de Borel regulares en € y en € x € respectivamente, y con

soporte compacto. Definamos las siguientes transformadas, asocia

das a g:

~

uiw) = J L{z,w) d u(z) , WweC

) (w) = J g(x,w)- 2(y,w) dv (x,y) , We

o '.x_y‘oc
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Ambas definiciones son correctas por el lema 4.2.3. las fun

o~ -~
ciones u y Uy estén definidas en todo punto de ¢.

4.2.5. Lema. Supongamos %, g, a, H ylﬁg en las condiciones

o
de 4.2.4. Entonces § y ﬁax son continuas en C.

Demostracién. Sea W, E C, vy (wn) una sucesidn de puntos de

€ convergente hacia wo. Por el apartado a) de 4.2.3. tendremos:
L(z, wn) *gjz,wo) para todo ZegC
Yy !Q{z,wn)l € M para Ze sop pu, n g N

Aplicando el teorema de la convergencia dominada se tendré:

-~

T o) vy .

-
Respecto a \)G tenenos:
gx,wy) = ly,wp) o (x,w ) = gly,w)
S -+ - 2 para
[x-y| fx-y|

todo x, v eC con x # Y. Si x = y ambas expresiones toman el va-
lor O.

De b) de 4.2.3. deducimos:

lo(x,w)) - ety

3 s M )x-y|"™®  x,yesop y, neN
|x-|

1

loc (¢ x ¢, v), por tanto es licito apli-

Pero Mjx-y| %L
-
v

car el T.C.D. para deducir Vyw,) =+ Vg(w ). //.

Serd necesario definir la transformada ™ para distribucio-

nes. Para simplificar supondremos g ¢ ( (€).

4.2.6. Lema. Si heD (€) entonces h e(:7¢L‘La aplicacidn

-~ o
heD (€) » h e (: () es continua.
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Demostracidn. Recordermos que si h ¢ D (Q), E designa la
transformada, reclativa a g, definida en 4.2.4,, de la medida hdm.
T engamos ¢n cuenta la igualdad:

-~ v
h = (hg)¥ = g.n
Aplicando 1.1.4, deducimos que h n(lm (¢). La continuidad

se deduce de 1.1.5,. y de la continuidad del producto por g. //.

4.2.7. befinicibn. Sca g chRc) Yy T una distribucidbn a so-

porte compacto en €. La transformada de T {(relativa a g) es la

distribuciétn:

T (V) = =T (V) para ¥ ¢ D(C)

En virtud de 4.2.6. ? es una distribucidn., Neccesitamos co-

nocer el comportamiento de ™ respecto a la derivacién.

4.2.8, Proposicib6bn. Si g c(:w (€) vy h € D(C) entonces:

v

a) 3h = - 2 3g.h .
b) -(3h)~ = 2 (S5g.h)\V.

si T ¢C” (€) entonces

b') (37" = 2 (39.1".

Demostracibn. Tengamos en cuenta que:

”~

v v
h = (hg) -gh
Ahora bien, utilizando a) de 1.3.3., se tendr&:

3h = - (39)(h9)"- 39.h + g. 3g. h =

- . ; - v
= - 39 ((hg)” = g.h + h}) = - 2 3q.h.
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Para demostrar b) aplicaremos el teorema de Stokes. Sea
we @, elijamos un R>0 tal que sop h C:QR{W} Yy sea £, 0 < g <R,

Consideremos el abierto Ge = DR(w) - Be(w) y la forma diferencial:

2
a(z) = {9(2) = gtw) h(z) dz.
Z -

En virtud del teorema de Stokes, se tendré4.

I 2
- I (g(z)-g(w)) h(z) dz = 2 _{g(z)-g(w)] 33(2)h{z)dzA dz
Z-W 2=w
BC(W;E) GE

N2
(gf2)-g(w)) Shiz) dZ A dz
A

Ge

'Es fscil comprobar que los 3 integrandos son O{(1). Asi que,

haciendo €~ O resulta:

2
-2 (gtz) - g(w)) Sg(z)h(z)dm(z) = [ lgtz) - gtw) Jh(z)dm(z)

Z—-W Z-W

que es precisamente b}.

Para demostrar a') y b') basta aplicar b) y a). Omitimos la

demostracidn, que es rutinaria. /7.

4,3, DENSIDAD DE Ro(X) + Ro(X)d * Ry(X)g” EN . LIP(8.X) .

En primer lugar veremos una caracterizacién de dual de

lip(a,X), 0 < o < 1. La idea original es de De Leew [24].

. . '
4.3.1. Proposicifn. Sea ¢ ¢ lip (&, X) . Entonces existen dos
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medidas v y v de Borel requlares, respectivamente en X y en X x X

y tales que para toda f ¢ lip (a, X) se tiene:

o (£) =~f fdu+j £a) = £LY) gy (x,y) (1)
X XxX |x-y|©®

Demostracién. Precisemos que el valor que se atribuye al sim-

bolo fIX) - féy) para x = y es 0. Consideremos el espacio compac-
X =Yy

to M = X U (X x X) dotado de la topologfa de la unibn disjunta.

Consideremos la siguiente aplicacién lineal:

F ! lip(a,X) - C(M)

N
f + F(f) = £
b
donde f se define:
A
f(x) = £ (x) . y 81 x e X
v f(x) - £(y)
f(x,y) = 5 Y » 81 (x,y) e(X x %- A
I x-y|
Ay
f{x,x) =0 r 81 x e X
N
Por el hecho de ser f ¢ lip (a,X) se deduce gque f € C (M) y
f\)
ademds || £ || = || € lllipa' Por tanto F es una isometrfa. La for-

ma lineal ¢ puede ser definida en F{lip (a, X)) y ser extendida a
todo C(M) por el teorema de Hahn Banach. Aplicando el teorema de
representacibn de Riesz deducimos que existe una medida de Borel

regular w sobre M tal que:

N
$(€) = IM f dw ei £ ¢ lip(a,y) (2)

Si definimos u = m‘x y v = w‘x % X deducimos (1) de (2).//.

U
Si ¢ ¢ lip(a,X) denotaremos por ¢ la distribuci6én de orden

1 con soporte compacto definida en 4.1.3.

Veamos un resultado del tipo de 4.1.4.



-117-

4.3.2. Proposicifn. Sea ¢ una forma lineal continua sobre

lip(a,X). Entonces la transformada 3 de ¢,, relativa a g, es una
1 1

medida absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue.

Demostracifn. En virtud 4.3.1. existen medidas u,v en X y en

X x X que verifican (1). S8i ¢ ¢ cl {C) entonces:

Sy W) ==0y ) = -0 (B ) = Jxﬁ?au-»-

+j 160 = T 4y (x,9) = [ ( j 2(z,w) ¥ (z)dn(z))dy(w)
X x X | x-y | % ‘ X “sop y

. f J L(z,x) - §<Z:Y> Y (z) dm(z)) dv (x,y) (3)
‘X x X sop ¥ | x-y|

Tengamos en cuenta el lema 4.2.3. para observar que

[2(z,w) ¢ (2)] s M|y ||, +we X zesopy

Y .

| 2zex) = R(2:¥) y(z) | < Mpx=y| P || ¥ |l 40 zesop ¥, %,y eX

|x-y|

Por tanto es 1lfcito aplicar en (3) el teorema de Fubini para
obtener:

fzp(z) [juz.w) du(w)) dm(z) + [Wz) (f 2(2,2) =282, 9) gy (x,y)dn(z)

XxX |x-y|

= - J P(z) (n(z) + ﬁa(Z)) dm(z) .

luego @1 = - (p + %a)dm /7.

4,3.3. Teorema. Sea X un compacto de € con interior vacfo, g

una funcibn de clase Cz en un entorno de Xy 2 = {xeX | 3 g (x) =0},
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Entonces se verifica si 0 < a < 1:

RO(X) + RO(X)g + RO(X)g2 es denso en lip (¢,X) sf y s6lo si

RO(Z) es denso en lip (o,2).

Demostracibfn. Supongamos que RO(Z) es denso en lip (a,Z) Y
que g € C2 (C). Sea ¢ una forma lineal continua sobre lip (o, X)
gue sea ortogonal a RO(X) + RO(X)g + Ro(x)gz, y consideremos la
distribucibn a soporte compacto ¢1. En virtud de 4.3.1. existen

medidas 1 y v en X y en X x X respectivamente, que satisfacen

1

3w ==y @edpan, paray e ct @ (@)

- 2
Si w g X, entonces (z,w) = (g(2) 3(w)) € R_(X) +
o

z - W

RO(X)g + Ro(x}gz, por tanto
¢q (2¢.,w)) = 0, para w ¢ X

Ahora,

¢, (BC.m) = f £(.,w)dy + J l(x,T) - z‘(g,w) av(x,y) =
X -y

=- (fw +3, ) , wgx,

~~ ﬂ
Por tanto u(w) + va(w) = 0 para w ¢ X de donde sop 31 C X.

Adem8s por 4.2.5. y por el hecho de ser § = ¢ se deduce que

”~

otV = 0 en todo €. En (4) se tendri $l(w) = 0 para toda v ecl(c),

deduciéndose que 61 = 0. Recordando a) de 4.2.8. se tiene:

_’/\~ -
o ] ¢, =~ 2 ag.¢1
dedd§(a¢1 39 ¢ (3 ‘
onde — )=
5o ) =2 3g ¢, Como sop $; CX (ya que @1 es orto-
. ‘
gonal a RO(X)) se deduce que ¢4 = 0 en C-Z. Ahora se concluye el

razonamiento como en 4.1.5.

La implicacidn reciproca tambi&n es idé&ntica a la de 4.1.5.//
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Como corolario podemos enunciar, con el mismo comentario que
4.1.6.

4.3.4. Corolario. Sean X un compacto de C, g y Zen las condi-

ciones habituales. Son equivalentes:

2
a) RO(X) + R_(X)g + R (X)g” es denso en lip (a,X)

b) Existe C > 0 y m**® 1+

(D-2) > ¢ 7@ para todo disco abierto

D de radio r.

4.4, APROXIMACION EN NORMA DE CLASE ct.

Sea X un compacto de €. Denotaremos por C1 (X) el espacio de
restricciones a X de las funciones diferenciales con continuidad
en un entorno de X. Dotaremos a este espacio {que no ser& completo)

de la norma:

£ Iy = max ([ £ [ 13 |l o0 11 3E ||}

En esta seccibn aprovechamos las ideas, introducidas en 4.3.,

para demostrar un teorema del tipo de Hartogs-Rosenthal. Veamos pri

1

mero una caracterizacibdn del dual de C~ (X).

1

4.4.1. Proposicifn. Sea X un compacto de €y ¢ € C (xf . En-

tonces existen tres medidas de Borel regulares en X, denotadas por:

1

Mqr Hor Mg tales que para toda f ¢ C~ (X).

¢ (f)zJ‘f dul + I afduz + jafdn:;

Demostracién. Escribamos Xi = X x {1}, para\i = 1,2,3. Dotemos

a los espacios xi de la topologia producto. Sea M = XIU sz X3 dota-
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do de la topologfa de la unién disjunta. Si fe Cl'(x) definimos una

e
funcibn f del siguiente modo:

N
£ (x,1) = £ (x)
n
£ (x,2) = 3 £ (x)
v -
f (x,3) = 3 £ (%) para x e X
n N 1
Yaque feCc My | £l _=]¢f Ijl, la aplicacibn £ ¢ C™(X)~+
"

f e C (M es una isometrfa lineal (no exhaustiva). Si ¢ es una for-
ma lineal continua sobre Cl (X) es factible definir un funcional 3
sobre C (M) tal que para toda f ¢ Cl (X) se tenga $ (%) = ¢ (f).

Por el teorema de representacibén de Riesz, existe una medida U so-

bre M tal que

Ny
¢ (£) =J fdu=j f£d “*J afdu+L 3fduyu
X ) 3-

1

para £ € C7 (X).

Sea Uy la medida sobre X transportada, mediante el homeomor-
fismo natural de X en Xi' de uix . Es evidente que 1as My cumplen
i

lo deseado. // e

Toda forma lineal y continua ¢ sobre Cl (X) induce de modo
natural una distribucién de orden 1, a soporte compacto incluido
en X, del mismo modo gque en 4.1.3; tal distribucifn serd denotado
por ¢l. Si ge 02 (C) tiene sentido definir la transformada de
¢, respecto a g como en 1.1.6; serd denotada por ¢q El resultado
siguiente precisa la naturaleza de ¢1 como distribucién.

2

4.4.2. Proposicibn. Sean g ¢ C~ (€), X un compacto de € y

¢ € Cl (Xf. Entonces la transformada ¢1 es una medida absolutamen-

te continua respecto a la medida de Lebesgue.

Demostraci6n. Sean Mis Hor Mg las medidas proporcionadas por

1

4.4.1. Entonces, para £ ¢ D™ (C):
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£f) = 3
¢4 (£) [fdu1+fafdu2+fafdu3
Calculemos ¢1(f) para f E.Dl (C):

; (f)» v - . w - v
1 ~¢1(f)=jfdul+J3fdu2+ afdu3 {1)

Tengamos en cuenta la proposicién 1.3.3. para el cdlculo de

las derivadas de f. A partir de (1):

Al

‘

.
8, (£) =I ( J 9(2) = 9 £ (2) am(z))dn, (W) -

1
-fag(w)(f f(Z)dm(z))duz (w) +
zZ -~ W

v ] }g(z’ Z W) ¢ (z) an (2) ) Au, (W) -

(z—w)2

-.’SQ(W)(f

£ (2) dm(z) ) du,y (2) (2)

-~

Para z € sup £ y w € X obtenemos, mediante el teorema del va-

lor medio, las siguientes acotaciones:

‘ g(z) - g W) ¢ (z)| < sup || g (s)|| .|| £]] &
2 - W ' s ¢ [x, sop f]

l g(z) - 92(W) £ (z)| < sup || Dg (s) ]| '”f”m+
(z -~ w) s ¢ [X, sop f] |z vl

£ (2)] < || 3g.£ |, L

3 g (W)
12 o zZ-W |z - wi

Podemos aplicar ahora el teorema de Fubini en (2) para dedu-

cir:
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j¢'>1(f) = ff (z) ﬁl(Z) dm (z) + ff (z) (3 g.uy)"(2) am(z)

donde se ha escrito

s

(z) - g(w)
(z) = I = du, (w) , zeC
2 (z - w)2 2

que es una funcibén definida casi por todo y localmente inte-
grable. Agrupando en (3) concluimos:

1

51 (£) = Ifh dm ’ para £ ¢ D~ (C)

siendo h la funcifn localmente integrable:

h=Y + (3 g.uy)™ +u, + Gg.uy . /.

4.4.3. Lema. Sea X un compacto de €, sea g una funcién de cla

se Cz en un entorno de X y supongamos que para todo z € X 3g (z)#0.

1

|
S1 ¢ € C~ (X) se verifica:

v
¢ es ortogonal a R, (X) + Ry (X) g sf y sblo si sop ¢, TX.

2 2

[
Demostracibfn. Supondremos g € C° (€). Sea ¢ £ C° (X) ortogo-

nal a R0 (X) + Ro(x) g vy e Dl (C) con sop Y A X = ¢. Entonces:

~LL2) gm(z))=0

1 z=-W

S0 =0 (b = 8y L < y(zranz)gw |
6py sopy

v
Supongamos ahora que sop ¢1C2X. En virtud de 1.3.3., en un en-

- - 3 ¢
torno de X en el cual 3g no se anule, se cumple: ¢.= 3 271
1

9 g
Siy e RO(X) + Ry (X)g se obtiene:

_ 39, v -
(V)= ¢, (¥) = 3 (———— V) = ¢ (——1)= 0. /7
¢ (W)= ¢, (Bg]‘ 1(3(ag))

ol
LY
=]
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\ _
Del resultado precedente se deduce que si ¢ € Cl (X) es orto-

gonal a R_(X) + R (X)g entonces h = u, + (3 g My ) + gy # (3g u3)=0

v
en ¢ - X pues ¢1 es la medida hdm.

4.4.4. Teorema. Sea X un compacto de € tal que m(3X) = 0. Sea

g una funcibn de clase C2 en un entorno de X y supongamos gue para
todo ze X 3g (z) # 0. 581 f ¢ CZ(X) son equivalentes estas afir-
maciones:

1

a) f es limite en C~ (X) de funciones de RO(X) + RO(X)g.

b) flx € R(X) + R {(X)g.

Hacemos observar que, en general, R(X) + R(X)g SERQ(X) Yy que,
por tanto, a)—Db) limita,'en Rg(x), la clase de funciones que pue-

den ser aproximadas en norma C1 (X) por funciones de RO(X) + Ro(x)g.

Demostracibn. a)—b) Sean fn = hn + gkn funciones tales que

cl - lim (h  + gk ) = f. Entonces §g.kn—e 3f uniformemente en X.

Como 5g (z) # 0 en X, deducimos que los kn € Ro (X) constituyen -

una sucesién uniformemente convergente en X, de donde:
3gk=3 f enX
para una cierta funcién k € R (X). Ya que h = fn - gk, con-

verge uniformemente en X hacia h = £ - g k, deducimos f=h+gkeR(X)+

+ R(X)g. Notemos que han sido utilizadas las hipbtesis fezcz (X)

y m(3x) = 0.

1

. []
b =>a) 5i ¢ ¢ C* (X) - es ortogonal a Ro(x) + Ro(x)g’ se ha

de probar que ¢ (f) = ¢, (£) = 0. Teniendo en cuenta que sop ¢,
CX (por 4.4.3.), que ¢l es una medida absolutamente continua res-

pecto a la de Lebesgue, y 1,3.3. deducimos:

_ 3%, y 3 f
¢ (5) = o, <f>=a(—-—§-—1—)<f)=¢l(5(
g

)) =

3 g
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=J 3 (2 hdm=‘L'5[%¥—)1udm=o,
X ag X 3g
yaque 3 (-2 ) =0enXxym (3%) = 0. /7
99
4.4,5. Corolario. Sea X un compacto con m(X) = 0. Sea g ¢ 02

en un entorno de X y supbngase que 3g (z) # 0, z € X. Entonces to-

1

da funcién de clase C2 en un entorno de X es limite en norma C- de

funciones del mddulo RO(X) + Ro(x)g.

Demostracién. Basta tener en cuenta qué R(X) + R (X)g = C(X)
en virtud del teorema de Hartogs-Rosenthal 0.1.1.1. y aplicar

b) => a) de 4.4.5. /7

Nos parece interesante hacer -notar que se conoce muy poco so-

bre aproximacién racional en norma C1

(X) . Esta aproximacibn est&
relacionada con la aproximacién en Lip (1,X)., sobre la cual se pue-
de afirmar lo mismo, salvo algfin pequeno resultado de‘O’Farrell

Una de las dificultades para proceder por dualidad, en el caso ra-

cional, es que no es conocido un teorema andlogo a 4.4.2. para la

transformada de Cauchy de ¢,. Ello es consecuencia de que en el

¢aso racional aparece la integral singular 1 5 mientras que
(z~w)
en nuestro caso de singularidad m&s fuerte es del tipo g(z) - glw)

(z—W)2
. Actualmente hay varios autores estudiando

o sea del tipo
z-w 1
problemas de aproximacifn racional en norma C~, entre ellos, Wang,

O'Farrell y J.M. Burgqués.



_CAPITULO 5

LOCALIZACION

Este capitulo consta de dos partes bien diferenciadas.Los re-
sultados centrales 5.1.5., 5.1.3. ae la primera parte muestran que
Rg(x) y RS(X) est8n definidos por condiciones locales si Z es fini-
to.La demostracidn se basa en las propiedades de un operador de lo-
calizacidn del tipo del de Vituskin. La segunda parte sirve como
conclusibén de la presente memoria; se presentan varias cuestiones

abiertas y conjeturas relacionadas con los capitulos anteriores.

5.1, EL OPERADOR DE LOCALIZACION,
5.1.1.Definicién. Sean geC2(C) y fsC(SZ).Escribamos S={weC/

3g({w)=0}. Sea heD(C) holomorfa en un entorno de S. El operador de

localizacibn, relativo a g, se define:

Fh(w)=~%}( £(2)+£ ()5 (20) (2) —LEZZ). an () o

dm(z) (para weC.

+
alo

Z - W

{f(z)ﬁh(z)

En virtud de 1.2.2. y 0.1.5, Fh puede ser escrito también

como:

3h g(z) -g(w)
59

Fp(w) = h(w) £(w) + —3’;— £(2) 3 (=) (2) — dm(z) +
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+ 2| £(2)3h(z) —Lt— an(z)= - |-E2V £ 5 9By () (g(z)-g(w))dm(z)
m z- W n zZ - W 39
+ 2 f(z)"f(w) Eh(z)dm(z). (1)

z2 - w
J

Observemos gue el Gltimo miembro constituye el operador de lo-
calizacién de Vituskin DJ]. La importancia del operador introducido

puede verse en la siguiente:

5.1.2.Proposicibn.Supongamos que g, £, S v h est&n en las con-

diciones de la definicibn anterior. Entonces se verifica:

a)Fh es continua en §2 y Fh(m)=0.

b) Para todo compacto X incluido en €-soph, se tiene que Fy
pertenece a Rg{x).

c) Si £ se escribe de la forma k1 + kzg en un abierto U, con
k1 ¥ k2 holomorfas en U, entonces Fh puede ser escrita del mismo
modo en U.

Demostracitn. a) Como Fh puede escribirse

= hf + 2 ( £.3()q) - g (=3 (2P +2—(£ 3n) ,
T ag T 39 Lk

F

h
lo enunciado en a) se deduce de las correspondientes propiedades
de la transformada de Cauchy (0.1.3.y 0.1.6.).
b} S8i w no pertenece a sop h podemos escribir
(
dh

Folw) = == |£(2) ( 3(—2) (2)g(2) +25h(z)) =2
T 3g Z-W

dm({z) -

1

™

1

2 -w

g(w) f(z)ﬁ(ﬁgb”)(z) dm(z) = ky (W) + kz(w)g(w}‘
3% ,

Como k1 Yy k, son funciones holomorfas en €C-sop h y X est4
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incluido en €-sop h, resulta que k,rk,eR_(X) y, por consiguiente,

F, € R _(X).
q( )

h
c) Sea U un abierto en el cual f=k1 + k2g con kl,k2 holomorfas
en U. Utilizando la f6rmula 3! ==wp (0.1.25) y la expresibn prime-

ra de Fh en (1) se obtiene:

3F, = Fh.f + h.3E - £3(-2)g - Bg.— |£.3 (=22 1 am
g T 39 2z -w
= dh -
+gfd(—=—) - 2f3h = h3f - £5h -
1 Sh 1
-3g. £(2) 3 (=) (2) dm(z) (2)
w g zZ - W
J
Teniendo en cuenta en (2) que 3f =k£§g en U:
3F, =39 ( kh - £20— o Ller)3 (2 (2)L—am(z) (3)
9g m 39 z-w

siendo la igualdad vé&lida s6lo en U. Por las hipbtesis sobre h,el

8 -
simbolo ~:h— tiene sentido y verifica ah .39 =3h.
dg g
Denotemos por p la funcibn encerrada entre paréntesis en (3).

Veamos que p es holomorfa en U calculando Jp:

= 3h
Tp =5 kh - £ 2 - 2 |£5(—).—2— am) -
g m 39 Z - W
k,3h - 3¢ 2h gy 3h 4 gy (2R =k23h-k23g_§ll. -0.
2g 59 39 39

De todo ello se deduce que '§?h =3g.p en U, con p holomorfa, por
consiguiente F, = h1 +h,g enU siendo hl.h2 holomorfas en U.
/7.

Es posible que el operador F, sea el substituto del operador
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de localizacibn de Vituskin en la teorfa constructiva de aproxi-
macibn por funciones de Ro(x) + Ro(x)g.

La demostracifn del siguiente teorema est& inspirada en la
demostracibén del teorema de Bishop, tal como se encuentra en Zacl-

man {49].

5.1.3. Teorema, Sea X un compacto de €, g una funcibn de clase
C2 en un entorno de X y supongamos que el conjunto 2 ={weX/3g(w)=0}
es finito. Si feC(X) es tal que para todo xeX existe un disco cerra-
do Dx con f‘DXE Rg(Dan) entonces f ¢ Rg(X). En particular, bajo las
hip6tesis precedentes, Rg(X) es un mddulo local.

Demostracibfn. Extendamos f a todo € por el teorema de Tietze-
Uryshon y supongamos g de clase 02 en todo € y con soporte compac=-
to. Elijamos un recubrimiento de X por los interiores de discos
cerrados Dl’ e Dn' de modo que cada punto de Z esté& contenido en
un Gnico disco, y tal que £ bf:Rg(Dan)‘ Elijamos .una particidn de

1

la unidad subordinada a 51... B. como en [36, pdg. 41], es decir

n
funciones wj, tales que

<
0 < V<1, V.ED(C), sop ¥ €Dy, yz) =2nwj(z) =1,

] °
para z de un entorno V compacto de x,\k\jDi.
i=1
Fijemos I jsn. Entonces o Djﬂz =f# o Dj contiene un Gnico pun

to de Z . En el primer caso wj es cero en un entorno de 2. En el

J

zy Yy cero en un entorno de 2 ~{zj}.En ambos casos yy es holomorfa

en un entorno de Z. Consideremos la funcibn:

segundo caso si ZAD; ={zj }resulta que wj vale 1 en un entorno de

| . ]
P w) =£0ny . (w) + | £(2)F () (222 zg W g o
3 j m 3¢ z - w
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1

2 -w

—T-zr-- £(z)3y(2) dm(z) 1<¢j<n (4)

La funcidn Fj estd bien definida pues by es holomorfa en un

entorno de Z. Sumando en (4) respecto a j

ZF (W) = £(w)y (W) 2l e(2)5 ¢ _;“’ ) (2) LEL=2 ) 4y (2) +
T g
+=2[£(2) Ty (2) ——2——am (z) =£ (W) ¥ () +a (W) + B(W) (5)

L Z - W

Como y = 1 en el entorno V de X, las integrales en (5) estén
extendidas a €-V, por tanth,,BeRq(X).

Asi que es suficiente probar que Fj

ERO(XnDj)+RO(XﬂDj)g , tal que

eRg(X) para todo j. Fijemos
j. Dado €> existe, por hipétesis,h%

||f— e .Sea Vj un entorno relativamente compacto de Djnx,

h}
i | Injnx<
en cuya adherencia hﬁ estd definida y en el que todavia se cumpla

| |£-hy 1-\-,-j<g.

Sea gjec(sz) tal que g4= £-h! en V, v || gﬂ|82==||f—hylv.<e.
]

e

Definamos hj=f-gjg;C(Sz). Es claro que hj coincide con hé en Vj‘y
que [ﬁ—hﬂ[ 52 <g.

Sea Hj la funcibn

| ! 3 ¥j
Hj(w) = hj(W)wj(W) +— hj(?)ﬁ(_

) (z) L2129 W) 4 ()
3 g 2 - W

+ 2 |h_(2)3p (2)

S S
m |3 j z -

dmCZ) v WEC (6)

Por las mismas consideraciones que en (4) las funciones H. eg-

t&n bien definidas.
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Por el apartado b) de 5.1.2. Hj es de la forma Hj =aj + ng

en c—nj con Qg % holomorfas. Por <¢) de la misma proposicibn Hj=

¢

dj +B§ge}ﬂvj) +H(Vj)g. Como an(c ij)# g, deducimos por 2.1.6.
que H~i pertenece a H(VjU(C-Dj)) + H(VjU(c~Dj))g, pero xc:ij(c—nj),
de donde, por el teorema de Runge, deducimos que HjeRg(X).

Teniendo en cuenta (4) y (6):

-

1 sy g(z)-g(w)
| Hy () - Fylwig th - f]] + = ;f(z)»hj(z)ta(.gg Xz} =i
+ 2 L E(z)-h, (2)] 3y, (z) —2 <
n J J Jz - wi
Ilh, = £|]| + |E -h H...’:...ygff{ii”z,l 'q(z) —gwy .
J ittom 3g _ 1
2 - v 1 |
l[f - h.l[—- |8¢‘(2)|"“"““ dm(Z)gl]h.*fl‘(l+M)<
J T J |z - w| J
< (1 + Me .
Donde M designa el m&ximo de los ntmeros:
L
: ||pg]|_-|]3 (=] an
] ® 39
£ 2 |= 1 g
sup — |3y s (2) dm(z) .
we€ § 7 ‘ Yy ’lz - vl //

5.1.4. Corolario. Sea X un compacto de €, h una funcién holo-
morfa en un entorno abierto U de X, no constante en ninguna compg
nente de U. Entonces RE(X) es un mbdulo local.

Demostracibén. Basta tener en cuenta que dh=3R, y que, por tan

to, % es un conjunto finito y aplicar 5.1.3. . /7.
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El caso particular de 5.1.4. para h(z)=z fue demostrado por

O'Farrell [28] y Weinstoch | 46] .

Ahora aplicaremos las t&cnicas anteriores para obtener un teo-
rema de localizacibn para RE(X}.

5,1.5. Teorema., Sea X un compacto de €, g una funcidn de cla-
se C2 en un entorno de X, y supongamos que 2Z={ weX/5g(w)=0} es un
conjunto finito. Si fng(x), 1¢p<w, Y para todo xeX existe un dis
co cerraﬁo D, tal que flgxeRg{BQQX) entonces fakgtx}, En particu-
lar Rg(x) es local.

Demostracién. Observemos en primer lugar que el operador de
5.1.1. esti definido en casi todo puntoc si suponemos gue £eLP ().

En efecto si heD(C€) entonces

£ §€-%§~) M g(W)g Lioc , para todo weC,

zZ - W
dems i 3 1 -
y adem s la convolucién de f@i1(€LlOc) ccn-;~ estd definida en

casi todo punto, por tanto en (1) los tres miembros tienen senti-
do para casi todo wecC.

Supondremos la funcibén f extendida por cero a todo €, sin cam
bio de notacién, y lo mismo para g que supondremos en Dz(C). Con=-
sideremos los mismos discos Dl,.;. D, v las mismas funciones wl,...
¥, due en 5.1.3. . Definimos Ej como en (4), de manera que:

sz =fy + o + B c.p.t. | (7).

Ademés a,BeRg(XLE;s suficiente probar que FjeRg(X)a

Sea ¢>0 y fijemos j. Consideremos h%ry V., como en el teorema

J

anterior.Ahora [[f»h§||Lp(vﬁ)<e + Definamos hy como:
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h_=h! en ¥ h.=f en m—ﬁj.

33 3’ 3
Entonces h% pertenece a LP(¢) y i!f—hjlin(cfey hjcoincide

en V., con hi.

]
8i definimos Hj como 5.1.3. obtenemos que HjeRg(X). Teniendo
en cuenta (4) y (6) podemos escribir Hj—Fj como:
- 4 - h,) A, +g.[(f - h,).Ay +
(hJ £) WJ [ (£ 4h3) Ayl g. [ { J) ol

+ [(f - hj)AB} '

_1
donde Al ""'-ﬂ"{)g wj'g
__1
By =70 V5
Aq =~%4§ ¥y - son funciones acotadas en C.

Ya que la transformada de Cauchy es la convolucibén con la fun-

cifn localmente integrable L ’ siﬁm:Lp(C) y sopVy es compacto,
z

entonces:

Hel1 o Ll
donde C depende de sop V.

(€)

Aplicando esta observacién obtenemos:

<c |lf - n.ll <CE, //.

Ha, - Fjlle(x) P o

]

Omitimos el enunciado de un corolario de este teorema, pareci

do a 5.1.4. pero eh norma p.

5.2, CUESTIONES ABIERTAS,

5.2.1. Problema. Encontrar una demostracibn constructiva del

teorema 1.5.1.
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La demostracién del mismo dada en la presente memoria es por

dualidad, por tanto no es constructiva.

5.2.2, Cuestibn. ¢ Qué puede afirmarse en el teorema 1.5.1. si

suponemos g sblo contintia en X?

Es posible demostrar que 1.5.1. continfia siendo v&lido supo-
niendo solo g de clase Cl en un entorno de X. La demostracibn es
diferente a la dada en el texto. En el caso de ser g solamente con
tinua, la definicién de Z pierde sentido, pero parece que todavia

pueda decirse algo.

5.2.3. Cuestibn. Supongamos X, g y 2= § en las condiciones ha-

bituales de la memoria. ¢ Es verdad qué si fe C(X) entonces feRg(x)
EX:

si y s6lo sf 3 (=
g

=0 en X?.

Si £ es de clase Cz en un entorno de X la cuestibn anterior es
precisamente el corolario 2.2.2.. Suponiendo f s6lo continua, proba
blemente la respuesta no serd afirmativa para todos los compactos,
pero incluso creemos que es falsa para compactos sencillos ( por e-
jemplo un disco) aunque no se ha logrado encontrar un contra-ejem-

plo.

5.2.4. Cuestibn. Las funciones anuladas por los operadores 7 ,d

,33;53, verifican la propiedad del valor medio. ¢ Verifican algu-

na propiedad de este tipo las funciones anuladas por 32 ?

El ejemplo 2.2.5. parece indicar gue no, perc ¢a qué es debido
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esta diferencia de comportamiento respecto a los operadores ante-

riormente citados ?

5.2.5. Conjetura. Existe un compacto en € para el cual RE(X)

# A; (X).

Una solucibn positiva a esta conjetura reafirmarfa que las hi-

pbtesis del teorema 2.3.4. no son supérfluas.

53
5.2.6. Conjetura. Si X es un compacto de € que verifica R(X)=

*
A(X) entonces AE(X)=R2(X)‘
El teorema 2.3.4. es una aproximacién a esta conjetura.

5.2.7. Problemg. Caracterizar los compactos de € para los cua-

les A§(X)=Ré X).

5.2.8. Problema. Demostrar las afirmaciones hechas en la obser

vacidn 3.1.3.

La dificultad de reproducir una demostracién del tipo del teo

rema 3 de [9] proviene de que glz) - g(w) no es un nficleo
(z - w)

real.

2.2.9, Problema. Encontrar condiciones necesarias y suficientes

1

sobre una funci6én de clase C~ en todo € para que sea aproximable

1 . .
en norma C” (X) por funciones racionales con polos fuera de un com

pacto X,

Véase el comentario posterior a 4.4.5.
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