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ABSTRACT

At the beginning of times, technique was used duae the physical stress of any work undertakerthby
mankind; this was done without taking into consadien any saving of the resources used. Indeeda# the
other way around, as more energy was required ieltg more ambitious projects. In addition tosthas the
physical stress was not any more an issue, the atrafuesources being mobilised was increased.nfFsome
time now, we have understood that the resourcesnateinfinite, and that their consumption could sau
irreversible damage to the system. For this reasmything that can reduce the consumption of netand
energy is now welcomed.

In the construction industry, material resourcesdmme the final product: a building, a bridge, a dagic. To
build means to extract, to transform and to assenttidése materials on site. Energy is requiredeteetbp each
one of these processes. Generally, this energiréstly related the amount of each specific matedsed.
There are two exceptions to this rule: when theemiatis extracted and transformed in the same (Giteit does
not require transport). When the material is reegtlfrom another site (as it implies less transfaioraor it

does not require it at all). In addition to thisagh material has different performance propertiesraquires
different quantity of energy for its transformation

Therefore, if the aim is to save material, and dfere energy, the focus should be put on replathe
conventional construction techniques and technel®diy those ones that allow building lighter stanes. The
tensile structures are the lighter structural sodut currently available, with a design challengbetinternal
loads balance. If this problem is properly taketoigonsideration and solved, then the efficiendyiclvis the
relation between the structural performance (spard a&apacity) versus the resources used (materia an
energy), can be increased considerably. This i®@&sfly relevant on long-span roofs. By doing tldsgood
design can be achieved, and therefore, on the lugmper use of technology to save material andgne

On long-span and tensile roof systems it is betbeprovide the equilibrium of the inner loads byself-
balancing system based on rigid elements, rathen the use of external structural elements. Ty element
provides a closed loads path that converts therity statically indeterminate structure on an extally
statically determinate structure. In the case ofpatial structure, these elements are compressitgs or
polygons. The most efficient ones are those thdemupermanent loading conditions do not need tdstes
bending forces. This is because their geometry meat¢he funicular of the in-plane loads transfertadthe
cables or membranes, together with the fact thay thre being restrained against buckling by the esaemsile
elements.

Compression rings with circular shape under thectems produced by membranes with uniform tensioces
have to resist axial compression forces only. ddiion to this, the membrane provides total bugkiestraint
(at least in-plane). On the other hand, in ciEutompression rings with isotensioned and equadisspokes,
the same forces diagrams and buckling conditiondyap the each of the ring sections.

This research is focused on the design of non-Eircoompression rings and how to achieve an optimum
distribution of in-plane loads, so that they cart giser, or even match, those design conditioas &pply to
circular compression rings. In order to do so,dbrgeneral cases have been analysed: rings witlorom
loads, rigid polygons and rings with punctual loadSor each case, a design method is defined, disaswghe
optimum or ideal distribution of the in-plane loads

Keywords: Self-balanced tensile structures, non-circular poession rings, efficiency and optimization.
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RESUMEN

Al principio la técnica servia para ahorrar esfadtgico en cualquier trabajo realizado por el hoampero no se
ocupaba demasiado de ahorrar recursos, sino maddmontrario, cada vez consumia mas porque ceda v
requeria mas energia para desarrollar trabajosamégiosos. Ademas, como el esfuerzo fisico yaupmisia
un problema, la cantidad de recursos materialesliexios fue aumentando. Pero hace tiempo que eoo$
dado cuenta de que los recursos no son inagotablesjue su consumo excesivo causa dafios irrehesxsiksi
gue, todo aquello que permita reducir el consummalrial y energia es bienvenido.

En la construccidn, los recursos materiales somulesconfiguran fisicamente algo: un edificio, wete, una
presa, etc. El acto de construir implica extra@ngformar, transportar y colocar estos materiafesbra. Para
cada uno de estos procesos se requiere energigerienal, esta energia es proporcional a la cantiéadn

mismo material utilizado, pero hay al menos dospgnes: si el material se extrae y se transfamal

mismo lugar de la obra, no requiere transportei ¢l snaterial es reaprovechado de otra obra, reguiea

transformacion menor o incluso nula. Ademas, cadtenal tiene unas prestaciones especificas y esgjuina

cantidad de energia distinta para su transformacion

Entonces, si se trata de ahorrar material y coesgemente energia, se necesita substituir lasc&ni las
tecnologias de la construccion convencional poekagi que permiten construir mas ligero. Las egfras de
cables y membranas tensadas son las construcaimeress pesadas que existen hoy en dia, aunque famesen
siempre el problema del equilibrio de sus fuerndsrias. Si este problema se resuelve bien, lemrdia, es
decir, la relacion entre prestaciones (luz y cajmtide carga) y recursos consumidos (material sgeeesulta
muy elevada, especialmente en cubiertas de grdudes. Esto implica un buen disefio, es decir, urend
técnica para ahorrar.

En estas cubiertas (tensadas y de grandes lusesfarenas ventajoso absorber las fuerzas inter@anathera
autbnoma, mediante elementos rigidos equilibrarges, utilizando elementos o recursos de fuera de la
estructura. Los elementos rigidos equilibranteméar un circuito cerrado de fuerzas y convierteestauctura
(internamente hiperestatica) en externamente isest&i la estructura es espacial, estos elemdirtosn forma

de anillo o poligono rigido de compresion. Los mifisentes son los que, en situacién de accioneagrentes,
apenas tienen que soportar esfuerzos de flexiGgupasu geometria coincide con la del funiculalad€uerzas

en el plano transmitidas por los cables o membranademas tienen impedido el pandeo por el araosénto

que le confieren los propios elementos tensados.

Los anillos de compresion de planta circular somostia la accion de membranas tensadas uniformers@ote
tienen que soportar un esfuerzo axil de compregi@demas, al menos en su propio plano, el pand@o es
totalmente impedido por el efecto de arriostransiede la propia membrana. Los que también son eiresily
estan sometidos a la accién de radios isotensaguiglistantes tienen los mismos diagramas de esfsieyz
condiciones de pandeo en todos los tramos entiestad

Esta investigacion trata sobre el disefio de andlsTompresién no circulares y de la distribuciptinda de
fuerzas en el plano, de manera que se aproximeglasd se igualen sus condiciones de dimensionado ¢
respecto a las que tienen los anillos circularese€udian tres casos generales: anillos con fulsndbuida,
poligonos rigidos y anillos con fuerzas puntudigscada caso se enuncia un método para el disséidoymula

la distribucion éptima o ideal de fuerzas en ehpla

Palabras clave:Estructuras tensadas autbnomas, anillos de corpresicirculares, eficiencia, optimizacion.
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distribucion 6ptima de fuerzds segun tramos equiexcéntricos. Dibujo realizado por
el autor a partir de los resultados obtenidos emaodelo de célculo propio.

Figura 6.17: Superposicion de los diagramas de momentos flectwesl plano de un anillo
eliptico de semiejea/b=2, resultantes de cuatro distribuciones distintaBidezas, de
las que siempre resulta un mismo esfuerzo axil méxde compresion. Dibujo
realizado por el autor a partir de los resultadbsermdos en modelos de calculo
propios.

Figura 6.18: Superposicion de los diagramas de momentos flecemesl plano de un anillo
eliptico de semiejea/b=4, resultantes de una distribucién de fuerzas iguségin
angulos geodeésicos regulares y de una Optima degunos equiexcéntricos, ambas
con un mismo esfuerzo axil maximo de compresiohui realizado por el autor a
partir de los resultados obtenidos en modelos ldelogpropios.

Figura 6.19: Comparacion entre un cuadrante de elipse y uno igenéerencia con
momentos flectores iguales en los extremos y ummmissfuerzo axil maximo de
compresion en ambos. Dibujo realizado por el autor.

Figura 6.20: Comparacion entre el diagrama de momentos flectere®l plano de un
cuadrante de elipse y de una circunferencia, Yilolistion 6ptima de fuerzas segun
tramos equiexceéntricos. Dibujo realizado por ebaut

Figura 6.21: Diagrama de momentos flectores en el plano de uUlo @ompuesto por tres
arcos elipticos iguales con distribucion Optima filerzas F; segun tramos
equiexcéntricos. Dibujo realizado por el autor dipde los resultados obtenidos en
un modelo de calculo propio.

Figura 6.22 Excentricidad maxima de un arco compuesto por dogas tangentes con
funciones distintas. Dibujo realizado por el autor.

Figura 6.23: Cuadrante de anillo compuesto por dos arcos desesliglistintas y una
circunferencia osculatriz. Dibujo realizado poastor.

Figura 6.24: Diagrama de momentos flectores en el plano de illo @ompuesto por arcos
de elipses y circunferencias distintas alrededoruderectangulo con distribucion
optima de fuerza&; segun tramos equiexcéntricos. Dibujo realizado gdcautor a
partir de los resultados obtenidos en un modelcatizilo propio.

Figura 6.25: Diagrama de momentos flectores en el plano denillo @ompuesto por arcos
de elipses y circunferencias distintas con distifou Optima de fuerzaf; segun
tramos equiexcéntricos. Dibujo realizado por eloaw partir de los resultados
obtenidos en un modelo de calculo propio.
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Figura 6.26a y 6.26b:Division de un anillo compuesto segun tramos eaéietricos con
resultado distinto: excentricidad maxima mayoria)yy menor de todas las posibles
(abajo). Dibujo realizado por el autor.

Figura 6.27: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilo @ompuesto sélo por
arcos de circunferencias distintas alrededor desatangulo con distribucion éptima
de fuerzad~; segun tramos equiexcéntricos. Dibujo realizadogb@utor a partir de
los resultados obtenidos en un modelo de calcapiqr

Figura 6.28: Comparacion de la distribucion 6ptima de fuerzagisdramos equiexcéntricos
en un anillo compuesto solo por arcos de circunfeee(en linea continua) y en uno
compuesto por dos arcos de elipses distintas yracuatcos de una misma
circunferencia osculatriz (en linea de puntos) ujitsealizado por el autor.

Anejo:

Figura Al: Representacién de un anillo eliptico con su evolutaa fuerza distribuida ideal.

Figura A2: Fuerza distribuida ideal en el plano de un cuadrde elipse.

Figura A3: Deformada de un cuadrante de elipse con fuerzdbdisia ideal aplicada.

Figura A4: Diagrama de momentos flectores en el plano denilfo aircular con cuatro
fuerzas iguales y equidistantes.

Figura A5: Diagrama de momentos flectores en el plano dedremée de un anillo circular
con ocho fuerzas iguales y equidistantes.

Figura A6: Diagrama de esfuerzos cortantes en el plano @eraate de un anillo circular
con ocho fuerzas iguales y equidistante.

Figura A7: Deformada en el plano del cuadrante de un anilioulgr con ocho fuerzas
iguales y equidistantes.

Figura A8: Diagrama de momentos flectores en el plano dedramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucién 6ptima de ocho fuerzas segun teaeguiexceéntricos.

Figura A9: Diagrama de momentos flectores en el plano dedramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucién éptima de doce fuerzas segimdgaequiexcéntricos.

Figura A10: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucion éptima de dieciséis fuerzas segemos equiexceéntricos.

Figura A11: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=4 con distribucion éptima de dieciséis fuerzas segemos equiexceéntricos.

Figura A12: Diagrama de momentos flectores en el plano de ulo @ompuesto por tres
arcos de elipses iguales alrededor de un triaregudatero aplicando una distribucion
Optima de dieciocho fuerzas segun tramos equiericést(no se representan radios
sino barras auxiliares).

Figura A13: Representacién de un cuadrante de anillo compyestarcos de elipses y
circunferencias alrededor de un rectangulo.

Figura Al4: Diagrama de momentos flectores en el plano detiramée de un anillo
compuesto por arcos de elipses y circunferencradedor de un rectangulo aplicando
una distribucion optima de veinticuatro fuerzasisetgamos equiexcentricos.

Figura A15: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un compuesto por
circunferencias distintas alrededor de un rectangplicando una distribucion 6ptima
de veinticuatro fuerzas segun tramos equiexcémstrico

Figura Al16: Representaciéon de un anillo compuesto por arcodate elipses y dos
circunferencias distintas alrededor de un segmento.

Figura A17: Diagrama de momentos flectores en el plano denilo @ompuesto por arcos
de dos elipses y dos circunferencias distintagletter de un segmento aplicando una
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distribucion 6ptima de doce fuerzas segun tramagergentricos (no se representan
radios sino barras auxiliares).

Tablas:
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coordenadas cartesianas en el plano

longitud de lado

longitud de arco

perimetro, punto sobre una curva

semiejes mayor y menor de una elipse

relacion entre semiejes de una elips®)(

excentricidad de una elipse

ancho de la seccidn resistente del anillo en elgpla

angulo o latitud polar o geocéntrica de un puntargncurva
angulo o latitud reducida de un punto en una elipse

angulo o latitud geodésica de un punto en una curva

angulo entre dos lados contiguos de un poligono

angulo de inclinacién de una recta respecto aréeccion horizontal
angulo entre radios de curvatura en los punto rigetecia

angulo de orientacion de una fuerza respecto mdaaidn horizontal
dimensiones maximas de un anillo compuesto

pendiente y ordenada en el origen de una recta.

excentricidad maxima de un arco respecto a su auerd
Curvatura

curvatura variable en funcién dey 6 ¢

radio de curvatura

radio de curvatura variable en funcionxge 6 ¢

carga o fuerza puntual en el plano del anillo

carga o fuerza distribuida en el plano del anillo

carga o fuerza distribuida variable en funciorxgde 6 ¢

carga o fuerza distribuida critica de pandeo gragio

esfuerzo axil, punto sobre una curva

esfuerzo axil critico de pandeo en el plano

momento flector en el plano, punto sobre una curva
coeficientes de distribucion del momentos maxipmstivo y negativo
esfuerzo cortante en el plano, vértice sobre el

momento de inercia alrededor del eje transvergalbalb del anillo
modulo de elasticidad longitudinal del anillo

area de la seccion transversal del radio

maédulo de elasticidad longitudinal del radio

longitud equivalente de un arco eliptico

longitud equivalente reducida de un arco eliptico

rigidez axil de un radio

modulo de coaccion radial en un anillo

namero de lados, vértices, angulos o elementosidegesn general
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CAPITULO 1:INTRODUCCION

Donde se explican las razones que motivan estatigaeién, ademas de los objetivos, alcances ytaamnes.

Apartado 1.1: Ecologia

i) Cultura de lo efimero

Un afio después del maremoto que el 11 de marzOde &rasé una parte importante de la
costa nororiental de Honshu, la principal islaatehipiélago de Japén, Toyo Ito decia en una
entrevista: Ustedes vienen de la piedra, nosotros de la madékaiLAs 2012). Hablaba
sobre la cultura de lo efimero, en este caso, idefea la arquitectura y a las tareas de
reconstruccion después de la catastrofe, pero é@mnaplicable a otros ambitos de la vida. Esa
cultura parece estar mas arraigada en Japon glaeneayoria de los paises, al menos de los
desarrollada’s

Algunos de los templos mas famosos de Japon sarcesas de madera reconstruidas total o
parcialmente, a veces en mas de una ocasion, dedpuéber sufrido terremotos, incendios
o bombardeos. Eso no les quita valor historico.p#mente es un hecho mas de la historia.
Esta asumido que no se construyeron para duranaetente. Por lo menos, no la
construccion original. Tanto es asi, que de losicgos que forman el complejo del Gran
Santuario de Ise, el de mas importancia del simmjssituado en la peninsula del mismo
nombre, en la costa central del oeste de Honshla, \eginte afios se construye una copia casi
idéntic& en un terreno contiguo y después se desmantedagui hasta entonces estaban en
pie, segun una tradicibn que empezO hace trecessi@egun una creencia sintoista, la
naturaleza se renueva siguiendo ciclos que seerepiada veinte afios, asi que la
reconstruccion del santuario segun el mismo riteronite mantenerlo siempre renovado y en
buen estado, porque el concepto de nuevo se adatgapureza. La madera utilizada en cada
reconstruccion se ha de extraer, segun la tradid@itos bosques de cipreses que crecen en la
misma zona, haciendo de éstos una explotacion nilolste La madera resultante de
desmantelar los “viejos” edificios adquiere un cteh sagrado y se utiliza para reparar o
renovar elementos dafiados de otras construcciomgdgstas del pais. De esta manera se
reutilizan piezas de segunda y hasta tercera p(dstas 2003:24), alargando su vida util
segun lo que ahora se entiende como reciclado.

Sin entrar en los argumentos religiosos que puedativar esta renovacion ciclica de las
construcciones de este santuario, esta claro quigiéa existe una conciencia ecoldgica que
ha permitido respetar y mantener el entorno natuiss beneficios asociados, haciéndolo
compatible con las intervenciones humanas.

Se tiende a creer que la madera es perecederagpesqun material organico, mientras que
los materiales pétreos son eternos porque sonanim@s. Segun este argumento, si se
quisiese levantar una construccion que duraseastemte, se tendria que hacer con piedra y

! Se hace esta distincién porque en muchos paisgscialmente y por desgracia en los menos desatos]
existe la cultura de lo precario, que también recergue las cosas no son eternas, pero que adengsodas
las connotaciones negativas que se puedan imagmuoaisionalidad, inseguridad, inestabilidad, pabrestc. La
cultura de lo efimero no tiene nada que ver caasést

2 La copia no es idéntica ya que, por ejemplo, snildmas reconstrucciones se han introducido @gwavos
de hierro, mientras que en las construccionesiargsrsolo se utilizaban tacos y pasadores de mdleGAS

2003: 23).
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no con madera. Sin embargo, se conservan constnescoriginales de madera muy antiguas,
algunas de ellas en Japén, que no han sufrido speéeterioro y, en cambio, algunas
construcciones pétreas mas recientes tienen goavkelemas de conservacion.

Basta oir el cuento deos tres cerditopara ver que las construcciones de piedra siehgre
tenido fama de ser mas seguras que las de cuatsftsematerial, como si de refugiarse del
lobo se tratara. Ahora se sabe que, frente a amgmaAlogas pero reales como el viento, los
terremotos o el fuego, las construcciones de nadésrino pétreos pueden ser tan seguras
como las de piedra, o incluso mas en algunos aspeblo se trata so6lo de que las
construcciones sobrevivan a la catastrofe, simpugdo hagan especialmente sus ocupantes.

Construir algo para que dure eternamente es um@esp, pero no se basa en una necesidad
real, porque, ¢,cOmo se puede predecir que unaidedeseguird existiendo en un futuro
lejano? ¢ Durante cuanto tiempo? Una necesidad myedigcionar o incluso desaparecer con
el paso del tiempo, asi que seria suficiente qaeconstruccion fuera tan duradera como la
necesidad que la hubiera justificado. Si la neegsicicaba, la construccién podria
desaparecer. Si la necesidad evoluciona, se pdnisformar la construccion para adaptarse
a ella.

Cuando el coste de los recursos consumidos paaatlvuna construccién es muy alto, se

necesita mucho tiempo de amortizacion, asi quadmanconstruccion no deberia estar ligada
a necesidades de menos duracién. Sin embargo muebes lo esta. Es posible que esto sea
debido a la aspiracion de construir cosas que detemamente, puesta por delante de la
necesidad real, muy humano por otra parte. Auncu®0o se ha visto en el caso del Gran

Santuario de Ise, no es necesario que la consbruceiginal dure eternamente para que su
esencia se conserve renovada a lo largo de lassigl

i) Técnica para ahorrar

Probablemente, en el caso del Santuario de Isms& de los recursos consumidos haya ido
reduciéndose en las sucesivas reconstruccionazadss a lo largo de los siglos porque,
cuando un proceso se repite a lo largo del tiemp@pmete a sucesivos analisis con objeto de
poder reducir el trabajo necesario para las suagsiepeticiones. A partir del esfuerzo
intelectual realizado en el analisis y en la pasteplanificacion de los trabajos de
reconstruccion surge la técnicdefinida como el esfuerzo para ahorrar esfueBFIEGA Y
GASSET1933: 42).

Antiguamente, el problema de la construccion er&raddajo (fuerza bruta) necesario para
obtener, transformar, transportar y colocar el nalten la obra; no la cantidad de material en
si misma, ya que la naturaleza parecia proporci@tarsos inagotables. La ambicién de los
trabajos fue aumentando progresivamente a medigalgesfuerzo fisico iba dejando de ser
un problema.

Actualmente, la técnica se ocupa bésicamente decireck! trabajo de obtencion,

transformacion, transporte y puesta en obra pagssgponga un esfuerzo fisico minimo para
el hombre, pero esa reduccién ha incrementado stk @nergético en proporcion inversa.
Como, desde que se inici6 la revolucion industrade tres siglos, la produccidon de energia

% También se refiere a la tecnologia, que es laiaplicada a la técnica.
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se realiza principalmente mediante la quema de ustitites fosiles, de la que resulta una
gran cantidad de gases contaminantes, y no exastalra una fuente alternativa capaz de
igualar la produccion necesaria para alimentar tadacnica puesta en marcha para ahorrar
esfuerzo, sin considerar los efectos negativost@gme la obtencion de la mayoria de los
recursos materiales utilizados en la construccida ypropia obtencion de energia, se ha
iniciado hace ya tiempo un proceso insosteniblelees, que los dafios causados durante la
obtencion del material y la energia utilizadosandnstruccion, en general, no son reparados
ni repuestos por otros procesos, sino que se aanncoh el paso del tiempo. En esto, como
en otros procesos realizados por el hombre queuomrs material y energia, hay
excepciones. La construccion con madera obtenidaplietaciones forestales renovables es
un ejemplo claro, porque su produccion consigurieiir mas C@de la atmosfera del que
resulta de su transporte, manipulacion y puestabea, y el recurso material es renovado
mediante reforestaciones ciclicas.

Ahora bien, en general, los materiales utilizadosaeconstruccion no se obtienen de fuentes
renovables y el balance de generacién de gaseancimiintes como el CQresultantes de la
produccion de energia necesaria para la obtenti@msformacion, transporte y puesta en
obra del material, es positivo, es decir, se gemareho mas C@del que se elimina, porque
en muchos casos no se consigue eliminar ‘hagitonces, como hoy en dia no es posible
atender toda la demanda de construccibn medianteriedlas procedentes de fuentes
renovables como la madera, es necesario reductorgdumo de material y de energia
mediante la eliminacion de necesidades superfllzlagptimizacion de los procesos de
obtencion, transporte, transformacion y puesta lma del material, y la optimizacion del
disefio.

Cuando se optimiza un proceso o un disefio se dieese vuelve eficiente, pero, al contrario

que la eficacia, que mide la cantidad de objeti@leanzados sin importar la cantidad de

recursos consumidos, la medida de la eficiencianabsoluta, sino relativa a otros procesos
o disefios de los que se obtengan las mismas poesacen funcion de los recursos que se
hayan consumido.

= prestaciores
recursos

Eficienci

Si las prestaciones son los resultados positivésnalbs de un proceso, en este caso, la
construccion, y los recursos son el conjunto desri@és y energia consumidos durante el
proceso, cuanto menor sea este consumo respeag@eektaciones, mayor sera la eficiencia.
Si en cambio se considera solo el material conswynsiel obtiene la eficiencia material. Si en
el denominador se contemplan sélo la energia codsyise obtiene la eficiencia energética
Si se sustituyen los recursos energéticos pordsisluos resultantes de la producciéon de esa
energia, es decir, el GGse obtiene una suerte de eficiencia medioambienta

Esta misma relacion ha sido utilizada para conarder ligereza de la estructura, colocando
en el numerador su capacidad de carga, como usta@id, y en el denominador su peso
propio, como un recurso MBAss01993:31). Si el resultado es mayor que la unidad, la
estructura se puede considerar ligera, y si es mpgeada (figura 1.1).

* Por ejemplo: 31,45 KgCfKg de Aluminio, 2,80000 KgC&Kg de Acero laminado, 0,41122 Kgg@Rg de
cemento, 0,21851 KgG#Kg de hormigén o 0,21619 KgGMg de terrazo, segun el criterio de Componente
Béasico Material (MBRCADER2012: 411).

® Referida al propio proceso de construccion, rieaéxplotacion.
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Figura 1.1: “La leggerezza in Architetturatle Vincenzo Pintb

La técnica, que antes se ha definido como el esfu@éntelectual) para ahorrar esfuerzo
(fisico), puede definirse también como el esfugraa ahorrar energia y material. De hecho,
el ahorro de material casi siempre supone ahorrengggia para obtenerlo, manipularlo,
transportarlo y colocarlo en obra. En general, ebt@ro de energia es proporcional al de
material, aunque como en todo hay excepciones$:nsaterial se extrae y se transforma en el
mismo lugar de la obra, no requiere ser transpoytad es reaprovechado de otra obra,
requiere una transformacion menor o incluso nidpeddiendo de si lo que se reaprovecha es
el material en si mismo o un elemento construdtivegro. Ademas, no todos los materiales
necesitan la misma energia para su transformadomo tampoco tienen las mismas
prestacionés

Esta investigacion trata, entre otras cosas, dabbgisqueda de técnicas para el ahorro de

material en la construccion de estructuras contolge hacerlas mas eficientes, seguro al
menos desde el punto de vista material.

Apartado 1.2: Optimizacion a través del diseio

El dimensionado de las estructuras depende dentalad y de la calidad de los esfuerzos que
tienen que resistir. La cantidad depende a su gexalor de las cargas y de las dimensiones
de la estructuraa priori factores predeterminados, ajenos al control dgegtsta de la
estructura. En cambio, la calidad depende direcattardel diseio, y se refiere a la incidencia
relativa que tienen estos esfuerzos en el dimeadmde los elementos estructurales. En otras
palabras, la calidad de los esfuerzos es inverdganpeaporcional a los requisitos implicitos
en el dimensionado de los elementos de una estaustimetida a un determinado estado de
cargas.

® En las férmulas que aparecen en esta caricatura severtido la relacion, es decir, el peso pr@parece en el
numerador y la capacidad de carga en el denominador

" En este caso las prestaciones se refieren a pgeafss fisicas positivas de un determinado matedaho por
ejemplo la resistencia o la isotropia, que se puetiézar en beneficio de la construccion.
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Asi, para resistir un esfuerzo de traccién, comestabilizante, es decir, que tiende a alinear
la directriz de un elemento estructural con laatii@n del esfuerzo, sélo se necesita una
seccion con una cantidad determinada de materieh)amientras que para resistir flexion,
compresion, o una combinacion de ambos esfuertdvez, como directa o indirectamente
tienden a desviar la directriz del elemento deasigon original, es necesario que ademas la
cantidad de material (area) se organice de unandiei@da manera en la seccion (inercia) para
gue se oponga a esa desviacion, y se reduzcadhezstiel elemento referida a su dimension
entre dos puntos fijos 0 de desplazamiento limit&onces, como la inercia de una seccién
se incrementa a media que se aleja el area densw de gravedad, si se aleja demasiado, la
propia seccion se vuelve esbelta y, por tanto,tabés asi que se necesita también
incrementar su area. Por eso, mas inercia suetmsugambién mas cantidad de material.

Para demostrar este argumento, se compara un teslolielo entre dos puntos con un arco
sometido a las mismas cargas, con la misma luzchdl, pero de trazado inverso. El
dimensionado de la seccion del cable sélo depemtfievalor del esfuerzo axil y de la
resistencia del material, mientras que el dimemslorde la seccion del arco depende también
de los fendmenos de inestabilidad derivados desbeltez, dependiente a su vez de la
relacion entre su longitud y la geometria de sgiéaaesistente. Ademas, como el cable no
tiene ninguna rigidez a flexion, cualquier variace la distribucion de las cargas modifica
su trazado, adaptéandolo al del recorrido de lasz&sehasta los anclajes, mientras que la
misma variacion de cargas sobre el arco, como etenmento rigido que no puede adaptar su
trazado, provoca momentos flectores, lo cual engpadn mas sus condiciones iniciales de
dimensionado.

A través del disefio se pueden mejorar las condisiale dimensionado de una estructura,
mejorando la calidad de sus esfuerzos y permitieasio que la estructura pueda ser
optimizada. Las condiciones del cable siempre seréjores, pero si se consigue arriostrar
suficientemente el arco para reducir su esbeltetesier que aumentar su inercia, se evitara
que los fendmenos de inestabilidad gobiernen swemBionado. También, si se define su
trazado para que coincida con el recorrido de éagas dominantes hasta los apoyos, los
esfuerzos de flexion se reduciran sélo a los debédias variaciones de las sobrecargas. Esto
haria que el dimensionado de la seccidn resistlaht@rco se aproximase al del cable.

Ademas, para optimizar cualquier estructura formaolaelementos o tramos repetidos, se
intenta que las condiciones de un tramo no seandifienentes a las del resto, o lo que es lo
mismo, que las condiciones de todos sean igualegjéinplo tipico de esto es el de la viga

continua, en la que se intenta disponer los apdgdsl manera que se igualen los valores de
los momentos flectores en cada tramo. Incluso asvee considera la redistribucion plastica
para igualar momentos negativos con los positildes.este modo se puede dimensionar la
viga para que una sola seccién tenga el mismodataprovechamiento en todos los tramos.

Asi entendido, el disefio tiene que servirse datut@dlpara controlar los parametros que
definen las condiciones Optimas en el dimensiondtlo‘disefio calculado” anticipa la
eficiencia de la estructura. En definitiva, searae encontrar aquel disefio que mas se
aproxime a uno ideal para una determinada disidbute cargas, en el que el volumen de la
estructura sea minifigporque todas sus barras sélo han de resistir resuaxiles de
traccion o de compresion, y ninguna de las quenesténprimidas estad penalizada en su
dimensionado por el pandeo@TAs-RipPoLL 1988: 59).

8 El volumen minimo se refiere a la menor cantidadrdterial posible.
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Apartado 1.3: Estructuras tensadas autbnomas

i) Equilibrio de fuerzas internas

Para obtener la maxima eficiencia, las técnicaa pdworrar material a traves del “disefio
calculado” se deberian aplicar a las estructurasaquriori se consideran las mas ligeras de
todos los tipos que existen en la actualidad: ¢éasables y membranas tensddas

Muchas de estas estructuras no equilibran intern@arias reacciones de traccion generadas
por el estado de tensidon que necesitan para mantere geometria estable, sino que

requieren enlaces externos para absorberlas.@& eslaces se sitian en un plano distinto de
donde se generan las propias reacciones, ademésceppaunos momentos en la base

proporcionales a la altura de los soportes.

Si las reacciones de la tension interna son altwbnediante unos soportes empotrados en
la base (figura 1.2), éstos suelen necesitar wewsoses resistentes considerables. Como los
momentos flectores se transmiten directamenteradn®@, para evitar el vuelco se precisan
también grandes cimentaciones. Ademas, como lziGeaeertical suele ser bastante mas
pequefia que la horizontal, para evitar el deslieatoise necesita que el peso del cimiento
sea superior al cociente de la reaccién horizantak el coeficiente de rozamiento cimiento-
terreno o, incluso a veces, acufiar la cara infel@rcimiento. Todo esto hace aumentar el
peso global de la estructura y, por tanto, desceswdeficiencia material.

N =

J— —

Figura 1.2: Absorcion de reacciones de tensado mediante sgpartpotrados en la base (en
linea gruesa las acciones sobre el cimiento).

Si esas mismas reacciones son absorbidas mediardgrantado de los soportes desde el
plano de cubierta hasta el suelo (figura 1.3), emento que aparecia antes en la base se
descompone ahora en un par de fuerzas de tracapresion, cuyo valor esta en funcion de
la separacion entre ellas en el plano del suelantoumayor es esta separacion entre la base
del soporte y la del tirante, menor son las reassaresultantes de la descomposicion del
momento, pero mayor es el espacio que queda afeateetiedor de la estructura. Ademas,
cuando el terreno no tiene una resistencia sufeipara absorber directamente la reaccion
del par de traccion por rozamiento, se necesitatrajpesos en su cimentacion para conseguir
equilibrarla, lo que también hace aumentar el jgésoal y descender su eficiencia.

° Dentro de este tipo de estructuras también sayianllas neumaticas o hinchadas, ya que su elerpgntipal
no deja de ser una membrana tensada por el efedéopdesion del aire que encierra.
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Figura 1.3: Absorcion de reacciones de tensado mediante sgmiitantados (en linea
gruesa las acciones sobre el cimiento).

Por el contrario, las estructuras tensadas autGmaoa las que absorben las reacciones
debidas a la tensioén interna mediante elementadosgquilibrantes que, en la mayoria de
los casos, se sitian en el mismo plano donde sleiqg@n esas reacciones (figura 1.4). Son las
mas eficientes desde el punto de vista materiajygoison las mas ligeras, ya que estan
formadas sobre todo por elementos tensados, oas&agccion pura, combinados con un
minimo numero de elementos rigidos a compresiorilgxaon, que garantizan su estabilidad
y autonomia mediante la absorcion de las reaccioegdltantes de su estado tensional

interno.

Figura 1.4: Absorcion de reacciones de tensado mediante ureatemigido equilibrante (en
linea gruesa de puntos).

Estas estructuras son internamente hiperestafieas externamente isostaticas, mientras que
las anteriores trasladan fuera su hiperestatistrevas de los enlaces con el exterior. Por eso
también se dice que las estructuras tensadas and@dnuodrian ser estables en un espacio sin
gravedad, mientras que las otras no.

Entonces, segun los criterios expuestos en elagmenterior, el disefio y optimizacion de las
estructuras tensadas autbnomas con objeto de serefitéentes, es decir, mas ligeras,
depende sobre todo de sus elementos rigidos, poloede se concentra la mayor parte del
gasto de materid, ya que estan afectados por la compresién y adfieprovocada por la

interaccion con los elementos tensados, y la quieadde los fendmenos de inestabilidad en

1% Sin embargo, como se explica en el siguiente wapila mayoria de las investigaciones acerca isefid y
optimizacién de estas estructuras se centra erazado de los elementos tensados, lo que es llafoacho
finding, dejando en un segundo término el problema detianzacién del comportamiento de sus elementos

rigidos.
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segundo orden, tipicos de los elementos esbeltospramidos; por el contrario, el
dimensionado de los tensados es funcién directavaler de la traccibn que tienen que
soportar.

Los elementos rigidos mas eficientes son los quéneafectados principalmente por la
compresion y no por la flexion, ya que, si no smsuficientemente esbeltos como para sufrir
fendmenos de pandeo, el mayor condicionante deirsendionado es la resistencia del
material.

Los elementos rigidos equilibrantes reciben diraet#te las reacciones de los elementos
tensados en todo el perimetro de la estructura wdalan formando un circuito cerrado de
fuerzas. Estos elementos normalmente forman cargdimeales cerrados tales como marcos
o anillos rigidos. Los marcos rigidos trabajan @palmente a flexion, pero también a
compresion. Los anillos trabajan a compresion, ,p&reu geometria no coincide con la del
funicular de cargas resultante de una determinedabdicion de fuerzas provenientes de los
elementos tensados, ademas tienen que soportfiedxames resultantes del producto del
esfuerzo axil de compresion por la distancia egltfenicular de cargas y el eje del anillo en
cada punto. Muchas veces este problema se resimdk@mentando exageradamente su
seccion en la direccion paralela al plano del ande manera que dentro del anillo se pueda
inscribir casi cualquier funicular de cargas, igyaé sucede en los arcos diafragmaéticos.

i) Anillos circulares

La mayoria de las estructuras tensadas autonomasseusirven de anillos rigidos de
compresion como elementos equilibrantes tienendistabucion radial o centripeta de sus
fuerzas internagA priori, la geometria del anillo mas adecuada para estiabdicion parece
gue es la circular.

En este caso, si el elemento tensado es una memmlrasta con que la reaccion sobre el
anillo sea constante para que éste tenga unascimmel Optimas de dimensionato
considerandose de hecho un disefio ideal, ya queiso elemento rigido esta solicitado sélo
por un esfuerzo axil de compresion constante em ébgerimetro y, por efecto de la coaccion
radial de la membraha tiene limitado, si no completamente impedidopahdeo en su
propio plano.

Los ruedas circulares con radios tensados, corocdao ruedas de bicicleta, le siguen en
eficiencia a las anteriores, porque, en su esteia de cargas, el anillo rigido exterior esta
sometido a los mismos esfuerzos de compresionlegi®r y de cortante en cada tramo, v,
como todos tienen la misma longitud, también tielasnmismas condiciones de pandeo su
propio plano.

1 Atendiendo sélo a los efectos de la carga enapi@plano.
12 E| efecto de la coaccion radial de los elementosados sobre el anillo se explica en el capitule Bsta
tesis.
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Figuras 1.5a; 1.5b y 1.5cDiagramas de esfuerzos axiles, momentos fleciocestantes en
el plano del anillo rigido de una rueda circularagios isotensd3y equidistantes.

El disefio de estas ruedas esta controlado pompesnetros: la disposicion de los radios

(orientacién y separacion), su fuerza relativaa gurvatura del anillo. Cuando los radios son

equidistantes e isotensos, en el anillo se puesigilrir un poligono regular de fuerzas en el

gue el axil de compresion seria constante en tsaw$ados. El valor de esta compresion seria
igual al que se produce en el punto medio de caatact de circunferencia, donde la recta

tangente es paralela a la cuerda del arco (figlia).1

Como la curvatura es constante, la variacién dmerdgxicidad entre los puntos de este
poligono y el anillo circular se repite igual erdaaramo entre radios. Esta excentricidad es
cero en los vértices del poligono y maxima en stroede los lados. Como el recorrido l6gico
de las cargas seria el poligono y el trazado dib &s circular, aparecen momentos flectores,
producto del esfuerzo axil y la excentricidad edacpunto, es decir, entre la cuerda y el arco
de cada tramo (figura 1.5b). Cada fuerza radiabgenn esfuerzo cortante maximo igual a la
mitad de su valor (figura 1.5c). Asi es como losgdamas de esfuerzos axiles, momentos
flectores y cortantes se repiten idénticos en témogamos.

Los esfuerzos asociados a las tensiones normaieseay momentos flectores) son los que,
en general, mas condicionan el dimensionado diébani

iii) El problema de la elipse y de los anillos noirculares en general

Lo que es relativamente sencillo de intuir de wesla formada por una membrana o por unos
radios tensados sobre un anillo rigido de plamtauleir se vuelve un problema mas complejo
si el anillo es eliptico, porque su curvatura esalde, es decir, que el radio de curvatura y la
posicion de su centro son diferentes en cada pieltanillo®. Asi, para tener las mismas
condiciones de dimensionado en todo el perimetressuficiente con que la tension de la
membrana sea constante, que los radios sean e¢gnids o que tengan el mismo valor de
traccion.

3 Del mismo modo que en las estructuras formadasortagamente por elementos traccionados esta
comunmente admitido el término “tensadas”, en iestastigacion se admite que los radios que tenpariseno
esfuerzo de traccion sean llamados “isotensos’eerde “isotraccionados”.

4| os centros de radios de curvatura de todos logpude la elipse se encuentran en su curva eygjuggtiene
forma de astroide.
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Entonces, ¢como obtener la ley de fuerzas distiéisuen el plano de la que resulte un
esfuerzo axil constante en todo el perimetro cuaedmata de ruedas de membrana tensada?
¢, Como encontrar la disposicion ideal de fuerzasedabelipse de la que resulten las mejores
condiciones de dimensionado cuando la rueda eshalde radios tensados? Es decir, ¢,cOmo
hacer para que el comportamiento del anillo elypsie parezca al del anillo circular?

Esta claro que los parametros que permiten dethsimente el disefio 6ptimo de una rueda
de elementos tensados sobre un anillo circulaongsficientes cuando es eliptico, ya que la
curvatura variable afiade un grado de complejidada@impide.

En el caso de las ruedas de membrana tensadac@isiguiese variar el valor de la reaccion

continua de la membrana para que la relacion eatga y curvatura se mantuviese constante
a lo largo de todo el perimetro, las condicionesideensionado de un anillo rigido de planta

eliptica, teniendo en cuenta sélo los efectos guaglo, serian idénticas a las de un anillo de
planta circular.

En el caso de las ruedas de radios tensados, lmrégido de planta eliptica también tendria
un comportamiento similar al circular si en él sglipse inscribir un poligono tal que de la
descomposicion de las fuerzas radiales en sugsegmesultaran esfuerzos axiles iguales en
todos los lados, siempre que estos lados ademigsaiwuna longitud parecida y dividiesen
el anillo en tramos con la misma excentricidad mméxcuerda-arco. Entonces los diagramas
de esfuerzos axiles y flectores de cada tramo ni#b @&ntre radios serian idénticos y sus
condiciones de dimensionado se aproximarian agdamanillo de planta circular.

Si ademas se consiguiera combinar arcos de cinmandi@ y de elipse hasta componer un

anillo cerrado de tal manera que hubiese contiduid@ la curvatura en los puntos de

tangencia, seria suficiente con sincronizar laitistion de fuerzas radiales sobre dos arcos
contiguos para que todos los arcos que formasenili tuvieran las mismas condiciones de

dimensionado.

Apartado 1.4: Objetivos, alcance v limitaciones desta investigacion

Esta investigacion trata sobre la busqueda dedtensa de disefio de anillos de compresion
no circulares y de la distribucion de fuerzas lgplano, procedentes de membranas o radios
tensados, para que las condiciones de dimensiateado seccion resistente sean éptimas.

No son objeto de esta investigacion los fenomewasridos fuera del plano del anillo, tales
como el alabeo, el cortante o la torsién, provosauta las fuerzas no contenidas en el plano,
ya que éstos dependen de otros factores, coma@ shsposicion de los apoyos en planta o el
angulo de incidencia de los elementos tensadosngiean sido contemplados ahora. Asi, la
consideracion unicamente de los efectos en el plampretende ser una simplificacion, sino
el punto de partida para la resolucién de un problenas amplio. Por esa misma razén,
tampoco son objeto de investigacion en esta tesisfectos de las acciones variables, dentro
y fuera del plano anillo, porque, ademéas de depeadebuena parte de la forma de la
estructura en seccion, ajena al propio anillo, na factores que definaa priori el
comportamiento mecanico de la estructura, como sglel equilibrio de las fuerzas internas
debidas al pretensatfo

'% Esta consideracion afirma que las fuerzas de msat® y su equilibrio forman parte intrinseca deisma
definicion de una estructura tensada, antes indasgue actlen sobre ella fuerzas externas.
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CAPITULO 2: ESTADO DE LA CUESTION

Donde se definen los tipos de cubiertas de cable®embranas tensadas equilibradas con anillos Hgisk
revisan los principales inventos, proyectos y obeasizadas referentes a esos tipos, y se exposguuhtos de
partida con respecto a los trabajos y lineas destigacién mas recientes.

Apartado 2.1: Cubiertas tensadas equilibradas conrdllos rigidos

Para situar el objeto de investigacion, los anidescompresion, en su contexto fisico, las
cubiertas tensadas autbnomas, se recurre a uificatadn de las mdultiples existentes cuyo
criterio se refiere a la forma que adoptan los el#iws tensados (cables y membranas) dentro
del anillo. Este criterio es aplicable a las estmas de “forma activa” en general, es decir,
aquellas en las que la resistencia y estabilidpertde de que su geometria coincida con el
recorrido de las cargas, que son capaces de tiamsimirecurrir a la flexién ni al cortante
(ENGEL 2001:57).

Se ha elaborado una definicion propia de cadadipartir de la descripcion del proceso de
generacion de la forma.

i) Conoides

Se puede formar una carpa tendiendo una membraededbr de un poste alto. Si la
membrana esta compuesta por gajos de tres camasledgllas convexas respecto al interior,
resulta una superficie llamada conoide o parabeld& revolucion. Se trata de una superficie
de doble curvatura inversa que permite ser tensiadaerder su geometria. Para mantener la
membrana en tension es necesario que esté anciagerimetro. Las fuerzas que reciben
estos anclajes perimetrales son de traccién yriema componente vertical, hacia arriba, y
otra horizontal, hacia el centro.

Alrededor de dos o mas postes altos alineados swbeje se puede tender una membrana
formada por dos mitades de conoide y dos tramasidatura simple. Disponiendo un anillo
de traccion sobre tres o0 mas postes altos coloeuogculo se puede tensar una membrana
con forma de tronco de conoide.

Si el perimetro del conoide se situa en un plamepoima del suelo, pueden disponerse unos
vientos que trasladen las reacciones de la memlwasta el suelo. Las resultantes de estos
vientos tienen que estar orientadas segun el angildorma la membrana en el perimetro el

plano horizontal, es decir, hacia abajo y hacisafue

Para liberar el espacio ocupado por los vientogwds y simplificar los anclajes al suelo,

dejandolos solo con una componente vertical, selgpuésponer un elemento en forma de
anillo rigido que absorba la componente horizodtlla reaccién de la membrana en el
mismo plano donde se genera (figura 2.1a). Contesuelr peso del anillo rigido también

consigue anular la reaccion vertical debida araiém interna de la membrdfia

'8 Aun asi, para mantener la estabilidad de la cigmae a cualquier accion horizontal externa, sidoportes
del anillo rigido no estan empotrados en la basesuglen disponer vientos en “V”, aunque de muchaom
entidad que los que se necesitarian para equibtansado de la membrana, que fijan la posicaérdillo con
respecto a la de los postes que soportan el canoide
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A veces, incluso en conoides tensados que tengaasaien el plano del suelo, también se
dispone un anillo rigido para evitar la compondmigzontal de la fuerza de los anclajes y asi
poder simplificar notablemente la cimentacion.

Se puede liberar apoyo de los postes altos inesrigustituyéndolos por una serie de tensores
de suspension que se entreguen contra un aniticidrapor debajo del conoide (figura 2.1b).

Figuras 2.1ay 2.1bCarpas con conoides tensados equilibrados eniehtgteo mediante
anillos rigidos (en linea gruesa de puntos).

Se puede construir un paraguas con conoides tensagortados mediante un poste central
empotrado en la base. En este caso, el anillo quiikea las reacciones queda suspendido
del propio conoide y estabilizado horizontalmenediante vientos radiales (figura 2.2a) o a

la inversa, o sea, suspendido mediante vientosapiégado mediante un conoide tensado en
posicién invertida (figura 2.2b). También es pasibmponer un paraguas con dos conoides,
uno de suspension y otro de estabilizacion (fi@uea).

Figuras 2.2a 2.2b y 2.2cParaguas con conoides tensados equilibrados emiglgiro
mediante anillos rigidos (en linea gruesa de pjntos

Cuando un conoide de revolucion tiene el eje iad® su base es no circular sino eliptica, y
el disefio y dimensionamiento del anillo se vuelgemplejos, ya que, para evitar que tenga
que soportar esfuerzos de flexion, se necesitdagredacion entre la reaccion horizontal del
pretensado de la membrana y la curvatura del as#lomantenga constante en todo el
perimetro.

Cuando el eje del conoide estd descentrado respectte, aunque éste sea circular, las
reacciones debidas al pretensado ya no son unifoyraparecen flexiones en el anillo.
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Sustituyendo el apoyo puntual en el interior den&ambrana por uno lineal en forma de arco,
resulta una variante similar al conoide formada lgointerseccion de dos paraboloides.
Incluso si la planta es circular, se presenta ufieulfad afiadida, ya que, al sustituir la

distribucion radial de las tensiones de la membporauna con dos direcciones principales
diferenciadas, una paralela y otra perpendiculaplaho del arco, las reacciones sobre el
anillo dejan de ser uniformes. Ademas, el mismtaesta sometido también al empuje del
arco, nada despreciable comparado con las reasailena membrana. Por estos motivos, los
anillos de este tipo de cubierta estan excluidasstke investigacion.

i) Ruedas de radios tensados

La rueda de radios tensados consiste en un afgitiorsometido a la accion del tensado de
unos radios delgadtsequidistantes que convergen en un eje. Para dafeehanillo en su
propio plano, no s6lo es necesario vencer la rigiadlexion que le confiere su seccion
resistente, sino que también se tiene que vencagidiez del sistema de radios delgados, por
la sobretensién de unos y distensién de Ytrdssto permite obtener un conjunto de gran
rigidez en el plano sin que esto s6lo dependa dedeion resistente del anillo.

Para evitar la deformacion fuera de su plano,dd#os se dividen en dos capas que van desde
el plano del anillo hasta dos puntos opuestos efeelAsi, una fuerza externa aplicada en la
direccién perpendicular al plano del anillo se deggone en un par de traccidon-compresion
en los radios, es decir, en una sobretension ydistansion de los radios de ambas capas
respectivamente.

Entonces, para que los radios delgados puedancacalaén la rigidez de la rueda, tienen que
estar pretensados con suficiente fuerza como padagdisminucion de traccion debida a
cualquier carga externa, en el plano o en cualqdiezccion fuera de él, no logre
comprimirlos. Ademas, la seccion del anillo rigida de ser suficiente como para poder
soportar los esfuerzos de compresién y de flexigmsp producen en cada uno de los tramos
entre radios, debida a las cargas externas yrafgaptension de los radios.

El concepto de rueda de radios tensados se puédaram las estructuras de cubierta. Asi,

en un edificio de planta sensiblemente curva yaderr se dispone un anillo rigido en la

coronacion de la fachada y sobre €l se tensa ureadse cables radiales distribuidos en dos
capas separadas por postes flotantes, formandenfihlenticular (2.3a), o por tensores de

suspension, si las dos capas arrancaban en elgberide dos anillos situados a diferente
cota. En este segundo caso, a veces se sustitsyes tensores de suspension por una
membrana en “V”, formando una rueda dentada (figuda). El trazado de los cables forma

una poligonal, si hay postes flotantes o tensavesna curva, si entre ellos se tensa una
membrana, que se corresponde con el funiculard@asgravitatorias de la cubierta.

Si se elimina la capa superior de cables tensad®es deja que los de la inferior deformen
tendidos desde el anillo rigido, desaparece eledtblzado inverso que permite tensar la
estructura sobre si misma y se obtiene una suertgiglla hiperbdlica invertida. Entonces,
para mantener la geometria de los cables y dotdeldension, mas alla de la que adquieren
por su peso propio, se construye una lamina delgada pesada, formada por un material

" Se consideran delgados los que son incapacespdeaoningin esfuerzo axil de compresién si pandss
ser demasiado esbeltos.
'8 Este concepto se denomina coaccién radial erpéluba 6 de esta tesis.
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que, aunque suele ser rigido como el hormigdn, enmexesita que aporte rigidez en la
direcciéon perpendicular a la superficie, sino aktial por la tension que supone su peso
propio sobre los cables (figura 2.3c). En cambio,ekpropio plano de la superficie, esta
lamina es capaz de transmitir fuerzas de compresidrementando la capacidad resistente de
la estructura frente a cargas externas asimeétricas.

Igual que en el caso del conoide, si cualquierasias ruedas no es circular, el disefio y el
dimensionado del anillo rigido se vuelven complejos

Figuras 2.3a, 2.3b y 2.3cRuedas de radios tensados equilibrados en el ptemimediahte
anillos rigidos (en linea gruesa de puntos).

iil) Clpulas tensadas

Las formas céncavas se asocian normalmente caslascturas de compresion, tales como
arcos, bovedas y cupulas, pero si se consiguengestein cable o una membrana con ese
trazado, se puede mantener su forma estable.

Asi que imaginese que sobre un cable tendido elusepuntos fijos se suspenden dos
montantes rigidos préximos a los extremos, de fogua el trazado adopta una forma de
poligono. Luego, desde cada extremo, se tensaalle que recoja el pie de los montantes y
lo eleve de cota. Entonces, se tiende otro caldanm® por el extremo superior de los
montantes y se vuelven a suspender otros dos ntestaroximos a los anteriores, repitiendo
el proceso hasta configurar una suerte de arcaldestensados.

Ahora imaginese que esta estructura plana se disperforma radial y se substituyen los

tramos de cable entre el extremo inferior de lagsivas parejas de montantes por anillos de
traccion conceéntricos que unen los extremos infesiale los montantes situados a la misma
cota en cada uno de los radios. Como resultada tEnkion interna de los sucesivos cables
que suspenden los montantes, aparecen unas regcdionzontales que normalmente se
equilibran con un anillo rigido en el perimetrog(iia 2.4). Para que la estructura tenga
rigidez torsional existen tres opciones: disporer ¢ables de la capa superior formando
triangulaciones en planta (a izquierda en la fipummo si se tratara de una cupula

geodésica; tensar una membrana sobre los radida dapa superior (a la derecha en la
figura); o una combinacion de ambas.

36



ANILLOS NO CIRCULARES

Igual que en los casos anteriores, el disefio y mBimepamiento del anillo rigido de las
cupulas tensadas de planta no circular resultacoraplejo que el de las circulares.

Figura 2.4: Cupula tensada de cables triangulados (izquierda)cables radiales y
membrana tensada (derecha) equilibradas mediararillmrigido (en linea gruesa de
puntos).

iv) Cubiertas neuméticas

En un globo esférico, la curvatura y la presiénaled son uniformes, asi que la tensién de la
membrana tambiéh Si se divide el globo en dos partes con un plaogzontal y se
considera el equilibrio de la mas grande, se necegie la membrana esté anclada en el
perimetro. Las fuerzas que reciben estos anclagesetrales son de traccion y tienen una
componente vertical, hacia arriba, y otra horizrtacia fuera. Con un cable que forme un
anillo circular de traccion se logra equilibractamponente horizontal.

19 |a tensién es la relacion entre la presiéon del, ajue es siempre constante dentro de cualquiemes, y la
curvatura de la membrana. Asi, cuanto mayor esifeatura, mas presion de aire se necesita pareemara
membrana en tension, o sea, estable.

37



RODRIGOMARTIN SAlz

Si se considera el equilibrio de la mas pequeis, flerzas que reciben los anclajes
perimetrales son de traccidn y tienen una compenesttical, hacia arriba, y otra horizontal,
hacia dentro. Con un anillo rigido de compresiérceesigue equilibrar esta componente
horizontal, restando sélo la vertical para los ajesl. Asi se puede plantear una cupula de este
tipo para cubrir un espacio cilindrico, de plantautar, sin necesidad de disponer soportes
empotrados en la base o vientos inclinados (figusa).

Si se juntan dos membranas resultantes de unasdonéerior a la mitad de la esfera en un
anillo rigido encerrando aire con presion constasée obtiene un cojin lenticular (figura
2.5b). De no existir este anillo rigido, el cojgmiicular tenderia a adoptar una forma esférica,
formando arrugas radiales que nacerian de la @uei de las dos membranas por la
pérdida de tension en la direccion anular. Estmisdpa una pérdida de capacidad de carga
de la cubierta.

Asi, existen dos tipos de cubiertas neumaticasgu&sencierran aire con presion constante
dentro de un espacio habitable, limitado por unmbrana, en forma de clpula mas o menos
rebajada y las paredes y el suelo de un cuerpdorigi las que encierran el aire a presion
Gnicamente entre membranas, formando un cojinnmma del espacio habitable.

Para rebajar la altura de una cupula soportadaip®rsin que eso suponga incrementar la
tensién en la membrana por la disminucién de cursdt se puede confeccionar una cubierta
mediante la interseccion de varias superficies deled curvatura, colocando cables de

refuerzo en las aristas curvas. En los bordesgdb$es transmiten reacciones puntuales de
traccion al anillo rigido (figura 2.5c).

Figuras 2.5a, 2.5b y 2.5cCubiertas neumaticas equilibradas en el perimetiiante un
anillo rigido (en linea gruesa de puntos).

Si la cubierta no describe una superficie de curaatonstante como la esfera, la tension en
la membrana no es constante. Asi, el anillo rigadopoco resulta circular, y, como en los
casos anteriores, su disefio y dimensionamientoiéamésultan complejos.

Para cuantificar la eficiencia de estas constrmesohay que tener en cuenta, ademas del
consumo energético para su fabricacion, transpprt@ontaje, el que se necesita para

mantener la presion constante en su interior, édpgnte en las que la membrana encierra el
espacio habitable, imposible de mantenerse totaéntermetico.

0 A las ctpulas rebajadas también se les llama dabide bajo perfil.
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Apartado 2.2: Inventos, proyectos y obras

Para situar el objeto de investigacion en un cdatkistorico, se relata el origen y desarrollo
de cada uno de los tipos de estructuras tensadiaglde en el apartado anterior, desde la
introduccion de los anillos de compresion en cguahasta la actualidad.

1) Conoides

Existen multiples ejemplos de tiendas de campaf@yscy otras construcciones itinerantes
basadas en el esquema de carpa tendida alrededmod varios postes altos. Muchos de
ellos provienen a su vez de modelos primitivos ideerda de diversas culturas nomadas de
la antigiiedad, de los que aun algunos se conservaso.

Seguramente, en el momento de la introduccion slandlos rigidos equilibrantes se produjo
el salto de las estructuras de tienda a los ealfide caracter permanente.

En la Exposicién Nizhny-Novgorod de 1896, se carygtron tres pabellones con cubierta
tensada disefiada por Vladimir Shukhov, uno de plesttangular, otro de planta ovalada y
otro circular, conocido comBotonda(figura 2.2) Los tres pabellones estaban cubiertos por
una malla metalica tendida entre una estructuralioatcentral alta y la fachada, mas baja.

Para equilibrar las reacciones horizontales deulaiecta en el perimetro se dispusieron
vientos y arriostramientos a lo largo de todaddakadas dePabellébn Rectangulay en las
fachadas rectas détabellon Ovalado En cambio, elPabellon Rotonda que tenia una
cubierta en forma de tronco de conoide de 68,3ndiélmetro exterior y 25m interior,
equilibraba las reacciones horizontales medianteaniio de compresion situado en la
coronacion de la fachada (figura 2.6). Seguramesitel primer ejemplo documentado de una
cubierta tensada de este tipo que incorpora uto al@lcompresion.

1 i
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Figura 2.6. Seccion del Pabellébn Rotonda en Nizhny-Novgorod.

En la década de 1930, la compafiia agricola Cdngillempezé a construir en el norte de

EEUU elevadores de grano de grandes dimensione®ouoa de conoide. Estaban hechos de
cables y chapas tendidas entre un gran mastilat@mtrcelosia y un cilindro de chapa de poca
altura pero gran diametro (figura 2,7). En la mé&yale ellos, los cables tendidos se anclaban
también al suelo, asi que es dificil saber silgldiio de chapa colaboraba en el equilibrio las

reacciones horizontales de los cables.

39



RODRIGOMARTIN SAlz

Figura 2.7: Elevadores de grano con forma de conoide conssyido Cargill Inc. en Minot,
Dakota del Norte.

A partir de la década de 1950, sobre todo graclas envestigaciones de Frei Otto acerca de
la busqueda de la forma de las estructuras tensadasmpiezan a construir estructuras
tensadas con forma de conoide, aunque casi siesqgpiibradas en el perimetro mediante

vientos en diagonal anclados en el suelo. No sochasulas construcciones de este tipo que
incorporen anillos rigidos, seguramente porquecto®ides se siguen utilizando sobre todo
para cubiertas temporales de poca entidad, endeslagmagnitud de las reacciones y su
distancia al suelo no suelen ser excesivas.

Aparte de los mencionados, uno de los pocos ejengaostruidos donde se utilizan anillos
rigidos para equilibrar las reacciones de unosidesale grandes dimensiones es el pabellén
para elCampus Centede Universidad de La Verne en Californganstruido en 1973 segun
el disefio de Robert Campbell. En este caso, seinamlztuatro conoides de membrana
tensada dentro de un mismo anillo con forma lokayleesultante de la interseccion de cuatro
circunferencias secantes en planta.

Desde la popularizacién de las estructuras tensadés década de 1980, se han desarrollado
multitud de variantes geométricas de las cubiageasadas con forma de conoide, de las
cuales, seguramente, las mas interesantes sorudapeymiten liberar el apoyo del poste
central sustituyéndolo por una serie de tensoresudpension por debajo de la membrana.
Uno de los ejemplos recientes mas difundidos gilieant este sistema es la cubierta del atrio
del SONY Centeen Berlin, construida en el afio 2000 segun un ptoyge Murphy/Jahn y
Arup, consistente en un conoide de cables y masfipendido desde un anillo rigido en
celosia de acero, apoyado en lo alto de la factladarios edificios (figura 2.8).

En cualquier caso, todavia hoy se siguen presemtimsdmismos problemas para equilibrar
las reacciones horizontales procedentes de ladtensterna de la membrana, sobre todo
cuando la base del conoide se sitia por encimaldeb del suelo y, muy especialmente,
cuando la planta no es circular.
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Figura 2.8: Seccion del atrio cubierto dSONY Centeen Berlin.
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A continuacién se muestra una tabla con algunosnitms, proyectos y obras referentes a

cubiertas con conoides tensados equilibrados conllosan rigidos, ordenados
cronolégicamente.

Afio Datos Descripcién

1896 Referencia Obra Conoide de cables tendidos el
Nombre  Pabellén Rotonda anillo de traccion en el interi

_ sobre pilares y anillo de compres
Autor Vl_a.dlmlr Shukhov _ en fachada.
Lugar Nizjn-Novgorod, Rusia
Forma Circular
Dimension 68,3m

1955 Referencia Obra Paraguas con doble conoide
Nombre  Federal Garden Exhibition membrana tensada sobre m:
Autor Frei Otto central y anillo tubular de acero.
Lugar Kassel, Alemania
Forma Circular
Dimension 6,5m

1956 Referencia Obra Conoide de cables y chapas tend
Nombre Elevador de grano entre mastil central y cilindro «
Autor Cargill Inc. chapa de acero.

Lugar Minot, Dakota del Norte, EEUU
Forma Circular
Dimension -

1959 Referencia Patente Conoides de membrana tens
Nombre Geodesic Tent suspendidos desde cupula geodé
Autor Richard Buckminster Fuller rigida y anillos de compresion.
Forma Circular
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1970 Referencia Obra Conoide de cables suspendido d¢
Nombre  Pabellén Australia Expo UniversHF"J‘St'('j inclinado  de  hormigon
Autor James Maccormick armado.

Lugar Osaka, Japon

Forma Circular

Dimensién -

Referencia Obra Dos troncos de conoides de cal

Nombre  Pabellén del Automovil en reticula y membrana tensi

Autor Kunio Mavekawa entre Oculointerior descentrado
y ) anillo rigido de acero.

Lugar Osaka, Japon

Forma Circular

Dimension 39,4 y 45,4m

1975 Referencia Obra Interseccidon de cuatro conoides
Nombre  La Verne College Campus CentdPémbrana tensada soportadosr
Autor Robert Camobell mastiles y equilibrados con un an

p. _ rigido con forma lobular de cua
Lugal’ La. Vel’ne, CallfOI’nIa, EEUU Circunferencias secantes.
Forma Cuatro circulos secantes
Dimensién -

1995 Referencia Obra Conoide de membrana tens
Nombre Paper Church desde mastil suspendido y an
Autor Shigeru Ban rigido de tubo de carton.

Lugar Kobe, Japon
Forma Eliptica
Dimensién 15x10m

1997 Referencia Obra Conoide de membrana nwad:

Nombre  Cubierta para casa de vacacionéi€sde mastil central y anillagido
en celosia de acero.

Autor Ramon Sastre

Lugar Argentera, Espafia

Forma Circular

Dimensién 22m

2000 Referencia Obra Conoide descentrado de cable

Nombre  Atrio del Sony Center membrilr']c? ten§|€|;1da€j§3de rlnas'1
suspendido y anillo rigido erelosie

Autor MurPhy/Jahn y.Arup de acero.

Lugar Berlin, Alemania

Forma Eliptico

Dimensién 102x77m

Referencia Obra Conoide de membrana tens

Nombre Cubierta circular desde mastil de adera y anillc

Autor Frei Otto y Bradastsch rigido tubular de acero.

Lugar Leonberg, Alemania
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Forma Circular
Dimension 24m
Referencia Obra Conoide de cables y membre
Nombre  Cubierta balsa depuracién aguadensado desde un tripode exterio
Autor Feélix Escrig y José Sanchez mastiles en celosia y un anifigido
gy _ 3 tubular de acero.
Lugar Butarque, Madrid, Espafia
Forma Circular
Dimension 38m
2010 Referencia Obra Conoide inclinado de cabl

Nombre  Khan Shatyr Entertainment Centé§nsados desde tres  masitil
metalicos en celosia formando

Autor Foster & Partners tripode y anillo de compresion
Lugar Astana, Kazakhstan hormigén armado.
Forma Eliptico

Dimensién 150m

Tabla 2.1: Cronologia de inventos, proyectos y obras con ctasoiensados equilibrados con
anillos rigidos.

i) Ruedas de radios tensados

El velario que se colocaba para dar sombra sobre alguno®gegtranfiteatros de la
arquitectura romana es el primer ejemplo de cubitesttil de gran tamafno del que se tiene
constancia. Pese a que no se conocen con pretisios los detalles del funcionamiento de
esta estructura, especialmente de su montaje, ad#end@enciones en textos antigdgsde
alguna imagen origind, hay indicios constructivos de los que se deduse pudo
componerse de una serie de postes verticales deranadthpotrados sobre unas ménsulas
agujereadas situadas en la coronacion del murei@xte piedra, desde las que se tendian
unas cuerdas que soportaban unas velas de lintedadps a modo de toldosdiiRanA 2014
100-103).

Suponiendo que las cuerdas se hubieran dispuestéordea radial desde los postes
empotrados en la fachada y no hubiera existidoimirgro apoyo en el interior, hubiese sido
necesario un anillo de traccion. En ese caso, taamds de suponer que los postes de madera
por si solos no fueran capaces de soportar los jemgdabidos a la traccién centripeta y que
las cuerdas se anclasen mas abajo, a modo desvmlbzados por el exterior de la fachada o
gue se aprovechase el efecto de anillo rigido queebe podido formarse en el muro de
fachada, normalmente de planta eliptica.

2L Suetonio, biégrafo de los primeros emperadoresanms, menciona entre las crueldades del emperador
Caligula que & veces, durante los combates de gladiadores, aahdol era mas sofocante, prohibia que se
echasen los toldos{SUETONIO: Caligula26.5), de lo que se puede deducir que, al menasfiééatro de Roma

(no el Anfiteatro Flavio que conocemos ahora, simm anterior), podia cubrirse mediante un entoldado
suficientemente grande como para proyectar sonafm@ $a arena donde luchaban los gladiadores.

2 En el Museo Arqueolégico Nacional de Népoles, eserva un fresco del Anfiteatro de Pompeya con el
graderio cubierto por una suerte de entoldado saleelas mas o menos radiales.
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Figura 2.9: Seccion del Anfiteatro Flavio con el sistema detgmyscuerdas y velas de la
cubierta segun la interpretacion del arquitectmale Josef Durm.
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El invento de la rueda de radios tensados se gé&iblingeniero aeronautico George Cayley,
gue en 1808 ya dibuj6é lo que denomin6é como la rueds ligera para los coches voladores
(AckrROYD 2011:152). En 1893 se construyd la primera rueda de radiosatis de gran
tamafno. Consistia en una noria de 83m de alturafidita por el ingeniero George
Washington Ferris para la Exposicion Universal gaecelebré en Chicago en ese mismo
afid™> (RYDELL 2003: 1386).

En 1956 se construyo la cubierta del Estadio DrctétéA. Grauert, conocido comal
Cilindro de Montevideosegun un disefio del ingeniero Leonel Vieira, teste en una red
de cables radiales tendidos desde un anillo de @migm de hormigon y un anillo de traccion
interior (figura 2.10). Como se trataba de una aue@ una sola capa de radios, para
mantenerlos en tension y conservar su geometrigatmaria se colocaron unas placas de
hormigén que formaban una lamina continua a modaatpa pesada ASBTOS-GUERRAS
1990: 9).

Doce afios mas tarde se construyo la cubiertdVdelison Square Gardeen Nueva York,
basada en el mismo modelo de carpa pesada sobreiege de cables tendidos, aunque en
este caso, se aprovecho el peso de unas platafoigidas situadas sobre los cables para
mantener la estructura en tension.

2 por este motivo a las norias de feria tambiéasednoce comBerris Wheels
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Figura 2.10: Seccion del Pabelldgl Cilindro en Montevideo.

En 1958 se construyo la cubierta del Pabellon dgUEEN la Exposicidon Universal celebrada
en Bruselas, segun el disefio del arquitecto EdDarcell Stone y del ingeniero Lev Zetlin.
Se trataba, esta vez si, de una estructura de deebizicleta con dos capas de cables unidos
por tensores de suspension y distribuidos radigknéensadas entre un anillo rigido de 116m
de diametro y un tambor suspendido en el intefigur@ 2.11).
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Figura 2.11: Seccién del Pabellén de EEUU para la Exposiciérvémsial de 1958 en
Bruselas.

Un afo después se acab6 de construir la cubiert®etmorial Autidotiumde la ciudad de
Utica, al norte de Nueva York, también segun uefthsde Lev Zetlin, consistente en una
rueda lenticular de cables organizados en dos cap@®s mediante montantes rigidos,
tensadas desde un anillo de hormigon de 83,3médeedio (figura 2.12).

Figura 2.12: Seccién deMemorial Auditoriumen Utica, Nueva York.

En la Feria Mundial celebrada en Nueva York en 1@64los terrenos situados en Flushing
Meadows- Corona Park, se construyé un pabell6reseptativo del Estado de Nueva York
(New York State Paviligndisefiado por el arquitecto Philip Johnson y eéralLev Zetlin. La
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feria estaba dedicada a la carrera espacial, aslagmayoria de las edificaciones tenian un
aire futurista. EI complejo del Pabellén contemés tedificios conocidos com@bservation
Towers Theateramay Tent of TomorrowEste Ultimo consistia en una gran rueda elipteca d
96x72m en planta, formada por dos capas de cablie®aipor tensores de suspension y
distribuidos radialmente, tensados desde un amgldo formado por una celosia metalica de
seccion triangular. Sobre la capa superior se dismn unos paneles de fibra de vidrio en
forma de cupula invertida rebajada. El anillo eastabportado por dieciséis columnas de
hormigén armado con forma de cilindro hueco de 8enaltura (8i1GH 2004: 14).

Como la planta es eliptica y todos los cables efstgados a un solo centro, las reacciones
horizontales procedentes de la tension internasahm provocan un esfuerzo de compresion
en el anillo, sino que ademas aparecen esfuerztiexilen en su propio plano que requieren
de una gran rigidez para mantener su geometrigal@e por el tipo unioén entre el anillo y las
columnas, un apoyo simple, que éstas no colabonata eabsorcién de las reacciones
horizontales. Por este motivo se plante6 una secei® celosia de grandes dimensiones
(figura 2.13).

1
|l
-
. |*'Tllim—lﬂl L IR

Figura 2.13: Seccion deNew York State Pavilioan Flushlng Meadows, Nueva York.

A partir de la década de 1980 se empiezan a canestroiertas en forma de rueda afadiendo
una membrana tensada entre los cables. La formaandsente, que dio lugar a una patente,
consiste en decalar los radios de la capa infednrrespecto a los de la inferior y disponer la
membrana en “V”, de manera que al tensar los catwastrazados hiperbdlicos inversos,
tienden a separarse y la membrana también queskdi@BHLER 1986: 1-4).

Segun este sistema se han construido numerosastaeshie grandes recintos como la de la
Plaza de Toros de Zaragoza, en 1988, la del Estidia Cartuja en Sevilla, en 1999, 0 mas
recientemente las d8tadium Fosharen China, en 2006, o déawaharlal Nehru Athletics
Stadiumen India, en 2010, la mayoria segun proyectos degknieria Schlaich, Bergermann
und Partner. La misma ingenieria ha disefiado ¢ipos de cubiertas similares para estadios,
muchos de ellos de planta cuadrdiidaas méas recientes conforman un tambor en celosia
metalica desde los que se tensan dos capas des cllrleados unidos por tensores de
suspension. Para ahorrar superficie de membrate,séscoloca s6lo en el plano inferior,
formando pequefios paraboloides tensados entreannos rigidos que se apoyan sobre los
cables.

24 «Cuadrondo” pretende ser un neologismo creado gbaautor para referirse a geometrias similares a un
rectangulo con los lados y los vértices redondedsiz término se ha aplicado a las geometriassarlillos
que coinciden con esta descripcion y que no hanidehtificadas como super elipses o falsas sUdjp=es.
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A continuacion se muestra una tabla de algunosninge proyectos y obras referentes a
cubiertas con radios tensados equilibrados cotoanilgidos, ordenados cronoldégicamente.

Afio Datos Descripcion

1956 Referencia Obra Carpa pesada de cables radi
Nombre  Estadio "El Cilindro" tendidos desde anillo rigido
Autor Leonel Yieira gﬁﬁiﬁ?ﬂgﬁggﬁ de traccion
Lugar Montevideo, Uruguay
Forma Circular
Dimension 95m

1958 Referencia Obra Rueda de bicicleta de cak

Nombre  Pabellén de EEUU Expo Universaiadiales en doble capa tense
desde anillo rigido en celospdane

Autor Lev Zetlin s
o de acero y tamboredtraccion en
Lugar Bruselas, Bélgica centro.
Forma Circular
Dimension 116m
1959 Referencia Obra Rueda lenticular de cables
Nombre  Utica Memorial Auditorium montantes tensados desde a
Autor Lev Zetlin rigido de hormigon.
Lugar Utica, Nueva York, EEUU.
Forma Circular
Dimension 83,3m
1963 Referencia Obra Carpa pesada de cables radi
Nombre  Rotunda Building Airport tendidos desde .”anl(ljlo rigido
Autor Gertrude Lemp Kerbis/Murphy-Jar(ﬁr(l)m'OreSIon y antflo de traccion
. o [amina de hormigon.
Lugar Chicago, lllinois, EEUU
Forma Circular
Dimension -
1964 Referencia Obra Rueda de cables radiales en d
Nombre  New York State Pavilion capa tensados desde anillo rigid
. celosia tidimensional de acero
Autor Lev Zetlin : .
anillo de traccion.
Lugar Queens, Nueva York, EEUU
Forma Eliptica
Dimension 96x72m
1966 Referencia Obra Vigas rigidas tendidas entre an

Nombre  Oakland Alameda Country Colisel compresion de hormig@nmam
y anillo interior de traccion.

Autor SOM
Lugar Oakland, California, EEUU
Forma Circular
Dimension -
1968 Referencia Obra Carpa pesada de cables radi
Nombre  Madison Square Garden tendidos desde anillo rigido
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Autor Fred Severud compresdn y anillo de traccion,
Lugar Nueva York, EEUU plataformas rigidas pesadas.
Forma Circular

Dimension 127,5m

1971 Referencia Obra Rueda de bicicleta de cak
Nombre  Spodek Arena radiales distribuidos en dpspza
Autor Krasinski, Zorawski y Zalewski tensa,dos desde anillo rigido

_ _ celosia de acero y tambode
Lugar Katowice, Polonia traccion en el centro.
Forma Circular
Dimension -

1986 Referencia Patente Rueda dentada de dab decaladc
Nombre  Fabric Roof Structure en dos capas y membrana ten:
Autor  Michael W. Ishler Gerente. cota.y anilo.mtenor
Forma Circular traccion.

1988 Referencia Obra Rueda dentada de cables dedata
Nombre  Cubierta de Plaza de Toros en dos capas y membrana ten
Autor Schlaich, Bergermann und Partnef | "V" desde dos a_n|IIo§ rlg_ldos

. diferente cota y anillo interior
Lugar Zaragoza, Espana tracciéon. Interior de membra
Forma Circular desplegable sobre cables radi
Dimension 100m interior tendidos desde mastiles flotantes.

1997 Referencia Obra Rueda de bicicleta decable:
Nombre  NSC Roof Outdoor Stadium radiales en dos capas, tens:
Autor Schlaich, Bergermann und PartneF;rzggr (?Qltllrc;cc:ilgadﬁ]teciﬁ)r icuek:ic()—:
Lugar Kuala Lumpur, Malasia con membrana tensada entre a
Forma Eliptico rigidos.

Dimension -

1998 Referencia Obra Rueda cables tensados en dos ¢
Nombre  Imtech Arena (Volksparkstadion) desde anillo rigidode acero
Autor Schlaich, Bergermann und Partneﬁjsct;ljens ei?ltglrioer)(tercl:%rbi):er?gI”Oc<
Lugar Hamburgo, Alemania membrana tensada entre a
Forma Cuadronda rigidos apoyados sobre los cables.
Dimension -

1999 Referencia Obra Rueda dentada de membrana
Nombre  Estadio de la Cartuja “V” tensada entre cables radic
Autor Schlaich, Bergermann und Partne(rjlec"’llaIOIOS en ,d(.)s capas teps

. N entre tambor rigido en celosia
Lugar SeV'l”Z’ Espana acero y anillo interior de traccion.
Forma Ovalado
Dimension -

2002 Referencia Obra Rueda de bicicletade cable
Nombre  National Athletics Stadium tensados en dos capas desde ¢

Autor Schlaich, Bergermann und PartneFIgldo de hormigon y doble ani
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Lugar Abuja, Nigeria interior de traccion sepaglo po

Forma Eliptico montantes rigidos flotante
cubierta con membrana tens

Dimension 265x207m entre arcos rigidos apoyados st
los cables.

2005 Referencia Obra Rueda de cables tendidos de
Nombre  Commerzbank Arena anillo rigido en celosia plana
Autor Schlaich, Bergermann und Partne‘?lnIIIO interior de traccion, cubie

. con membrana tensada entre a
Lugar Frankfurt, Alemania rigidos apoyados sobre los cables.
Forma Cuadronda
Dimension 200,15x238,5m

2006 Referencia Obra Rueda dentada de membrana
Nombre  Stadium Foshan “V” tensada entre cables radie
Autor Schlaich, Bergermann und Partne(rjec"jIIaOIOS en dE)S. capas tens

] entre tambor rigido en celo
Lugar Foshan, China metdlica y anillo interior c
Forma Circular traccion.
Dimension 66,5m de vuelo

2009 Referencia Obra Rueda de cables radiales en
Nombre  Roofing Bay Arena capas tensados entre un tambc
Autor Schlaich, Bergermann und Partne?e'OSIa metahca y un anilioterior

_ de traccion.
Lugar Leverkusen, Alemania
Forma Circular
Dimension 215m
2010 Referencia Obra Rueda dentada de membrana

Nombre  Jawaharlal Nehru Athletics Stadiuny~ entre cables radiales decala
en dos capatensados entre tamt

Autor Schlaich, Bergermann und Partner; . ; e
] _ rigido en celosia metalica y an
Lugar Nueva Dehli, India interior de traccion.
Forma Eliptico
Dimensién 350x290m
2011 Referencia Obra Rueda de cables tensados en
Nombre  RehabilitacionStadium BC Place Capaﬁ desde af;'“o rigido de ace
Autor Geiger Engineers y SBP mastiles en e '(?xterlor'y anl
i interior de traccion, cubierta ¢
Lugar Vancouver, Canada membrana tensada entre a
Forma Eliptica rigidos apoyados sobre los cables.
Dimension 261x220m
Referencia Obra Rueda de cables tensados en

Nombre  National Sports Complex OlimpyiskaPas desde anillo rigido de ace
mastiles en el exterior y ani

Autor Schlaich, Bergermann und Parrtner, . 2 .
. } interior de traccion, cubierta c
Lugar Kiev, Ucrania membrana tens@a entre arc
Forma Eliptica rigidos apoyados sobre los cables.
Dimension 306x236m
2014 Referencia Obra Rueda lenticular de montantes
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Nombre  Tauron Arena cables radiales en dos ca

Autor Perbo Projekt tensados desde anillo rigido

Lugar Cracovia, Polonia hormlgon arma;:lo Y tamk
_ suspendido en el interior.

Forma Circular

Dimension 146m

Tabla 2.2: Cronologia de inventos proyectos y obras con ruegtesadas equilibradas con
anillos rigidos.

iil) Cupulas tensadas

En 1964 Richard Buckminster Fuller, a partir dedea de tensegridad, ideo y patentd un
sistema de cupulas tensadas llam&dspension Buildindgzn el mismo texto de la patente, se
describe el invento de la siguiente maner@n “sustitucion de la curva catenaria, al
descomponer el trazado de los cables suspendidoxmentos de suspension y ascension,
se puede elevar una serie de marcos circularesliggmles concéntricos, ganando altura
hacia el centro mediante un sistema de suspensi@ab ascendente(FULLER 1964: 1).

Pese al poder mediatico de Fuller y a la gran dadtde inventos que logré construir, en este
caso, no consiguid ir mas alla de una maqueta Asdansion Doméyasada en los principios
de su patente (figura 2.14).

Figura 2.14: Maquéta de la cupulaspensionbasada en la patente de Fuller.

Mas o menos en la misma época, el ingeniero fraRod®rt Le Ricolais trabajaba en su
laboratorio de la Universidad de Pensilvania comgue#as de estructuras con “columnas
suspendidas en el aire” que tenian configuraciomgssimilares a la propuesta de Fullee (L
RicoLAls 1997: 111-121).

En 1983, el ingeniero Horst Berger, que estabaiasocpor aquel entonces con David
Geiger, recupera la idea de Fuller y desarrollaistema de cupula de cables tensados para el
cubrir el Sun-Domeen St. Petersburg, Florida. Tras la ruptura de é&ddgrger Associates
ese mismo afo, David Geiger altera el disefien@dovic 2010: 58) y patenta un sistema
llamadoRoof StructueSegun €l mismo escribe, se trata una solucionquarstruir cubiertas
ligeras sin los inconvenientes que presentan lama® anticldsicas de las estructuras de
membrana tensada respecto a la percepcion vislagéspacio interior, ni tampoco los
problemas de dependencia de los sistemas mecdr@cesarios en las estructuras neumaticas
que, por el contrario, si que permiten amplitudidaal interior. (&IGER1988: 1-2).
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Las principales diferencias de este sistema cooufaula de Fuller son dos: que no se
suspenden marcos o anillos rigidos, sino postegmessos en circulos concéntricos, y que la
disposicion de los cables de suspension es radil triangulado. También define
detalladamente la secuencia de montaje y entradarga de la cubierta (figura 2.15). Segun
este sistema, en 1986 se construyeron dos cubdisi$adas por el mismo Geiger para los
pabellones de gimnasia y de esgrima de las Olirapidé Seul 1988. Ambas se equilibraban
en el perimetro con un robusto anillo circular denigdn armado.

Figura 2.15: Secuencia de montaje descrita por Geiger paraifagdas tensadas.

Posteriormente se han desarrollado multitud deantes, sobre todo con distribuciones de
cables triangulados, para poder adaptarse mejoeoangfrias no circulares y conseguir
estabilidad torsional sin necesidad de una membtansada en la capa superior. Los
ejemplos mas relevantes, seguramente, son la talpiara elGeorgia Domegconstruida en
1992 segun el disefio de Weidlinger Associates yhyias Levy, basado en su propia patente
(figura 2.16), y, mas recientemente, la cubierth Etadio “Unico” de la Plata, con un
sistema de cupula tensada similar, pero equilibpaataun anillo con forma de dos circulos
secantes construidos como una gran celosia meti@inaién segun un disefio de Weidlinger
Associates.
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Figura 2.16: Planta y seccion de la capula tensada con calegtiados descrita por Levy.

A continuacion se muestra una tabla de algunosninse proyectos y obras referentes a
cubiertas con cupulas tensadas equilibrados cdlosarigidos, ordenados cronolégicamente.

Afio Datos Descripcién

1964 Referencia Patente Armazones rigidos concéntric
Nombre  Suspension Building suspendidos de do$ami!ias de
Autor Richard Buckminster Fuller ;?lﬁllgsri fﬁjr()magr(ijr%etjrgﬁ cupula
Forma Circular/Poligonal/lrregular gidop '

1986 Referencia Obra Clpula de montantes, cak
Nombre  Pabellén Olimpico de Esgrima ~ radiales y membrana tensadadies
Autor David Geiger anillo rigido de hormigbn arma
Lugar Sedl. Corea de seccion rectangular.

Forma Circular

Dimension 98,3m

Referencia Obra Clpula de montantes, cak
Nombre  Pabellén Olimpico de Gimnasia radiales y membrana tensadadies
Autor David Geiger anillo rigido de hormigbn arma
Lugar Sedl. Corea de seccion rectangular.

Forma Circular

Dimension 131m

1988 Referencia Patente Capula de montantes, cak
Nombre  Roof Structure radiales y membrana tesmda desc
Autor David Geiger anillo rigido.

Forma Circular/Poligonal
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Referencia Patente Clpula de montantes, cak

Nombre  Cable Dome System with Main ~ triangulados y membrana tens
Cables Oriented Along Chords ~ desde anillo rigido.

Autor Horst Berger

Forma Circular/Poligonal

1989 Referencia Obra Capula de montantes, cak

Nombre  Florida Suncoast Dome (Tropican&diales y membrana tensada di
Field) anillo rigido prefabricado ¢

Autor KKBNA y Geiger Engineers hormigon armado de secc

Lugar St. Petersburg, Florida, EEUU rectangular.

Forma Circular

Dimension 206,4m

Referencia Obra Clpula de montantes, cak

Nombre  Redbird Arena radiales y membrana tensada d

Autor Geiger Engineers ?]mlllq 'I’I'gIdO %refab(;lcado ¢

Lugar Normal, lllinois, EEUU ré)gg;]ggour;ar_ armado € seon

Forma Dodecagono

Dimension -

1991 Referencia Obra Clpula de montantes, cak
Nombre  Centro Polideportivo Amagi radiales y membrana tensada d
Autor Masao Saitoh y Structural Design aniIIo. , rigido  prefabricado (

Group Corp. hormigopn armado de secci
Lugar Amaji Yugashima, Japon rectangular.
Forma Circular inscrito en cuadrado
Dimension 48m

1992 Referencia Obra Capula de montantesy cable:
Nombre  Georgia Dome tensados triangulados desde al
Autor Matthyns Levy y Weidlinger ”,gid(.), de hormigon armado

Associates seccion rectangular.
Lugar Atlanta
Forma Falsa super elipse
Dimension 233,5x186m

1993 Referencia Patente Clpula de montantes y cak
Nombre  Triangulated Roof Structure tensados triangulados desde a
Autor Matthyns Levy rigido.

Forma Falsa super elipse

Tipo Obra Capula de montantes y cak
Nombre  Tayouan Areana radiales y membrana tensada d
Autor Geiger Engineers anillo rigido.

Lugar Taiwén

Forma Circular

Dimension -

Referencia Patente Capula de montantes y cak
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Nombre = Dome Shaped Roof Structure tensados triangulados.
Autor Mamoru Kawaguchi
Forma Circular

1994 Referencia Patente Clpula de montantes y cak

Nombre  Triangulated Cable Dome with ~ tensados triangulados desde a
Retractable Roof rigido y paneles retractables.

Autor Matthyns Levy

Forma Ovalada

1998 Referencia Obra Capula de montantesy cable:
Nombre  Crown Coliseum radiales tensados desde doble a
Autor Geiger Engineers rigido de acero y paneles

: cubierta rigidos.
Lugar La Fayetteville,
Carolina del Norte, EEUU
Forma Circular
Dimension 98,1m

1999 Referencia Patente Cuapula de montantes y cak
Nombre  Dome Roof Structure and Methodtensados en diagonal sobre dos
Autor Gerardo Castro principales desde anillo rigido.
Forma Ovalada

2004 Referencia Obra Clpula de montantes y cable:
Nombre  Cupula del Foro de las Culturas membrana tensada canillo rigidc
Autor Llorens & Soldevila de acero.

Lugar Barcelona
Forma Circular
Dimension -

2011 Referencia Obra Doble cupula de cables tensa
Nombre  Estadio "Unico" de La Plata triangulados  desde dos anil
Autor Weidlinger Associates r|_g|_dos . secantes en losie

. tridimensional de acero.
Lugar La Plata, Argentina
Forma Doble circulo secante
Dimension 238x190m

Tabla 2.3: Cronologia de inventos, proyectos y obras con @gpignsadas equilibradas con

anillos rigidos.

iv) Cubiertas neumaticas

Los primeros globos aerostaticos se construyer@riripios del S. XVIII, cuando se

comprobé que determinados gases, incluido el aliente, pesaban menos que el aire y que,
por tanto, al elevarse, podian arrastrar objetpsrgonas consigo. Estos artefactos voladores
estaban formados por un cesto suspendido por umo ghsférico de tela lleno de aire

calentado por un quemador. Dependian de las ctasiede aire para desplazarse, no para

elevarse, asi que los viajes tenian una fuerte conante de aventura e incertidumbre.

54



ANILLOS NO CIRCULARES

A patrtir de la segunda mitad del S. XIX se deskroh los primeros globos autopropulsados
o dirigibles, primero mediante motores de vapouggb eléctricos. Quizas para adaptarse a
una forma mas aerodinamica, se disefiaron nueveos tip globos mas estilizados que los
esféricos, combinando elementos rigidos y membranas

En 1918, el ingeniero

inglés Frederick W. Lanohegtatentd un sistema de cupulas y

bovedas de membrana soportada por la presionrdedmiel interior de un espacio habitable.
Esta presion se controlaba con ayuda mecéanica.

En 1942, el ingeniero Herbert H. Stevens Jr. invemb sistema similar de cupula de

membrana soportada por la presion de aire paraankd como refugio en épocas de guerra, y
lo patent6 dos afios mas tarde. Ese mismo afio, presanio de Baltimore le encargd un

estadio con capacidad para 100.000 espectadorevgnSealizo un disefio con una cubierta
basada en ese invento. Sin embargo, problemas rticos y el escepticismo de los

promotores impidieron que el estadio se llegaranstcuir (KARGON 2013: 195-201).

Después de la Il Guerra Mundial, el ejército de EEhcargd a Walter Bird y su equipo del
Cornel Aeronautical Lalkel desarrollo de estructuras de cubricién de sdares mediante
materiales no metalicos, para evitar interfereneratas transmisiones. En 1948 se construyo
el primer prototipo d&kadomeegen Ithaca, Nueva York, que consistia en un gloliéries de
15m de diametro cortado por el plano del suelodebajo del ecuador, asi que disponia de un
anillo de traccion para equilibrar las reaccionaszontales en el borde.

El pabellon de EEUU construido para la Exposicidniversal celebrada en Osaka en 1970,
segun un disefio del ingeniero David Geiger, coiasest una gran cupula rebajada de planta
super eliptica compuesta por una red romboidalatiées y membrana soportada por aire a
presion dentro. La red de cables y la membrandastancladas en el perimetro a un anillo
de hormigén armado simplemente apoyado que edbiliblas reacciones horizontales (figura

2.17).
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Figura 2.17: Planta y seccion longitudinal de la cubierta samtatpor aire del Pabellon de

EEUU de la Exposicion Universal de Osaka de 1970.
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Desde 1970, se construyeron numerosas cubiertastdetipo sobre grandes estadios de
EEUU, la mayoria de ellas segun el disefio de laniegia Geiger-Berger. Pero, a mediados
de la década de 1980, cayeron en desuso, segueapwnel coste energético que suponia
mantener la presion de aire constante dentro a@aéttoe y muchas fueron desmontadas y
substituidas por otras nuevas.

A partir de la década de 1950, se empezaron aragnsanto en EEUU como en Europa,
algunas cubiertas en forma de cojin lenticular @io® a presion dentro, como por ejemplo el
Arts Theatre Centerconstruido en Boston en 1959, o el Pabellon Mdeila RAI, en 1967
(HERZOG1977: 47).

No son habituales las cubiertas de gran luz remietin este tipo de estructura, seguramente
porque, para poder reducir el espacio ocupadoagpoulbierta, se precisa que la curvatura sea
pequefia y, entonces, las tensiones en la membzankan demasiado elevadas. Aun asi, en
1988 se instalé un gran cojin lenticular de meméotensada con aire a presion dentro sobre
la arena del Anfiteatro Romano de Nimes, sopori@wo cables desde un anillo rigido en
celosia apoyado sobre la estructura de piedranatfigi

En el 2007, se instal6 temporalmente una cubiezt@sde tipo en el patio del Castillo de
Bellver, en Palma de Mallorca, segun el proyectdRkdmon Sastre. Para el equilibrio de las
fuerzas horizontales en el perimetro de la membiaméién se utilizo un anillo en celosia
simplemente apoyado sobre el muro existente deg{édura 2.18).

3.60m

1i.dom

uuuuu

1

Figura 2.18: Seccion del cojin lenticular instalado sobre eigpaeél Castillo de Bellver en
Mallorca.

A continuacion se muestra una tabla de algunosninse proyectos y obras referentes a
cubiertas neumaticas equilibradas con anillos oggidrdenados cronolégicamente.

Afo Datos Descripcion

1922 Referencia Patente Cupula esférica soportada por .
Nombre  Construction and Roofing of Buildiny anillo de compresion.
Autor Feredrick W. Lanchester
Forma Circular
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1942 Referencia Proyecto
Nombre  Estadio cubierto para 100.000

espectad.
Autor Herbert H. Stevens Jr.
Lugar Baltimore, Maryland, EEUU
Forma Circular

Dimensién 300m

ANILLOS NO CIRCULARES

Cupula esférica soportada por .
y anillo rigido de compresion
hormigdén armado.

1944 Referencia Patente
Nombre  Building with air supported roof
Autor Herbert H. Stevens Jr.
Forma Circular

Cupula esférica soportada por .
y anillo de compresion
hormigdén armado.

1959 Referencia Obra
Nombre Arts Theatre

Autor Carl Koch, Margaret Ross, Paul
Weidlinger

Lugar Boston, Massachusetts, EEUU

Forma Circular

Dimensién 44m

Cojin lenticular de membra
tensadacon aire a presion den
y anillo rigido de acero.

1962 Referencia Patente
Nombre  Air Supported Structure

Capula de gajos de esfera
cades y membrana tense
soportada por aire, y anillo rigido.

Autor Edward N. Helmers
Forma Circular
1967 Tipo Obra Cojin lenticular asimétricode
Nombre  Pabellon Mévil para la RAI membrana tensada con aire
Autor Archile y Pier Giacomo Castigliani presion dentro y anillo rigido -
. : acero.
Lugar Milan, Italia
Forma Circular
Dimension -

1970 Referencia Obra

Cubierta ovalada de red de cal

Nombre  Pabellén EEUU Exposicién Univers¥l membrana soportada por

Autor David Geiger
Lugar Osaka, Japon
Forma Super elipse

Dimension 138x78,6m

desde anillo rigido de hormig
armado con seccion trapezoidal.

1973 Referencia Patente
Nombre  Roof Constuction
Autor David Geiger
Forma Super elipse

Cubierta ovalada de red de cal
y membrana soportada por
desde anillo rigido de hormig
armado.

1975 Referencia Obra
Nombre  Unidome
Autor Geiger-Berger
Lugar Cedar Falls, lowa, EEUU

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde anillo rigido de hormig
armado con seccion en cajon.
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Forma Cuadrondo
Dimensioén 127x127m

Referencia Obra

Nombre  Pontiac Silverdome
Autor David Geiger

Lugar Pontiac, Michigan, EEUU
Forma Octogonal

Dimension 216,6x165,6m

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde anillo rigido de hormig
armado con seccion en
apaisada.

Referencia Obra

Nombre  Milligan College

Autor David Geiger

Lugar Johnson City, Tennessee
Forma Circular

Dimension 64,6m

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde anillo rigido de hormig
armado con seccién en “C”.

1981 Referencia Obra

Nombre  Hubert H. Humphrey Metrodome
Autor Geiger-Berger

Lugar Minneapolis, Minnesota, EEUU
Forma Cuadrondo

Dimension 223,5x189,6m

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde de hormigon armado.

1984 Referencia Obra

Nombre  B. C. Place Covered Stadium
Autor Geiger-Berger

Lugar Vancouver, British Columbia, Cana
Forma Cuadrondo

Dimensién 236x195m

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde anillo rigido de hormig
c%mado'

1985 Referencia Obra

Nombre = RCA Dome (Hoosier Dome)
Autor Geiger-Berger

Lugar Indianépolis, Indiana, EEUU
Forma Cuadrondo

Dimension -

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢
desde anillo rigido de hormig
armado.

1988 Referencia Obra
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Nombre  Cubierta del Nimes Arena

Autor Schlaich, Bergermann und Partner
Lugar Nimes, Francia

Forma Circular

Dimension 88x57m

Cojin lenticular de membra
tensada con aire a pres
soportado por cables desde ar
rigido de acero.

Referencia Obra

Nombre Tokyo Dome "Big Egg"
Autor
Lugar Tokio, Japon

Cubierta de red de cables
membrana soportada por ¢

Nikken Sekkeli, Ltd y Takenaka C0r|51.eSde anillo rigido de hormig

armado.
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Forma Ovalado
Dimensiéon 201x121m
2000 Referencia Obra Cojin lenticular de membra
Nombre  Plaza de toros de Vista Alegre tensada con aire a pres
Autor Fhecor y Schlaich, Bergermann unosoportado desde anillo rigido
Partner acero.
Lugar Madrid, Espafa
Forma Circular
Dimension 50m
2001 Referencia Patente Cojin lenticular de membrana ¢

Nombre Inflatable Roof Supports Systems aire a presion soportado de
anillo rigido y otros elent@os d¢

Autor Robert R. Simens soporte.
Forma Circular

2002 Referencia Obra Cojin lenticular de membra
Nombre  Vel6dromo de Aigle tensada con aire a pres
Autor Passera & Pedretti s'oportado por ,cables desde ar
Lugar Aigle, Suiza rigido de celosia de acero.
Forma Eliptico
Dimension 95x71m

2007 Referencia Obra Cojin lenticular de membra
Nombre  Cubierta del patio del Castillo de tensada con aire a pres

Bellver soportado por cables desde ai

Autor Ramon Sastre rigido de celosia de acero.
Lugar Palma de Mallorca, Espafia
Forma Circular

Dimensién 25m

Tabla 2.4: Cronologia de inventos, proyectos y obras con ciasieneumaticas equilibradas
con anillos rigidos.

Apartado 2.3: El problema olvidado

i) Panorama arquitectonico actual

Actualmente, las estructuras tensadas son el iporédinte para cubrir grandes espacios. Casi
nadie plantea ya cubrir un estadio mediante unaictsta que no sea de cables tensados,
combinados normalmente con membranas, porgue éealoiia solucion parece ser menos
eficiente, por ser mas pesada. De hecho, la teradaotual es la de incorporar como un valor
afadido cualitativo, y no sélo cuantitativo, el l@cle que la cubierta se componga de cables
o membranas tensadas

%5 Ver por ejemplo las bases del reciente concursa lpareforma del estadi®amp Nouque el F. C. Barcelona
ha convocado, donde se requiere explicitamenteuwiniarta de cables.
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Si se contasen los grandes estadios y arenas sagltaonstruidos en los ultimos diez afos,
resultaria que un porcentaje elevado tiene unaedabicon estructura de cables con
membranas tensadas, y otros tantos incorporanckstts de membrana tensada o cojines
inflados sobre estructuras metalicas rigidas carigaales, con tal de reducir las
solicitaciones gravitatorids

El ejemplo reciente mas desafortunado, por ir etide contrario, seguramente es el estadio
para las Olimpiadas de Pekin 2008, construido sefjalisefio de Herzog & de Meuron y
conocido popularmente conmido de pajargya que su cubierta esta formada de un enjambre
de grandes vigas de acero dispuestas segun urdeesaridadosamente estudiado, aunque
nada racional desde el punto de vista de la efi@esstructural.

Auln asi, no basta con que la cubierta sea tensadagpe se convierta automaticamente en
una estructura eficiente, ya que también existemgios en el pasado de cubiertas tensadas
que, por un planteamiento erréneo, acabaron resldtaaparentemente mucho menos
eficientes que muchas estructuras rigidas mas nororales’.

Con este tipo de cubiertas sucede algo similarquéoocurrié con las catedrales goéticas, que
una vez dominada la técnica, el reto era constnas alto y mas delgado. En este caso, por
supuesto, cada vez se pretende cubrir espaciognaddes, pero sobre todo con geometrias
mas planas, es decir, de menor curvatura, o ayare una tendencia a incrementar los
esfuerzos en la membrana y los cables, y, en coesei@, las reacciones debidas a las
fuerzas de pretensado.

i) Anillos no circulares

Asi, de todas las estructuras tensadas, las quiébesu sus fuerzas internas de forma
autonoma son las mas recurrentes para cubrir espeerrados, porque solo precisan de un
anillo rigido perimetral donde anclar cables y meanhs. Es precisamente este elemento el
gue concentra el mayor gasto de material, por esbmas susceptible de ser optimizado. Sin
embargo, muchas de las discusiones acerca deitaizaation de estas estructuras se centran
en el trazado de los cables tensados, obviandmga@rtamiento del anilf8.

El anillo rigido de la cubierta neumatica de plastiper eliptica del pabellon de EEUU para la
exposicion de Osaka de 1970, tal y como se deseriba patente a la que dio lugar poco
después, es uno de los pocos ejemplos documergadagque un anillo rigido no circular se
define segun una geometria que coincide con elcdilari de cargas resultante de la
descomposicion de reacciones horizontales de lbesay membranas, para asi poder
eliminar sustancialmente los momentos flectoresuepropio plano (6GER 1973:1-10). Asi,

si una super elipse se formula segun:

% Ver por ejemplo el estadialianz Arena construido en Munich en 2005 segin el diseficodeatquitectos
Jaques Herzog y Pier De Meuron, o el estddievo San Mamgégonstruido en Bilbao en 2014 segun el
proyecto de ACXT-IDOM.

" \er por ejemplo el pabellén de Australia para bep@sicion Universal de Osaka de 1970, de James
Maccormick, y también el Estadio de las Olimpiadadviontreal de 1976, del arquitecto Roger Tailliber

%8 Sirva como ejemplo la gran cantidad de patentasudeos sistemas de cupulas tensadas, en los gnasape
hace referencia a los anillos rigidos de su contorn
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[2.1]

...donde el exponenten>2 y a y b son los semiejes mayor y menor respectivamente;
entonces, la funcion de fuerza distribuida en &h@) cuyo poligono funicular coincide con la
super elipse (figura 2.19), se formula segun:
m-2
y
o

5l

...dondeqy(x) y ax(y) son las componentes, Y de la fuerza distribuida en el plano en un
puntox, ycualquiera de la super elipse, y los factaggp gy guardan la misma relacion que la
division de cuadrados de los semiejesq®G1999b: 30-31), es decir:

q,(x)=q, y a.(y) =g,

[2.2ay 2.2b]

G4 _a
2
q, b
[2.3]
M[(%)M-zm
Ay _ @? _ 4,2
e £ = 2a i E—?_?

L ] ] =T gl

Figura 2.19: Funcion de fuerza distribuida cuyo funicular coiteccon la geometria de un
anillo super eliptico.

El problema de la planta no circular también se mogacen el analisis que realizaron los
propios autores del disefio estructural @eorgia Dome refiriéndose a la dificultad de
plantear los cables con disposicion radial en estras de planta no circular frente a las
ventajas que supone la disposicion triangular. ES, &1 el mismo texto los autores asumen
como algo inevitable el problema de concentrac®esfuerzo en las “esquinas” del anillo, es
decir, en las partes de mayor curvatura, y de déicpn de flexiones en el plano del anillo
(figura 2.20), y se explica que este problema deaieia o desapareceria, obviamente, si el
anillo fuese ovalado o circular TR0 1992: 566-573).
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Figura 2.20: Diagrama de momentos flectores en el plano ddbaaél Georgia Dome
debido a las fuerzas de pretensado y cargas pentesne

Si se compara el dimensionado del anillo rigidchdemigdn armado de algunas cubiertas
tensadas en funcién de la esbelten su propio plano, calculada segun la relaciéreesit
perimetroP de la plantay la basebs de su seccion resistente (tabla 2.5), se obserwdas
cubiertas neumaticas han permitido una esbeltezomagguramente porque la tension
interna de la estructura es menor que el de lagl@sipensadas. Pareceria l6gico que, dentro
de un mismo tipo, las geometrias de planta cirdalabién hubiesen permitido una esbeltez
mayor que la de otros tipos de geometrias, debldaasencia de flexiones significativas en
el anillo en situaciones de carga simétrica, p@aurcede asi con las tres clpulas tensadas
que aparecen en la tabla, sino mas bien lo contrari

De todas formas, no es posible sacar conclusiomestd comparacion, porque no se trata de
una muestra suficientemente representativa ni yechiras variables que podrian afectar al
dimensionado, como son los requisitos de cargasread de viento y nieve, la resistencia del
hormigoén del anillo, las limitaciones de deformawcie la cubierta tensada en los bordes, etc.

Obra Ao Tipo Forma P (m) bs (m) A=P/bs
Pabellon EEUU Expo. Osakal970 Neumatica Super elipse 360 3,50 103
Milligan College 1975 Neumatica Circular 203 1,37 148
UniDome lowa 1975 Neumatica Cuadronda 416 4,06 102
Hubert Humphrey Metrodomel981 Neumatica Cuadronda 677 6,00 113
Pabellon Esgrima Sedul 1986 Cupulatensada Circular 309 453 68
Pabellon Gimnasia Seul 1986 Cupulatensada Circular 412 6,43 64
Georgia Dome 1992 Cupulatensada falsa super eli®@8 7,80 88

Tabla 2.5: Comparacion de la esbeltez del anillo rigido derfigdn armado en el plano del
anillo.
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iii) Investigaciones recientes

Las ultimas investigaciones acerca de las estragtensadas se concentran principalmente en
tres frentes: los métodos numéricos para la busqdeda forma de superficies de traccion
purg®, las estructuras desplegables y la parametrizatgolas formas, este Gltimo aplicado
también otros tipos de estructuras y de elememtpstactonicos en general.

El primero trata sobre la busqueda de la forma amelimétodos numéricos como el de la
“densidad de fuerza” o, el mas reciente, de laafaeion dinamica de cables”. Estos métodos
permiten definir geometrias de superficies y lindagraccion pura y sustituyen al método
tradicional para trazar estructuras tensadas miediaaquetas de hilos o mallas de tela
dispuestas sobre contornos rigidos. Gracias admejia analitica y a los progresos en la
resolucion por ordenador de sistemas de ecuaciomegiante algoritmos matematicos

complejos, hoy dia es posible definir casi cualgfoema de superficie de traccidén pura. Las
altimas investigaciones tratan de simplificar yimgar el tiempo de calculo.

El segundo es el las estructuras tensadas desfd@sgebnde, igual que en el caso anterior,
tradicionalmente se disefiaba y comprobaba la &dtabi de los diferentes estadios
intermedios de desplegado con la ayuda de maguetasa es posible la modelizacion de
estos estadios intermedios o, incluso, la compidhade la estructura en movimiento de
desplegado, como si se tratara de un mecanismbicoingmediante el calculo por ordenador.
Son destacables los trabajos de investigaciontencampo realizados por Félix Escrig, Juan
Pérez Valcéarcel y José Sanchez. También hay estwdiore estructuras desplegables de
planos de membrana basados en técnicas similammsgami, como por ejemplo los que
realiza Sergio Pellegrino en 8lpace Structures Laboratogel Instituto Tecnoldgico de
California.

El tercero, el de la parametrizacion, no es un cam investigacion especifico de las
estructuras tensadas, aunque si tiene relacionariaca que sirve para el disefio de formas
complejas mediante parametros objetivables quse diefinen segun criterios estructurales de
optimizacién, pueden dar lugar formas estructuraisientes. El tema tratado en esta
investigacion, el del disefio de anillos rigidoscitoulares sometidos a fuerzas de pretensado
en su propio plano, podria ser objeto de paranaeion.

En cualquier caso, aparte de excepciones puntudfpsmas citadas en el punto anterior, el
problema de los anillos rigidos no circulares nostibp hasta ahora el objeto de estudios
especificos, mas alla de los proyectos y obraoersé ha tenido que resolver su disefio y
dimensionado, y no existe hasta la fecha un mégmiheral para la composicion de estos
anillos bajo el criterio de reduccion o eliminacide los momentos flectores debidos a las
fuerzas internas del tensado de cables y membranas.

Si se compara con la cantidad de bibliografia ertst relativa al trazado de arcos, el de los
anillos rigidos, por lo menos, en lo que se refee aplicacion en las estructuras tensadas,
parece un mundo por explorar.

%9 Form findingen inglés.
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

Donde se planifican las estrategias a seguir planzar los objetivos de la investigacion, se defios
procedimientos utilizados en la resolucién de losbfemas planteados en el desarrollo y se enunlasan
fuentes de informacion consultadas.

Apartado 3.1: Estrategias

Se pretende crear un sistema disefio de anillosrmeresion no circulares y de distribucion
optima de fuerzas en el plano que permita obtemas wcondiciones de dimensionado
similares a las que tienen los anillos circulares.

Se parte de un modelo de la rueda circular plamagda por un anillo rigido exterior sobre el
que se tensa una membrana o unos radios distrdbuidiformemente. Se analiza su
comportamiento mecanico, o sea, la calidad de dasgezos que se generan en el anillo por
efecto de las reacciones de los elementos tensadmsprana o radios, asi como de los
fendmenos de inestabilidad asociados a estos eefyamn concreto los que se producen en su
propio plano. Se descubren cuales son los factques hacen que las condiciones de
dimensionado de estos anillos sean éptimas, es, desi que permiten que su seccion
resistente sea menor que las de otros elemenidssigquilibrantes de estructuras tensadas
de tamafio y capacidad de carga similares, aterwlipridcipalmente a la relacién entre la
distribucion de las reacciones de los elementasatios sobre el anillo y su curvatura.

Luego se comprueba la incidencia de esos factardsseanillos elipticos y se deducen las
reglas que permiten igualar o aproximar sus cood@s de dimensionado a las de los anillos
circulares, atendiendo también y sobre todo adtiblucion de las reacciones procedentes de
los elementos tensados sobre el anillo en funaddsudcurvatura variable.

En el caso de los anillos con membranas tensadawat definir la funcion de fuerza
distribuida ideal de la que resulte un esfuerzd dgicompresion uniforme en una elipse.
Después, mediante determinadas condiciones de naoin, se pretende disefiar anillos
compuestos de arcos elipticos en los que se ppédaraina fuerza distribuida ideal.

En el caso de los anillos con radios tensados,rata tle igualar las condiciones de
dimensionado en todos los tramos en los que qugdhdd un anillo no circular, eliptico o
compuesto, para que el ratio de aprovechamientmaenisma seccion resistente sea igual en
cada uno de ellos. Estas condiciones de dimensas@uprincipalmente los esfuerzos axiles,
las condiciones de pandeo y los momentos flectemesl plano. Para igualar el esfuerzo axil
de compresion, primero se estudia la distribuciérfugrzas en un veértice de un poligono.
Luego se pretende disefiar poligonos de lados myiraeritos en anillos no circulares en los
que el esfuerzo axil sea igual en todos los laBos.ultimo se pretende dividir anillos no
circulares en tramos con la misma excentricidadimgxcuerda-arco, de manera que se repita
el mismo diagrama de momentos en el plano a |lo ldegtodo el anillo.
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Apartado 3.2: Procedimientos

i) Formulacién

Se utilizan ecuaciones referidas a la geometrila @decunferencia y de la elipse. Estas son:
las que definen estas curvas, segun sus diferfemtaas (cartesiana, polar o paramétrica), su
primera y segunda derivada, la curvatura y el angel radio en un punto, y la evoluta.

También se utilizan los sistemas de referencia langle la elipse y las relaciones que
permiten pasar de uno a otro.

A partir de la formulacion que prevé el comportamtvemecanico de los anillos circulares
sometidos a diferentes tipos de cargas, se dedugevas formulas que permiten prever
también el de los anillos elipticos y el de los passtos por la combinaciéon de arcos
circulares y elipticos.

Se utilizan algunas herramientas-line de formulacion y operaciones con funciones en
general déVolfram Alphadisponiblesen <http://www.wolframalpha.com/>.

i) Modelizacién de los anillos

Se realizan modelos de calculo para estudiar logpoctamientos mecanicos de los distintos
tipos de anillos que aparecen en esta investigaciomo soélo se consideran los
comportamientos en el plano, todos los modelosespdos dimensiones. Se parte de una
geometria dibujada en CAD, correspondiente a langéda exacta de la curva en cuestion.
Como la mayoria de los programas de calculo qustesxiactualmente en el mercado no
permiten calcular elementos curvos, los anillogliseretizan en pequefios segmentos rectos
formando un poligono inscrito en el anillo.

La precision del calculo depende del nUmero de etos discretos en que se haya dividido
el anillo. Cuantos mas elementos tenga, menoredez@or de aproximacion a la curvatura y
viceversa. Esto significa que, en las zonas de maywatura, el nimero de elementos por
unidad de longitud del anillo tendria que ser maye el de las de menor curvatura. En los
anillos circulares esta cuestion no tiene incidenporque la curvatura es constante vy, si la
discretizacion es regular, todos los tramos tiexlenismo error de aproximacion, pero en el
caso de la elipse, como la curvatura es variakleegesita incrementar la longitud de los
elementos rectos a medida que disminuye la cuargtaumentarla a medida que se hace mas
pequefia, de tal modo que el error de aproximacjoa,no es otra cosa que la distancia o
excentricidad maxima entre el anillo y cada ladbpdéigono inscrito en el que se convierte
al discretizarlo, se mantenga constante en todos$rdonos. Asi, la discretizacién con error
uniforme de un anillo de curvatura variable se gne en un problema en si mismo.

Asumiendo una resolucién inexacta de este problémsaanillos se han discretizado segun
sectores de angulos geodésicos igdalemrque de esta discretizacion resulta un nimero d
segmentos mas elevado en las zonas de mayor aarwyataenos en las de menor; aunque
como se comprobara en el desarrollo de la tedig,resgarantiza que el error sea igual en
todos los tramos. En cualquier caso, si el nUmeraelémentos rectos en los que queda

% Los angulos geodésicos son los que se pueden et los radios de curvatura de una funcién érer
primer apartado del Capitulo 4).
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discretizado el anillo es suficientemente grandea@ara reproducir los cambios en la
curvatura del anillo dentro de un mismo tramo, estéodo es aceptable.

En los modelos de anillos simples, circulares ptields, sélo se considera un cuadrante, ya
que la doble simetria garantiza que, si se mantem&ién en las cargas, los resultados son
extrapolables a los otros tres cuadrantes. Paralainta continuidad del anillo en los
extremos, se han considerado empotramientos dabpdazen la direccion radial, porque los
estados de cargas considerados son siempre simgé¥rilbs nudos de los extremos de los
cuadrantes tienden a desplazarse solo hacia abmtkel anillo, en la direccidn coincidente
con uno de los ejes principales, pero no a girardesplazarse en la direccion tangencial.

En los modelos de anillos compuestos se considawajuntos de arcos en los que existe
simetria de geometria y de carga respecto a aldarios ejes globaleX o Y. Si no existe
ninguno, se considera el anillo completo en el nmpdgando su posicion mediante unas
barras sin apenas rigidez.

iii) Andlisis

Sobre los modelos discretizados de los anilloseakzan analisis de dos tipos: de deduccién
y de comprobacion.

En los de deduccion, se somete una geometria ea@m@nuna disposicion de fuerzas
igualmente elemental y se obtienen unos resultddasfuerzos y de deformaciones, a partir
de los cuales se deduce una formulacion. A veeesersen que realizar varios calculos de un
mismo modelo para converger en un resultado, e#, dec imprecision debida a la
discretizacion impide sacar conclusiones de un sabalelo, porque puede desvirtuar el
resultado tanto como para que de él se pueda dadeciformulacidén errénea. En esos casos
se necesita repetir el calculo aumentando el numerelementos discretos hasta observarse
una tendencia concreta.

En los de comprobacién, se somete una geometriplefama una distribucion de fuerzas
también compleja y se comprueba que los resultabienidos coinciden con los calculados a
partir de la formulacién deducida de los modelog#ies.

Los modelos elementales corresponden a geometréagaces con fuerzas uniformemente
distribuidas o concentradas en los extremos declaslirantes, mientras que los modelos
complejos corresponden a geometrias elipticas goeestas con fuerzas distribuidas no
uniformes o fuerzas puntuales dispuestas segumaltmlado en alguna ecuacién de nueva
deduccion.

Para el analisis de todos los modelos se ha uldizh programavinevade calculo matricial
de estructuras de barras en dos dimensiones. Egjeama no realiza célculos en segundo
orden ni tampoco se han considerado intencionadanmaperfecciones en la geometria, mas
alla de las que genera la misma discretizaciérredeindeo automatico de las unidddes

31 El programawineva considera por defecto tres decimales, o sea, umeisiin de milimetros en las
dimensiones de los elementos. Esto hace que ladermalas de los nodos se modifiquen levementeatespe
las obtenidas en el dibujo en CAD.
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iv) Representacion grafica

También existen dos tipos de representacionescgsifias que permiten ilustrar el resultado
de un analisis y las que permiten abordar la regntude un problema geométrico mediante
métodos graficos propios del dibujo técnico.

En las primeras simplemente se reproduce un resutta un calculo en forma de diagrama
de esfuerzos, normalmente de momentos flectoreagjuaua veces también de axiles o
cortante, o de una deformada amplfad&n los diagramas de esfuerzos, se ha ajustado el
valor de los resultados maximos y minimos, segieslitado de la aplicacion directa de las
férmulas matematicas que se hayan deducido, siequareesto sea posible. Es decir, se han
corregido las imprecisiones del analisis de los etaxl debidas a la discretizacion y a las
imperfecciones involuntarias. Cuando se compararayalistribuciones de cargas sobre
anillos iguales, los diagramas de esfuerzos seseptan a la misma escala. El valor absoluto
de los resultados no es importante.

En las segundas se ilustran algunos problemas gecose En algin caso se ha llegado a la
resolucion de estos problemas mediante métodoscagafpero en la mayoria sélo se
representan algunos conceptos geomeétricos deleplamnto que luego se utilizan en la
resolucién matematica.

v) Resolucién de problemas

Se plantean algunos problemas matematicos cuylicgsoresulta ciertamente compleja. La
mayoria de estos problemas tratan acerca de Isidivile arcos elipticos segun criterios de
eficiencia en la disposicion de fuerzas radiales.l& casos mas complejos, se pretende
igualar estas divisiones simultdneamente en tamosrcos elipticos y de circunferencia que
forman un anillo compuesto.

Estos problemas se plantean como sistemas de ewceaacno lineales, en los que las
incognitas son cada una de las posiciones inteaseath la division, ademas de la variable
que se pretende igualar en todos los tramos, s, dge el nUmero de ecuaciones es
directamente proporcional al numero de divisiorgara su resolucion se utilizan métodos
iterativos del comandeolver del programaMicrosoft Excel. También se recurre a las
herramientas de operaciones con funcioneésd/déram Alphaya citadas.

Apartado 3.3: Fuentes

i) Patentes, proyectos y obras construidas

Se consultan las patentes relacionadas con lasrgistautonomos de estructuras tensadas,
algunos considerados como inventos y otros congsbdlirectamente como sistemas de
cubierta, en particular los que se correspondémoa tjue necesitan un anillo rigido exterior
para equilibrar sus fuerzas internas.

%2 Al ampliar la deformada para que sea perceptifdejnvierte la curvatura del anillo en el dibujcstdE
inversion de curvatura dificilmente se producirdarealidad.
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Se analizan algunas obras, construidas o en pmyeatlas que se han utilizado estructuras
de cubierta de cables y membranas tensadas sabos aigidos de diversas geometrias y
escalas. Su dispersion geografica y su excepcitanfilj ademas del hecho de que algunas de
ellas ya no se conserven, ha dificultado visitarasity, asi que su andlisis se realiza a partir
de imagenes y escritos de fuentes bibliograficds paseos virtuales a través de INTERNET.

ii) Bibliografia

Se consultan libros y articulos sobre geometridemdaticas, mecanica, estructuras tensadas e
historia de la arquitectura. A veces se inicia lmi@squeda de informacion a través de
Wikipedig aunque una vez encontrada la pista para contgluaito de la investigacion, se
consultan fuentes originales.

Para formulacion matematica se recurre casi sierapta enciclopedia virtuatWolfram
MathWorld disponibleon-line en <http://mathworld.wolfram.com/>, aunque se catgon
otras fuentes bibliograficas.

iif) Otras fuentes de inspiracion

Aparte de las fuentes de informacidn objetiva,esimre a la observacién de algunos objetos
tensados tales como lamparas de papel, cojinekddos, ruedas de bicicleta o esculturas que
sirven de inspiracion para esta investigacion. h#rinacion aportada a través de esta
observaciéon no es mesurable objetivamente, asiquas referencias no se hace mencion
explicita de ellas.

% Aunque este tipo de estructuras se esta extermlieada vez mas, no es ni mucho menos habitual en la
arquitectura convencional.
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PARTE Il: DESARROLLO
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CAPITULO 4: ANILLOS RIGIDOS CON MEMBRANA TENSADA

Donde se revisan algunos conceptos y ecuacionasvas a las elipses, se formula la funcidon dezer
distribuida ideal en el plano de un anillo elipta® la que resulta un esfuerzo axil de compresidfoune en
todo el perimetro y ausencia total de flexionesgsencian las condiciones de combinacién entresadeo
elipses y circunferencias, y se formulan los sistene ecuaciones necesarios para disefiar anilloiscadares,
compuestos alrededor de segmentos y poligonosinyrdai fuerza distribuida ideal.

Apartado 4.1: Apuntes previos

i) Sistemas de referencia

A continuacion se describen los tres sistemas féeerecia angular o de latitud para situar un
punto cualquiera de una elipse (figura 4.1).

La latitud geocéntrica es el anguioformado entre el eje mayor de la elipse y el segme
MO que une el centr® de la elipse con un puntd cualquiera de ésta. También se
corresponde con el angutbde la férmula de la elipse expresada en coordenpdiares
(ecuacion 4.2c).

La latitud geodésica es el anggldormado entre el eje mayor y la recta normal @lif@zse un
punto M cualquiera. También es el angulo que tiene ebrddi curvatura en ese punto. La
gran normal es el segmeriih que une el punto de intersecciGentre la recta normal y el eje
menor de la elipse con un puibde la elipse.

La latitud reducida es el anguloformado entre el eje mayor de la elipse y la rqa@une el
centro de la elipse con el purli, correspondiente a la imagen proyectada del pdrgobre
cualquiera de sus dos circunferencias principales,son las que tienen centro@ry radio
igual a cada uno de los semiegegb de la elipse.

Los tres sistemas de referencia tienen el cera Borizontal y giran en sentido contrario a las
agujas del reloj. Los sistemas geocéntrico y reftuttenen un punto de origen Unico situado
en el cruce de los ejes principales de la elips® @s en realidad el del sistema de
coordenadas polares; en cambio, el sistema geoddsitiene un Gnico punto de referencia,
sino que varia en cada rotacion de angulo. En uncanderencia, los tres sistemas de
referencia angular son coincidentes.

Para cambiar de un sistema de referencia a otrbalsedefinido las siguientes relaciones
(HERNANDEZ-LOPEZ 1997: 45-46):

2

b b b
tgw=—tgy tgy = —tg¢g tgw=—; tgg

a a a
[4.1a; 4.1by 4.1c]

En este trabajo, la direccién radial se refieremmadmente a la que adoptan los radios de
curvatura del anillo en cada punto, es decir, Espiindica segun el anguit’. Los términos

% A veces también se refiere a la direccién que ®aops radios tensados, que como se demuestra en e
siguiente capitulo, no siempre es coincidente aatellos radios de curvatura.
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centripeto y centrifugo no se refieren a un sotdroesino al sentido de las fuerzas radiales,
de fuera hacia dentro y de dentro hacia fuerardibd aespectivamente.

Figura 4.1: Latitud de un puntiM de la elipse segun los sistemas geocéntidpgeodesico
(p) y reducido ).

i) Ecuaciones de la elipse

La elipse es una curva cerrada que se define ia garsus semiejesy b y una ecuacion que
puede expresarse de forma cartesiana, paraméfpaamn(ecuaciones 4.2a; 4.2b y 4.2c).

1

Jcos(ef L sa(o)’

a’ b?

2 2
=l p(6)=

X=a-coy/
y = blseg

Q

[4.2a; 4.2b y 4.2c]
La forma paramétrica se expresa en funcién del langeducido. Recurriendo a las
transformaciones de las ecuaciones 4.1a; 4.1b tarhbién se puede expresar en funcion del
angulo geodésico o geocéntrico.

La excentricidad de la elipse es la relacién entre la diagonatel&hngulo que inscribe un
cuadrante y su semieje mayor, y se calcula segun:
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[4.3]

Una excentricidad proxima a cero corresponde aelipae de ejes practicamente iguales, es
decir, casi una circunferencia, mientras que uremxicidad préxima a la unidad indica que

sus ejes son muy diferentes. Alternativamenteelacion entre los semiejes de la elipse
puede calcularse de forma mas sencilla ségarb.

iii) Evoluta
La evoluta es el lugar geométrico de todos losrosrite radios de curvatura de una funcion.

En el caso de la elipse tiene forma de astroidewsro puntas situadas sobre los ejes
principales (figura 4.2).

Figura 4.2: Evoluta de la elipse y radio de curvatura en umtgh.
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Normalmente se formula segun:

(ax)7 +(by) s = (& - 17)

(@}

2 2
b”-a -seny

y:

[4.4a 6 4.4b]

Cuando la diferencia enteey b es muy grande, la evoluta se estira sobre el ggerque los
radios de curvatura son mas grandes cuanto mgg@dman al eje menor. En cambio, si la
diferencia es pequefia, la evoluta disminuye de fiam@orque la diferencia entre sus radios
de se vuelve también mas pequenia.

Apartado 4.2: Fuerza distribuida ideal

1) Carga y curvatura

Los anillos rigidos de compresion forman el cormoexterior de las ruedas tensadas. La
fuerza radial centripeta sobre ellos procede decksciones en el plano que le transmiten los
elementos tensados, membrana o radios. Como la raeenbene contacto continuo con el
anillo, la reaccidn sobre éste equivale a unaacardguerza linealmente distribuida. En
cambio, en una rueda de radios tensados, las oeascson fuerzas puntuales. Si se desprecia
la flexion local surgida por la incidencia del mdensado sobre el anillo y los cables estan
dispuestos con suficiente densidad, el efecto ties dégerzas puntuales se asemeja mucho al
de una fuerza distribuida. Este capitulo sélo tdefadisefio de los anillos rigidos sometidos a
los efectos de fuerzas linealmente distribuidasuepropio plano.

Entonces, existe una carga o fuerza ideal, linaaendistribuida y aplicada en el plano del
anillo, de la que resulta un esfuerzo aXide compresion de valor uniforme en todos los
puntos del anillo y ausencia total de otros eshsrdefinida segun el principio de relacion
entre la cargg y la curvatura, o su inverso, el radio(TIMOSHENKO 1957a: 29):

N =

(@}

N=qgr

o |lo

[4.5a 6 4.5b]

Segun esta relacion, para que el esfuerzo axilasgemga constante, el valor de la carga o
fuerza distribuida tiene que variar en cada pumtoadillo igual que lo hace la curvatura, o
sea, que en una circunferencia, como tiene unaturevconstante y un solo centro para todos
sus radios, en su estado ideal, la fuerza disttibdieberia ser radial, centripeta y de valor
uniforme, mientras que en una elipse, como su tunxa&s variable y tiene centros distintos
en cada punto, la carg@mbién tendria que ser radial y centripeta (queomoun solo centro),
pero de valor variable.

Entonces, la ecuacion para calcular la curvatuda una funcion cualquiefaen su forma
paramétrica:
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oo Y- X"y
()
[4.6]

...donde (X', ¥) y (X", y’) se corresponden con su primera y segunda derivada
respectivamente, se multiplica por un valor de Bxgonstante y se obtiene la funcion de
carga o fuerza distribuida ideal:

d=N-c
[4.7]

Asi, en el caso particular de la funcién de unpseliexpresada de forma paramétrica, se
obtienen su primera y su segunda derivada:

X'=-al®ewy x"=-altosy
y'=bltosy y y"=-blkeg

[4.8ay 4.8b]

...Se substituyen en la ecuacion 4.6, y resultariaifun curvatura(y) 6 c(p) de la elipse:

ab
(azser?z// + B coszz//)3

cy) =
|

\/{azsm{amtg(z twﬂibzcw[mcg(ztw H}

Por tanto, aplicando el principio de relacion erdagga y curvatura, también se obtiene su
funcion de fuerza distribuida idegl(y), de la que resulta un valor del esfuerzo axil
constante en todo el perimetroARTIN-SAIz 2014: 44):

c(g) =

[4.9a 6 4.9b]

Nab

)= =
\/(azser?z// + B coszz//)

Nab

\/{azser‘?{arctg(z tg¢ﬂ+ BCOS{ et 9( 2 @mg

q(#) =

[4.10a 6 4.10D]
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Para calcular los valores minimo y maximo de laAaelistribuida ideal de un anillo eliptico,
situados en los extremos de los ejes mayor y nrespectivamente, se substituye el angulo
por 90°y 0°en cualquiera de las dos ecuaciones anteriores:

Fb Fa
9(90°)=— y a0z
[4.11ay 4.11b]

Esta fuerza distribuida no uniforme estad formada yo numero infinito de vectores cuyo
valor escalar se puede expresar como:

q)-dy 6 q(¢)-dg
[4.12a 6 4.12D]

...segun el sistema de referencia angular que $eeutil
El valor del angulay se calcula a partir de la formula de la elipse wrfiosma cartesiarfa
(ecuacion 4.13a). Primero es necesario encontyaerdiente de la recta tangente y luego de

la normal en un punt(y), es decir, su derivada en un punto y luego lerser (ecuaciones
4.13by 4.13c):

X bx -1 a1 75
f(X)=£b,|1- = fr)=t—— = a
a N f'(x) +bx

[4.13a, 4.13b y 4.13C]

La pendiente de una recta es igual a la tangehtindalo que forma con la horizontal, o sea:

_a2 1_X72
V 2
@ = arctg — 1 a

+bx

[4.14]
i) Representacion de la fuerza distribuida ideal

De ese conjunto infinito de vectores, se dibuja@utorno exterior, o sea, la linea que une
todos los extremos de las flechas, y se obtienerem@sentacién grafica de la funcion de
carga o fuerza distribuida ideal en el plano ddlarPara encontrar las coordenadas de los
puntos que forman estd grafica, se resta el valoalar de la fuerza (ecuaciones 4.10a o
4.10b) en la direccion del vector (ecuacién 4443 coordenadé&, y)de cada punto de la
elipse (MARTIN-SAIz 2014: 45).

2
Y -1,

2
. - : : . X
% Habitualmente la ecuacion de la elipse en su farangesiana se escribe seguy + 7
a
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Si se representa esta fuerza distribuida idealeslabpropia elipse, hay que tener en cuenta
gue la forma de su contorno puede variar en fundériactor de escala que se utilice.

Figuras 4.3a 'y 4.3bRepresentacion de una misma fuerza distribuida {tieea fina) con
dos factores de escala diferentes.

Asi, si se multiplica la funcién de carga por uctda de escala negativo, es decir, imaginando
los vectores aplicados sobre la elipse, pero coexgemo fuera de ella, se obtiene una
representacion diferente de la misma funcion dezéudistribuida ideal (figura 4.4a). Si se
incrementa el factor de escala negativo se obsenwe la funcion de fuerza distribuida ideal
adopta una forma parecida a la de un cacahuetadfi§j4b). En cualquier caso, esta claro

que el valor de fuerza distribuida es menor cudadmrvatura es pequefia y aumenta cuando
ésta crece.

Figuras 4.4a y 4.4bRepresentacion de la misma fuerza distribuidd idie@a fina) con
diferentes factores de escala negativos.

Atendiendo a como se dibujan normalmente las fgedistribuidas en las estructuras, con la
punta de los vectores sobre el elemento que ldbagedste tipo de gréfico seria el mas
adecuado. En cualquier caso, esto soélo es unigriterrepresentacion de la fuerza distribuida
ideal y no tiene ninguna incidencia en el calculo.
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iii) Acortamiento axil

Un anillo eliptico sometido a tal fuerza distribaidufre s6lo una deformacion en forma de
acortamiento axil uniforme en todo el perimetroteEscortamiento es directamente
proporcional a la tensién normal, que es la relacion entre el valor del &ky el area de su
seccion resistente.

Entonces, si el acortamiento en un anillo circd@perimetroP = 2-77+ , se calcula segun:

ap=2F 6 ar =29
E E

[4.15a 6 4.15b]

...dondes es la tension normal en la seccion del anillo dielail esfuerzo axil, en los anillos
elipticos sometidos a una carga distribuida id#alla que también resulte un esfuerzo Bixil
constante, primero se calcula el perimetro de foapeoximada segun la férmula de
Ramanujarf:

P=ril3ia+ b)-(3a+ §f a+ 39 |

[4.16]
...Se substituy® en la ecuacion 4.15a.

Una vez calculado el acortamiento aki? del anillo eliptico, se encuentra el acortamiafgo
sus semiejeday 4b, substituyend® por (P- 4P) en la ecuacion 4.16.

P-AP

= y
ﬂ(3n+ 3-V3AE+ 1K+ %

b-Ab a-Aa=k(b-Ab

[4.17ay 4.17b]
...dondek=a/b.

Después de calcular los acortamientos de los sesnggj puede calcular el acortamiento de
todos los radios geocénctricosque describen la funcion de la elipse en formampsi se
substituyea y b por @- 4a) y (b- 4b) dentro de la funcion que describe los puntosddipse,
encontrandog(-4p) segun:

1

Jcos(e)z , se(o)’

(a-43)° (b-4b)?

(p-4p)(6) =

[4.18]

% para calcular el perimetro exacto se puede apic&rmula general de la longitud de un a®ale una
funciénf(x) cualquiera:

S=T1/1+[ f'(X?] Odx o s:f\/[ f(e)]2+[ f'(e)]2 (o9
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Apartado 4.3: Condiciones de combinacion de arcos

Después de definir la funcion de fuerza distribudtkal sobre una elipse en su propio plano,
se combinan arcos de elipse y de circunferencitaHagmar un anillo. Siempre que exista
continuidad en la curvatura en los puntos de uartre los diferentes arcos, se puede definir
una fuerza ideal linealmente distribuida, combirmaaduella que es ideal para cada arco con
las de sus arcos contiguos, de la que resultefuaree axil de compresion constante en todo
el anillo y ausencia de otros esfuerzos. Para gisgaecontinuidad en la curvatura, dos arcos
contiguos, no sélo tienen que ser tangentes, sie@demas tienen que tener el mismo centro
y radio de curvatura en el punto de tangencia.

Entonces, en un puntdl cualquiera de una elipse, del que se puedan calelilangulo
geodésica, el radio de curvaturay la posicion de su centro sobre la evoluta, bajdiuna
circunferencia osculatriz que tenga un valor de fuerza distribuida coindieleron el que
tiene el puntdv, segun la ley de fuerza distribuida ideal de laselgfy).

Figura 4.5: Tangencia entre una elipse y su circunferencialas en un punti de
angulo geodésicg, y fuerza distribuida ideal

37 El circulo osculador o circunferencia osculatiszaguella que es tangente a la elipse en un puattegas
tiene la misma curvatura. Sélo hay una circunféeesculatriz por cada punto de la elipse. El cotgjule
centros de todas las circunferencias osculatrieasd elipse se encuentra en su evoluta.
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Para calcular el radio de curvatura de la elipseelepunto M, correspondiente al de la
circunferencia osculatriz tangente en ese punteeaea el inverso de las ecuaciones 4.9a y
4.9b, que definen la curvatura:

\/(azserfl// + B coszl//)3

r) = b
o]
) b b ’
\/{a ser{arctg(a tgqpﬂ + bzcosz{ arct{a tgbﬂ}
r(g) = b

[4.19a 6 4.19D]

En las mismas condiciones de igualdad de radiongr@ede curvatura, también pueden
combinarse dos elipses idénticas (figura 4.6), yeipses distintas (figura 4.7). En el primer
caso, la tangencia se produce en puntos con elarasigulop, mientras que en el segundo,
para igualar el radio, la elipse menor normalmergeesita tener un angulo mayor y
viceversa. En ambos casos, el centro del radioudeaitira en el punto de tangencia se
encuentra en la interseccion entre las evolutaeddas elipses.

Figura 4.6: Tangencia de dos elipses iguales en un pMnton el mismo radio de curvatura
y angulo geodésice, y fuerza distribuida ideal.
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Figura 4.7: Tangencia de dos elipses distintas en un pMnton el mismo radio de curvatura
segun angulos geodésiapsy ¢, respectivamente, y fuerza distribuida ideal.

Apartado 4.4: Composicion alrededor de un segmento

i) Doble simetria

El mas sencillo de todos los anillos compuestos ayuumeplen las condiciones del apartado
anterior esta formado por dos arcos de una misipaeetombinados con dos arcos de su
misma circunferencia osculatriz (figura 4.8). Elillantiene simetria respecto a dos ejes
perpendiculares.

En esta composicién hay cinco variables: la lomhitael segmento alrededor del cual se
compone el anillo, el radio de curvaturale la elipse en el punto de tangencia, el angulo
reducidoy 0 geodésic@ en ese mismo punto, dependiendo del sistema demefa angular
gue se utilice, y los semiejay b.
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o SRR

}

Figuras 4.8: Anillo compuesto por dos arcos de la misma eljpdes arcos de la misma
circunferencia osculatriz, y fuerza distribuidagti®

Si el segmento tiene una longitud conocida, susedtemos se sitlan sobre la evoluta en
coordenadag simétricas, asi quese puede formular substituyendoxagor I/2 en de las
ecuaciones 4.4a 0 4.4b:

(@) = M- coSy O I() = @- cos {arctg (% tg¢ﬂ

[4.20a 6 4.20b]

Para que el problema tenga solucién, la longitudsdgmento tiene que ser inferior a la
distancia maxima entre dos puntos de la evolutalaomisma ordenada y superior a la
minima. Esta distancia es maxima cuando el angal@ es igual a cero, y minima cuando el
angulo es recto. Asi que, substituyendo estos dlases de angulo en las ecuaciones 4.20a y
4.20b respectivamente, se encuentran los extreal@ohinio de esta ecuacion:

2(a2—b2)
a

O<l<

[4.21]

% para no saturar de informacion los dibujos y quensiestren con claridad, de aqui en adelante yseno
dibujaré la fuerza distribuida ideal sobre loslasitompuestos que se planteen en este capitulo.
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Hay un namero infinito de elipses que satisfacencesdicion, ya que solo hay una ecuacion
y tres incégnitas. Si también es conocido, se plantea un sistema deadaxiones [4.19 y
4.20] y tres incognitas, con lo que el sistemaesigiendo indeterminado. Si ademas el angulo
en el punto de tangencia, o ¢, también es conocido, se obtiene un sistema detadm
formado por las dos ecuaciones anteriores dondaedégnitas som y b. Alternativamente al
angulo o al radio de curvatura, puede fijarse untnd dos semiegjes.

Este sistema es compatible siempre que el radicudatura en el punto de tangencia esté
comprendido entre el maximo y el minimo de la €jggie se producen cuando el angulo es
recto y cero respectivamente. Si en cualquierasl@ds ecuaciones se substituye el angulo
por cada uno de estos dos valores se obtienemntiesr®s del dominio:

b? a’ . b? a’
—<Yy<— 0] —<@g<—
a v b a ¢ b

[4.22ay 4.22b]

La abertura del angulp del arco de la circunferencia osculatriz situadteelos dos arcos
elipticos es igual a al doble del angulo geodédaelgpunto de tangencia en la elipse. Asi, Si
¢=0°, la abertura del arco circular seria nula y dl@aeistaria formado por una elipse simple.
En cambio, sip=90°, la abertura del arco eliptico seria nula y ell@amistaria formado por
una sola circunferencia. O sea, el dominio del Engn el punto de tangencia se define segun
0°< ¢ < 90°.

En resumen, se puede componer un anillo de esterépolviendo un sistema de dos
ecuaciones:

(@, a, b) 6 I(¢, a, b)
r(y, a, b) r(¢, a, b)

...donde tres de las cinco variables del sistdmray 0 ¢, ay b) son conocidas, normalmente
al menod yr.

Alternativamente, si en vez del radio se suponedaterminada relacidk=a/b, ademas del
angulo, se substituye en las ecuaciones 4.20a0p 4/2se encuentra primero el valor del
semiejeb, y luego dea:

[k . b= Ik

b=—— 6
2(k - J) .co3y 2-(k2 - j) -coé‘{ arctg(i twﬂ

[4.23ay 4.23b]

Las dimensiones maximas de este anillo se pueddir sabre dos ejes perpendiculares, uno
con la direccion del segmento y otro con la perpmemar. En la direccion del segmento, la
dimensiénA es la suma de la longitudmas los radios de curvatura en cada extremo del
segmento (ecuacién 4.24a). En la direccion perpatati la dimensioB es el doble de la
suma del semieje b de la elipse mas la ordenadta @mluta sobre el extremo del segmento
(ecuacion 4.24b).
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A=2r+| y B:Z{b— bz_az-seﬁ{ arctﬁé- t¢ﬂ}
b a

[4.24ay 4.24b]

Si se pretenden controlar las dimensiones maxiredgumllo, se puede afadir esta Ultima
ecuacion al sistema antes planteado:

(¢, a, b)
r(¢, a, b)
B(¢, a, b)

...dondel, r y B son conocidos ¥, ay b son incégnitas.

i) Con simetria respecto al eje perpendicular alegmento

Si alrededor de un segmento de longitud conocidasgone un anillo que s6lo mantiene la
simetria respecto al eje perpendicular al propgrento,este estd formado por dos arcos de
una misma circunferencia osculatriz y dos arcosliggges distintas (figura 4.9).

Entonces, para componer un anillo de este tipdeatier de un segmento hay que resolver un
sistema formado por cuatro ecuaciones:

|1, a,, by) (¢, &, by)
1@ ,,b,) , @ 2. 5)
r@, a, b) (¢, a, b)
r@,, a,, b)) (¢, a,, b))

...donde se conocen cuatro de las siete variablessdemal(r, w1y w2 001y 92, a1, b1, a2y
b,), normalmente al mendy r.

La abertura del angulpdel arco circular entre los dos arcos elipticogyeal la suma de los
angulos geodésicos en el punto de tangencia deetipda.

La dimension maxima de estos anillos en la direcdél segmento se calcula igual que en los
anillos doblemente simétricos (ecuacion 4.24a)open la direccién perpendicular, se
necesita modificar la ecuacion 4.24b para teneuenta que hay dos elipses distintas.

B= Q—%-seﬁ{ arct{%- t¢lﬂ+ p—% sérﬁ arg:(ﬂt @j}

a,

[4.25]
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b1

B

| |
A

Figura 4.9: Anillo compuesto por dos arcos de la misma ciraunfeia osculatriz y dos arcos
de elipses distintas.

Si se pretende controlar las dimensiones maximhsrdéo, también se puede afadir esta
ecuacion al sistema antes planteado:

1(¢,, &, by)
1(¢,. a,, b,)
r(¢n, a,, b))
r(¢,, a,, b,)
B(¢..¢,. &, b, &, B)

...dondel, r y B son conocidos ¥1, ¢, a1, b1, @ y by son incognitas.

iii) Con simetria respecto al eje del segmento

Cuando solo se mantiene la simetria de la composgbbre el eje del segmento, el anillo
esta formado por dos elipses iguales y dos arcasrdenferencia distintos, cuyo radio es
igual al de curvatura de las elipses en cada extdgharco (figura 4.10).

En este caso, para plantear la ecuacion que defitengitud del segmento, es necesario

calcular la distancia entre los puntos Y) de la evoluta de la elipse en cada extremo del
segmento:
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L=y (%) + (- v.)
[4.26]

...y substituir en la féormula anterior los valopresy por los calculados en la ecuacion 4.4b
para dos angulag o ¢ distintos:

b - &

I(w,a,b):\/{az;bz(coé( 186-¢,) - cdswz)T{ (serf’z/ll— seﬁ,az)}2

{az g (Cog | e0-arci 2oy, |- oo areg 2 t%mz '
_,_{bzgaz-[ser?{ arctg{—: tfyﬁlﬂ- Sé{ arc{g?:' @jm

[4.27a 6 4.27D]

I(¢,a,b)=

R

}

A

Figura 4.10: Anillo compuesto por dos arcos de la misma elipdesyarcos de
circunferencias osculatrices distintas.
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Entonces, para componer un anillo alrededor deegmento con simetria respecto a éste, hay
gue resolver un sistema formado por tres ecuaciones

Wy, ¢, a,b) 1(¢,, ¢,.a,b)
L., a, b) 0 r(¢., a, b)
(¢, a, b) N (¢, a, b)

...donde cuatro de las siete variables del sistdma ¢ ro, w1y w2 0 91 Y 92, @y b) son
conocidas, normalmente al menps y r».

Se observa que el ejede la elipse no es paralelo al segmento, sino guectina segin un
angulog, que se calcula a partir de las coordenadas dqault®s de la evoluta situados en los

extremos del segmento:
X:I.

X,
[4.28]

...y substituyendo en la férmula anterior los valaxey por los calculados en la ecuacion
4.4b:

(ser?t//1 seﬁ/lz)
0 (186-¢,) - coyy,)

B,a,b)= arctg bztz

0 G i £ B 0 |

B(¢,a,b) = arctg ———

&b ( co§{ 186- arctg (b tg¢lﬂ - co"{ arctg(b tgszD
a a a

[4.29a 6 4.29D]

Asi, la abertura del angulode cada arco circular entre los dos arcos elipgsodistinto en
cada extremo, y se calcula segun:

:2',8+¢1+¢2 y y2:¢1+¢2_2'ﬁ
[4.30a y 4.30b]

...dondey; corresponde al &ngulo del arco de circunferenciadi® mayor.

Para calcular la dimensién maxima del anillo editaccion del ejeX, hay que modificar la
ecuacion 4.24a para tener en cuenta un radio gataua distinto en cada extremo:

A=r1 +r,+l
[4.31]
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La dimension maxim#& del anillo en la direccién del ej¢es igual a la distancia entre los
puntos de la elipse donde el radio de curvatug@egsendicular a la direccion del segmento.
Teniendo en cuenta que la elipse esta girada unl@npgespecto al segmento, el angulo
geodésico del punto del anillo mas alejado de éstegual a90- f. Asi, mediante la
transformacion de la ecuacion 4.1b, se substitiste angulo en la ecuacién 4.2b y se
encuentran las coordenadas del pudtdel anillo mas alejado del segmento respecto a los
ejes principales de la elipse:

X, = a-co{ 186 arctg(g tg( 96 ﬁ)ﬂ
Yo :bESe{ arctgig td90- 'B)ﬂ

Luego se define la recteemx+n que contiene el segmentsegun la pendienta (ecuacion
4.33a) y la ordenada en el origefecuacion 4.33b) respecto al sistema de coordsrdelbs
ejes principales de la elipse. La pendiente deresta es la tangente del angyjanientras
que la ordenada en el origen es la coordengddé la interseccion del segmento con el eje
vertical de la elipse.

[4.32]

m=tgs

a

2_ 2 —
n=P -2 -seﬁ{ arctg{g tgﬁlﬂ— d-0 -coé{ 186 arcté—b tglﬂ G
b a a
[4.33ay 4.33b]
Por ultimo, se substituym y n en la ecuacién que permite calcular la distancia otata

entre un puntd® y una recta y se multiplica por dos para encon&alimension maxima
del anillo en la direccién perpendicular al segro&nt

B = 2: (Mm% = % +n)
m? +1

[4.34]
...dondexp, yr son las coordenadas del puRtcalculado en la ecuacion 4.32.

Si se pretende controlar las dimensiones maximbhsrdéo, también se puede afadir esta
ecuacion al sistema antes planteado:

%9 Aunque en la ecuacién 4.B4se ha formulado en funcién dg yp, My n, substituyendo éstas por los valores
calculados en las ecuaciones 4.32, 4.33a y 4.33iecdvamente también se puede formular en furdétas
variablesp,, ¢, @, y b.
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1(¢,, #,,a,b)
n(4:, a, b)
(4., &, b)
B(¢., ¢,,a, b

...dondel, r1, ro, y B son conocidos ¥, ¢», &, y b son incognitas.

iv) Asimétrico

El anillo mas complejo de los que se pueden conrmdrexiedor de un segmento conocido no
guarda simetria respecto a ningun eje. Este aegtd formado por cuatro arcos, de dos
elipses y dos circunferencias osculatrices diginta

4 7 ¢

Figura 4.11: Anillo compuesto por cuatro arcos de dos circumieiges osculatrices y dos
elipses distintas.

Entonces, para componer un anillo alrededor deegmento que no guarde ningun tipo de
simetria, hay que resolver el sistema formado p& scuaciones, las dos que definen la
longitud del segmento respecto a cada una deifzesly las cuatro que definen el radio de
curvatura en el punto de tangencia en los extretadgs arcos de elipses:
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|(¢Ill’ wlZ’ al’ bl) |(¢11’ ¢12’ a‘l’ bl)
|(¢’21’ w22’ a2’ b2) |(¢21’ ¢22’ a2’ b2)
AZRENES S ATRENLY
ALY ATRENLY
r2(¢/21’ a'2’ b2) r2(¢21’ a2’ b2)
ATENEY ACHEN'S

...donde cinco de las once variables del sistdnra, (2, w11, W12, W21 Y w22, 0 011, 012, P21, Y
®22, &, b1, @ y by) son conocidas, normalmente al mehas, r».

Igual que en el tipo anterior, el efade las dos elipses no es paralelo al segmentogamse
inclina segun un angulpdistinto para cada una. Este angulo se puede aaluibstituyendo
los angulos geodésicos de los puntos de tangercizadl elipse en la ecuacién 4.29b, es

decir, p1(a1, by, p11, 912) Y B2(@2, o, 921, 922).

Luego se puede calcular la abertura del angule cada arco circular entre los dos arcos
elipticos segun:

W=Bi+t Bt Pu+dy y Vo =@nt = B1= 5
[4.35ay 4.35D]
...dondey; corresponde al angulo del arco de circunferenciadi® mayor.

La dimension maxima del anillo en la direccion del segmento se puetiailza mediante la
ecuacion 4.31. Pero, como hay dos elipses distiptaa calcular la dimensién maxiBalel
anillo en la direccion del ej¥ se tiene que sumar la distancia desde el segnhasta el
punto P de cada elipse, donde el radio de curvatura gsepdicular a la direcciéon del
segmento. Asi, el angulo geodésico del punhtie cada elipse mas alejado del segmento es
igual a90- p;1 y 90- S, respectivamente. Entonces, a partir de la ecuacih se calculan las
coordenadas de los punt®sy P, respecto a los ejes principales de cada elipse.

Después, mediante las ecuaciones 4.33a y 4.33Inteacms la pendieni@y la ordenada en
el origenn de la recta que contiene el segmento respectwejds principales de cada elipse.

Por dltimo, se calcula la distancia mas corta desgeintoP de cada elipse hasta la recta que
contiene el segmentby se suman para obtener la dimension maxima ddo aem la
direccion perpendicularla

B (M %= Yo *1) (M %5~ Yop +10)
Jm? +1 Jm,? +1
[4.36]

Nuevamente, si se pretende controlar las dimensioré&ximas del anillo, también se afiade
esta Ultima ecuacion al sistema antes planteado:
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I(¢ll’ ¢12’ al’ bl)

I(¢21’ ¢22’ a2’ b2)

(1 &, b))

(P &, b))

(P21, @5, B,)

(P20 @5, D,)

B(Pn, P00 &, By 001 @0p0 @ )

...donde al menoks r4, ro y B son conocidos.

Apartado 4.5: Composicion alrededor de poligonos prilares

i) Con arcos de elipses y circunferencias iguales

Los poligonos regulares tienen todos sus angusus yados iguales. Los angutosntre sus
lados se calculan segun el nimeiae lados:

a :180—@
n

[4.37]

Si todos los arcos de elipse y de circunferencaulagiz, si los hay, son iguales, el anillo
compuesto alrededor de estos poligonos tambiéegesar (figura 4.12). Para componerlo, se
resuelve el mismo sistema de dos ecuaciones ymbggnitas planteado para los anillos
compuestos con doble simetria alrededor de un sggme

(@, a, b) 5 I(#, a, b)
r@, a, b) r(¢, a, b)

...donde tres de las cinco variables del sistdima § ¢, a 'y b) son conocidas, normalmente
al menod, yr.

El anguloy de abertura de un arco circular con centro erégice del poligono y situado
entre dos arcos elipticos se calcula segun:

y=2¢-a
[4.38]

...Y puede estar comprendido entre la bisectriz dgui® o y las rectas de prolongacién de

los lados del poligono, siempre que no sean peipdaces. Entonces, el dominio del angulo
¢ en el punto de tangencia queda definido segun:

%s¢sa<90°

[4.39]
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|
RN
s

Figura 4.12: Anillo regular compuesto alrededor de un triangdailatero.

Si p=0/2, la tangencia se realiza directamente entre ateoslipse y la composicién del
anillo carece de arcos de circunferencia (figullsd). Si a/2<¢< a, entre las dos elipses se
encadena un arco de circunferencia cuya abertesagual al doble de la diferencia entrg

¢ (figura 4.13b) Si p=a, el arco de circunferencia alcanza el mayor angule abertura de
todos los posibles, siempre que no se trate deguarecto (figura 4.13c).

Figuras 4.13a; 4.13b y 4.13cIres anillos regulares compuestos a partir dsetipguales
con diferentes angul@sen el punto de tangencia.

Es evidente que, para poder resolver el problemeod®osicion de un anillo, resulta mas
atil, aunque no menos complicado, operar con eliléngeodésic@ en vez de con el angulo

reducidoy.
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Desde el punto de vista del comportamiento mecani@nto mayor es la abertura del angulo
del arco circular situado entre dos arcos eliptinotanor variacion tiene que tener el valor de
la fuerza distribuida ideal para que resulte uneszib axil de compresion constante en todo el
anillo.

Para poder calcular la distancia méxibaentre el anillo y el punto medio del lado del
poligono (figuras 4.12a y 4.12b), se modifica laaaion 4.24b segun:

D=b- b” - az-seﬁ{ arct{l)- t@ﬂ
b a

Si se afiade esta ecuacidon al sistema anterioruesge pdisefiar un anillo controlando las
distancias maxima y minima a cada lado del poligono

[4.40]

(¢, a, b)
r(¢, a, b)
D(¢, a, b)

...dondel, r y D son conocidas y, ay b las incognitas.
Segun se observa en la secuencia de la siguignta fia medida que se incrementa el nimero

de lados del poligono regular, el anillo compuéistiode a parecerse mas a un anillo circular.
Asi, parece que no tiene sentido componer anitibsespoligonos regulares de muchos lados.

SRV

Figura 4.14: Anillos regulares compuestos alrededor de poligoegslares de tres, cuatro,
cinco y seis lados.

i) Con arcos de elipses distintas y circunferencgiguales

Sobre un poligono regular también se puede componanillo de arcos de elipses distintas,
pero que mantengan el mismo radio de curvaturaogrplintos de tangencia, es decir, la
misma distancia al anillo desde cada vértice (Agud5).

Si, como en el caso anterior, se pretende contiadatistancias maxima y minima del anillo a
cada lado del poligono, es necesario gQyeD;, ademas d& sean conocidas. Entonces, para
componer estos anillos, hay que resolver el sistemmaado por un nimero de ecuaciones
igual al triple del niamero de elipses distintas gomponen el anillo, es decir:
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1(4,a.,h)
r(¢.a.h)
D/(#, &, b)

...dondel, r y D; son conocidas y;, & y b son incégnitas.

La abertura del &ngulg del arco circular entre los dos arcos elipticogyeal la suma de los
angulos geodésicos en el punto de tangencia destipda menos el angudéoen un vértice.

V=0, +¢-a

[4.41]

Figura 4.15: Anillo compuesto con arcos de elipses distintagounferencias iguales
alrededor de un triangulo equilatero.

El grado de irregularidad de estos anillos depatedta cantidad de elipses distintas que se
utilicen en su composicion.
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Figura 4.16: Anillos compuestos alrededor de poligonos regularediante combinaciones
de elipses distintas y radios de curvatura iguatel®s puntos de tangencia.

iii) Con arcos de elipses iguales y circunferencialistintas

Modificando el radio de curvatura en los puntosatgencia, se compone un anillo irregular
con arcos de elipses iguales que guarda distadlisitistas con cada vértice del poligono. Hay
que tener en cuenta que sobre una misma longitlabldeexisten infinitas combinaciones de

arcos de una misma elipse y distintas circunfeasnoisculatrices. Como estos arcos de
circunferencia son comunes a dos lados contigusglg existe una combinacion de arcos
qgue, fijando el tamafio de la elipse y una de lasusferencias osculatrices, se pueda
componer sobre una misma longitud de lado, no sgleocomponer este tipo de anillos

alrededor de poligonos con niumero de lados impanoctampoco es posible hacerlo sobre
poligonos de lados pares combinando mas de damfarencias osculatrices distintas.

Asi, alrededor de un cuadrado se puede componemilio con cuatro arcos de elipses
iguales y cuatro arcos de dos circunferencias aswés distintas, situadas en vértices
opuestos (figura 4.17); alrededor de un hexagomo,con seis arcos de elipses iguales y seis
de dos circunferencias osculatrices distintasj g@asesivamente.

Igual que en los anillos con simetria alrededouesegmento se observa que ebéepe la
elipse no es paralelo al lado del poligono, sin® spiinclina segun un angyipque se puede

calcular segun la ecuacion 4.29b. La abertura miglildy en cada vértice se puede calcular
segun:

v=2(B+¢)-a y  =2(¢,-B)-a
[4.42a 'y 4.42b]

...dondey; corresponde a la circunferencia osculatriz deoragiyor.
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Figura 4.17: Anillo compuesto con arcos de elipses iguales yottosnferencias osculatrices
distintas alrededor de un cuadrado.

La distancia maxim® entre el anillo y el poligono es igual en todcs ledos y se produce
en un puntoP de la elipse con un angulo geodésico igu@0ap. Entonces mediante las
ecuaciones 4.33a y 4.33b se calcula la pendreytéa ordenada en el origerde la recta que
contiene el lado del poligono respecto a los gjesipales del arco de la elipse mas cercana.

Por altimo, se modifica la ecuacion 4.34 y se sub@my n para encontrar la distancia mas
corta entre un punt@ y la recta que contiene el lado del poligono

D= (M% ~yp+n)
Jm? +1
[4.43]
...dondexp, yr son las coordenadas del puRtcalculado en la ecuacion 4.32.

Asi, para componer un anillo de este tipo, en elgpicontrole la distancia minima y maxima
entre el poligono y el anillo, también se puedalafiesta ecuacion al sistema antes planteado:
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1(¢,, #,,a,b)
n(4, a, b)
r,(4,, &, b)
D(¢, ¢,,a, b)

...dondel, r1, r, y D son conocidos 1, ¢, @, Yy b son incognitas.

iv) Con arcos de elipses y circunferencias distinga

El anillo mas irregular que se puede componer ettedde un poligono regular es el que
tiene todos sus arcos de elipses y circunferensiasatrices distintas (figura 4.18a).

Se puede calculati mediante la ecuacion 4.29b. Para calcular la atzedel angulos;, se
modifican las ecuaciones 4.42ay 4.42b para temeuenta que hay dos elipses distintas que
confluyen sobre un vértice:

Vi=BtB+¢.t¢ —a y Vi=¢;+¢,-B -8 -a
[4.44a y 4.44b]

...dondey; corresponde a la circunferencia osculatriz deoragayor.

Como todas las elipses son diferentes, la distanéxdimaD; entre el anillo y cada lado del
poligono es distinta, y se produce en un pufteon un angulo geodésico igualoa- pi
(figura 4.18Db).

Entonces, a partir de la ecuaciéon 4.32 se caldaknoordenadas de los puniBsespecto a
los ejes principales de cada elipse. Despmeg,n; mediante las ecuaciones 4.33a y 4.33b de
la recta de cada lado, también segun los ejesipaies de la elipse mas proxima, y se
substituyen en la ecuacion 4.43 para encontraistantia maximad; entre el anillo y cada
lado del poligono.

Para componer un anillo de este tipo, en el queostrolen las dimensiones maximas, hay
que resolver un sistema formado un nimero de emexiigual a cuatro veces el numero de
lados del poligono:

(&, ¢ij1ai’b)
h(d.a.h)
(¢, a.h0)
Di(#i. ¢, 8, 0B)

...dondel, r;, r; y D; son conocidas (figura 4.18a),¢, ¢jj, & y by son incognitas (figura
4.18b).
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Figuras 4.18a y 4.18bAnillo irregular compuesto alrededor de un triém'uilétero.
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Apartado 4.6: Composicion alrededor de poligonosiiegulares

i) Caso general

La dnica condicidon que requiere un poligono irragyara que a su alrededor se pueda
componer un anillo es que sus angutosntre dos lados contiguos sean concavos, es decir,
menores de 180°. Asi, sobre cada uno de sus ladosngpone un arco eliptico que en los
extremos tiene el mismo radio de curvatura queekdsemos de los arcos elipticos de los
lados contiguos (figuras 4.19a y 4.19b).

Recopilando todas las ecuaciones que controlanaaables que definen un arco eliptico
sobre un lado del poligono, se puede plantear stensa para resolver un caso general de
composicion de un anillo alrededor de un poligonalguiera, que pueda estar sometido a
una fuerza distribuida ideal de la que resulte sfuezzo axil de compresion de valor
constante y ausencia total flexiones. EI nimer@deciones del sistema es igual a cuatro
veces el nimero de lados del poligono.

(%, 9;.a.h0)
(4. a.h)
(@, a,0h)
Di(¢i. #,.a.R)

...dondel;, r;, r; y D; son conocidas (figura 4.19a)¢y, ¢ij, a Yy bi son incognitas en cada uno
de los lados (figura 4.19b).

La longitud del lado es la distancia entre los rmantle curvatura en los extremos del arco
eliptico y se calcula segun:
HZ

[ﬂ(coé { 180-arctg (B t9p, H - Cf’{ arct{ﬁ '@,
[4.45]"

L |

e - o o ]

El radio de curvatura en cada extremo del arcd g@seeresulta para el angulo geodésico de la
elipse en el punto de tangencia de cada extrenaocdeeliptico:

{aﬁzseﬁ{arctg(z tof, H * Peos { a“‘tg(z @ ﬂ}

ah

n(g,a.h)=

40 De la ecuacion 4.27b.
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\/{afser? {arctg(: tog, H + tfcosz{ afct{z @, H}

a.b.

1)

r(#.a.h)=
[4.46ay 4.468f

El angulog; que forma el ejX de cada elipse con el lado correspondiente selaalegun:

2o o] {21 |- sof ach?
a«;b{ Cog{ 160-arctg| 109 H - C‘f{ wed 3 JD

La abertura del angulg del arco de la circunferencia osculatriz en cagléice del poligono

se obtiene a partir del angulo geodésico del pantel que se produce la tangencia en dos
arcos elipticos y del angulo de inclinacion de dgss de los arcos elipticos respecto a los
lados que forman el vértice:

B =arctg

[4.47T2

V=B tB+Pitdi—a Y Vi=¢;+¢, -B-8 -q,

[4.48ay 4.488F
...dondey; corresponde al arco con radio mayor.

La ecuacion de la recta que contiene un lado déjg respecto a los ejes principales del
arco eliptico mas proximo se escribe en foymax+n, y my n se formulan segun:

m =tgf3

n= b - az-seﬁl: arCtEEH' t Jj| _ﬂ . CO§|: 186 arCtéﬁ @ jj| “
b 3 4 !

[4.49ay 4.498]

Entonces, sabiendo que el puRtale la elipse que se encuentra mas alejado deaadieme
un angulo geodésiag=/4i-90, se calculd; segun la férmula de distancia mas corta entre un
punto y una recta:

Di - (mx’ _yP+ni)

Jym?+1

[4.501"

“! De la ecuacion 4.19b.

“2De la ecuacion 4.29b.

“3De las ecuaciones 4.44ay 4.44b.
4 De las ecuaciones 4.33ay 4.33b.
5 De la ecuacion 4.43.
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Figuras 4.19a y 4.19bCaso general de anillo compuesto alrededor de ligopo irregular.
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i) Anillos de distancias regulares

Sin embargo, parece mas interesante componer dnede un poligono irregular un anillo
gue tenga regularidad en algunos de sus paramespagialmente aquellos que controlan sus
dimensiones o separacion maxima entre ambos (paligoanillo), estos son; y D;, por
ejemplo, igualandolos en todos sus vértices yaussl (figuras 4.20a y 4.20b).

Recopilando de nuevo todas las ecuaciones queotamtias variables de composicion del
anillo sobre un lado del poligono limitado por deéstices, se puede plantear un sistema para
resolver este caso particular de composicion danilfo sobre un poligono cualquiera, que
pueda estar sometido a una fuerza distribuida ideala que resulte un esfuerzo axil de
compresion y ausencia total de otros esfuerzosuiero de ecuaciones del sistema es igual
al triple del namero de lados del poligono.

L(#.a,0)
g, a,h)
D(¢., a, )

...dondel;, r y D son conocidas (figura 4.20a)py & Yy b; son incognitas en cada uno de los
lados (figura 4.20b).

La longitudl; de cada lado es el doble de la distancia entree & @e la elipse y el centro de
curvatura en el punto de tangencia, y se calcglarse

L(#.3.) :%ﬂ-coé{amtg(g tgy)iJ:l
[4.51]°

El radio de curvatura en todos los puntos de tangeamtre arcos del anillo es el mismo y se
produce en un angulo geodésico diferente en cgueel

{qZ-seﬁ{arctg(:; top ﬂ + [ cog { ar“{ztg‘ﬁ' H}

a-h

r(¢.a,R)=

[4.52]"

La abertura del angulg del arco circular entre dos arcos elipticos eali¢pi suma de los
angulos geodésicos en el punto de tangencia destipda menos el anguép en un vértice.

Vi=¢,+t¢ -q,
[4.53]®

“® De la ecuacion 4.20b.
47 De la ecuacion 4.19b.
“8 De la ecuacion 4.41.
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Como los radios de curvatura en los puntos de teni@eon iguales en todos los vértices, los
arcos de cada tramo son simétricos y la distanéemaD entre el anillo y el poligono, la
misma en todos los lados, se produce en la ini@sede cada elipse con su ¥je

D(¢.,a,h)= b—@-seﬁ{ arctég- tgiﬂ

[4.54]*°

Figuras 4.20a y 4.20bAnillo compuesto por arcos de elipses distintas;idrinferencias
osculatrices iguales y la misma distancia ma&xiventre el anillo y el poligono en cada lado.

“ De la ecuacion 4.40.
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Para que se pueda trazar una elipse alrededor @elailel poligono, la distancia maxirba
tiene que ser superiorra Siendo asi, sD es proxima a, la elipse que resulta tiene una
excentricidad: proxima a la unidad y su curvatura tenderia anskx en los puntos préximos
al semieje menor. En este caso, como el esfuericesvinversamente proporcional a la
curvatura en cada punto, un pequefio valor de fuelig&ribuida ideal provocaria
compresiones muy elevadas en el anillo

Ademas, cualquier disefio del anillo, simple o coespo, que permita que la diferencia entre

la curvatura maxima y minima no sea excesiva, ifacél planteamiento del interior de
membrana tensada de donde proviene la fuerzabdista ideal.
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CAPITULO 5: POLIGONOS RIGIDOS CON RADIOS TENSADOS

Donde se explica cédmo se distribuyen las fuerzasmerértice de un angulo, se enuncian métodosplangear
poligonos de angulos o lados iguales inscritos lgses, y en anillos compuestos por arcos elipticake
circunferencia, y se calculan las disposicionesfudrzas de las que resulta un mismo esfuerzo ail d
compresion en todo el perimetro y ausencia dedihes.

Apartado 5.1: Distribucion ideal de fuerzas sobreds vértices

Una fuerzaF aplicada en el vértice de un angyla@on una direccién coincidente con su
bisectriz se puede descomponer en dos fuerzas geme la compensan. Si este angulo esta
formado por dos barras resistentes, estas fuemagpeansatorias se transforman en un
esfuerzo axiN idéntico en cada una de ellas (figura 5.1).

[5.1]

v

o

Figura 5.1: Equilibrio de fuerzas en el vértice de un angulo

Los poligonos regulares se definen por el nUmeradias (n) y el radio de la circunferencia
en la que se inscriben, es decir, la que pasayswértices; por eso también se les llama
poligonos inscritos. A partir day r se puede calcular el angulentre radios situados en los
vértices y el angulg entre los lados (figura 4.1).

¢:@ y y:lSO—ﬁ)
m m

[5.2ay 5.2b]
En estos poligonos todos los angul@ntre los lados son iguales. Asi, si se disponerzés

radiales situadas sobre la bisectriz de cada ursusleértices, de las que resultan esfuerzos
axialesN iguales en todo el perimetro (figura 5.2a).
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En un poligono irregular, los angulos entre loo$tadueden no ser iguales, asi que, para que
el esfuerzo axiN sea constante en todo el perimetro, es necesagidag fuerzas; que
actian en la direccion de la bisectriz del angulde cada vértice sean diferentes (figura

5.2h).
Fi =2:N .Co%ﬁ)
2

Cabe decir que, para que un poligono sea irregesacondicion suficiente que la longitud de
sus lados o los angulos entre ellos sean desigupég® no es necesario que ambas
condiciones se den a la vez, es decir, puede hmlligronos de angulos regulares y lados
irregulares y viceversa.

[5.3]

Se considera ideal cualquier distribucion de fueraplicadas segun la direccion de la
bisectriz del angulo en cada vértice del poligoadadque resulte el mismo esfuerzo axil en
todos los lados y ausencia total de otros esfuemzat plano.

' Figura 5.2a y 5.2b:Distribucién ideal de fuerzas puntuales sobre &tices de poligonos
regulares (izquierda) e irregulares (derecha) pamsismo esfuerzo axil de compresion en
todo el perimetro.
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Apartado 5.2: Poligonos rigidos de base eliptica

i) Angulos iguales y radios isotensos.

En poligonos rigidos de angulos regulares, aungogah sus lados desiguales, se pueden
disponer fuerzat del mismo valor, es decir, radios isotensos, cqreegen un esfuerzo axial

N uniforme en todo el perimetro, siempre y cuandasefuerzas estén orientadas en la
bisectriz del angulg de cada vértice. Como los angujosntre lados son iguales, también lo
son los angulos entre radips

Primero se empieza por calcular el angilque forma uno de sus lados con la horizontal,
medido en sentido antihorario, segun:

’8”_ =arctg {uj
X

i

[5.4]

Luego, si se calcula el angytale un lado contiguo, se puede obtener el anggie forman
ambos lados en el vértidg segun:

y; =arctg (uj +180- arctg(u]
X% X=X

[5.5]

Entonces, una fuerz& aplicada sobre ese mismo vértise segin una orientaciog
coincidente con la bisectriz del angylgrovoca un esfuerzo adil igual en ambos lados del
vértice. Esta orientacidfj se calcula segun:

¢ =1805, -4
[5.6]
Asi, para inscribir un poligono de angulos iguaesuna elipse de semiejasy b, en la

ecuacion 5.5, se sustituye la coordenadapor la calculada en la férmula de la elipse en su
forma cartesiana y se obtiene el &ngutpue forman dos segmentos contiguos con el vértice

sobre un arco eliptico:
.2 x?
W Ve
X; = %

2 2
il
X%

y(X) = arctg } +180- arcy

[5.7]
Luego, como existe simetria respecto a los ej@xipalesX, Y;en un cuadrante de elipse, se

fija la posicion del primer vérticga, yi1), el mas cercano al e}¢ de tal manera que el angulo
geodésicap; de la elipse en ese punto sea menor que el dggabtésico del punto donde se
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produce la maxima excentricidad entre el lado a@déiigpno y el arco. Esto es asi porque la
cuerda del arco eliptico que se corresponde ctadeldel poligono siempre es paralela a la
recta tangente en el punto de maxima excentriaieéhdrco, es decir, qua< 1, -90.

Entonces, se plantea un sistemandecuaciones(x) dondey es conocido, porque se puede
calcular directamente a partir de la ecuacion &r2lfuncion dem, y n es un nimero entero
igual am/4. Asi, las coordenadas del resto de vértices slmgadrante de elipse son las “
incognitas del sistema.

Aunque este método es perfectamente valido, emaletiga resulta mas rapido resolver el
problema graficamente, especialmente cuando el mide lados del poligono, es decir, el
namero de incégnitas, es elevado.

Una vez resuelto el problema geométrico, sobrevéatices de un poligono de angulos
iguales inscrito en una elipse, se aplica unaibligtion ideal de fuerzds idénticas de las que
resultan esfuerzos axiles iguales en todos lossléeltuacion 5.3), teniendo en cuenta que la
orientacion de estas fuerzas no se correspondeslcangulo geodésice del punto de la
elipse coincidente con el vértice del poligonopsian la bisectriz del &ngujoentre los lados
del poligono, es deci;.

o

Figura 5.3: Cuadrante de un poligono de anguyloguales y lados desiguales inscrito en una
elipse y distribucion ideal de fuerzas sobre lasicgs.

Asi se pueden construir poligonos de angulos igualados distintos, en nimero multiplo de
cuatro, inscritos en cualquier elipse conocidaalgcudar una distribucion ideal de fuerzas
sobre los veértices de la que resulte el mismo exfexil en todo el perimetro.
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Figura 5.4: Poligonos de angulgsiguales de cuatro, ocho, doce, dieciséis, veinte y
veinticuatro lados distintos, inscritos en elipsedistribucion ideal de fuerzas sobre los
vertices.

Desde el punto de vista geométrico se observaayaedo el numero de lados del poligono
es reducido, la aproximacion a la elipse es meespecialmente en las zonas de menor
curvatura, donde la excentricidad del arco respethaocuerda es mayor.

Desde el punto de vista mecanico, pese a habeeguid® que la fuerza en el plano del
poligono pueda ser igual en todos los radios, clamongitud de los lados del poligono es
mayor en las zonas de menor curvatura de la ejipgeeversa, aunque el esfuerzo axil de
compresion resulta igual en todos el perimetro yerste flexion, las condiciones de
dimensionado en cuanto al pandeo son peores ¢éadlos de mayor longitud.

i) Lados iguales

Para dibujar un poligono de lados iguales ins@itaina elipse, primero define la longitud
de un segmento comprendido entre dos puntos cuddeagegun:

l :\/()9 =) +(y-y)

[5.8]
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Asi, dada una elipse de semiegey b, en la ecuacion anterior se sustituye ya por la
calculada en la férmula de la elipse en su forméesi@na y se obtiene la longitud de la
cuerda de un arco eliptico:

2 X’ X2 i
I(x)=,|(x-x) +b ,/1—?— -

Entonces, se plantea un sistemamdecuacioned(x) donde (Xo, Yo) ¥ (%, Yn) Son las
coordenadas de los extremos de un cuadrante dgpd$a,eyn es un namero entero igual a
m/4. Asi, la longitud y las coordenadas del resto de vértices sobrea€lrante de elipse son
las “n” incégnitas del sistema.

[5.9]

Después, sobre los vértices de un poligono de ligdases inscrito en una elipse, se calculan
los &ngulog; de cada vértice (ecuacion 5.5) y se aplica untaluision ideal de fuerzas sobre
los vértices de la que resulten esfuerzos axileslég en todos los lados (ecuacion 5.3).

X Va/ Fg
~

Figura 5.5: Cuadrante de poligono de lados iguales y &nguliesiguales inscrito en una
elipse y distribucion ideal de fuerzgssobre los vértices.

Asi se pueden construir poligonos de lados iguadasyulos distintos, en nimero multiplo de
cuatro, inscritos en cualquier elipse conocidajspaher fuerzas en sus vértices de las que
resulte el mismo esfuerzo axil en todo el perimetro

Al contrario que en el caso anterior, no pareceiberresolver el problema mediante un

método grafico, si es que existe alguno capaz derlma ya que no se conoeepriori la
longitud de los lados ni el angulo entre ellos.
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Figura 5.6: Poligonos de cuatro, ocho, doce, dieciséis, vgintEnticuatro lados iguales,
inscritos en elipses, y distribucion ideal de fasfz sobre los vértices.

Desde el punto de vista geométrico se observaayaedo el numero de lados del poligono
es reducido, al revés que en el caso anterioprtzxanacion a la elipse es menor en las zonas
de mayor curvatura, donde la excentricidad del egspecto a la cuerda es mayor.

Desde el punto de vista mecanico, todos los lagbpaligono tienen la misma longitud, el
esfuerzo axil de compresion resulta igual en tddpeeimetro y no existen flexiones en el
plano. Suponiendo una coaccion radial sufrientéodas las direcciones, las condiciones de
dimensionado en cuanto al pandeo son iguales em dbgerimetro. Por el contrario, las
fuerzas en el plano del poligono son més grandésserértices situados en la zona de mayor
curvatura de la elipse y viceversa.
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Siguiendo este proceso, se han calculado lashiistones ideales de fuerzas (intensiégd
angulod y posicioénx, y) sobre los vértices de un cuadrantendados de poligonos inscritos
en elipses distintas, definidas por la relacionsde semiejesa(b). En todos se supone un
valor unitario del esfuerzo axil en el poligoid=(), y un valor unitario del semieje mayor
(a=1).

n I F ¢ X y
0,00 1,00000  0,00000
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
2 0,76537  0,76537 4500 0,70711 0,70711
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
30,00 0,86603  0,50000
60,00 0,50000  0,86603
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
22,50 0,92388  0,38268
4 0,39018 0,39018 45,00 0,70711  0,70711
67,50 0,38268  0,92388
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
18,00 0,95106  0,30902
36,00 0,80902  0,58779
54,00 0,58779  0,80902
72,00 0,30902  0,95106
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
15,00 0,96593  0,25882
30,00 0,86603  0,50000
6 0,26106  0,26105 4500 0,70711  0,70711
60,00 0,50000  0,86603
75,00 0,25882  0,96593
90,00 0,00000  1,00000

1 1,41421 1,41421

3 0,51764 0,51764

5 0,31286  0,31287

Tabla 5.1: Distribucién ideal de fuerzas iguale®n los vértices de un cuadrante de un
poligono regular.
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n I F ¢ X y
1,60000 0,00 1,00000  0,00000
1,20000 90,00 0,00000  0,75000
1,04995 0,00 1,00000  0,00000
2 0,67157 0,73182 53,13 0,64744  0,57159
0,53133 90,00 0,00000  0,75000
0,75765 0,00 1,00000  0,00000
0,59176 39,47 0,82774  0,42084
0,40327 68,31 0,44775  0,67062
0,34913 90,00 0,00000  0,75000
0,58671 0,00 1,00000  0,00000
0,49460 31,38 0,89940  0,32785
4 0,34294 0,35740 55,99 0,65398  0,56738
0,28232 74,40 0,34001  0,70532
0,26060 90,00 0,00000  0,75000
0,47682 0,00 1,00000  0,00000
0,42183 25,97 0,93443  0,26712
0,32451 47,48 0,76454  0,48343
0,25488 64,14 0,53434  0,63395
0,21888 77,75 0,27356  0,72139
0,20802 90,00 0,00000  0,75000
0,40087 0,00 1,00000  0,00000
0,36593 22,10 0,95400  0,22487
0,29631 41,17 0,83018  0,41813
6 0,22952 0,23710 56,50 0,65516  0,56662
0,19933 69,02 0,45010 0,66973
0,17934 79,89 0,22866  0,73013
0,17315 90,00 0,00000  0,75000

1 1,25000

3 0,45473

5 0,27505

Tabla 5.2: Distribucioén ideal de fuerzds en los vértices de un cuadrante de un poligono de
lados iguales inscrito en una elipse de semeagjesl,33
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n I F ¢ X y
1,66410 0,00 1,00000  0,00000
1,10940 90,00 0,00000  0,66667
1,16948 0,00 1,00000  0,00000
2 0,64166 0,70124 56,31 0,62480  0,52053
0,45551 90,00 0,00000 0,66667
0,87427 0,00 1,00000  0,00000
0,60224 43,45 0,80997  0,39098
0,35528 71,20 0,42987  0,60193
0,29784 90,00 0,00000 0,66667
0,68928 0,00 1,00000  0,00000
0,52573 35,40 0,88696  0,00000
4 0,32799 0,32931 60,12 0,63337  0,51590
0,24428 76,61 0,32596  0,63026
0,22203 90,00 0,00000 0,66667
0,56414 0,00 1,00000  0,00000
0,46220 29,75 0,92601  0,25167
0,31251 52,10 0,74606  0,44392
0,22685 67,60 0,51556  0,57124
0,18827 79,51 0,26229  0,64333
0,17728 90,00 0,00000 0,66667
0,47840 0,00 1,00000  0,00000
0,41005 25,67 0,94747  0,21323
0,29545 46,00 0,81379  0,38744
6 0,21960 0,21716 60,72 0,63503  0,51499
0,17441 71,96 0,43295  0,60095
0,15361 81,37 0,21900  0,65048
0,14739 90,00 0,00000 0,66667

1 1,20185

3 0,43472

5 0,26333

Tabla 5.3: Distribucién ideal de fuerzds en los vértices de un cuadrante de un poligono de
lados iguales inscrito en una elipse de semeagjesl,50
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n I F ¢ X y
1,78885 0,00 1,00000  0,00000
0,89443 90,00 0,00000  0,50000
1,43694 0,00 1,00000  0,00000
2 0,58617 0,60164 63,43 0,57886  0,40771
0,31488 90,00 0,00000  0,50000
1,17585 0,00 1,00000  0,00000
0,57776 52,80 0,76669  0,32101
0,25301 76,86 0,39476  0,45939
0,20465 90,00 0,00000  0,50000
0,98199 0,00 1,00000  0,00000
0,55340 45,47 0,85286  0,26107
4 0,29968 0,24931 68,69 0,58941  0,40392
0,17038 80,74 0,29881  0,47716
0,15245 90,00 0,00000  0,50000
0,83621 0,00 1,00000  0,00000
0,52473 39,93 0,89940  0,21856
0,25324 62,41 0,70199  0,35609
0,16310 74,36 0,47636  0,43962
0,13034 82,78 0,24015  0,48537
0,12163 90,00 0,00000  0,50000
0,72451 0,00 1,00000  0,00000
0,49417 35,54 0,92722  0,18726
0,25707 57,23 0,77366  0,31680
6 0,20090 0,16268 69,28 0,59215  0,40291
0,12324 77,48 0,39908  0,45846
0,10613 84,06 0,20064  0,48983
0,10122 90,00 0,00000  0,50000

1 1,11803

3 0,39684

5 0,24060

Tabla 5.4: Distribucién ideal de fuerzds en los vértices de un cuadrante de un poligono de
lados iguales inscrito en una elipse de semeagjes2,0Q
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n I F ¢ X y
1,89737 0,00 1,00000  0,00000
0,63246 90,00 0,00000  0,33333
1,70872 0,00 1,00000  0,00000
2 0,54064 0,44568 71,57 0,53810  0,28096
0,19374 90,00 0,00000  0,33333
1,54316 0,00 1,00000  0,00000
0,46684 63,99 0,71901  0,23167
0,15549 81,95 0,36347  0,31054
0,12520 90,00 0,00000  0,33333
1,39825 0,00 1,00000  0,00000
0,48542 58,40 0,80794  0,19642
4 0,27471 0,15532 76,90 0,54601  0,27926
0,10418 84,34 0,27442  0,32054
0,09316 90,00 0,00000  0,33333
1,27169 0,00 1,00000  0,00000
0,49708 53,87 0,85975  0,17024
0,16210 72,91 0,65487  0,25191
0,10017 80,43 0,43948  0,29942
0,07967 85,59 0,22042  0,32514
0,07433 90,00 0,00000  0,33333
1,16128 0,00 1,00000  0,00000
0,50257 50,05 0,89302  0,15001
0,17075 69,50 0,72658  0,22903
6 0,18425 0,10091 77,29 0,54912  0,27858
0,07549 82,35 0,36756  0,31000
0,06489 86,37 0,18416  0,32763
0,06189 90,00 0,00000  0,33333

1 1,05409

3 0,36418

5 0,22057

Tabla 5.5: Distribucién ideal de fuerzds en los vértices de un cuadrante de un poligono de
lados iguales inscrito en una elipse de semagjes3.
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n I F ¢ X y
1,94029 0,00 1,00000  0,00000
0,48507 90,00 0,00000  0,25000
1,82647 0,00 1,00000  0,00000
2 0,52335 0,34754 75,96 0,52206  0,21323
0,14053 90,00 0,00000  0,25000
1,72059 0,00 1,00000  0,00000
0,37538 70,17 0,69782  0,17907
0,11200 84,20 0,35090  0,23410
0,09051 90,00 0,00000  0,25000
1,62214 0,00 1,00000  0,00000
0,40219 65,80 0,78546  0,15473
4 0,26451 0,11114 80,59 0,52732  0,21242
0,07502 85,92 0,26436  0,24111
0,06725 90,00 0,00000  0,25000
1,53070 0,00 1,00000  0,00000
0,42435 62,19 0,83760  0,13657
0,11556 77,75 0,63318  0,19350
0,07178 83,12 0,42356  0,22647
0,05737 86,82 0,21212  0,24431
0,05362 90,00 0,00000  0,25000
1,44389 0,00 1,00000  0,00000
0,44271 59,00 0,87260  0,12211
0,12212 75,29 0,70420  0,17750
6 0,17727 0,07216 80,86 0,53031  0,21195
0,05426 84,48 0,35428  0,23378
0,04679 87,38 0,17733  0,24604
0,04468 90,00 0,00000  0,25000

1 1,03078

3 0,35126

5 0,21219

Tabla 5.6: Distribucién ideal de fuerzds en los vértices de un cuadrante de un poligono de
lados iguales inscrito en una elipse de semadjes4.

Si la proporcién entre sus semiejes coincide cgarel de las calculadas, se puede plantear
una poligono inscrito en una elipse con una distidn ideal de fuerzas como las de la figura
5.6, multiplicando el valor del axN por las fuerza& y el semieje mayaa por los valores de

| y las coordenadas yque aparecen en las tablas anteriores.
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Existe un sistema alternativo para plantear pobigate inscritos en elipses en el que los ejes
de principales no coinciden con los vértices, sian el punto medio de los lados. Asi, se
parte de un cuadrante de elipse del que no se e@anpdori la posicion de ninguno de los
vértices del poligono. Entonces, para que el sestdenecuaciones no sea indeterminado, se
plantean dos ecuaciones que se suman a la ec&agion

[(x) =2y, =2, /1—);1—22 y I(X) = 2,

...dondexy,y1 ¥ Xn,Yn SON las coordenadas del primero y el dltimo denogrtices del
poligono situados sobre el cuadrante de elipse.

[5.10a y 5.10b]

El mas sencillo de todos los poligonos que se puéascribir en una elipse segun este
criterio es un cuadrado. Si se compara con el rorepoaltante de aplicar el criterio anterior
(en linea de puntos), el cuadrado (en linea coalitiene una longitud de lado claramente
inferior, lo cual resulta una ventaja en cuantaus cndiciones de pandeo. En cambio, hay
una falta de coherencia geométrica en la solucgmprbblema, porque la diferencia entre la
dimensién maxima de la elipse y la del poligonores/ apreciable (figura 5.7a). Podria
decirse que el cuadrado es el poligono de dobletdaue menos se aproxima a una elipse.
Aun asi, a medida que se incrementa el nimerodies lambas diferencias, de longitud de
lado y de dimension maxima, se reducen (figura)5Réro, si la excentricidadde la elipse
aumenta, vuelven a crecer (5.7c). Entonces, puedeurse que este criterio para inscribir
poligonos solo resulta geométricamente cohererdgergimero de lados iguales es elevado v,
ademas, la elipse tiene una excentricidpdquefia (figura 5.7d).

Figuras 5.7a, 5.7b, 5.7c y 5.7@oligonos de cuatro y ocho lados iguales insceitoslipses
con diferente excentricidadsegun dos criterios distintos.
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Apartado 5.3: Poligonos rigidos de base compuesta

i) En anillos compuestos por arcos elipticos iguade

Para inscribir un poligono da lados iguales en un anillo formado por arcos igudke una
misma elipse de semiejasy b, se plantea un sistema deecuacione$(x), dondex; y x, se
corresponden con los puntos de tangencia, es aetirJos extremos de cada arco (figura
5.8), donden es la relacién entre el numero de lados del potigascrito y el nimero de
lados del poligono alrededor del cual se compoaaidb.

Después, se calcula una distribucion ideal de &sesobre los vértices de la que resulte el
mismo esfuerzo axil de compresion en todos losslaBara calcular los angulgsy y, hay
que tener en cuenta que el angglael lado contiguo situado al otro lado del punto de
tangencia esta afectado por el giro del anguiel poligono regular, alrededor del cual se ha
compuesto el anillo, modificando la ecuacion 5dise

W=y,= 2.arctg (uj +qa
%X

2

[5.11]

Figura 5.8: Poligono de lados iguales inscrito en un anillo poesto por tres arcos de la
misma elipse alrededor de un triangulo equilatedesiribucion ideal de fuerzads sobre los
vertices.
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En la figura anterior, se observa que el angude las fuerzab; y F, coincide con el angulo
geodésicw de la elipse en el punto de tangengia @1y (o= ¢2).

Figura 5.9: Poligonos de lados iguales y inscritos en aniltoapuestos alrededor de un
triangulo equilatero y un cuadrado, y distribucideal de fuerzab; sobre los vértices.

Desde el punto de vista mecanico, se observa gUiadazas se incrementan a medida que se
aproximan a los vértices del triangulo o del cuddralrededor del cual se compone el anillo,
por ser las zonas de mayor curvatura de la elfge.asi, este disefio resulta ventajoso para
el dimensionado, ya que el esfuerzo axil de connmeg las condiciones de pandeo son
idénticas en todos los lados del poligono y notewifiexiones en el plano.
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i) En anillos compuestos por arcos de circunferernas y elipses distintas alrededor de un
rectangulo

Segun se ha demostrado en el Capitulo 4 de estadesbinando arcos de distintas elipses y
circunferencias se puede componer un anillo all@dee cualquier poligono irregular. Cada
arco queda definido por una funcifi(x) con un dominio dex que va desde el punto de
tangencia en un extremo hasta el punto de tangestiel extremo contrario, y asi
sucesivamente hasta cerrar el anillo, es decir, fumeion F(x) compuesta por la
concatenacion de varias funciones de elipses wrdecencias, cada una con un dominio
determinado.

f,(x) para x> x2

X

L0 para %,>x
[5.12]

Siendo asi, para plantear un poligono de ladodeguascrito en un anillo compuesto de
arcos de circunferencias y elipses distintas, ségglcondiciones descritas en el Capitulo 4,
primero se calcula la longitud de la cuerda de nao aompuesto por dos curvas tangentes
pertenecientes a dos funciones distifi@3 y fj(x), cuyos dominios coinciden justamente en
el punto de tangencM, para lo cual se modifica la ecuacion 5.8, sustitdo ¥;” e “y;” por
fi(x) y fj(x) respectivamente:

l, :\/(x —xj)2+[ f(x)-f, (’S)T

[5.13]

...siendoV; y V; dos puntos situados a diferente laddvde

Figura 5.10: Cuerda de un arco compuesto por dos curvas tarsgemeunciones distintas.
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Luego se plantea un sistemardecuacionef{x), dondex; y x, corresponden al mismo punto
de la funciorF(x) de los arcos concatenados que definen el anillgugoson el principio y el
final del anillo, ymes el niumero total de lados del poligono inscrito.

De todos los anillos no circulares seguramentearas interesantes son los que se pueden
componer alrededor de un poligono rectangular guen una distancia maxiniaentre el
anillo y el poligono igual en todos los lados yradio de curvaturaen el punto de tangencia
igual en todos los vértices.

Asi que se plantea un poligono midados iguales inscrito en un anillo compuesto poos
de dos elipses distintas y una misma circunfereas@ilatriz alrededor de un rectangulo,
manteniendo la misma distancia maxibantre el anillo y el poligono en cada 1atgigura
5.11).

Ny
N ::
w G

a;

Figura 5.11: Anillo compuesto por arcos de dos elipses distiptasa misma circunferencia
osculatriz alrededor de un rectangulo con la midisi@ncia maxim® en los cuatro lados.

Como existe simetria respecto a dos ejes prinEpal¥, se considera un cuadrante formado
por tres arcos, dos elipticos y uno de circunfeeerescritos por tres funcionf$x), £(x), y

f3(x) con centro erO;, O, y Oz respectivamente, que concatenadas forman unaamism
funcionF(x) con centro el®:

* Esta geometria podria corresponderse con la dempo o pista deportiva rodeada por una gradanenti
con la misma seccion en todo el perimetro.
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|_ 2
_7X—D
(X 2 +aij

b12

f,(x) = aj\|1- para%+ D> x=

_ ) LY.L
FO) =1 1,0 =,[r"- x-— +—2y para X, > X X

2

L
f,(x) =h, 1—X—2 +7y+ D-h  paa X, >x= 0
&

[5.14]

Después se plantea un sistemandecuacioned(x), dondex; y X, se corresponden con los
extremos del cuadrantenyes igual al numero de lados de un cuadrante d&qra inscrito,

o seam/4 (figura 5.12), y se calcula una distribucion id#afuerzas sobre los vértices de la
que resulte el mismo esfuerzo axil de compresido@os los lados.

.
F,
N j(x)
o . B o
a
- . 02 )
e b, ;
L N B B I X
. + 2 2

L. /2 D

Figura 5.12: Cuadrante de un poligono de lados iguales, inseniton anillo compuesto por
arcos de elipses distintas y una misma circunféaersculatriz alrededor de un rectangulo, y
distribucion ideal de fuerzds sobre los vértices.
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Figura 5.13: Poligonos de lados iguales inscritos en diversi®aicompuestos alrededor de
rectangulos vy distribucion ideal de fuerEasobre los vértices.

Desde el punto de vista mecanico se observa qu® en el anillo compuesto que sirve de
base para inscribir el poligono los arcos eliptises encadenan mediante un arco de
circunferencia y no directamente entre si, la e&@iade curvatura del anillo compuesto es
menor que en el caso anterior, lo que hace quérngslosy entre los lados sean mas
homogéneos, aunque igualmente diferentes y, ptw,ts fuerzag; también. También se
observa que, cuando se incrementa la diferencie évg lados del poligono interior, o la
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diferencia entre el radioen el punto de tangencia y la distancia maximéa variacion entre
las fuerzasF; aumenta excesivamente. Como en los casos anteri@retiseiio resulta
ventajoso para el dimensionado, ya que el esfusxiitade compresion y las condiciones de
pandeo son idénticas en todos los lados del paligono existen flexiones en el plano.

iii) En anillos compuestos por arcos de circunfererias y elipses distintas alrededor de
un segmento o un poligono cualquiera

Si se pretende inscribir un poligono en un anitbonpuesto alrededor de un poligono no
rectangular, o en uno cuyos arcos de elipse natesgs ejes principales alineados con los
del anillo, resulta mas util formular la ecuaci@ampuesta que define el anillo en funcién del
angulo geodeésiceg referido a los ejeXY del anillo:

f(¢) para ¢,>¢24,
Fg)=) 20 para 4>924,

f.(¢) para ¢,.,>¢2¢,
[5.15]

Asi, dada una elipse cualquiera orientada seguangualof y con un centrd); distinto al

origen de coordenada3 (figura 5.14), se formula la posicion de un puMocualquiera
segun:

{x:p-cos(a)—ﬁ)+ X
y=p-ser(w-B)+y
[5.16]

...dondex;,y; son las coordenadas del centro de la elipse es la latitud geocéntrica del
punto en cuestion referida a los ejes principagelagbropia elipse, calculada segun:

w= arctg {Z—ztg (p+ ,8)}
[5.17F*

...y p es la distancia entre el puritby el centroO; de la elipse, calculado segun:

o= [ cof a2t 1] [ bsf a2ty o]

...dondeg es la latitud geodésica del puritbmedida en sentido antihorario a partir de la
direccion horizontal, en vez del eje mayor de ilasel segun es habitual.

2

[5.18]

*L Ver las transformaciones entre sistemas de rafiergeocéntrico y geodésico en el apartado 4.1.
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Figura 5.14: Posicion de un punto cualquiera de una elipselgiten angul@ y con centro
distinto al origen de coordenadas.

Asi, substituyendo en las dos formulas anteriorefaescuacion 5.16 se formula la funcion
f(p) de la elipse segun un sistema de coordenadastaliat que forman los ejes principales
de la propia elipse:

2

O S L e g

-co{arctg{i—ztg (p+ ,5’)} —:3) +X

v \/{acos(arctg[gtg(¢+ﬂ)mz{bsef a‘“g[gtg("“ﬁ )m |

-ser{ ardg {%tg (p+ ,8)} - ,8] +y

f(g)=

[5.19]

Entonces, dado un anillo compuesto cualquiera idefipor la funcion compuesta(yp), a
partir de la cual se pueden calcular las coordesvgdade cualquier punto referidas al centro
del propio anillo, para inscribir en €l un poligode n lados iguales, primero se fija la
posicion de un vértice sobre el anillo y luego Isefea un sistema aeecuacione§(x, y) para
encontrar la posicion del resto de vértices, asiccla longitud del lado del poligono.

De este modo se ha resuelto la inscripcion de liggw de doce lados iguales en un anillo
compuesto alrededor de un segmento (figura 5.18fido por la funciénF(x) (ecuacion
5.20), y luego se han calculado distribucion iddalfuerzad=; sobre los vértices para que
resulte el mismo esfuerzo axil de compresion ea &gherimetro.
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2

\/ 8100 arctg t9(¢+ﬂ1)m2+{ta-sef arcg{%tg(mﬂl)m-
o

arctg{ >tg ¢+/31} ﬂ}ﬂa
f(¢)=

2

y :\/ al-co arctg{% tg(¢ +ﬂ1)m2 { Q- serEarctg E tg(¢ +/31)m :
s arcd a(o)| -]

..para ¢,>¢2¢,

f2(¢):{xzxz+r2.COS¢ -para ¢, >¢2¢,

Y=Y, tr,semp
F(g) =

2

- \/{ag.co{arctg&tg(¢+ﬂ3)m2{bsse{ arct{% Rt )m |

f3(9) =

: co{arctg [z—ztg (¢- ,6’3)} + [g) + X,

v= [ eod e[ 2 at0- | < of e s

-sen[ arctg[:Z—ztg (¢~ [)’3)} + ,33) +Y,

..para ¢,>¢2=9,

f4(¢):{xix4+r4-cos¢ .para ¢,>4>9,
y=y,+ r4-sen¢

[5.20]
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Figuras 5.15a y 5.15bAnillo compuesto por arcos de elipses y circunfeias distintas
(arriba), y poligono inscrito de lados iguales dastribucion ideal de fuerzas sobre los
vértices (abajo).
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Igual que sucede con los poligonos de lados iguatesitos en elipses, el problema tiene
infinitas soluciones, en funcion de la situaciom piémer vértice. De cada una resulta una
longitud de lado distinta, en principio, mayor,esiprimer vértice se sitia en el punto de
maxima curvatura, y menor, si se sitla en un pafgfado de esta zona. Si el nUmero de
lados es elevado, comprobar este criterio sobrgoligono inscrito en un anillo compuesto

requiere mucha precision, ya que las diferenciase das diferentes longitudes encontradas
apenas son apreciables. Asi que se ha planteagoligono de cuatro lados inscrito en el

anillo de la figura 5.15a y se han encontrado adgciones practicamente opuestas. En la
primera (en linea de puntos en la figura 5.16lprgitud del lado encontrada esta proxima de
ser maxima, ya que sitla uno de los vértices dalecunferencia de radio menor, es decir,
sobre un punto de maxima curvatura. En la seguendirfea continua en la figura 5.16), la

longitud esta proxima de ser minima, ya que ninglaéos vértices se sitla sobre la zona de
maxima curvatura.

Figura 5.16: Poligonos de cuatro lados inscritos en un anillameesto por arcos de elipses
y circunferencias distintas.

iv) En anillos compuestos solo por arcos de circuafencias distintas

Los anillos que se han utilizado en este apartadwdase para inscribir poligonos de lados
iguales han sido compuestos conforme a las comgiside combinacidn de arcos elipticos y

de circunferencia enunciadas en el capitulo 4. i5egtas condiciones, existe continuidad en
la curvatura del anillo incluso en el punto de &rmga entre dos arcos, por lo cual se puede
formular una funcion de fuerza distribuida idealalgue resulte un esfuerzo axil uniforme en

todo el anillo y ausencia total de flexiones y stesfuerzos en el plano.

La continuidad de curvatura en los puntos de tacigamo es una condicidon necesaria para
poder inscribir un poligono de lados iguales, sjne podria hacerse también en un anillo
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formado por diferentes arcos de circunferencia eliggse, que no tuvieran el mismo radio de
curvatura en los puntos de tangencia entre elegjecir, con saltos en la curvatura.

El hecho de que los anillos planteados en esteaaoasi que tengan continuidad en la
curvatura permite que, en el poligono inscritoydaiacion del angulo que forman dos lados
contiguos sea progresiva a lo largo de la sucasgdwvertices, igual que lo es la variacion de
curvatura. De este modo, la variacion de las fiseffz&n una distribucion ideal, de la que
resulta el mismo esfuerzo axil en todos los ladek mbligono, también es progresiva,
favoreciendo asi el posterior disefio de la estraata cables tensados sobre el anillo.

En el apartado 6.3 se ha analizado este tema cgor pedfundidad.
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CAPITULO 6: ANILLOS RIGIDOS CON RADIOS TENSADOS

Donde se revisan las formulas que definen el cotapiento mecanico de los anillos circulares sorostal la
accion de radios tensados equidistantes, se propbstntas distribuciones de fuerzas sobre udaaeliptico y
se enuncia una éptima, en la que el anillo queddido en tramos equiexcéntricos. Por ultimo senfdan los
métodos para plantear distribuciones 6ptimas dedisesobre anillos compuestos no circulares.

Apartado 6.1: Anillos circulares con radios isotengs y equidistantes

i) Cuantificacion de esfuerzos

Partiendo de la ecuacion 5.3 del capitulo anteserplantea una distribucion defuerzas
iguales y equidistantes sobre un anillo circulandiovirtualmente se inscribe un poligono
regular en el que el esfuerzo axil es igual ens@is lados.

Cada lado del poligono se corresponde con la cudrdarco que queda comprendido entre
dos radios del anillo. Como la cuerda tiene la naistireccion que la recta tangente en el
punto medio del arco, el valor del esfuerzo Bién ese punto del anillo es maximo (ecuacion
6.1a) y coincide con el que se produciria en cada tel poligono inscrito. En cambio, en el

punto de interseccion entre el anillo y el radlojador del axil es minimo (ecuacion 6.1b), de

modo que el diagrama de esfuerzos no es constantede el perimetro, sino que varia

ligeramente dentro de cada tramo (figura 6.1).

[6.1ay 6.1b]

Figura 6.1: Diagrama de esfuerzos axiles en un anillo cirocer ocho fuerzas radiales
iguales y equidistantes.
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Esta variacion del esfuerzo axil es claramentéhsen el caso de un anillo circular sometido
a la reaccion de un solo diametro tensado, porguelsr es nulo en el punto de aplicacion
de la fuerza y maximo en el punto del diametro @edpcular, justamente al contrario que lo
que sucede con el esfuerzo cortante. En cambiojdaa variacion se vuelve imperceptible
cuando el angule es muy pequeiio, o sea, si el nimero de radids\esde.

Los momentos flectores en el plano del anillo doresultado del producto del esfuerzo axil
N por la excentricidad del arco respecto a la cuerdeada punto, que es maxima en el medio
de cada tramo y se calcula segun:

e frodt]

Es mas, se comprueba que la diferencia entre elemimmmaximo positivo y negativo en un
mismo tramo es igual al producto del esfuerzo mékimoNmax por la excentricidad maxima
€mnax €S decir:

[6.2]

N e =M __+M"

max Tmax max ma

6.3]

Asi, la forma del diagrama de momentos en el pldeloanillo coincide al de una viga
continua de directriz curva y carga uniformemengtriduida, donde el valor del momento
maximo positivoM " e que se produce en el punto de interseccion déb aon cada radio,
es superior al del momento maximo negatiloma, que se produce en el punto medio de
cada tramo (figura 6.2).

Para encontrar la proporcién exacta entre estosvdlses, se parte de la férmula para
calcular el momentgenerado en el punto medio de un tramo de anittuleir entre dos
radios rigidos, es decir, el momento maximo nega#v max suponiendo que el anillo esté
sometido a una fuerza radial uniformemente disiglilbly que la separacion entre los radios
también sea uniforme, o lo que es lo mismo, quaisgjrama de esfuerzo axiles varie de la
misma forma en cada tramoliDSHENKO 1957b: 101):

[6.4]

...dondeF es la fuerza de reaccion de un radio rigidoes el angulo en radianes que forman
dos radios consecutivos. Después se calcula el momgximo positivavl *max segln:

Fr 1

max 7 Jﬂ
2

M* =N -

max ma>2

e

2
¢

[6.5]
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Figura 6.2: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio amcular con ocho
fuerzas radiales iguales y equidistantes.

Asi, cuanto mayor sea el numero fuerzas radialagpnsera también el nimero de lados del
poligono virtual, menor la excentricidad maxima dalllo respecto a éste y menores los
momentos flectores que se generen en el planandiel. a

Basandose en las ecuaciones anteriores, se hhleesta las siguientes relaciones:

M* M~
k - max k - max
P Nmax'emax y " Nmax'emax

[6.6ay 6.6b]

... dondek, y k., son los coeficientes de distribucion que permibérener los valores
MAaximos positivo y negativo respectivamente enadrdma de momentos flectores, a partir
del axil y la excentricidad maxima. Después se é&tns calculado estos coeficientes para
diferentes valores d&

n| 2 3 4 5 6 8 10 12 16 20 24 >28
ko |-0,3634-0,3460-0,3403-0,3378-0,3364-0,3351-0,3344-0,3341-0,3338-0,3336-0,3335-0,3333
kp 0,6366 0,6540 0,6597 0,6622 0,6636 0,6649 0,6656 0,6659 0,6662 0,6664 0,6665 0,6667

Tabla 6.1: Coeficientes de distribucidg y k, para el calculo de los momentos flectores
méximos en el plano de un anillo circular en funai@l nimero de radios equidistantes

Segun se muestra en la tabla anterior, a partiindaumero elevado de radias>@8) la
distribucion de los momentos flectores maximosisslp considerar constante.
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El esfuerzo cortante maxim@,a.x se produce en el punto de aplicacion de la fuesiigual
a la mitad de su valor, es decir:

Vow =
2

max

6.7]

...y es nulo en el punto medio del tramo (figura 6E3te diagrama también se asemeja al de
una viga continua con una carga distribuida apticagie hubiera sido curvada hasta unir un
extremo con otro.

En resumen, el anillo de compresién de una ruedalar con radios tensados tiene una
seccion pésima, en cuanto a resistencia, situadasepuntos de aplicacion de la fuerza,
donde el momento flector y el esfuerzo cortantelgsiano son maximos, y el esfuerzo axil,
si el numero de radios es superior a cuatro, nerdidemasiado de su valor maximo en el
centro del tramo entre dos radios.

Figura 6.3: Diagrama de esfuerzos cortantes en el plano deilia @rcular con ocho
fuerzas radiales iguales y equidistantes.

i) Condiciones de pandeo

Se parte de la formula para calcular la cargailistta critica de pandeq, de un anillo
circular atendiendo a la rigidez a flexion en sopw plano (TMOSHENKO 1961: 242):

_3EH

cr 3

r

[6.8]

...dondeE es el médulo de elasticidad del materidl es la inercia de la seccion resistente
alrededor del eje perpendicular al plano del anero, en vez de la carga critica del anillo,
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se calcula un esfuerzo axil critibly; que provocaria la misma carga distribuida en famde
su radio:

6.9]

Si se quiere tener en cuenta la coaccion que deerogidez axil de los radios tensados sobre
el anillo, se parte de la formulacion para calcelaesfuerzo axil critico de una barra recta
apoyada en un lecho elasticaM®sHENKO 1961: 125-130) y se adapta, asumiendo el mismo
efecto en un anillo circular apoyado en un conjudéo radios equidistantes de rigidez
limitada.

Asi, primero se iguala la formula anterior con éh akxil critico de una barra recta biarticulada
y se deduce la longitud equivaletdgde una barra con el mismo esfuerzo axil critico ejue
anillo:

2 2. ; |eq _ V4]
r leq \/5
[6.10a y 6.10b]

Luego se calcula el modulo de coaccidn ragliabjue en este caso seria la relacion entre la
rigidez axilk, de cada radio y su separacgn

k _nE-A

_r
S 27T r

,Br =
[6.11]

...donden es el niumero de radiosEy-A se refiere a la seccion resistente de uno de ellos.

Por ultimo, se aplica la férmula para calcular»al eritico de una barra recta apoyada sobre
un lecho elastico asumiendo que el modelo es elgnivaal de un anillo circular sometido a
la coaccion de un conjunto de radios equidistaieasgidez limitada:

_PE

cr 2
Leq

N

[6.12]

...dondelL¢q es una longitud equivalente reducida que se cakgartir su relacion con la
longitud equivalente, segun la siguiente tabla:

£(16EN| 0 1 3 5 10 15 20 30 40 50 75 100
Led(x/N3) 1 0,927 0819 0741 0615 0537 0,483 0,437 0,424060 0,376 0,351

SI(16El)| 200 300 500 700 1.000 1.500 2.000 3.000 4.000 5.08000 10.000
Led(zr/N3) 0,286 0,263 0,235 0,214 0,195 0,179 0,165 0,149400,10,132 0,117 0,110

Tabla 6.2: Razones dée(zr/V3) para un anillo sometido a la coaccion de radios
equidistantes de rigidez limitada.
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Para saber si la coaccién radial es suficiénpara evitar la forma de pandeo global, se
comprueba que el axil critico del anillo, calculaslo la ecuacién 6.12, es superior al axil
critico de un tramo comprendido entre dos radiogsSasi, puede considerarse que el anillo
tiene impedido el pandeo global en su propio plaanque existan cargas exteriores
asimétricas, porque la coaccion radial no permike lgs desplazamientos relativos entre los
extremos de cada arco sean relevantes, de mareta goica forma de pandeo posible es la
que se produciria localmente en un tramo de anillo.

Entonces, se podria comprobar el pandeo local esrcel entre dos radios consecutivos
partiendo de la ecuacion que permite calcular tgecaritica de un arco biarticulado con una

forma de pandeo en el plano asimétrica y con uropda inflexion en el medio del arco
(figura 6.4a), (TMOSHENKO 1961: 250):

_E-I[ 7 }
qcr__s'—z_l
r{(¢/2)

...que se multiplica por el radio para encontraxélaitico que produce dicha carga:

Ncr :E_.z'[iz_ l}
1 (¢/2)

Si el angulop es pequefio, la unidad del paréntesis result@waate porque curvatura del
plano en relacién a su longitud tiende a ser nuk,axil critico resulta igual al de una barra
recta de longitudkr-(¢/2).

[6.13]

[6.14]

Si se considera que los extremos del arco no tieapacidad de giro, se parte de la formula
para calcular la carga critica de un arco dobleenentpotrado con una forma de pandeo en el
plano asimétrica con tres puntos de inflexion, wmo el medio del arco (figura 6.4b),
(TIMOSHENKO 1961: 253):

0 = %-( k* -1)
[6.15]

...que se multiplica por el radio para encontraxélaitico que produce dicha carga:

N, = E—,L,'( k* - 1)

r
[6.16]

...dondek es un factor que depende Unicamente gese calcula segun:

*2 E| concepto de coaccién radial suficiente es exeitte al de intraslacionalidad en un pértico, @oladcarga
critica calculada para un pilar corresponde a angifud de pandeo inferior a la altura real de piaata.
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ofgot)-

Se ha resuelto esta ecuacion para diferentes salere

[6.17]

@ ‘ 15° 30° 45° 60° 90° 120° 180° 240° 300° 360°
k ‘34,337 17,183 11,472 8,621 5,782 4,375 3,000 2,364 2,066 2,000

Tabla 6.3: Valores dek para el calculo de la carga critica de un arcautaraoblemente
empotrado de angule

Evidentemente, el axil critico calculado segun edelo de arco doblemente empotrado es
superior al resultante en el modelo de arco bidetdo.

En cualquier caso, segun se aprecia en la deforaadem tramo de anillo entre dos radios
isotensos y equidistantes (figura 6.4c), el girola@nnudos de aplicacién de las fuerzas es
nulo. Si no fuera porque los extremos del arcoieenh mas coaccion al giro que la que
depende de la rigidez a flexion del propio anébmodo de pandeo podria parecerse mas al
de un arco doblemente empotrado que al de unoicoi@ado. Estos mismos nudos se
desplazan en direccién radial hacia el interiof,cag no son tres, sino dos los puntos de
inflexion en la deformada, que, por supuesto, siseoconsidera ninguna imperfeccion
geomeétrica, resulta simétrica. Es por eso que disertacion no resulta concluyente, en
cuanto a qué forma de pandeo considerar en un tdaremillo circular comprendido entre
dos radios.

Figuras 6.4a; 6.4b y 6.4cModos de pandeo de un arco biarticulado (arritmyrdarco
doblemente empotrado (en medio) y deformada deanmotanillo circular sometido a fuerzas
radiales, iguales y equidistantes (abajo).

Ademas, si el angulo de abertura del arco es mgugi® en relacion al radio, el arco es
demasiado plano, porque la excentricidad respeletcaerda es muy pequefia, y la forma de
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pandeo no es asimétrica, sino cualquier otra, yecldo aquella en la que se llega a invertir su
curvatura. Asi, primero se calcula una suerte dmr#xcidad o flecha relativaa® en el
punto medio del arco (WOSHENKO 1961: 255):

|2

N

j— max

- PE
[6.18]

...dondel es la longitud de la cuerda del arco.

Entonces, si>4, la forma de pandeo del arco es asimétrica, copunito de inflexién en el
medio, y su esfuerzo axil critico se podria calcaégun la ecuacion 6.12 o 6.14 segun sean
los giros de los extremos del arco en la deforntiathéda a los momentos de primer orden. En
cambio, sia<4, la comprobacion de pandeo se tiene que realpaxi@nandola a la de una
barra que tenga en cuenta una imperfeccion iregaivalente a su curvatura. Actualmente, la
mejor manera de resolver este problema seria intreddo el arco discretizado
convenientemente en un programa de céalculo quedawados efectos de segundo orden.

En resumen, aunque esta comprobacion dependdatenka de pandeo que se considere en el
plano del arco, que a su vez depende de factooeséigcos, como la imperfeccion inicial, es
decir, su curvatura, el angulo de abertura y dergitud de la cuerda, asi como de factores
mecanicos, como la rigidéz1, la capacidad de giro de los extremos y el esfuaxd al que
esté sometido, estd claro que, si el anillo circylasus radios son equidistantes, las
condiciones de dimensionado son idénticas en toddsamos.

Apartado 6.2: Distribucidon 6ptima de radios tensade en anillos elipticos

1) Radios isotensos

En una primera intuicion, podria pensarse queptkmiendo en cierto modo algunos de los
factores que definen la fuerza distribuida idg@) de un anillo elipticth, seria posible
plantear una distribucién de fuerzas puntualesadgue, igual que sucede con el anillo
circular con radios isotensos y equidistantes, lt@sen unas condiciones Optimas de
dimensionado.

Asi, dada una elipse de semiegeg b, de la que se puede encontrar la posiciog)(de un
punto con un &ngulo geodésiga@ualquiera a partir de la ecuacién en su formarpétrica:

X=a- co{ arctg(g tg¢ﬂ

y=b sin{ arctg(E tgf)ﬂ

...se divide segun incrementos regulares de angulos geodésigo®espués, a partir de las
ecuaciones 5.2a y 5.2b del capitulo anterior, smasina aproximaciéon a la relaciéon entre el

[6.19]

3 Ver el apartado 4.2 de esta tesis.
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angulo geodésico y el anguteen un vértice de un poligono virtual déados inscrito en la
elipse:

y=180-Ag
[6.20]

Entonces, en la ecuacion 5.3 del capitulo antes®rsubstituye el angulopor la relacion
aproximada de la ecuacion anterior y se definedazh radiaF que se aplica en cada vértice
del poligono virtual, de tal forma que resulte uil & aproximadamente igual en todos los
tramos del anillo:

F=2N-: Co%@j
[6.21]

De este modo se obtiene un anillo eliptico conZaradiales iguales orientadas segun el
angulo geodésico correspondiente a cada puntolidacpn (figura 6.5).

Figura 6.5: Anillo eliptico con fuerza§ iguales distribuidas segun incrementos regulares de
angulos geodésicaiy y fuerza distribuida ideaj(p) de las que resulta el mismo esfuerzo
axil de compresion.

Segun se observa, la intensidad de la fuerzahligda idealq(p) es mayor en las zonas de

mayor curvatura. Esto es debido a que la relaanbre duerza y separacion es mayor en las
zonas de menor curvatura, donde la longitud de decain mismo angulo geodésico es
mayor®. Pero hay dos razones que impiden que esta disiib de fuerzas se pueda

considerar optima.

La primera, porque si las fuerzas se distribuyaquisencrementos de angulos geodésicos
iguales, en el poligono virtual de fuerzas que ltaslps angulog entre lados nunca son
iguales, a no ser que este poligono sea regul@uecel anillo sea circular. Asi que las
aproximaciones de las ecuaciones 6.20 y 6.21 sdlo&lidas cuando el valor dees elevado

y la excentricidad de la elipse es proxima a cero (figura 6.6).

**Ver mas adelante anillos con “tramos de la mismaitud”.
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Vo<V¥i o =Va

Figura 6.6: Comparacion de la diferencia entre los angules los vértices de dos poligonos
virtuales den lados inscritos en una misma elipse, planteadassag incremento regular del
angulo geodésicadp=360/n.

La segunda, porque, excepto las que se sitlan $mbrejes principales de la elipse, las
fuerzas no estan alineadas con la bisectriz dalldng de cada vértice, 0 sea, qug
(figura 6.7).

>

Figura 6.7 Comparacién de la orientacion de un radio segUéngnilo geodésiégbi (enlinea
de puntos) de la elipse y segun la bisectriz (galicontinua) del angujpentre dos lados del
poligono virtual.

Debido a estas dos razones, si se convierte gjgualivirtual en uno rigido y se le aplican
unas fuerzas iguales en cada vértice orientadasnselgangulo geodésico de la elipse,
resultan, ademas de un esfuerzo axil de comprekiérente en cada lado, unos momentos
flectores® también diferentes en cada vértice (figura 6.8)i, Ana de las condiciones para
poder considerar Optima una determinada distrilbud® fuerzas sobre un anillo eliptico es
que sea ideal si se aplica sobre los vértices gmligono rigido.

%5 Ademas del esfuerzo cortante asociado a esos nosniéactores.
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Figura 6.8: Diagrama de momentos flectores en el plano de liggym rigido inscrito en un
anillo eliptico con ocho fuerzas iguales distrilasidgegin angulos geodésicos regulares.

Ademas, como la excentricidad del anillo respedtpadigono virtual resulta diferente en
cada lado, los momentos flectores debidos al ptodiel esfuerzo axil por la excentricidad
son diferentes en cada tramo.

Sumando los momentos flectores en los extremossdadios del poligono con los debidos a
la excentricidad del arco respecto a la cuerdarelite en cada tramo, resulta un diagrama
con momentos mayores en los tramos en los queVatova es mas plarfafigura 6.9).

Figura 6.9: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio atiptico con ocho
fuerzas iguales distribuidas segun angulos geanesgulares.

Alternativamente se distribuyen fuerzas igualesentadas en la bisectriz de angulps
también iguales, o lo que es lo mismo, con increasede angulal{ regulares, planteado
segun el método que se propone el principio dettaga 5.2 del capitulo anterior. Se
comprueba que el esfuerzo axil maxifMga.x coincide con el calculado segun la ecuacién

*6 Aunque aqui ya no se mencione, siempre que hayemtos flectores, a no ser que tengan un valor aotest
en todos los puntos, aparecen esfuerzos cortastemdos, que no suelen ser determinantes en ehdiomado.
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6.1a, que se produce en el punto de maxima excielaiti del arco entre dos fuerzas y que es
igual en todos los tramos del anillo (figura 6.10).

Figura 6.10: Diagrama de esfuerzos axiles en un anillo eliptmo ocho fuerzas iguales,
distribuidas en los vértices de un poligono inecrittual de angulog iguales, y orientadas
segun su bisectriz.

Esta distribucion de fuerzas seria ideal si secagdi sobre un poligono rigido, porque
resultaria el mismo esfuerzo axil en todos los daglausencia total de otros esfuerzos en el
plano. Pero la excentricidad maxima del arco respada cuerda también es diferente en
cada tramo, aparecen unos momentos flectores gaee repiten iguales en todos los tramos,
sino que son mayores en las zonas del anillo corattra mas plana (figura 6.11).

Figura 6.11: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio afiptico con ocho
fuerzas iguales, distribuidas en los vértices dpaligono inscrito virtual de angulos iguales,
y orientadas segun su bisectriz.

Asi que, a pesar de que el valor maximo del mom#ettor sea ligeramente inferior al del
caso anteriof, esta distribucién de fuerzas tampoco se puedsideEnar 6ptima. Ademas, en

*" Cabe decir que el valor de las fuerzas aplicadas mismo en ambos casos, como lo es tambiérusres
axil maximo resultante en cada tramo del anillo.
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ambos casos, las condiciones de pandeariori y atendiendo solamente a la longitud del
arco, parecen ser claramente mas desfavorablessetmtaimos donde la curvatura es mas
plana.

i) Tramos de la misma longitud

La longitud de un arco de circunferencia es el pctal de su radio de curvaturgpor el
angulo geodésice (ecuacion 6.22a), pero para calcular de maneraspré longitud de un
arco eliptico, se necesitaria discretizarloneingulos geodésicos igualeg y sumar todos
los productos de angulo por el radio de curvatu@omediado dentro de cada uno de los
tramos en los que se hubiese discretizado el am@¢ion 6.22b).

S=r¢ y S:Z r-dg
i=1
[6.22ay 6.22Db]

Entonces, si se pretendiera dividir un arco elgpénon tramos de la misma longitud, tal que
S=5,=5;=S,...=S,; como los puntos de inicio y final serian conosidel niumero de
incégnitas del sistema de ecuaciones seria igualrakro de puntos intermedips1) mas la
propia longitudSdel arco.

Hoy en dia resulta mas facil resolver este problemgematico con un programa de CAD.
Asi que se plantea un anillo dividido erarcos con la misma longitugly se distribuyem
fuerzasF; calculadas segun la ecuacion 5.3 del capitulo iantegn la bisectriz de cada
anguloy;, de las que resulte el mismo esfuerzo axil maxdeocompresién en todos los
tramos. Pero como cada uno de ellos tiene distixtantricidad maxima del arco respecto a
la cuerda, mayor donde la curvatura es mas proadacel diagrama de momentos flectores
no se repite idéntico en cada tramo (figura 6.A2n asi, se observa que, curiosamente, el
momento flectorM *a €s sensiblemente igual en todos los puntos deaajdit de las
fuerzas.

Figura 6.12: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio afiptico con ocho
fuerzagF; distribuidas segun longitudes de arco igualesasiglie resulta un mismo esfuerzo
axil maximo de compresion en todos los tramos.
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En cualquier caso, esta distribucion de fuerzasesaoin anillo eliptico esta lejos de ser

Optima. En efecto, aparte de la falta de homogexdeigh los diagramas de momentos
flectores de los diferentes tramos, aunque todadolagitudes de arco sean iguales, las
condiciones de pandeo debidas a la curvatura, dideecomo una imperfeccion inicial, y las

que derivan de la deformacion producida por laidiexque provoca la misma curvatura son
diferentes en cada tramo.

iii) Tramos equiexcéntricos

Si las fuerzas radiales estan dispuestas de mgner&l esfuerzo axil sea igual en todo el
perimetro y que todos los tramos tengan la misroargxcidad maxima del arco respecto a la
cuerda, entonces también los diagramas de momiegttsres se repiten iguales a lo largo de
todo el anillo.

Para eso, primero es necesario formular la exceddd maxima de un arco eliptico respecto
a la cuerda entre dos puntos cualquiera. Asi aqumesin cuadrante de una elipse de semiejes
a y b, se dibuja su circunferencia principal de radigual al semieje maya, y luego se
sitta un puntoM de la elipse y su imageM’ en la circunferencia principal, cuya
excentricidad respecto a la cuerda que une losedttemos del cuadrante de elipse es
maxima, igual que lo es la excentricidad del pitaespecto a la cuerda del cuadrante de la
circunferencia principal (figura 6.13).

P

#

Figura 6.13: Excentricidad maxima de un cuadrante de elipsesudgrcunferencia
principal.
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Se observa que el puntt tiene la misma coordenada de abscisa que el pnt® maxima
excentricidad del cuadrante eliptico:

X, =a-cow,,
[6.23]

...y se encuentra situado sobre la bisectriz dellardpi90° de abertura del cuadrante, que es
perpendicular a la cuerda del arco. Asi que, arp#etsu angulo reducidgy, se calcula el
angulo geodésicgy segun la relacion de la ecuacion 4.1b del cap#tul

By = arctg(% s, ]
[6.24]

...que también forma un angulo recto con la cuerddadelipse. Después se calcula la
distanciaenaxdel puntoM’ a la cuerda del cuadrante de la circunferenciaip@hsegun:

€' pax = &1~ cOS 459
[6.25]

...y se deduce la siguiente relacion:

—COS¢M = ﬁ

Cog/IM e max
[6.26]

Entonces, dado un arco eliptico comprendido erdsepdintosA y B cualquiera, se calcula su
imagenA’ y B’ en la circunferencia principal a partir dgy ¢g, €sto esya y ws. Luego se
calcula la excentricidad maxinegmax de un puntd’ de la circunferencia principal situado
en la bisectriz del angultyag de abertura del arco respecto a su cuerda segun:

€' o = a{l— co{%ﬂ
2

Después, desde el puritb de maxima excentricidad de un arco eliptico sejdilbna recta
perpendicular a la cuerda del arco eliptico erdsepuntosA y B (figura 6.14). A partir de
aqui, se puede resolver el problema calculandastargtia mas corta entre el puiby la
cuerda del arc8 o multiplicando la relacién de la ecuacién 6.26|peecuacion 6.27:

Cnax = &—COS¢M {1— cos{—m’[/AB H
cosy,, 2

[6.27]

[6.28]

mXy ~Yu *N

*% La distancia mas corta entre un pukity una rectay=m-x+nse calcula segtrd = -
m +1
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/ 1

Figura 6.14: Excentricidad maxima de un arco eliptico cualquiera

Por ultimo, para dividir un cuadrante de elipsedramos que tengan la misma excentricidad
maxima, es decir, equiexcentricos, se formula leaeidn de la excentricidad maxima de un
tramo cualquiera segun:

oo 2 ﬂ}{ cof 21221

&na(¥) = 2 rom
‘)

cr\sn

‘S

co'

[6.29]

...y se plantea un sistema decuacioneg&nay) dondey; y v, son conocidos; y los angulos
reducidosy; del resto de puntos, ademaseglg, son las incégnitas.

Si en vez de un cuadrante, se considera la elipteeae esta claro que las posibilidades de
division son distintas en funcién de la posiciéitiad y; que se considere. Entonces, se ha
dividido una misma elipse en cuatro tramos equixa®ds segun dos criterios distintos: el
primero, considerando que la posicion inigigkO esta sobre uno de sus ejes, es decir, con el
punto de excentricidad maxinggax 1Situado en un punto intermedd&y<90, y el segundo,
considerando una posicion inicial de la que resulte que los puntos de excentrigitEima
emnax.2 €stén situados sobre los ejes principales, es, dmxirla posicion inicial en un punto
intermedioO0<y,<90 (figura 6.15a). Se ha comprobado que, situand@ulogos de division
sobre los ejes se obtiene una excentricidad matigemamente menor, es decir, que
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Emax, <€max.2, asi que, en principio, es éste el criterio désdim Optimo. En cualquier caso, a
medida que se incrementa el numero de divisiosesjférencia en el resultado se vuelve
despreciable (figura 6.15b).

Figura 6.15a y 6.15b:Dos posibilidades distintas de division de unaselien cuatro y ocho
tramos equiexceéntricos respectivamente.

Entonces, sobre una elipse dividida en tramos rgéintricos, se pueden disponer fuerzas
de los que resulten los mismos esfuerzos axilesmu&xen cada tramo y, en consecuencia,
también diagramas de momentos flectores iguales.

Figura 6.16: Diagrama de momentos flectores en el plano denilio &liptico con
distribucion optima de fuerz&$ segun tramos equiexcéntricos.
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Se comprueba que los valores de los momentos maywsitivos y negativos coinciden con
los que se calculan a partir de multiplicar el gdlr la excentricidad maxima y por los
coeficientes de distribucidky y k, respectivamente, obtenidos en la tabla 6.1, yagqaedan
la misma relacién que los momentos flectores mésin® un anillo circular con el mismo
namero de radios tensados.

Si se compara este diagrama con cualquiera de fteiaes, se comprueba que esta
distribucion de fuerzas, la que divide el anilloteamos equiexcéntricos, es la que provoca
momentos flectores menores. En concreto, en logopute menor curvatura del anillo del

modelo de distribucion de fuerzas segun angulogégicos uniformes, el momento resulta
del orden de tres veces superior al calculado emoelelo de tramos equiexcéntricos (figura
6.17).

Figura 6.17: Superposicion de los diagramas de momentos flecwrel plano de un anillo
eliptico de semiejea/b=2, resultantes de cuatro distribuciones distintafudezas, de las que
siempre resulta un mismo esfuerzo axil maximo depresion.

Si se duplica el nimero de fuerzas y se aplicanreanillo eliptico de semiejesb=4, el
momento maximo resultante de una distribucion éezas iguales segun angulos geodésicos
regulares resulta del orden de diez veces mayoelgee resulta de una distribucién optima
segun tramos equiexcéntricos (figura 6.18).

Figura 6.18: Superposicion de los diagramas de momentos flectorel plano de un anillo

eliptico de semiejea/b=4, resultantes de una distribucién de fuerzas igusdgun angulos

geodeésicos regulares y de una 6ptima segun traguissxeéntricos, ambas con un mismo
esfuerzo axil maximo de compresion.
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Ahora, se plantea una elipse dividida en cuadraetsiexcéntricos de por si. Se disponen
fuerzas radiales, y F, coincidentes con los ejes de la elipse, de maqeeavalor del
momento flector sea idéntico en cada extremo cedraunte:

Fa=Fb
[6.30]

Se compara el diagrama de momentos obtenidosedipse con los de un anillo circular en el
gue se aplican fuerzas iguales sobre dos diameémendiculares, de manera que en ambos
cuadrantes se obtenga el mismo esfuerzo axil magemmmpresion (figura 6.19).

D
"

F

Figura 6.19: Comparacion entre un cuadrante de elipse y unarcinferencia con
momentos flectores iguales en los extremos y ummissfuerzo axil maximo de compresion
en ambos.

Se observa que la proporcion entre los valores deimo momento positivo y maximo
momento negativo es sensiblemente igual en losadoss. También, que los puntos de
momento nulo en la elipse estan desplazados respéas del arco circular y son ligeramente
asimétricos respecto al punto de maxima excenadcidel arco, pero tienen la misma
posicion angular reducida, es decir, que la posicion de la proyeccion desestintos sobre
la circunferencia principal de la elipse es la nasqne la del arco circular.

A medida que aumenta la diferencia entre los sesidgl anillo eliptico, la excentricidad
maxima, igual en todos los tramos, disminuye capeeto a la del anillo circular con el
mismo numero de tramos, de forma que, para disiobaes de fuerzas con el mismo esfuerzo
axil maximo de compresion en ambos anillos, los ewtws flectores en el plano de la elipse
resultan menores que en la circunferencia (figu28)6 En ese sentido, podria decirse que, en
cuanto a esfuerzos de flexidén en el plano se eefias condiciones de dimensionado de los
anillos elipticos son incluso mejores que las dealaillos circulares.
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L4

Figura 6.20: Comparacion entre el diagrama de momentos flectsres plano de un
cuadrante de elipse y de una circunferencia, yilbligtion 6ptima de fuerzas segun tramos
equiexcéntricos.

En resumen, para plantear una distribucioén optienfuerzas en el plano de un anillo eliptico,
primero se resuelve la division arramos equiexcéntricos mediante el sistema decemes
antes planteado. Luego, sabiendo que la cuerda@reemmlicular a la direccion del angulo
geodésica en el punto de méxima excentricidad de cada tramencuentra el anguybpde
inclinacién de cada cuerda de arco (ecuacion S.4aj@tulo anterior) y el angulg que
forman entre ellas (ecuacion 5.5 del capitulo @rerPor ultimo, se plantean las fuerzas
radialesF; situadas en la bisectriz de cada angulentre cuerdas, de manera que resulte el
mismo esfuerzo axil maximo de compresion en todesttamos (ecuacion 5.3 del capitulo
anterior) y se calcula su orientaci@rfecuacion 5.6 del capitulo anterior). De esta magres
dos factores que determinan los momentos flectmes plano del anillo, o sea, el esfuerzo
axil y la excentricidad maxima, son iguales en ldg tramos.

Siguiendo este proceso, se han calculado lashiistones 6ptimas de fuerzas (intensiégd
angulo § y posiciénx, y) para diferentes valores dey cuadrantes de distintas elipses,
definidas por la relacion de sus semiep¥)( En todas ellas se supone un valor unitario del
esfuerzo axil en el anilldN=1), y un valor unitario del semieje mayar().
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n Emax F ¢(°) X y
1 029289 141421 0,00 1,00000  0,00000
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
2 0,07612  0,76537 45,00 0,70711  0,70711
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
30,00 0,86603  0,50000
60,00 0,50000 0,86603
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
22,50 0,92388  0,38268
4 0,01921  0,39018 45,00 0,70711  0,70711
67,50 0,38268  0,92388
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
18,00 0,95106  0,30902
36,00 0,80902  0,58779
54,00 0,58779  0,80902
72,00 0,30902  0,95106
90,00 0,00000  1,00000
0,00 1,00000  0,00000
15,00 0,96593  0,25882
30,00 0,86603  0,50000
6 0,00856  0,26105 45,00 0,70711  0,70711
60,00 0,50000 0,86603
75,00 0,25882  0,96593
90,00 0,00000  1,00000

3 0,03407 0,51764

5 0,01231  0,31287

Tabla 6.4: Distribucion éptima de fuerz&sen tramos equiexcéntricos de un cuadrante
circular.
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n Emax F ¢ () X y
1,60000 0,00 1,00000  0,00000
1,20000 90,00 0,00000  0,75000
0,92432 0,00 1,00000  0,00000
2 0,06534 0,75390 49,67 0,73494  0,50860
0,62412 90,00 0,00000  0,75000
0,63318 0,00 1,00000  0,00000
0,56571 34,89 0,88207  0,35334
0,46017 64,62 0,52766  0,63709
0,41849 90,00 0,00000  0,75000
0,47946 0,00 1,00000  0,00000
0,44754 26,80 0,93368  0,26858
4 0,01651 0,38313 50,78 0,73264  0,51046
0,33240 71,39 0,40627  0,68532
0,31447 90,00 0,00000  0,75000
0,38526 0,00 1,00000  0,00000
0,36797 21,71 0,95757  0,21616
0,32826 41,76 0,82903  0,41940
0,28807 59,48 0,61532  0,59121
0,26107 72,57 0,32903  0,70824
0,25182 90,00 0,00000  0,75000
0,32182 0,00 1,00000  0,00000
0,31150 18,22 0,97054  0,18071
0,28592 35,40 0,88145  0,35421
6 0,00735 0,25618 50,98 0,73228  0,51075
0,23120 64,98 0,52670  0,63754
0,21532 77,79 0,27602  0,72086
0,20995 90,00 0,00000  0,75000

1 0,24853

3 0,02927

5 0,01058

Tabla 6.5: Distribucion éptima de fuerz&s en tramos equiexcéntricos de un cuadrante
eliptico de semiejea/b=1,33
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n Emax F ¢(°) X y
1 0.22976 1,66410 0,00 1,00000  0,00000
1,10940 90,00 0,00000 0,66667
0,99364 0,00 1,00000  0,00000
2 0,06106 0,74268 51,59 0,74573  0,44417
0,57182 90,00 0,00000 0,66667
0,68508 0,00 1,00000  0,00000
0,58137 36,93 0,88843  0,30601
0,43524 66,40 0,53879  0,56163
0,38270 90,00 0,00000 0,66667
0,52012 0,00 1,00000  0,00000
0,46990 28,66 0,93754  0,23192
4 0,01544 0,37634 53,10 0,74270  0,44642
0,30946 72,84 0,41556  0,60638
0,28715 90,00 0,00000 0,66667
0,41841 0,00 1,00000  0,00000
0,39087 23,35 0,96013  0,18638
0,33131 44,15 0,83689  0,36492
0,27591 61,62 0,62613  0,51981
0,24125 76,47 0,33689  0,62770
0,22982 90,00 0,00000 0,66667
0,34973 0,00 1,00000  0,00000
0,33315 19,66 0,97235  0,15568
0,29395 37,70 0,88750  0,30721
6 0,00688 0,25150 53,38 0,74216  0,44682
0,21824 66,87 0,53720  0,56231
0,19818 78,82 0,28279  0,63945
0,19157 90,00 0,00000 0,66667

3 0,02735

5 0,00990

Tabla 6.6: Distribucion éptima de fuerz&s en tramos equiexcéntricos de un cuadrante
eliptico de semiejea/b=1,5
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n Emax F ¢ () X y
1 0.18524 1,78885 0,00 1,00000  0,00000
0,89443 90,00 0,00000  0,50000
1,16965 0,00 1,00000  0,00000
2 0,05110 0,70014 56,28 0,76999  0,31903
0,45759 90,00 0,00000  0,50000
0,82373 0,00 1,00000  0,00000
0,60821 42,03 0,90282  0,21501
0,37303 70,48 0,56345  0,41307
0,30494 90,00 0,00000  0,50000
0,62986 0,00 1,00000  0,00000
0,51924 33,40 0,94642  0,16146
4 0,01297 0,35162 58,58 0,76580  0,32154
0,25650 76,07 0,43689  0,44976
0,22850 90,00 0,00000  0,50000
0,50849 0,00 1,00000  0,00000
0,44567 27,60 0,96603  0,12921
0,33020 49,98 0,85497  0,25934
0,24323 66,47 0,65109  0,37950
0,19689 79,11 0,35516  0,46740
0,18279 90,00 0,00000  0,50000
0,42583 0,00 1,00000  0,00000
0,38721 23,46 0,97654  0,10768
0,30689 43,45 0,90145  0,21644
6 0,00578 0,23450 59,01 0,76494  0,32205
0,18636 71,09 0,56149  0,41374
0,16040 81,03 0,29853  0,47720
0,15230 90,00 0,00000  0,50000

3 0,02298

5 0,00832

Tabla 6.7: Distribucion 6ptima de fuerz&s en tramos equiexcéntricos de un cuadrante
eliptico de semiejea/b=2.
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n Emax F ¢ () X y

1 0.13099 1,89737 0,00 1,00000  0,00000
0,63246 90,00 0,00000  0,33333
1,41774 0,00 1,00000  0,00000

2 0,03853 0,60856 62,86 0,79820  0,20080
0,32760 90,00 0,00000  0,33333
1,04226 0,00 1,00000  0,00000
0,61296 49,26 0,92044  0,13029
0,28931 75,42 0,59408  0,26813
0,21818 90,00 0,00000  0,33333
0,80967 0,00 1,00000  0,00000
0,56874 40,40 0,95737  0,09629

4 0,00990 0,30237 65,62 0,79426  0,20253
0,19166 79,81 0,46391  0,29529
0,16344 90,00 0,00000  0,33333
0,65843 0,00 1,00000  0,00000
0,51365 34,10 0,97335  0,07645
0,30914 57,88 0,87731  0,15997
0,19496 72,36 0,68224  0,24371
0,14470 82,11 0,37824  0,30857
0,13066 90,00 0,00000  0,33333
0,55362 0,00 1,00000  0,00000
0,46121 29,40 0,98173  0,06343
0,30681 51,56 0,91869  0,13166

6 0,004432 0,20108 66,15 0,79326  0,20296
0,14400 76,05 0,59201 0,268464
0,11684 83,53 0,31850  0,31597
0,10884 90,00 0,00000  0,33333

3 0,01750

5 0,00636

Tabla 6.8: Distribucidon éptima de fuerz&s en tramos equiexcéntricos de un cuadrante
eliptico de semiejea/b=3.
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n Emax F ¢(°) X y
1 0.10046 1,94029 0,00 1,00000  0,00000
0,48507 90,00 0,00000  0,25000
1,57760 0,00 1,00000  0,00000
2 0,03086 0,52777 67,37 0,81335  0,14544
0,25500 90,00 0,00000  0,25000
1,20788 0,00 1,00000  0,00000
0,59130 54,35 0,93071  0,09144
0,23621 78,33 0,61256  0,19761
0,17044 90,00 0,00000  0,25000
0,95357 0,00 1,00000  0,00000
0,58435 45,46 0,96389  0,06658
4 0,00804 0,26256 70,00 0,81138  0,14613
0,15342 81,94 0,48048  0,21925
0,12773 90,00 0,00000  0,25000
0,78139 0,00 1,00000  0,00000
0,54945 38,94 0,97773  0,05246
0,28327 63,03 0,89073  0,11363
0,16243 75,83 0,70128  0,17822
0,11482 83,78 0,39259  0,22993
0,10212 90,00 0,00000  0,25000
0,65976 0,00 1,00000  0,00000
0,50706 33,95 0,98485  0,04335
0,29390 57,08 0,92904  0,09259
6 0,00360 0,17434 70,54 0,81046  0,14645
0,11752 78,90 0,61084  0,19794
0,09228 84,92 0,33097  0,23591
0,08506 90,00 0,00000  0,25000

3 0,01417

5 0,00517

Tabla 6.9: Distribucidon éptima de fuerz&s en tramos equiexcéntricos de un cuadrante
eliptico de semiejea/b=4.

Si la proporcidén entre sus semiejes coincide cgarel de las calculadas, se puede plantear
una distribucién 6ptima de fuerzas en una elipseocta de la figura 6.16, multiplicando el
valor del axilN por las fuerzag- y el semieje mayom por los valores den.x y las
coordenadas, yque aparecen en las tablas anteriores.
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iv) Condiciones de pandeo

Igual que en los anillos circulares con radios ddos, primero se calcula el axil critico del
anillo en su forma de pandeo global, teniendo emtzula coaccién que ejerce el conjunto de
radios de rigidez limitada. Al tratarse de un aniélliptico, este calculo presenta dos
dificultades afadidas que hay que tener en cuéatgrimera, que el anillo tiene una
imperfeccion inicial en forma de elipticidad; layseda, que la rigidez axil de los radios no es
homogénea porgue su longitud es distinta en casiaipn angular.

Si, como en el caso de la distribucién Optima de&rzas segun tramos equiexcéntricos, los
diagramas de esfuerzos axiles y de momentos feescwmwn mas o menos regulares en todos
los tramos del anillo, el axil critico en el mode dandeo global se puede aproximar al
calculado en una circunferencia de radio equivalegtjue tenga el mismo perimetro:

p [3(a+b)-(3ar h{ar sy |

 =——=
2 2

[6.31]

..., la rigidezk; de los radios se puede calcular como el promeglidgideces de todos los
radios diferentes de un cuadrante:

Z( Er-Aj

i=1 2ri

n/4

[6.32]

...y la separacion entre radisgambién se puede promediar entre las longitudesra®e de
cada uno de los tramos de un cuadrante:

>s

n/4
[6.33]

Luego se substituyen estos promedios en la ecudkibh para obtener umodulo de
coaccion radialaproximado:
. (E-A
g = e A

[6.34]
...con el que, entrando en la tabla 6.2, se encuntomgitud equivalente reducida, que

se sustituye en la ecuacion 6.12 para, finalmemeelucir un esfuerzo axil criticqor
supuesto también aproximado.
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Para saber si la coaccion radial es suficiente paitar la forma de pandeo global, se
comprueba que el axil critico aproximado para @laagliptico es superior al axil critico de
un arco comprendido entre dos radios. En este bagoque tener en cuenta que cada uno de
los tramos en los que queda dividido un cuadraateligse es distinto al resto, ya que no se
ha conseguido demostrar que sea posible igualar \@&2 todos los factores de los que
dependen las condiciones de pandeo en el plano deca (longitud del arco, excentricidad
respecto a la cuerda, esfuerzos axiles y deformaicigial producida por los momentos
flectores).

Si, tal y como se supone al principio, gracias a distribucion optima de fuerzas segun

tramos equiexceéntricos, los diagramas de esfueaxdes y de momentos flectores son

sensiblemente iguales en todos los tramagsiori parece que el tramo mas desfavorable en
cuanto sus condiciones de pandeo seria el de nhaygitud, situado en la zona de menor

curvatura, proxima al eje menor de la elipse.

Para aproximar el axil critico de este tramo, seesiga calcular primero la excentricidad o
flecha relativa &” en base a la ecuacion 6.18, y comprobar si sgpoda como un arco o de
una barra ligeramente curvada, conforme al critestablecido en el primer apartado de este
capitulo, es decir, si tiene una forma de pandeowo punto de inflexion en el punto de
maxima excentricidad entre la cuerda y el arcax$&l) o, si por el contrario, el tramo es
demasiado plano y la forma de pandeo puede seguwer otra incluyendo aquella en la que

se llega a invertir la curvatura del tramo en doadsia<4).

Después, se puede aplicar la formulacion de la domle pandeo que corresponda
considerando una curvatura constante promediada texltas las del tramo. Aunque, como ya
se ha comentado antes, la mejor manera de resdieeproblema seria introduciendo el arco
discretizado convenientemente en un programa damuloaue considere los efectos de
segundo orden.

En resumen, uno de los objetivos de esta invesbigaes encontrar disposiciones de radios
tensados, es decir, distribuciones de fuerzas sabaeillo de las que resulten condiciones
Optimas para su dimensionado. Asi, aparte de laobeneizacion de los diagramas de
esfuerzos axiles y momentos flectores en todo#dnsos del anillo, se ha pretendido que las
condiciones de pandeo fuesen también homogénetmles los tramos; sin embargo, esto
altimo no se ha demostrado posible.

En general, cabe pensar que en una distribucidimseegmos equiexcéntricos, si el nimero
de radios es suficientemente elevado, las distaren#re ellos, aun diferentes, no seran tan
grandes como para que el dimensionado del anitéoasdicionado por el pandeo, sino por
los esfuerzos de primer orden, en especial pdexsoh en el plano. Pero puede resultar que,
si el numero de radios no es muy elevado y la gxcifad ¢ de la elipse esta proxima a la
unidad, la distribucion segun tramos equiexcérgrivm sea la mejor, ya que el dimensionado
de los tramos de menor curvatura, los de mayoritlahga diferencia del resto, podria estar
mas condicionado por el pandeo que por los esfaateqrimer orden. Solo si asi fuese, la
distribucion 6ptima podria ser la que divide ellaren tramos de la misma longitud. En todo
caso, para determinar cual es la que permite n@ytanizacion en el dimensionado en cada
caso, habria que hacer valoraciones cuantitatola® £asos especificos, lo cual esta fuera del
alcance de esta investigacion.
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Apartado 6.3: Distribucion 6ptima de radios tensade en anillos compuestos

i) En anillos compuestos por arcos elipticos iguade

Para dividir en tramos equiexcéntricos un anillonpaesto por arcos elipticos iguales
alrededor de un poligono regylae plantea un sistema descuacione®may), dondey; y

wn Se corresponden con los puntos de tangencia, @s dex los extremos de cada arco
(figura 6.21), donde es la relacion entre el nimero de tramos del api#bnimero de lados
del poligono alrededor del cual se compone elanill

Después se calcula una distribucion Optima de &serde la que resulten los mismos
diagramas de esfuerzos axiles y momentos flectemedos los tramos. Para calcular los
angulosy; y y,, hay que tener en cuenta que el angulel lado contiguo situado al otro lado

del punto de tangencia esta afectado por el giramguloa del poligono regular alrededor

del cual se ha compuesto el anillo, segun la eéodeill del capitulo anterior.

Mo |

Figura 6.21: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio aompuesto por tres
arcos elipticos iguales con distribucion optimdudgzask; segun tramos equiexcéntricos.

Desde el punto de vista mecanico, se observa guadazas se incrementan a medida que se
aproximan a los vértices del triangulo, por serzlasas de mayor curvatura de la elipse. Aun
asi, el disefio resulta ventajoso para el dimendmnporque los diagramas de esfuerzos
axiles y de momentos flectores se repiten idént@otodos los tramos. Pero es necesario
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valorar cuantitativamente en cada anillo concret dimensionado de los tramos de mayor
longitud, a diferencia del resto, estd mas condaiio por el pandeo que por los esfuerzos de
primer orden. De ser asi, cabrian dos posibilidadesnentar el nimero de radios
manteniendo el mismo criterio de distribucién o bam la distribucién de radios segun
tramos de la misma longitud.

i) En anillos compuestos por arcos de circunferenas y elipses distintas alrededor de un
de un rectangulo

Como se ha demostrado en el capitulo 5, se puedailer la funcionF(¢) de un anillo
compuesto por arcos de circunferencias y elipsstntiis, segun cualquiera de los tipos
definidos en el capitulo 4, como la concatenaciénvdrias funcione$(p) referenciadas
segun un mismo origen de coordenadas.

Asi, para dividir en tramos equiexcéntricos un landompuesto cualquiera, primero es
necesario formular la excentricidad maxima de wo @ompuesto por dos curvas tangentes
respecto a su propia cuerda.

Se sabe que la excentricidad maxima de un arcaaiige en un punto con un angulo
geodésicay que forma 90° con la cuerda del mismo arco (figug2). Entonces, dadas dos
curvas distintas, tangentes en un puvitodefinidas por funcionegp) con el mismo origen
de coordenadas, se traza una cuerda entre dosspoatia uno situado a un lado distinto del
punto de tangencidl. Después, se calcula el angylp que forma esta cuerda con la
horizontal, medido en sentido antihorario:

/Bij = arctg (u]
X]- - X

[6.35]°

...y se encuentra un punktal quepp=90+p;. Luego se formula la ecuacion de la recta que
contiene la cuerd@ del arco segup=mx+n, dondemy n se calculan segun:

Y, -y y o ney X0y
Xl——)§ Xl——)ﬁ

m=
[6.36]

Por ultimo, se calcula la excentricidad maximapiaitoP en cuestién hasta dicha recta:

_Mx - y%+n

emax - /_mz +1

[6.37]

% De la ecuacion 5.4 del capitulo anterior.
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fi@)
Qp=90+ ﬁ.{j

Figura 6.22: Excentricidad maxima de un arco compue:sto por dogas tangentes con
funciones distintas.

Ahora, se propone la division en tramos equiexagsgrde un anillo compuesto por arcos de
dos elipses distintas y una misma circunferencieulatriz alrededor de un rectangulo,
manteniendo la misma distancia maxihvantre el anillo en cada lado del rectangulo. Como
existe simetria respecto a dos ejes perpendiculaeegormula la funcidon que define un
cuadrante de anillo, pero esta vez en forma paramraéecuacion 6.38).

S
f3()
f%@N
4 N
O' val filg)
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y, M
|
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"----bx
y B N N 1 B X
> » O’ b
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Figura 6.23: Cuadrante de anillo compuesto por dos arcos dsegligistintas y una
circunferencia osculatriz.
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[6.38]

Después se plantea un sistema éeuacionegna(X,y), donden es igual al nUmero de tramos
equiexcéntricos de un cuadrante del anillo, y $autzuna distribucién optima de fuerzas de
la que resulten los mismos diagramas de esfueriles & de momentos flectores en todos
los tramos (figura 6.24).
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M ¥ i, o "Vf:ﬁ:

Figura 6.24: Diagrama de momentos flectores en el plano de ililo aompuesto por arcos
de elipses y circunferencias distintas alrededarrdeectangulo con distribucion 6ptima de
fuerzasF; segun tramos equiexcéntricos.

lii) En anillos compuestos por arcos de circunferenias y elipses distintas alrededor de
un segmento o un poligono cualquiera

Se plantea la divisidon en tramos equiexcéntricosrdanillo compuesto por arcos de elipses y
circunferencias distintas alrededor de un segmaedaéinido por una funciorF(p) de la
ecuacion 5.20 y representado en la figura 5.15acdeitulo anterior, y se le aplica una
distribucion éptima de fuerz&s de la que resulten los mismos diagramas de esfsierdles

y momentos flectores en todos los tramos (figu2a).

Igual que lo que sucedia con los poligonos de lafl@des inscritos en este tipo de anillos, la
distribucion de fuerzas y el consecuente diagrammendmentos flectores resultan diferentes
dependiendo de la posicién que se fije para laagbn de la primera fuerza, es decir, que
existen infinitas soluciones a este problema. Sesgiha demostrado, cuando los puntos de
division de un anillo eliptico coinciden con loe®jprincipales, la excentricidad maxima

resulta la menor de todas las posibles para un onighmero de tramos equiexcéntricos.

Podria deducirse entonces que, en el caso de llm @ninpuesto, la excentricidad maxima
resultaria menor cuando alguno de los puntos deidilivcoincidiese con uno de los ejes
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principales de la elipse. Pero este criterio presdons problemas: el primero, que el anillo
esta formado por arcos de varias elipses distietasegundo, que estos arcos de elipse sélo
coinciden con uno de sus ejes principales, el menor

Figura 6.25: Diagrama de momentos flectores en el plano denililo @ompuesto por arcos
de elipses y circunferencias distintas con distiiiiu 6ptima de fuerzds segun tramos
equiexcéntricos.

Entonces, para deducir un criterio universal quengga conocer el punto de inick(p1) de la
division Optima de un anillo compuesto cualquiematmmos equiexcéntricos, se repasa el
concepto de excentricidad maxima y de su causaimeigal, a saber, la distancia mas corta
entre el punto mas alejado de un arco y su cuelelsida a la curvatura del propio arco.
Cuanto mayor es la curvatura de un arco respectondemisma cuerda, mayor es la
excentricidad maxima.

En un anillo compuesto solo por arcos de elipsendgor curvatura se produce en un solo
punto, coincidente con el de tangencia entre dossaen cambio, si se combinan arcos de
elipses y circunferencias, todos los puntos del ancular con radio menor tienen la misma
curvatura, maxima en el anillo. En ese caso, sart@momo referencia el punto mas alejado
de la curvatura minima, es decir, el punto medi@dm® de circunferencia en cuestion.

Asi, si la excentricidad maxima de uno de los tmmguiexcéntricos se produce en el punto
de mayor curvatura o, en su caso, en el punto nagli@rco circular de radio menor, el

resultado de la divisidon es maximo, es decir, leeakicidad maxima resulta la mayor de
todas las posibles (figura 6.26a). En cambio, ®mpieza la division por el punto de mayor
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curvatura del anillo o, también en su caso, popwito medio del arco circular de radio
menor, la excentricidad maxima resulta la mendodas las posibles (figura 6.26b).

Como sucede con los anillos formados por una digisee si el nUmero de radios es elevado,
la diferencia entre ambos resultados no es apiteciab este caso concreto no llega al 0,12%.

Sl

Figura 6.26a y 6.26bDivision de un anillo compuesto segun tramos equéietricos con
resultado distinto: excentricidad maxima mayorilfa)y menor de todas las posibles (abajo).
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iv) En anillos compuestos solo por arcos de circuafencias distintas

Como en el capitulo anterior, los anillos que se tiidlizado en este apartado para distribuir
fuerzas segun tramos equiexcéntricos han sido oestgpal segun las condiciones de
combinacion de arcos elipticos y de circunferemeianciadas en el capitulo 4, segun las
cuales existe continuidad en la curvatura del@mitluso en el punto de tangencia entre dos
arcos, por lo cual se puede formular una funciofudeza distribuida ideal de la que resulte
un esfuerzo axil uniforme y ausencia total de ogsfsierzos en el plano.

Para demostrar que la continuidad en la curvatardog puntos de tangencia no es una
condicion necesaria para poder dividir el anillotexmos equiexcéntricos, se compone un
anillo segun el esquema de la figura 6.23 en elsgugubstituyen los arcos elipticos por arcos
de circunferencias distintas, unidos en los puktgsN mediante tangencias, y se formula su
la funciénF(p) que define un cuadrante (ecuacion 6.39).

— Lx _ .
f (@)= X_7+D L+ Iy cOSp .para 0°>¢>g,
y=r-serp
:%+r2-cos¢
F(@) =1 f,(9) = para ¢, >¢ =29,

Ly
y=—t+r,sap

X =T1,-COSp

() = .para ¢, >¢>90°

—_ Yy

Después se divide en tramos equiexcéntricos medemhismo proceso que el caso anterior
y se calcula una distribucion éptima de fuerzas paie resulte el mismo esfuerzo axil que el
anillo representado en la figura 6.24, obteniéndsebién los mismos diagramas de
momentos en todos los tramos (figura 6.27).

Ambas figuras resultan muy parecidas, pero existgibes diferencias. En primer lugar, la
excentricidad maxima y consecuentemente los morsefigctores maximos resultan
ligeramente inferiores en el anillo compuesto giwo arcos de circunferencias. Ademas, en
este anillo, las fuerzas estan orientadas segumas(g coincidentes con el angulo geodésico
@i de cada punto de aplicacion, mientras que enekeqta compuesto por combinaciones de
arcos de elipses y circunferencias estos angulos distintos en un mismo punto de
aplicacion.
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Figura 6.27: Diagrama de momentos flectores en el plano de ililo aompuesto sdélo por
arcos de circunferencias distintas alrededor dectdngulo con distribucidon 6ptima de
fuerzagF; segun tramos equiexcéntricos.

Si se incrementa el nimero de fuerzas y se supempos dos anillos, se observa que, en el
anillo compuesto sélo mediante arcos de circuntéaefen linea continua en la figura 6.28),
las fuerzas que separan tramos de un mismo arcoalmferencia son iguales y mantienen
una separacion constante, mientras que, en eb aoithpuesto por combinaciones de arcos de
elipses y circunferencia osculatriz (en linea det@sien la figura 6.28), el valor de la fuerzas
incrementa progresivamente como lo hace la curaatiel arco, al contrario que su
separacion, que lo hace de manera inversa, es daoirenta a medida que la curvatura se
vuelve mas plana.

Aunque la composicién del anillo s6lo mediante arde circunferencia, teniendo en cuenta
la longitud de los tramos, resulta ligeramente m&gajosa en cuanto a las condiciones de
dimensionado por pandeo, la variacion progresiavaler de las fuerzas a medida que se
acercan a las zonas de mayor curvatura podriataesnés ventajosa para el disefio de la
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estructura de cables tensados en el interior déibaga que parece logico pensar que,
considerando soélo acciones permanentes (pretensa@so propio), las reacciones de los
cables sobre en anillo crezcan progresivamentediddm@ue se aproximan a las zonas mas
rigidas del anillo, las de mayor curvatura, y n@ gqumenten de manera brusca cuando se
produzca un cambio de arco de circunferencia. Ha taso, esto solo es una intuicion cuya
demostracion queda fuera del alcance de esta igaeisin.

e

Figura 6.28: Comparacion de la distribucion 6ptima de fuerzagiséramos equiexcéntricos
en un anillo compuesto sélo por arcos de circunfgae(en linea continua) y en uno
compuesto por dos arcos de elipses distintas yacaatos de una misma circunferencia
osculatriz (en linea de puntos).
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PARTE |ll: CONCLUSION
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES

Donde se resumen los resultados de la investigacitos objetivos alcanzados, se enumeran sus pssibl
aplicaciones y se plantean las lineas de contidyidaa futuras investigaciones.

Apartado 7.1: Resultados y objetivos alcanzados

1) Anillos con membrana tensada

Se ha formulado la funcion de fuerza distribuidgaiden el plano de un anillo eliptico, de la
que resulta un esfuerzo axil de compresion de waldorme en todo el perimetro y ausencia
total de flexiones y cortantes. Esta funcion sealmsla relacion entre la carga y curvatura,
que debe mantenerse constante en cada punto, iesqdecla carga tiene que variar en la
misma proporcion que lo hace la curvatura. Se hespugsto y mostrado posibles

representaciones de la fuerza distribuida ideatesab plano de un anillo eliptico. Se ha
mostrado como calcular el acortamiento de un areliptico sometido a dicha fuerza

distribuida ideal.

Después, se han enunciado las condiciones de caonin de arcos de elipse y
circunferencia para formar anillos compuestos ncutares en los que se pueda formular una
funcidn de fuerza distribuida ideal. Estas condie®son dos: que los arcos se unan mediante
tangencia y que en el punto de tangencia ambos &ogan la misma curvatura, es decir,
que compartan centro y radio de curvatura.

Se han enunciado las variables que definen urbatolinpuesto por combinaciones de arcos
de elipse y circunferencias alrededor un segmenito oligono conocido, incluyendo las que
controlan sus dimensiones. Se han planteado ldéemsis de ecuaciones que permiten
encontrar soluciones para diferentes tipos de cemmipo.

Se ha ido incrementando progresivamente el gradoetpilaridad del anillo, aumentando el
namero de variables que lo definen y, en consedaealcgrado de complejidad del sistema
de ecuaciones necesario para resolver cada cas®eAsa planteado y resuelto el disefio de
los siguientes anillos compuestos alrededor deegmento de longitud conocida:

- Dos arcos elipticos iguales y dos arcos de la mismtanferencia osculatriz, con
simetria respecto a dos ejes perpendiculares.

- Dos arcos de la misma circunferencia osculatriny arcos de elipses distintas, con
simetria respecto al eje perpendicular al segmento.

- Dos arcos de la misma elipse y dos arcos de ceocaméias osculatrices distintas, con
simetria respecto al propio segmento.

- Cuatro arcos de dos circunferencias osculatricdesyelipses distintas, sin ninguna
simetria.

Del mismo modo, se han planteado y resuelto lagesiges anillos compuestos alrededor de
poligonos regulares:

- Arcos elipticos iguales, intercalando a veces ad®scircunferencias osculatrices

también iguales.
- Arcos de elipses distintas y circunferencias osgaks iguales.
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- Arcos de elipses iguales y de dos circunferencsasilatrices distintas, sélo posible
alrededor de poligonos regulares de lados pares.

Por ultimo, se han planteado y resuelto los sidegeranillos compuestos alrededor de
poligonos irregulares:

- Arcos de elipses y circunferencias osculatricesintiégs, o caso general de anillo
compuesto alrededor de un poligono irregular.

- Arcos de circunferencias osculatrices iguales gseb distintas, pero con la misma
distancia maxim® entre el anillo y el poligono en cada lado.

En todos estos anillos no circulares se puede famoma funcion de fuerza distribuida ideal
de las que resulte un esfuerzo axil uniforme e teldperimetro y ausencia total de otros
esfuerzos en el plano.

En definitiva,ha quedado demostrado que es posible disefiar anslae compresién no
circulares y formular una fuerza distribuida ideal en el plano, de manera que igualen las
condiciones Optimas de dimensionado que tienen la@illos circulares sometidos a
fuerzas centripetas uniformemente distribuidas.

i) Poligonos con radios tensados

Se han enunciado las condiciones para que, apticands determinadas fuerzas sobre los
vértices de un poligono cualquiera, resulten egbseaxiles iguales en todos sus lados y
ausencia total de otros esfuerzos en el planoasksindiciones afectan a dos factores: el
valor y la orientacion de la fuerza sobre cadaic&rjue dependen Unicamente del angulo
entre dos lados contiguos del poligono.

Siempre que la fuerza esté alineada con la bigatgtidngulo, los dos lados del vértice estan
sometidos al mismo esfuerzo axil, que es mayortouaayor sea el angulo entre los lados.

Asi, en un poligono regular con el mismo esfuerdbem todos los lados, todas las fuerzas

tienen que ser iguales, mientras que en uno iraedan de ser distintas en cada vértice, como
lo son los angulos entre sus lados.

Asi, se ha definido la distribucion ideal de fuerzas swob los vértices de un poligono
cualquiera como aquella de la que resulta un mismesfuerzo axil en todos los lados y
ausencia total de otros esfuerzos en el plano.

Se ha formulado el sistema de ecuaciones que gephaibtear poligonos de angulos iguales
inscritos en elipses, y se ha calculado la distidouideal de fuerzas iguales, alineadas con la
bisectriz de cada vértice, de la que resulta elmissfuerzo axil de compresion en todos los
lados. Luego se han resuelto poligonos inscritoslipees segun este criterio, observandose
que, cuando el niumero de lados del poligono escidmlula aproximacion a la elipse es
menor, especialmente en las zonas de curvaturgpladsa, donde la excentricidad del arco
respecto de la cuerda, entendida como el ladodiglgmo, resulta mayor. También, que, pese
a que el esfuerzo axil de compresion resulta ignaiodo el perimetro, como las longitudes
de los lados varian de mayor, en las zonas de towavanas plana, a menor, en las de
curvatura mas pronunciada, las condiciones de pamalson iguales en todos los lados.
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Se ha formulado el sistema de ecuaciones que gepiaibtear poligonos de lados iguales
inscritos en elipses, y se ha calculado la distidouideal de fuerzas distintas, en funcion del
angulo en cada veértice, y alineadas con su bigetimego se han resuelto poligonos de este
tipo con diferente nimero de lados y se ha caloutddconjunto ideal de fuerzas sobre los
vértices para que resulte el mismo esfuerzo axtdarepresion en todo el perimetro. Se ha
observado que, al contrario que en el caso antetiando el nimero de lados del poligono es
reducido, la aproximacion a la elipse es menorasnzbnas de mayor curvatura, donde la
excentricidad del arco respecto a la cuerda es maymbién, como todos los lados del
poligono tienen la misma longitud y el mismo esfoeaxil de compresion, las condiciones
de dimensionado en cuanto al pandeo son igualésdenel perimetro. Por el contrario, las
fuerzas necesitan ser mas grandes en los vériicearggulos mas cerrados, situados en la
zona de mayor curvatura de la elipse, y viceversa.

Se ha comprobado que el problema de plantear palégde lados iguales en una elipse en
tiene multiples soluciones, cada una con distieultado. Asi, cuando los ejes principales
coinciden con vértices del poligono, la longitudlde lados resulta la mayor de todas las
posibles; en cambio, cuando los ejes coincidenetgunto medio de los lados, la longitud
resulta la menor de todas las posibles. En estandegcriterio, la diferencia entre la
dimensién maxima de la elipse y la del poligonaltasclaramente apreciable, y se considera
gue la solucion tiene falta de coherencia geon#étaspecialmente si el nimero de lados es
reducido o si la excentricidad de la elipsesta proxima a la unidad.

Se han configurado unas tablas adimensionalesremnat y seis casos geneéricos, a partir de
las cuales es posible plantear poligonos de lagleeds, inscritos en elipses con distintas
proporciones de semiejes, y su distribucion idealugrzas en el plano, de las que resulte un
mismo esfuerzo axil de compresion en todos losslgdamusencia total de otros esfuerzos en el
plano.

Se ha formulado el sistema de ecuaciones que gepiaibtear poligonos de lados iguales
inscritos en anillos formados por arcos elipticggales. Se ha resuelto un caso y se ha
calculado la distribucion ideal de fuerzas sobre Veértices, observandose que éstas se
incrementan a medida que se aproximan a los veriekepoligono regular interior, alrededor
del cual se compone el anillo, donde la curvateréaclipse es mayor.

Se ha formulado el sistema de ecuaciones que gepiaibtear poligonos de lados iguales
inscritos en anillos formados por arcos de circiarfeia y elipses distintas alrededor de un
rectangulo conocido, donde la distancia maximaeeetranillo y cada lado del rectangulo
también es conocida. Para eso, primero se ha fadoua funcion compuesta que define la
geometria de un cuadrante del anillo, a partiradeoincatenacién de las funciones de cada
arco referidas a un mismo origen de coordenadasseamas. Luego se han resuelto algunos
casos y se ha calculado la distribucion ideal éezfas sobre los vértices.

Por ultimo, se ha planteado el sistema de ecuaigne permite disefiar poligonos inscritos
en un anillo compuesto cualquiera. Para eso, a#edsa formulado la funcidon del anillo
compuesta por la concatenaciéon de las funcioneadie arco referidas a un mismo origen de
coordenadas geoceéntricas. Luego se ha resueltasanen el que también se ha calculado la
distribucion ideal de fuerzas sobre los vérticassh& comprobado que, igual que sucede en
los poligonos inscritos en anillos elipticos, ladiwud de los lados es mayor cuando uno de
los vértices se sitla sobre el arco de menor @a&licurvatura y es menor cuando los vértices
se sitban fuera de esta zona.
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Cuando los anillos compuestos en los que se imstnibligonos de lados iguales tienen
continuidad en la curvatura, es decir, estan fooegubr combinaciones de arcos con la
mismo radio de curvatura en los puntos de tangelseigun los criterios descritos en el
capitulo 4, la variacion del angulo que forman kdo®s contiguos es progresiva a lo largo de
la sucesion de vértices. Por este motivo, en wstalmicion ideal, la variacion de las fuerzas
Fi de las que resulta el mismo esfuerzo axil en tddsslados del poligono también es
progresiva, Esto podria favorecer el posterioritis#ge la estructura de cables tensados sobre
el anillo no circular.

En definitiva,ha quedado demostrado que es posible disefiar polfgs de compresion de

lados iguales, inscritos en anillos no circulareglipticos o compuestos, y calcular una
distribucion ideal de fuerzas sobre los vértices,alla que resulte el mismo esfuerzo axil
en todos los lados y ausencia total de otros esfmes en el plano, es decir, se ha
conseguido igualar las condiciones 6ptimas de dimgpnado que tienen los poligonos
regulares sometidos a fuerzas centripetas igualegguidistantes.

iif) Anillos con radios tensados

Se ha analizado el comportamiento mecanico enagloptie un anillo circular sometido a

fuerzas radiales, iguales y equidistantes, revisdadormulacion existente y completandola

con nuevas ecuaciones que permiten calcular leeresfs axiles, los momentos flectores y
esfuerzos cortantes en el plano del anillo, paramamero cualquiera de radios isotensos y
equidistantes.

Se ha establecido la relacion entre los momengasofles maximos positivos y negativos en
el plano de un mismo tramo en funcién del nimermad@s que inciden sobre el anillo.

Se han revisado las férmulas para calcular el aiico en el modo de pandeo global del
anillo en su propio plandge ha definido la coaccion radial como el efecto guiene la
rigidez axil del conjunto de radios sobre la rigide a flexion en el plano del anillo. Se ha
propuesto un modo de cuantificarla a partir de la érmulacion de la carga critica de una
barra apoyada sobre un lecho elastico.

Se han repasado los posibles modos de pandegkamelde un tramo de anillo comprendido
entre dos radios consecutivos, asimilandolo alrdarao o al de una barra ligeramente curva,
en funcién de la flecha o excentricidad relativepexto a la cuerda. También, la formulacion
existente que permite calcular el axil critico eada caso. No se ha conseguido determinar de
manera concluyente cual es el modo de pandeo gsesenaproxima al que realmente se
produciria en el plano de un tramo de anillo, tetideen cuenta que éste esta flectado por el
efecto de las fuerzas radiales.

Se ha definido la coaccion radial suficiente comagaella que impide el modo de pandeo
global en el plano del anillo, esto es, cuando exiacritico en este modo de pandeo,
incluyendo el efecto de la coaccion radial, es maygue el axil critico de pandeo local en
el plano de un tramo de anillo.

Se han planteado diversas distribuciones de fus@a® un anillo eliptico con objeto de que

resulten las mejores condiciones para su dimendm&® ha demostrado que, en cuanto a
la homogeneizacion de los diagramas de esfuerzos taos los tramos del anillo, la

176



ANILLOS NO CIRCULARES

distribucion de fuerzas segun tramos equiexcéntriresulta optima, ya que permite
obtener diagramas de esfuerzos axiles y momentosdtores iguales en todos los tramos.
Se ha demostrado que, dentro de un mismo tramdjaglama de momentos flectores
resultante tiene la misma proporcién que el derama de un anillo circular con el mismo
namero de radios isotensos y equidistantes.

Se ha comprobado que el problema de division deslipse en tramos equiexcéntricos tiene
multiples soluciones, cada una con distinto redoltaAsi, cuando los ejes principales
coinciden con puntos de division, la excentricidadxima resulta la menor de todas las
posibles; en cambio, cuando estos ejes coincidarpoatos de excentricidad maxima, ésta
resulta la mayor de todas las posibles.

Se han configurado unas tablas adimensionalesremnat y seis casos geneéricos, a partir de
las cuales es posible plantear distribuciones @stiae fuerzas en el plano de elipses con
distintas proporciones de semiejes, segun tramas)asgntreicos.

A partir de la formulacion para los anillos cirads, se ha planteado un método aproximado
para comprobar el modo de pandeo global de uroagiilptico teniendo en cuenta la coaccién
radial. Luego se han expuesto las diferentes $itnes de un arco eliptico en cuanto a su
modo de pandeo en funcion de la excentricidad)teega de la curvatura y longitud diferente
en cada tramo.

Se ha valorado el ambito de aplicacion de la distion de fuerzas segun tramos
equiexcéntricos, frente a la distribucién que divid anillo en tramos de la misma longitud,
esto es, cuando la longitud de los tramos mas daggosuficientemente pequefia como para
gue el pandeo no condicione su dimensionado, mds dee lo hace en los tramos mas
cortos.

Se ha planteado un sistema de ecuaciones que @edisitibuir fuerzas segun tramos
equiexcéntricos en anillos compuestos por arcqdiads iguales alrededor de poligonos
regulares. Se ha resuelto un caso y se ha obsergadolas fuerzas incrementan
progresivamente a medida que se aproximan a laaszoel anillo con mayor curvatura,
alrededor de los vértices del poligono interior.

Se ha formulado un método para calcular la exaaadil de un arco compuesto por dos
curvas tangentes definidas con dos funciones thstiiDespués, se ha planteado un sistema
de ecuaciones para calcular la distribucion dezAgesegun tramos equiexéntricos en anillos
compuestos por arcos de dos elipses distintas ynisraa circunferencia osculatriz alrededor
de un rectangulo. Se ha resuelto un caso y se litenido diagramas de esfuerzos axiles y
momentos flectores iguales en todos los tramos.

Se ha planteado un sistema de ecuaciones pardacad@udistribucion de fuerzas segun
tramos equiexcéntricos de un anillo cualquiera amsf por arcos de elipses y
circunferencias distintas. Se ha resuelto un casandanillo formado por arcos de dos elipses
distintas y dos circunferencias también distinfesdador de un segmento, y se han obtenido
diagramas de esfuerzos axiles y momentos fleciguades en todos los tramos.

Se ha demostrado que, igual que sucede con ldesaeiipticos, el problema de division de

los anillos compuestos en tramos equiexcéntriasetimultiples soluciones con diferentes
resultados. Asi, cuando el inicio de la divisiérsg@a en el punto de maxima curvatura o, en
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su caso, en el punto medio del arco circular denagknor, la excentricidad maxima resulta
la menor de todas las posibles, en cambio, si @smanpunto de maxima curvatura es
también el de maxima excentricidad, ésta resultaagor de todas las posibles.

Por ultimo, se ha demostrado que, para planteardigtabucion éptima de fuerzas segun

tramos equiexcéntricos, no es una condicion neeesmre los anillos estén compuestos

mediante combinaciones de arcos de elipses y ¢e@ntias segun los criterios expuestos en
el capitulo 4 de esta tesis, es decir, con comtatlide curvatura en todos los puntos,
incluidos los de tangencia. Aun asi, se ha compa@adistribucion de fuerzas segun tramos
equiexcéntricos en un anillo compuesto por comham@s de arcos de elipses y

circunferencias con la de uno compuesto sélo pourierencias tangentes, guardando las
mismas dimensiones maximas. Se ha observado qeépemero, la variacion de las fuerzas

y Su separacion es progresiva y proporcional al@a®on de la curvatura, mientras que, en el
segundo, las fuerzas que dividen tramos equiexcéstde un mismo arco se mantienen

constantes, pero varian bruscamente en el arcmaona partir del punto de tangencia. Se ha
comentado que la variacién progresiva de las fgegme se produce en el caso de los anillos
compuestos segun el criterio de continuidad deatura podria resultar una ventaja en el
disefio del trazado de los cables tensados sokarillmno circular.

En definitiva,ha quedado demostrado que es posible distribuir &rzas en el plano de

anillos de compresion no circulares, elipticos o nguestos, de manera que resulten
diagramas de esfuerzos axiles y de momentos fleasriguales en todos los tramos,
igualando las condiciones de dimensionado, en cuard esfuerzos de primer orden, que

tienen los anillos circulares con radios isotensog equidistantes. También se ha

demostrado que no es posible igualar, simultdneamiena los diagramas de esfuerzos, las
condiciones de pandeo en todos los tramos de un l&mno circular.
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efectos en el dimensionado, es decir, de optindmagermite iniciar el proceso de disefo de
cubiertas tensadas autbnomas para grandes esgagtnta no circular.

El ejemplo de aplicacion mas inmediato seria laiertd de un estadio o un pabellon de
deportes, donde la composicion parte siempre d&ngulo que limita la pista o el terreno de
juego, alrededor del cual se dispone un gradeui® tignde a ser cada vez mas homogéneo en
todo el perimetro.

Ademas, los planeamientos expuestos en esta igaestn permiten afrontar el disefio de
anillos de compresion para cubiertas sobre espatdssirregulares, como son un estadio de
béisbol o una plaza publica, sin que esa irreglddrsuponga una desventajariori para su
dimensionado.

i) Otras aplicaciones

Ademas de las aplicaciones arquitectonicas mendamda posibilidad de disefiar estructuras
de cables o membranas tensadas sobre anillos oolaces con unas condiciones de

dimensionado muy parecidas, o incluso igualess gu& tendria una estructura circular de las
mismas caracteristicas, permite plantear artefatates como radares, velas, discos o
cualquier otro que se pueda imaginar, cuyas exigene ligereza y autonomia necesiten de
las prestaciones que ofrecen este tipo de estascttensadas y que, ademas, estén
condicionados por una necesaria forma no circidauwperimetro. En cualquier caso, aunque
tales objetos no hayan sido inventados aun, oesd, gean totalmente desconocidos para el
autor, lo que se ha planteado en esta investigacdria servir, sin duda, para optimizarlos.

Como se ha demostrado, el efecto de coaccion rqukatiene la rigidez axil de los cables o la
membrana tensada sobre un anillo puede ser suécpara impedir el pandeo global sin
necesidad de incrementar la rigidez a flexion eplato del anillo. Siendo asi, seria posible
plantear la rigidizacion de conductos de seccion cirgular y grandes dimensiones
disponiendo planos de membrana o cables tensagasngidan la abolladura de la pared del
conducto cuando éste esté sometido a fuerzas agtgue lo compriman. Pero antes seria
necesario desarrollar una formulacidbn que permiantificar de forma exacta, y no
aproximada como se hace en esta tesis, el efectestdecoaccién radial en anillos no
circulares.

Apartado 7.3: Lineas de continuidad para investigaones futuras

i) Implementacién en programas de disefio parameétric

Para poder aplicar con facilidad los criterios deeillo expuestos en esta tesis, resultaria
interesante programar herramientas que se integerserogramas de disefio y calculo de
estructuras tensadas. Para eso, habria que emcdodgraalgoritmos matematicos mas
adecuados para resolver rapidamente los sistemaxudiones aqui planteados para el
disefio de anillos compuestos, de poligonos insciytgara el planteamiento de fuerzas
radiales segun tramos equiexceéntricos.
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i) Otras geometrias no circulares

Los anillos super elipticos son uno de los pogasstisi no el unico, donde se habia planteado
y formulado una solucidon que integra una geometdeacircular con una distribucion de
fuerzas que evita la aparicion flexiones relevaetesu propio plano. Ha quedado pendiente
relacionar este caso y su formulacion con los plmtentos de distribucion de fuerzas sobre
anillos compuestos que se hacen en esta tesisistsingueda pendiente la investigacion de
otras geometrias no circulares que permitan cordiganillos cerrados con continuidad de
curvatura en todos los puntos, por ejemplo comhioaspirales con arcos de circunferencia.

iil) Disposicion en planta de los elementos tensaslo

Otra linea de continuidad de esta investigacioal estudio de las disposiciones en planta de
los elementos tensados, cables y membf3nesmpatibles con la distribucién éptima de

fuerzas sobre un anillo de geometria no circuldgn@s del planteamiento de anillos y

poligonos de traccion en el interior de la estma&ct@on un planteamiento completo de la
estructura en planta, se podria desarrollar unauiaicion para el célculo exacto de la

coaccién radial en anillos no circulates

iv) Adecuacion del trazado de los elementos tensalo

Por dltimo, para obtener un sistema de disefio catmple estas estructuras, habria que
estudiar la adecuacion del trazado de los elemdstosados, membranas y cables, a la
distribucion 6ptima de fuerzas en el plano paraaath de los tipos de estructura tensada que
se pueden equilibrar con anillos de compresion inculares, a saber: conoides, ruedas
lenticulares y dentadas, cupulas tensadas y cabirgumaticas. Para eso habra que atender a
dos factores: la fuerza de tensado y el angulmcldencia del elemento tensado con el plano
del anillo.

Con un planteamiento tridimensional completo de ektructura, se podrian estudiar
fendmenos como la torsién o el alabeo del anilldugicion de la coaccion de los cables y
membranas fuera de su propio plano, y de la disigosde los soportes en el perimetro.

Respecto a los efectos de la accion del viento tdes acciones variables, habria que
comprobar si existen diferencias significativagemnillos circulares y los no circulares de
dimensiones equivalentes. En ese sentido, serémegainte considerar casos de anillos
circulares ya construidos.

® | as disposiciones de los elementos tensados naléaser necesariamente radiales o coincidentedacon
orientacién de las fuerzas de distribucion optisiiag que también pueden ser mallas trianguladashomales

o de cualquier otro patrén estable.

®> Ha quedado claro que el calculo de la coacciérarade aqui se expone para los anillos no cireslas sélo
una aproximacion.
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ANEJOS
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M ODELOS DE CALCULO

A continuacion se muestran imagenes extraidasdadgs y los modelos de célculo méas
representativos de los realizados por el automderal desarrollo de esta tesis.

Criterio geodésico

Figura Al: Representacion de un anillo eliptico con su evolutaa fuerza distribuida ideal.
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VA

cuadrante_elipse_3.dxf (cuadrante_elipse_4_axil_constante.eva)

WinEva (Version 7.00)
Acciones (distribuida) - Escala (1/25)

Figura A2: Fuerza distribuida ideal en el plano de un cuadrde elipse.

WinEva (Version 7.00)
Deformaciones (distribuida) - Escala (1/25)

Figura A3: Deformada de un cuadrante de elipse con fueragbdisia ideal aplicada.
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Wik /s

rueda_r_50_720.dxf (rueda_r_50_720.EVA)

WinEva (Version 7.00)
Momentos - Escala (1/700)

Figura A4: Diagrama de momentos flectores en el plano denillieo gircular con cuatro
fuerzas iguales y equidistantes.

N4

cuadrante_circunferencia.dxf (cuadrante_circunferencia_con_radios.eva)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (Hipétesis -1) - Escala (1/350)

Figura A5: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo circular
con ocho fuerzas iguales y equidistantes.
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N4

cuadrante_circunferencia.dxf (cuadrante_circunferencia_con_radios.eva)

WinEva (Version 7.00)
Cortantes (Hipotesis -1) - Escala (1/350)

Figura A6: Diagrama de esfuerzos cortantes en el plano éelrante de un anillo circular
con ocho fuerzas iguales y equidistantes.

Wit /s

cuadrante_circunferencia.dxf (cuadrante_circunferencia_con_radios.eva)

WinEva (Version 7.00)
Deformaciones (Hipotesis -1) - Escala (1/350)

Figura A7: Deformada en el plano del cuadrante de un aniltalgr con ocho fuerzas
iguales y equidistantes.

192



ANILLOS NO CIRCULARES

N4

cuadrante_elipse_3.dxf (cuadrante_elipse_5_equiexcentrico.eva)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (2_tramos) - Escala (1/20)

Figura A8: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucion éptima de ocho fuerzas segundseguiexcentricos.

Wit /s

cuadrante_elipse_3.dxf (cuadrante_elipse_5_equiexcentrico.eva)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (3_tramos) - Escala (1/20)

Figura A9: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucién éptima de doce fuerzas segimdgequiexcéntricos.
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N4

cuadrante_elipse_3.dxf (cuadrante_elipse_5_equiexcentrico.eva)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (4_tramos) - Escala (1/20)

Figura A10: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=2 con distribucién 6ptima de dieciséis fuerzas sdgimos equiexcentricos.

Wit /s

cuadrante_elipse_2_5-5.dxf (cuadrante_comparativo.eva)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (equiexcéntricos) - Escala (1/200)

Figura A11l: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo eliptico
a/b=4 con distribucion éptima de dieciséis fuerzas segemos equiexceéntricos.
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WinEo/a

regular_equiexcentrico.dxf (regular_equiexcentrico.EVA)

WinEva (Version 7.00)
Momentos (Combinada -1) - Escala (1/75)

Figura A12: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio aampuesto por tres
arcos de elipses iguales alrededor de un triarepgudatero aplicando una distribucién
Optima de dieciocho fuerzas segun tramos equiesicésit(no se representan radios sino

barras auxiliares).
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Figura A13: Representacion de un cuadrante de anillo comppestarcos de elipses y
circunferencias alrededor de un rectangulo.
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WinEo/2

rectal lar_equiexcéntrico.dxf (rectangular_equiexcéntrico.EVA)

WinEva (Version 7.00)
Momentos - Escala (1/40)

Figura Al4: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un anillo
compuesto por arcos de elipses y circunferenciadedor de un rectangulo aplicando una
distribucion 6ptima de veinticuatro fuerzas segambs equiexcéntricos.

WinF o/

cuadrante/gorjpyfesto_circunferengja ,‘/ iexcentrico.dxf (cuadrante_compuesto_circunferencias_equiexcentrico.EVA)

), l/’]i'

| /] /4’ ,

O

WinEva (Version 7.00)
Momentos - Escala (1/40)

Figura A15: Diagrama de momentos flectores en el plano delramée de un compuesto por
circunferencias distintas alrededor de un rectangplicando una distribucién 6ptima de
veinticuatro fuerzas segun tramos equiexcéntricos.
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Figura A16: Representacion de un anillo compuesto por arca®selipses y dos
circunferencias distintas alrededor de un segmento.

WinEva (Version 7.00)
Momentos (Combinada -1) - Escala (1/75)

Figura A17: Diagrama de momentos flectores en el plano de ilio aompuesto por arcos
de dos elipses y dos circunferencias distintaslatter de un segmento aplicando una
distribucion 6ptima de doce fuerzas segun tramagggéntricos (no se representan radios

sino barras auxiliares).
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