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Introduccion

Hace algo mas de un ano se inicié en Colombia un proyecto editorial cuyo objetivo era que
los estudiantes de doctorado en didéactica de las ciencias y las matematicas tuviésemos un
espacio para que nuestros proyectos de investigaciéon fuesen dados a conocer. Se contemplaba
la publicacién de dos libros: el primero recopilaria investigaciones que tuviesen relacién con
la formacion del profesorado y el segundo recogeria, aun a riesgo de ser s6lo un batiburrillo de
buenos propdsitos, experiencias educativas en general o trabajos que no se supiese muy bien

como calificarlos.

Cuando me ofrecieron la posibilidad de escribir un capitulo para el primero de los libros
pensé que era un buen momento para contar en qué estaba trabajando, dejando entrever
algunas dudas que me habian hecho reflexionar desde que comencé a pensar en una tesis
doctoral. En primer lugar se amplificaba la preocupaciéon por utilizar un lenguaje llano,
quizds ante mi reticencia para referirme a la complejidad en términos igualmente complejos.
El convencimiento de que una expresion sencilla no ha de ser necesariamente la imagen de un
acontecimiento simple o reduccionista me acompana desde que comencé a vivir la escritura

como un acto de creacién y de crecimiento.

En segundo lugar se amplificé también la rebelién interior, casi adolescente, ante la obli-
gacion implicita de incluir citas y citas bibliograficas de autores que a su vez citaban a otros
autores, quienes a su vez citaban a otros autores. Sentia que esta necesidad mermaba en
multiples ocasiones la posibilidad de dar rienda suelta a mis razonamientos y me defendia de
quien cuestionaba mi respeto por las ideas ajenas con el argumento més humilde y sincero que
puedo ofrecer: que asumo que en las ideas que puedan desprenderse de este tipo de trabajos,
al menos en lo que a los mios se refiere, no existe originalidad en los términos que se reclama
en determinados circulos cientificos. A menudo tengo la sensacion de leer en palabras de otros
aquello que yo misma he afirmado o he intuido; o de dar sentido a otros argumentos que
un dia quedaron en el abandono porque atn estaban lejos de la gama de mi propio conoci-
miento. Tales sensaciones se insertan en mi conciencia como la creencia de que el construir
conocimiento no es sino transformar nuestra realidad, la cual es a su vez expresion del co-
nocimiento de otros. La cuestiéon que quiero destacar es que en la investigacién en didactica

de la matematica el interés que tiene la producciéon de nuevas teorias generales esta sujeto a
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discusién. Personalmente, no creo que podamos ir mucho mas alld de una actuacién puntual
sobre nuestro entorno cercano. Ante el ejercicio absolutamente necesario y enriquecedor de
reflexionar sobre las investigaciones de otros autores, sobre todo aquellos que se dedican a la
didéctica de las matematicas, he rastreado hasta encontrar que sus fuentes originales son en
numerosas ocasiones las mismas que han servido a psicélogos, sociélogos, filésofos, educadores
o incluso politicos revolucionarios. Son ideas reformuladas con la historia, las experiencias,
la politica y el devenir de los acontecimientos. Pero ideas libres al fin y al cabo, que nos
permiten conocer, transformar, y volver a preparar para conocer de nuevo, nuestra realidad
inmediata. Puesto que la didéictica de la matematica involucra la discusién y las perspectivas
de otras muchas disciplinas, la lectura de cualquier investigacién en el area serd, necesaria-
mente, superficial desde muchas de ellas y no tanto desde otras. Es la certeza desde la que
asumo, aun antes de que sean hechas explicitas, muchas de las carencias que pueda presentar
esta investigaciéon. Merece la pena asumir este hecho a cambio de la posibilidad de acercarse
a la realidad desde diferentes puntos de vista y desde la perspectiva de autores y disciplinas
muy diversas. Encuentro esta opcién especialmente enriquecedora, muy al contrario de quien

defiende una super—especializacion en la produccion del conocimiento.

En tercer lugar, estaba segura que el trabajo dejaria entrever también mi preocupacién
por la excesiva abstraccién que en ciertos circulos ha tomado la didactica de la matematica,
alejandose completamente de la practica. Sentia la necesidad de reivindicar su naturaleza
como una prazis y al mismo tiempo no renunciar a la busqueda de claves teéricas que tanto

preocupa a nuestra comunidad.

Finalmente elaboré un capitulo en el cual, a pesar de las reflexiones anteriores y utilizando
un lenguaje lo mas académico que pude, aludia explicitamente a algunas de las referencias
bibliogréficas que habia anotado con disciplina mientras devoraba las lecturas relacionadas con
mi trabajo. Opté también por presentar lo que a mi juicio era una investigacién que culminaria
en la bisqueda de teorias, aunque fuera a partir de una experiencia practica. Pero mi capitulo
quedd relegado al segundo de los libros. Quien me habia ofrecido la publicacién me comunicéd
con gran apuro que los editores habian considerado mi trabajo habia sido considerado poco
adecuado como investigaciéon, porque era escaso en referencias bibliograficas y porque relataba

mas bien una experiencia docente.

Es evidente que hoy modificaria algunas de las cosas que escribi entonces, sobre todo para
resaltar el conocimiento, antes inexistente, que ha creado el desarrollo mismo de la investi-
gacién. Sin embargo, en el tiempo que ha transcurrido desde entonces, y a pesar de haber
valorado en un ejercicio de autocritica aquellas tres cuestiones esenciales que se citaban méas
arriba, contintio pensando, con toda honestidad, que aluden a aspectos de la investigacion
actual en didactica de las matematicas que son razonablemente interesantes para la discu-
sién. Me interesa destacar especialmente la obsesidn que se lee entre lineas en muchas de

las investigaciones publicadas por dotar a la didactica de la matematica de una identidad



propia, alejandose a una velocidad sorprendente de reflexiones, por ejemplo, de caracter his-
térico o filosofico. También me llama la atencion la obsesion por explicitar que cada area de
conocimiento tiene unas caracteristicas individuales, hecho que provoca el que no se acepten
facilmente trabajos llevados a cabo desde una perspectiva de didéctica general. Incluso dentro
de la misma didactica de la matemética, se ha llegado a afirmar que la didactica de la esta-
distica, de la geometria o hasta de la geometria dindmica, necesitan crear su propio cuerpo
de conocimiento porque los objetos de los que se ocupan son esencialmente distintos de otros
que también forman parte de la matematica. Una de las mejores cosas que podriamos hacer
por los estudiantes es ofrecerles una imagen global de la matemaética y el conocimiento, de las
enriquecedoras relaciones que pueden establecerse entre distintas perspectivas para acercarse
al conocimiento cientifico como una labor humana multidisciplinar. Sin embargo nos empena-
mos, en parte porque asi podemos sobrevivir como didactas, en parcelar nuestro conocimiento
sobre la ensenanza y el aprendizaje de las matemaéticas. Y atin més, creo que no es descabe-
llado afirmar que para hacerlo es necesario crear términos que definan esas diferencias que se
pretenden crear, llegando incluso a rayar lo indescifrable!. Las investigaciones en didactica,
quizas a pesar de que la parcela de autoridad de muchos didactas de la matematica se vea
cuestionada, ha de ser asequible a cualquier persona interesada por la educacién, desde el
catedratico en didactica hasta el estudiante de magisterio. Creo que ése es un compromiso
moral que va bien que se acepte, al menos, como freno a esta especie de tendencia a la abs-
trusidad y la escritura barroca que no sé por qué se nos impone y aun peor, implicitamente se
demanda. Reconozco que en ocasiones me he visto envuelta no sélo en la lectura sino también
en la redaccion de textos oscuros, abigarrados y a veces demasiado alejados de una reflexiéon
profunda desde el punto de vista de la matematica. Por este motivo considero necesaria una

postura critica en este sentido.

De todo lo dicho hasta aqui se desprende parte de la problemética que se contempla en
esta tesis doctoral. Por otra parte, el hecho de encontrarme en una facultad de educacién ha
permitido que me sensibilizara especialmente con la formacién inicial de maestros, y que el
objetivo especifico del trabajo sea profundizar en la experiencia de los estudiantes de magisterio

en lo que a su actividad matematica se refiere.

Esta investigacion se ha desarrollado a partir de la puesta en préctica de un curso de
matematicas en el primer curso de la diplomatura de magisterio. Los datos que se han tenido

en cuenta para el anélisis han surgido de la experiencia de los estudiantes y de la nuestra

1Releo estas lineas y recuerdo el famoso, atn actual, y controvertido caso Sokal (Sokal, A. and Bricmont, J.
(1998) Intellectual impostures. Traduccion en castellano: Imposturas intelectuales, Paidos, Barcelona, 1999).
En mi opiniéon la actitud de los autores es absolutamente déspota, malintecionada y nada respetuosa con el
trabajo intelectual de un grupo de personas. Desde esta base es imposible plantear ninguna critica por muy
necesaria que se considere. Espero dejar claro que mi reflexion hacia algunas de las investigaciones llevadas a
cabo en didactica de las matematicas es simplemete una llamada a la consideraciéon de otros puntos de vista

y una explicitacién de mis inquietudes.
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a lo largo del curso. En consecuencia, la separacién teoria—practica o marco tedérico-marco
metodologico tiene a lo largo de todo el trabajo basicamente una funcién exclusivamente
sistematica. Puesto que las referencias a los contenidos y la metodologia de este curso seran
abudantes desde las primeras paginas y a lo largo de todo el trabajo, merece la pena extenderse
ahora, al comenzar, en caracterizar el contexto y el curso del que estamos hablando. Asi,
confiamos que resultard mucho més facil entender como se ha estructurado la exposicion del

trabajo.
El contexto de la formacion inicial del profesorado

La formacién matemética de los futuros maestros en el momento de iniciar sus estudios
universitarios es en muchos casos bastante deficiente. Podemos utilizar todo tipo de eufemis-
mos para aceptar la situaciéon sin escandalizarnos, tales como que “saben otras muchas cosas,”

” “saben las matemaéticas ne-

“saben unas matematicas distintas a las que se aprendian antes,
cesarias para vivir’ etc. El problema no es s6lo que tales afirmaciones tampoco sean ciertas
en muchos casos sino que por su vaguedad distorsionan la informacién sobre la realidad exis-
tente. A una formacién insuficiente tanto de caréacter conceptual como de técnicas para la
resolucién de problemas, hay que anadir un escaso interés por cuestionarse qué sentido tiene
tanto aquello que saben como aquello que no, y con un caricter mas general cuestionarse cual
es la importancia de las matematicas para la formaciéon de los futuros ciudadanos. Este hecho
plantea, a nuestro entender, un problema serio que es necesario sacar a la luz durante los afnos

de estancia en la universidad.

La reforma de los planes de estudio de magisterio realizada en la década de los noventa
para adaptarse a la entonces nueva ley general de educacion (LOGSE) agravaron la situacion
en lo que se refiere a la formacion basica de los futuros maestros, en concreto en relacién con
su formacién cientifica y matemética. Decidir qué contenidos deben ser tomados en cuenta
durante los tres anos de la diplomatura de magisterio es sin duda una cuestién delicada y
dificil. Por una parte, es cierto que cada profesor ha de tener una base sélida en areas como
matematicas, biologia, lengua, historia o geografia; pero por otro lado también hay que pres-
tar una especial importancia al conocimiento profesional que engloba pedagogia, sociologia,
psicologia o didéctica. El marco legal actual prioriza estos tltimos y este hecho supone impli-
citamente que el conocimiento de los futuros profesores y profesoras en areas especificas debe
ser adquirido durante la ensefianza obligatoria. Suponiendo que la alfabetizacion cientifica que
ofrecemos en la ensenanza secundaria fuera la adecuada, esto significa que un futuro profesor
no necesita saber mas que cualquier otro ciudadano para ensenar, algo que resulta, cuanto

menos, discutible.

Para intentar reducir, aunque no solucionar, el problema expuesto, la Universitat Autono-
ma de Barcelona introdujo una asignatura de matemaéticas obligatoria en primer curso de 40
horas lectivas. Los futuros maestros generalistas de primaria tienen, ademads, dos asignaturas

de didéctica de las matematicas, de 60 horas cada una, y pueden elegir otras dos asignaturas



optativas (una de mateméticas y una de didactica), opciéon que toman sélo el 10% aproxima-
damente. Este curso es, por lo tanto, el tinico especifico de matemaéticas para la mayoria de

los estudiantes.

La situacion con la que nos encontramos mayoritariamente en las aulas es que una gran
parte de los alumnos no pueden resolver problemas de matematicas propios de la educacion
secundaria obligatoria por dos motivos: en primer lugar, porque desconocen o han olvidado los
conceptos bésicos alrededor de los cuales se trabaja, y en segundo lugar porque los problemas
que se plantean no son presentados dentro de un tépico concreto que sugiera las técnicas
que hay que emplear. Al margen de estas dificultades tanto conceptuales como técnicas, que
difieren mucho de unos alumnos a otros, su visiéon acerca de qué son las matematicas, qué han
representado para el desarrollo de la humanidad o cudl es su importancia en la formacién de

los ciudadanos es, en la mayoria de los casos, muy primitiva y claramente negativa.

Durante muchos anos se ha desarrollado un primer curso de matematicas basado en la
resolucién de problemas, con la finalidad de mostrar que en los problemas esta la clave para
comprender la evolucién de las matematicas, y que es posible encontrar un sentido a partir
de ellos. Metodolégicamente, las clases se convierten en un lugar para el trabajo en pequeinio
grupo, la reflexion y la discusiéon. Esta tradicién en la ensenanza de las matemaéticas tiene
aspectos muy positivos que han sido recogidos en una gran cantidad de referencias bibliogra-
ficas. Supone, ademés, una manera de trabajar a la que en general los estudiantes no estan
habituados y que rompe con una secuencia que tienen muy interiorizada, segin la cual primero

se conocen los conceptos y las técnicas y luego se aplican a la resolucién de problemas.

Sin embargo, a pesar de que un planteamiento de este tipo muestra para muchos alumnos
una manera distinta de entender las mateméticas y significa un paso adelante, resulta insu-
ficiente para reflexionar sobre la relacién de la matemética con el contexto y con la cultura.
En definitiva, aunque se ilustra muy adecuadamente el método de trabajo matematico, no
permite abordar directamente la cuestién sobre el sentido que tienen las matemaéticas en la
formacién de las personas. Por este motivo decidimos disefiar y realizar un nuevo curso que
llevamos a la practica entre septiembre y diciembre de 2001, en el cual los problemas siguie-
ron teniendo un papel esencial, pero se prioriz6 la discusiéon al hilo de su contextualizacion
histérica. Al hacerlo perdiamos, sin duda, una parte del énfasis en la resolucién de problemas
que se habia puesto en anos anteriores; pero a cambio introduciamos otros aspectos para la
reflexion que consideramos igualmente interesantes para la formacién de los futuros profesores

de matematicas.

Asi pues, la experiencia que describiremos en esta investigaciéon puede ser considerada
desde el punto de vista de una experiencia de innovacién didéactica llevada a cabo en el marco
de los estudios de magisterio. Como tal, tiene una intencionalidad muy clara, que es la
de ofrecer algunos aspectos para la formaciéon que antes no se consideraban —por ejemplo la

contextualizacion historica de los conceptos matemaéticos, la divulgacion cientifica y en especial
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la divulgaciéon matematica, o la relaciéon entre las matemaéticas y otras ciencias— y evaluar su
desarrollo e implicaciones futuras. También ha de ser considerada desde el punto de vista de
la investigacion, con una légica, un objetivo y un método de andlisis determinados. Es cierto
que ambos puntos de vista se confunden y que la investigacién se basa absolutamente en el
disenio y la puesta en practica del curso. El curso, sin embargo, podria haberse llevado a cabo

sin formar parte de un proyecto de investigacién.

A los estudiantes se les proporcioné un material escrito que les permitiera ubicar histérica
y socialmente los conceptos y problemas que se trabajaban y se anadieron, para su lectura
y comentario, textos que relacionaban las matematicas que se estudiaban con las ciencias

naturales o sociales, y la cultura en general.

Por otra parte, también modificamos algunos aspectos metodoldgicos de la asignatura. En
las clases, ademés de realizar un trabajo de discusién en pequeno grupo se incluyeron otras
sesiones de caracter expositivo con la finalidad de contextualizar histéricamente los problemas
y de justificar su origen, aportando abiertamente nuestra propia concepcion sobre los temas

que se trataban.

Teniendo en cuenta el ntmero reducido de sesiones y la importancia que damos a las
aportaciones de cada uno de los estudiantes se les pidié que comunicaran sus reflexiones sobre
los contenidos y la metodologia del curso, disenidndose para ello cinco actividades especificas.
Al comenzar decidieron si lo harian a través de narraciones escritas o participando en grupos
de discusion que se reunirian fuera del horario habitual de clases. Pretendiamos, de este modo,
que cada estudiante tuviese dentro del marco curricular en el que se desarrollaba la experiencia
la posibilidad de optar por cualquiera de estas dos posibilidades. Las narraciones, orales o
escritas de los estudiantes constituyen el corpus de datos de esta investigaciéon, cuyo objetivo
general es analizar como han utilizado los estudiantes el contexto de esta asignatura para dar

sentido a la actividad matemética.

Ahora que la investigacion ha quedado contextualizada en el marco de la formaciéon del
profesorado pasemos a introducir como ha sido estructurada esta memoria de tesis. La redac-
cion del trabajo ha sido ordenada en tres partes. En la primera se analiza su marco tedrico,
comenzando por exponer cuél es la logica de la investigacion, sus objetivos y como se relacio-
na con las tendencias actuales en educacién y en didéctica de las mateméticas. La segunda
abarca la exposiciéon detallada de la metodologia y los contenidos del curso que se ha llevado

a cabo, y la tercera se ha dedicado al andlisis de la experiencia de los estudiantes.
Légica de la investigacion y referencias tedricas

La propuesta tedrica ha sido adapatada principalmente a partir de las aportaciones llevadas
a cabo en el seno de la psicologia social construccionista. Es habitual que las investigaciones
didécticas se sitien en el marco de alguna teoria psicoldgica del aprendizaje y esto supuso un

problema en el comienzo del trabajo, porque hasta donde las estudié ninguna de ellas encajaba



con mi sentido comin. En la bisqueda de otras alternativas aparecieron las tendencias de
la psicologia social critica y en particular el socio—construccionismo. La sensacién que tuve a
partir de las primeras lecturas las podria describir brevemente con la expresion “fClaro! Es
lo que yo pienso, no puede ser de otra manera”. De modo que opté por esa via en la que
encontraba legitimado, incluso, mi convencimiento de que las opciones teéricas en este tipo
de investigaciones son basicamente ideoldgicas. Muchas de las tendencias que se derivan de
estas aportaciones desde la psicologia o las ciencias sociales resultan ajenas a mi formacién
universitaria y en este sentido se convierte en delicado el hecho de su discusién, pero han sido,

sin duda, la fuente que ha permitido estructurar légicamente la investigacion.

Los dos aspectos esenciales que se discuten el capitulo 1 son la controversia teoria—practica
en las investigaciones didacticas y la funcién social transformadora de cualquier investigaciéon
llevada a cabo. Estos dos aspectos han sido discutidos en un mismo capitulo para amplificar
la importancia de su relacién: Por una parte, es indiscutible que la realidad se ve afectada por
el conocimiento, pero lo cierto es que hasta ahora la investigaciéon en didactica no ha tenido el
suficiente impacto como para producir cambios importantes que se le puedan atribuir direc-
tamente. A pesar del crecimiento en el nimero de investigaciones en educacién matemética y
del impulso que se les atribuye para mejorar la practica docente, la realidad es que los cam-
bios son muy escasos en lo que se refiere al modo en el que los estudiantes se relacionan con
las matematicas. El punto esencial que resaltaremos es que la idea de cambio en el ambito
educativo no soporta un anélisis de las relaciones entre teoria —produccién de la investigaciéon
didéctica,~ y practica. Pensamos que ninguna teoria sobre la ensenanza puede predecir lo
que un profesor o un estudiante haran en circunstancias diversas. No se pueden simplificar las
relaciones que estudiantes y profesores establecen con las mateméticas para hacer predicciones
fiables sobre su desarrollo futuro. Puede creerse que una teoria sugiera restricciones e incluso
sucesos probables, pero su efecto transformador sera infimo en comparacién con el que puede

ofrecer la, comprensiéon de la idiosincrasia de cada situacién docente.

En el capitulo 2 se presentan los referentes teoéricos relacionados con los contenidos cen-
trales del curso: historia de la matematica, desde una perspectiva amplia del conocimiento
cientifico, y atencion especifica a problemas histoéricos relacionados con la medida. Es cierto
que el aumento de la matematizacion y la medicién sobre todo a partir de la Edad Media,
fue notable en occidente y crucial en la posterior definicién de las disciplinas cientificas. Pero,
icudl es el interés de hacer extensiva esta reflexion a los futuros profesores y profesoras? La
historia de las matematica y del pensamiento humano en general ilustra cambios, conflictos,
tensiones, pactos y convivencia de opciones epistemoldgicas. Es el reconocimiento de esta di-
versidad el que impulsa la atencién a la historia de la matematica en este proyecto: queremos
creer que el estudio de los problemas mateméticos a través de la historia de la matematica
y, reciprocamente, el conocimiento de la historia a través de los problemas, pueden ser un

buen punto de partida para que los futuros maestros y maestras reconozcan esa pluralidad
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de opciones. Los contenidos matemaéticos que se eligieron para el planteamiento del curso
estdn todos relacionados con la medida. Esto se debe, en gran parte, a su especial riqueza
para comprender la evolucién popular de la actividad matematica, ligada a las inquietudes,
la forma de vida de hombres y mujeres o las instituciones. Ademads, desde el punto de vista
de los conceptos matematicos, la medida puede ser trabajada desde la geometria y desde los
nimeros y constituye, por tanto, una tematica lo suficientemente rica de cara a la formacién

de futuros maestros.

En el capitulo 3 nos centramos en dar significado a las investigaciones sobre creencias en
torno a la matemaética desde la perspectiva construccionista. La investigacion llevada a cabo
en torno a las creencias ha sido intensa especialmente en la dltima década, sobre todo en lo que
se refiere a la reflexién meta-matemética de los profesores: qué son las matematicas, para qué
sirven y como influyen en la practica docente. Tales cuestiones han sido atendidas en una gran
cantidad de estudios cualitativos y cuantitativos que relacionan las creencias de los profesores
en torno a la mateméatica con la préactica escolar. Sobre todo en los ultimos anos, como
corresponde a un cambio de corriente de pensamiento, comienzan a surgir perspectivas criticas
hacia estas investigaciones que cuestionan la premisa de que las creencias de los profesores
sirvan como principio explicativo para la préactica. En este capitulo justificamos cudl es el
interés de conocer cémo surgen, como se modifican y negocian las creencias de los estudiantes

en contextos particulares.

Marco metodoldgico

De los aspectos tedricos que se desarrollan en la primera parte de la memoria se desprende
que, desde el punto de vista de la accién, el objetivo de la investigacién es doble: por un
lado pretende producir un conocimiento util para los estudiantes. Por otro, hacer que ellos
mismos sean mas poderosos haciendo uso del conocimiento que construyen. Por este motivo,

el método utilizado ha intentado fomentar, sobre todo, la participacion.

En el capitulo 4 nos extenderemos en estas y otras consideraciones teéricas que han con-
ducido a la utilizaciéon de métodos participativos. Estos métodos han de permitir recoger y
exponer con detalle la voz, la opinién, el proceso de construccién de las teorias que utilizan
los estudiantes para dar sentido a la actividad matemética. Hemos querido acercarnos a los
estudiantes de formas diferentes, intentando en lo posible respetar estilos de accién diferentes.
Por ello, hemos recogido su participaciéon tanto de forma escrita, con un caracter de exposi-
cién béasicamente individual, como de forma dialogada a través de grupos de discusiéon. Las
consideraciones tedricas especificas sobre ambos tipos de participacién también se exponen en

este capitulo.

Tanto las narraciones escritas de los estudiantes como sus didlogos quedan contextualizados
en el desarrollo de la asignatura, y por tanto estdn intimamente relacionados con los contenidos

que se les ofrecieron y la forma en la que se trabajaron. Por ello, hemos considerado necesario



exponer también con detalle cudles fueron los contenidos y las actividades que se plantearon

durante el curso.

El contenido del capitulo finaliza atendiendo la cuestién de la validacién. Parece natural
que de acuerdo con la légica que seguimos en la investigacién, una validacién en términos de
veracidad —este es el significado habitual que se da a la validacién— no pueda ser tenida en
cuenta. Sin embargo, este hecho no le quita importancia a la reflexién sobre la fortaleza de
la investigacién, que pensamos que ha de desprenderse del nivel de acciéon que ésta produce
en los estudiantes. Discutiremos una posible propuesta de validacién coherente con la logica
de la investigacion y que surge de las propias narraciones de los estudiantes. Sin embargo,
pensamos que puesto que cada accién genera una nueva realidad y nuevas posibilidades para la

accién, cualquier intento de validacion en este sentido formaria parte de un proceso recursivo.
Andlisis de los datos y conclusiones

La tercera parte se refiere al andlisis de los datos. Hemos elegido analizar la experiencia
de los estudiantes a través de lo que hemos definido como movimientos, que son indicios de
agitacion intelectual en cuanto a la forma en la que los estudiantes se relacionan con la acti-
vidad matemaética. Por ejemplo, explicitar un interés por la historia de la ciencia que antes
no existia, vacilaciones en el proceso de argumentacion acerca de la calidad o cualidades de
un problema, y en general impresiones que involucran una nueva forma de acercamiento a la
actividad matemética, son movimientos que nos interesa analizar. Hemos escogido para ana-
lizar cuatro de estos movimientos. Los tres primeros surgieron en las reflexiones individuales
de los estudiantes que escribieron a lo largo del curso sobre su experiencia. El cuarto surgio,

de manera diferente, en dos de los grupos de discusion.

En el capitulo 5 se analizan los tres movimientos individuales. En cada caso se describe
cudl ha sido el movimiento detectado y cémo ha ido gestandose y desarrollandose en relaciéon
con los contenidos del curso. En cada uno de los casos se encontrard una descripcion detallada
de los contenidos mateméticos trabajados durante el curso que fueron considerados especial-
mente relevantes por los propios estudiantes involucrados. En particular, se encontrarid una
discusion detallada del problema de Herén y otros problemas de méaximos y minimos; de al-
gunos problemas de visualizacion; de ciertos aspectos relacionados con el método de Cavalieri

de los indivisibles y de algunos problemas concretos de agrimensura y cuadraturas.

El capitulo 6 atiende a la descripcion y el anélisis del ultimo de los movimientos conside-
rados, que apareci6 en los grupos de discusiéon. En el conjunto de los movimientos detectados
en estos encuentros encontramos uno especialmente relevante que se repetia en dos grupos
distintos. Se habia gestado de manera diferente y también con diferente nivel de implicacién
por parte de los participantes. Desde este punto de vista resultaba muy interesante para el
andlisis. A diferencia del proceso seguido en el andlisis de los textos escritos, en esta ocasion

se atiende la construccién del movimiento desde una perspectiva micro. Aunque aparecen
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algunas referencias a lo que aconteci6 durante la totalidad de los encuentros de cada grupo,
éstas tienen un cardcter mas aclaratorio que analitico. Nos interesa atender a la evolucion
del contexto de interacciéon en el grupo y explicitar los recursos y los procedimientos que los
participantes utilizan en el trancurso de la conversacién para dar sentido a su actividad. Esta
es la caracteristica que distingue de manera evidente la construccién de sentido en el caso
individual —escrito— y en el caso de las discusiones, y por ello hemos considerado oportuno

utilizar dos aproximaciones que realcen y saquen el maximo partido de ambas experiencias.

A lo largo de nuestro proceso de andlisis en ningiin momento hemos tratado de ofrecer una
muestra representativa en términos estadisticos, sino una representatividad de caracter cuali-
tativo, que recoja diferentes situaciones en las que los estudiantes dan sentido a su experiencia
matemaética. Nuestra intencién no es, ni siquiera, desarrollar ejemplos de casos que evidencien
la certeza de determinadas teorias o presentar alternativas didacticas que pretendan mejorar
la practica docente, sino percibir la investigaciéon como el pretexto para conocer mejor la ex-
periencia de los estudiantes. El proceso de conocer y hacer piblico el conocimiento produce
cambios y la realidad investigada ya no es la misma, de modo que surge asi la exigencia de

conocerla de nuevo.

Concluimos esta tercera parte del trabajo con el capitulo 7 en el que exponemos las
conclusiones de la investigaciéon. Hemos estructurado la exposicién de las conclusiones co-
menzando por un aspecto que encontrdbamos generalizado en los estudiantes al comienzo del
curso: una visiéon muy elemental de la actividad matemética que se centraba en su utilidad
aritmética. A partir de esta situacion, concluimos como los movimientos que hemos analizado
van ampliando y matizando esta visiéon y la hacen, en los casos estudiados, més rica y com-
pleja. En algunos de ellos se ofrecen nuevas alternativas para la aplicacién; en otros se genera
un espacio para la concepcién intelectual de la matemaética y se caracteriza su sentido en la
demostraciéon. Finalmente, exponemos algunas de las perspectivas que abre la investigacién y

que podrian ser tenidas en cuenta en futuros trabajos.
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Marco teoérico
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Capitulo 1

Logica de la investigacion

La mayor parte de los estudios did4cticos sobre mateméticas han ido definiendo sus caracte-
risticas como investigaciones en los tltimos cuarenta anos. Para delimitar un espacio desde el
cual reivindicar la pertenencia a una comunidad de “investigadores e investigadoras en didéc-
tica de las mateméticas” han surgido voces que reclaman respuestas, y otras que las ofrecen,
a preguntas tales como: ;Cudles son los objetos de los que se ocupa la educacion matemd-
tica? ;Qué le concede su cardcter de especificidad frente a una diddctica general? ;Cudles
son sus fines? ;Cudles son los métodos? ;Por qué es necesaria? ;Qué elementos validan sus

conclusiones? ;Podemos hablar realmente de una teoria de la educacion matemdtica?

Todas ellas son preguntas absolutamente necesarias para emprender un trabajo de inves-
tigacion y generalizables a otras areas de conocimiento. En el caso particular de la educaciéon
matemaética podrian conducirnos, por citar sélo algunos ejemplos, a discutir sobre los origenes
mismos de la socializaciéon: al valor de educar; al porqué y para qué educamos; al significado
de la palabra aprender o a las relaciones entre profesores y estudiantes. Ademas, deberian
conducirnos a reflexionar sobre la naturaleza del conocimiento matemético: qué mateméticas
ensenar; cudl es su sentido en la vida de las personas; como imbricarlas dentro del complejo

entramado educativo o de las teorias del aprendizaje.

Es evidente que si bien esta tesis doctoral podria ser interpretada a partir de diferentes
marcos tedricos que responden a las preguntas anteriores, no es razén para incluir aqui disqui-
siciones sobre todos ellos. En primer lugar porque ello constituye més un proyecto de vida que
un proyecto de tesis, y ademas porque evidentemente harian del trabajo un compendio ina-
barcable, de modo que en el intento quedarian deslucidas sus posibles aportaciones especificas.
Pasaremos por alto muchas discusiones relacionadas con distintos enfoques de la educacion,
de las teorias del aprendizaje o de aproximaciones didacticas llevadas a cabo especificamente
en la didactica de las matematicas. Nos restringiremos a discutir aquello que hemos conside-
rado directamente relacionado con la posicién tedrica adoptada en el trabajo o que permite

articular, por comparacion o critica, dicha posicién. Sin embargo, estamos convencidos que
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esta decision es absolutamente particular; que los mismos hechos podran interpretarse con
marcos teodricos diferentes y que otras herramientas metodoldgicas podrian haberse utilizado

con los mismos fines.

1.1 Problemas y objetivo de la investigaciéon

Los Handbook de investigacion en educacion matemaética editados periodicamente en Europa y
en Estados Unidos y los estudios monograficos del ICMI constituyen una referencia de consulta
obligada en el marco de la disciplina. Estas fuentes reflejan las corrientes dominantes y per-
miten un primer acercamiento a la cuestiéon de la investigaciéon. Otra fuente de aproximacion,
quizés menos valorada académicamente pero no por ello menos acertada, es la experiencia
personal de todos los grupos involucrados en las investigaciones. Prestarles la debida atencién
asegura no sélo que puedan plantearse preguntas relacionadas con las tradiciones de investi-
gacion mas consolidadas, sino también que se oiga la participacién de otras voces alejadas del

entorno académico.

Por ejemplo, una gran mayoria de los estudiantes de magisterio manifiestan su frustracién
hacia las matemaéticas cuando comienzan sus estudios universitarios. La situaciéon es evidente
para muchos de los que nos hemos dedicado a la formacién inicial del profesorado. Muchos
explicitan su aversion a las matemaéticas y otros afirman disimular su rechazo hacia la materia,
conscientes de que al finalizar sus estudios universitarios seran responsables de la educaciéon
matematica de muchos ninos y ninas. Si estos aspectos estdn o no documentados por inves-
tigaciones didacticas, o si existen referencias escritas que los saquen a la luz, lo cierto es que
obviarlos puede conducir a un anélisis poco adecuado de los problemas que se atienden en una
investigacion. Un pequenio grado de libertad a la hora de formular estos problemas, aceptando
juicios que procedan de la intuicién o la experiencia, y no de justificaciones teéricas, puede

contribuir notablemente a responder mejor a las necesidades de las personas involucradas.

Desde esta perspectiva de la intuicién y la experiencia existen algunos problemas focales
a los que atenderemos en este trabajo. Se contextualizan en la formacién del profesorado de
educaciéon primaria en Espana, aunque nuevas intuiciones apuntan que se podrian extender
también a otros contextos geogréficos. Son problemas que también han sido considerados desde
la investigaciéon didactica, pero ahora no es el momento de discutirlo. Queremos concederles
relevancia exclusivamente desde el punto de vista de la experiencia, porque son los que han
motivado el diseno del curso que hemos llevado a cabo y al que ya nos hemos referido en la
introducciéon. Esta pequena concesién a nuestra intuicién o la de otros participantes en la
investigacion es compatible con la perspectiva tedrica que adoptamos en este trabajo y que
concede un espacio a la interiorizacién de las relaciones mundo—objeto que el investigador
lleva a cabo a partir de sus impresiones. Creemos que se encontrard suficiente discusion

tedrica en esta investigacién como para no poner en duda que consideramos absolutamente
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imprescindibles las aportaciones de otros autores. A continuaciéon exponemos cuéles son estos

problemas a los que nos estamos refiriendo:

1. El escaso conocimiento de la matemaética con el que muchos de los estudiantes finalizan

sus estudios universitarios.

2. La escasa reflexiéon que llevan a cabo sobre el porqué ensenar y aprender matematicas o

sobre la naturaleza misma del conocimiento matematico.

3. La fragmentacion de su idea de cultura en términos de asignaturas escolares.

Hemos seleccionado algunos pasajes de las discusiones llevadas a cabo durante el curso
para ilustrar a qué nos estamos refiriendo al enumerar estos tres problemas. Pensamos que
recoger aqui las palabras de los estudiantes resulta mucho mas interesante que extendernos en

exponer cual es nuestra percepcion.

¢ Qué matemdticas necesitas saber?

Evri: Si, vamos a ver. Cuando tu tienes mas tiempo, que te dieran las mates més a fondo.
Porque a ver, yo tengo 18 afios y no he pasado del seno y el coseno. O sea, que a mi no
me hables de derivadas, no me hables de integrales... A mi me dejas en las ecuaciones,
en los sitemas de reduccion y todo eso, y ya estd. Porque sé sumar, restar y para de
contar. Y a mi las mates no es una cosa que yo dijera “no, hale, no me gustan”. No, a
mi las ecuaciones me gustaban y las prestaba atencién y las pillé en seguida y a mi las
mates... Pero te las ensenan de una manera que llega un punto que dices... que vas con
prisas, que va, va, va, el temario. Y a lo mejor ti no pillas una cosa y te pierdes todo un
tema. Porque las mates es una cosa que es... ir andando, ;vale? Es como una rueda que
va corriendo y si tu llega un punto que te pierdes en el camino pues dices, “madre mia...”
Pero yo creo que mi formacion de matematicas es malisima.

MARIA: Es que tampoco creo que necesites saber nada mas. ;T crees que ti en tu vida
vas a tener algin problema por no saber lo que no sabes de matematicas?

VANESSA: Ah, no...

MARIA: Por eso digo. Es que yo creo que segin qué cosas has estudiado, creo que en
la vida... No sb6lo en matematicas. También en otras cosas. Yo, lo que me pasa en las
matematicas... Yo nunca entendi para qué debia yo saber integrales. Es que no creia yo
que me fuera a servir para nada. O los logaritmos.

NURIA: Pero claro, ti no, pero alguien que esta estudiando informéatica si.

MARIA: Exacto. Si que le servird. Yo hablo por mi. Alguien que ahora vaya a estudiar
la carrera de ciencias exactas diréd, “jAh! pues menos mal que me ensefiaron esto”. Pero
yo...

LOURDES: ;Qué matematicas necesitas saber tu?

MARIA: ;Yo? ;En mi vida? Pues eso: sumar, restar, multiplicar y dividir. Y mira, si
tengo una calculadora ni eso. [Risas] Es que es verdad. Si tienes una calculadora, jqué
necesitas saber?
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NURIA: Pero por ejemplo en los bancos y todo eso utilizan las matematicas.

VANESSA: Pero ti lo das, aunque...

Xavi: Hoy en dia todo estd informatizado y eso no son matemaéticas, mateméticas. Son
economia.

EL: Es que en un banco ti no vas a utilizar una cosa que no pasa de la suma, la resta
y la divisién, porque... porque todo son féormulas. Que si tienes que calcular un crédito,
un rédito o no sé... lo que son matematicas mercantiles y todo esto, que yo he dado muy
poco, pero algo me acuerdo. Es que eso son matemaéticas bésicas. Yo creo que las mas
dificiles las deberian dejar para un nivel... para una persona que quiera estudiar méas. A
ver, a mi no me parece mal que den una ecuacién. Hay que dar algo. Hay que tener un
poco de cultura. A ver, si estamos estudiando es porque nosotros queremos y porque nos
gusta, bueno, entre comillas. Pero a ver, es que hay muchas cosas que damos que no...
Xavi: Pero para algo tienen que servir si por ejemplo, de cinco bachilleratos, en cuatro
la obligan. Tiene que haber algo, pero yo ese algo...

ANA: Pero te tienen que introducir en eso. Porque claro, la gente que no hacemos carreras
de estas, pues vale, nos da igual y eso no lo vamos a utilizar en nuestra vida. Pero si no
tuviéramos esa base, a ver, hay gente que si que elige carreras de esas que necesitan
formulas de esas cosas raras de integral. Aunque yo que sé.

ELL: Claro, pero es lo que me refiero. Que las personas que quieran hacer eso...

NURIA: Pero no van a separar las clases. “Los que quieran hacer esto: esto. Y los que no
quieran hacer esto...” Entonces las mates se quedarian en nada. A casi nadie...

Xavi: No, porque hay mucha gente que le gusta.

MARIA: Pero lo que no pueden hacer... No pueden coger y decir, “esto es muy dificil y
lo vamos a poner en la carrera en vez del bachillerato”, porque por eso, con todo: una
persona que se quiera dedicar a ciencias exactas, jqué mas le da saber quién era Sécrates

y quién era Platon? ;A mi qué me importa, si yo para mi carrera no lo necesito?

sA qué se dedica un matemdtico?

Xavi: Un matematico, o sea, todo el mundo en su profesiéon tiene algo de matemaéticas
pero un matemaético en si...

ELIL: ;En qué piensa?

Xavi: Eso es lo que yo siempre me he preguntado. Da clases, ;o hace algo mas? Acabas
la carrera. Si, estoy estudiando matemaéticas. ;Y luego qué haras? Bueno, daré clases.
Es como si un matemaético estudia para dar clase a otro matematico, para que otro ma-
tematico dé clases a otro matemaético.

ELI: Y aquellos mateméticos que no dan clase, jqué hacen después?

Xavi: Vale que luego pueden aplicar... yo que sé: el que hace los muebles, pues tiene que
tomar las medidas, pero...

ANA: Pero se puede aplicar a la ciencia también, ;jno?

MARIA: Pero entonces ya es un cientifico.

Xavi: Entonces ya es un fisico jno? Esa es mi duda que tengo. No sé vosotros.

MARIA: Un matemético es como... Una persona que estudia la carrera de filosofia, ;qué
va a ser? ;Filosofo? ;Se va a dedicar a filosofar, a estar en su casa y decir... 7 ;Te van a
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pagar por estar en tu casa pensando: “Si, porque yo creo que la vida...”?

ANA: No, pero se puede dedicar por ejemplo a la bioética y dar...

MARIA: (A la qué? [Risas]

ANA: A la bioética. Los médicos. A ver, en estos casos por ejemplo de la eutanasia, pues
piden los consejos de... [Risas]

MARIA: No, es que no sabia qué era. A ver, yo lo pregunto, si no sé qué es...

ANA: Pues eso. Que dan... pueden... es que es un poco como Si...

MARIA: jCosas como si la eutanasia es algo correcto o incorrecto? Pero ti no puedes
vivir de eso. Es como lo que dice él: si un matemético no da clases, qué va a estar, que
a lo mejor un dia, oye, encuentra la gran férmula que resuelve el gran problema de las
matemaéticas. Si, pero si en toda su vida encuentra una, a lo mejor cuando la encuentra
tiene ya ochenta afios. ;Y qué? Hasta los ochenta afos, jqué? ;De qué come?

EL: Yo conozco a una chica que estd estudiando ciencias exactas, matematicas, en la
Complutense de Madrid y la han llamado para dar clase. O sea, es lo que dice él. Tiene
matricula de honor en todo porque la chica es un cerebrito, pobrecita, qué le vamos a
hacer. Pero si después de estudiar una carrera ti eres matematico y te tiras toda tu
vida dando matematicas, jpara qué has estudiado tanto si luego terminas al fin y al cabo
siendo lo mismo que yo, un profesor y dando clase? Es que yo no lo entiendo. Y la voy a
llamar. Y se lo voy a preguntar. Mira, ahora ya me ha dado la curiosidad. Mira ti por
dénde. Y le voy a preguntar, jti qué estis haciendo? ;Para qué te sirve lo que haces?
Siento mucho si la desanimo pero...

VANESSA: Pero igual es lo que quieren. O sea, quieren estudiar y llevar los conocimientos
de las mateméticas. Entonces ellos pues luego comerse... yo qué sé, intentar...

Xav1t: No creo. A ver, yo supongo que los matematicos también trabajarédn en campos un
poco ayudando a fisicos o a quimicos en alguna cosa, y supongo que en fisica y quimica
en la carrera también tendran mates. Pero fisica y quimica, que son carreras también asi
del palo ciencias, -no sé si son exactas o no son exactas, para mi nunca han sido exactas
ninguna porque siempre la he cagado en todas- pero yo qué sé: quimico. La quimica ya
sirve para muchas cosas de farmacia, de medicina. La fisica...

ANA: Pero todo se basa en las matematicas. Todo eso, la fisica, la quimica... todo en
realidad estés haciendo férmulas y sin las matemaéticas no podrian existir esas ciencias y
no tendriamos la tecnologia que tenemos ahora.

MARIA: Ya, pero td... No estd diciendo que no sirvan. Pero ti, por ejemplo, para ir
a un laboratorio vas a contratar, creo vaya, van a contratar antes a un fisico que a un
matematico que haga...

REGINA: ..mateméticas.

MARIA: ...un ano de fisica.

ANA: Evidentemente, pero si...

MARIA: Entonces, como ya hay gente méas especializada y mas preparada... Si ti nece-
sitas fisicos, pues una persona que haga la carrera de fisicas, y no que haga la carrera de
matematicas y dé un ano de fisicas o dos anos.

ANA: Pero ese fisico si no sabe matematicas no puede saber tampoco...

Err: Un fisico toca las mateméticas en un campo més superficial, nunca igual que un
matematico.
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Xavi: Pero yo digo una cosa: un arquitecto tiene que saber un poco de mates; un fisico
tiene que saber un poco de mates; un quimico tiene que saber un poco de mates. Pero un
matematico... sélo sabe mateméticas, ;no?

MARIA: ;De qué puedes trabajar?

XaAvi: Pero no abarca. Sabe mucho sobre una materia, lo que luego, todos saben un
poquito. O tendrian que saber un poquito. No lo sé.

MARIA: Pero que aparte de para profesor, jde qué mas? jpara qué sirve?

ELn: Yo llamaré a mi amiga y le preguntaré.

MARIA: ;De qué puedes trabajar si tienes esa carrera, a parte de maestro que es lo mismo
que estamos haciendo sélo que para gente méas mayor? ;De qué mas puedes trabajar?
ANA: Pues ensenar la base a futuros...

XAVI: ...matemaéticos...

ANA: ...cientificos, fisicos...

MARIA: Ensenar a gente que no sabe.

ANA: Bueno, la base para que a quien le gusta tanto esto de las mates luego se dedique.
MARIA: Yo digo que aparte de para dar clase, jpara qué sirve?

ANA: Pues no sé.

Los tres problemas que citdbamos con anterioridad a la conversaciéon de los estudiantes
en relacién con la formacion del profesorado —escaso conocimiento de la matemética; poca
reflexiéon sobre la naturaleza de las matematicas o su aprendizaje y fragmentacién de la idea
de cultura— convergen en muchas propuestas de utilizaciéon didictica de la historia de las
matemaéticas y nos extenderemos en su discusién en el capitulo 2. Pensamos que una de las
posibles causas que originan estos problemas es la carencia de referencias que agiten la reflexion
sobre el sentido de cualquier actividad matematica. Pensamos también que una perspectiva
histérica y cultural es adecuada para promover la reflexion en este sentido y parece razonable,
por tanto, proponer a los estudiantes una materia de matematicas que integre contenidos de
historia. Asi pues, la investigacion que hemos llevado a cabo incluye el disenio y la puesta en
practica de un curso de matematicas que utiliza la historia, con el propésito de generar un

espacio desde el cual puedan moverse sus creencias.

Llegado este punto, nuestro problema de investigaciéon podria ser interpretado desde pers-
pectivas muy diversas: desde un marco psicolégico tradicional, por ejemplo, se buscaria validar
o no la certeza de nuestras afirmaciones, medir las diferencias antes y después del curso, com-
parar grupos de estudiantes que hubieran seguido el curso con otros que no, o comparar el
efecto de experiencias diversas en contextos diferentes. Cualquiera de estas opciones tendria
como objetivo caracterizar tipos de situaciones que produjesen un determinado efecto sobre
las creencias de los estudiantes. Nuestro objetivo especifico, sin embargo, es ofrecer a los
estudiantes una situacién en la que los contenidos mateméaticos son presentados desde una
perspectiva historica y analizar, a lo largo del curso, como utilizan los estudiantes este espa-

cio. Nos interesa descubrir qué elementos de reflexién desde un punto de vista matematico
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introducen en su experiencia y cémo ellos mismos re—formulan los problemas anteriores en

este contexto para dar sentido a su actividad.

Este objetivo especifico surge de la expresion positiva de los problemas que anteriormente
citdbamos, expresado de acuerdo al marco tedrico que hemos elegido para la investigaciéon y

que es el que discutiremos a continuacion.

1.2 Perspectiva socio—construccionista

El socio—construccionismo como una teoria del conocimiento y la actividad social tiene su ori-
gen en los debates llevados a cabo desde la psicologia social como critica a las tradiciones psico-
logicas individuales. Tomas Ibanez [69] resume con claridad la trayectoria historica de diferen-

tes teorias en psicologia social de las que se ha nutrido la perspectiva socio—construccionista.

La idea central, que se gesta segun Ibafez en el siglo XVIII, es que todas las sociedades
han de ser consideradas segtiin una dimension histérica ineludible. Una asercion de ese tipo
abrié vias para caracterizar, grosso modo, dos concepciones diferentes de la psicologia, una de
ellas centrada en el individuo y otra centrada en los grandes colectivos humanos y patrones
culturales que regulan la socializacién de las personas, sus lenguas, sus creencias culturales,
etc. La separacion de estas dos tendencias y las sucesivas reformulaciones de las teorias
sociales y cognitivas han dado lugar a diversas perspectivas. Todas ellas comparten entre sus
primeros supuestos el conceder un valor fundamental a la cultura y al hecho social dentro de la
investigacion psicologica. Cole [30] resume asi cuél fue el producto de los primeros intentos por

tomar en consideracion la cultura dentro del paradigma dominante de la psicologia general:

Cuando la cultura se convirti6 en tema de investigacion, fue en la forma de investigacion
transcultural. La mayor parte de este trabajo se desarroll6 en el marco del conductismo
metodoldgico, en el que se concede a la cultura la categoria de variable independiente.
Distintas circunstancias culturales proporcionan estimulos diferentes a sus miembros que,
en consecuencia, aprenden diversas clases de respuestas. La suma total de esa conducta
aprendida en un momento y en un lugar particulares sirve como definiciéon operativa de
la cultura. [30], p. 46.

Paralelamente a una psicologia social que seguia manteniendo como foco de atencién cate-
gorias psicolégicas individuales, comenzaron a desarrollarse otras teorias que concebian como
unidades de analisis la propia interacciéon social y que eran mejor consideradas como teorias
sociolbgicas que psicolégicas. Una genealogia detallada de la aparicién y desarrollo de la

psicologia social puede encontrarse en las obras de Ibanez [70], y la ya citada de Cole [30].

La psicologia social construccionista se nutre de la controversia entre el individuo y lo

social, en el didlogo entre la psicologia y la sociologia. La logica de la investigacion que hemos
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llevado a cabo esté guiada segtin algunas pautas del construccionismo social, principalmente
en lo que se refiere al objetivo de dilucidar cuales son los procesos que seguimos los individuos
para dar sentido a nuestras experiencias. KEsta atencién a los procesos es central en otras
tendencias psicolégicas y practicamente unanime en la actualidad educativa. Pero la caracte-
ristica fundamental que nos inclina a tomar el construccionismo como teoria es que se aleja de
la perspectiva individual afirmando que el significado atribuido a la realidad no proviene de
la cognicién de un individuo, sino de las relaciones entre personas y de los intercambios que

se establecen en el seno de nuestra experiencia.

1.2.1 Controversia teoria—practica

Shoenfeld [114] ofrece una aportaciéon importante y sistemética al debate que desde hace
aproximadamente un siglo agita la discusion respecto a la produccién de un conocimiento
teorico o de un conocimiento practico. El autor clasifica asi los objetivos principales en el

conjunto de las investigaciones en educacién matematica:

La investigaciéon en Educacion Matematica tiene dos objetivos principales, uno puro y

otro aplicado:

e Puro (Ciencia Basica): Comprender la naturaleza del pensamiento matemaético, la
ensenanza y el aprendizaje;

e Aplicado (Ingenieria): Usar esa comprension para mejorar la instruccién en mate-
maticas.

Ambos objetivos estan intimamente relacionados, siendo el primero al menos tan impor-
tante como el segundo. La razén es simple: sin una profunda comprension del pensamien-
to, la ensenanza y el aprendizaje, no es posible ningtin progreso consistente en el “frente
aplicado”. Una analogia 1til es la relaciéon entre la investigaciéon en medicina y la practi-
ca médica. Hay una gran cantidad de investigacion médica. Alguna se hace de manera
urgente, con aplicaciones potenciales en un futuro inmediato. Otras investigaciones se
hacen con el fin de comprender los mecanismos fisiologicos bésicos. A largo plazo los dos
tipos de trabajo viven en sinergia. Esto es asi porque el conocimiento basico es de interés
intrinseco y porque establece y refuerza los fundamentos sobre los que se basa el trabajo
aplicado. [114], p. 186.

A continuacién exponemos nuestra réplica a la propuesta de Shoenfeld en lo que respecta

a la consideracion de una didéctica “basica” y una didéctica “aplicada.”

La caracterizacion de objetivos propuesta por Shoenfeld y sobre todo la comparacion de la
didéactica con la medicina son especialmente relevantes para introducir la perspectiva desde la
cual se contemplan la teorfa y la préactica en esta investigaciéon. La medicina es, ante todo, una
prazis, de modo que podriamos discutir qué significa, en medicina, hablar de ciencia bdsica.

Pero la debilidad de una afirmacién que recoge la existencia de un conocimiento puro resulta
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aun mucho maés evidente en la didactica que en la medicina. La explicacién de determinados
mecanismos fisiologicos o el descubrimiento de la accién catalizadora de una enzima sobre
una molécula en un medio determinado podria admitirse en la categoria de ciencia bésica que
propone Shoenfeld. Pero admitir la produccion de un conocimiento tedrico que asegure que tal
actividad permite al estudiante apropiarse de tal significado o concepto matemético resulta
evidentemente dudoso, aun cuando se anade que ha de ser “en un determinado contexto”. Los
contextos a los que a menudo nos referimos con total libertad en las investigaciones tampoco
pueden reproducirse, porque cada persona crea su propia realidad, tiene su propia historia y
vive su futuro de manera diferente. Todas las ciencias sociales se desarrollan en este ambiente
de incertidumbre y por ello pensamos que es importante dejar de lado la consideracién de una
educacion matematica como ciencia basica. Sin embargo, ello no esta renido con el interés de
comprender la naturaleza del pensamiento matemético y su ensenanza o aprendizaje, solo que
utilizarlo para caracterizar un tipo de investigacion que por exclusién se considera no aplicada
es una cuestion resbaladiza. Desde cualquier punto de vista, el objetivo ultimo es un objetivo
exclusivamente practico: mejorar la calidad de la ensenanza de las matematicas, al igual que

el objetivo tltimo de la medicina es mejorar la calidad de vida de las personas.

Discutiremos esa distinciéon entre los objetivos puros y los objetivos aplicados desde la

perspectiva del socio—construccionismo.

En el modelo tradicional tedrico—practico que se propone en la didactica, los roles estan
perfectamente etiquetados: el investigador es el tedrico y el profesor es el practico, de modo que
el investigador en didéctica propone al profesor una serie de abstracciones, que pueden haber
sido traducidas en materiales diddcticos, para que éste los utilice en sus clases. A través de
este modelo, la investigaciéon pretende aventurar si los estudiantes o los profesores responderan
positiva o negativamente a un tipo de programa u otro, ademés de establecer condiciones bajo
las cuales sus teorias son aplicables. El profesorado lleva anos quejandose de que la teoria
no le sirve en el aula y cuestionando si la investigacion didactica sirve como instrumento de

predicciéon o de control sobre la complejidad de la actividad escolar.

Un punto de partida razonable para suavizar el desencuentro entre ambas perspectivas es
afirmar que, si bien las investigaciones seguirdn elaborando perspectivas teéricas para com-
prender el pensamiento, el aprendizaje y la ensefianza, un objetivo deseable es que el profesor
se reconozca a si mismo activando a partir de la teoria las formas de conocimiento que ya
posee, y no aplicdndola. Y para ello el investigador ha de estar dispuesto a aceptar que sélo
de esta manera pueden salvarse las ambigiiedades de su teoria. Las propuestas metodoldgi-
cas de la investigacion cualitativa que tuvieron su auge en los anos 80 sacaron a la luz esta
controversia especialmente significativa en las investigaciones educativas [84]. El proposito
que subyace tras este planteamiento es atender a la transformaciéon que produce el hecho
de investigar, pero no en un sentido de aplicacién, sino de re—construccién de la realidad in-

mediata de quienes participan de esa investigacion. La perspectiva construccionista desde la
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que nos situamos al realizar esta investigacién enfatiza la transformacién social a partir del

conocimiento y la vida cotidiana. Ibanez afirma:

Des d’aquesta perspectiva que va adquirint una influéncia creixent en la psicologia social,
queda clar que, canviant els costums, els éssers humans tenen la possibilitat de canviar la
societat que en resulta i canviar-se ells mateixos. [69] p. 42.

Galindo sintetiza asi el interés de las investigaciones que observan las relaciones que se dan

en el entorno cotidiano:

La forma de acercarse a la composicion social desde lo micro hacia lo macro es la vida
cotidiana. La vida cotidiana es el horno donde se cocina la vida social, en ella se dan
las grandes transformaciones, en ella se confirma y contintia el orden social establecido.
Solo puede entenderse la vida social y su devenir si se comprende la vida cotidiana y su

composicion. [50], p. 228.

La busqueda de generalidad no pierde importancia en este enfoque. Lo que se enfatiza es
que las relaciones locales impulsan grandes cambios y que, por lo tanto, los grandes movimien-
tos sociales hay que buscarlos en las experiencias particulares. En este contexto, la incidencia
global de esta investigacién para construir una imagen de la matematica alternativa a otras
que imperan en nuestra sociedad, no puede ser evaluada de manera préctica debido a su
caracter local. Su justificacién se desprende del marco teérico utilizado. Desde un enfoque
construccionista, no existe una distincién esencial entre teoria y préctica. El trabajo tedrico,
afirma Kenneth Gergen [55] constituye una forma de praxis y la aplicabilidad, o la utilidad

de los conocimientos teoéricos, es un valor personal y por lo tanto normativo.

No longer is it necessary for the scientist to entertain the dim hope that one day a
particular finding, a measure, or function form will be employed by some unknown person
for purposes of public good. Rather, through the conduct of science itself one can hope to
achieve directly the benefits of value—sustaining effort. No longer is it necessary to answer
existential challenges of life’s purpose with murmurs of contribution to an ultimate truth.
Rather, the settlement can be accomplished in the immediate, concrete renderings of
understanding. To communicate one’s understanding is to make a small investment in
the creation of the future. [55], p. 106.

1.2.2 Componente transformadora de la investigacién

Supongamos que aceptamos momentaneamente la categoria de investigaciones puras a las que
nos referiamos en el apartado anterior, que aportan teorias sobre el aprendizaje y la ensenanza
de las matemaéticas. Analizaremos un ejemplo actual directamente relacionado con el contenido

de esta investigacion: Andrews y Hatch [7], en una investigacion que compara las concepciones
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en torno a las matematicas y su ensenanza de profesores ingleses y hiingaros, concluyen que
muchas de las diferencias y similitudes que encuentran en su estudio pueden ser explicadas a
partir de los presupuestos filoso6ficos que subyacen tras sus respectivas instituciones educativas.
Los autores sostienen que la herencia cultural inglesa, basada en un sistema de dualidades
tales como instituciones democrdticas y no democrdticas; o tradiciones racionalistas y no
racionalistas, ha jugado un importante papel en contra del desarrollo de una concepcion
pedagogica uniforme y coherente. En Hungria, argumentan los autores, es més evidente una
tradicion filosofica que privilegia aquellas dreas de conocimiento que impulsan el cambio social

a través del razonamiento.

Estas consideraciones permiten a los autores interpretar adecuadamente por qué las con-
cepciones de los profesores hingaros en torno a las mateméticas y su ensenanza son muy
consistentes respecto a un marco pedagogico global, escasamente referidas a la utilidad de las
matematicas, pero significativamente comprometidas con su dimensién educativa. Por otra
parte, las concepciones de los profesores ingleses operan en un marco inconsistente desde el

punto de vista pedagdgico en el que entran en conflicto muchos aspectos ideoldgicos.

Bajo tales argumentos, los autores concluyen con un juicio de valor que da cuenta de una
posible relacion entre las diferencias de rendimiento de los estudiantes en ambos paises y las

concepciones del profesorado:

This study has indicated the existence of both similarities and differences in the way in
which mathematics and its teaching are conceptualised in two different countries. It leads
us to conclude that the differences, rather than the similarities, are more likely to account
for differences in pupil attainment. Therefore we infer that some of the conceptions of
mathematics and its teaching held by English teachers may be unproductive in respect of
their contribution to children’s mathematical attainment. [7], p. 59.

Imaginemos que un hipotético grupo de profesores ingleses haya accedido al conocimiento
que han producido los autores en la mencionada investigacién. El solo acceso a esta infor-
macién genera en estos profesores una posibilidad de accién para invalidar o posicionarse
institucionalmente ante dicho conocimiento. Por ejemplo, pueden optar por amplificar o sua-
vizar una perspectiva pedagogica en su discurso en torno a la matematica y en su actividad
profesional con la intencién de apoyar o refutar el conocimiento al que han accedido. Es
evidente que la relacién que dicho grupo de profesores han establecido con el conocimiento
producido por la investigaciéon genera en ellos un potencial de accién que afecta a su practica

docente.

El psicologo Kenneth Gergen [55] ha desarrollado cuéles son las implicaciones de esta
caracteristica de los saberes sociales elaborados en una investigacién y que involucra al inves-

tigador no sélo en lo que a las aplicaciones se refiere;, sino en el conocimiento que su propio
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conocimiento genera. Se refiere a ella como enlightenment effect’.

One may usefully understand alterations in conducte in terms of the human capacity for
symbolic activity. As symbols or conceptual systems are altered, so may related patterns
of conducte be modified. At the same time, we see that the chief products of the sciences
themselves are symbol systems. Thus the institution of science furnishes to the culture
inputs into the existing arrangements of understanding. Science may establish, transform,
or sustain common symbol systems of the culture and the resulting patterns of activity.
We may refer to the effects of scientific constructions on common modes of thinking and
actig as enlightenment effects.

[55], p. 22.

Desde una perspectiva construccionista el acento esta puesto precisamente en el potencial
de transformacién social que genera la investigacion misma. Es cierto que esta percepcion de
la actividad investigadora como un generador de acciones y reacciones sociales puede producir
escaso conocimiento teodrico, precisamente por la evidente complejidad que la caracteriza, pero

también es cierto que tiene importantisimas implicaciones en la préctica.

Consideraciones similares acerca del efecto natural de transformacién que posee la acti-
vidad investigadora pueden extenderse también a una reflexién sobre la metodologia de las
investigaciones. En su papel como sujetos investigados, los profesores o los estudiantes relatan
Su experiencia en entrevistas mas o menos estructuradas, contestan a cuestionarios o elaboran
diarios. Inevitablemente, esta parte de la investigaciéon repercute de manera directa sobre los

fenémenos que estudia.

La légica de la investigacion construccionista enfatiza su potencial transformador de la
realidad de los profesores y las consecuencias que puedan derivarse de dichas transformaciones,
y no tanto sus aplicaciones posteriores. Al hacerlo, esta perspectiva tedrica no se posiciona

respecto a si otra tendencia es mejor o peor.

1.3 Perspectivas sociales en la educacién matematica

El conocimiento matemético estd modelado con valores sociales. Esta es la tesis que compar-
ten todas las perspectivas teéricas etiquetadas como socio—culturales. La componente social en
la educaciéon matematica se ha teorizado, implicita y explicitamente, desde diferentes perspec-
tivas. El constructivismo social [29]; la etnomatematica [10, 13], o las perspectivas discursivas

[86], culturales [16, 106] y hermenéuticas [21], han ido abriéndose camino en la didactica de

'El término enlightenment effect admite una dificil traduccién al castellano. Algunos autores [69] han
optado por utilizar el término ilustracién, pero no deja de resultar ambiguo. Ciertamente su traduccion
literal como iluminacién adquiere una connotaciéon esotérica dificil de amortiguar, de modo que hemos optado
por mantener el término en inglés. Confiamos que la comprensiéon de su significado sea clara a la luz de la

discusion y el ejemplo propuesto en esta seccion.
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las matematicas en la dltima década, especialmente ante la demanda de interpretar diferentes

situaciones educativas que involucran la cultura o relaciones de poder.

En matematicas, el movimiento hacia perspectivas sociales y culturales refleja el intento de
examinar los procesos que tienen lugar en una clase tanto desde un punto de vista psicolégico

como socioldgico, y las relaciones sociales que se dan entre los individuos.

Es evidente que la educacién matemética viene elaborando su propio discurso para atender
la especificidad de los contenidos o niveles educativos con los que se trabaja, pero hablar de
una epistemologia de la educacion matemdtica no resulta claro. Sierpinska y Lerman aluden a

esta duda en un interesante capitulo del International Handbook of Mathematics Education:

Our assignment was to write a chapter titled "Epistemologies of mathematics and of
mathematics education’. The second ’of’ was quite puzzling and we spent some time
thinking about what kind of work we would have to do in order to take the second part
of the title seriously. Should we study the origins of the validity of our beliefs about the
teaching and learning of mathematics? Should we study the psychological and historical
genesis of these beliefs? Should we discuss the methods of justification of statements
about the teaching and learning of mathematics? [115], p. 866.

La didactica del &lgebra, la geometria o la estadistica comienzan a ser consideradas co-
mo categorias didacticas que van atomizando la investigacién en educacién matemaética. La
especificidad es cada vez mayor. Algunos registros como contexto, matemdticas y realidad
o creencias han dado lugar en ocasiones a extensos debates que han pretendido matizar el
significado de cada término hasta llegar a convertirlos en resbaladizos y de dificil uso, sobre
todo cuando pretenden ser utilizados tinicamente en su sentido mas primario. Pero la especia-
lizacion y la proliferaciéon de investigaciones es, a la vez, la expresion de que el conocimiento
avanza. Las caracterizaciones ofrecidas por el discurso de cualquier investigacion ilustran la
expansion de nuevos significados. El desorden aumenta a medida que aumenta el conocimiento
y la dificultad radica en encontrar espacios para equilibrar este desorden necesario sin caer en
simplificaciones carentes de significado. En lo que respecta a la perspectiva educativa, este alto
nivel de entropia se manifiesta también en la didactica de las matemaéticas, y tanto las multi-
ples tendencias teéricas que se perfilan como las diversas interpretaciones de una comunidad

crecen de manera considerable.

La influencia que las perspectivas psicolégicas, sociolégicas o filosoficas tienen en la edu-
caciéon matematica han trasladado a nuestro entorno didactico debates muy similares a los
que ya iniciaron en esas ciencias hace mucho tiempo. La compilacién de Steffe y Gale [119]
en torno a las perspectivas constructivistas en la educacion es un ejemplo de ello. Reflexiones
en torno a dicotomias del tipo individuo—sociedad o teoria—praxis han producido un vasto
conocimiento en otros contextos diferentes a la educacién matemética. Dicho conocimiento

es considerado en nuestra comunidad para re—crear otro mas adaptado a las normas, las ne-
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cesidades, el estado de desarrollo o el conocimiento compartido en torno a la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas. El debate individuo—sociedad sirvié como detonante para el
desarrollo de una psicologia social y cultural en la cual los matices diferenciales también se
han disparado de forma vertiginosa y manifestado a través del lenguaje. El contraste entre
posiciones individuales y socio—culturales, por ejemplo, ha sido debatido y enriquecido en dis-
cusiones elaboradas en forma de articulos tedricos de los que son un ejemplo las aportaciones

de Lerman, Steffe y Thompson a lo largo de las altimas décadas [85, 121, 88|.

La tradicién de las investigaciones en educacién matemética ha estado cercana a las tra-
diciones psicolégicas constructivistas. Sin embargo, no permanece ajena a los debates sobre
la necesidad de considerar el papel de la sociedad y de la cultura en el aprendizaje de las

mateméticas [115].

Las referencias anteriores ofrecen una panoramica detallada de las diferentes tendencias
sociales en el area de la educacion matematica. A continuaciéon nos detendremos en analizar

como y doénde situar la posicion tedrica por la que hemos optado en esta tesis doctoral.

El construccionismo cuenta con escasos antecedentes en la educaciéon matematica, si bien
ha sido tenido en cuenta por algunos autores desde comienzos de los anos 90 [133]. En la
compilacién de Steffe que citdbamos anteriormente [119], Gergen [57] critica que el conoci-
miento sea considerado como una categoria mental y afirma que la mente y el mundo no
son independientes. Presenta el construccionismo social como una ruptura con ese dualismo
mente-mundo y pone el acento en el lenguaje, en la interacciéon social y en las relaciones. Estos
planteamientos, sin embargo, tuvieron entonces poca aceptacién en la comunidad matemaéti-
ca, principalmente por su posicién critica y radical respecto de la separacién teoria—practica

y porque no era considerada una teoria especificamente disenada para la educacién.

Una de las tradiciones socioldgicas que més impacto ha tenido para las investigaciones
en educacion matemaética que han adoptado una perspectiva social es el interaccionismo sim-
boélico. Esta teoria, junto a otras relacionadas con la etnometodologia o la adquisicién del
lenguaje se han fundido en un tipo de enfoque que podriamos considerar interaccionista y que
encontramos en los trabajos de Cobb |29, 134]. Esta perspectiva es la que més se acerca a la
que tomamos en esta investigacién, de hecho, en algunos contextos de educacién mateméti-
ca se ha considerado el término construccionismo como una manera diferente de referirse al

interaccionismo simbdlico:

Epistemological ideas close to interactionism sometimes appear under a different name
like, for example, the social constructionism proposed by Gergen. [115], p. 850.

Efectivamente el interaccionismo simbolico ha nutrido en gran medida al construccionismo,

pero lo interesante de la propuesta psicolégica construccionista, como de la psicologia cultural
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de Cole [30], es que naci6 de la separacion entre dos psicologias sociales. Estas teorias reco-
gen, por tanto, el esfuerzo de una comunidad de psicélogos por encontrar elementos de didlogo
entre una psicologia social psicologica, que adopta las definiciones de tradiciones psicoldgicas
cognitivas para analizar el impacto que tienen los factores sociales sobre la actividad intelec-
tual, y una psicologia social de tradicion sociologica, en la que el interaccionismo simbdélico era
una corriente estable y dominante. Esta necesidad de didlogo entre perspectivas psicoldgicas
y socioldgicas que se generd en los anos 70 también se ha puesto de manifiesto en multiples
ocasiones dentro de la comunidad matematica [115, 119] y resulta ser un debate atun mucho
mas primitivo que en el contexto de la psicologia social. El interaccionismo simbdlico es una
tradicién sociolégica y al adaptarlo a la psicologia en forma de otras teorias se consigue una
nueva forma de entender la disciplina, de la misma manera que la adaptaciéon a la educaciéon
matematica de teorias gestadas en otras dreas nos ayuda a definir en nuestro propio terreno
qué es la didactica de las matematicas. Si no fuera por estos esfuerzos de union, la psicolo-
gia y la sociologia continuarian siendo tradiciones separadas, con teorias y metodologias de

investigacion igualmente separadas.

Como el interaccionismo simbodlico, la etnometodologia ha tenido también una fuerte in-
fluencia en la psicologia social actual, y una fuerte expresion en la educaciéon y la didéctica de
la matemaética a través de la etnomatemaética [10, 13]. En los planteamientos construccionis-
tas queda también reflejada una de las caracteristicas mas interesantes de la etnometodologia,
y es el hecho de negar que los individuos interioricemos a través de la socializacion ciertas
normas, valores o imposiciones culturales sin que nos percatemos de ello [70]. Esta percepcion
del individuo como sujeto que se deja llevar por la corriente cultural no es coherente con una
vision de las personas como agentes sociales, capaces de dar sentido a su experiencia. Por
ello la perspectiva etnometodoldgica propone estudiar de qué manera los individuos elaboran

significados, més alla de cualquier categoria teorica previamente establecida [67].

En general, el construccionismo enfatiza atin més el papel del lenguaje en la elaboraciéon
del conocimiento que el interaccionismo simbdlico o la etnometodologia, pero sobre todo,
en el contexto de esta investigaciéon, hemos encontrado en la propuesta construccionista dos
caracteristicas especialmente relevantes que nos han impulsado a tomarlo como referencia

tedrica.

En primer lugar su insistencia en que en el transcurso de la experiencia se modifica nece-
sariamente la realidad (enlightenment effect): cuando el profesor de matemaéticas lleva a cabo
una actividad de aula con sus estudiantes produce un conocimiento que modifica la activi-
dad matemaética que llevan a cabo. Cambiando actuaciones, por tanto, existe la posibilidad
de cambiar uno mismo y un objetivo de las investigaciones, en consecuencia, es analizar la
transformacion que la propia investigacion produce en el investigador, los participantes o los

lectores de la investigacion.

En segundo lugar, es especialmente significativo su planteamiento mucho més ecléctico que
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el de otras corrientes quizas més sélidas. El relativismo construccionista en lo que se refiere a
las teorias sociales ha permitido aunar muchos de los planteamientos que critican los supuestos
positivistas o post—positivistas, y esta unién se ha conseguido precisamente por considerarlos
a todos como fuentes de inspiraciéon. Una consecuencia inmediata de este esfuerzo de unién es
que el significado individual que implicitamente se atribuye a las investigaciones psicoldgicas
se modifica. Una investigacion psicologica puede ser una investigacion social sin necesidad de

recurrir a la sociologia. Kenneth Gergen alude asi a este hecho:

Al depender de las consideraciones pragmaticas, éstos son unos tiempos en los que la
pureza del género puede sacrificarse utilmente a fines alternativos, y pudiéndose considerar
asi deseable una combinacion continuada de los significantes. Esto es como decir también
que cualquier intento, como el mio propio, de establecer una forma coherente de dar cuenta
del construccionismo ha de considerarse como algo que tiene una situacién —y esta, por

consiguiente, abierto a la impugnacion, a la subversion y la transformacion—. [56], p. 95.

Y mas adelante, en tono provocador afirma:

En efecto, la cultura podria ser bien servida si la comunidad especializada pudiera superar
su ya larga histeria sobre el relativismo y empezar a explorar sus posibilidades positivas.
[56], p. 125.

La influencia de este tipo de tradiciones psicologicas en la educacién matemética es absolu-
tamente actual. La tradiciéon de la psicologia cultural y la psicologia discursiva en la educacién
matematica ha sido expuesta recientemente por Lerman [86] con el objetivo de recoger de qué
modo se expresa la actividad matemética a través de la experiencia de los profesores, como se
establecen relaciones entre ellos o cuéles son los objetivos y motivos de los estudiantes cuan-
do llevan a cabo una determinada actividad matematica. El autor presenta una adaptacion
de las diferentes tendencias sociales en psicologia a la educacién matemética que sirven para
analizar como las fuerzas sociales afectan al desarrollo de las distintas formas de pensamiento
en matemaéaticas. La propuesta descansa, por tanto, sobre las mismas consideraciones que la
sociologia o la psicologia social: relacionar las acciones de los individuos o los grupos en una

clase y la historia o la cultura a partir del anélisis de las relaciones entre los individuos.

Thus, as researches, searching for evidence of, or ways to bring about, mathematical
'understanding’ as a decontextualised mental process might be abandoned. Instead, the
focus for researches would be on the developing identities of students as speakers and
actors of mathematics in school classrooms, the student—in—mathematics—classroom—in—
student. The elements of identity include: the ways in which the mathematical activity
has been framed by the teacher, the texts, and the students’ previous experiences; the
ways in which the social relationships have been framed; the positions produced in the
classroom; and the histories and functions of the mathematical artefacts. [86], p. 98.
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Como el mismo autor indica, las aproximaciones culturales y discursivas de la psicologia
constituyen un marco que puede ser tomado en cuenta cuando consideramos las investigacio-
nes en educacién matemaética, pero la especificidad de cada una de esas herramientas debe ser
establecida en cada investigacién particular. Esta serd una de las aportaciones de la investi-
gacion que hemos llevado a cabo: trataremos de adaptar el marco construccionista a los dos
aspectos centrales que se tienen en cuenta en el trabajo, que son la historia y las creencias en

la educacion matematica. Ese seré el objetivo de los préximos dos capitulos.
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Capitulo 2
Historia y medida

En el ano 2000 se publico el estudio del ICMI (International Commision on Mathematical
Instruction) dedicado a la utilizacion de la historia en la educacién matematica [46]. Se trata
de la fuente bibliografica con caracter monografico mas reciente en este sentido, que retine un
esfuerzo colectivo de matemaéticos y educadores por hacer publicas sus reflexiones y proyectos
educativos. El estudio ofrece, ademas, una amplia selecciéon anotada de referencias de articulos
de investigacion, experiencias didicticas y recursos electrénicos en torno a la utilizacion de la
historia en la educacién matemética. Las dos razones fundamentales que se desprenden del
conjunto de las aportaciones publicadas en este trabajo en favor del uso de la historia son: a)
que la historia proporciona una oportunidad para profundizar en una determinada imagen de
las matemaéticas y b) que nos permite alcanzar una mejor comprension de los propios conceptos
matemaéaticos. Aunque ambas nos parecen importantes, en esta investigacion analizaremos y

matizaremos la primera de ellas.

The historical dimension encourages us to think of mathematics as a continuous process
of reflection and improvement over time, rather than as a defined structure composed of
irrefutable and unchangeable truths. [12], p. 64.

Este es un punto de partida fundamental en la concepcién de esta investigacion, pues
determina en gran medida el tipo de actividad matemética que hemos llevado a cabo con los
futuros maestros. Sin embargo, el aspecto esencial de nuestra discusion serd poner en tela de
juicio su generalizaciéon. La dimensién histérica nos estimula para pensar las mateméticas de

una determinada manera. Si, pero, ja quienes? jen qué condiciones?

La mayoria de los articulos que hacen piiblicas investigaciones en torno el uso de la historia
apuntan aspectos que evidencian su efectividad para que los profesores cambien su perspectiva

sobre el modo en el que razonan los estudiantes. Desde nuestra posiciéon teérica, esta sensacién
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de evidencia es una ilusién (utopia) que también nosotros compartimos', pero que no se
puede generalizar. No entraremos en discusiones histéricas sobre la dualidad realismo—utopia
en las teorias sociales, pero si resulta especialmente importante examinar y exponer nuestra
propia concepcién en este sentido. Nos referiremos brevemente a algunos apuntes de Edward
Hallet Carr, uno de los grandes historiadores contemporaneos, en los que afirma que la utopia
y la realidad son facetas esenciales de la vida politica. Haremos nuestra esta concepcién

considerando igualmente esenciales ambas facetas para impulsar una alfabetizacion cientifica:

La funcién de la utopia es la de concretar los ensuenos... la utopia reconciliaré los inte-
reses individuales con los universales. Verdadera utopia distinguida del optimismo vano
(inmotivado). [26], p. 41.

2.1 Historia y didactica de la matematica

Durante muchos afios y en todos los paises, el interés por acercar la historia a la clase de
matematicas ha quedado reflejado en las experiencias innovadoras de profesores y profesoras.
La década de los anios ochenta fue especialmente fructifera en este sentido. Hasta entonces,
pocas voces habian encontrado un espacio piblico desde el cual reivindicar la importancia de
la historia en la educaciéon y mostrar su entusiasmo e interés por innovar, por conocer més

acerca de la historia de la matemaética o de su utilizacién didactica.

Fauvel [45] recogia en 1991 una lista de quince buenas razones para utilizar la historia
en la ensenanza de las mateméticas entre las que ya apuntaba “cambiar la percepciéon de las
matematicas que tienen los estudiantes”. A partir de aqui, se demandé a las investigaciones
respuestas que hicieran referencia a cémo incorporar la historia en la actividad escolar: cémo
hacer para que conduzca a la asimilacién de algunos contenidos; como hacer para que permita
cambiar la percepcidon que los estudiantes tienen sobre la matematica. Desde entonces, se han
llevado a cabo numerosas investigaciones y creado una considerable cantidad de materiales
dirigidos tanto a los estudiantes como a los profesores en formacion. Tzanakis y Arcavi [126]
llevan a cabo una revisiéon de trabajos realizados en relacién con el porqué y cémo utilizar
la historia en la educacién matemética, asi como un andlisis de diferentes ideas y estrategias

didacticas.

Segin la mencionada aportacion de Fauvel, hace algo més de diez anos, lo que se deman-
daba de la historia era remediar el efecto de una educacién que transmitia una concepcién de
la actividad matemaética como un conjunto de reglas aplicables mecanicamente, un produc-

to acabado y alejado de consideraciones sociales y culturales. Sin embargo, es evidente que

1El hecho de que también nosotros compartamos esa utopia hace que hayamos llevado a cabo precisamente
esta investigacion y que sigamos defendiendo el uso de la historia para la alfabetizacion matematica de las
personas. Pero hemos de aceptar que se trata s6lo de un intento por acercar nuestros intereses a los de los
estudiantes.
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si desde un principio no se impone tal concepcion, formular el objetivo de utilizaciéon de la
historia en términos de cambio pierde su sentido. Es por ello que entre las razones que se
esgrimen actualmente para utilizar la historia en relacién a las creencias se percibe un cambio
de formulacién: ya no se pone tanto énfasis en el cambio, sino en la construccidn de una

determinada imagen de la matematica, ligada a un contexto histérico y humano determinado.

En lo que a la préctica escolar se refiere, la atencién a la historia esta tomando un enfoque
muy instrumental. El proyecto de la universidad de Groninger, en Holanda, es un ejemplo
reciente en este sentido. Su objetivo es convertir las conclusiones de los estudios de geometria
llevados a cabo desde una perspectiva histérica en materiales apropiados y efectivos para que
el profesorado los utilice en el aula [61]. A pesar de ser este el objetivo general del proyecto,
los autores no descuidan la reflexién del porgqué utilizar la historia, reformulando en términos

actuales algunas viejas preguntas que relacionan la discusion tedrica con la practica docente:

[-..] a gap exists between historians, writing ’general’ articles, and teachers, writing prac-
tical” articles. Most of the essays lack a legitimation of the ideas and suggestions. For
example, the following questions have hardly been answered: What makes one think that
the use of history deepens the mathematical understanding? It is really motivating to
stress the human aspect of mathematics or is it the enthusiastic teacher who motivates
his class? Has any research been done to confirm these previous thoughts? Is there any
psychological theory to confirm it? And how do people justify their choice of resources?
If we could answer these questions it would probably be easier to generalise the various
different ideas. With such a generalisation we could probably develop a sort of ’checklist’
to be consulted if we decide to teach with the history of mathematics as a didactic tool.
[61], p. 242.

Aunque ya nos extendimos en discutir las consecuencias de esta separacion “teoria—practica”
en el capitulo anterior, discutiremos aqui su concreccién en el uso de la historia para la educa-
cién matemética. Se continua buscando una legitimacién para las actividades que se llevan a
cabo en las aulas —la practica— en la investigacion teérica de caracter psicolégico —entendiendo
una concepcion tradicional de la psicologia—. La cuestién es que eso no serd posible encon-
trarlo porque esta cualidad que se demanda a las investigaciones de caréacter psicolégico, para
decirnos qué funciona y qué no, es una enganifa. Crear la necesidad de justificar sobre esos
términos tedricos las aplicaciones ’préacticas’ limita enormemente la capacidad de accién, y el
uso de la historia se pone al servicio de una investigacién educativa entendida en términos
deterministas. Es evidente que no cualquier préctica producira los resultados que el investi-
gador o el profesor considere 6ptimos, pero la cuestion es que tampoco tiene por qué ser este
el objetivo de la investigacion. Sobre todo teniendo en cuenta el fracaso que esta perspectiva
estd demostrando en las investigaciones de caracter social. Las personas cambiamos nuestra
percepcién tedrica a lo largo de nuestra experiencia, las teorias psicoldgicas también cambian

y lo que funciona para unos grupos y para un profesor no funciona para otros. Por otra parte,
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las “listas de chequeo” generadas de manera tedrica pueden tranquilizar nuestra conciencia
pero no nos permitiran determinar si una actividad conduce o no a los resultados esperados.
Si esperamos a encontrar en las investigaciones la confirmacién de que la historia permitiré a
los estudiantes profundizar en su conocimiento de la matematica no la llegariamos a utilizar
nunca. En consecuencia, los investigadores perderiamos la oportunidad de comprender cuél

es el sentido que los estudiantes dan a la utilizacién de una perspectiva histérica.

No pretendemos con esta discusion deslegitimizar la elaboracién de materiales didacticos
destinados a utilizar la historia. Seria poco coherente porque nosotros mismos adoptamos esta
postura. Lo que se critica aqui es la concepcion de la investigaciéon educativa sobre la que
estas propuestas se sustentan. Si analizamos qué imagen de la relacién profesor—investigador
transmiten este tipo de propuestas, encontramos que el teérico de la didactica es el tnico
capaz de discernir lo que es una buena propuesta de lo que no —sobre una teoria psicologica
supuestamente objetiva—, y por tanto es quien ha de dirigir la accion del profesorado. Ademas,
en ocasiones se formula el hecho de que el profesor pueda no ser un profesional de la historia

en términos de problema:

The first objection is that most teachers do not have historical expertise [...] Secondly,
teachers do not have access to the right materials. The third objection for teachers
is related to the former two: ’lack of time’. [61] p. 231. [La negrita es nuestra].

Ante estos planteamientos lo mas probable es que ningun profesor se atreva a utilizar la
historia o que quien lo haga sea juzgado de intrépido. Plantear un proyecto de investigaciéon
desde una perspectiva menos dramatica podria hacer més accesibles muchos de los objetivos
que persiguen las investigaciones —evidentemente no su conclusién en términos deterministas—.
Esto podria conducir a cambios mucho més profundos en la practica docente, quizas menos
tedricos, pero que aprovechasen mucho mas la capacidad de accion e intuicién del profesorado
y de los estudiantes. Se critica a menudo que en la mayoria de las experiencias llevadas a
cabo no se utilizan argumentos didéacticos o metodolégicos que den soporte a las ideas y que
las estrategias didécticas se basan en preferencias personales. Pensamos que lo que ocurre es
que no puede ser de otra manera porque los mismos argumentos didacticos o metodolégicos

son preferencias personales.

2.1.1 Ensenar matematicas a través de la historia vs. ensenar historia de
la matematica

La necesidad de sintesis en torno a experiencias didacticas relacionadas con el uso de la historia
de la matemaética ha conducido a distinguir entre: a) su utilizaciéon para ensenar matemaéticas;
b) su consideracion como contenido en si mismo; y ¢) su utilizaciéon como elemento que con-

textualiza estudios culturales sobre la matemética, tales como su imagen ptublica o rol social
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[12, 45]. Pero lo cierto es que la concepcion de la historia y de la historia de la matematica cam-
bian a lo largo del tiempo de la misma manera que cambia la concepcién sobre la matemética
y sin embargo, existe poca discusiéon en este sentido en los trabajos de educacién matemética
que integran una perspectiva histérica. Ain mas, existe una demarcacién explicita que invita

a no considerar esta posibilidad:

At least two types of danger can arise when using history explicitly. First, using piece—
meal historical illustrations can give a false and truncated view of what mathematics, and
indeed history, was really like historically. Alternatively, in triying to present a global
historical view, we could be in danger of ending up with an education in mathematics
history quite independent of the needs of mathematics education. At worst, one could
fear that mathematics might one day be replaced by a teaching of its history. [12] p. 65.

Es cierto que todos estos aspectos (historia, historia de la matematica, matematica sin con-
sideracion de la historia, ensefianza de la historia, etc.) pueden considerarse separadamente.
Pero también es cierto que cualquier intento por separarlos conduce a contradicciones, sobre
todo en el contexto de la educacién obligatoria, donde el objetivo fundamental es logar una
alfabetizacion cientifica integral. No es posible caracterizar realmente qué diferencia ensenar
matematicas de ensenar historia de las matematicas, cuando defendemos que la matematica
es una creacion historica. En el aprendizaje de la historia se aprenden matematicas, de la
misma manera que en el aprendizaje de la matematica que proponen tales enfoques se apren-
de historia. Al mantener una distincion de este tipo seguimos anclados en una perspectiva
discreta del conocimiento que nuestra propia historia necesita revisar. No podemos concebir
como un peligro que la historia de la matemética reemplace a la matematica misma porque
son inseparables, y que asi sea es una gran posibilidad para promover un ambiente social
favorable para el desarrollo de un conocimiento matematico civico?. Plantear en términos
de dicotomia la ensenanza de la matematica vs. la ensenanza de su historia recuerda lo que

algunos historiadores han nombrado como the fallacy of the missing middle ([18], p. 324).

2Garcia Barreno estructura el conocimiento cientifico en prdctico, cultural y civico: “El conocimiento cienti-
fico practico define el acceso a técnicas y el aprendizaje de métodos que ayudan a resolver problemas practicos
inmediatos relacionados con la superivencia y la salud. Por su parte, el conocimiento cultural es, hoy, el re-
presentante genuino de la alfabetizacién cientifica. Cuando un estudiante de historia lee algo sobre ADN en
Scientific American, cuando un abogado contempla en television un programa sobre la Via Lactea, o cuando
los alumnos de un instituto de secundaria o un grupo de jubilados visitan el Museo de la Ciencia, estan, todos,
mejorando su conocimiento cientifico al nivel cultural. Cada uno de ellos lo hace con el mismo espiritu que
cuando un estudiante de fisica se interesa por la historia antigua, un ingeniero lee poesia, un médico se deleita
con las tragedias griegas o un mecanico disfruta en el Museo del Prado. El conocimiento cientifico cultural
estd motivado por el deseo de conocer algo acerca de la ciencia en cuanto logro de la humanidad. Es una
aventura “cultural” que no soluciona problemas “practicos,” pero que pretende promover un ambiente social
favorable para la implantaciéon del conocimiento cientifico civico. [...] El conocimiento cientifico civico busca
la capacitacién de los ciudadanos para que sean més conscientes de la incidencia de la ciencia y de la técnica
en los aspectos mas comunes de la vida diaria.” [51], p. 19.
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Falacia porque sugiere una dicotomia entre dos términos que no son ni mutuamente excluyen-
tes ni exhaustivos en los temas que abarcan. El conocimiento matemético no se va a perder
porque se aprenda su historia, ni siquiera si los profesores se empenasen mucho en ello. Lo
importante es que ni nosotros, ni los futuros profesores perdamos de vista la finalidad por la

cual se ensefian matemaéticas en la educacién obligatoria.

Las investigaciones llevadas a cabo en historia de la matemaética a lo largo de los ultimos
80 anos reflejan perfectamente la evolucién en la percepciéon de la historia y de la historia de
la matemaética. La obra clasica de Heath [64] sobre la matematica griega, escrupulosa y de
un rigor indiscutible, reflejaba una visién que separaba el desarrollo histérico de los conceptos
matemaéticos, de la historia en un sentido amplio. Los que se consideraron aspectos puramente
contextuales para el avance de la historia de la matemética griega se recogieron en un capitulo
introductorio en el que se esbozaban las condiciones sociales favorables para el desarrollo
de la filosofia o el significado atribuido a la matemadtica. Si consideramos, sin embargo, la
obra de Martzloff [93] sobre la historia de la matematica china, encontraremos absolutamente
imposible separar qué es mateméticas, qué es historia en su sentido humano més amplio, o
qué es historia de la matemética. El resultado es un magnifico reflejo de la complejidad de
nuestro conocimiento actual, que evidentemente no tiene nada que ver con la concepcion de

la historia o de la historia de la matematica que Heath transmite con su obra.

En los tltimos 20 afios se ha amplificado de manera notable la intuicién de que el conoci-
miento de la historia promueve la reflexién sobre la actividad matemaética como una actividad
humana. Y esto tiene mucho que ver con esta amplia perspectiva en la que el conocimien-
to cientifico se fundidé con una interpretacion histérica y social de su evoluciéon, haciéndolos
inseparables. Si nuestra propia intuicién y la saludable ilusién de que el contacto con la his-
toria construird unas creencias determinadas en torno a la matemadtica tienen su origen en
esta compleja elaboraciéon del conocimiento, no tiene sentido una separacién en términos de
“ensenar historia de la matemética” vs. “ensenar matematicas,” y alin menos preocuparse por

el peligro de que una reemplace a la otra?.

Pensamos que lo realmente interesante es que los profesores puedan acercarse a la historia
de la matemética como una via que enriquece su formacién y la de los estudiantes, y que llena

de significado la actividad matemética:

There is an important distinction to be made between the history of mathematics
within the teaching of mathematics, and teaching the history of mathematics as a subject
[...] They are often confused; teachers may fear they are being urged to teach a subject
they know little about and which is not on the syllabus, namely history of mathematics,

3A lo largo de toda esta reflexion estamos pensando en la ensefianza obligatoria y la formacion de futuros
maestros. Es posible que si nos refiriésemos a la formacion especifica dirigida, por ejemplo, a un estudiante de
matematicas, hubieran de considerarse también para la discusion otros aspectos desde el punto de vista de la

especializacion del conocimiento.
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when what they are actually being encouraged to do is to explore ways of helping their
teaching of mathematics itself to become reacher and more varied and effective in certain

ways. [45], p. 5.

En una reflexiéon sobre la integracion de la historia de la matemética con la ensefianza,
Rowe [105] analiza la obra de algunos de los pricipales historiadores de la matemética para
mostrar la tension existente entre un enfoque cultural y uno formalista, alejado este ultimo de
las implicaciones que contexto y cultura tienen en la evolucién de la actividad matemética y
en la propia formulacién de su historia. El autor propone la identificaciéon de dos direcciones
principales: la seguida por quienes se aproximan a la historia de las matemaéticas desde la
historia de la ciencia, las ideas o las instituciones; y la seguida por quienes toman el punto de
vista de las mateméticas modernas. Frente a esta tension, el autor propone una visién més
amplia que refleje la variedad de perspectivas que afectan a la producciéon y el conocimiento

matematico, con la que nos sentimos plenamente identificados.

I wish to emphasize at the outset that, in my opinion, the history of mathematics should be
approached from a variety of perspectives. At the same time, it should be recognised that
historical studies in mathematics serve numerous different and very diverse constituences.
Indeed, the ever widening range of interests among scholars and students alike reflects
one of the major trends now taking place in the history of mathematics. This trend
is linked with a shift from a relative narrow, eurocentric vision of a monolithic body
of mathematical knowledge to a broader, multi-layered picture of mathematical activity
embedded in a rich variety of cultures and periods. A major challenge facing the history
of mathematics as a discipline today will be to stablish a constructive dialogue between
the parties representing these differing interests. This survey hopes to contribute to such
a dialogue not only by examining major disciplinary issues but also by indicating how
influential mathematicians, historians, and philosophers have addressed them. [105], p. 4.

2.2 Realidad histérica de los problemas matematicos

Cuando desde nuestro planteamiento proponemos a los estudiantes que reflexionen sobre un
problema histérico nuestra intencién es proporcionarles un medio en el cual puedan recono-
cerse diferentes creencias en torno a la matemética. Problemas o actividades especialmente
interesantes son aquellas cuyo enunciado o solucién estd claramente afectada por su contexto
histérico. Diversos problemas de agrimensura, de astronomia en la antigua matematica ba-
bilénica, egipcia y griega, de numerologia en la antigua matematica china, o problemas de
herencias que se derivan de las antiguas leyes arabes son ejemplos ilustrativos de este tipo

4

de problemas®. Desde nuestro marco teérico, el interés didactico de este tipo de problemas

*Pueden encontrarse referencias de investigaciones en historia de la matematica sobre el tipo de problemas
mencionados en [93, 95, 109, 111, 129].
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surge de su inmersién en un determinado contexto histérico. Este es el rasgo que los hace
especialmente interesantes para estimular a los estudiantes hacia la busqueda de sentido en su
actividad matemaética. A continuacion discutiremos algunos ejemplos de este tipo de proble-
mas: los problemas de herencias en la antigua matemética arabe y otros que hemos calificado

como problemas absurdos.

2.2.1 Problemas de herencias

Los problemas de herencias podrian considerarse caracteristicos de las antiguas leyes arabes
més que de las mateméticas. En ocasiones, las soluciones que se ofrecen en los antiguos
manuscritos arabes son incorrectas desde un punto de vista matematico en el sentido que
no respetan las condiciones impuestas en el enunciado. Para comprender este desequilibrio
entre la soluciéon de un problema y su enunciado es necesario atender a su contexto histérico.
El objetivo de los abogados cuando resolvian este tipo de problemas podia ser, por ejemplo,
favorecer a los herederos evitando el pago de impuestos. El siguiente es un problema de
herencias tomado del algebra de Mohamed ben Musa (Al-Khowarizmi) [95]:

A man dies, leaving four sons and his wife; and bequeathing to a person as much as the
share of one of the sons less the amount of the share of the widow. [95] p. 95-96.

La pregunta se refiere, naturalmente, a como ha de hacerse el reparto. Si intentamos
resolver este problema como un ejercicio sencillo de aritmética percibimos que algo no marcha
bien porque en cada contexto legal la solucién es diferente. Para nosotros no es habitual que la
viuda reciba menos que un hijo, de manera que no tiene sentido ceder a un extrano la fraccién
que se indica en el enunciado. Pero consideremos el contexto histérico y cultural en el que tal

problema se propone. La ley arabe imponia, entre otros, los siguientes condicionantes:
1. En lo que respecta al orden de la particién, el legado que se deja a quien no es miembro
de la familia precede a la divisién entre los herederos directos.
2. Una viuda recibe % del legado.

3. El resto del legado es repartido entre los hijos.

Con estas condiciones, el problema puede resolverse facilmente de la forma siguiente:

1
Sea z la fraccion del legado que corresponde al extrafio. La viuda recibe 3 de lo que resta,
7

1-— 1
es decir, Tw, y cada hijo recibira 18 (1—x).
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La fraccion que recibe el extrano, x, es, segin nos dice el enunciado, la fraccién que

corresponde a uno de los hijos menos la que corresponde a la viuda, es decir:

_(7 1) 1—:v_3 11—z
=\ 8§ 4 8

: 3 . a7 . 4
de donde se obtiene que z = 35" Cada hijo recibe 35 y la viuda 35"

Algunos autores afirman que en cierto modo la complicada ley de herencias fue un estimulo
para el desarrollo del 4dlgebra. De hecho, los encargados de resolver cualquier tipo de repartos
de este tipo eran miembros de una clase especial de aritméticos [101]. Otras importantes
consideraciones complementarias en torno al origen y el desarrollo del &lgebra simbélica que
incluyen una propuesta didactica pueden encontrarse igualmente en [101]. Los mencionados
aspectos culturales fueron obviados en las traducciones al latin de las obras arabes, probable-
mente porque su gran carga contextual los alejaba de los intereses matematicos occidentales
[20], convirtiéndolos, en cierto modo, en problemas absurdos. Por ejemplo, una detallada dis-
cusion sobre los problemas de herencias con ejemplos como el que sigue se encuentra en los

manuscritos drabes del Algebra de Al-Khowarizmi, pero no en sus traducciones latinas:

Muere un hombre dejando dos hijos y legando un tercio de su capital a un extrano. El
hombre deja unas propiedades que valen diez dirhams y una reclamacién de deuda de diez
dirhams a uno de sus hijos. [20] p. 302.

Una propuesta légica para resolver el problema seria que el hijo pagase su deuda de 10
dirhams con el difunto, y que la fortuna a repartir fueran los 20 dirhams en total. Entonces
el extrano recibe 6 %,
tercio, es decir, 6 % dirhams cada uno.

aceptando que sea esta la propiedad, y después cada hijo recibe otro
Pero de nuevo nos encontramos con otros condicionantes ajenos a nuestro contexto:

1. Los herederos naturales pueden negarse a ceder a un extrano lo que exceda a % de la
fortuna total (en este caso no es ninguna restriccion, porque esta es la fraccion que se

lega). Si hay herederos que se niegan y otros que no, entonces solo quienes no se nieguen

1

pagarédn la diferencia que supere a 3.

2. Lo que la deuda de un hijo exceda de su parte legal es un regalo y no debe devolverse

ni considerarse parte de la herencia.

3. El regalo precede al legado a un extrafio®.

SDocumento personal elaborado por Mariano Martinez. “Problemas de herencias, de la tercera parte del
Algebra de Al-Khuarizmi (c.780-¢.850). Universidad Complutense de Madrid.
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Si x es la cantidad que le corresponde a cada uno de los hijos tras el reparto, la fortuna

neta que se ha de repartir sera:

total bruto — regalo = total neto
—_— . , —_———

10
Entonces la parte de legado que le corresponde al extrano es %
10
10+2 = % + 2

Es decir, x = 5 dirhams.

Los problemas de herencias llegan a ser mucho méas complicados, atendiendo a otros con-

dicionantes impuestos por las leyes como por ejemplo los siguientes:

e Cada hijo recibe el doble de cantidad que la hija.
e Si todos los herederos son mujeres, la viuda recibe la misma cantidad que las hijas.

e En algunos casos, si hay un matrimonio entre los herederos, al hombre le corresponde

1 . 1 . . . 3 2 .
7, ¥ a la mujer . Sin embargo, en ocasiones reciben {3 y 3 respectivamente.

A partir de la informacién que nos ofrecen los ejemplos anteriores, nosotros podriamos re-
ferirnos a los problemas de herencias como una clara ilustracién de las implicaciones culturales
e histéricas en el desarrollo de las matematicas, y en este sentido considerarlos interesante para
que los estudiantes, o quien sea, reflexione sobre este hecho. Esa es nuestra intencién y una
proyecciéon de nuestra propia concepcién, pero no podemos esperar que sea la que elaboren
los estudiantes. Tal y como analizaremos méas adelante, en la relaciéon que establecen los es-
tudiantes que participaron en la investigacion con este tipo de informacién, entran en juego

otros muchos factores que ni habiamos considerado previamente, ni podemos abarcar.

2.2.2 Problemas absurdos

Una nuevo ejemplo sobre la contextualizacién histérica de los problemas nos transporta a la
historia de la matemética china, en este caso a un libro de aritmética, el Sunzi Suanjing,
citado por Markloff [93]. Es un texto de aritmética cuyo autor y fecha en la que fue escrito
son desconocidos. El primero de los capitulos comienza con una descripcion de los sistemas de
medida de longitudes, pesos y capacidades y continda con una breve presetacién de caracteres
chinos para referirse a las potencias de diez. Los capitulos siguientes se refieren al calculo
con fracciones, proporciones para el calculo de areas y volimenes y el famoso teorema de los
restos chinos, que puede encontrarse en muchos textos medievales posteriores y que se estudia
actualmente en nuestras universidades como un teorema de dlgebra. Resulta significativo que

en la misma obra aparezca el siguiente problema:
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A woman aged 29 has been nine months pregnant. What is the sex of her future baby?
Answer: Male

Method: Set down 49, add the gestation period and substract the age [of the woman].
From the remainder take away 1 [the number of the] heaven, 2 that of the earth, 3 he
man, 4 the four seasons, 5 the five phases, 6 the six pitchpipes, 7 the seven stars [of Ursa
Magjor], 8 the eight winds and 9 the nine territories [of China under Yu the Great]. If the
remainder is odd, the infant will be a male, if even, a femaleS [92], p. 138.

El problema ha sido calificado como ilégico y de interés nulo para un tratado de mate-
méticas, pero como el propio Markloff menciona, tiene sentido si se consideran las antiguas
tradiciones médicas y numerolégicas chinas. Para nosotros, la situaciéon planteada es absur-
da porque no estid de acuerdo con nuestra concepciéon de la racionalidad y el conocimiento
cientifico, en la que evidentemente no hay lugar para la numerologia. Esto no significa, sin

embargo, que tenga que ser absurda en el contexto en el que fue planteada.

Un ejemplo aun mas evidente por su trancendencia en el entorno de la investigaciéon en
educacion matematica, que proviene ademas de nuestra tradicién occidental es el problema de

A )

la “edad del capitan” que se ha convertido en un clésico en los estudios sobre psicologia de la

educacion matematicas:

En un barco hay 26 corderos y 10 cabras. ;Cudl es la edad del capitan?

En 1980 el IREM de Grenoble plante6 a sus alumnos entre 7 y 9 afios el problema y se
observo que de los 97 estudiantes a los que se les planted, 76 calcularon la edad del capitan
a partir de los datos (26-+10, por ejemplo). En nuestra opiniéon, lo sorprendente no es la
respuesta de los nifios, sino que se les haga perder el tiempo con tales estudios. El problema,
que se plantea con el convencimiento de que se trata de un problema absurdo, no lo seria si
se tuviera en cuenta su origen. Independientemente de que en el enunciado del problema se
hable de cabras, corderos o dimensiones del barco, la realidad es que deriva de problemas que
tenian sentido en una época previa al descubrimiento de la maquina de vapor, en la que la
edad del capitan era relevante para evaluar en qué condiciones una persona de determinada

edad podia capitanear un barco:

During the sailing—ship era, marine risk was assesed according to the age of the captain.
However, with the introduction of steam driven ships, many other factors, apart from the
captain’s age, were taken into account. Consequently, the french term “I’age du capitaine”
came to symbolise irrelevant or useless information.

Fuente: S.A.R.T.R.E. European Drivers and Traffic Safety.

Presses des ponts et Chausséees. Paris, 1994
http://sartre.inrets.fr/documents-pdf/repS1V2E. pdf

5La respuesta es un hombre porque después de restar el 7 se obtiene 1. El 8 y el 9 no es posible restarlos

porque los nimeros negativos “no existen”.
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Nadie se sorprenderia tanto hoy en dia si en un test de educacién vial apareciera una
pregunta del tipo. “; Cuantos anos puede tener el conductor de una motocicleta de 500 centi-
metros ciibicos?” Considerar el problema de la edad del capitdn como un problema absurdo

es mas bien un juicio emitido sin tener en cuenta su origen.

A partir de la discusion de los ejemplos anteriores nos hemos introducido en la busqueda de
ilustraciones histéricas que awvivan una concepcion de la actividad matematica, en su sentido
mas amplio, como construccién histérica, que tiene su origen en la resolucién de problemas

contextualizados.

Consideramos que el estudio de la medida es especialmente interesante desde este punto de
vista para la formacién matemética de los futuros profesores y a continuacién nos extenderemos

en argumentar por qué lo creemos asi.

2.3 Interés de la medida

Contar y medir son dos de las actividades humanas que popularmente se asocian a la matema-
tica y dificilmente podria elaborarse cualquier trabajo global sobre su historia sin tenerlas en
cuenta. Los manuales que intentan presentar el desarrollo de esta ciencia desde sus origenes
encuentran en tales actividades su punto de partida: contar y medir acompanan una historia
de necesidades e inquietudes humanas basadas en el trabajo agricola, en las transacciones

comerciales, en las guerras, los repartos o el poder de unos sobre otros.

Elegir la medida como guia para la elaboraciéon de este curso se debe entre otros motivos
a su especial riqueza para comprender, por una parte, la evolucién popular de la actividad
matematica con un caracter no cientifico, ligada a las inquietudes, la forma de vida de hom-
bres y mujeres o las instituciones. Por otra, es necesario para la alfabetizacién cientifica de
cualquier persona el conocimiento, entre otros, de importantes conceptos matematicos que se

han desarrollado alrededor de la medida.

Medir suele asociarse en nuestra cultura con una accién de tipo instrumental: reglas, cintas
métricas o balanzas son utilizadas para controlar a través de los numeros cualidades variables
del mundo fisico tales como peso, volumen, longitud, etc. Esta importante imagen de la
medida estd detras de muchas investigaciones llevadas a cabo desde la historia, la politica
o la antropologia: comprender el significado de las medidas de antano; su relacién con los
sistemas de produccién, comercio y consumo. Tras el esfuerzo de muchos siglos de estudio los
fisicos lograron medir ciertas magnitudes (entendiendo por ello asignar un nimero), abriendo
asi nuevas posibilidades para la fisica. Nos detendremos a continuacién en discutir estas

diferentes perspectivas para acercarse a la medida.
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Medida tradicional desde la perspectiva de la historia, la politica o la antropologia

Investigaciones y estudios sobre medida han sido llevados a cabo desde muchas disciplinas.
La obra del filélogo Friedrich Hultsch, Griechische und Rémische Metrologie, por ejemplo,
[68] tomada también como referencia en las obras de Van der Waerden [131] o Neugebauer
[96], recupera la evolucion de la medida en las culturas griega y romana. Su objetivo es ante
todo un objetivo histérico: recuperar la metrologia griega y romana como un hecho digno de

memoria y que merece ser narrado para su permanencia en la cultura.

Un segundo autor cuyo trabajo de investigacién en relaciéon con la medida resulta espe-
cialmente interesante desde un punto de vista histérico alejado de la matematica es Kula [79].
En Las medidas y los hombres, el autor polaco analiza las relaciones de poder y dependencia
humanas que produce el uso de la medida. La manifestaciéon de la carga ideoldgica de esta
obra es significativa. Kula realiza su investigacién en un contexto de intensas transformacio-
nes politicas y desde su propia posicién consigue con su exposicién agitar, en una direccién u
otra, nuestras consideraciones ideologicas. Se trata de un estudio antropoldgico y, como tal,
su objetivo es dar explicaciéon al comportamiento de hombres y mujeres como miembros de
una sociedad. En general, el tema de la metrologia tradicional y los esfuerzos de unificacién

alrededor del Sistema Métrico Decimal son considerados de una gran importancia histérica.

Las investigaciones sobre metrologia aportan datos a nuestro conocimiento de la historia de
la ciencia mucho mas alla que el de la utilizacién de un sistema de medidas u otro. Cuestiones
tales como la defensa de los pueblos frente a las intervenciones estatales para imponer medidas,
la dificultad de la industria y los sistemas de produccién y comercio para adaptarse a los
cambios, o la difusién de las ideas matematicas y cientificas que se llevaba a cabo en escuelas

o encuentros cientificos, las convierte en interesantes desde muchos puntos de vista.

Sin embargo, existe una diferencia importante entre lo que se considera medir como activi-
dad cotidiana y practica —cuyo interés se agota en seguida desde un punto de vista mateméatico—
y el desarrollo de la matemaética alrededor de importantes problemas histoéricos relacionados
con la medida, como por ejemplo la medida de magnitudes fisicas, el problema de la incon-
mensurabilidad, la cuadratura del circulo o el célculo de &reas y volimenes. Discutiremos

brevemente a continuacién estos aspectos.

La medicion como producto de la investigacion cientifica

La medicién es para nosotros hoy parte del sentido comun, y asi es para la mayoria de
los estudiantes. Campbell define la medicién como “la atribucién de ntiimeros a propiedades,
para representarlas” [25] y como él mismo afirma, lo que supuso un hito en la historia del
pensamiento cientifico fue encontrar qué propiedades pueden ser representadas mediante nu-
meros para poder llegar a caracterizar el concepto de magnitud. En este sentido, la medida

se asienta profundamente en el significado de nimero. El paso importante de la matematica
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para la fisica fue la capacidad de comparar las propiedades de los nimeros con propiedades

de los objetos.

En esta asignaciéon de ntumeros a magnitudes, el proceso hasta descubrir que una propie-
dad es medible y llegar a establecer un método para medirla se basa exclusivamente en la
investigacion experimental. Campbell considera “pre—cientificas” propiedades como la longi-
tud, el peso, el volumen o el area; pero el paso hasta definir otras propiedades medibles que
dependan de ellas (densidad, presion, etc.) y que puedan establecerse leyes que las midan, es
un producto de la investigaciéon cientifica consciente. Las primeras propiedades son las que

llevan asociados métodos de medida fundamentales y las segundas, métodos derivados.

Medida y propiedades geométricas

Desde un punto geométrico, la atenciéon a los métodos fundamentales a los que nos hemos
referido permite distinguir otros dos métodos cuya relevancia, especialmente en el mundo
educativo, es evidente: la medida directa y la medida indirecta. La medida indirecta es
igualmente un producto del pensamiento matematico y depende de importantes y sofisticados
conceptos como la semejanza de tridngulos o la trigonometria, ademéas de haber impulsado la

construcciéon de una gran cantidad de instrumentos para la medicién de distancias inaccesibles.

Puesto que la idea de medida de una cierta magnitud se asocia con la de asignar un ntimero
a partir de una unidad, resulta interesante destacar la relacién entre medida y geometria que
aparecio y se desarroll6 en la matematica griega en torno a esas que hemos llamado “medidas
fundamentales”. En efecto, la existencia de los segmentos inconmensurables provocé la que
se ha llamado primera gran crisis de la matematica de la antigiiedad, puesto que significaba
que, en general, no era posible encontrar un nimero que expresara la medida exacta de un
segmento tomando otro como unidad. La existencia de magnitudes inconmensurables no
es evidente para la intuicién, que nos lleva a pensar en un primer momento que dados dos
segmentos siempre serd posible hallar un tercero, tan pequeno como sea necesario, que mida

de manera entera los dos anteriores.

La cuestién que nos interesa destacar desde un punto de vista didéactico es que las propie-
dades de los niimeros son tan “obvias” cuando se explicitan, que a los estudiantes les cuesta
mucho entender su importancia y ain mas relacionarlas con la medicién de magnitudes. El
método axiomatico es fundamental para el desarrollo de la matematica pero no tiene un inte-
rés esencial si lo que hemos de plantearnos es, globalmente, la alfabetizaciéon matemética de

la poblacién.

Todos los aspectos que hemos discutido hasta aqui convierten a la medida en un tema lo
suficientemente atractivo como para elaborar en torno a él el programa del curso que hemos
llevado a cabo: por la atenciéon que se le ha prestado desde distintas disciplinas y porque

permite rastrear rasgos externos a la propia ciencia que influyen en su desarrollo y métodos;
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por los elementos de reflexion filosofica que convoca; por el rol indiscutible que tuvo en la
transformaciéon del saber cientifico entre los siglos XIII y XVII; y por su versatilidad para ser
estudiado desde un punto de vista matemaético tanto aritmética como geométricamente. Asi,
hablar de medida nos permitia evocar tanta riqueza intelectual y cotidiana que escogiendo s6lo
algunos de los aspectos que han sido senalados hasta aqui era posible disenar el programa del
curso y a la vez dejar abiertas una gran cantidad de preguntas que estimulasen la busqueda

de nuevas respuestas.

Nuestra decision fue recoger algunos de los contenidos mateméticos que hemos mencionado
hasta aqui para re—considerarlos desde el punto de vista de la medida y analizarlos desde una
perspectiva historica. Por ello se ha prestado una atencién especial durante el curso a algunos
problemas clasicos de medida indirecta; al problema de la inconmensurabilidad; a los conceptos
de 4rea y volumen, y a las paradojas que suscit6 la formulacién de estos conceptos en relacion

con el infinito.

Los contenidos del curso serdn expuestos en detalle en el capitulo 4; sin embargo, discu-
tiremos a continuacién, a modo de ejemplo, uno de los problemas cientifica y culturalmente
més significativos que ha ocupado a muchos cientificos en diversos momentos de la historia: la
estimacion de la medida de la Tierra. El problema de la medida de la Tierra y otros derivados
de observaciones astronémicas son, desde la perspectiva matemética, ejemplos interesantes
que ilustran el intento de los hombres por situarse a si mismos, por tener una imagen del
mundo en el que viven. Son ejemplos especialmente hermosos porque sb6lo una perspectiva de

ciencia humana puede plantear tales problemas.

Durante el curso se discuti6 la medida de la circunferencia terrestre utilizando el método
de Eratostenes, después de haber estudiado algunos de los resultados obtenidos por Aristarco
para estimar proporciones entre tamanos y distancias en el sistema formado por la Tierra,
el Sol y la Luna. EIl método de Eratdstenes es especialmente interesante por la sencillez
y la genialidad de su planteamiento y aparece en diversas referencias didacticas |74|, pero
también fueron llevados a cabo otros intentos. Diller [41] menciona desde Aristoteles algunos
de ellos, que aparecen sintetizados en la tabla 2.1. Hemos anadido a esta revisién el método
de Al-Biruni, que consideramos especialmente interesante por ser una sencilla aplicacion de
la trigonometria y no hacer uso de observaciones astronémicas. El método utilizado por el
matematico arabe incluye ademas, la medida de la altura de una montana de base inaccesible.

La evolucién histérica de este nuevo problema de medida indirecta serd discutida en el capitulo
5.

De los cuatro métodos que hemos recogido (tabla 2.1) explicaremos en detalle los métodos
de Eratostenes y Al-Biruni. Para el primero, se ha tenido en cuenta especialmente [42]; para
el segundo [14]. La estimacion de la medida utilizando los otros dos métodos fue propuesta a

los estudiantes como un problema de aplicacién.
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Arquitas TV-
I a.n.e.

El método, que se atribuye a Arquitas, consiste en considerar dos posiciones sobre
el mismo meridiano y observar, en cada uno de esos puntos y a la misma hora,
qué estrellas estan en el cenit. A continuacién se mide el dngulo entre ellas. Una
de las estrellas de la costelacion del Dragén, aparece en el cenit sobre la ciudad de
Lysimachia (antes Gallipoli), en Turquia, cuando una de las estrellas de la constelacion

de cancer esta en el cenit de Siene, y la distancia angular entre las dos estrellas es

L
15

consideraba, sobre el mismo meridiano, de 20 000 estadios. Se consigue una estimacion

de aproximadamente = del meridiano celeste. La distancia entre las dos ciudades se

de 300000 estadios para la circunferencia.

Eratoéstenes

IIT a.n.e.

Se observo que al mediodia en el solsticio de verano un gnomon en Alejandria proyec-
taba una cierta sombra, mientras que en Siene no. El dngulo que formaban los rayos
del Sol con el gnomon era de % de circunferencia. La distancia entre Alejandria y
Siene era de 5000 estadios. Se consigue una estimaciéon de 250000 estadios para la

circunferencia. (Desarrollado en la seccion 2.3.2)

Posidonius

IIT a.n.e.

Se asumia que Rhodas y Alejandria estaban en el mismo meridiano y que la estrella
Canopos, en la constelacién de Carina, era visible en Rhodas justamente en el hori-
zonte, mientras que en Alejandria, més al sur, se veia a una altitud sobre el horizonte
de % partes del circulo del meridiano celeste. La distancia considerada entre Rhodas
y Alejandria era de 5000 estadios. Se consigue una estimacion de 240000 estadios

para la circunferencia.

Al-Birunm
s. 11

El método prescinde de referencias astronémicas y se utiliza el astrolabio. Estimando
previamente la altura de una montana se calcula el radio de la Tierra mediante tri-
gonometria elemental. Se consigue una estimacion de 30, 39 ctbitos [14] para el radio

de la Tierra. (Desarrollado en la seccién 2.3.3)

Tabla 2.1 Antiguas medidas de la circunferencia o el radio de la Tierra
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2.3 Interés de la medida

2.3.1 La medida de la circunferencia terrestre

Antes de presentar el método de Eratostenes para calcular la longitud de la circunferencia
de la Tierra preguntamos a los estudiantes cuando se descubrié que la Tierra era redonda.
Nos encontramos con respuestas varias, entre ellas Colon, Galileo y Juan Sebastidn el Cano.
Merecia pues la pena ofrecer un recorrido por las antiguas concepciones sobre la esfericidad

de la Tierra y la mencién de alguna de las medidas llevadas a cabo’.

El conocimiento de la forma redonda de la Tierra perteneci6é siempre al saber occidental
y fue introducido en las unversidades a través de la traduccion de las obras aristotélicas. La
comparacion de diferentes métodos para resolver un mismo problema a lo largo de la historia
ilustra como han ido disenandose instrumentos mecénicos y conceptuales para facilitar los
célculos de medidas indirectas. El estudio de las diferentes aproximaciones llevadas a cabo

para la medida de la longitud de la circunferencia terrestre ilustra perfectamente este hecho.

2.3.2 La medida de Eratostenes

Detallamos a continuacién como fue presentado el problema a los estudiantes. Eratostenes
sabia que en el solsticio de verano el Sol se encontraba exactamente en el cenit de Siene
(actualmente Asuan, en Egipto)®. Algunas fuentes dicen que la observacion fue llevada a cabo
en un pozo en la isla de Elefantina, en el Nilo, frente a Asuéan, cuyo fondo era iluminado al
mediodia por los rayos del Sol en el solsticio de verano. El pozo tenia una escalera en espiral
que bajaba casi 8 metros. Como se suponia que los pozos estan excavados siguiendo un radio
de la Tierra, el Sol tenia que estar exactamente encima de la ciudad. Una completa discusiéon

del método utilizado por Eratostenes puede consultarse en [42].

La idea principal del trabajo de Eratoéstenes fue que para dar una medida completa de un
meridiano podia ir sumando pedazos de arco de circunferencia, que obtenia a partir de medidas
angulares. Para comprender como procedié es importante que se analicen previamente tres

importantes hipdtesis que son asumidas en su método:

1. Los rayos del Sol llegan a la Tierra de forma paralela.

2. Eratostenes observo que al mediodia en el solsticio de verano un gnomon en Alejandria,

proyectaba una cierta sombra, mientras que en Siene no proyectaba ninguna.

El gnomon era el instrumento astronémico més importante utilizado en la antigiiedad.
Consistia en un palo vertical colocado sobre una superficie plana, normalmente graduada,
para medir la longitud y la direcciéon de la sombra durante el dia. En el problema de
Eratostenes, el gnomon, colocado perpendicularmente al suelo, se suponia que estaba

alineado con el radio de la Tierra.

"Sobre el origen del mito de Colén como descubridor de que la Tierra era redonda puede consultarse [59].
8La discusiéon del método de Eratéstenes ha sido tomada del texto que se elaboré para los estudiantes.
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La consideracion de la direccién del gnomon y el paralelismo de los rayos del Sol permite
asegurar la igualdad de los dngulos sombreados en la figura 2.1. De este modo, Eratos-
tenes encuentra un adngulo en la superficie de la Tierra, que puede conocer con ayuda
de un gnomon y que le permite medir un angulo inaccesible en el centro de la Tierra.
Eratostenes midid el dngulo a que formaban los rayos del Sol con el gnomon y obtuvo

un valor de % partes de circunferencia.

. La distancia entre las ciudades de Alejandria y Siene es de 5000 estadios.

En el mundo antiguo, las medidas de longitud eran expresadas en términos de partes del
cuerpo, como el pie o el cibito. De manera habitual, las distancias largas eran medidas
por los llamados estiradores de cuerdas utilizando cuerdas que median 100 cubitos.
Distancias mas largas eran expresadas en estadios. Un estadio equivalia a 12000 ctbitos.
Pero ni unas ni otras tenian el mismo valor en todos los lugares, puesto que ni el pie
ni el cubito utilizado en Egipto, por ejemplo, era el mismo que el utilizado en Grecia
o en Roma. En concreto, respecto a la medida del estadio que utiliz6 Eratostenes los
historiadores proporcionan valores diferentes. Una completa discusiéon sobre el origen y
diferentes hipotesis sobre el valor del estadio utilizado por Eratéstenes puede encontrarse
en [60].

Algandria

Figura 2.1 La medida del radio de la tierra llevada a cabo por Eratéstenes. Los angulos

sombreados son iguales.

Eratostenes consideraba que Alejandria y Siene estaban en el mismo meridiano. La relacién

que utiliz6 Eratéstenes para encontrar la longitud de la circunferencia terrestre fue la siguiente:
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2.3 Interés de la medida

El primer término de la igualdad es un cociente de longitudes, y el segundo un cociente
de medidas angulares. Ahora el célculo de la longitud de la circunferencia de la Tierra es

inmediato:

Longitud de la circunferencia terrestre = 5000 - 50 = 250 000 estadios

2.3.3 La medida de Al-Biruni

Al-Birani (s.II) propone un método para calcular la circunferencia de la Tierra® expuesto en
The Determination of the Coordinates of Localities [14].

Sea KL el radio de la Tierra, segiin aparece sefialado en la figura 2.2 y E la cima de la
montana, donde nos encontramos. Consideremos una circunferencia ABGD con centro en
E que tiene sus ejes graduados y un diametro ZEH, también graduado, que puede moverse
con centro en la circunferencia —el instrumento que sugiere el astrénomo arabe podria ser un
astrolabio—. Colocamos la regla de tal manera que quede alineada con el horizonte T' y a
continuacién la movemos hasta la posicién horizontal BED. Asi podemos medir el angulo
/BEZ =/EOL=d

Figura 2.2

9El método no fue trabajado con los estudiantes, sino tinicamente referenciado como una aplicacién de
trigonometria elemental para encontrar el radio de la Tierra. La tnica razén para no hacerlo fue que los
estudiantes se “espantan” cuando oyen hablar de razones trigonométricas. Deberia quedar fuera de discusion
que cualquiera de los estudiantes que comienza sus estudios de magisterio pudiera seguir un argumento que

involucra trigonometria elemental.
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Considerando el tridngulo AETK de la figura 2.2, si llega a conocerse el lado ET y
los &ngulos interiores, una aplicaciéon directa de la geometria elemental permite encontrar
facilmente el radio de la Tierra. Es inmediato que ZTEK = 90° —d.

Consideremos a continuacién una recta LO tangente a la superficie de la Tierra en el punto
L (figura 2.2). Los triangulos AETK y AEOL son semejantes, puesto que son rectangulos y
comparten el angulo /TEK. Asi pues, /ZTKE = d.

Por trigonometria elemental, en el tridngulo AEOL se obtiene:

EL

EO =
0 sind

Como EL es la altura de la montana, que es conocida (analizaremos en el capitulo 5 como

procede para calcularla), podemos determinar LO utilizando el teorema de Pitagoras:

LO =+ EO? - EIL?

Y como T'O = LO, puesto que ambas son tangentes a la circunferencia desde O, se obtiene
facilmente ET = EO + OT.

Ahora que son conocidos los tres angulos del tridangulo AETK y el lado ET puede utilizarse

de nuevo la definicion del seno y se obtiene KT, que es el radio de la Tierra:

KT = ETsin(90° — d)

A lo largo de este capitulo hemos detallado la solucién de algunos problemas con el objetivo
de ilustrar por qué pensamos que la contextualizacién de los problemas no puede continuar
siendo entendida en los términos estrictos del entorno inmediato de los estudiantes. Este hecho,
como veremos en los capitulos 5 y 6 impulsa cambios en las creencias de algunos estudiantes

en torno a la matemaética.

Un mismo problema —como el de medir la Tierra— refleja diferentes realidades segun el
momento histérico en el que estd planteado y es abordado con métodos e instrumentos di-
ferentes. Por ejemplo, aunque los drabes conocieran una aproximaciéon para la medida de la
circunferencia de la Tierra, disponian de un instrumento —el astrolabio— fundamental para
contrastar la precision de otras medidas llevadas a cabo con anterioridad. El hecho de que
a los estudiantes se les plantee la solucién del problema de la medida de la Tierra propuesta
por Al-Biruni, o incluso la de Eratostenes, tiene sentido si se recurre a su sentido historico y
humano. Si no se hace asi, entonces puede que sea mejor olvidarnos definitivamente de este
tipo de problemas, de la misma manera que los traductores latinos obviaron incluir en sus

traducciones del arabe los problemas de herencias porque no podia encontréarseles sentido.
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Capitulo 3

Creencias del profesorado en torno a

la matematica

., Qué son las mateméticas? ;Para qué sirven? Sean las que fueren las creencias que mantene-
mos en torno a la matemética, el hecho es que tales preguntas de cardcter mas filoséfico que
didéctico se convierten en relevantes para la investigaciéon educativa cuando se intuyen relacio-
nes entre la ensenanza—aprendizaje y las creencias. La tendencia tedrica predominante en las
investigaciones es considerar las creencias en la confluencia de los dominios cognitivo y afectivo
[124, 102]. Pero la demarcacion entre lo que es conocimiento y lo que es creencia o emociéon
resulta poco operativa desde un punto de vista educativo en el que cada vez resulta més dificil
separar tedricamente lo subjetivo de lo objetivo, lo social de lo individual, lo cognitivo de lo
afectivo. La tendencia a inter-relacionar perspectivas ha dado lugar a la consideracion, por
ejemplo, de términos como concepciones, actitudes o percepciones en lugar de creencias con
una intenciéon holistica [124, 7], pero estos términos tienen también significados diferentes en
diferentes investigaciones. Ernest, por ejemplo, a diferencia de los autores anteriores, se refiere

en [43] a las concepciones como sistemas de creencias.

En esta investigacion continuaremos utilizando el registro creencia, pero con un sentido
pleno de construccion social. Nos referiremos a las creencias en el sentido filoso6fico de Ortega

y Gasset, alejado en un principio de implicaciones educativas:

[...] la creencia no le es dada hecha al hombre, tiene que fabricéarsela él. Ese retroceder de
la situacién perpleja, de la vacilacién ante la encrucijada hacia nuestro interior para hallar
en ¢l una creencia no es ni mas ni menos que la meditacion, el esfuerzo de conocimiento.
En vista de lo que le rodea, el hombre se forma una idea del universo y esa idea le significa
un plano donde colocar su vida y orientado por el cual resuelve lo que va a ser y supera
la perplejidad. [99], p. 77.

El psicologo nos dird que [la creencia] se trata de un pensamiento habitual, y que por
eso no nos damos cuenta de él, o usaré la hipotesis de lo subconsciente, etc. Todo ello,
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que es muy cuestionable, resulta para nuestro asunto por completo indiferente. Siempre
quedara que lo que decisivamente actuaba en nuestro comportamiento, como que era su

basico supuesto, no era pensado por nosotros con conciencia clara y aparte. [99], p. 27.

Las creencias, en consecuencia, pertenecen al dominio de la realidad de cada individuo y

esta realidad es inevitablemente una realidad compleja y personal.

Soélo el creyente sabe cudles son sus creencias, al observar qué posibilidades y experiencias
intenta evitar, negar o refutar “en exceso”; lo que constituye un intento razonable de hacer
que la vida se deslice de la manera més suave posible y lo que constituye una urgencia

poco razonable de forzar a la vida a saltar por el aro de sus prejuicios. [28], p.142.

De estas consideraciones en torno a las creencias se desprende que nuestro objetivo no
es conocer las creencias de los estudiantes, porque pensamos que no es posible hacerlo, sino
ofrecerles elementos externos que les permitan dar sentido a la actividad matemética que llevan
a cabo y construir, asi, sus propias creencias. Ademads, nuestro interés como investigadores es

conocer como utilizan la experiencia para producir nuevos significados.

Discutiremos algunas de las investigaciones llevadas a cabo sobre creencias en la educaciéon
matematica desde la perspectiva construccionista, que enfatiza entre otros aspectos el origen
social tanto del conocimiento como de los afectos. Expresiones como odiar las matemdticas,
o miedo al fracaso, han de ser consideradas a la luz de la propia construccién social del
significado de “odio” o “fracaso”. En este sentido, la propuesta construccionista se aleja de los
planteamientos psicolégicos que consideran las creencias como un constructo individual para

concederles la categoria de constructo social.

Los trabajos desarrollados desde las perspectivas de la etnomatemética o la cognicién
situada, que enfatizan el poder de los factores sociales en la comprension de las creencias
juegan un papel interesante, al considerar que pueden existir creencias acerca de la matematica
o de su aprendizaje culturalmente distintas [13, 17, 98]. Desde estas posiciones, se sostiene
que las creencias estdn mediadas por factores sociales y culturales que regulan la actividad del
profesor en el aula [43]. Son este tipo de perspectivas teoricas las que permiten interpretar
las investigaciones que relacionan las creencias con diferentes rasgos sociales o culturales como
género, etnia, procedencia geogréfica, etc. [7, 62, 76]. Pero la certeza de que en un mismo
contexto conviven y ain més surgen creencias diferentes nos lleva de nuevo a considerar de
que son miltiples las realidades que confluyen en esa misma cultura. Es razonable pensar
que las creencias son construidas de manera local, y no s6lo en un sentido amplio de cultura.
En este sentido, nos apoyamos en la propuesta de Lerman, quien afirma que las creencias son
relativas al contexto (micro) y por tanto construidas en cada ocasion de manera diferente [85].
El marco del construccionismo proporciona pautas tedricas interesantes para acercarse a las
creencias desde este punto de vista porque considera que tienen un caracter discursivo y por

lo tanto, social.
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3.1 Relatividad cultural e historica de las creencias

Ernest establecia tres categorias de profesorado atendiendo al método que seguian en el de-
sarrollo de sus clases —instructor, explicador, facilitador— y establecia una relacién causal con
otras tres categorias de creencias en torno a la matemética [43]. Otras investigaciones han
ampliado esta categorizacion y han propuesto alternativas més completas o que atienden a una
mayor cantidad de condicionantes epistemologicos o contextuales. Los trabajos de Crawford
o Andrews, por ejemplo [7, 32| incluyen referencias muy completas de tales investigaciones.
Aqui nos centremos en la caracterizacion propuesta por Ernest citanda anteriormente. El
trabajo de Ernest fue una de las primeras aportaciones publicas en el entorno de la didactica
de la matemaética y ha sido ampliamente elaborada y discutida posteriormente. El tomar co-
mo referencia el trabajo de Ernest es porque ha tenido una gran influencia en investigaciones
posteriores, y es lo suficientemente sistemética como para ilustrar cémo se perciben desde los

planteamientos construccionistas las conclusiones de este tipo de investigaciones.

Las tres categorias de creencias en torno a la matematica propuestas por Ernest son las

siguientes:

1. Una categoria instrumental: las mateméaticas como una acumulacion de hechos, reglas

y destrezas que han de ser utilizadas para conseguir un fin especifico.

2. Una categoria platénica: la matemética como un cuerpo unificado de conocimiento.

La matematica se descubre, no se crea.

3. Una categoria de resoluciéon de problemas: la matematica como una creacién humana.

Los resultados no son acabados sino sometidos continuamente a revision.

Ernest concluia que estas tres categorias pueden ser consideradas como una jerarquia:

These three philosophies of mathematics, as psychological systems of belief, can be con-
jectured to form a hierarchy. Instrumentalism is at the lowest level, involving knowledge
of mathematical facts, rules and methods as separate entities. At the next level is the
Platonist view of mathematics, involving a global understanding of mathematics as a con-
sistent, connected and objective structure. At the highest level, the problem solving view
sees mathematics as a dynamically organised structure located in a social and cultural
context. [43] p. 2.

Sin embargo, la consideracién de estos tres niveles como niveles evolutivos en la cons-
truccién de concepciones sobre la matematica no puede sostenerse junto a una posicién de
relativismo histérico hacia la actividad matemaética. Si las matematicas son un campo de co-
nocimiento de la creacién humana en continua expansién, dependientes de cada cultura y cada

contexto, entonces esta concepcién no puede expresar el grado maximo de desarrollo evolutivo,
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porque se carece entonces del perspectivismo histérico del cual se dice que se impregna la ma-
tematica. La mayoria de nosotros aceptariamos que si bajo la dominacién romana prevalecié
en occidente una creencia instrumental no es porque se hubiese perdido capacidad cognitiva
con respecto a la época clasica; tampoco porque los romanos estuvieran intelectualmente atin
en un estadio previo al de los matemaéticos actuales, sino porque de acuerdo con las tradicio-
nes romanas, la matematica era mayoritariamente un conjunto de reglas utilitaristas, y no un

campo de conocimiento dinadmico sugerido por el interés de resolver problemas.

Las creencias, y en particular las creencias en torno a la matematica que surgen natu-
ralmente de las relaciones que establece el individuo en su ambiente son modeladas por un
proceso de socializacion, por el orden y acontecer histérico en el que cualquiera de nosotros
nos desarrollamos. Algunas se suprimen y otras se amplifican. Si actualmente prevalece una
imagen publica de la matemética como universalmente aplicable o instrumental es porque el
papel que ha jugado en el desarrollo tecnolégico en este iltimo siglo se impone a cualquier
otra consideracién. Una persona que sostenga una imagen de las matemaéticas como ciencia
destinada al cultivo del placer intelectual no se habré socializado segtin las normas que im-
ponen la tecnologia y la biisqueda de beneficios a corto plazo, aunque si lo haya hecho como

miembro de una comunidad de matematicos tedricos.

Una categorizacién como la que propone Ernest contradice uno de los presupuestos bésicos
de las perspectivas sociales y discursivas, que es la caracterizaciéon a través del lenguaje de las
acciones cognitivas de los individuos: la diferencia de registros del lenguaje es la expresion de
la diferencia de realidades. El efecto sistematizador de tales categorias puede limitar de forma

innecesaria la apertura hacia el conocimiento matemaético.

El partir de unas categorias previamente definidas por investigadores externos o adaptadas
de otras investigaciones implica asumir que los significados que se atribuyen a estas categorias
son comunes y entra en contradiccién con la cualidad personal de interpretacion. Este tipo de
consideraciones ha sido recogido también en las investigaciones llevadas a cabo en educaciéon
matematica realizadas con un enfoque fenomenografico. Crawford et al. apuntan en [32] que
el enfoque discursivo permite una aproximacién general para el analisis de los significados
construidos en contextos y dominios especificos y enfatizan, sobre todo, los intereses de los
estudiantes. La perspectiva de la cognicion situada que adopta Boaler [17], también recoge co-
mo consideracion que las creencias que se sostienen en una determinada situacién son siempre
un producto de personas, con sus objetivos, intereses, y relaciones. Este tipo de enfoques se
aleja de los andlisis psicologicos tradicionales hacia una comprension global de los procesos

en contextos particulares.
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Epistemologia y creencias

Las investigaciones que toman como marco de andlisis categorias a prior: que surgen de la
epistemologia y la revisién histérica de la matemaética —como en la propuesta de Ernest—
se apoyan desde nuestra perspectiva en dos presupuestos discutibles: En primer lugar, que
la expresiéon de los estudiantes o los profesores estd determinada por grandes categorias
histéricas o filosoficas; en segundo lugar, que cada individuo actda segin una perspectiva
metamatemética, de cardcter epistemoldgico, y que si ésta no se explicita naturalmente el

investigador ha de encontrarla operando implicitamente.

La primera de ellas nos devuelve a la consideraciéon de un individuo pasivo en la construc-
cién social y limitado por potentes tradiciones histéricas. La segunda asume que eziste en el
individuo un posicionamiento filoséfico sobre el conocimiento matematico independientemente

de que ¢él lo haya elaborado.

Algunos de los estudiantes con los que hemos trabajado en esta investigacion se refieren
a las mateméticas como “una asignatura”, es decir, consideran que la matematica es una
ciencia escolar. Esta creencia expresa una relacion de los estudiantes con las instituciones
educativas y no con la matematica misma. Ante un investigador que se esfuerza en encontrar
una categoria epistemoldgica implicita, el estudiante buscaré en su experiencia escolar —y no en
la matematica desde una perspectiva mas amplia que no tiene— cuéles son las caracteristicas de
aquello que busca el investigador. Desde esta misma consideraciéon de la matematica como una
ciencia escolar es natural que los estudiantes expliciten que “estudiar mateméticas sélo sirve
para dar clase”. Esta afirmaciéon podria ser interpretada como que no saben para qué sirven
y relacionarlo con su conocimiento de la materia. Sin embargo, una posicién més prudente
serfa interpretar que desde su perspectiva la labor del matematico es de una utilidad clara:
perpetuar el sistema educativo. Lo que se estd describiendo para el estudiante es una materia
escolar, mientras que para el investigador es algo mucho méas amplio. A menudo se afirma que
la experiencia en la escuela determina las creencias epistemolégicas sobre la matematica. Lo
que queremos destacar aqui es que no puede ser de otra manera, porque para los estudiantes

la matematica es precisamente, y tnicamente, eso que se hace en la escuela.

En los ultimos anos se ha cuestionado la premisa de que las creencias de los profesores en
torno a la matemética sirvan como principio explicativo para la practica. Se ha hecho desde
otra posicién critica que no niega que exista una relaciéon entre ambas, pero sostiene que las
creencias sobre la matemaética que se tienen en el aula son cualitativamente diferentes de las
que se tienen en otras situaciones. Y son cualitativamente distintas porque en el aula existen
simultaneamente multiples circunstancias que hacen que algunas intenciones emerjan y otras
queden eclipsadas [116]. Elementos como la atenciéon individualizada, el tiempo empleado
en la gestion del aula, la atenciéon, la motivaciéon, etc, son elementos que van mas alld de la

ensenanza de las matematicas y que por lo tanto no nos informan sobre las creencias de los
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profesores respecto al aprendizaje de las matematicas sino respecto a otro tipo de situaciones.
Este planteamiento nos devuelve a la consideraciéon de un sistema de creencias, sin duda més
complejo y amplio que el anterior, pero que continiia entendiendo la préctica docente como

expresion de unas creencias determinadas.

3.2 Poder de accion de las investigaciones

Las categorias de creencias que caracterizan implicitamente una parte de la actividad profe-
sional de los docentes los convierte, al menos retéricamente, en personas que actiian a merced
de condiciones imprevistas —las creencias—, sobre las que no existe posibilidad de accién. De
hecho, al hablar de creencias se habla de algo alejado del control de los creyentes y que pue-
den tener efectos negativos sobre su practica, utilizando en muchos casos un tipo de discurso

determinista:

Beliefs may pertain to the existence of entities outside the believer’s control, they may

represent an idealistic alternative world. (citado en [7], p. 33.)

Teacher’s conceptions of mathematics can have positive but also very negative effects on
their teaching, and in particular on their ability and readiness to try out and develop new
approaches [121], p. 8. [La cursiva es nuestra.|

Teachers’ beliefs, views, and preferences about mathematics and its teaching, regardless
of whether they are consciously or unconsciously held, play a significant, albeit subtle,
role in the teacher’s characteristic pattern of instructional behavior [121], p. 68.

The individual’s conceptions and self—perceived relationship to mathematics are of pri-

mary importance in the formation of their learning and teacher behavior [103], p. 189.

Ademads, se anade con frecuencia que es muy dificil cambiar las creencias, es decir, pasar
de una categoria a otra. No es nuestra intencion cuestionar esta dificultad, sino enfatizar
que el tipo de caracterizaciones a las que dan lugar muchas investigaciones la potencian atn
més, y en cualquier caso dejan muy pocas posibilidades de accién para las personas que estan
siendo investigadas, al augurarles un esfuerzo personal quizéds desproporcionado. De modo que
generar un determinado tipo de retdrica en relacién con las creencias o su efecto sobre la préc-
tica puede dificultar que un profesor, a quien se haya caracterizado como “instrumentalista’ o

como ‘“resolutor de problemas”, se abra a otras alternativas.

Al tener que actuar como si algo fuese de una determinada forma, sin saber si realmente
lo es o no, es dificil evitar la profunda sospecha de que puede que no sea asi. De hecho,
es bien sabido que cuanto menos segura se siente una persona sobre una creencia, mas
ruidosa y enérgicamente la defiende. [...] Cuando una experiencia amenaza una creencia,
el creyente se siente ansioso. [28] p. 141.
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Las investigaciones educativas sobre creencias, entre otras, han jugado un papel muy im-
portante para justificar, por ejemplo, la modificaciéon de un curriculum, la capacitacién pro-
fesional de los profesores o el fracaso escolar de los estudiantes. Pero el curriculum es sélo
un elemento més en la elaboracién de una cierta imagen de las matematicas por parte de los

estudiantes.

Las investigaciones mismas producen un significado de creencia que limita el cambio y
la accion social. El lenguaje de las investigaciones que se ocupan de las creencias funciona
ampliamente como sostén del devenir de la actividad matemética de los estudiantes. Es un
medio que refuerza las lineas de accién que ya estan asumidas, porque resulta extremadamen-
te dificil considerar categorias nuevas si existen otras que se imponen universalmente como
estables y consensuadas. Ademaés, cuando cualquier individuo se expresa en relacién con las
matematicas no lo hace desde el marco una categoria de creencias creadas por el investigador,

sino desde la relacion particular que establece con el mundo social.

No cuestionamos que las creencias de los profesores puedan tener implicaciones en su
practica docente. Es s6lo que ante la certeza de que no podemos dar cuenta de ellas sino
es a través de simplificaciones de cuestionable utilidad, planteamos que una posible via de
accion para las investigaciones sea incidir para que los estudiantes, los profesores, o quien
sea, reconozcan sus creencias desde la perspectiva de la construccién social y no desde su
identidad individual. Pensamos que s6lo asi son posibles cambios profundos. La perspectiva
construccionista propone una orientacién inevitablemente imperfecta de concebir la situacion,
pero mas pragmética y compleja. El acento estd puesto en la expresion de los individuos
sobre la realidad que construyen cotidianamente para dar un significado a aquello en lo que

individualmente se ven involucrados.

. Coémo se ocuparia entonces de las creencias una investigacion que toma como perspec-
tiva teérica el construccionismo? Baésicamente, potenciando que sean los mismos sujetos de
investigacion quienes puedan reconocer sus creencias como construcciones sociales expuestas a
cambio y negociaciéon, més que como rasgos que definen su identidad. A menudo los estudian-
tes que participaron en la investigacién manifestaban que las matemaéticas son s6lo nimeros o
aplicaciéon de formulas algebraicas, de modo que carecian de recursos para dar sentido a una
buena parte de la actividad matemaética. Es en el didlogo con otros donde construyeron nuevos
significados. El siguiente fragmento, extraido de uno de los grupos de discusién organizados

durante la investigacion, ilustra esta idea.

[Los estudiantes estan comentando la siguiente frase que ha escrito una de sus compareras
de curso: “el conocimiento matematico permite a los ciudadanos encontrar soluciones

viables a los problemas cotidianos de la sociedad en la que se encuentran.”]

XAVL: Yo me he planteado con lo de esta frase, a ver, por ejemplo el problema de las

cortinas de Nuria'. El conocimiento matematico le permitiria encontrar la solucién ma-

'El problema al que se refiere es el siguiente: “Se tiene una ventana en forma de cuadrado que tiene 2 metros
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temética al problema de la cortina, pero definiendo conocimiento matemético “dos més
dos.” Asi. Pero también lo puede hacer... pues mirando cuantas partes caben y tal, sin
utilizar ninguna férmula de tanto por aqui, tanto por alli, multiplicando nos dara tantos
metros de tela. Pues también se puede conseguir sin usar conocimiento matematico. Pero
mi duda es: la manera de resolver este problema, que es como a veces ahora estamos
haciendo, lo de los cuadraditos, para intentar luego que te salgan las areas, ;también es
conocimiento matemético ese modo de pensar? ;Si?

LOURDES: ;Qué opinais?

VANESSA, NURIA, ANA: Que si.

XAvI: Pues entonces si que sirve. Si que permite a los ciudadanos encontrar solucio-
nes. Si s6lo pensamos que el conocimiento matemaético es la formula de altura por base,
pues entonces también habria la otra manera, que es la que estaba diciendo ahora, para

solucionarlo.

Como podemos apreciar, una misma situaciéon estd siendo caracterizada de manera dife-
rente, porque la perspectiva de cada uno de los estudiantes es particular y sélo en momentos
determinados es propuesta piiblicamente para establecer un acuerdo. Investigar cémo sur-
gen, se modifican y se negocian estas creencias en un contexto micro de relaciones permite
dar cuenta del sentido que los estudiantes otorgan a sus propias creencias, y genera nuevas

posibilidades para la accién, la negociaciéon y el acuerdo.

3.3 Evolucién de las creencias en el marco de programas espe-

cificos

Los estudios que consideran la evolucién de las creencias en el marco de un programa de for-
maciéon determinado no son tan abundantes en comparaciéon con los que analizan cudles son
las creencias de los profesores o qué efectos tienen éstas sobre su practica docente. Por esta
razén pensamos que nuestra contribucion puede ser relevante en el ambito de la educacion
matematica. Entre las investigaciones llevadas a cabo con esta intencion, el trabajo de Phi-
lippou y Christou [103] es un precedente muy interesante para nuestra investigacion, puesto
que comparte aspectos esenciales del trabajo: a) atiende a las creencias de los profesores en
torno a la matemética, a su ensefianza y aprendizaje en un andlisis longitudinal; b) incluye

un programa de formacion especialmente disenado para investigar cambios en las creencias; ¢)

cuadrados y se quiere hacer una cortina con piezas cuadradas de un metro de lado. ;Coémo ha de cortarse
y coserse dicha cortina?”’ Discutiremos en mayor profundidad este problema en el capitulo 5. Por ahora,
adelantamos que fue planteado en el transcurso de una clase y discutido un par de dias después. Ntria afirmaba
que el enunciado no quedaba claro, pues para cubrir la ventana se necesitaria una pieza rectangular cuyo ancho
fuera al menos el doble del ancho de la ventana, para permitir asi que la cortina ondulara, y ademéas contar
con sobrante para las costuras y el dobladillo. También hubo quienes manifestaron que lo habian entendido
como un puzzle sin dar ninguna importancia al contexto de las cortinas y por tanto acordaron que una solucién

requeriria dos piezas que habia que recortar adecuadamente para que encajaran en un marco cuadrado.
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presta una atencion especifica a los contenidos historicos y d) incluye la evaluacion del progra-
ma en términos de cambio en las creencias del profesorado. Sin embargo, se encontraran aqui
diferencias sustanciales, en cuanto a los presupuestos tedricos y metodolégicos utilizados, que
conducen inevitablemente a diferencias importantes en lo que se refiere a la interpretacion de

los datos y las perspectivas futuras que surgen de la investigacion.

El hecho de investigar las creencias de un grupo en relaciéon con las matemaéticas bajo la
accion de un programa didactico especifico ha sido considerado desde dos perspectivas: la de la
causalidad y la de la atencién a los procesos. En el primer caso se disena e implementa un curso
determinado y se evaluan cuéles son las creencias antes y después del curso. Normalmente
se confirman las hipotesis de cambio previstas por los investigadores y cuando no es asi, se
formulan nuevas hipétesis que pudieran explicar por qué no ha existido modificaciéon. Por lo
general, ademaés, no se contempla la posibilidad de que existan personas para quienes no sea
efectivo un curso de ese tipo. La no existencia de un cambio en las creencias o la actitud de los
participantes se atribuye por ejemplo a la escasa duracién del curso o a la intensa influencia
negativa de los prejuicios sociales hacia la matemaética [103]. Las perspectivas para la accién
que se deducen de este tipo de investigaciones son muy débiles, puesto que se cifien a una
continua revision del contenido de los curriculum o a una ampliacién del nimero de horas que
se dedica a la asignatura, todo ello bajo las perspectivas e intenciones de los investigadores.
Por si fuera poco, las interminables revisiones que se llevan a cabo de los progamas no conducen
siempre a los cambios deseados. Ese es el principal problema de los enfoques deterministas
cuando se trata de dar cuenta de la compleja realidad humana en un contexto educativo: que
los muchos intentos por perfeccionar los programas educativos no encienden el auténtico motor
del cambio social, que es el reconocimiento por parte de los implicados en la investigaciéon de

sus posibilidades de accion.

El segundo enfoque —el que presta mas atencién a los procesos que a las causas— sirve de
una manera mas adecuada a este reconocimiento, en tanto que da cuenta de la experiencia de
los participantes en relaciéon con el contenido del curso. Naturalmente, una investigacion de
este tipo podria concluir también en afirmaciones de tipo determinista y por eso es importante

que el marco tebrico que se considera para interpretar los datos no lo sea.

El objetivo de la investigaciéon que hemos llevado a cabo, que incluye el disefio y la puesta
en practica de un curso, no es cambiar una opcién epistemoldgica individual insertada en
la mente de los estudiantes, sino brindarles la posibilidad de generar nuevas relaciones en el
escenario académico habitual. Para muchos de ellos seran relaciones de cambio positivo en el
sentido que muchos investigadores desearian; para otros representardn cambios en otro sentido
o no representaran modificaciéon alguna. Pero a lo que realmente puede aspirar la investigacion
es a dar cuenta de esas relaciones. No se trata de comprobar la efectividad del curso disenado
sobre el cambio de creencias o actitudes, sino sobre las posibilidades de accién que los propios

participantes generan en ese contexto académico.
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Diseno del curso y metodologia de

investigacion

En su sentido més habitual, el concepto “metodologia” se restringe al conjunto de los proce-
dimientos utilizados para garantizar la aceptabilidad de los conocimientos que se elaboran
en una cierta disciplina [70]. La descripcion de dichos procedimientos ha de ir acompanada de
su justificacion explicita, y ésta ha de hacer eco las consideraciones tedricas que sustentan la
investigacion. Los planteamientos metodolégicos, tanto en lo que a las técnicas concretas de
recogida de datos se refiere —dimensién instrumental—, como a la forma en la que en ellos se
concretan los planteamientos tedricos asumidos —dimensién teérica—, exigen un examen critico

que dilucide, sobre todo, cémo influyen en el conocimiento que se deriva de su utilizacion.

Sobre la relaciéon entre la teoria y la metodologia en las investigaciones se pueden distinguir
dos grandes orientaciones: la primera de ellas supedita la metodologia a la teoria, es decir,
considera que las opciones metodoldgicas son una parte integral de los sistemas teéricos que

se utilizan en la investigacion.

Las propuestas teéricas en la elaboracién de los métodos determinan sus resultados y esto

probablemente més que a la inversa. [72], p. 12.

En la segunda orientacién, los datos mismos y su andlisis son considerados como elementos
tedricos de la disciplina, porque se considera que son los problemas de investigaciéon los que
determinan los métodos que seran utilizados. La teoria, por lo tanto, se subordina a la

metodologia.

Desde la perspectiva que consideraremos en esta investigacion, la teoria y la “realidad” a
la que se refieren los métodos de recogida y anélisis de datos estan intimamente relacionadas,
pero se da preponderancia a la teoria sobre la metodologia en el sentido siguiente: El caricter

intrinsecamente practico de la légica de la investigacién conduce de manera natural a la
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utilizaciéon de métodos dirigidos a la comprensién —més que a la predicciéon o explicaciéon de
causas— de la actividad matematica que llevan a cabo los estudiantes. Ademas, el compromiso
transformador de la teoria conduce a utilizar métodos que movilicen la capacidad innovadora

de quienes participan en la investigacién.

Desde esta posicion tedrica se contempla al ser humano como co-creador de su propia rea-
lidad a través de la participacion y las relaciones en comunidades y desde la metodologia de
las investigaciones se enfatiza la participacion y cuestiona el método cientifico en su aplicacién
a las ciencias sociales. La investigacién queda entonces caracterizada como un proceso de vida
—una experiencia— més que como una actividad académica. El investigador pierde protagonis-
mo, y son las relaciones entre todas las personas que participan de la experiencia quienes se

expresan a través del investigador.

La filosofia de la investigacion cualitativa encuentra su origen en planteamientos de caracter
humanista que sostienen que las personas se auto-determinan a través de sus intenciones, de
sus propositos y de sus elecciones intelectuales. Los métodos cuantitativos tradicionales, en
consecuencia, son considerados poco relevantes porque excluyen los sentimientos, pensamientos

o expresion de estas personas de los resultados que se obtienen [104].

La polémica sobre la utilizaciéon de métodos cuantitativos y cualitativos que se inicié en
los anos 20 en los ambitos de la sociologia y la antropologia se extendié en primer lugar al
dmbito educativo con un auge de las tradiciones descriptivas e interpretativas. Para estas
tradiciones el objeto de la investigacion social son principalmente los significados que otorgan

los individuos a su experiencia. Lo que entendemos por significado es, como indica Ibafez,

[...] inapresable en los formalismos necesarios para proceder a una cuantificacién. En
efecto, su caracter de “sistema abierto”, de proceso “permanentemente en construccién”
y de fenomeno siempre “contextualizado” lo convierten en un objeto radicalmente no—
formalizable. [70], p. 248.

Una discusién exhaustiva de los rasgos que definen la investigacion cualitativa a través
de su historia, los diferentes paradigmas interpretativos que se identifican con este tipo de
métodos, asi como diferentes métodos de recogida y andlisis de datos puede encontrarse en el
Handbook of qualitative research [35]. Especificamente en el ambito educativo, el Handbook
of qualitative research in education [84] abarca un amplio rango de perspectivas tedricas y
tradiciones metodologicas cualitativas en las ciencias humanas concretadas en investigaciones

educativas.

En este capitulo profundizaremos tinicamente en aquellos aspectos relevantes para el marco
metodolégico que hemos adoptado a partir de la légica tedrica que expusimos en los capitulos

anteriores.
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4.1 Perspectivas individualistas vs. holisticas

Las investigaciones cualitativas se centran por lo general en el andlisis de grupos o de indivi-
dos que forman parte de un grupo. Pero en este esfuerzo por integrar en una investigacion
la woz de las personas que participan en ella se abre el debate sobre el individuo o el grupo
como constituyentes de la realidad social y sus tesis, llevadas hasta las tltimas consecuencias,
cuestionan que la sociedad misma pueda ser estudiada segin el método cientifico [26]. En
muchos casos, las investigaciones personalizan un grupo, al que se atribuyen diversas actitu-
des, creencias e incluso emociones, que podrian ser atribuidas individualmente a cada uno de
sus miembros. De este modo, cada una de las personas que componen ese grupo podria ser
observada individualmente asumiendo que tiene esas caracteristicas. Este tipo de considera-
ciones metodoldgicas son las que enfrentan posturas individualistas y posturas holistas dentro
de un mismo enfoque cualitativo. Para los primeros, el grupo es considerado como una suma
de individuos y por extension, una determinada comunidad o toda la sociedad es considerada
también como suma de indiviuos. Por lo tanto, cualquier explicaciéon de fenémenos sociales

habria de ser articulada en términos de lo que los individuos piensan, pretenden o hacen.

Los holistas, sin embargo, enfatizan precisamente que la sociedad no consiste inicamente
de individuos sino de algo mas escurridizo, menos fisico, que son las relaciones entre ellos,
de modo que cualquier explicacién de los fenémenos sociales ha de explicarse a partir de la

realidad que los individuos construimos en el seno de dichas relaciones.

Un planteamiento de caricter individualista tiende a intentar “comprender” por qué ocu-
rren ciertas cosas: por qué los estudiantes no aprenden; por qué se bloquean ante un problema;
por qué un estudiante no se integra en el grupo; por qué un estudiante no contesta cuando se le
pregunta. La causalidad predomina en la investigacién porque se supone que existen motivos
a priori que hacen a las personas comportarse de una u otra manera. Presuponen, a menudo
implicitamente, que las actuaciones de los estudiantes responden a un estimulo externo como
puede ser, por ejemplo, el lenguaje. El investigador es, desde esta posicién, un nuevo indivi-
duo que tiene la posibilidad de ver a sus sujetos de investigaciéon desde otra perspectiva. Las
técnicas cualitativas de recogida de datos basadas en entrevistas, cuestionarios de preguntas
abiertas o notas de campo son aplicables en este tipo de investigaciones. Es importante resal-
tar que no son las técnicas las que marcan la diferencia entre una perspectiva individualista o

una perspectiva holistica, sino la teoria con la que se interpretan los resultados.

Las investigaciones cualitativas de caricter individualista, en tanto que consideran que un
grupo estd constituido por individuos, estudian personas que sumadas constituyen el grupo
y por ello generalizan sus resultados a lo que ocurre en el grupo clase. La metodologia en
estudios cualitativos de caracter holistico, sin embargo, pone el acento en las relaciones que
se establecen entre personas, en la construccién colectiva de la realidad, porque considera que

los grupos cohesionan no s6lo por el pensamiento individual, sino por accién e interaccién.
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Por ello el foco de la investigacién es la comunicacién, ya que mediante la comunicacién son

los individuos quienes superan sus diferencias.

De toda la reflexién hecha hasta aqui se desprende que asumir plenamente una posiciéon
tedrica que defiende una realidad discursiva implica asumir que las aportaciones de un indivi-
duo no son originales, sino que surgen en la interacciéon y pertenecen a una realidad colectiva.
La investigacién misma es una produccion colectiva. Por tanto, lo que es original es la vivencia
de dicha idea para una persona o un grupo. La “propiedad intelectual” no existe desde este
punto de vista porque las ideas, las relaciones y la interactividad no pertenecen al individuo,
sino a la colectividad. Al investigador le corresponde tinicamente la tltima interpretacion de
la experiencia. Intentar defender originalidad en la produccion intelectual cuando se asume
un marco de este tipo dejaria al investigador en una situacién de debilidad, en tanto que la
idea de construccién social del conocimiento estd siendo utilizada para el grupo de estudio,

pero no para la propia actividad investigadora.

Aprendizaje cooperativo y colaborativo

Tanto la posicién individualista como la posicién holistica estan presentes en la tendencia ac-
tual de las investigaciones educativas cualitativas que se ocupan, respectivamente, del apren-

dizaje cooperativo y del aprendizaje colaborativo.

La informacion que apuntan quienes establecen un origen para el aprendizaje cooperativo
consideran su inicio en los modelos instruccionales de los anos 70, que trataban de llevar a
la préctica estrategias muy sistematicas de trabajo en grupo para ser utilizadas en cualquier
nivel y para todo tipo de contenidos [117|. El interés fundamental era determinar sus efectos

en el rendimiento y las habilidades adquiridas por los estudiantes.

Todos estos estudios defendieron una conclusién clara y ampliamente extendida: en un
marco amplio de condiciones, de los esfuerzos cooperativos resultan un gran rendimiento y
mucha més productividad que de los esfuerzos competitivos o individuales [77]. Posterior-
mente, el interés se desplazé hasta considerar cudles son los mecanismos de la cooperacién,
para asi identificar procesos cognitivos y sociales que actiian moderando la relacién entre coo-
peracion y relacion interpersonal o productividad [65], y comprender bajo qué condiciones la
cooperacion es o no es efectiva, considerando como evidente, por tanto, que la cooperaciéon no

siempre funciona.

Desde nuestra discusion tedrica, cualquiera de estas opciones corresponde a una concepcion
del conocimiento de caracter individualista y contrasta con las tendencias teéricas que surgen
de una concepcion colectiva del conocimiento. Estas tdltimas comenzaron a tomar fuerza en
los afios 90, dando lugar una nueva concepcion del aprendizaje: el aprendizaje colaborativo
[33, 22]. El interés de la investigacion en el aprendizaje colaborativo se centra en descubrir

cémo se movilizan los individuos a partir de sus acciones para crear un significado conjunto.
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Lo interesante para el aprendizaje desde esta perspectiva es la actitud de los miembros del

grupo hacia el propio grupo.

En general, los modelos de aprendizaje cooperativo que se ocupan de los procesos sociales
estan basados en los principios del constructivismo social, que hace especial hincapié en la
construccién psicologica que el estudiante individualmente elabora, concediendo cierta priori-
dad al proceso social en dicha construccién. En la propuesta del aprendizaje colaborativo, sin
embargo, existe un rasgo diferencial muy importante, que es el interés por el proceso microso-
cial y las relaciones entre los estudiantes. La distinciéon que ofrece la perspectiva colaborativa
es particularmente importante para enfatizar que en las relaciones humanas reside el potencial

de transformacion de la sociedad®.

Los aspectos metodolégicos que hemos desarrollado hasta ahora nos permiten describir
de manera justificada el método de trabajo que hemos seguido durante el curso. El estudio
de casos, las notas etnogréficas o el anélisis del discurso ofrecen las pautas generales de una
aproximacién que en cada investigacion es necesariamente distinta, original, no en las ideas sino
en la realizacién. No hemos seguido al pie de la letra un determinado procedimiento habitual
en el andalisis cualitativo y a la vez hemos considerado muchos de ellos: las entrevistas, el uso
de materiales escritos, las notas de campo, etc. se concretan en otras técnicas particulares, que
son las que creamos al hacernos participantes activos de esta investigaciéon. Somos, en cierto
modo, herederos de una fértil y productiva tradicion de investigadores que han impulsado los

meétodos cualitativos en la investigacion.

En la introduccién de esta memoria ya se apuntaron cudles eran las caracteristicas fun-
damentales del curso. Ahora analizaremos en detalle cuales fueron los contenidos trabajados,
qué actividades complementarias se llevaron a cabo y cémo se gestionaron las narraciones

escritas y los grupos de discusiéon en los que participaron los estudiantes.

4.2 Desarrollo del curso

La experiencia se desarroll6 con 56 estudiantes de primer curso de magisterio en la titulaciéon
de maestro de primaria (generalista). La asignatura que se curs6 fue Matematiques I, y las

clases tuvieron lugar entre septiembre y diciembre del afio 2001.

Cuando presentamos el curso a los estudiantes se les inform6 que formaba parte de un

!Bruffee [22] integra ambas perspectivas proponiendo que cada uno de ellos fue desarrollado originalmente
para personas de diferentes edades, experiencia y niveles de destreza, en relaciones de interdependencia. En
este sentido, en algunos aspectos el aprendizaje colaborativo en niveles superiores complementa la cooperacién
en niveles inferiores: El aprendizaje cooperativo enfatiza la integracion social en las escuelas y garantiza un
aprendizaje efectivo en los primeros niveles educativos. Sin embargo, el colaborativo enfatiza la construccion
social del conocimiento, ofreciendo a los estudiantes la posibilidad de aprender a trabajar de manera eficaz, en
interdependencia, sobre un contenido determinado.
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Capitulo 4. Disefio del curso y metodologia de investigacion

proyecto de investigacién, razén por la cual impartiriamos el curso dos profesores. Pusimos
en comun cudl era nuestra forma de entender la matemética y su didactica y cuéles eran los

objetivos del curso®. Basicamente enfatizamos los siguientes:

1. Reflexionar sobre el papel de la historia en la evolucién del pensamiento matemaético.
2. Distinguir distintas aproximaciones para resolver un mismo problema matematico.

3. Alcanzar los objetivos anteriores a partir de contenidos matemaéticos e histéricos en torno

a la medida.

A los estudiantes se les entregd el texto que habiamos preparado para el desarrollo del
curso, y que puede consultarse en el apéndice 1 de esta investigacién. La sintesis de los

contenidos del curso, tal y como fue presentada a los estudiantes, es la siguiente:

Contenidos

1. Evolucién del mito al pensamiento racional. La relacién de la astronomia con las mate-

maéticas en antiguas civilizaciones.

2. Propiedades geométricas aplicadas al célculo de distancias inaccesibles. Congruencia y

semejanza de triangulos.

3. Propiedades geométricas aplicadas a la medida de la circunferencia de la Tierra. Relacion

entre angulos y arcos de circunferencia.
4. Inicio de la trigonometria. Relacién entre los dngulos y lados de un tridngulo cualquiera.

5. Crecimiento de drea y volumen. Tamano y proporcién. Ideas histéricas que relacionan

las matematicas y la fisica.
6. Area del circulo y aproximaciones diversas para el valor de 7.

7. El principio de Cavalieri aplicado al cdlculo de voltiimenes.

Se les inform6 ademads de las principales caracteristicas metodologicas del curso, tanto en
lo referente al desarrollo de las clases como a las actividades complementarias (comentarios
de texto y actividades para la discusion) que se llevaron a cabo, y que por su interés para la

investigaciéon detallamos a continuacion.

2En todo momento se informé a los estudiantes de cuél era nuestra intencién y nuestra perspectiva teérica,
porque pensamos que es la manera més natural de proceder. La obsesidn de algunas investigaciones por
ocultar este tipo de informacién, preveyendo que pueda influir en los resultados, esta fuera de lugar desde
nuestra perspectiva. En primer lugar, porque defendemos que no tiene ningin sentido intentar crear una
situacién “de laboratorio”. Por otra parte, si s6lo con el hecho de explicitar las creencias de uno se pudiesen

cambiar las de los demés, atin mayor motivo para explicitarlas abiertamente.

68



4.2 Desarrollo del curso

Comentario de textos

Algunos de los temas que se trabajaron durante el curso incluyeron la lectura y el comentario
de textos de divulgacion cientifica. Segin nuestra experiencia, los estudiantes de magisterio
estdn poco habituados a leer articulos en revistas de divulgacién o de ciencia en general. Los
textos fueron escogidos especialmente por su interés en relacién con la matematica o por la
conexioén con otras disciplinas y tematicas que se abren a partir de los contenidos presentados.

La relacion de textos planteados en este curso fue la siguiente:

1. El origen del universo. Vernant, J.P. (1999). En: El universo, los dioses, los hombres

(edicién en castellano, 2000). Anagrama, col. Argumentos, Barcelona, p. 15-26.

2. Geometria y astronomia esférica en la primera cosmologia griega. Vernant, J.P. (1973).
En: Mito y pensamiento en la Grecia antigua (tercera edicion en castellano, 1993). Ariel
Filosofia, Barcelona, p. 183-188.

3. Nuevas geometrias para un nuevo universo. Albers, D; Campbell, P.J; Crowe, D; Schus-
ter, S; Thompson, M. (1994). En: Las matematicas en la vida cotidiana (edicion en
castellano, 1999). Addison-Wesley Iberoamericana, Madrid, p. 629-634; 648.

4. La astronomia en el tiempo de Colon. Gingerich, O. (1993). En: Investigacion y Ciencia,

nim. 196, enero, p. 6-11.

5. El poder de los mapas. Wood, D. 1993. En: Investigacion y Ciencia, niam. 202, julio, p.
50-55.

6. Elvis, la pelvis. Arsuaga, J.I. 1999 En: El collar del neandertal, Eds. Temas de Hoy,
Madrid, p. 97-107.

Una sintesis detallada de los objetivos especificos del curso en relacién con los contenidos,
los problemas que se propusieron y la relacién de textos para comentar, aparece sintetizada

en la tabla ?7.
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4.3 El anélisis narrativo

Actividades para la discusion y la reflexion escrita

Periodicamente se distribuyeron hojas de actividades (cinco en total) en las que se pedia a los
estudiantes que plantearan un problema o bien que comentaran algun ejercicio sencillo. Hemos
incluido estas hojas en el apéndice 3. En ellas se incluian algunas preguntas para reflexionar

sobre la actividad matemética en relaciéon con la vida cotidiana, la historia o la didéctica.

La primera actividad coincidié con los primeros dias del curso y consistia en la redaccién de
un problema que tuviera relaciéon con la medida. Las tres siguientes pretendian recoger temé-
ticamente diferentes dimensiones o criterios que se consideran en “ese movimiento denominado
alfabetizacion cientifica (science literacy); un escalon méas alla del alfabetismo funcional”(|51],
p. 18.) La ultima de las actividades propuestas volvia a ser el planteamiento de un problema,

esta vez sin restricciones temaéticas.

Las hojas de actividad eran entregadas individualmente y ademads, en relacién con el tra-
bajo llevado a cabo al elaborarlas, se podia elegir entre participar en grupos de discusion (uno
por cada actividad) o entregar una breve memoria escrita sobre cada uno de ellas. Fueron,
en general, actividades cuyo objetivo era exclusivamente crear una situacién en la que los
estudiantes discutieran o escribieran sobre distintas aproximaciones a la matematica. Las pre-
guntas sobre las cuales se pretendia que los estudiantes reflexionaran aparecen recogidas en la
tabla 4.2.

4.3 El andlisis narrativo

Las narraciones de los estudiantes, orales o escritas, constituyeron la principal fuente de datos
para la investigacion. Las narraciones son consideradas por algunas tradiciones psicoldgicas
como un ejercicio del pensamiento en el que el narrador delimita sus propias elecciones y va
dando sentido a su experiencia. Por tanto, no se trata sélo de un vehiculo de comunicacion,
sino de un instrumento para construir la propia experiencia [113] y tiene sentido considerarlas
como datos de investigacién. Las consideraciones tedricas y los objetivos de esta investigacion

sugieren adoptar las tesis de dichas tradiciones psicologicas.

El objetivo de un andlisis de este tipo es hacer inteligibles aquellas narraciones que los
sujetos hacen de su propia experiencia. En concreto, en esta investigacion, el objetivo del
analisis es comprender los esquemas interpretativos con los que los estudiantes dan sentido
a su experiencia matematica anterior, y las posibles consecuencias de la transformacién que
pueden estar viviendo durante este curso. No se busca relacionar causalmente lo que saben
al finalizar el curso y el contenido del mismo, sino identificar qué caracteristicas de las que
se van introduciendo en relacién con la matematica podrian hacer que situaciones diferentes

produjeran finales diferentes.
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Capitulo 4. Disefio del curso y metodologia de investigacion

Actividad

Descripcién y preguntas sugeridas

1. Problema ini-

cial

Proponer un problema relacionado con la utilidad practica de la medida. Se utilizo

como descriptor de la situacién inicial del curso.

2. Abejas

El conocimiento cientifico en su dimensién cultural: Se plantea interpretar
la descripcién hecha en un articulo de divulgacion sobre la danza de las abejas
en una colmena. Preguntas relacionadas con la actividad son: ;Es importante
leer divulgacién cientifica? ;Qué interés tiene para la formacién de los individuos?

., Como se relacionan las matematicas con otras ciencias?

3. Modelos de la

Tierra

El profesor como investigador en el aula: Se pide a los estudiantes que
interpreten las respuestas dadas por ninos, en contextos culturales diferentes, al
intentar explicar cuél es la forma de la Tierra y cémo es el ciclo del dia y la noche.
Preguntas relacionadas con la actividad son: ;Como interpretan los futuros pro-
fesores los modelos explicativos de los ninos? ;Cudl consideran que es el papel de
la cultura en sus modelos explicativos? ;Qué papel juegan los conceptos matema-
ticos en la formulaciéon de modelos habitualmente considerados en otras ciencias?

Nos referiremos mas detalladamente a esta actividad en el capitulo 6.

4. Herencias

Contextualizacién histdrica de los problemas: Se plantea la comparacion del
enunciado de dos problemas de herencias de la matematica arabe (ver discusion en
el capitulo 2). La pregunta principal que se plante6 en relacién con esta actividad
fue: ;Como influye el contexto histérico en el enunciado o el método de solucion

de un problema?

5. Problema fi-

nal

De la misma manera que al inicio del curso, la participaciéon de los estudiantes
concluyé con la propuesta de un problema, que pudo ser comparado con el que se
plante6 al inicio del curso. Se utilizo como descriptor de la situacion final del

curso

Tabla 4.2 Sintesis de contenidos y objetivos de las hojas de actividad utilizadas.
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4.3 El anélisis narrativo

4.3.1 Transformacidén e investigaciéon

Los procedimientos que describimos a continuacion se sittian dentro del paradigma interpreta-
tivo sobre el que volvemos una y otra vez en cada uno de los capitulos de este trabajo. Adoptar
esta posicién supone, en primer lugar, que los datos que nos interesan para la investigacion
han de recoger la interpretacion que hacen los estudiantes de su actividad matematica a lo
largo del curso. Ademas, el proposito de obtener datos para la investigacion es, tedrica y
moralmente, inseparable del propésito de ofrecer a los estudiantes elementos relevantes para
su formacién, que entendemos aqui como transformacién. Esto requiere una indiscutible flexi-
bilidad metodolégica, desde el disenio de las técnicas hasta el tratamiento que se lleva a cabo

de la informacion obtenida.

El diseno de las estrategias metodolégicas debe ajustarse tanto a los objetivos de la inves-
tigacién, como a las caracteristicas del objeto y las circunstancias a las que esta sometido.
[52], p. 58.

No sorprenderd, por lo tanto, que los temas que se proponian para la reflexion, el tipo de
actividades que los estudiantes llevaron a cabo y de las que luego hemos obtenido la mayoria
de los datos y, en general, todos los contenidos del curso, estuvieran contextualizados en su

futura actividad profesional como profesores de matematicas.

Al conjunto de la clase se le explicaron los objetivos del trabajo, asi como la informacién que
pretendiamos recoger a partir de las narraciones escritas y de las discusiones llevadas a cabo
en los grupos. Se inform¢é también de que uno de nuestros compromisos en la investigacion era
que todo lo que se hiciera debia ser util para su formacién como futuros maestros, y que debian
llamar nuestra atencién si sentian que en algiin momento se priorizaban objetivos especificos
de la investigacion. Las alteraciones sobre lo previsto que se sugirieron en este sentido fueron
minimas a lo largo de todo el curso: una mayor flexibilidad en los plazos previstos de entrega
de trabajos de acuerdo a las condiciones personales de cada uno, y pequenos cambios que
afectaron a la composicion de los grupos de discusion. De acuerdo con el nimero de personas
que acordaron participar en estos grupos, se organizaron cuatro de 6, 7, 5 y 8 personas
respectivamente. Cada uno de ellos se reunié cuatro veces a lo largo del curso junto con
la investigadora y fuera del horario habitual de clases. Todas las sesiones fueron grabadas
en video, de manera que al finalizar el curso disponiamos aproximadamente de 16 horas de

grabacion.

4.3.2 Grupos de discusién y narraciones escritas

Los grupos de discusion se planteaban de forma no directiva y abierta. En el primero de
los encuentros con cada uno de los grupos se discutieron los problemas que habian escrito

los estudiantes en los primeros dias del curso. La investigadora habia leido los problemas
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propuestos por cada uno de los miembros del grupo y seleccionado algunos de ellos para que
su autor o autora lo expusiese. Alguna de las restantes personas en el grupo comentaba o
criticaba el problema desde su punto de vista y a partir de este momento se dejaba que fuese

el propio grupo quien fuera negociando la temética de la discusion.

Las tematicas generales para cada una de las sesiones segunda, tercera y cuarta, fueron
introducidas a partir de las actividades que previamente habiamos disefiado (tabla 4.2). En
general, en cada una de las sesiones se discutian: a) el sentido que habian encontrado a cada

una de las actividades; y b) cuestiones de cardcter global relacionadas con cada una de ellas.

En lo que se refiere a las sesiones en particular, en la segunda se discutio el papel de la
divulgacién en la alfabetizacion cientifica y la relaciéon de las mateméticas con otras ciencias.
Ademas, coincidiendo aproximadamente con la mitad del curso, se pidié a los estudiantes
que explicasen algiin momento del curso que hubiera sido especialmente relevante para su
experiencia. En la tercera sesién se debatié el sentido que se le concedia a las aplicaciones
matemdticas en la explicacién de hechos fisicos y el papel de la cultura en nuestra forma
de interpretar cuestiones que tienen que ver con la ciencia. En la cuarta y udltima sesién se
discutieron algunos aspectos relacionados con el papel de la historia en el desarrollo de la
matemética y se evalud la experiencia de los estudiantes durante el curso. El mismo esquema

de sesiones fue propuesto para quienes participaban mediante narraciones escritas.

Narraciones escritas

Quienes optaron por escribir acerca de su experiencia nos entregaron sus relatos en cuatro
ocasiones, que en general coincidieron temporalmente con las ocasiones en las que se reunian
los grupos de discusiéon. En algunos casos particulares, los estudiantes demandaron una cierta

flexibilidad en la entrega de sus narraciones.

Desde el momento en el que propusimos la opciéon de que los estudiantes escribieran sus
reflexiones sobre la marcha del curso pensabamos que quien escribe tiene la oportunidad
de darse cuenta de cudl es su proceso de conocimiento. Mediante la escritura se crea un
registro textual que al ser leido permite volver una y otra vez sobre las propias creaciones,
sobre las vacilaciones o sorpresas, de manera que desde esta lectura puede impulsarse la
creacion de significado. La textualidad que generan los grupos de discusién tiene una diferencia
esencial con respecto a la escritura y es precisamente su temporabilidad limitada, que no
necesariamente queda recogida mas all4 del recuerdo de una dramatizacién. Ademads, tal y
como fue disenada la experiencia, las reflexiones escritas por los estudiantes son el reflejo de
una trayectoria con rasgos mucho mas intimos y particulares que las que se producen en el
contexto de los grupos de discusién, en los que la interaccién de cada uno de los participantes
proporciona otra dimensién a la experiencia del conocimiento sobre la actividad matemaética.

Esta caracteristica equilibra la riqueza de interacciones que surgen en el grupo y que no se
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dan en el caso individual. Es importante sefialar que no intuiamos a priori qué diferencias

encontrariamos entre los textos escritos y orales.

Aunque el andlisis de ambos tipos de datos se realiza sobre la misma base tedrica del
conocimiento social, nuestro foco en el caso de las reflexiones escritas esta puesto en los movi-
mientos que surgen de la historia de personas particulares a partir de la experiencia colectiva
del curso. Cada persona es producto tinico de numerosos condicionantes y perspectivas socia-
les y culturales. Las teorias sociales del conocimiento que hemos adoptado como marco teérico
también se interesan en la comprensiéon del individuo, pero no tanto en el estudio cognitivo de
su mente, como en la comprension de las transformaciones que se producen mientras se van

relacionando todas aquellos condicionantes y perspectivas, que no se pretenden abarcar.

Los grupos de discusién producen un tipo de conocimiento basado en el encuentro con
personas que se desata a partir de la experiencia. Las narraciones escritas, sin embargo,
amplifican la busqueda interior de significado. En consecuencia, los datos recogidos en los
grupos de discusion y en los informes escritos son estructuralmente diferentes y han sido

analizados de manera diferente.

4.4 Validacion

El tema de la validacién ha sido enfatizado en gran medida por las investigaciones de caracter
cualitativo. Algunos autores afirman que existe una sabiduria general sobre criterios impli-
citos que evaltan y guian las investigaciones. Cuando aparecieron los primeros intentos de
utilizaciéon de una metodologia de investigaciéon cualitativa, los aspectos relacionados con la
validaciéon de los resultados fueron dejados en cierto modo en segundo plano, concentrandose
todos los esfuerzos en definir un marco alternativo claro ante los métodos tradicionales de ca-
racter positivista. A medida que la aplicacion de los métodos cualitativos fue ganando fuerza,
también se profundiz6 en la discusién sobre aspectos de validacién, lo que ha conducido al
desarrollo de criterios explicitos que dan cuenta publicamente de la viabilidad o la utilidad de
las investigaciones. Una discusion sobre diferentes criterios de validacion ampliamente reco-

nocidos en investigaciones que utilizan técnicas de anélisis cualitativo puede encontrarse en

[5, 54.

El problema de la validacién en la investigaciéon cualitativa tiene mucho que ver con el
poder predictivo de las investigaciones que surgen de un planteamiento determinista. Hacer
predicciones es una herramienta muy potente en el refinamiento de una teoria, y en oposicion,
aceptar abiertamente que las predicciones precisas son imposibles deja al investigador en una
posicion desde la que puede ser facilmente blanco de criticas [70]. La critica ante la ausencia
de resultados fiables ha dado lugar a argumentos muy interesantes en el seno de las investi-

gaciones de caracter particular o interpretativo. Ante la incapacidad para la generalizaciéon
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y el trabajo con un numero reducido de personas, Garcia—Bores se refiere a autores que in-
vierten la cuestion: “;Como es posible particularizar a partir de un estudio que comprende a
una poblacion numerosa?” [52]. Otra postura ante esta critica es que al conocer al sujeto se
estd conociendo, en realidad, la concrecciéon de toda la cultura en la que ha transcurrido su

experiencia.

A lo largo de nuestro proceso de andlisis en ningtin momento hemos tratado de ofrecer
una muestra representativa en términos estadisticos, sino una representatividad de carécter
cualitativo, que recoja diferentes situaciones en las que los estudiantes dan sentido a su ex-
periencia matematica. Nuestra intencién no es, ni siquiera, desarrollar ejemplos de casos que
evidencien la certeza de determinadas teorias o presentar alternativas didacticas que preten-
dan mejorar la practica docente, sino percibir la investigacién como el pretexto para conocer
mejor la experiencia de los estudiantes. El proceso de conocer y hacer publico el conocimiento
produce cambios y la realidad investigada ya no es la misma, de modo que surge la exigencia

de conocerla de nuevo.

Este tipo de investigaciones donde se da el protagonismo a los participantes, tiene como
consecuencia la pérdida de significado de una validacién en términos de wveracidad. Lo que
tendria sentido considerar como validacion es el hecho de que los participantes se sientan iden-
tificados con lo que en la investigacion se dice de ellos; que reconozcan en nuestra exposicion
su propia interpretacion de la experiencia. A estas alturas del trabajo atn volvemos sobre la
misma premisa que establece la logica de la investigacion: para comprender por qué los estu-
diantes actian de una determinada manera hay que saber qué alternativas se le han ofrecido,

como las valoran y cémo las seleccionan.

Serrano desarrolla en [113] varios criterios para establecer la validez de una investigacion

basada en el estudio narrativo: la co—responsabilidad y el pragmatismo.

A través de la corresponsabilidad, el investigador contrasta los datos con los propios suje-
tos investigados, en un proceso dialéctico de co—construccién. Es pues una regla general
la conveniencia de ofrecer las elaboraciones empiricas producidas por el investigador a los
sujetos, individuo o grupo que participan en el estudio. Esta regla no sélo contribuye
a incorporar una dimensién ética a la investigacion, sino que, ademaés, cumple una fun-
cion epistemoldgica: los comentarios e interpretaciones de los sujetos sobre los resultados
“provisionales” aportan nuevas ideas que representan una nueva fuente de imaginacién
y conceptualizacion teérica. No obstante, con ser importante, la co—responsabilidad de
los sujetos no puede diluir completamente la autoria de la investigaciéon. De hecho, las
interpretaciones de los sujetos pueden asimismo ser cuestionadas y, justamente porque la
construccion narrativa no es estatica, iran tranforméandose con el paso del tiempo. De lo
cual cabe concluir que la dltima sintesis interpretativa corresponde al propio investigador,

que de este modo asume la responsabilidad final de sus anélisis. [113], p. 53.
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El criterio que denomina pragmatismo hace alusion a la descripcion, lo mas detallada
posible, de la producciéon de nuestras interpretaciones, de hacer el proceso wisible para otros
investigadores. Es contemplado como criterio para un amplio abanico de opciones teéricas
dentro de la préctica de investigacion cualitativa. Se trata de un criterio que se hace absolu-
tamente necesario en dos sentidos: en primer lugar, consigue que otros investigadores puedan
valorar la plausibilidad de nuestro trabajo y prepara las conclusiones de la investigacion para

una generalizacion natural®.

Ademaés, al no asumir un procedimiento explicito en la interpretaciéon, el que los datos
obtenidos y la interpretaciéon de sus conclusiones puedan servir a otros autores depende de

criterios que necesariamente han de ser explicitados.

Co-responsabilidad y pragmatismo son los métodos que mejor permitirian dar coherencia
a la logica de tranformacion que subyace al planteamiento teorico de la investigacion. Ambos
han sido tenidos en cuenta durante toda la experiencia. A lo largo de todo el curso se evaluaron
los contenidos de la materia con los estudiantes, haciéndoles participes de la importancia de

su participacién como parte misma de la investigacion.

Pensamos que la validacion actuaria desde esta perspectiva tedrica como un nuevo elemen-
to que modificaria la realidad de los estudiantes, puesto que les involucra en una accién. Como
tal, es susceptible de ser, al menos teéricamente, validada de nuevo. Y asi sucesivamente. Con-
cluimos, por lo tanto, afirmando que en este tipo de estudios no es necesaria una validacién en
los términos habituales que toman las investigaciones. Si seria posible, sin embargo, plantearla
como una extension de la propia investigacion, en el sentido que puede transformar la realidad
que ha creado la investigaciéon misma. Por ello, aunque nosotros no hemos planificado un
programa especifico de validacion, de contemplarse la necesidad sugeririamos hacerlo en los

términos que hemos descrito aqui.

Como resultado de todas las premisas metodolégicas que hemos considerado a lo largo
del capitulo, los datos y el analisis que se ofrecen son particulares en el contexto de esta
investigacion, pero abren inmediatamente nuevas vias de utilizacion. Pueden ser utilizados: a)
como falsaciones de teorias que pretenden una determinada generalizacién, como por ejemplo
afirmar que la utilizacion de la historia de la matematica ensancha la percepcion epistemoldgica
sobre las mateméticas; b) como ejercicio de comprension fenomenolédgica en el trabajo con
futuros maestros y maestras, o ¢) como generador de nuevas hipotesis de investigacion. Una
caracteristica evidente es que tanto los datos como sus conclusiones son ofrecidos de manera

que pueden ser discutidos permanentemente.

3«From case reports we learn both propositional and experiential knowledge [-..] The reader comes to know
some things, as if he or she had experienced them. Enduring meanings come from encounter, and are modified
and reinforced by repeated encounter” [118], p. 240.
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Parte 111

Analisis de los datos
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Capitulo 5

Estudio de los casos I: Textos escritos

El analisis de los datos toma en consideracién experiencias individuales y colectivas y se inicia
en una primera etapa de exploracidn. A esta etapa le seguirdn otras dos: la descripcion y la
significacion.

La exploracién es la etapa en la cual la intuicién y la experiencia como docente, como
didacta y como persona, van abriendo paso a un ejercicio de organizacién y sistematizacion de
los datos recogidos. El objetivo de esta etapa es preparar un corpus de datos para el anélisis a
partir de las reflexiones escritas de los estudiantes y las grabaciones de lo que acontecia en los
grupos de discusion. La nocién de corpus es utilizada a menudo en investigaciones cualitativas
y constituye la seleccion de los registros sobre los que se articulara el resto del andlisis. El
corpus es el resultado de un proceso en el cual el investigador decide qué casos resultan més

representativos y significativos para organizar y dar sentido a la experiencia.

La fase de exploracion permite obtener una imagen global de la experiencia desde la pers-
pectiva de los estudiantes y definir lo que llamamos en forma genérica movimientos, que
entendemos como expresiones del estado de agitaciéon intelectual en cuanto a la reflexién sobre
la actividad matematica. Un interés explicito por la historia de la ciencia que antes no existia,
vacilaciones en el proceso de argumentacién de la calidad o cualidades de un problema, e
impresiones que involucran una nueva forma de acercamiento a la actividad matematica son
ejemplos de movimientos, de casos que hemos seleccionado para sistematizar y describir el
proceso de construccion de las creencias de los estudiantes. A estos movimientos nos referi-
remos a partir de ahora como los casos de estudio en esta investigacion. Su descripcién
permite apreciar la pronunciada divergencia de sentimientos, creencias e intereses de los es-
tudiantes en su proceso de reflexion metamatematica. Nos referimos como casos de estudio a
los movimientos, y no a personas individuales, para poder asi analizar en conjunto tanto los

datos escritos como los que provienen de los grupos de discusion.

La descripcién de los casos analizados permite atender la diversidad de conocimiento que
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expresan los alumnos al comenzar sus estudios universitarios. La variedad y complejidad que
ilustran los movimientos elegidos para la investigaciéon sugirieron una busqueda detallada de
relaciones entre la experiencia de los estudiantes y el desarrollo del curso. Para cada uno
de estos movimientos hemos encontrado otros que han permitido elaborar una interpretacion
de la trayectoria de los estudiantes en relacién a los contenidos —historia, realidad, medida—
y la gestién metodolégica del curso. De todo ello nos ocupamos en la siguiente etapa de la

investigacion: la descripcion.

Cualquier descripcion lleva inmediatamente a la bisqueda de un sentido de la accion que se
describe, de interpretacién de la experiencia. Es la etapa de la investigacion a la que algunos

autores se refieren como significacion; la etapa méas compleja, y la mas creativa:

Este tercer objetivo cognitivo [la significacion] es el mas complejo y el que requiere mayor
creatividad e imaginacion. En el primero [la exploracion] se necesita sobre todo sensibili-
dad y honestidad. En el segundo [la descripcién] es indispensable un oficio y una buena
capacidad de observacién y organizacién. En este tercero se requiere una firme vocacién
de sentido, sin ella no es posible indicar donde algo significa una cosa y podria significar
otras. Este es el objetivo en que el oficio configurador requiere toda su plenitud; el que
configura significados sociales es un artista, un filésofo, un humanista y un cientifico, o

estd en proceso de serlo. [50] p. 89.

De los casos analizados presentamos aqui los que se refieren a la experiencia de personas
que han escrito individualmente sus reflexiones a lo largo del curso. Para la seleccion se tuvo
en cuenta tanto el cambio en el planteamiento del problema propuesto al comienzo y al final
del curso, como el compromiso y el nivel de implicacién de los estudiantes. En particular, se
valoraron especialmente los siguientes aspectos:

En cuanto a los problemas planteados al comienzo y final del curso':

e Que el primer problema se refiriese a contenidos escolares tradicionales, mientras que el

segundo rompiera de alguna manera con esta caracteristica.

e Que en la totalidad de los casos seleccionados, los rasgos novedosos introducidos en
el problema planteado al final del curso mostraran una diversidad de imégenes de la
matemaética. Por ejemplo, si dos estudiantes optaron al finalizar el curso por proponer

una recreacién matemaética, sélo seleccionamos uno de ellos.

En cuanto a los estudiantes:

1Segiin describiamos en el capitulo 4, al comenzar el curso se pidi6 a los estudiantes que plantearan un
problema en el cual, segin su opiniéon, quedara reflejada la utilidad de la medida. También a final de curso
se les pidi6 que planteasen un problema, esta vez sin més restricciones que considerarlo un problema de

matematicas interesante.
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Que las personas seleccionadas explicitaran sus argumentos con claridad.

Que hubieran asistido practicamente a la totalidad de las clases y seguido el curso con

interés. Que mostraran, ademés, capacidad de critica respecto a la marcha del curso.

Que la totalidad de los casos reflejara niveles diferentes de implicaciéon con aquello que
exponian: por ejemplo, hubo quien al plantear un problema incluia también su solucién
y quien soélo escribi6 el enunciado; o quien apoyé sus argumentos en lecturas comple-

mentarias, etc.

Que hubiera entre ellos personas a quienes les agradase la materia y a quienes no.

De los 28 estudiantes que optaron por escribir sus reflexiones y atendiendo a las condiciones
anteriores, seleccionamos tres personas para analizar cudl fue su experiencia durante el curso.
A este anélisis dedicamos el resto de este capitulo. En cada caso aparecen discutidos aspectos
conceptuales que resultaron significativos en la experiencia de los particiantes. En la mayoria
de las ocasiones esta discusion se lleva a cabo considerando, en primer lugar, como se trataron
estos aspectos -conceptos, problemas, etc.- durante el curso, hasta dénde se llegd en su estudio

o qué dificultades presentaron para los estudiantes.

Por otra parte, hemos considerado especialmente enriquecedor para la investigacion, por
sus implicaciones didacticas, ampliar dicha discusion. Lo hacemos, a) introduciendo nuevos
aspectos histéricos que no fueron compartidos con los estudiantes pero que abren nuevas po-
sibilidades de accién para un futuro; proponiendo diferentes alternativas de resolucién para
problemas determinados que han ido apareciendo a lo largo del proceso de anélisis, o bien c)
exponiendo métodos que, en este momento y dado el escaso nivel de conocimientos matema-
ticos que muestran los estudiantes, no pueden ser utilizados en las aulas, pero que resultarian
perfectamente asequibles e interesantes si la alfabetizacion matemética que se pretende con la

ensenanza secundaria realmente se consiguiera.
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5.1 Movimiento principal M1 (Patricia): Matematica como cien-

cia de la demostracion

En el primer caso que describimos la estudiante, Patricia, acaba caracterizando la actividad
matemaética a través de la demostracion. Adquieren una significacion especial problemas con
una tradicién histérica importante, aunque no necesariamente es esto lo que ella ha valora-
do mas del curso. Pasaremos directamente a describir cuédl ha sido su trayectoria desde el

comienzo del curso.

El problema planteado por Patricia al iniciar el curso fue el siguiente:

Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 9 y 12 cm y la hipotenusa de otro triangulo
semejante al anterior mide 100 cm. Calcula la hipotenusa del primer tridngulo y los
catetos del segundo.

El enunciado propuesto evoca una perspectiva de la matemética como materia escolar
en un contexto tradicional, en tanto que el sentido de wtilidad que se da a la actividad se
refiere a una préctica que involucra la semejanza de tridngulos rectangulos y el teorema de
Pitagoras. El problema requiere encontrar en primer lugar la hipotenusa del primer tridngulo
para después poder establecer relaciones de proporcionalidad que permitan hallar los catetos
del segundo. Si bien es cierto que el ejercicio va mas alld de una aplicacién directa de una
formula o la consideracion de una cierta razén de semejanza, no deja de ser un ejercicio de
traducciéon de técnicas algebraicas tipicas del &mbito académico. La medida es considerada
como un apartado del curriculo escolar de matemaéticas y por tanto este tipo de ejercicios
son ttiles en tanto que permiten consolidar conceptos y relaciones que surgen en el contexto

normativo del aula.

Recordamos que en la misma hoja de actividad en la cual los estudiantes plantearon
este primer problema se les pedia también que se indicaran otros aspectos que consideraran
interesantes y que no hubieran quedado reflejados en el enunciado de su problema (anexo 3).
Ante esta cuestion, Patricia considera que conceptos como volumen y capacidad son relevantes.
Globalmente resaltamos de su aportacién dos consideraciones: en primer lugar, la referencia
a un contexto académico que viene reflejada por el enunciado de su problema y que es el que
ofrece los recursos necesarios para poder plantear un ejercicio (cualquier ejercicio de los que
se hayan trabajado en anos anteriores es, desde un punto de vista académico, percibido como
util). Por otro lado, la consideracion de situaciones que involucran el calculo de volumenes o
capacidad trasladan el sentido de utilidad a otro mas popular que el que refleja el enunciado del
problema. A lo largo del curso, Patricia va elaborando una posicion teérica que la permitira
interpretar estas dos consideraciones hasta llegar a construir su propia posicién en relaciéon

con la matemaética.
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En sus reflexiones escritas incorpora en ocasiones el didlogo con autores que teorizan sobre
la matemaética y que acttia como contrapunto respecto de la perspectiva inicial descrita, que
tomaba como punto de referencia el contexto escolar o situaciones cotidianas como el calculo
de volumenes. Sus escritos adquieren en este sentido ciertos rasgos de agitacion intelectual; de
tension entre lo que ella imagina y lo que piensan otros. De acuerdo con las premisas teéricas
ya discutidas en capitulos anteriores, esta tension expresa el proceso de construccion del co-
nocimiento que la estudiante esta llevando a cabo. A menudo aparecen escritas reflexiones de
un considerable nivel de complejidad diluidas con otras creencias populares o tépicos acerca
de la matemética. La riqueza de este contraste es interpretada, desde nuestro punto de vista,

como un signo claro de apertura hacia la reflexién sobre el propio conocimiento matemaético.

Las matemaéticas no son solo una ciencia que genera conceptos y teorias sino
que también son un instrumento utilizado en el desarrollo cientifico y tecnolégico. |...]
Existen muchas situaciones en las que sin darnos cuenta utilizamos las matematicas. Por
ejemplo, cuando nos disponemos a cocinar y necesitamos unas cantidades exactas de
alguna especie o condimento hacemos uso de la balanza. Esta situacién es muy simple
pero aun asi queda reflejado el uso que realizamos de la medida. Pero, ademas podemos
analizar otros temas muy diversos y complejos en los que se aplica esta ciencia como es
en las relaciones econémicas |...| oficios y profesiones e incluso para la participacion
politica. [La negrita es nuestra.]

En sus escritos aparece un posicionamiento firmemente asumido que refleja una visién de
la matematica caracteristica en la educacion primaria y secundaria (util para cocinar, por
ejemplo, dando importancia al uso de la balanza) y que ird matizandose y amplidndose a lo
largo del curso. Esta consideraciéon de la matemética para uso cotidiano se repetird también
en otros casos y se debe, en nuestra interpretacion, a dos hechos fundamentales. Por un
lado, la contextualizaciéon que los estudiantes hacen de la mateméatica en su realidad como
futuros maestros de educacién primaria y de la cual tampoco nosotros pretendimos alejarnos
en ningtn momento. En segundo lugar, esta perspectiva coincide, como sefiala Lim [89], con
una imagen publica de la matemética que en ocasiones se manifiesta como previa a la reflexiéon

desde un punto de vista filoséfico sobre la naturaleza del conocimiento matemaético.

En el momento de finalizar el curso, Patricia plantea un nuevo problema (figura 5.1), esta
vez introducido por una reflexién que refleja, en coherencia con nuestro planteamiento teorico,

el efecto de sus reflexiones escritas en la construccion de sus creencias acerca de la matemaética:
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90

PROBLEMA PROPUESTO DE MATEMATICAS /

El ultimo dia de clase nos pedisteis que propusiésemos el problema que creyesemos
que mejor se adecuaba a aquello que habiamos aprendido durante este curso de
matematicas. Si tomo como base de referencia mis informes escritos, deberia
proponer un problema basado en el campo de la economia ya que siempre me
decanto por esta aplicacién de las mateméticas; pero esto no me parece lo
suficientemente interesante con toda la materia que hemos dado durante estos cuatro
meses.

Creo que lo mas interesante de este curso, ha sido la demostracion del porgqué el
probiema se realizaba de tal manera y no de otra que hemos ido realizando de cada
uno de los ejercicios propuestos. Por este motivo, lo mas adecuado para la propuesta
de este Ultimo problema creo que es alguno que requiera una demostracion y no

necesariamente una resolucién matematica.
PROBLEMA PROPUESTO

E! problema que propongo es el siguiente: Si existe una curva de drea maxima

para un perimetro dado ;qué forma deberia tener dicha curva?

Nuestra primera respuesta ante un problema como éste seria decir que la forma que
deberia tener esta curva tendria que ser circular, Esto es lo que llamariamos una
respuesta intuitiva ya que sabemos que es la respuesta correcta (algunos dirian que

es |la respuesta mas légica) pero no sabemos como demostrar que estamos en lo

Figura 5.1 Problema propuesto por Patricia al finalizar el curso.
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cierto y que es esta forma y no otra; como sabemos, en matematicas, intuicién y
demostracion no es lo mismo aunque se puede obtener la respuesta correcta con un
razonamiento equivocado.

En un principio diré que la respuesta correcta es que esta curva deberia ser circular

pero vamos a realizar la demostracién del porqué:

a) Primer paso: la curva ha de ser convexa

Supongamos que la curva propuesta tiene un entrante (parte ensombrecida); si
trazamos una recta que corte a la curva en dos puntos y formamos una nueva curva
(de igual longitud que la inicial) aumentariamos el area de esta figura: Por tanto, la

conclusién es que la curva ha de ser convexa.

b) Segundo paso. cogemos la mitad de la curva y el angulo "subtendido” por su
didmetro es siempre recto.
El angulo subtendido es aquel que se forma cuando se trazan rectas desde cada

extremo del diametro al punto de la curva.
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Supongamos que este angulo no es recto: si fuera menor, podriamos aumentar el area

de la curva y si fuera mayor de 90° tendriamos que estrechar el angulo.

¢) Tercer paso: la curva debe ser un circulo

El angulo ABC es de 90° ya que el angulo cuyo arco es un semicirculo es de 90° .

d) Cuarto paso: debido a que cada semicurva es un semicirculo y ambas se

empalman en un mismo diametro, la curva completa es un circulo.
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El problema planteado es el conocido en el ambito de las matematicas como el problema
1soperimétrico, el cual aparece discutido en profundidad en referencias clasicas de matematicas
[31]. El problema isoperimétrico puede ser catalogado como uno de los problemas de méaximos
y minimos, que eran ya conocidos para los mateméticos de la antigua Grecia y que resultan
interesantes desde muchos puntos de vista. Se trata, en primer lugar, de un tipo de problemas
cuyo enunciado es claro, conciso y facil de entender, pero cuya resolucién completa es compleja.
Ademas, es un problema en el que se apoyan otros muchos de importancia practica. Por
otra parte, y desde un punto de vista didéactico, los més sencillos problemas isoperimétricos
tienen para los estudiantes una componente paraddjica: por ejemplo, el hecho de que dos
tridngulos de la misma base situados sobre las mismas paralelas tengan igual &rea resulta para
ellos intuitivamente sorprendente. Esto podria ser evitado en cierto modo si al introducir el
concepto de area se hace superando la consideracion particular de figuras que mantienen la
relacién mayor area—mayor perimetro. De este modo, un objetivo especifico al introducir el
concepto de area ha de ser concluir que el perimetro no es un criterio para evaluar el area de

la figura y reciprocamente?.

Patricia esboza, aunque se muestra muy vaga en sus explicaciones, una de las mas conocidas
demostraciones para el caso de una curva cualquiera, la de Steiner [31]. La demostracion se

desarrolla segin los pasos siguientes (figura 5.1):

1. Si existe una curva de area méxima, esta ha de ser convexa.

2. Cualquier didmetro que divida a la curva en dos arcos de igual longitud ha de dar lugar
a dos recintos de igual area.
3. Cada uno de estos recintos ha de ser un semicirculo.

En conclusién, la curva C ha de ser una circunferencia.

En su exposiciéon, Patricia comienza considerando una idea intuitiva que la ayuda a con-
ducir la demostraciéon. En su explicacion distingue entre razonamientos intuitivos y demos-

traciones. Ella afirma que la forma que deberia tener esta curva es circular y anade:

2La comparacion de areas de figuras que tienen formas diversas pero igual perimetro fue uno de los problemas
que se trataron en la antigua matematica griega. Zenodorus, aproximadamente en el siglo segundo a.n.e.

demuestra tres importantes proposiciones que tienen que ver con el problema isoperimétrico [64]:

1. De todos los poligonos regulares de igual perimetro, el que tiene mayor area es el que tiene el mayor

nimero de dngulos.
2. El circulo tiene mayor area que cualquier otro poligono regular con el mismo perimetro.

3. De todos los poligonos que tienen el mismo nimero de lados y el mismo perimetro, el regular es el que

tiene mayor area.

La solucion del problema para el caso de una curva cualquiera, sin embargo, fue muy posterior y la més

conocida es una de las desarrolladas por Jacob Steiner (puede encontrarse, por ejemplo, en [31]).
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[...] esto es lo que llamariamos una respuesta intuitiva ya que sabemos que es la respuesta
correcta (algunos dirian que es la respuesta méas légica) pero no sabemos cémo demostrar
que estamos en lo cierto y que es esta forma y no otra; como sabemos, en matematicas,
intuicién y demostracion no es lo mismo aunque se puede obtener la respuesta correcta
con un razonamiento equivocado.

Alrededor de este problema, la estudiante concentra todo un proceso de maduracién en
torno a qué son las matematicas. A la mencion de lo que es un razonamiento intuitivo se anade
la distincién planteada en la introduccién del problema entre una “resolucién matemaética” y
una demostracion. Se ponen en juego tres aspectos fundamentales, interdependientes, de la
matemaética como una actividad que se ocupa de resolver problemas mediante demostraciones:
intuiciones y conjeturas; formulas y algoritmos (a lo que se llama “resolucion matematica”), y

demostraciones.

En conclusion, este problema (al igual que el primero que propuso) es uno en el que la
tematica considerada es curricular, puesto que se centra en el concepto de area, pero su na-
turaleza es completamente distinta a la del primero: el acento se pone en la investigacion,
la exploracion y la demostracion. Ademés, la utilizaciéon de heuristicos se manifiesta de ma-
nera indirecta al introducir una reflexién entre lo que constituye una idea intuitiva y una

demostracion.

En el analisis de este movimiento principal, caracteristico en la experiencia de Patricia,
han sido detectados otros cuatro que hemos interpretado en relacién con el desarrollo de la

asignatura y en cuyo andlisis nos detenemos a continuacion.

M11: Matematica aplicable a la vida cotidiana

En la realizacion de la hoja de actividad namero 2, abejas (apéndice 3), Patricia afirma que
hablar de matematicas tutiles se refiere a la consideracion de unas mateméticas implicadas con

la realidad fisica, que involucra objetos materiales y no elucubraciones mentales y afirma:

Toda aquella cuestion matematica que sea aplicable a la vida cotidiana es interesante.

Aunque no esta segura de haber realizado correctamente la actividad de representacion de
angulos que se pedia en la actividad correspondiente, el ejercicio le resulta interesante. Esta
expresion de interés a pesar de no haber tenido éxito en la resoluciéon de un problema se repite
en la experiencia de algunos estudiantes que participaban en el curso, mientras que en otros
resulta ser precisamente el detonante para el desinterés ante una determinada actividad. Tal
asimetria sugirié la busqueda de nuevas relaciones entre este hecho y el tipo de movimientos que
se estudian. Desde nuestra interpretacion, esta actitud de interés independiente del éxito en la

resoluciéon de un problema esté relacionada con una posicién de libertad. Esta posicién facilita
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una apertura hacia un tipo de reflexiéon filoséfica y conduce en algunos casos a contemplar la

actividad matematica desde diferentes perspectivas.

En referencia a los contenidos que se trabajan en la actividad, Patricia se restringe a senalar
competencias de caracter exclusivamente matematico (“ha de saberse trabajar con angulos”)
y no aparece ninguna referencia a la contextualizacién del enunciado o al hecho de inferir un
método general a partir de un ejemplo o situacién concreta. Sin embargo, cuando se pide
que plantee un problema similar en el que se trabajen los mismos contenidos mateméticos
si adopta una perspectiva mas amplia. El problema propuesto por Patricia (figura 5.2) es:
a) un problema cuyo contexto tiene relacion con las ciencias naturales; b) que utiliza las
matematicas para describir una situacion, y c) cuyo objetivo no es directamente trabajar un
concepto matematico sino conocer y comprender una situacién, méas o menos anecdotica —la
del pez arquero—, en la cual los registros matemaéticos son una parte més de la descripcion de

dicha situacion.

M12: Matematicas para entender, razonar y resolver

En el informe escrito en el que se pidié a los estudiantes que reflexionasen sobre la relacion
de la matematica con otras ciencias, Patricia se re-afirma en la idea de una matemaética
aplicada; sin embargo, comienzan a aparecer palabras clave que contintan evocando lecturas
complementarias y que son para nosotros un indicador de movimiento en sus creencias en

torno a la matemética:

La fisica es la ciencia que a través de la experimentacién y la elaboracién de conceptos,
estudia las propiedades de la materia y del espacio—tiempo. Podemos preguntarnos que
relacién tiene la materia, el espacio y el tiempo con la ciencia matematica; la respuesta
que personalmente daria seria que no son precisamente estos conceptos los que establecen
la relacion fisico-matematica sino el papel constitutivo y descriptivo que desempenan las
matematicas en su teoria y experimentacién. Ademas de esto, también es indispensable,
en mi opinién, para poder llegar a entender, razonar y resolver un problema fisico
tener los conceptos matematicos dominados, es decir, saber aplicarlos. [La negrita

es nuestra.]
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1. Plantea un nuevo ejercicio en el cual se utilicen los mismos contenidos mateniiticos que
en este.
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Figura 5.2 Problema planteado al llevar a cabo la actividad abejas.
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En este momento detectamos un segundo movimiento M12: La matematica ya no es
exclusivamente una ciencia aplicada sino una “ciencia constitutiva” de otra. A pesar de esta
novedad en sus afirmaciones, Patricia vuelve a retrotraerse hacia las caracteristicas utilitaristas
que tomaba en consideracién en su estado inicial y encuentra en la relacién con la quimica
una justificacién para la consideracién de tales caracteristicas: la metrologia y en particular,

el uso de la balanza:

En mi opinién, creo que para poder entender los problemas que plantea la quimica debemos
también tener un dominio de los conceptos matematicos. Ademds, para estos problemas
utilizamos, entre otros utensilios, la balanza que es un instrumento de medida directa
(esto hace referencia a las matemadticas). [La negrita es nuestra.]

Sin embargo, alrededor de la metrologia su discurso se ha enriquecido con un detalle
importante: el término medida directa, que ha sido trabajado de manera continuada en el

transcurso de las primeras semanas del curso, ha pasado a formar parte su repertorio discursivo.

M13: La matematica como conocimiento tedrico... que luego se aplica.

Cuando Patricia trabaja alrededor de la hoja de actividad nimero 3, la forma de la Tierra
(apéndice 3), interpreta las respuestas dadas por los nifios y nifias en términos de su “rigor
cientifico”, y por lo tanto establece una cierta relaciéon de orden segun el nivel de certeza de

cada respuesta:

EI modelo que me parece mas interesante de los anteriores expuestos es el niimero seis,
ya que aunque no es realmente el reflejo de la realidad ya que afirma que la Tierra es
plana por arriba y por abajo y que las personas viven sobre estas superficies planas es
aquel modelo que mas se aproxima a la realidad. Y aquel que me parece menos
interesante es el nimero dos ya que habla acerca de la existencia de dos tierras, una plana
en la que viven las personas y una redonda que se encuentra situada en la parte superior
de la plana. Me parece que es el que menos interés requiere debido a que, a mi parecer,

no es adecuada esta interpretacion acerca de la Tierra. [La negrita es nuestral.

La interpretacion que Patricia hace del enunciado de esta cuestion esta directamente re-
lacionada con el objetivo de transmitir una explicacion real de los acontecimientos fisicos. Al
realizar esta actividad, sus explicaciones en general resultan vagas e imprecisas y cuando se
requiere una informacién concreta sobre un determinado hecho, tal explicaciéon no se da. Su
alusion a que el modelo niimero seis es el que mas se acerca a la realidad es un ejemplo que

muestra la “debilidad” en su bagaje matematico y/o fisico.

El procedimiento que seguiria para explicar a los alumnos que la Tierra es esférica y no
plana seria mediante dibujos e imagenes visuales adaptadas para ellos de forma que les
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resultara mds facil entenderlo ya que, a mi parecer, lo mas dificil es que consigan llegar a
entender que estan viviendo encima de una superficie que no es plana sino esférica y que
no nos caigamos (ya que es la tipica pregunta que se haria a si mismo un nino de esta
edad). [...]

Normalmente, los chicos asocian el astro Rey, el Sol, con el dia ya que creen que es el
Sol el que desprende luz con sus rayos y, por otro lado, siempre relacionan la luna con
la noche, ya que piensan que la luna no desprende luz y por este motivo esta todo en la

oscuridad cuando ésta aparece.

Ella misma plantea preguntas y dificultades cuya respuesta no incluye en su argumenta-
cion ni en su propuesta de explicaciéon y afirma, més adelante, que desconoce qué propiedades
estdn involucradas en la formulacién de dichos modelos. Estas muestras de vaguedad se re-
piten en un momento posterior, cuando completa la hoja de actividad ntmero 4, herencias
(apéndice 3) y de nuevo aparecen signos que reflejan una cierta carencia de los contenidos
matematicos relacionados. Este aspecto contrasta significativamente con el nivel de posicio-
namiento y argumentacién que mantiene en otras ocasiones. Segin nuestra interpretacion, es
este desconocimiento conceptual el que no le permite valorar las situaciones que se plantean
ni adoptar una posicién critica respecto a la actividad. Esta serd una de las conclusiones de
la investigaciéon en relaciéon con los programas de formacion del profesorado. Suméandonos a
una posicién que defiende que el conocimiento y la discusién de conceptos matematicos es fun-
damental para la formacién de los futuros profesores de primaria, sostenemos ademés que es
necesario que sean ellos quienes interioricen y den significado a esta afirmaciéon. A partir de su
propia experiencia, pueden valorar hasta qué punto el desconocimiento conceptual limita sus

recursos de interpretaciéon y posicionamiento critico ante determinadas situaciones didacticas.

En el informe escrito en el que Patricia reflexiona sobre la resoluciéon de problemas y
la naturaleza del conocimiento matematico emerge el movimiento que hemos definido como
M13. En esta ocasién, se hace explicita una primera aproximacién a la matematica como
un conocimiento tedrico que no precisa ser aplicado para que adquiera justificaciéon, aunque
a largo plazo la necesidad de la aplicacién se sigue manteniendo. La teoria, en consecuencia,
pertenece al dominio de la especulacién. La inseguridad que genera este posicionamiento

queda aliviada, en cierto modo, retomando la idea de la aplicabilidad:

A mi parecer, el conocimiento que permite encontrar soluciones viables a sus problemas
cotidianos o del dia a dia es aquel que los individuos de una sociedad han aprendido
primero de una manera tedrica o especulativa pero con el paso de los dias puede aplicarse

en la practica en cualquier situacién en la que se encuentren estos individuos.

Las aplicaciones a las que se refiere contintian siendo las mismas a las que se referia en
el momento de comenzar el curso, estableciendo categorias de conocimiento que permiten

describir, de nuevo, aplicaciones simples (cocinar con cantidades exactas y hacer uso de la
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balanza) y aplicaciones complejas (relaciones econémicas que incluyen la produccion y el co-
mercio). Asi pues, tras pequenias incursiones en una matematica teérica vuelve a manifestarse
con fuerza la necesidad de una aplicaciéon, dejando ver cémo su propia agitaciéon se alimenta

del acercamiento a su posicién inicial cuando se ha producido un cierto distancimiento.

M14: La matematica como la ciencia de la demostracion

Es en el momento de reflexion final ante el planteamiento del problema con el que se cierra
el curso cuando se explicita el gran movimiento (considerar la matematica como la ciencia
de la demostracion) que ya describimos al introducir la descripcion del caso. Para que tal
movimiento se produzca es decisiva, como ella misma indica, su iniciativa de re-lectura de los
informes escritos que ha ido presentando a lo largo del curso. Patricia pone en tela de juicio
sus propias argumentaciones y eso le permite romper por completo con la idea de aplicaciéon
para encontrar el sentido de la actividad matemaética en la demostraciéon. Repetimos aqui, con
el objetivo de hacer més facil la lectura, el fragmento en el que la estudiante hace explicito

este hecho y que ya inclufamos al comienzo del capitulo:

Si tomo como base de referencia mis informes escritos, deberia proponer un problema
basado en el campo de la economia ya que siempre me decanto por esta aplicacién de las
matematicas; pero esto no me parece lo suficientemente interesante con toda la materia
que hemos dado durante estos cuatro meses.

Creo que lo mas interesante de este curso ha sido la demostracioén del porqué el problema
se realizaba de tal manera y no de otra que hemos ido realizando de cada uno de los
ejercicios propuestos. Por este motivo, lo mas adecuado para la propuesta de este iiltimo
problema creo que es alguno que requiera una demostracién y no necesariamente una

resolucién matemaética.

Es interesante para nuestra interpretacion de la experiencia de Patricia su reflexiéon sobre
cudles son los momentos que le han resultado significativos durante el curso. Ella plantea,
con caracter general, que el hecho de basarse en la historia es especialmente enriquecedor y se
decanta en concreto por el problema de Herén. Describimos a continuacion cémo se desarrolld

la experiencia con los estudiantes en torno a este problema.

5.1.1 El problema de Her6n

El problema de Herén es habitual enunciarlo de la siguiente manera:

Dada una recta s y dos puntos A y B en el mismo lado de la recta, ;jPara qué punto P
en ses AP + PB el camino mas corto que une A y B?

Patricia se refiere a este problema como uno que “le fascing, aunque no le saliera”
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Figura 5.3

Si de todas las clases que han transcurrido durante estos dos meses que llevamos haciendo
esta asignatura me dijeran que obligatoriamente tengo que escoger uno de tantos “mo-
mentos” que se han dado, supongo que me decantaria por la clase en la que se realizé la
explicacion del “problema de Herén” ya que me resulté fascinante la manera de demostrar
que la solucién del problema era ésa y el porqué de ésta (aunque he de reconocer que no

consegui solucionarlo por mi misma).

El problema de Herén esté relacionado directamente con el problema que Patricia presenta
en el momento de finalizar el curso. Se trata de nuevo de un problema de méximos y minimos
que ademés encuentra aplicacién en muchos otros campos de la ciencia. El planteamiento del
problema surgié mientras analizdbamos problemas tipicos de medida indirecta que han sido

planteados desde hace siglos.

Ante el grabado de la figura 5.3, preguntdbamos cémo se podia utilizar el método del
espejo para medir alturas inaccesibles. A la vista del esquema que se muestra en la misma
figura, la proporcién que se establece es AE : EP = BD : DP y los estudiantes resuelven el
problema sin excesivas dificultades. Cuando planteamos que justifiquen por qué los tridangulos

APE y BPD son semejantes, la respuesta es que tienen los tres dngulos iguales.

El hecho de considerar los angulos ZAPE y /BPD iguales es atribuido a que “es una
propiedad del espejo,” y alguien apunta que “son iguales porque el dngulo de incidencia es

igual al angulo de reflexiéon.”

Esta discusién nos permite plantear el Problema de Herén en su contexto historico. Herén
relaciona la igualdad de los angulos de incidencia y reflexiéon con el trayecto minimo en la
catoptrica. KEsta obra contiene problemas cuyo propdsito es construir espejos con formas

diversas, o combinarlos, de forma que produzcan reflejos de una determinada manera. Heath
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[64] cita algunos de ellos, como por ejemplo hacer que el lado derecho de la imagen real
aparezca también en el lado derecho en la imagen especular (en lugar de en el lado izquierdo);
permitir a una persona que pueda ver su espalda o aparecer en el espejo cabeza abajo, con la
cara distorsionada o con dos narices; construir en el interior de una casa un espejo de manera

que pueda verse lo que ocurre en la calle teniendo en cuenta la posicién de una ventana, etc.

La construccion geométrica llevada a cabo en la demostraciéon de Herén es la que se utiliza
habitualmente para resolver este problema, que suele formularse como un problema de méxi-
mos y minimos, tal y como lo enunciamos més arriba. Para determinar la solucién utilizaremos
la construccion propuesta por Heron (figura 5.4). Sea C el simétrico del punto A respecto de
la recta s, de manera que la recta determinada por el segmento AC es perpendicular a s. Se
obtiene asi un nuevo punto F sobre la recta s. La recta que une los puntos B y C interseca a

s en un punto P que es el punto buscado?.

El problema ahora consiste en demostrar que para cualquier otro punto () sobre la recta,
la longitud de la linea quebrada AQB es mayor que la longitud de la quebrada APB. Ahora,

segtiin hemos construido P:

AP =CP vy AQ = CQ

AP+PB=CB v AQ+QB = CQ+QB

3Her6n no plantea el problema en términos de hallar el camino minimo entre dos puntos A y B dados
pasando por una recta s. Lo plantea como un problema de éptica y toma como hipétesis que los angulos
ZAPE y ZBPF, de incidencia y reflexion, son iguales. Construye entonces el punto C' como la intersecciéon
de la recta BP con la perpendicular a s por A. Esto le permite afirmar que cuando un rayo de luz se quiebra
al incidir sobre un punto en s, este punto ha de marcar el camino més corto que conecta el ojo, en A, con el
objeto, en B. Al plantear el problema Herén dice “la naturaleza no hace nada en vano” ([64], p. 353) y es
por eso que los rayos de luz han de viajar de la manera mas rapida posible, por tanto recorriendo un camino
minimo. Este tipo de razonamiento concuerda con el esfuerzo de sistematizacién racional caracteristico en
los constructores de mdquinas griegos, de los que Herdén es un representante al igual que Ctesibios, Filén o
Arquimedes. El autor griego recuerda que tal sistematizacion “debe partir de lo que es evidente y cuya causa
es evidente; [...] quien quiere avanzar en el descubrimiento de las causas ha de partir de uno o varios principios
fisicos y relacionar con ellos todas las cuestiones que se presenten [127], p. 285.”
La igualdad de los angulos de incidencia y reflexiéon habia sido también considerada con anterioridad por
Arquimedes, quien establecia el resultado por reductio ad absurdum [64]:
Supongamos que ZAPE > ZBP(Q. Entonces si se invierte el rayo de luz de tal manera que el ojo esté situado
en B en lugar de A y el objeto en A en lugar de B deberia ocurrir ZBPQ > LZAPE, pero esto contradice
la hipotesis inicial. De la misma manera no puede suceder que ZAPE < /ZBPQ y por tanto ha de ser
/APE = /ZBPQ.
La demostracion de Arquimedes admite sin discusion que la trayectoria de la luz ha de ser la misma después
de intercambiar ojo y objeto, y que la relacion entre los dngulos de incidencia y reflexion ha de mantenerse
al invertir el proceso. En la época clasica, por tanto, se trata de un problema relacionado con la reflexion de
la luz. Posteriormente el problema pasa a ser considerado como un problema de los que se clasifican como de
méximos y minimos. Fermat, por ejemplo, al aplicar su método de méaximos y minimos, lo propone como uno

de los casos para mostrar que la solucién obtenida coincide con las soluciones obtenidas por métodos clasicos.
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Figura 5.4

Y el resultado buscado se desprende de la desigualdad triangular para los lados del tridngulo
ACBQ:
AP+ PB =CB < CQ+ @B = AQ+ QB

De la figura 5.4 se desprende que
/BPQ = LEPC y que /EPC = ZAPE

de donde se deduce que ZBPQ = ZAPE.

Asi pues, el rayo de luz que se refleja en s, y que se sabe que forma angulos iguales de

incidencia y reflexién, toma el menor camino.

Cuando se discuti6 este problema con los estudiantes surgieron diferentes conjeturas, que
quedan recogidas en la tabla 5.1. Todas ellas buscan el punto P en la interseccién de lineas
construidas a partir de la recta s y los puntos A y B. Se da por supuesto que el punto P ha
de estar situado en entre los puntos £ y D obtenidos de la interseccién de s con sus perpen-
diculares por los puntos A y B respectivamente. Sin embargo, el hecho de que no todas las
quebradas AQB han de tener la misma longitud que las quebradas CQ B, no resultaba intui-
tivamente claro. Tampoco resultaba familiar la desigualdad triangular, hecho que convertia
la sencilla demostracién geométrica propuesta més arriba en un proceso un tanto artificioso

para los estudiantes.*

1A la vista del dibujo de un triangulo, el hecho de que la suma de longitudes de los dos lados més cortos de
cualquier tridngulo ha de ser mayor que el tercer lado, es considerado como evidente por los estudiantes; sin
embargo, no se relaciona con la pregunta ;Es posible construir un tridngulo con tres medidas dadas cualesquie-
ra? El diadlogo que aparece a continuacion tuvo lugar en uno de los grupos de discusion. Se estaba discutiendo
el enunciado del problema inicial propuesto por una de las estudiantes, Sandra, en el que se hacia referencia a
la construccion de un tridngulo de perimetro 15 cm.
Lourbes: jPuedes construir un cuadrado con tres medidas cualesquiera? [silencio]
SANDRA: ;COmo?
Lourbes: ;Tu puedes construir un tridngulo con un lado que mida 6, otro que mida 6 y otro que mida 3?
VERONICA: Depende de los angulos...
GEORGINA: Si.

VERONICA:... a lo mejor luego no cierra.
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Pasemos a comentar brevemente las diferentes conjeturas que surgieron en la clase (tabla
5.1, pagina 137). En la primera de ellas se define P como el punto en el que la mediatriz del

segmento AB corta a la recta s.

Considerar el punto P sobre la mediatriz entre A y B permite equilibrar la distancia entre
los dos segmentos de la quebrada. Ante su refutacion con un caso en el cual el punto P ha
salido fuera del segmento E D, surge una nueva construccién que asegura que el punto buscado
se encuentra siempre sobre el segmento deseado: P es el punto de interseccién de la recta s
con su perpendicular por el punto medio del segmento AB. También esta conjetura se refuta

facilmente tomando A muy cercano a s.

Las conjeturas 3 y 4 son obtenidas mediante una construccién que no responde a ninguna
estrategia aparente, salvo conseguir que el punto resulte entre los extremos E y D. La tercera
es sencilla de refutar de nuevo con una situacién extrema. La cuarta, sin embargo, resulta ser
cierta. Fueron dos estudiantes trabajando juntos quienes propusieron esta tltima conjetura a
la vez que otra, en la que obtenian P a partir del simétrico de A respecto de s, y coincidiendo,
por tanto, con la que se utiliza en la demostraciéon de Herén. Esta tdltima resulta para ellos
claramente la solucién del problema porque segin dicen “la distancia mas corta entre dos
puntos es la linea recta.” Con esta afirmacién, estdn describiendo la construcciéon de la figura
5.5, en la que el problema ahora es hallar el camino més corto entre los puntos C y B, que

obviamente resulta ser el segmento C'B.

Los estudiantes comprobaron que el punto P que obtienen con ambas construcciones coin-
cide en todos los ejemplos que se plantean. Sin embargo, visualizar el punto P obtenido
mediante la construccion de la conjetura 4 (tabla 5.1) como la solucién al problema es ex-
tremadamente menos intuitivo. De hecho, cuando los estudiantes la plantearon, pensamos en

buscar un caso limite que la refutara, hasta que consideramos la posibilidad de que fuese cier-

GEORGINA: Puedes hacerlo como quieras, si no te dicen que es rectangulo ni nada...

Marta: Un tridngulo con 6, 6 y 3 es imposible.

GEORGINA: seria... dado...

MaRrTA: Porque la hipotenusa es mas grande que...

GEORGINA: No, pero no te estd diciendo qué tipo de tridngulo es.

SANDRA: A lo mejor el problema es que en el problema tengo que decir qué tipo de tridngulo es.
GEORGINA: Pero tu puedes hacerlo como quieras. Claro, si ta tienes 6, asi, [hace un gesto con los brazos, formando un
angulo| pues abrirlo lo que quieras, o cerrarlo. Si no te dicen que es rectangulo...

VERONICA: Pero depende de los dngulos a lo mejor no cierra.

GEORGINA: Ya, pero si no te ponen ninguna condicion, dos lados de 6 y uno de 3 si que puedes.
Lourbes: ;Y dos lados de 6 y uno de 157

Marta: Uno obtuso.

Aunque es importante y positivo para los estudiantes afirmar conceptos y propiedades que no conocen,
es dramatico, desde un punto de vista matematico, asistir a una discusién de este tipo en un primer afio
universitario. No tanto porque ilustra, de nuevo, que el conocimiento de las matematicas que tienen estos
estudiantes es muy pobre, sino porque refleja el fracaso de una formacién académica que deberia asegurar la
consolidacién de este tipo de contenidos desde los dltimos afos de la educacién primaria.
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C/

Figura 5.5 Hallar el camino més corto entre A y B pasando por s es equivalente a encontrar

el camino mas corto entre C' y B.

ta. Sorprendentemente es asi, y una demostracion de que el punto P es solucion al problema
(tabla 5.1, conjetura 4) puede obtenerse directamente de las relaciones de semejanza entre los

pares de tridngulos

AADE y AODP
ABED y AOEP

Si se demuestra que los dngulos ZAPE y ZBPD son iguales, el problema esté resuelto.

Y esto es cierto por semejanza, pues:

AE _ ED BD _ ED
oP PD OP EP

de donde se tiene

AE-PD = BD-EP
AE:EP = BD: PD
En consecuencia los tridngulos AAEP y ABDP son semejantes y se tiene la igualdad de

angulos ZAPE = ZBPD.

Casualmente, y con posterioridad a la discusién del problema, encontramos una bonita
manera de probar su validez a partir del teorema de incidencia de Pappus® que podemos

enunciar como se hace a continuacion.

Lo que ocurrio es que estabamos jugando con Cinderella, un programa de geometria dindmica. Sus autores
han implementado en el programa una aplicacién que permite demostrar teoremas geométricos y presentan

como ejemplo el teorema de incidencia de Pappus.
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Si los seis vértices de un hexdgono se sittan de manera alternante sobre un par de rectas

secantes, entonces los puntos O, P, O tales que:

O es el punto de interseccién de las rectas 36 y 45
O’ es el punto de interseccion de las rectas 14 y 23
P es el punto de interseccién de las rectas 16 y 25,

son colineales.

La construccion de la figura 5.6 que se desprende de la conjetura niimero 4 (tabla 5.1), puede
considerarse como un caso particular del teorema de Pappus. EIl punto P obtenido en la
conjetura coincide con el punto P que se obtenia en la construccién de la solucién propuesta

por Heroén.

Figura 5.6

Segun el teorema de Pappus, los puntos O’, Py O de la figura 5.6 son colineales, por tanto

P es la interseccion de la recta CB con s.
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Conjetura

Casos limite

1. P es el punto en el que la me-
diatriz del segmento AB corta a la

recta s.

2. P es el punto de interseccion de
la recta s con su perpendicular por

el punto medio del segmento AB.

3. r es la perpendicular a la recta

_ B A r B
BD por A. O es el punto de inter- /’ L d ?:
seccion de las rectas r y BE. P es A r O i
el punto de interseccién de la recta - g :
s con su perpendicular por O. S ™~ S 3
E P D P D
A ’\r—"B
s |
P D
4. O es el punto de interseccion de B La conjetura conduce a la solucién
las rectas AD y BE. P es el punto adecuada. Un caso particular del
de interseccion de la recta s con su A o teorema de incidencia de Pappus
perpendicular por O. permite comprobar que el punto P
S : - coincide con la solucién propuesta
| P D en la construccion de Herén.
ce’

Tabla 5.1 Conjeturas para resolver el problema de Herén y técnica de los casos limite.
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5.2 Movimiento principal M2 (Yolanda): Juegos para pensar.

Tanto éste como el siguiente caso que describiremos presentan una diferencia clara con res-
pecto al analizado anteriormente: en ellos, la matemética es contemplada siempre en relaciéon
con su aprendizaje. No existe una separacién tan evidente entre estos dos aspectos como la
que se desprendia de la experiencia de Patricia. En esta ocasién, matematica y aprendizaje
de la matemética no se construyen como dos categorias diferentes, sino que evoluciona una
Unica categoria en la que se confunden ambas perspectivas. Las referencias a la matemética
evocan recuerdos de una experiencia de aprendizaje o sugieren recursos para su ensenanza.
El problema con el que Yolanda inicia el curso es un problema clasico en el contexto escolar

tradicional: un problema de trenes.

Un tren sale de una estacién a las 11h, la misma hora en que otro tren sale de otra estacién
dirigiéndose hacia el primer tren. Si sabemos que entre una estacién y la otra hay hora y

media de recorrido, ;qué hora serd cuando los dos trenes se encuentren?

El planteamiento del problema es incompleto, puesto que desconocemos la relacion entre la
velocidad de ambos trenes —y en un mayor nivel de detalle, si sus trayectorias son en el mismo
sentido o en sentido contrario—. De nuevo nos encontramos con problemas contextualizados en
el ambiente escolar que tuvieron sentido en un momento determinado, probablemente cuando
el uso de una via tnica hiciera necesario que el cruce se produjera necesariamente en las

estaciones.

En el momento de plantear este problema, al comenzar el curso, Yolanda se refiere a las
matemaéaticas como algo que utilizamos en “casi todos los aspectos de la vida cotidiana” y pone
como ejemplo las compras, la velocidad, la medida de distancias o los calculos cotidianos.
Este es un hecho que se repite de forma generalizada en la mayoria de los estudiantes del
curso y que dibuja un contexto educativo y social en el que abundan referencias de ejercicios

aritméticos muy simples para construir creencias acerca de la matematica.

Las matemadticas las hacemos servir en casi todos los aspectos de la vida cotidiana. Por
ejemplo, cuando vamos a comprar utilizamos algunos productos como la fruta, la carne,
[...] una medida que es el peso nos ayuda a saber la cantidad que compramos y lo que nos
costard segin sea esa cantidad. Las utilizamos también cuando vamos de viaje en coche,
ya que en las autopistas hay carteles que nos indican cuantos kilémetros nos quedan hasta
llegar a nuestro destino y como éstos muchos ejemplos més se pueden dar.

Yolanda se refiere a la importancia de las matemaéticas para ejercitar la abstracciéon en un
relato inicial en el que reflexiona sobre su ensefianza y aprendizaje. Sin embargo, los ejemplos
de problemas que propone se refieren a utilizaciones de la matemaética en las cuales su caricter

abstracto ha pasado a ser considerado trivial en el contexto de la actividad cotidiana. Es
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evidente que los sistemas de numeracién, la aritmética comercial o la definiciéon de propiedades
medibles en cuerpos fisicos se sostienen sobre una base abstracta, pero que no es reconocida
como tal en el ambito popular. Esto podria llevarnos a concluir que la relacién matemdtica—
abstraccion fuera repetida més como un tépico que como una caracteristica reconocida. Sin
embargo, a medida que avanza el curso, Yolanda busca otros ejemplos de los que apropiarse
y que le permitan dar sentido a la matematica como una actividad intelectual abstracta e

integrarla en el quehacer cotidiano:

Enseniar matematicas en el colegio es una funcién importante ya que es una de las materias
que ayudan al nifio, conforme va avanzando en sus estudios, a alcanzar cada vez mayor
grado de abstraccion.

Gracias a las matemaéticas que se enserian en el colegio (en primaria, sobre todo) los
ninos pueden conocer los nimeros (que para mi son la base de todas las matematicas)
y aprender todas las utilidades que le damos en la vida cotidiana. La mayoria de los
estudiantes tienden a pensar (mds que nada los adolescentes, los de primaria no tanto)
que las matemadticas son una materia que sélo hay que aprobar que no tiene ninguna
utilidad en la vida real (de hecho lo pensaba). Pero éstas son aquellas matematicas en las
que nos pasdbamos la hora haciendo ecuaciones o funciones o problemas de trigonometria.
Pero ahora que he tenido que hacer una reflexion, me he dado cuenta de que si en la etapa
de primaria no ensenaran las matemadticas que se ensenan dificilmente sabriamos operar

con monedas y saber ir a comprar.

Yolanda expresa en su relato como la actividad matemaética va perdiendo sentido a partir
de la ensenanza primaria. Hasta aquel momento cabian las utilidades béasicas de la aritméti-
ca, y ella misma expresa que el truncamiento se produce, para ella y para la mayoria de los
estudiantes, durante la ensenanza secundaria. El contexto escolar es basicamente el inico en
el que los estudiantes tienen contacto con la matematica, y s6lo en la ensenanza primaria les
aporta los elementos tipicos (leer carteles que incluyan informacién numérica, interpretar ti-
quets de compra, etc.) que salvan la cuestion del sentido dado a la matematica en los primeros
anos escolares. El sentido comienza a desaparecer en niveles superiores y la construccion del

conocimiento acaba en la ignorancia o el automatismo que se arrastra durante la edad adulta.

Asi que para Yolanda las actividades matemaéticas quedan contextualizadas en su realidad
como futura maestra (por ejemplo las que proporcionan situaciones como cocinar, comprar,
jugar, hacer trajes, pintar campos, compartir, etc.) En su problema final, sin embargo, aun
sin abandonar la contextualizaciéon escolar de sus creencias, la opcién es elegir un juego de
tablero, que justifica como un buen problema porque esta planteado como un juego y por lo

tanto motiva, hace pensar, hace observar. El problema planteado es el siguiente:
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Observa el tauler on hi ha pintats 5 cercles. Pinta tu d’un altre color 5 cercles més, amb

la condici6 de no pintar 2 cercles sobre una mateixa linia (horitzontal, vertical i diagonal).

@

Yolanda no lo resuelve, pero es evidente que la potencialidad de este problema para es-
timular la actividad matemaética es mucho mayor que la que se podria obtener del ejercicio
de los trenes que plante6 al comienzo del curso. Las caracteristicas “motivar” y “observar”
contextualizan en el ambiente escolar una nueva creencia hacia la matematica: “hacer pensar”.
La busqueda de sentido en la actividad planteada surge con mucha fuerza en este momento

del curso.

Penso que aquest és un bon problema perqué esta plantejat com un joc I aquest fet fa que
tant nenes com adults mirem el problema amb uns altres ulls, amb disposicié positiva.
També em resulta interessant perqué tot i que sembla un problema facil, s’ha de parar
a pensar i sobre tot a observar, cosa que als nens els hi costa molt de fer. Amb aquest
problema es treballen varies nocions de matematiques com és el cercle, els niimeros (nocié
de quantitat) i les direccions de les linies i el nom d’aquestes segons cap a on estiguin
tracades.

Analicemos en detalle las caracteristicas del problema propuesto. La solucién ofrecida en
el enunciado del problema es una de las que resuelven el conocido como “el problema de las
ocho reinas” para el caso de un tablero de 5 x 5. El problema al que nos referimos es el

siguiente:

Encontrar todas las maneras de colocar ocho reinas en un tablero de ajedrez (64 casillas)
de manera que ninguna de ellas pueda comer a otra; es decir, colocar las ocho piezas de
manera que dos de ellas no se encuentren sobre la misma linea paralela a uno de los bordes
del tablero o sobre cualquiera de sus diagonalesS.

5Este problema fue objeto de una correspondencia mantenida entre Gauss y Schumacher y puede encontrarse

un recorrido histérico en las Récréations mathématiques de Edouard Lucas [90].
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El problema propuesto por Yolanda no es equivalente a uno sobre un tablero de casillas
cuadradas, puesto que su configuracion es de (25 + 16 = 41) casillas. No obstante, estudia-
remos las soluciones del problema para el caso de las cinco reinas como paso previo a la
discusion del problema de Yolanda, pues pensamos que es una buena referencia para evaluar

la dificultad del que ella propone.

Utilizaremos como notacion una de las que se sugieren en [90]|. Puesto que cada una de las
piezas ha de estar necesariamente en una columna diferente del tablero, todas las columnas
cuentan con una pieza. A cada una le asignamos un nimero del 1 al 5 que indica la casilla de
la columna donde se encuentra, comenzando a contar de abajo hacia arriba. Comenzamos la
asignacion siguiendo las columnas del tablero de izquierda a derecha. Por ejemplo, la soluciéon

que aparece en el problema planteado por Yolanda es la ordenacién 14253.

Las condiciones impuestas en el problema tienen una traduccién sencilla en esta notacion:

e Que no estén situadas sobre la misma columna equivale a que la configuracién sea de

cinco digitos.

e QQue no estén situadas sobre la misma fila equivale a que no aparezca dos veces el mismo

ntmero en la configuracién.

Estas dos condiciones dan como resultado las 5! = 120 permutaciones de 5 elementos.

e Que dos piezas no estén situadas sobre la misma diagonal equivale a que la distancia
entre las columnas en las que se encuentran no coincida con la distancia entre sus filas
respectivas. Por lo tanto, el valor absoluto de la diferencia entre los ntimeros asignados
a piezas cualesquiera ha de ser diferente al de la diferencia entre sus respectivos niumeros

de orden en la permutacion.

Las soluciones al problema de las cinco reinas utilizando esta notacién son 10 y vienen

dadas por las configuraciones siguientes:

13524 35041 24135 52413

« e o e . o o e o e o o e e o o e o e

« o e e o o« o o o e o o e e e o o o e

« o e e . o e e o o o o o o e o o o o

« e e o . o o o o o o e e s e o o o e
Do e o o o « e e e o « e o e . « o o« o
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42531 31425 53142 14253
. . ° . . . . . . o o . . . . . . . o .
o . . . . . » o . . . . . o . . o . . .
. . . o . o . . . . oo @ nmme s (e . . . . . o
. o . . . . . . o . . . . . o . . o . .
. . . . o . o . . . . . o . . © . . . .
25314 41352

. o . . . . . . o .

. . . . o o . . . .

. . o . . . . o . .

o . [ . ] . . . ] o

. . . o . . o . . .

Las ocho primeras configuraciones pueden obtenerse a partir de la primera 13524 al aplicar
los giros de 90°, 180° y 270° con centro en el centro del tablero y tomando, ademés, las simetrias
axiales s1, 892,83 v S84, que dejan invariante el cuadrado. Las dos tultimas se obtienen una a

partir de la otra al girar el tablero 180 grados’.

La gran dificultad del problema propuesto radica en que el nimero de combinaciones
de piezas que son compatibles entre si crece muy rapidamente y sin un orden aparente, de
modo que la construccién manual de las soluciones resulta impracticable. Sin embargo, si se
considera el problema de las cinco reinas existe una probabilidad P = ﬁ = 7,7-107% de

5
encontrar alguna solucién. Las soluciones para el problema propuesto por Yolanda® son 4094.
4
_ —4
W =2,3-107"%
5

Desde un punto de vista didactico, la comparaciéon de estos dos problemas aporta nuevos

La probabilidad, por tanto, es ahora de P =

elementos para la reflexion. Por una parte, permite evaluar la dificultad de un juego en
términos de la probabilidad para encontrar alguna de sus soluciones. Ademads, permite discutir
acerca del interés matematico de hallar todas las soluciones posibles. Por tltimo, permite

reflexionar sobre el método utilizado para encontrar dichas soluciones.

En la experiencia de Yolanda han aparecido a lo largo del curso dos nuevas categorias que

utiliza para dar un significado a la actividad matematica en la ensenanza primaria y que antes

"Por lo tanto, podriamos considerar, salvo movimientos rigidos, dos tnicas soluciones, (13524) y (25314),
va que para esta dltima configuracién hay simetria central.

8El algoritmo que permite calcular las soluciones ha sido programado en C++ y puede consultarse en el
apéndice 2, junto con una explicacién detallada de su funcionamiento. Julian Pfeifle tuvo la amabilidad de
llevar a cabo este trabajo.
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no existian: matematicas para pensar y para entretenerse. Construir una creencia de este tipo,
en su contexto de futura profesora de primaria, es potencialmente mucho mas interesante que
mantener tnicamente la de las aplicaciones aritméticas. Es mas interesante, ante todo, porque
sus futuros alumnos podran apropiarse de una creencia que puede continuar desarrollandose
en niveles superiores de la educacién. Ademads, abre una importante via para la indagacion en

aquellos alumnos de primaria interesados por este tipo de problemas matematicos.

Veremos a continuaciéon cudl ha sido el proceso que ha seguido la estudiante durante el

Ccurso.

M21: Ciencia que resuelve e investiga

En su reflexion al realizar la actividad abejas (apéndice 3), Yolanda distingue dos objetivos:
a) la formacion “como persona”; en la que cuestiones basicas como la medida de dngulos no son
consideradas utiles y b) la formacion académica, que tiene como objetivo permitir el avance
hacia estudios superiores y en la que el aprendizaje de este tipo de conceptos se llena de
sentido. Esta separacion refleja la percepcion de un contexto matemético escolar alejado de
la formacion humana. Los saberes utiles se reducen a los que reiteradamente se mencionan
en la mayoria de los casos: comprar, contar, etc, y mas alld de ésto se plantean ejercicios
tradicionales de aplicacién de técnicas. Por ejemplo, cuando en la hoja de actividad abejas se
pedia a la alumna que plantease una actividad en la que se trabajaran los mismos conceptos

que alli aparecian, su propuesta fue la siguiente:

Tenemos un triangulo del cual sélo sabemos que el dngulo A es de 35° y el C es de 90°.
Y el lado que va de A a B es de 5 cm. jCuanto mide el dngulo B? Calciilalo mediante los

dos procedimientos que sabes.

Yolanda interpreta que ha de proponer un problema en el que aparezca el concepto de
angulo y propone un sencillo ejercicio con un tridngulo. Ademés, trata de reunir en un solo
ejercicio diferentes contextos en los que ha trabajado con triangulos: a) uno muy bésico, en el
que conocidos dos angulos de un tridngulo puede conocer el tercero y b) uno caracteristico de
la ensefianza secundaria en el que se tienen en cuenta razones trigonométricas. La informacién
de la longitud del lado AB es evidentemente superflua para calcular el valor del &ngulo B. Pero
ella necesita esa informacion para adaptar el ejercicio a “dos formas diferentes de resoluciéon”.
La fuerza de su creencia en una matematica escolar es tal que le bloquea un buen criterio.
En general, Yolanda no resuelve los ejercicios que propone. Parece que tome siempre como
referencia ejercicios que recuerda de la escuela, porque los contenidos que se proponen —en

este caso dngulos—, son considerados como un tépico escolar.

En el texto en el que Yolanda reflexiona sobre la matemética en su relaciéon con otras

ciencias, y junto con la lectura del texto relativo a las geometrias no euclideas, aparece una
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aproximaciéon explicita, aunque vaga, a la matematica como una ciencia que resuelve o inves-
tiga hechos o cuestiones que las personas se han planteado alguna vez. No se mencionan ya
las caracteristicas de utilitarismo que aparecian al principio y los ejemplos que se plantean se
refieren a situaciones de matemaética aplicada de un nivel de complejidad mayor que las que

se proponian en los primeros textos.

[...] Como por ejemplo, cudntas estrellas deben haber en el cielo, desde el punto de vista
de la astronomia; qué elementos intervienen para que se produzcan los cambios de clima y
éstos sean diferentes en diversas partes del mundo, desde el punto de vista de la geografia;
c6mo se podria medir la anchura de un rio o el grosor de un folio, desde el punto de vista
de las matemaéticas.

Como conclusién podria decir que las matematicas se complementan con otras ciencias
y podria ser que todas juntas formaran una tnica ciencia, solo que cada una con una
determinada especialidad. De manera que las matematicas estan especializada en hechos y
problemas mas de la vida diaria; la astronomia se especializa mas en aspectos relacionados
con los astros y los planetas; la geografia, cuya especialidad no es tan concreta como en la
astronomia, al igual que las matematicas, puede consistir tanto en estudiar la demografia
de un pais, ciudad... como los fenémenos atmosféricos o la economia de un determinado

pais, etc.

M23: La matematica como un “saber reflexivo”

Al reflexionar especificamente sobre las caracteristicas del conocimiento matematico comienza
a hacerse evidente la separacién entre una matematica aplicada bésica y una actividad inte-
lectual. Si de lo que se ha de hablar es de aplicaciones en la vida cotidiana, entonces pueden
tenerse en cuenta los mismos ejemplos de siempre: ir a comprar, amueblar una habitacion,
construirse una casa, un traje a medida, etc. Pero puede darsele, ademés, otro sentido més

profundo:

Con el conocimiento matematico, creo que se hace referencia a los saberes mas basicos que
se aprenden en matemaéticas, como son los niimeros, las operaciones entre ellos (sumar,
restar, multiplicar, dividir, etc.) Aunque se le puede dar un sentido mas profundo, por lo
que haria alusion a la capacidad de las personas para reflexionar, para dedicarle tiempo a
las cosas, tener paciencia, para saber establecer relaciones entre elementos o entre saberes
anteriores y saberes actuales (saber y entender que un conocimiento lleva a otros mas

complejos) etc.
Este dltimo movimiento aparece en clara relaciéon con la lectura y la sintesis que realiza del

articulo de las geometrias no euclideas. FEl esquema que ella misma propone para describir

la evolucién del pensamiento matemético a partir del articulo es el siguiente:
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1. A partir de un planteamiento inicial se empiezan a investigar las causas y conse-
cuencias de este planteamiento hasta llegar a nuevas teorias.
2. Del hecho de investigar la demostracién de una afirmacién pueden surgir nuevas

afirmaciones.

3. El hecho de replantear una afirmacién modificindola puede llevar a nuevas conse-
cuencias y por lo tanto se pueden obtener nuevas afirmaciones que resultan de la

evolucion de la primera afirmacion.

4. El hecho de investigar un postulado y sustituirlo por otro no sélo lleva a nuevos
postulados sino también a formar un nuevo tipo, en este caso, de geometria.

5. Podemos concluir diciendo que el pensamiento matemético evoluciona a partir de
una primera afirmacién, de un plantemiento inicial que al ser investigado y discutido
por pensadores posteriores a ese planteamiento se crean nuevas afirmaciones que
pueden afirmar ese planteamiento inicial o por el contrario a negarlo (como es el
caso que se muestra en el articulo). No solo nuevas afirmaciones se pueden crear
sino que también el replanteamiento de la afirmacion béasica (la primera) se puede
convertir en la base de un nuevo movimiento.

A través de sus reflexiones, Yolanda concibe una matematica aplicada en el sentido coti-
diano de los ninos, pero se acerca a una concepcion que recuerda a las ideas platénicas de una
matematica abstracta, sin llegar nunca a romper con la vida cotidiana. En parte, las activida-
des mateméticas son entendidas como un entretenimiento mental que exige rigor y al mismo
tiempo entrena para el rigor légico y la concentraciéon. Este nuevo sentido le permite encontrar
actividades que ejemplifican lo que al comienzo del curso era mencionado como tépico: que

las matematicas pueden ser utilizadas para entrenar un tipo de razonamiento abstracto.

Aquestes [las matematicas| no existeixen perqueé si, i que sempre hi ha un motiu que
porta a la resolucié de tots aquells problemes matematics que els antics passaven dies i
dies investigant.

Tal sentido es el que la lleva a hablar de paciencia, de concentracién, etc. Este nuevo
planteamiento conduce a liberarse, en cierto modo, de la presién de ajustar los ejercicios
planteados a los enunciados tradicionales escolares. Aunque continiia sin ofrecer la solucién
de sus problemas y esto no le permite evaluar ni su dificultad, ni la correccién de los mismos,
si ha adquirido nuevos criterios que le permiten ampliar su concepcién sobre la actividad

matematica.

5.2.1 Problemas que desafian la intuicién

Yolanda escribe que le resultan especialmente interesantes y significativos los problemas que
“desafian la intuicién” y menciona como ejemplos algunos de los que se discutieron a lo largo

del curso:
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1. Toma un DINA4 y construye a partir de él dos cilindros. Asi, a bote pronto, ;dirias que

tienen el mismo volumen? ;Por qué?

2. Hace poco tiempo (segun los periddicos durante el verano de 1999) la poblacion mundial
alcanz6 la cifra de 6000000000 de personas.

(a)

(b)

Formemos una cola con toda la poblacién. ;Cuantas vueltas daria a la Tierra una
cuerda que tuviese la misma longitud que esa cola? ;Llegaria hasta la Luna? ;Y
hasta el Sol?

Imagina ahora que reunimos a toda la poblacién del mundo en una regién y que
cada persona ocupa un cuadrado de 50 cm de lado. Con estas condiciones, jcrees
que la superficie ocupada llegaria a la de la comarca de la Noguera (la mayor de
Cataluna, con unos 1700 km2), ocuparia toda la comunidad de Andalucia o bien

seria necesaria toda la peninsula ibérica?

Supongamos algo todavia maés inverosimil, y a decir verdad algo claustrofébico:
colocamos a toda la poblacién mundial dentro de un gran cubo, de manera que
cada persona ocupe un cubo de volumen igual a 1 metro ciibico. ;Cudl serd apro-

ximadamente la arista de aquel cubo? (Tomado de [36] p. 96.)

3. Imagina que colocamos una cuerda, a modo de cinturén, alrededor del ecuador de la

Tierra. La cuerda tendrd de longitud L, la circunferencia de la Tierra. Imagina que

anadimos un metro a esta cuerda y la volvemos a colocar alrededor, separdndola de la

superficie de manera uniforme. ;Qué animal crees que cabra entre la cuerda y la tierra?

i Una hormiga? ;Un ratén? ;Un conejo?

., Cudl crees que serd el resultado si en lugar de una esfera del tamano de la Tierra

tomamos para la misma experiencia una pelota de tenis?

El mensaje erréneo que pueden entender los estudiantes cuando llegan a resolver problemas

de este tipo es que al resolver problemas hay que estar siempre alerta con la intuicién, y que son

los calculos, en ocasiones mucho més abstractos, los tinicos que garantizan la validez de nuestro

razonamiento. Es una cuestion extremadamente delicada, si tenemos en cuenta que la intuiciéon

y la visualizaciéon son dos de las herramientas fundamentales en el trabajo matemético. La

cuestion interesante desde un punto de vista didéctico es como utilizar estos problemas para

educar la intuicién; para visualizar qué es lo que no hemos intuido adecuadamente. En cursos

anteriores habiamos concluido la discusién de este problema con una sencilla demostracion

algebraica, que prueba que la distancia d que se separard la cuerda de la superficie de la

esfera, en las condiciones del enunciado, es independiente del radio R de la esfera:
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Sea L la longitud del meridiano de la esfera. La cuerda que la rodea, después de anadir un
metro tendrd una longitud L + 1. Entonces, la distancia d que separa la cuerda de longitud

L + 1 de la superficie de la esfera es:

d_L+1 L 1
27 27 27

Y este valor es independiente del radio.

1
FEl célculo algebraico que permite calcular la distancia d = 5, due la cuerda se separa de
la esfera suele utilizarse para demostrar que la intuicién engafia cuando se lee el enunciado

del problema.

Abraham Arcavi durante su estancia como profesor visitante en la Universitat Autonoma
de Barcelona en el afio 2001 exponia otra posibilidad para trabajar este problema, ampliando

su potencialidad desde un punto de vista didéctico:

Imaginemos que en lugar de una esfera, lo que hemos de rodear es un cubo y para simplificar
los pasos, resolveremos el problema en el plano. El objetivo es rodear un cuadrado con una
cuerda que mide 1 metro més que su perimetro. Un sencillo esquema permite demostrar
visualmente que el metro de cuerda sobrante se ha dividido por igual alrededor de las cuatro
esquinas del cuadrado (figura 5.7). La separacion d entre el cuadrado inicial, sea cuales sean
sus dimensiones, y la de la cuerda imaginaria es siempre la misma d = i, puesto que éste

es el radio del circulo del cual se ve un cuarto en cada esquina en la figura 5.7.

Figura 5.7

El siguiente paso es considerar sucesivamente otros poligonos regulares de mayor nimero
de lados (figura 5.8): La separacion entre la cuerda y el poligono inicial es la misma en todos
los casos. Aumentando el nimero de lados del poligono, n, se concluye que la situacion sera
la misma en el caso del circulo. Por lo tanto, la distancia d que se separa la cuerda de la

superficie de una esfera de radio cualquiera es constante.
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,,,,,,,,,,,,,,

Figura 5.8

Al discutir este problema desde este punto de vista no algebraico, surgen otros aspectos
interesantes relacionados con la interpretacién que se da a la forma en la que la cuerda se separa
de los sucesivos poligonos. Es claro que con el método descrito esta distancia es la misma
medida desde cualquier punto del poligono que se considere. Sin embargo, cuando nosotros
mismos, y después con los estudiantes, nos planteAbamos c6mo manipular la hipotética cuerda
para separarla de la esfera, surgieron nuevos aspectos para la discusién en forma de nuevos

problemas.

Figura 5.9 Laseparacion entre dos aristas correspondientes del cuadrado original y la cuerda

1 1

es, en el primer caso, ™) de metro. En el segundo caso es g.

Al considerar la figura 5.9 estamos reproduciendo el estiramiento de una cuerda alrede-
dor de 8 postes colocados perpendicularmente a los lados en los cuatro vértices del cuadrado.
Sin embargo, es posible considerar el estiramiento manteniendo figuras semejantes, como se
muestra en la misma figura. En cualquiera de los dos casos, es facil concluir que sea cual sea
el tamanio del cuadrado original, la separacién serd siempre constante, puesto que el metro
sobrante ha de repartirse uniformemente alrededor de las esquinas del cuadrado. Pero el pro-
blema se complica desde el punto de vista de la formalizaciéon, porque aunque intuitivamente
puede considerarse una sucesiéon de poligonos regulares de cada vez mayor nimero de lados,
la distancia d,, no es ahora constante (figura 5.10). Seria descabellado, dado el conocimiento
actual de los estudiantes, plantearse siquiera encontrar el término general de las diferentes su-

cesiones d,, que pueden aparecer? y atin mas comprobar que su limite es, como podria intuirse
1

2
9En cualquiera de las dos situaciones que se describen a través del ejemplo del pentagono en la figura 5.10 es

ambiguo hablar de la distancia que separa los poligonos interior y exterior en cada caso, puesto que alrededor
de los vértices pueden considerarse diferentes posibilidades. Esto no sucedia al considerar la situacién descrita

118



5.2 Movimiento principal M2

1/2
N Angulo interior « = 7/n

7/2n

Figura 5.10

5.2.2 Cavalieri y las paradojas del continuo

Otros problemas que Yolanda menciona como interesantes reflejan la misma idea de “desafio

a la intuicién” a la que ella misma se referia. Fueron discutidos al presentar el método de

los indivisibles de Cavalieri y tenian que ver con las conocidas como las paradojas del conti-

nuo. Incluimos a continuacién a través de una cita de Koyré la idea que quisimos dar a los

estudiantes acerca de la obra de Cavalieri.

La obra de Bonaventura Cavalieri goza entre los historiadores del pensamiento matema-

tico de una bien establecida reputacién de oscuridad a toda prueba.

Lejos de mi querer revelarme contra esta apreciacion tradicional: la obra de Cavalieri es

efectiva e incontestablemente oscura, dificil de leer y atn mas dificil de comprender. No

en la figura 5.7. Veamos dos ejemplos:

Caso 1: Poligonos semejantes: Sea d,, la separacion entre dos aristas correspondientes de dos poligonos

regulares de n lados, de igual centro y lados correspondientes paralelos, cuando la diferencia de sus perimetros

es constante, e igual a 1, y el nimero de lados aumenta. El metro de longitud que diferencia el perimetro de

ambas figuras puede considerarse repartido alrededor de cada uno de los vértices, como indica la figura 5.10.

Si consideramos el dngulo @ = T dela figura 5.10, se tiene la relacion
n

™ 2n
tan — = =+
2n dy
De modo que la separacién d,, es:
1
"7 2n-tan &

Y en el limite, que corresponde con la situacion de la circunferencia se tiene:

. . oS 5 . COSg- o~ 1
lim d, = lim ——*— = lim —"—%* = —
n—o0 n—oo 21 - SIN 5 - n—oo 27+ SIN 5 - 2

Caso 2: Figuras no semejantes: La nueva sucesion d,, que se considera ahora es:

d = 1
n = B
2n - sin 5-
n
i T 1
n—o0 n—oo 27T - SIn bry n—=00 9r . gin e
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obstante, me pregunto si la penosa impresiéon de estar sumido en la bruma y las tinieblas
que no deja de experimentar todo el que aborda el estudio de la Geometria indivisibilibus
continuorum nova quadam ratione promota o de las Fxercitationes geometricae sex pro-
viene efectivamente de la oscuridad —por otro lado normal e inevitable— de su pensamiento,
o mas bien del hecho de que Cavalieri se nos muestre incapaz de expresarlo y exponerlo de
una manera suficientemente clara: Cavalieri escribe muy mal y sus interminables frases a
veces, e incluso a menudo, son auténticos rompecabezas. Por esto mismo obliga, o por lo
menos incita, al historiador a traducirlo en un lenguaje que no es el suyo (el del calculo
infinitesimal), lenguaje que se ha desarrollado a partir de concepciones muy diferentes de
las suyas y que, en consecuencia, no siempre refleja exactamente su pensamiento, sino que
lo oscurece a menudo al tiempo que lo simplifica.

Como compensaciéon, me parece que si se hace el esfuerzo necesario para familiarizarse con
el estilo de Cavalieri —y por estilo entiendo tanto su manera de pensar como su manera
de escribir—, si se estudia su técnica de prueba que proporciona un sentido concreto a
nociones a menudo mal definidas in abstracto, y sobre todo si se le sitia en su época, a
saber, entre Kepler por un lado y Torricelli por otro —a los que se refiere expresamente—
veremos perfilarse un pensamiento suficientemente firme y consciente de si mismo y, al
mismo tiempo, suficientemente inteligible como para asegurar a Cavalieri un lugar muy
honroso entre los grandes representantes del pensamiento matematico. Con la condicién,

en todo caso, de no interpretarlo en sentido contrario. A. Koyré [78] 320-321.

Cuando introducimos el cédlculo de areas, propusimos a los estudiantes que dieran una

explicaciéon de la siguiente paradoja:

rectas de longitud I, que colocadas paralelamente una al lado de otra le cubren completamente.
Por lo tanto el area del rectangulo es A = b-[. Sin embargo, este razonamiento no funciona si

intentamos determinar el area de un circulo de radio R y perimetro P = 27 R, pues obtenemos

Podemos calcular el area de un rectangulo considerando que estd formado por infinitas

una adrea A = 2w R2.

del circulo no es evidente una correspondencia entre todos los radios del circulo y las rectas

en el interior del rectdngulo construido. Expresan esta diferencia en términos tales como en
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el rectangulo, dos rectas siempre se separan igual arriba y abajo, mientras que en el circulo no
ocurre eso. La conclusion a la que los estudiantes llegaron en la discusion de clase es que el
célculo del area se realiza en ambos casos sumando pedazos mas pequenos de area, y no rectas,
de manera que en el caso del rectangulo suman rectangulos y en el caso del circulo suman
sectores circulares. Puesto que los sectores circulares se asemejan a tridngulos, entonces el

27rr
area del circulo resulta ser A = = 7r2. De este modo, el engario queda resuelto y

la explicaciéon que han desarrollado les resulta lo suficientemente convincente para explicar

ambas situaciones.

La discusion nos permitié introducir la formulaciéon de Cavalieri del principio de los in-
divisibles. A la nocion de lo infinitamente pequeno pero de las mismas dimensiones que la
figura de partida se opone el concepto de indivisible en la obra de Cavalieri. Alexandre Koyré
discute, con el rigor y la claridad que caracterizan sus obras, la interpretaciéon generalizada
entre los historiadores modernos del pensamiento matemético, que reprochan a Cavalieri el
querer componer una figura con otras de dimensién menor. Para Koyré, Cavalieri sabe que
es imposible sintetizar una figura a partir de otras de menor dimensién y tras la definicién de
los indivisibles no se encuentra la idea de una suma infinita, sino mas bien al contrario, los
encuentra después de cortar la figura en cuestién con un plano o una recta, segin si se trata

de una figura en el espacio o una figura plana.

La terminologia de Cavalieri no debe inducirnos a error. Cuando Cavalieri nos habla de
“todas las lineas” (omnes lineae) y de “todos los planos” (omnia plana) de una figura
geométrica y los declara equivalentes a aquella, en absoluto pretende formar las sumas
de estas lineas o de estos planos. Por el contrario, declara que el conjunto de un nimero
indefinido (infinito) de elementos es, en general, el mismo indefinido (infinito) y que tales
conjuntos no pueden ser relacionados. Sin embargo, piensa que esta proposicion no es
universalmente valida y, en especial, que cualquiera que sea la opinién que se tenga sobre
la naturaleza del continuum, a saber, que se admita que en el continuum (una superficie)
s6lo hay lineas o que se admita que hay, ademés, algo mas que lineas, no se puede dejar
de reconocer el hecho patente y cierto que las encontramos en todas partes y que, al
atravesar una superficie, las encontramos a todas. Por ello estima que es imposible negar
la equivalencia de una superficie (figura) dada con todas sus lineas y poner en duda que
la relacion del conjunto de todas las lineas de otra es la misma que se establece entre las
figuras mismas. De otro modo, habria que negar la posibilidad de comparar dos figuras
entre si, lo cual es evidentemente absurdo. Esta constatacion justifica el empleo de los
indivisibles y nos permite substituir el estudio de las relaciones entre las figuras por el
de las relaciones que subsisten entre sus elementos, con la condicién, no obstante, de que
sepamos establecer una correspondencia. [78] 328-329.

El cé6mo dar con la correspondencia adecuada es lo que hoy ya no se incluye en el curriculum

escolar de matemaéticas, y que Cavalieri recoge en el principio que lleva su nombre:
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Las figuras planas, colocadas entre dos paralelas en las que cualesquiera lineas, paralelas

a las primeras, cortan segmentos iguales, son iguales.

Y es conocido que el mismo principio se hace extensivo al caso de cuerpos en el espacio,

excepto que en lugar de lineas se utilizan planos.

Es claro que la técnica anterior para comparar figuras no es aplicable en todos los casos,
en particular cuando las figuras estudiadas son de diferente dimensién y no pueden colocarse
entre paralelas. Este es el caso de la paradoja que también se les propuso a los estudiantes
para que analizaran la aplicacién del principio de Cavalieri a la comparacién de la superficie

lateral de un cono y un rectangulo como se indica en la figura 5.11.
% % h
R 2T R

Figura 5.11

Algunas de las situaciones paradéjicas que se atribuyen al método de los indivisibles son
tenidas en cuenta por Cavalieri, por lo que él mismo propone como una exigencia fundamental
que los elementos indivisibles que se ponen en correspondencia en las figuras comparadas han

de ser “homologos”.
Toeplitz ([125], p. 61) presenta la siguiente paradoja:

Consideremos los dos tridngulos, T'y T" [han de ser desiguales| que se obtienen al dividir un
tridngulo dado por su altura. Se trata de dos tridngulos de la misma altura h pero diferentes
bases AB y CD. Para cada linea MN paralela a la base del primer tridngulo es seguro que
encontraremos una de la misma longitud en el segundo triangulo (figura 5.12), de donde podria
concluirse que ambas figuras son equivalentes porque existe una correspondencia entre todas

las verticales de T y las de T".

La misma paradoja fue enviada a Cavalieri por una persona anénima con la intencién de
desacreditar su método de los indivisibles [7]. En las Ezercitaciones Cavalieri aborda este
tipo de situaciones, imponiendo como condicién que los indivisibles correspondientes han de
obtenerse en un mismo barrido de la figura inicial con secciones paralelas a las bases. Asi,
aunque efectivamente la correspondencia que se considera en la paradoja existe, no cumple
las condiciones que determinan los elementos correspondientes, u homoélogos, en el método de

Cavalieri.

Cavalieri prueba con su método que la razén de semejanza entre las dreas de figuras planas

es el cuadrado de su razén de semejanza lineal, y este hecho le permite deducir resultados que
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A B=C D

Figura 5.12

involucran colecciones de figuras planas semejantes. De este modo, puede comparar figuras
sblidas, y se dedica especialmente a la comparacién de cilindros, conos, prismas o piramides.
Por ejemplo, si C; y Cs son circulos que mantienen una proporcion determinada, los cilindros

que generan mantienen también la misma propiedad.

El siguiente paso en el estudio de volumenes de figuras soélidas es comparar figuras no
semejantes a partir de sus secciones planas. Por ejemplo, Cavalieri considera un cono y su
cilindro correspondiente, de la misma base. Puesto que ha demostrado que la relacién entre

sus secciones es 1:3 concluye que ésta serd también la proporciéon entre sus voliimenes:

Un cono, segin el lenguaje de Cavalieri, estd compuesto por un ntimero infinito de circulos
decrecientes de la base al punto mas alto, mientras que el cilindro de la misma base y de
la misma altura, se compone de una infinidad de circulos iguales. Por lo tanto, tendremos
la razén del cono y el cilindro si encontramos la relacion de la suma [Cavalieri nunca
habla de sumas, sino de elementos agregados| de todos los circulos decrecientes en el
cono, infinitos en nimero, con la de todos los circulos iguales del cilindro, cuyo niamero es
igualmente infinito. En el cono, estos circulos decrecen de la base al punto més alto, como
los cuadrados de los términos de una progresién aritmética. En los demas cuerpos siguen
otra progresion [...] El objetivo general del método es asignar la relacion de esta suma
de términos crecientes o decrecientes con la de términos iguales de la que esta formada la
figura uniforme [el cilindro] y conocida de la misma base y altura. [78] p, 341.

Mas alla de la utilizaciéon del método de Cavalieri para encontrar relaciones de propor-
cionalidad entre figuras, lo especialmente relevante en la discusién con los alumnos fue la
contextualizacion historica de su método; las discusiones en cuanto a formalizaciéon matema-
tica que se derivan de él, y las diferentes valoraciones de su trabajo por parte de diferentes
historiadores. Andersen presenta en [6] una completa descripcion del método de los indivisi-
bles, los resultados obtenidos y las diferentes reacciones e interpretaciones de los historiadores

de la matemaética hacia su obra.
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Capitulo 6

Analisis de los datos II: Grupos de

discusion

Tal y como se apreciara en este capitulo nos hemos acercado a lo que acontecié en los grupos
de discusién desde una perspectiva diferente a la que la que utilizamos en el caso de los textos
escritos. Se han tomado como referencias tedricas algunos aspectos del analisis conversacional.
La premisa basica de este enfoque metodolégico es que la organizacién de las conversaciones
constituye la mejor evidencia para comprender socialmente a las personas [39]. La razon para
sostener esta premisa es tan evidente como que para mantener una conversacion y responder
a lo que se acaba de decir, aunque sea con evasivas o cambiando de tema, es necesario que
las personas involucradas comprendan el significado de lo que se ha dicho y que, al menos

implicitamente, sean capaces de pensar hacia dénde quieren que se dirija su respuesta.

La segunda premisa tedrica que tomamos también del enfoque del andlisis conversacional
es que el esfuerzo dialogante de la gente que participa en conversaciones se dirige continua-
mente a generar un cierto contexto, que a su vez es modificado con cada intervencién, y que
este contexto puede ser tan poderoso que haga que cambien los significados atribuidos a un
contenido determinado. Estas premisas teéricas justifican por qué prestamos atencién a lo
que acontece en los grupos de discusién, siendo el objetivo de esta investigacion comprender

cudl es el sentido que los estudiantes dan a la actividad matematica.

El anélisis de los grupos de discusién actiua, por lo tanto, como un recordatorio intenso de
la l6gica de este trabajo, sin pretensiéon alguna de crear teorias generalizables pero coherente
con la teoria de que los fendmenos sociales existen en el momento en que los participantes estan
en accion [39]. La regularidad con la que los estudiantes interaccionan con el resto del grupo
muestra que, en su participaciéon social, se involucran siempre para mantener ciertas reglas
por las que se rige la construccién de las creencias hacia la mateméatica y que dichas creencias

se generan en el grupo. Es a partir de la deteccién de estas reglas cuando es posible teorizar
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sobre la evolucién de las creencias, que es nuestro objetivo principal. La investigadora tiene
como tarea, entre otras, describir de forma metddica y sistemaética los aspectos del proceso de

interacciéon que los propios estudiantes manifiestan que son interesantes.

Es importante senalar que en los grupos de discusiéon se busca descubrir patrones empi-
ricos. No comenzamos el andlisis con una teoria sobre qué es lo que piensan o intentan los
estudiantes. Simplemente buscamos describir movimientos relacionados con las creencias so-
bre la matemaética y encontrar cémo se genera el contexto de la conversacién en el cual surgen

estos movimientos.

En los grupos de discusion los estudiantes viven y relatan su experiencia de una forma muy
diferente a cémo lo hacen cuando escriben sus reflexiones. Las ideas individuales se matizan
y toman forma en la totalidad del grupo. El grupo es considerado desde nuestra perspectiva
tedrica como un organismo en el que se conjugan cualidades individuales y sociales. No se
considera como una suma de individuos, sino que define un nuevo nivel de experiencia social.
Al hacerse preguntas y relatar su experiencia, los estudiantes construyen nuevas creencias en
el seno del grupo y para ello recurren a menudo a su propia historia, en ocasiones inventada,

para explicitar aquello que les preocupa o les interesa.

En consecuencia, nuestro copromiso es ilustrar céomo los estudiantes utilizan, tanto el
conjunto de actividades y contenidos del curso, como los entornos de interaccién que se generan
en los grupos de discusiéon. El grupo es quien ha de utilizar estos recursos, otorgar a los
contenidos y las situaciones vividas la relevancia que considere adecuada y negociar su uso.
Asi pues, las conclusiones que se extraen del anélisis de los grupos de disciusion necesariamente

han de estar relacionadas con la elaboracién de sentido por parte de los participantes.

La unica diferencia es que los participantes aplican ese conocimiento de forma implicita-
mente evidente para ellos, y el analista explicita las caracteristicas de esa evidencia. [39],
p. 109.

Aunque en pocas ocasiones discuten realmente sobre matematicas, muchas veces discuten
de manera rutinaria sobre otros aspectos y no esperamos tanto que los participantes expresen
sus dudas filoséficas sobre la matematica, como que cuestionen cualquiera de las intervenciones
que otro hablante propone en ese momento. Ese es un punto esencial que distingue el didlogo
de la reflexion individual que se llevaba a cabo a través de los textos escritos. Una de las
cuestiones que se muestra de manera especial en los grupos de discusiéon y que no era tan
evidente en el caso del andlisis de los textos escritos, es que los estudiantes, para dar un
sentido a su actividad, se toman muchas molestias en asegurarse de que los acuerdos a los que

llegan estan bien regulados y aceptados o consensuados por el grupo.
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El procedimiento seguido para el analisis de los grupos de discusién fue el siguiente:

1. Se llevaron a cabo 16 encuentros, aproximadamente de una hora de duracién cada uno,
que fueron grabadas en video. Cada uno de los cuatro grupos se reunié en cuatro
ocasiones a lo largo del curso. Nuestro objetivo era, como en el caso de los informes
escritos, detectar ejemplos de movimientos para determinar su estructura, asi como su

relacién con el desarrollo del curso.

2. Seleccion de dos de los cuatro grupos de discusion sobre los cuales centrar el anélisis.

Los argumentos que decidieron nuestro interés por estos dos grupos fueron los siguientes:

(a) Los participantes intervenian con agilidad y buena calidad de argumentacion.

(b) En uno de los grupos seleccionados habia una mayoria de personas a quienes no
les gustaban las mateméticas o habian tenido malas experiencias escolares. En el
otro, sin embargo, se daba la situacién opuesta, pero en ambos habia una persona

contraria, en este sentido, a la mayoria del grupo.

(¢) Pudimos encontrar entre los movimientos detectados en cada grupo uno cuya ca-
racterizacion era la misma (en concreto, cuestionar si el conocimiento matematico
consistia exclusivamente de numeros y férmulas algebraicas o involucraba otros

aspectos, en particular propiedades geométricas.)

3. Deteccién y transcripciéon de los episodios correspondientes a los grupos de discusiéon
seleccionados en los que se detectaron movimientos y seleccién del movimiento que ana-

lizarfamos en detalle, que surge de manera independiente en ambos grupos.

4. Estudio detenido de las transcripciones correspondientes, identificando las experiencias
y aportaciones relevantes de las conversaciones para el movimiento que se describe. Esto
nos permite mostrar como cada grupo acuerda y gestiona las causas y las consecuencias
de llevar a cabo un problema que se considera relevante en su formaciéon matemaética. Es
especialmente enriquecedor ver cémo un mismo movimiento emerge de dos situaciones

conversacionales diferentes.

La idea fundamental que queremos enfatizar con esta segunda parte del andlisis es que el
colectivo de los futuros profesores no existe independientemente de lo que ellos tienen que decir
y de lo que representa para ellos ser un grupo. Es importante romper con la idea de que los
estudiantes son lo que los investigadores dicen de ellos. Los estudiantes actiian colectivamente
de forma espontanea y generan nuevos significados acerca de su actividad matemética sin que

un investigador les apremie a que lo hagan.

Al no intervenir, quien investiga no tiene la necesidad de decidir tedricamente sobre los

errores o aciertos de otro. De acuerdo a la légica de la investigacion, la investigadora forma
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parte de la experiencia y requiere tanto compromiso y participaciéon, como distancia. No es
un participante cualquiera pero eso no impide que intervenga, interpele o cuestione en el seno

del grupo cuando lo considera adecuado para comprender mejor la situacion.

El investigador entrevista y conversa, y en otro momento expresa y difunde lo que ha
comprendido. [50] p. 97.

Como se apreciard en los didlogos que apareceran a lo largo del capitulo, el papel que asumid
la investigadora con su participacién en los grupos fue priorizar ante todo las intenciones de los
participantes. A los estudiantes se les explicé previamente cuél era nuestro objetivo al plantear
los grupos de discusion, tanto en relacién con la obtencién de datos para la investigacién, como
con los aspectos de aprendizaje que creemos que se favorecen al trabajar de este modo. Se les
explicd, igualmente, que ellos habrian de plantear y gestionar mayoritariamente las preguntas

y que el papel de la investigadora seria basicamente de moderadora.

6.1 Movimiento principal M4: De férmulas a propiedades geo-

métricas

El primer grupo retine personas con un nivel conceptual de mateméticas en general bastante
bajo. No les gustan las matematicas y lo explicitan abiertamente. Repiten a menudo que
han tenido malas experiencias y expresan sus dudas respecto a la utilidad o el sentido de
los contenidos aprendidos. Hay personas con un nivel de critica desde la 6ptica de otras

disciplinas, como la historia, suficientemente profundo.

El movimiento seleccionado para el anélisis amplia considerablemente el significado dado
a la actividad matemaética. Se desprende del siguiente fragmento de la conversacién que, en
parte, ya fue introducido en el capitulo 2 de esta investigacién. A continuacién lo incluimos

integro para proceder a su anélisis detallado.

6.1.1 Grupo 1: Las matematicas de un puzzle

[Los estudiantes estan discutiendo el significado de la afirmacion: “el conocimiento matemético permite
a los ciudadanos encontrar soluciones viables a los problemas cotidianos de la sociedad en la que se

encuentran,” que escribié una de sus companeras de curso.]

1. NURIA: Que por ejemplo, cualquier conocimiento matematico es cualquier... por ejemplo la
suma es un conocimiento matemaético, jno?, la resta, los dngulos, los tridngulos. Todo eso es un

conocimiento matemaético que permite a los ciudadanos encontrar, hacer todo.
2. Por ejemplo, para lo de las cortinas el conocimiento matematico seran las areas, pues le permiten

las matemaéticas aplicarlo para hacer algo cotidiano, por ejemplo la cortina o el mantel.
3. LOURDES: ... o el mantel. ;Y td qué opinas?
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10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.

22.
23.

24.
25.

VANESSA: Yo pienso que bueno, el conocimiento matemético seria el conocimiento bésico, ;no?, o
sea, un conocimiento bésico, la gente sepa hacer las cosas pero son cosas béasicas de matematicas,
por ejemplo como esas cosas que no hace falta saber mucho sino el conocimiento basico, o sea,
hacer cosas que le sirvan, le sean ttiles, pero que tampoco sean muy rebuscadas. Cosas que
sirvan para la vida, como lo de la tela, lo de las cortinas. Pero sin que no sea muy dificil.
LOURDES: ;Y tu qué opinas?

ANA: Bueno, no sé, que es relativo, que un conocimiento basico te permitird hacer una cosa
y un conocimiento méas amplio pues como en todo te permitird hacer otras cosas. No digo
que un conocimiento muy extenso se puede aplicar todo a la vida diaria porque nos estariamos
enganando. Como decia Eli con lo del circulo, que eso aplicado a la vida diaria, no lo sé, a mi
no se me ocurre. Yo creo que, bueno, ademas es que lo dijiste ti, que eso lo hicieron los griegos
pues para satisfaccion personal propia, no tiene una aplicacion.

LourbEs: Xavi, ;,Ta qué piensas?

XAVI: Yo me he planteado con lo de esta frase, a ver, por ejemplo el problema de las cortinas de
Nuria. El conocimiento matemaético le permitiria encontrar la solucién matematica al problema
de la cortina pero, definiendo conocimiento matematico dos més dos, asi. Pero también lo puede
hacer pues mirando cuéntas partes caben y tal, sin utilizar ninguna férmula de tanto por aqui,
tanto por alli, multiplicando nos daré tantos metros de tela. Pues también se puede conseguir
sin usar conocimiento matemético, pero mi duda es: la manera de resolver este problema que
es como a veces ahora estamos haciendo lo de los cuadraditos, para intentar luego que te salgan
las areas, ;también es conocimiento matemético ese modo de pensar? ;Si?

LOURDES: ;Qué opinais?

VANESSA, NURIA, ANA: Que si.

XAvIi: Pues entonces si que sirve. Si que permite a los ciudadanos encontrar soluciones. Si
solo pensamos que el conocimiento matematico es la féormula de altura por base pues entonces
también habria la otra manera que es la que estaba diciendo ahora para solucionarlo.

ANA: O sea, que lo aplicamos de una forma inconsciente, quieres decir?

VANESSA: Claro, porque juegas con areas, ;no? También, o sea, con formas, porque si tu dices
que tienes un cuadrado, ti tienes que usar eso y dices: “tengo una medida asi, un cuadrado,
jcuantos trozos me cabran?”, pues tienes que aplicar igualmente, aunque dices, uno; doblas, dos;
tres. Es lo mismo.

XAvI: Pero eso no es un conocimiento matematico. Eso es un razonamiento logico.

LOURDES: A ver.

Xavi: O a ver, bueno vale...

LOURDES: A ver, ha salido “razonamiento 16gico”

Xavi: Cada vez que hablo me parece que la cago mas.

LOURDES: ;Qué es razonamiento logico? ;Qué es conocimiento matematico? Tu cuestionabas
si conocimiento matematico no es s6lo dos més dos y contar.

Xavi: La formula.

LOURDES: Que no es s6lo la féormula. Tu decias que habia otra cosa que no sabias si era
conocimiento mateméatico o no.

XAvi: Cortina, pues, con cachitos, a ver cuantos caben, tal...

LourbDEs: Cachitos, trozos, puzzles, jeso es conocimiento matemético o no? Vamos a llegar a
un acuerdo.

XAVI: ;O es razonamiento logico?

LourDES: ;Y el razonamiento logico es conocimiento matematico?
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26.
27.
28.
29.

30.
31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.

48.
49.

50.
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ANA: Es un razonamiento 16gico basado en un conocimiento matemético.

VANESSA: Matematico, si.

ANA: Porque sino tienes un conocimiento mateméatico previo no podrias hacer ese razonamiento.
XAvI: El tinico conocimiento previo que tienes es que tienes una unidad que es la cortina que
quieres hacer y tienes tela. Y has de ver cuantos cuadraditos te caben.

ANA: Pues empezando porque si no supieses contar y no supieses lo que son los niumeros.
XAvI: Hostia, vale, vale, Ana Maria, pero al...

ELI: Pues mi abuela sabe qué son los nimeros, no sabe matematicas y sabe contar...

XAVI:... vale pero al uno llegamos todos. A contar uno, dos, tres, cuatro, cinco a lo mejor no...
pero uno...

ANA: Ya, pero esto lo puedes aplicar también a otros problemas mas complejos.

XAvi: Bueno, no sé, a lo mejor la estoy cagando pero yo...

ANA: Que no, si yo estoy de acuerdo.

ELI: Yo estoy de acuerdo con él, para variar.

LourDES: Venga, Eli, ;ta qué opinas?

ELr: Jolines, pues yo, mi abuela la he visto 80 veces hacer cortinas y hacer... y mi abuela la
pobre mujer no ha podido estudiar y de conocimiento matemético tiene lo mismo que puede
tener, yo que sé, un crio de dos anos. A ver, sabe contar, sabe sumar, dentro de lo que cabe,
pero lo que es cortar una cortina, mi abuela estd harta de hacer cortinas y se apana de mil
maneras pero las cortinas le salen bien, y bueno, lo de las faldillas...

Mi abuela a lo mejor no ha llegado a la universidad para hacer ese problema ni ha llegado a
segundo de EGB, pero simplemente se pone. Pero eso yo lo veo un razonamiento de su mente,
no un razonamiento matematico.

Se puede decir que es un razonamiento matematico cuando tu usas las matematicas como base,
pero si t no conoces las matematicas, no puedes utilizarlas como base. Utilizas un razonamiento
légico, que es de tu mente, vamos, eso ya cada uno alla él, pero no sé. Yo... mi abuela o cualquier
persona mayor que vivié antes de la guerra o después no tiene un conocimiento de matematicas,
de lengua, no sabe escribir, no sabe leer...

ANA: Pero lo esta aplicando aunque no sea consciente de que lo esta haciendo.

ELI: Bueno, entonces yo ahi diferencio de que no es conocimiento matematico lo que ella tiene.
Ella es... un razonamiento suyo, ella no sabe si lo esta haciendo bien, si ese razonamiento esta
bien o estd mal. Simplemente ella lo hace como cree que estd bien. Yo lo veo como que es un
razonamiento l6gico de su mente y no le hace falta conocer la gran formula del tridngulo o yo
que sé.

LOURDES: ;Y para ti seria conocimiento matematico equivalente al conocimiento de las formulas
que haces en la escuela o en el colegio?

ELl: Si, para mi un conocimiento matemético es algo que... bueno la base, es lo que estaba
diciendo. Una base matematica de la que ti partes.

LoOURDES: Que se aprende, ;dénde?

ELL: Que se aprende pues si, a base de la educacién que tua te dan desde que eres pequeno.
ANA: ;Y no sabes eso a partir de razonar?

XAvI: Perdona Ana Maria, pero estas aprendiendo esos conocimientos razonando, eso si, pero
porque tienes a un padre que te lo estd explicando, o a un centro, o a una escuela, o a un
parvulario, que te lo estan inculcando, pero muchos razonamientos parten de tu cabeza.
NURIA: /Y como han hecho las mateméticas los...
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51. VANESsA: Claro, entonces nunca se llegarian los ninos a tener un conocimiento matematico,
porque si so6lo se les ensenan los niimeros entonces si sélo se considera conocimiento matematico
a los nimeros, a sumar, que es lo basico...

52. ErL: Pero yo no...

53. VANESSA:...entonces los ninos usaran siempre un razonamiento l6gico y no un conocimiento
matematico y cuando lleguen a un grado superior dirdn, pues esto no es un razonamiento, es
un conocimiento matemaético, entonces diran vale... jy ahora qué? ;Y después del conocimiento
matematico qué habré, razonar o...7 No sé, va ligado.

54. XAvI: Las dos cosas.

55. ANA: Es que todo conocimiento matemético parte de un razonamiento logico.

56. XAvVI: Pero un razonamiento légico no tiene por qué partir de un conocimiento matemaético.

57. ANA: No, es que es al revés.

58. ELl: Exictamente.

59. XAvI: Y las dos cosas se aprenden, en la etapa infantil, y en la etapa adulta.

60. VANESSA: No, si si... Que quede claro.

El fragmento de conversacion que acabamos de leer esté lleno de acuerdos entre los parti-
cipantes. Son acuerdos que van dirigidos a encontrar un sentido a la actividad matematica y

que modifican el contexto de la conversacién para dar sentido a la actividad:

La primera intervenciéon de Nuria establece los elementos béasicos para iniciar la discusiéon
a través de la enumeracion de conceptos, que para ella son los que permiten a los ciudadanos
“hacer de todo”: suma, resta, angulos y tridngulos. Inicia asi una primera aproximacién a la
matematica desde dos perspectivas: una aritmética y otra geométrica, operaciones y figuras
basicas. Su intervencién concluye con un ejemplo que serd clave en la nueva formulacién del
contexto de la discusion: el problema de las cortinas. A este problema ya nos hemos referido
en el capitulo 2, pero lo analizaremos en detalle a continuacién. Tal y como fue enunciado en

clase decfa lo siguiente:

Se tiene una ventana en forma de cuadrado que tiene 2 metros cuadrados y se quiere hacer
una cortina con piezas cuadradas de un metro de lado. ;Como ha de cortarse y coserse
dicha cortina?

El problema fue planteado para que lo trabajaran fuera de clase y pudiese ser discutido en
un dia posterior. La mayoria de los estudiantes interpretaron el problema como un puzzle y por
tanto el contexto que se transmitia en el enunciado al hablar de cortinas y ventanas cuadradas
no generaba bloqueo alguno. Aunque aparecieron dos soluciones diferentes, esperadas, para
el problema que son las que ilustramos en la figura 6.1, no faltaron alumnos que no utilizaban

piezas triangulares y que trataban de completar el cuadrado mediante piezas rectangulares.

Sin embargo, cuando el problema se discutié en el aula, Nuria planteaba que no se entendia.
Explicaba que lo habia hecho preguntando a su madre y que en el enunciado no quedaba claro
que lo que habia que coser para hacer “bien” la cortina era una pieza rectangular, que para

ella estaria formada aproximadamente por seis piezas como las que decia en el enunciado. La
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417

Figura 6.1

justificacién era que para hacer una cortina siempre se necesita el doble de tela que el ancho de
la ventana (para asegurar que cuando cubra la ventana no se terse, sino que ondee) y ademas

el largo ha de permitir que la cortina cubra el marco de la ventana una vez cosido el dobladillo.

Por lo tanto, Nuria interpreta el problema como un problema real, que puede resolver-
se a partir de un conocimiento que en principio no esté relacionado con ninguna actividad
matemaética, y por esto le pide ayuda a su madre. Desde el punto de vista de Nuria, el pro-
blema planteado no tiene ningin sentido en la clase de matematicas porque no le encuentra
un significado matemético. Su intervenciéon nos permitié discutir en la clase como se utiliza el

contexto al que se alude en el enunciado de un problema cuando se intenta solucionar.

Algunos dias después, en el grupo de discusion, Nuria volvia a afirmar su punto de vista

respecto del enunciado del problema:

Nuria: Un momento, el problema de la cortina... De todas maneras eso no se hace asi,
porque como lo hicimos en clase quedaba un churro de cortina.

Eli: Ya la veo con la tela...

Lourdes: Evidentemente...

Niria: Queda un churro de cortina

Lourdes: j...queda un churro de cortinal

Nuria: Porque eso no se hace asi, eso lo primero. No sé, que queda un poquito churro,
un poquito fea la cortina. A no ser que sea de diferentes colores, entonces sea de disefo
Agatha Ruiz de la Prada, pero...

Ana: Pues eso, podria ser mas prdctico hacerlo sin usar eso'.

!La cursiva es nuestra. Nos interesa resaltar que a partir de aqui comienzan a manejarse dos significados
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Lourdes: ;Sin usar el lenguaje de las cortinas?

Nuria: Porque mi madre es costurera y yo la veo hacer cortinas y la verdad...

Eli: Y la verdad la mia también y no ha llegado a esos niveles de matematicas la verdad.
Niria: No, es que yo cuando vi la cortina esa dije, un poquito...

Lourdes: ;0Os acordais cuando discutimos al final de la clase sobre los enunciados de los
problemas? Por ejemplo, el problema de la cortina, tal y como lo hicimos en clase, jes un
problema de matematicas interesante?

Ana: Como problema si, como aplicacion a la vida diaria, nadie lo va a hacer asi las
cortinas.

Nuria: Bueno, no sé, antiguamente a lo mejor una mujer sélo tenia esos trozos de tela y
no podia comprar mas y decia...

El problema de las cortinas permitié a los estudiantes discutir sobre la utilidad o no del
conocimiento matematico y en el movimiento que describimos aqui fue crucial para acordar un
nuevo sentido a la actividad matematica. Junto con el enunciado del problema de la cortina,
en el fragmento numerado 2 del didlogo principal de este movimiento, Niria alude también al
“mantel.” El problema al que se refiere fue propuesto después de la discusiéon de la cortina,
cuando ya habiamos trabajado en clase la aproximacién a la circunferencia mediante poligonos

regulares, inscritos y circunscritos, de cada vez un mayor nimero de lados. El enunciado decia:

Una costurera esté habituada a cortar piezas circulares a partir de piezas rectangulares de
tela. Piensa por ejemplo en el trabajo de preparar unas faldillas para una mesa circular
(hechas a partir de una sola pieza de tela y que llegan hasta el suelo). Trata de estimar
las dimensiones de la pieza de tela que necesitarias y cémo procederias para cortar una
pieza aproximadamente circular.

Quien resolvié el problema lo hizo preguntando a su madre, o reconociendo en el problema

una actividad cotidiana tutil:

Lourdes: Eli, cuéntanos. Has dicho que te parecia interesante el problema de cuadrar, o
sea, de convertir un poligono cualquiera en un cuadrado que tuviese la misma area. ;Y
como relacionas el interés de ese problema con el hecho de que las matematicas sirvan
para algo? O sea, a ti te parece interesante, pero el otro dia decias que no lo veias ttil
porque no servia para nada.

Eli: A ver, es que para mi interesante no es util.

Lourdes: Muy bien, a ver, explica eso mejor.

Eli: A ver, lo veo interesante, no porque a mi me vaya a servir. Vale, pues hoy, mira, he

para la palabra “practico.” Por una parte, plantear el problema tal y como se hizo (utilizando el lenguaje de
las cortinas) y pretender una solucién geomeétrica, no resulta prictico. Mas adelante Ana se referird a que es
un problema interesante, pero que realmente el problema no es confeccionar una cortina. Por otra parte, la
palabra “practico” tiene un significado de utilidad cotidiana, de modo que el problema, planteado como puzle
es poco practico desde este punto de vista.
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visto util lo de las faldillas estas de la mesa, a parte yo ya lo sabia porque mi abuela era...
me lo habia ensefiado. Siempre se recurre a las abuelas.

Lourdes: ;Sabias hacerlo?

Eli: Si, es que mi abuela cosia y hacia cosas de esas. Bueno, y mi madre, y mas de
una vez la veo por alli. ;Qué estas haciendo? Unas enagiiillas para la mesa —porque en
Andalucia se dice enagiiillas— aunque eso ya lo sabia... No, pero, no sé, los problemas
estos de cuadrar, pues nunca me habia parado a mirarlo asi. O sea, no sé, siempre pues
yo es que lo veo todo en mateméaticas negativamente porque a mi las matematicas excepto
sumar y restar no me saques, pero lo demés no sirve. Eso, pues independientemente de
que sea util me gustdé porque nunca me lo habian dado asi, entonces, quieras que no es
una manera... Yo lo veo mas facil de entender asi que no como te lo ensefian, porque tal y
como te lo ensenan pues te dicen esto es asi por asi, porque es una formula y yo te lo digo.
En cambio pues tal y como lo expliciis vosotros sabes de dénde viene eso, de dénde sale,
sabes la manera que estd bien hecho y sabes la manera que estd mal. No sé, me gusto.
No hay mas explicaciones.

La rectificacion de la circunferencia y los problemas de cuadraturas fueron de los problemas
més valorados por los estudiantes. Al plantear el problema del mantel, nuestro objetivo era
visualizar la idea de rapidez con la que los poligonos regulares inscritos en una circunferencia
se aproximan a ésta a través de la manipulacién de papel. Cinco dobleces a partir de un
cuadrado permiten obtener una aproximaciéon a la circunferencia mediante una poligonal de
36 aristas (figura 6.2). Ademaés, desde el punto de vista de la aplicacién que se propone en el
enunciado del problema, la aproximacién resultaba aceptable como solucién, a diferencia de

lo que sucedia con el problema de las cortinas.

;

Figura 6.2

Vanessa, en la intervencién ntmero 4, asocia el conocimiento matematico bésico con la
idea de facilidad. Los conceptos introducidos por Nuria en la intervencién anterior son, a
través de la repeticion de los mismos ejemplos (la tela, las cortinas) calificados como fdciles.

Se anade entonces un sentido de utilidad al aprendizaje en el sentido de hacer cosas.
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Ana, en la intervencién nimero 6 introduce un aspecto esencial que matiza la intervencién
anterior de Vanessa: No todo ha de ser facil. Se sigue mantenenido implicitamente la idea
de aplicacion en el comienzo de la intervencién, aplicaciones que dependiendo de su grado de
sofisticacion requerirdn un mayor nivel de dificultad. Sin embargo, en su misma intervenciéon
rompe con la idea de aplicacién que se ha generado desde el comienzo de la discusién e introduce
un aspecto fundamental. La idea de las mateméticas no aplicadas, que ejemplifica recogiendo
una intervencion anterior de Eli (“como decia Eli con lo del circulo, que eso aplicado a la vida
diaria, no lo sé, a mi no se me ocurre”’) y busca dar garantia a su intervencion afirmando que
durante las clases se dijo que de ese tipo de problemas devenia una satisfacciéon personal no

relacionada con las aplicaciones?.

El papel de Ana en el grupo es siempre un papel conciliador, en el sentido de que recoge
explicitamente en sus intervenciones los comentarios o explicaciones de otras personas. Esto le
permite que sus aportaciones, a menudo muy diferentes a las del resto del grupo, sean tenidas
en cuenta. Ana es una persona a la que no le gustan las mateméticas pero que estd muy

contenta con el curso que se esta llevando a cabo.

Hasta el fragmento nimero 8, en el que interviene Xavi, se ha generado un contexto que
crea el clima adecuado para que brote el movimiento fundamental que estamos describiendo y
que despuntara inmediatamente. Repasemos hasta aqui cudles son los elementos que interviene

en su estructura:

e Ejemplos de problemas que han sido trabajados en clase y que permiten cuestionar la
utilidad o no de las actividades matematicas: el problema de las cortinas, el del mantel

y el del célculo del area de un circulo.

e Diferentes aproximaciones a la actividad matematica: operaciones y problemas geomé-

tricos.

e No aparece clara cuél es la definicion de utilidad. Aparece una utilidad en sentido

practico y un interés en sentido intelectual.

Xavi exterioriza en su intervenciéon una duda que se refiere directamente a una cuestion
epistemoldgica sobre el conocimiento matemaético: se admite sin discusiéon que cuestiones como
dos mds dos, y en general la utilizacion de férmulas, son conocimiento matematico y se ofrece
como elemento para la discusion si se admiten otro tipo de contenidos con un caracter distinto,

concretamente geométrico, para la resoluciéon de un problema matemaético.

Algo que resulta especialmente relevante para que el movimiento se produzca es que el

mismo problema que se ha resuelto como un ejercicio de geometria sintética —el de la cortina—

2El problema al que se refiere con “lo del circulo” es el de la deduccion de la formula que se utiliza para calcu-
lar el area del circulo a partir de la aproximacién mediante tridngulos isésceles inscritos, segin describiamos

en el capitulo anterior.
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puede ser interpretado algebraicamente porque involucra medidas. Desde su punto de vista, un
problema de areas admitia hasta entonces una tinica solucién algebraica y ahora han de decidir
si existe otro método, de naturaleza geométrica, que pueda ser igualmente admisible para su
solucién. Ante problemas estrictamente geométricos que no admiten esta doble percepciéon
(por ejemplo “Dada una trama cuadrada de 9 puntos, construir todos los triangulos posibles”)
no se genera este tipo de debate y se puede admitir sin confusion que se trata de un problema

de matemaéticas porque involucra tridngulos.

El aspecto esencial desde el punto de vista del contenido matematico que encontramos en

este fragmento de la conversacion es, resumiendo, el siguiente:

e El concepto de area esta siendo considerado desde dos perspectivas: la de las férmulas

de célculo y la de la geometria sintética.

Ante el acuerdo de Vanessa, Nuria y Ana, Xavi admite abiertamente (11) dos enfoques
para entender la actividad matemaética que dan lugar a dos formas de entender la solucion de

un problema de geometria: un método algebraico y un método sintético.

En el transcurso de la conversacién, la intervenciéon de Ana en 12 genera un nuevo contexto
a partir de la intervencién de Xavi. El nuevo contexto tiene un gran interés didéctico: esa
otra manera de entender los contenidos matematicos, la geométrica, es la que “aplicamos de
una forma inconsciente.” Implicitamente se esta asumiendo que cuando los estudiantes hablan
de “conocimiento matematico” como la aplicacién de féormulas se refieren directamente a una
creencia basada en su experiencia escolar. Vanessa matiza esta intervencion inmediatamente
después, en la intervencién ntmero 13, introduciendo un nuevo objeto del que se ocupa el

conocimiento matematico: la forma.

En este momento la construcciéon de un nuevo significado para la actividad matematica esta
en pleno desarrollo. Se acaban de anadir elementos fundamentales que renuevan el contexto

de la conversacién y la preparan para establecer nuevos acuerdos:

e Existe un conocimiento matematico cuya percepcion se basa en la experiencia consciente
y que estd asociado con la utilizacién de férmulas. Aparece, ademds, un conocimiento
matemético inconsciente, que hasta entonces no era reconocido como tal y que anade

un nuevo objeto de interés matemaético: la forma.

A pesar de que en la unidad 11 Xavi decia aceptar como conocimiento matematico ciertos
aspectos relacionados con la geometria, retoma de nuevo la distincién entre dos conocimientos
que concibe como epistemologicamente diferentes y les pone nombre para diferenciarlos: co-
nocimiento matematico y razonamiento légico. La alusién de Xavi a que “cada vez que habla

parece que la caga mas” describe un aspecto esencial de la forma en la que el grupo organiza
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sus discusiones. Cada vez que perciben diferencias de contenido tratan de calificarlos intro-
duciendo un nuevo registro. Una buena parte de las conversaciones del grupo, por ejemplo,
se dedico a caracterizar cuando una determinada actividad era interesante (por ejemplo la
discusién de los problemas de astronomia de la antigiiedad o el problema de la cuadratura de
un poligono); cuando era util (por ejemplo cortar el mantel); cuando era curioso (por ejemplo
conocer como era la danza de las abejas); cuando era emocionante (por ejemplo los problemas
que desafian la intuicién). Con su intervencion, Xavi ha generado un nuevo contexto para la

conversacion en el que surgen las intervenciones numeradas a partir del fragmento 15.

e Se define un cierto tipo de actividad, asociada a la resolucién de un problema como
razonamiento légico. La necesidad inmediata del grupo es llegar a caracterizar qué

tipo de actividad es esa.

Ana estd empenada en justificar hasta el final que eso que Xavier llama razonamiento
légico es razonamiento matematico y por eso desde la intervenciéon numerada en el fragmento
26 crece el nivel de implicaciéon emocional de los estudiantes, hasta que Ana vuelve a asumir
su papel conciliador (36). Las intervenciones de Ana (36) y Eli (37) son aparentemente iguales
en la forma, pero su funcién en la conversacion es completamente diferente. Mientras que Ana
busca conciliar dos posturas que han aparecido enfrentadas, la de Eli es reafirmar la posiciéon
que ella y Xavi tienen en el grupo: nunca discuten el uno las opiniones del otro sino que se
refuerzan. Esto hace que a menudo sus intervenciones se repitan o se maticen, con lo cual una

sola voz aparece en general mucho mas amplificada.

En el fragmento 39 Eli deja muy clara su opinién introduciendo a su vez un elemento clave
que permite personificar la discusiéon: la abuela. Nadie discutird que la abuela, analfabeta,
resuelve un problema similar al que a ellos se les ha planteado en clase de matemaéticas en la
universidad, y sin embargo, como la abuela no ha estado escolarizada, no puede saber
matematicas. Esta intervencién de Eli marca, en consecuencia, un aspecto muy importante

en la conversacion:

e En la discusién entre lo que es un conocimiento matemaético y lo que es un razonamiento
logico se anaden las referencias al contexto escolar. Si se habla de conocimiento mate-
mético y de razonamiento logico hay que diferenciar entre aquello que se aprende en la

escuela y aquello que se aprende por inmersiéon en la vida social no académica.

La actividad de coser unas enagiiillas para la mesa, ;es realmente una actividad matema-
tica??

3Sobre ejemplos parecidos se han llevado a cabo una considerable cantidad de investigaciones [30, 98, 1]
que han conducido a interesantes discusiones acerca de la naturaleza social de la matematica, al menos en lo

que se refiere al aprendizaje de conceptos béasicos y sobre las que no existe un acuerdo explicito.
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La intervencion de la investigadora en el fragmento 44 esta cargada de una intencionalidad
evidente: buscar el origen de tal diferencia en la experiencia escolar del aprendizaje. Eli
ha de posicionarse respecto a si aquello que ella llama “conocimiento de matemaéticas” se
aprende en la escuela, y elude hacerlo. Algo falla si concreta donde se aprende, en el colegio
o fuera, aunque fuera este el mensaje que transmitia al hablar de la experiencia de su abuela.
Una nueva duda surge entonces implicitamente: ;dénde se aprenden las matematicas? Xavi
encuentra una respuesta acudiendo a un modelo mental del conocimiento (49). Hay “algo”, el
razonamiento ldgico, que es parte de la mente de las personas. Nuria y Vanessa encuentran

confusa tal separacion y buscan con sus intervenciones posteriores mezclar ambas opciones.

La intervencion que Vanessa hace en 51 aporta un nuevo elemento que modifica de manera
evidente el contexto de la conversacion. Ella exterioriza una nueva duda, que se relaciona con
la necesidad de disponer de teorias que nos permitan evaluar y valorar nuestras acciones sin
confusiones. Si no esta clara la relacién entre una cosa y otra, las personas se hacen un lio y
no encuentran respuesta a sus preguntas. Ella lo pone en boca de una pesona hipotética que

estudia en un grado superior y que se hace preguntas de carécter metamatematico.

This is a fundamental issue and one that has to be faced not only by people involved
in the philosophy of education and the psychology of learning but also by mathematics
teachers. It is consequently frequently discussed. The points that we ourselves want to
contribute to this debate are controversial and we do not claim to have found the answer.
Mathematics, like literature, music, sports and science, is a cultural product and a cultural
defined activity. The boundaries of what is mathematics and what is not mathematics
are also cultural defined. Growing up in a Western society, we have learned much about
this social definition. Below are some beliefs that have become part of how people in our

society view mathematics:

e Mathematics is a special kind of activity and any other activity is, by definition, not
mathematics.

e Mathematics is learned in school —consequently, people who have not gone to school
don’t know any mathematics.

e Mathematics is something one gets qualifications in —if you don’t have any qualifi-
cations, you can’t possibly know much mathematics.

e Mathematics is abstract and is not about the everyday world —therefore you don’t
learn about mathematics in everyday life.

e Mathematics is difficult; few people can get qualifications in mathematics —that
means that few people know mathematics.

e Mathematics is used by mathematicians, some scientists, and some higher-level tech-
nically qualified people (mostly men!) —these are the people who know mathematics.
[98] p. 100-101.

Pero nuestro interés ahora no es profundizar en esta discusion desde la perspectiva de las investigaciones
didacticas, ni siquiera constatar si los puntos que se enumeraban en la cita anterior se manifiestan también
como creencias en el grupo de discusion, sino adentrarnos en el proceso de construcciéon de las creencias que

elabora el grupo a través de la conversacion.
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e Los intentos de caracterizaciéon sobre aquello que es “conocimiento matemético” y “ra-
zonamiento légico” han llegado ya a un punto en el que generan un nuevo ambiente de

confusién. Es necesario establecer, sin més dilacién, una teoria.

Xavi recoge inmediatamente la demanda implicita en la intervencién de Vanessa y se apre-
sura a concluir cual es la relacién entre los términos que se han acunado: todo conocimiento
matematico parte de un razonamiento légico; pero razonamiento légico no implica conocimien-
to matematico. Su intervencion, en términos de implicaciones logica, resulta contundente,

clara y precisa, y satisface al resto de los integrantes del grupo.

A medida que los estudiantes se encuentran con una nueva faceta de la actividad matemé-
tica que antes no existian le ponen un calificativo y ese es un aspecto especialmente importante
en la busqueda de sentido. A medida que van creando estas categorias, pueden ir encajando
su experiencia: problemas que hasta entonces no se habian planteado como una actividad
matemaética, pasan a ser considerados problemas “interesantes”. En otra de las sesiones, en la
que discutian sobre la divulgacién matematica se referian a los contenidos matemaéticos que
encontraban como “curiosidades”, etc. Destacamos de nuevo este hecho porque lo hemos con-
siderado muy importante para la investigacién. Pensamos, ademas, que puede ofrecer nuevas

conclusiones en un anélisis complementario.

Pasaremos a continuaciéon a analizar lo que acontecié en en el segundo de los grupos
de discusion elegido para el anélisis. Como se percibird en seguida, el nivel de discusiéon y

elaboraciéon de contenidos mateméticos es mucho méas preciso.

6.1.2 Grupo 2: Propiedades geométricas en la explicaciéon de la forma de
la Tierra

El movimiento elegido para analizar en el segundo de los grupos podria resumirse de manera
aséptica exictamente igual que el anterior: en el grupo surge un sentido para la actividad
matematica que parte de una creencia basada exclusivamente en las operaciones y féormulas
algebraicas —aunque con un sentido més amplio— y concluye con la consideraciéon también
de propiedades geométricas. Este paralelismo con el movimiento anteriormente analizado le
convierte en especialmente interesante para nuestra investigacién. El contexto en el que este
movimiento se genera y la manera en la que se negocia difieren mucho de lo que acontecié
en el primer grupo. Lo importante, sin embargo, no es que sean diferentes en forma (esto es
evidente puesto que cada situacion es inevitablemente distinta) sino entender cuéles son los
mecanismos, especialmente en lo que se refiere a los contenidos que toman como referencia,

que hacen que la negociacion, los significados comunes y los acuerdos sean diferentes.

En este segundo grupo hay personas a quienes les gustan especialmente las matemaéticas,

tienen un buen recuerdo escolar de la asignatura, les gusta hacer problemas y en general
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estdn contentos con el curso. Sélo hay una excepcién, Rocio, que explicita que tiene bloqueos
importantes con respecto a la asignatura. El movimiento que describimos a continuacién
se produce en la tercera reunién del grupo discusién, cuando estamos conversando sobre la

actividad propuesta de los modelos de Tierra (anexo 3).

Nos detendremos a explicar en detalle como fue elaborada esta actividad para que pueda

comprenderse el contexto de la conversacion.

Tomamos como referencia algunos modelos ingénuos que expresan nifios y nifias y que
aparecen recogidos en algunas de las investigaciones de Vosniadou sobre cambio conceptual
[38, 130]. La investigacion sobre el cambio conceptual ha surgido en el marco de la investigacion
psicolégica constructivista del esfuerzo por proponer una teoria para explicar el aprendizaje
de conceptos cientificos por parte de los nifios. Vosniadou desarrolla las investigaciones a las
que nos hemos referido a partir de descripciones particulares de “tipos de cambio conceptual,”
que tienen lugar durante el proceso de adquisicion del conocimiento cientifico de ninos y ninas.
Para la investigadora, algunos de estos cambios se basan en la experiencia no escolar; otros,
sin embargo, son considerados una consecuencia evidente de la instruccién. Un ejemplo de
cambio conceptual basado en la instruccién es el que tiene lugar cuando los ninos y ninas, al
expresar cudl es la forma de la Tierra, manifiestan por ejemplo que “hay dos Tierras, una plana

y otra esférica” o que “la Tierra es una esfera hueca con un plano interior donde vivimos™.

En este tipo de investigaciones confluyen las perspectivas de la psicologia cognitiva y la
ensenanza de las ciencias para dirigirse a un objetivo comtn que es proponer intervenciones

didéacticas apropiadas.

La investigaciéon sobre cambio conceptual ha dado lugar a una considerable produccién
cientifica por parte de muchos otros autores y nuestra intencién no es, en absoluto, abarcar
estas aportaciones. Desde nuestro punto de vista, las propuestas didacticas que se despren-
den de este tipo de trabajos reflejan el enfoque de los investigadores y no de los profesores,
pero adentrarnos en una discusion en este sentido se escapa del objetivo especifico de esta
investigacion, aunque lo consideramos interesante para futuros trabajos. El hecho de no estar
de acuerdo con que las practicas instruccionales hayan de partir de investigaciones con un
caracter psicoldgico tradicional y no de la accién de los profesores mismos es algo que venimos
repitiendo desde el comienzo del trabajo y se desprende de nuestra manera de entender el

conocimieno y el aprendizaje.

Hecho este breve resumen, es importante aclarar que lo que recogimos de las investiga-
ciones de Vosniadou para nuestro trabajo fueron tinicamente los modelos detectados en las
explicaciones de los ninos cuando intentan explicar la forma de la Tierra o el ciclo del dia y

la noche. Partiendo de nuestro enfoque tedrico, queriamos saber cémo estos futuros profeso-

1A este tipo de modelos explicativos la autora los denomina sintéticos. Los modelos sintéticos son intentos
que llevan a cabo los estudiantes para, valga la redundancia, sintetizar las explicaciones que les llegan de fuera
(la Tierra es esférica) con otros aspectos que parten de su experiencia (la Tierra es plana.)
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res dan sentido a la actividad matemética cuando intentan ellos mismos disenar un proceso

instruccional, en este caso encaminado a explicar cuél es la forma de la Tierra.

Elegimos elaborar una activiadad relacionada con los modelos de la Tierra por varias

razones:

1. En primer lugar, el exponer modelos elaborados por los ninios nos permitia contextualizar
la actividad en la futura labor profesional de los estudiantes de magisterio. Pensamos,
ademés, que las ilustraciones que se presentan en dichos modelos pueden resultar extre-
madamente sugerentes para los estudiantes, que atn no habian llevado a cabo ninguna

practica escolar.

2. Habiamos comenzado el curso con astronomia, planteando las diferentes concepciones

sobre la esfericidad de la Tierra.

3. Se ofrecia la posibilidad de acercarse a la discusién desde un punto de vista no tinicamente

conceptual, sino también de tradicién histérica.

4. Era un ejemplo que, aunque tomado de la ensenanza de las ciencias experimentales,
involucraba propiedades especificamente matemaéaticas, concretamente, el hecho de que

una superficie esférica es localmente aproximable por un plano.

5. Las investigaciones de las cuales extrajimos los ejemplos habian contemplado también la
influencia de aspectos culturales en la explicitacién de los modelos expuestos. Esto nos
permitia referirnos a distintas perspectivas culturales a la hora de elaborar argumentos

sobre cuestiones de ciencia.

Todos estos factores permitian la consideracion y la interpretaciéon de la actividad desde
multiples perspectivas y por tanto era previsible que fuera un buen estimulante para el didlogo,
que es lo que mas nos interesaba. En el fragmento de conversacién que se incluye a continuaciéon

surge el movimiento que hemos considerado para el anélisis.

Conversando sobre la forma de la Tierra:

[Los estudiantes han comentado algunos de los modelos propuestos en la hoja de actividad e
intentan acordar un método para explicar alguna propiedad geométrica que permita explicar
porqué la Tierra nos puede parecer plana aunque sabemos que es més o menos esférica.
Durante el curso habiamos hablado de las diferentes concepciones a lo largo de 1a historia sobre
la esfericidad de la Tierra y ya habiamos discutido el problema de la medida de Eratostenes

del meridiano terrestre.|
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CUk W=

10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

LoURDES: jAqui hay matematicas o no hay matematicas?

Rocio: Yo no he visto las matematicas.

Lourpes: ;Ninguno las habéis visto?

Rocio: Yo sélo he visto la logica. La logica.

SoN1A: Yo he visto lo que me han ensefiado. A mi me han ensenado que la Tierra es redonda
y yo tengo que explicar eso. ;Cémo? A ver, o sea, yo me encuentro con un nino que me dice
que la Tierra es plana y estd muy convencido de ello y creo incluso que me convenceria antes él
a mi que yo a él. Yo no seria capaz de decirle “pues mira, es redonda porque...”

Rocio: Pero él estd convencido de eso porque es lo que ve. Los ninos se basan en lo que ven.
SONIA: Pues ya estd. Yo no sabria explicarle a un nifio por qué es redonda. ;Cémo le hago
creer a ese nino que es redonda? ;Le digo “tirate por el borde”” No puedo. El nifio me dira:
“mira, no hay borde.”

Rocio: Pero td tienes mucha mas experiencia de la vida que un nino y muchos més conoci-
mientos.

SoN1A: Pero ensenar no se trata de experiencia de la vida. Se trata de... Yo sé que es redonda
y €él ve que es plana. En la gente prevalece siempre lo que se ve que lo que...

ELENA: No, pero si se lo sabes explicar bien...

Rocio: Si se lo sabes explicar bien, el nino lo entiende.

SONIA: Yo no sabria.

ELENA: Porque yo... se me ocurrié [risas] lo de los dibujos de Willy Fog®... Willy Fog da la
vuelta al mundo. Pues ya esta. [risas] Pues a ver, si ti a un nino... El nino ve que la Tierra
es plana. Pero si tu haces en plan cuento, ;jvale? de Willy Fog... Claro, Willy Fog llega un
momento que si la Tierra es plana se cae. Entonces Willy...

SONIA: Se cae.

ELENA: Si Willy Fog es capaz de llegar al mismo sitio, el nino dice, vale, pues igual si. El
nino sabe que puede que... puede ser un tubo. No, pero luego se lo explicas mejor. Algo que
visualmente puedan entender.

SoN1A: jPero donde estan las mateméticas?

Rocio: Es que no hay matematicas.

Soni1A: Es visual. Es Willy Fog.

ELENA: Pues igual més tarde.

Soni1A: Es maés légico, es lo que quieras, pero matemaéticas... A mi no me dices “suma esto y
esto y veras que la Tierra es redonda.”

GEMMA: ;Dénde estan las matematicas?

LoURDES: Quiero que habléis todos y vosotros dos ahora habéis hablado poco. Venga. ;Hay
matematicas o no hay matematicas?

GEMMA: Yo no las he visto.

SoniA: O sea, algo de mateméticas tiene que haber cuando alguien se ha dado cuenta de que
la Tierra es redonda y no plana. Algo tiene que haber hecho para llegar a esa conclusion. No
creo que haya dado toda la vuelta asi...

MIQUEL: Es una comprobacién empirica. Dar la vuelta al mundo y ver que no es plano.
Rocio: Si tu eres capaz de echarte a andar y volver al mismo sitio, algo falla. La Tierra no es
plana. Y si tt estas en un punto y te pones a andar, llegard un momento en que...

SoN1A: Vale, pero puedes andar asi, [simula que dibuja una circunferencia sobre un plano], en

un mismo plano, pues andar asi y llegar al mismo sitio.

SWilly Fog es el personaje televisivo de una serie de dibujos animados de los afios 80. Representa un rico

aristocrata inglés que apuesta que puede dar la vuelta al mundo en 80 dias. Y claro, al final gana...
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50.
51.

52.

53.

Rocio: Pero entonces ya no estds andando en linea recta.

MIQUEL: También, también esta la demostracion de la mandarina, de la naranja.

LourDEs: ;Cual es la demostraciéon de la naranja?

MIQUEL: ;No la sabes? Esta es la mandarina y el peciolo jno? [hace como si tuviese una
naranja en la mano|. Como si aqui hubiese una hoja. El rabito. Eso yo lo he visto en una
pelicula de Colon o algo asi, que ahi estd Coléon mirando el horizonte del mar y ve cémo un
barco que se va yendo, se va yendo, y que llega un momento que desaparece. No es que no se
vea de tan lejos que esté.

Rocio: Claro.

MIQUEL: Y entonces Colon tiene una mandarina aqui [se acerca la mandarina imaginaria a dos
dedos de la nariz] y la ve gigante y redonda y ve que hay un momento en que ya no se ve el
barco. Entonces ha de ser redonda porque hay un momento en el que el barco desaparece. Si
fuese plana la seguiriamos viendo. Mas grande o més pequefia, pero la seguiriamos viendo. Y
desaparece de la vista porque la Tierra esté curvada.

LOURDES: jSirven esos argumentos para explicar por qué a nosotros nos parece plana?
MIQUEL: No, eso explica que es redonda.

Rocio: Claro, eso explica que es redonda. Pero entonces, si ellos te dicen que es plana...
MIQUEL: Pues es plana, porque si ti miras a tu alrededor. Si no caminas...

LourDpEs: Todavia no tenemos explicacion del porqué nos parece plana. [silencio] Es una cosa
muy grande...

ELENA: Por la curva...

SoONIA: Luego esté la idea esa que es... Vale, es redonda, pero tiene que haber un plano sobre el
que nosostros andamos. Yo tambien eso lo he escuchado a veces. O sea, si, es redonda, pero es
como si fuese muchos planos por los que va andando la gente. O sea, la gente no anda siempre
por encima de la esfera, no anda siempre cuesta arriba [barullo].

GEMMA: Un lado del poliedro... es plano. Seria como un lado del poliedro.

SONI1A: Seria como un gran, gran, gran poliedro. Con muchos planitos. Es que si no... Es que
si no, de verdad que no... a mi me dicen que la Tierra es plana y estd muy convencido, y yo no
seria capaz de decirle: “No, es redonda.” O sea, ;y qué hago? Me le llevo a la playa y le digo:
“Mira aquel barco” Hasta que el barco se va... Eso es como...

LOURDES: Si, pero una vez le has convencido de que es redonda...

SoN1A: Ya. jQué mateméticas hay?

LOURDES: ...;como le convences de que él estd caminando sobre algo que no es plano?

SonN1A: Si. No sabria.

Rocio: A ver, ti puedes convencer de que la Tierra es redonda, jvale?, porque si tu le explicas
como lo ha explicado el Miki ya lo puedes, ya puedes quedarte convencido de que si, es redonda.
Lo que encuentro dificil de explicar por légica es que no sea plana. Yo creo que eso es més dificil.
Yo no sé. No sabria explicarlo.

LoURDES: Pero, ;no sabes explicarlo o no sabes por qué?

Rocio: Y tampoco sé por qué.

ELENA: Yo creo que si que hay mateméticas ahi.

Rocio: No, no... las mateméticas para explicar por qué nos movemos en un plano y la Tierra
es redonda, no.

MiriaM: El porqué, si. Porque si ti tienes una bola muy pequeinia y marcas un punto, cuando
la bola se hace mas grande, el punto se hace cada vez més grande, y seguiré siendo plano. Yo
que sé.

LOURDES: Si, si, si lo has explicado perfectamente.
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MIQUEL: Si, si, si es eso...

MIRIAM: A ver, no es que la Tierra sea plana, sino que va creciendo...

MIQUEL: Es como si haces un circulo, con el Paint Brush [risas] y vas aumentando haciendo
puntos. Y al principio hace mucha curva, y cuantos mas puntos haces...

GEMMA: Es lo que hicimos también el otro dia.

LourDES: ;Doénde lo hicimos?

GEMMA: En clase, lo de los tridngulos, los quesitos esos que salian del circulo. Que eran
triangulos porque era poca curva. Se va aproximando cada vez més al tridngulo.

LOURDES: Pero eso lo vimos en la clase de matematicas, ;no?

SONIA: [risas|] Aqui hay algo que falla. O no damos mates en clase de mates...

LOURDES: ...0 aqui estais hablando de cosas de mates.

GEMMA: Pues si, si, hay. Por ahi estén.

ELENA: Porque es una esfera. Una esfera es una figura. [barullo]

ELENA: A ver, si es una esfera, y en mateméticas tenemos una figura que es una esfera, tiene
que tener unas propiedades como tal.

Soni1A: O sea, en historia no hablas de esferas,...

MIQUEL: Pero es cuestién de dimensiones.

SONIA:... en lenguaje no hablas de esferas...

MIQUEL: Y ya esta. Ella lo ha dicho antes y lo ha dicho perfecto. Si es pequeiiito ti puedes ver
una esfera, pero con grandes dimensiones no parece una esfera.

Rocio: Yo no lo entiendo.

SONIA: Es como si dibujas un puntito en un globo sin hinchar y luego lo vas hinchando, hin-
chando, hinchando, teniendo en cuenta que no estallaria nunca, claro, porque si no... Y si lo
sigues hinchando hasta que lo haces gigantesco, entonces ese punto llegard un momento en que
serd una bestialidad de punto.

Rocio: Ah, claro, como cuando dibujas en un globo, que a medida que lo hinchas...

ELENA: Pero la pregunta era si aqui las matematicas...

Rocio: Pues no sé. Yo no las he sabido ver, pero por lo que estamos diciendo si que tiene
mateméticas. A la hora de pensarlo yo no he sabido...

MIQUEL: Por ejemplo, si ti haces una circunferencia. Bueno, una esfera en el plano es una
circunferencia y si haces la linea que une los dos... O sea, si haces un arco en un cuarto de
circunferencia y haces un segmento que une los dos puntos hasta el final del arco, entonces...
SonNIA: Cuanto mas grande sea la circunferencia...

MIQUEL: Si tu haces grande la circunferencia pero el segmento se queda igual, la circunferencia
se ira acercando cada vez mas al segmento.

Soni1a: Hasta que llegue un poquito...

MIQUEL: Hasta que seran practicamente iguales. No sé, jme explico?

LourDES: Perfectamente.

MIQUEL: Hasta que sean practicamente iguales, y por eso parece que es un plano. O sea, que
al ser dimensiones tan bestias, pues son practicamente igual al arco, como si dijéramos.
Rocio: Es mas facil asi...

LOURDES: Muy bien.

GEMMA: A ver, jdonde estan las mates?

ELENA: [risas] Matarile, rile, rile... En planos y volimenes y cosas asi nos referimos a las mates
;no? pero... Es que las mates es el nombre que se le da a unas ciertas cosas.

Rocio: Es que estamos hablando constantemete de términos matemaéticos, o sea, el arco, la

circunferencia, pero eso es... simplemente se habla de términos. No se aplican unas matematicas.
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87. LOURDES: ;Qué seria para ti aplicar las matematicas?

88. Rocio: Aplicar nameros y... Para mi las matemaéticas son numeros, ;vale? Y para mi ver esto
con matemaéticas es aplicar todo de niimeros para darle una explicacién logica desde el punto de
vista de las mates.

89. SONIA: Seria muchisimo mas complicado.

90. Rocio: Entiendes lo que te quiero decir, o...

91. LOURDES: Si, si...

92. Rocio: Y explicado sin ntimeros y sin nada, simplemente con la palabra decir: “tenemos una
esfera y un arco, y si la esfera se va haciendo mas grande...”

93. MIQUEL: Con arco. Con el arco esto se puede explicar. Y con la tangente.

94. Rocio: Vale Miki, vale.

95. MIQUEL: Es que ahora me he acordado que...

96. LOURDES: Vale, pero la has cortado. Venga [a Rocio], entonces...

97. Rocio: Eso, pues tienes una esfera y un arco, y cuando la esfera se hace méas grande, el arco
se va acercando. Pues lo veo més facil asi que empezar a decir: “Tenemos una esfera de tanto
didmetro, de no sé qué...”

98. SONIA: Pero son matematicas igual.

99. LOURDES: Pero no hemos dicho de hacer algo asi, ;o si?

100. Rocio: Pero a mi, verle la aplicacién matemaética en esto seria eso.

101. SonIA: Pero lo de Miquel es matematicas. Es matematicas sin niimeros, pero es matematicas.

102. GEMMA: Pero las matematicas no son nimeros solamente.

103. SONIA: Pero para mi las mateméticas son ntimeros, porque yo las mateméticas que he hecho
son nimeros, y entonces las matematicas se hacen con niimeros.

104. LOURDES: Y entonces, ;qué te pasa en las clases? Porque aqui habéis dicho que no salen muchos
nimeros en las clases.

105. Rocio: Que no, es que no lo entiendo. No entiendo las explicaciones y ya estd. Es cuestion de
que yo me aclare.

106. LourDES: ;O de que te lo expliquemos mejor?

107. Rocio: No, si explicado bien ya esté.

108. ELENA: Es cambiar el chip.

109. Rocio: Tengo que cambiar yo.

Rocio comienza diciendo que ella no ve matemaéticas, que s6lo ha visto “la logica.” De
nuevo aparece la misma distincién que aparecia en el grupo analizado anteriormente: hay algo
que son matematicas y algo que es logica. A esta distincion se anade la que propone Sonia
inmediatamente después (5) y que resulta clave para el desarrollo posterior de la conversacion.
Ella explicita que no sabe cémo argumentar que la Tierra es redonda y eso supone un pro-
blema para su trabajo futuro. Tiene claro que en su actividad como maestra existen algunos
contenidos que ha de transmitir porque a ella se los han enseriado: A ella le han ensefiado que
la Tierra es redonda y tiene que explicar eso. Sonia expone abiertamente cual es su problema:

no sabe cémo hacerlo.

En la intervencién de Sonia hay dos aspectos esenciales que generan un contexto para la
discusiéon y que en la conversacién no se diferenciardn hasta un momento muy posterior: Por

un lado, surge la necesidad de encontrar una argumentacién del porqué la Tierra nos parece
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plana aunque sea esférica —Sonia afirma en el fragmento 9 que lo que prevalece en las creencias
de las personas es la percepcién; su problema, por lo tanto, es que ha de explicar algo que
desafia la intuicién. Por otro lado esté la accién didactica de explicérselo a los ninos. Veremos

como estos dos aspectos van mezclandose en la conversacién a partir de su intervencién.

Elena se aventura a hablar de Willy Fog. Su preocupacién no es tanto el argumentar por
qué la Tierra es redonda, algo que no se discute en el comienzo de su intervencién, sino el

como hacérselo llegar a los ninos.

El argumento que se tiene en cuenta para justificar que la Tierra es esférica es que si no fuera
asi, no se podria dar la vuelta al mundo, y que eso se puede hacer es considerado implicitamente
como evidente. Ahora, a la hora de transmitir a los nifios la idea de que se puede dar la vuelta
al mundo se asume que, puesto que para ellos los cuentos son convincentes, las propiedades
fisicas que en ellos se explican, cuando son ciertas, han de ser también convincentes. Si la
Tierra fuera plana, la serie de Willy Fog no seria lo que es y si la Tierra fuera plana Willy
Fog se caeria. El problema de Elena no es explicar por qué la Tierra es redonda, sino contar
que hay quien viaja alrededor del mundo y lo puede hacer porque la Tierra es redonda. Ella
misma, mientras explica su propuesta se da cuenta de un problema: la forma de la Tierra
puede ser entendida como un tubo. Aqui comienzan ya a aparecer algunas consideraciones
matematicas, jqué quere decir que sea redonda? Efectivamente, no iinicamente en el caso de
que la Tierra fuera plana Willy Fog se caeria, sino también en el caso de que la Tierra tuviera
una forma cilindrica y camindramos por un plano interior. Una vez este nuevo modelo ha sido

explicitado, ella misma apunta que es necesario explicar las cosas mejor.

Sonia continiia sin poder explicarse ella misma por qué la Tierra le parece plana aunque sea
esférica, ni si hay propiedades matematicas involucradas en esa explicaciéon que no encuentra.
En principio, no hay matematicas porque no hay algo tan claro y evidente como decir que
“suma esto y verds que la Tierra es redonda” para explicar por qué la Tierra es redonda. En 24
quiere ir mas alla. Ella no cree que nadie haya dado toda la vuelta al mundo para comprobar
que la Tierra es redonda y si no lo ha hecho asi es que algo de matemaéticas ha tenido que
utilizar para asegurar tal propiedad. En este momento de la conversaciéon han aparecido, por

lo tanto, dos consideraciones interesantes sobre el conocimiento matematico:

e Si hay una explicacién matemética ésta ha de ser clara e indiscutible, algo como “suma

esto y veréds que la Tierra es redonda.”

e Ha de ser una explicacion generalizable y abstracta, que no precise de la comprobacién

empirica de dar, fisicamente, la vuelta al mundo.

Miquel interviene ahora con el mito de Colon y la historieta del barco que se pierde de
vista en el horizonte (31). Es una persona con un fuerte poder de intervenciéon. Le gusta

destacar en clase y se considera “bueno” para las matematicas. Tiene buenas ideas resolviendo
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problemas y le gusta aportarlas al grupo. Es cuidadoso a la hora de recoger las intervenciones
que hacen el resto de las personas y a menudo cuestiona de manera sutil las aportaciones
matematicas de otros cuando no las considera correctas, tratando que el otro se de cuenta del

error que ha detectado.

La decision de la investigadora es intervenir (34) para buscar diferentes opiniones y dirigir
la conversacion hacia la bisqueda de una explicacién al hecho de que la Tierra parezca plana.

Se genera asi un nuevo contexto en la conversacion:

e Los argumentos que se proponen dirigen la conversacién a la bisqueda de propiedades
geométricas que permitan dar una explicacién del porqué la superficie sobre la que

caminamos parece plana.

Al intentar buscar esa explicaciéon aparecen registros del lenguaje con los que habitualmente

trabajan en clase de matematicas: circunferencia, plano, linea recta.

Sonia, en la intervenién 40 propone un nuevo modelo para la forma de la Tierra. Afirma
que la Tierra puede ser considerada como un gran poliedro de muchas caras, “que son los
planos por donde caminamos.” Es mas sofisticado y mateméticamente mucho més interesante
que cualquiera de que aparecian en la hoja de actividad, pero el objetivo es el mismo: poder
conjugar la percepcién con su aprendizaje de que la tierra es esférica. En la formulaciéon de
este modelo aparece involucrada la propiedad de rectificacién de la circunferencia en el caso
tridimensional que se utiliza a menudo en las clases de matematicas. Sonia no esta de acuerdo
con las explicaciones de tipo empirico de Miquel, que le parecen dificilmente comprobables
(No se va a ir a la playa y ver que un barco se aleja para comprobar que la Tierra es redonda).
Necesita un modelo explicativo de caricter no empirico y puesto que cualquier circunferencia
se puede aproximar por poligonos de un nimero cada vez mayor de lados, algo similar puede

suceder en el caso de la esfera.

Ante la posibilidad de que puedan existir propiedades matematicas involucradas en la
explicacion, Rocio muestra un bloqueo evidente (51): “No, no, las mateméticas para explicar
por qué nos movemos en un plano y la Tierra es redonda, no.” Rocio no lo pasa bien en las
clases y no entiende por qué en clase de matematicas se esta haciendo lo que hacemos durante

el curso.

La intervencion de Miriam (52), que hasta este momento de la conversacién no ha interve-
nido en ningin momento es decisiva para el resto de la conversaciéon. Ella da con la propiedad
geométrica que permite explicar por qué la superficie de la Tierra parece plana: “A ver, no es
que la Tierra sea plana, sino que va creciendo”. A partir de aqui se genera un nuevo contexto
para resolver el problema y la conversacién se centra en un problema de visualizacién. Su
aportacion es recogida rapidamente por Miquel y Gemma. Gemma recurre a una situaciéon

vivida en las clases que le permite recuperar la idea de la aproximacién de una curva por
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un segmento de recta. Este es el momento més interesante para que el movimiento en las
creencias se desate. Resumiendo, los elementos que acaban de aparecer para generar el nuevo

contexto de la conversacion son los siguientes:

e Se expone una idea clave desde el punto de vista matematico: la relacién entre la idea de
curvatura y las dimensiones de la superficie que se considera. Miriam ha premanecido

ajena a la discusiéon hasta que consigue elaborar esa idea.

e La idea desata la asociaciéon con otros problemas resueltos durante el curso en los que
se intuye la misma propiedad, concretamente el calculo del area del circulo mediante la

aproximaciéon de una circunferencia por una poligonal.

El interés del problema del calculo del area del circulo habia sido explicitado con ante-
rioridad en este grupo de discusién, concretamente cuando los estudiantes comentaron una
situacion que hasta entonces les hubiera resultado especialmente interesante. También en
aquella ocasién se discutié sobre la naturaleza de la actividad matemaética. Hemos introduci-
do a continuacién otro fragmento de conversaciéon que ilustra esto que estamos diciendo. No
forma parte del texto analizado para describir el movimiento, pero si nos aporta, como otros

tantos, informacion importante para comprender e interpretar la actividad de los estudiantes.

[Cada uno de los estudiantes expone algin momento del curso que le ha resultado es-
pecialmente interesante, como hicieron individualmente quienes participaban a través de
textos escritos.|

Lourdes: Que dijérais qué momento, qué clase, qué... lo que sea, os ha parecido méas
interesante y por qué. Venga.

Gema: Ah, bueno... el de los 4rboles y la pared.®

Lourdes: El problema.

Gema: Si, el problema ese. Porque era diferente que los otros que he hecho, y como que lo
podiamos calcular nosotros. Bueno, estuvimos ahi fuera midiendo con postes e intentando
ver con los pies, tal... y asi.

Miquel: Muy interesante.

Lourdes: ;Y a ti? [a Miquel] ;Cual ha sido? ;También ese problema?

Miquel: Pero porque lo hicimos fuera. Lo trabajamos més. Incluso por ver y demostrar
que lo habiamos conseguido. Pero todas las clases merecen un poco. No ha habido nin-
guna clase que sea tostéon. Todas siempre han ido mas o menos en la misma dinamica.
Ha habido algunas quizas més de recopilatorio de todo lo que llevamos hecho y todo eso,
pero... pero todas las clases han sido mas o menos distendidas y en la misma linea, o sea,

proponer problemas pero bastante comprobables visualmente y cosas cotidianas. No ha

SEl problema al que se refiere es el problema de Herén. Cuando lo propusimos en clase comentamos que era
uno de los que habitualmente plantedAbamos en esta materia y que otros afos lo habiamos enunciado diciendo
que los puntos A y B del enunciado del problema eran arboles y la linea s representaba una pared, de modo
que habia que encontrar el camino més corto para llegar de un arbol a otro tocando antes la pared.
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habido ninguna clase de matemaéticas pura... asi, entre comillas.

Lourdes: jPor qué entre comillas? ;Qué quiere decir matematica pura?

Miquel: Pues niimeros, niimeros, que no sea logica. Son mas problemas 16gicos, no numé-
ricos.

Gema: No es tan abstracto. No es la mateméatica que te dan en el cole.

Miquel: Exacto, es lo que decimos siempre, que las clases siempre son amenas, por €so.
Lourdes: ;Pero son mates también, o es otra cosa distinta?

Miquel: Si, si, pero quiero decir que es dificil destacar una clase porque mas o menos
todas han sido parecidas.

Lourde: ;Y la tuya?

Sonia: La misma. El problema este de los arboles porque a ver... por lo mismo, porque
me ha hecho pensar un poco més que no en primero de ESO, que ya veias que con la regla
de tres...

Miriam: Porque era otra cosa. Yo también el mismo problema. No sé. Es un juego de
ninos, pero que... puedes llegar a alguna cosa que con no sé... la anchura del radio de la
Tierra, con reglas de tres... Bueno, no sé. Puede ser que alguno se interese por eso, pero
a mi ver cuél es el camino mas corto, eso si.

Elena: A mi... lo que es todo. En el momento que ti sabes que una cosa se hace de
una manera... pero en el momento que siempre se dice, en la clase, vamos a ver como lo
hizo, pues yo no sé. Lo de cuadrar una figura. Yo aluciné. Yo pienso, ;quién es el que
piensa?, o sea, claro, probando y tal si que descubres eso pero lo encuentro una... o sea,
como una persona puede llegar a cuadrar una cosa haciendo triangulos. Pero, ;cémo se
le ha ocurrido a esta persona? O cualquier otra cosa. Lo de los angulos del sol y eso. Las
teorias de Eratostenes y tal. Claro que dices... jhala, qué fuerte! Y lo del otro dia que
era no sé qué de tridngulos... que estibamos aqui Ada y yo pero... porque Ada estaba
también impresionada.

Gema: ;Pitagoras? ;Lo de las empanadas?’

Elena: No, es que todo... no me acuerdo... que me explican...

Gema: Era lo del circulo, que se hacia asi, con quesitos.

Elena: Eso, eso, lo del circulo. Que se ponian todos asi y entonces el vértice era el radio.
Bueno, la altura era el radio y asi... No sé, no sé, es que no... piensas, ;cémo puede una
persona comenzar por aqui, o sea, plantear claro que cuando te explican una teoria... y
vale, la entiendes pero claro jquién va a ser el que empezé a tener esta idea? Y es eso, que
en las matemaéticas normal td sabes que Pitadgoras era este y que descubrié eso, pero ;a
partir de donde lo descubrié? O sea, eso son las matematicas que no hemos visto nunca.
Miquel: ... Y que es lo que ...

Sonia: ...motivo...

Miquel: ....movi6 a esa persona para descubrirlo.

Elena: Claro. [barullo]

Miquel: Normalmente son cosas...

Elena: Es como la base.

"“Lo de las empanadas” se refiere al siguiente problema que les propusimos en clase: Si tuvieran tres
empanadas cuadradas o circulares, de tamanos diferentes, cdmo se podria decidir sin efectuar ninguna medida

si comerian méas cantidad tomando Gnicamente la grande o tomando las dos més pequenas.
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Miquel: Bueno, es solucionar cosas o problemas practicos.

Elena: Con la formula. Y eso de la formula... Nosotros si que hicimos la férmula, pero ya
no es la tipica formula que te tienes que empollar y cuando sale un problema la has de
aplicar. No, no, esta férmula tiene un motivo para ser asi. Y el nimero pi, por ejemplo.
Pues yo no me habia planteado nunca como... Sabes que es 3,14 pero no sabes bien de
donde viene. Eso. Es comenzar las matemaéticas desde abajo. Desde donde se tienen que
comenzar.

Lourdes: ;Se tienen que comenzar desde ahi?

Elena: Si, pero nunca te lo ensefian. A ver, te dan unas matemaéticas que ya estan. Se
ha descubierto esto y a partir de aqui, trabajamos. Pero no sabes... o sea, no sabes si
delante de eso...

Miriam: Es como una forma de motivarte a que te gusten las mates.

Elena: Por ejemplo lo de los egipcios. A mi eso me encanta. En cambio pones un proble-
ma de geometria y me quedo igual. Pero con eso de las historietas... con eso es como que
te motiva mas. Y hala, después hicieron eso, y hale...

Sonia: Es como una historieta que se hace, que no son las mateméticas de formula, férmu-
la, formula y problema, problema, problema, problema. O sea que hay una historieta que
de ahi sale una férmula y que esta férmula es la que se puede utilizar para eso.

Elena: Es que las matematicas siempre te las daban... bah, matematicas... numeros.
Pues no jqué eran? Numeros. Pues no, pues una figura. Va, agarramos cualquier figura

y a ver qué podemos sacar...

Se recurre de nuevo, como sucedia en el primero de los grupos, a un ejemplo trabajado en
el aula: el problema del 4rea del circulo. Mientras que el caso del primer grupo este problema
servia de estimulo para discutir sobre la utilidad o la no utilidad de las matematicas, en este
caso permite a los estudiantes extraer propiedades geométricas. Antes las mateméticas eran
nuameros y ahora “va, agarramos cualquier figura y a ver qué podemos sacar.” FEste rasgo es
especialmente diferencial en los dos grupos. En general, siempre que se discute de problemas,
en este segundo grupo se analizan propiedades matemaéticas, mientras que en el primero las
discusiones conducian rdpidamente hacia aspectos de caricter general como son el interés, o
la utilidad de un problema y raras veces se entra a discutir aspectos de conceptualizacion
matemaética. El nivel de conocimiento conceptual de los estudiantes en lo que a la matematica
se refiere tiene mucho que ver con este hecho. Los estudiantes del segundo de los grupos no
son tampoco especialmente brillantes en matematicas, pero al menos no se bloquean si se les
propone un problema ni se aferran a la idea defensiva de que “las matemaéticas no sirven para

nada.”

La complejidad de la conversacion es creciente a partir de la intervencién de Miriam. Cada
uno de los participantes busca llevar la conversaciéon a su terreno: Miquel sigue queriendo
discutir la propiedad geométrica que acaba de plantearse. Elena y Sonia intentan adivinar
cuél es la pauta que, implicitamente, marca la intervencién de la investigadora en 62 y Rocio

trata de comprender la explicacion. La intervenciéon de Elena en 64 es clara: una esfera es
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6.1 Movimiento principal M4

una figura geométrica y como tal tiene propiedades de las que se ocupan las matematicas.
Admitida esta afirmaciéon, Rocio, que no puede abandonar su creencia, comienza a decir que

eso s6lo son términos, palabras.

El problema de Rocio es que abandonar esa creencia la dejaria en una situaciéon de debi-
lidad. Una creencia firme como la que sostiene le permite expresarse y sobre todo explicar
por qué no puede adaptarse a las clases. Cuando esta creencia se tambalea necesita aferrarse
maés a ella (86). Ella no cuestiona que en las matematicas se pueda hablar de rectas, planos,
etc, pero eso no es hacer matemdticas, porque no hay nimeros. La situacién de Rocio es el
reflejo claro de la permanencia y el poder de las creencias para algunas personas. De la mis-
ma manera que el resto del grupo puede explicitar sus dudas, ella no, y sin embargo son sus

intervenciones las que estimulan las respuestas y las afirmaciones de los otros participantes.

De nuevo, como en el caso anterior, después de momentos de discusién, y confusién de
términos llega el momento de recoger y sintetizar todo lo que se ha dicho y se habla de

“matemaéticas sin nimeros” y de “matemaéticas con ntimeros.”

En los grupos de discusion la rapidez de los cambios es aosmbrosa. Se sucede un movimiento
después de otro y cada intervencién desata una nueva percepcion de lo que esta sucediendo.
El hecho de haber analizado un mismo movimiento en los dos grupos de discusién nos ha
permitido interpretar los cambios desde una perspectiva fundamental, que es la de la influencia
del conocimiento matematico en la construccion de las creencias de los estudiantes. Si bien
este aspecto ya habia quedado apuntado en el andlisis de los casos escritos, el analisis micro
de las conversaciones de los estudiantes en esta ocasién ha permitido amplificarlo de manera

notable.

Las diferencias que hemos encontrado en el anélisis de los grupos de discusién y de los
casos escritos nos han sorprendido de manera grata. Ninguna de las dos opciones es mejor que
la otra y ahora tenemos la sensacién que de ambas se nutre una construccién rica y estable
de las creencias. Las que en un principio se habia planteado como vias alternativas para la
participaciéon y la accién han resultado ser, ademas, formas complementarias para conocer y
no so6lo alternativas. Tan importante ha resultado ser una como la otra. En los grupos de
discusion las ideas se revuelven como en una centrifugadora y en el proceso de apropiarse de
ellas surgen otras que inmediatamente vuelven a mezclarse con las anteriores. El conocimiento
que se produce en todo este proceso es diferente del que se produce cuando cada persona se

detiene, a solas, a pensar mientras escribe.

A continuacién incluimos una sintesis del analisis de los movimientos anteriores —casos
escritos—, para que pueda ser comparados con el que acabamos de presentar. Después sélo nos

resta exponer cuéles son nuestras conclusiones.
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Capitulo 6. Analisis de los datos II: Grupos de discusion

6.2 Sintesis de los movimientos M1 a M3

Cada uno de los movimientos analizados ha dado lugar a un mapa.

Estos mapas son un

resumen que nos permite interpretar como se construyeron y evolucionaron las relaciones esta

agitacion en las creencias de los estudiantes acerca de la matematica.

Desde la situacion

al comenzar el curso hasta el final, hemos recogido cada uno de los movimientos parciales

detectados en cada caso y explicitado cudl es su relacién con actividades llevadas a cabo

durante el curso.

Situacion inicial M11 M12 M13 M14 Situacion final

Perspectiva esco- | Matematicas re- | Se mantiene la | Debilidad en la | Las posiciones | Distincién entre

lar. Aplicacion de | feridas a la reali- | busqueda de apli- | argumentacion anteriores en tela | operaciones

mecanicas escola- | dad fisica. Bus- | caciones y apare- | que involucra | de juicio. matematicas y

res. queda de aplica- | cen registros co- | conceptos de demostraciones
ciones. mo entender, ra- | matematicas y/o tedricas.

Signos de lectu-

El interés de la

zonar, resolver.

Matematica como

fisica.

Matematica como

Ruptura con la

Se mantienen lec-

ras complementa- | actividad es inde- | ciencia constituti- | teoria. = A largo | necesidad de apli- | turas complemen-
rias; agitacion. pendiente del éxi- | va de otras. plazo existe una | caciones. tarias.

to. aplicacion.
Aplicaciones sim- | Actividades esco- | Apropiacién Distincion entre | Interés de la
ples y complejas: | lares que incluyen | de registros aplicaciones sim- | actividad inde-
economia, oficios, | el lenguaje mate- | para referirse ples y complejas. pendientemente
politica. méatico como un | a la actividad del éxito. La

aspecto més en | mateméatica que demostraciéon

la descripciéon de | surgen en el dota de sentido

una situacién. desarrollo del a la actividad

curso. matematica.

RELACIONES | Problema de | Relaciéon entre | Protocolo mode- | Problema de He-

Heron; Actividad | matematica y | los de Tierra. Re- | réon; Problema fi-

abejas.

otras ciencias.

flexién sobre reso-
luciéon de proble-
mas.

Tabla 6.1 Descripciéon del movimiento M1: Matematica como
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6.2 Sintesis de los movimientos M1 a M3

Situacién inicial

M21

M22

M23

Situacién final

Matematica en el
contexto escolar.

Aritmética bésica

para la formacion

La matematica es

una ciencia que re-

La matematica co-

mo saber reflexivo.

Matematica en el
contexto escolar.

humana. suele e investiga.
Aplicaciones de Ejemplos de aplica- | Interés mas alld de | Juegos y situacio-
aritmética basica. ciones mas comple- | aplicaciones béasi- | nes que hagan pen-
jas. cas o promociéon | sar.
académica.
Ejercicios contex- Conceptos tra-
tualizados en la es- dicionales para
cuela tradicional. promocién acadé-
mica.
RELACIONES Actividad  abejas. | Astronomia griega. | Texto sobre geome-

Relacion con otras

ciencias.

Cavalieri y parado-
jas del continuo

Tabla 6.2 Descripciéon del movimiento

trias no euclideas.
Problemas que “de-
safian” la intuicion.

M2: Juegos para pensar.
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Capitulo 6. Analisis de los datos II: Grupos de discusion

Situacién inicial M31 M32 M33 M34 Situacion final
Las matematicas | La contextua- | Interpretaciéon Carencia de co- | Critica de | Contextualizacién
importantes son | lizacion de wun | de la actividad | nocimiento mate- | la dicotomia | histérica y con-

las de la vida dia-
ria aritmética y
medida directa.

Matematica como
una materia esco-
lar.

Cualquier conoci-
miento es valido y
atil.

problema permite
entender el carac-
ter  intrumental
del conocimiento

matematico.

Matematica inse-
parable de su en-
senianza y apren-
dizaje.

El descubrimien-
to y la deduccion
como motor del
conocimiento ma-
temético.

matemaética
desde posiciones
histoéricas y
culturales.

Dialogo con otros
autores. Discurso
caracteristico de
las ciencias socia-
les.

matico para in-
terpretar y argu-
mentar.

“El saber no ocu-
pa lugar” justifi-
ca un conocimien-
to al que no se en-
cuentra sentido.

Matematica
como transmi-
sora de valores

sociales.

teoria—ejercicios
en alusiéon  al

contexto escolar.

Caréacter his-
térico del
conocimiento.

Valor de la histo-
ria para interpre-
tar el conocimien-

to matematico.

textualizacion en
la vida cotidiana
de la actividad
matemética.

Matematica inse-
parable de su en-

sehanza y apren-

dizaje.
Matematica

como pretexto
para relacionar
conocimien-

tos historicos,
culturales y
filosoéficos.

Buasqueda de | Calificacion de Alusion al mate- | Busqueda de res- | La matemética se
un espacio para | los problemas matico como al- | puestas. descubre. Es cosa
hacerse pregun- | de calculo como guien “tozudo” e de sabios.
tas mas alla del | “problemas que “inconformista.”
enunciado del | no sirven para
problema. nada.”
RELACIONES | Actividad abejas. | Actividad mode- | Actividad heren- | Evaluacion final
Texto geometrias | los de Tierra. Re- | cias. del curso. Utili-

no euclideas.
Problemas de
medida indirecta
(Tales)

flexibn sobre la
utilidad del co-
nocimiento mate-
Utiliza-
cion de la historia

maético.

zaciéon de la his-
toria. Geometria

griega

Tabla 6.3 Descripcién del movimiento M3: La mateméatica, pretexto para consideraciones histéricas

o filoséficas.
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Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo de este trabajo era ofrecer a los estudiantes una situacién desde la cual construir
un sentido para la actividad matematica. Nuestro compromiso es analizar desde un punto
de vista matemético qué elementos del curso, conceptuales o metodologicos, han resultado

importantes en esta construccion.

La logica que ha guiado la investigacién dirige también la elaboraciéon y la exposicién
de las conclusiones, de manera que, en buena medida, se recordara también aqui el caricter
profundamente descriptivo que hemos intentado mantener durante toda la memoria. Hemos
querido recoger, sobre todo, la voz y los intereses de los estudiantes. Sin embargo, a medida que
avancemos en la sintesis de los datos analizados aparecerd, desde nuestra percepcion de esta
experiencia concreta, una profunda critica al estado actual de la alfabetizacién matematica
y cientifica de los estudiantes de magisterio. Como hemos constatado, cuando no existe un
conocimiento matematico bésico la capacidad de critica de los estudiantes y la evolucién en

la construccién de sus creencias acerca del conocimiento en general se estanca.

Por otra parte, pensamos que la formacién inicial del profesorado de ensefianza primaria
es una pieza importante, como muchas otras, en el ciclo del sistema educativo desde la cual

es necesario y posible promover el cambio social.

Situacion inicial de los estudiantes al inicio de sus estudios de magisterio

A través de los movimientos que hemos analizado encontramos un rasgo comun, no dema-
siado sorprendente, en la experiencia de los estudiantes. Es el hecho de que al comenzar sus
estudios universitarios perciben la matematica estrictamente como una materia escolar. De
esta percepcién se desprende un sentido de utilidad muy primario: la matematica es tutil para
situaciones como ir a comprar, cambiar dinero, tomar medidas o hacer un mueble. Se trata de
un sentido que los estudiantes han podido crear a lo largo de la ensenanza primaria y que se
relaciona con conocimientos mateméticos propios de los primeros anos de escolarizacién. En

esta etapa, situaciones cotidianas como las que menciondbamos anteriormente pueden resultar
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adecuadas al nivel de conceptualizacién matematica que algunas de nuestras escuelas ofrecen
a los ninos y ninas. Para que esto ocurra es importante que tales situaciones se presenten con
un nivel de contextualizacion suficientemente cercano a su realidad. Pero a medida que los
estudiantes van avanzando cursos, su vida cotidiana crece en complejidad... y las mateméticas
también. Se produce entonces una separacion entre su vida y las matematicas que aprenden,
de modo que el sentido de utilidad que hasta entonces podian otorgar a las mateméticas no
se amplia, y por tanto se empobrece. Las matemaéticas se separan de la vida cotidiana y el
sentido de utilidad, referido inicamente a las actividades béasicas, queda inmévil: se convierte
en un tépico. Cuando las ideas con las que se enfrentan los estudiantes se vuelven, mateméti-
camente hablando, mas complejas, el tinico sentido al que pueden aferrarse es al de la técnica.
Se refieren a la matematica, no a partir de ideas, sino de palabras que evocan conceptos o
técnicas. (“Yo tengo 18 afios y no he pasado del seno y el coseno. O sea, que a mi no me
hables de derivadas, no me hables de integrales... A mi me dejas en las ecuaciones, en los
sistemas de reduccion y todo eso, y ya estd.”). La matemética, por tanto, deja de percibirse

como un conocimiento para convertirse en una técnica.

Durante muchos afios, uno de los grandes retos de la educacién matemaética ha sido mostrar
su aplicabilidad en el entorno cotidiano de los estudiantes. Se impuso para una minoria como
un intento tanto por acercar las matematicas a la vida cotidiana, como por hacer més amigables
una materia que hasta entonces transmitia el formalismo de un lenguaje ajeno, hasta el punto
que un indicador de la calidad de los problemas era que su enunciado estuviese conteztualizado.
La mayoria de estos contextos, sin embargo, no eran reales sino que sélo trataban de parecerlo.
En este sentido, la comunidad educativa invertimos tanto esfuerzo que los estudiantes que
llegan a magisterio consideran inmediatamente como poco apropiados problemas que utilizan,
por ejemplo, unidades de medida diferentes a las que utilizamos habitualmente, problemas
contextualizados en la realidad de otras culturas, o sistemas de numeracion histoéricos. Utilizar
y mostrar aplicaciones de las matematicas es evidentemente enriquecedor y positivo, siempre
que dichas aplicaciones no se trivialicen y de ello no se desprenda que la matemética sélo tiene

sentido cuando se pueda hablar de matemaética aplicada.

El problema es que, en el intento de acercar la matemaética a la vida cotidiana en niveles
de educaciéon secundaria puede llegar a reducirse su interés hasta tal punto que sélo se dé
cabida a unas pocas técnicas, que supuestamente son las que serviran a los ciudadanos para
desenvolverse como tales. Hemos puesto tanto empeno en acercar a la escuela una matemaéticas
de la vida cotidiana que la hemos despojado de sus raices culturales e histéricas; hemos
trabajado tanto por mostrar que las matematicas son tutiles, que ahora el iinico sentido que se
les otorga fuera del contexto escolar gira en torno a sus aplicaciones en el ambito cientifico y
tecnologico. El placer de la actividad intelectual, la investigaciéon y la creatividad es obviado

en numerosas ocasiones.
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Cuando los estudiantes llegan a la universidad para comenzar sus estudios de magisterio
ya son personas adultas; y los adultos cada vez tenemos maés claro lo que queremos y lo que
no queremos aprender, porque la seleccién se convierte en una herramienta de supervivencia
en un mundo en el que es absolutamente imposible concebir el conocimiento en términos
enciclopédicos. Cuando estos estudiantes se convierten en maestros y maestras de escuela

vuelve a comenzar el ciclo y la lentitud de los cambios esperados se hace insoportable.

Una creencia acerca de la matemaética exclusivamente como materia escolar, es en muchos
casos lo suficientemente firme como para que no sea necesario buscar otro sentido en las
matematicas que se aprenden, ni para preguntarse cudl es su rol en nuestra sociedad. En
consecuencia, el papel profesional de un matemético es, para muchos de estos estudiantes,
perpetuar el sistema académico a nivel superior, y en particular el suyo como futuros profesores
de primaria es transmitir una matematica elemental reducida a las reglas aritméticas basicas,
que son las dnicas que dan un sentido a la actividad matematica: la utilidad en su sentido
escolar mas primario. Desde esta perspectiva, otros contenidos matematicos méas renovadores
que también forman parte del curriculun de primaria no pueden ser tenidos en consideracion,

y mucho menos aquellos que no forman parte de él.

Es importante que los futuros profesores perciban que en esa matemética que ensefa-
ran a sus futuros alumnos y alumnas estdn involucradas ideas matematicas muy sofisticadas

(nimeros naturales, sistemas de numeracion, etc.) alrededor de las cuales trabajar.

La necesidad de categorias descriptivas

En esta investigacion hemos atendido el proceso de elaboracién de las creencias de los
estudiantes a partir de la situacion inicial que acabamos de describir. Expresado de una
manera muy breve, hemos seguido el movimiento de sus creencias en relacién con el curso y
como conclusién pensamos que la experiencia ha aportado a los estudiantes, ante todo, libertad
—en un sentido de amplitud— a la hora de pensar la actividad matemaética: de la uniformidad
de una creencia basada en las aplicaciones populares mas primarias se han abierto vias de
expresion muy diferentes que expresan intereses, experiencias y formas diversas de entender la
actividad matemaética. Entendemos que la homogeneidad y simplicidad en las creencias que
describen la situacion de los estudiantes de magisterio cuando llegan a la universidad es un
claro reflejo de que la alfabetizacién matemética que ofrece nuestro actual sistema educativo

estd estancada, resulta insuficiente y no logra conectar con sus intereses.

Por otra parte, entendemos que a esta situacion de estanco no le favorece la tendencia
categoérica de muchas investigaciones didacticas. El problema de intentar cerrar alrededor de
unas pocas categorias, habitualmente excluyentes, cuales son las creencias de los estudiantes es
que al hacerlo se elimina el rasgo que verdaderamente potencia su cambio desde una perspectiva
social: la diversidad. En general percibimos una tendencia a utilizar teorias sobre las creencias

en torno a la matematica que no admiten posiciones relativistas: o se sostiene una creencia,
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0 se sostiene otra. Sin embargo, considerar que pueden convivir creencias diferentes incluso
para una misma persona es un paso que hay que cuidar mucho en la formacién de los futuros
profesores. El sentido que los estudiantes pueden dar a su actividad matematica no es unico.
El primero de los movimientos que hemos analizado (M1) ilustra perfectamente este hecho:
Patricia afirma, cuando finaliza el curso, que deberia proponer un problema relacionado con
aplicaciones de la matematica a la economia o a la politica, pero que dada su experiencia
durante el curso se decanta por otro. El motivo es que ha encontrado sentido a la matematica

no sélo en sus aplicaciones sino en la existencia de demostraciones.

Tan importante como ofrecer a los estudiantes espacios para crear nuevos sentidos es crear
un espacio para comprender la actividad matemética desde diferentes perspectivas, porque los
diferentes significados que ellos elaboren son los que les permitiran atender la diversidad de sus
futuros alumnos. Tan importante es crear nuevas creencias como no vivir atrapados en ellas.

Queremos enfatizar que este aspecto es muy importante desde una perspectiva didactica.

La estabilidad en cualquiera de las categorias que se proponen en otras investigaciones y
a las que nos hemos referido en el capitulo 3 de esta memoria no es, desde nuestro punto de
vista, ni aceptada ni rechazada; simplemente es algo que desde una perspectiva de la accién
tiene poca efectividad porque tiene un escaso valor para quienes deberian ser los verdaderos
protagonistas del cambio, que son los futuros profesores. De las aportaciones de la investiga-
cién que hemos llevado a cabo no puede desprenderse ninguna clasificacién de las creencias
de los estudiantes, pero los movimientos analizados pueden considerarse como descriptores
de diferentes aproximaciones a la experiencia matemética. Conocerlos implica conocer las

posibilidades de accién de los futuros profesores implicados.

Los movimientos detectados estan en correspondencia con distintas direcciones para fun-
damentar o reorganizar aquel sentido primario de materia escolar que se le daba a la actividad
matematica en el momento inicial. Del analisis llevado a cabo destacaremos dos aspectos
fundamentales que se refieren directamente al sentido que los estudiantes le dan a la actividad
matemadtica: el sentido cotidiano de la actividad matemaética, y la aceptacién de la matematica

como una actividad para el placer intelectual y la evolucién del conocimiento.

La matemdtica del dmbito cotidiano

Deciamos que la idea de la matemaética con la que llegan estos estudiantes a las escuelas
de magisterio se refiere, en general, a una matematica de la vida cotidiana, pero entendida
casi exclusivamente en términos aritméticos muy simples. Alrededor de la matemética y la
vida cotidiana, sin embargo, pueden adoptarse perspectivas muy diversas y mateméticamente
mucho més complejas, casi todas ellas relacionadas con su “aplicabilidad”: aplicaciones a
la fisica, la economia o la biologia; aplicaciones en el mundo tecnolégico y la ingenieria en
general; aplicaciones en la expresion artistica, etc. Pueden encontrarse ejemplos de este tipo de

perspectivas y ejemplos de aplicaciones en un numero importante de referencias bibliograficas
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[23, 53]. Aunque en el curso no se hizo especial hincapié en ellos, al margen de comentarios
esporadicos, algunos estudiantes apuntaban este tipo de aplicaciones cuando se referian a las

matematicas de la vida cotidiana.

Junto a la creencia de la matematica como una actividad aplicada se desarrolla otra cultu-
ralmente opuesta: la matemética no tiene por qué adquirir sentido a partir de su aplicacion.
La matematica puede ser percibida exclusivamente en términos de una actividad puramente
intelectual. Esta nueva categoria ha aparecido en algunos de los casos analizados. Nos interesa
destacar que este sentido que los estudiantes dan a la actividad matematica se ha creado preci-
samente desde la dualidad matematica aplicada—no aplicada. La identificacion de la actividad
matematica de la vida cotidiana como mateméatica aplicada es consecuencia de una visién
naturalista [26] de la realidad, méas que de una vision histérica. Desde nuestra perspectiva,
la superacion de esta dualidad pasa por entender la realidad —la vida cotidiana— como una
realidad humana y no como una realidad fisica. Cuando el placer intelectual y la produccién
de conocimiento forma parte de lo que entendemos por vida cotidiana, la matematica adquiere
un sentido pleno de actividad intelectual que no es opuesto ni complementario al de las apli-
caciones. Es importante, en consecuencia, no sélo tener en cuenta distintas creencias respecto
a la actividad matemaética, sino a la realidad misma. En el contexto escolar, los estudiantes
perciben en la matematica como en ninguna otra materia esta obsesion por la aplicabilidad,

por encontrar una respuesta al “;Para qué sirve?”

Después de la experiencia que hemos llevado a cabo con los estudiantes tenemos la sen-
saciéon que, sobre todo para quienes afirman que no les gustan las matematicas, la creencia
de una actividad matemética destinada al placer intelectual es muy dificil de interiorizar y
pensamos que, en buena parte, se debe a que no es posible hacerlo bajo una visién naturalista
de la vida cotidiana. Por eso es importante que los estudiantes hagan suya alguna reflexiéon
acerca de la que hemos llamado expresiéon histérica de la realidad. Esta perspectiva genera
un espacio, evidentemente més complejo, desde el cual relativizar las creencias en torno a la

actividad matematica o cientifica.

Aunque parezca paradojico, explicitar la creencia de que la matemética es una activi-
dad intelectual resulta sin embargo extremadamente tutil para los estudiantes y la utilizan,
especialmente aquellos a quienes no les gusta, para defender que si cada persona tiene unos
intereses diferentes ha de elegir qué le gusta y qué no. Al adoptar esta creencia desde una
perspectiva defensiva los estudiantes pretenden alejarse de cualquier forma de actividad ma-
tematica en la que verse involucrados. El tnico sentido que le pueden dar a lo aprendido en
clase de matemaéticas es que “el saber no ocupa lugar” y por lo tanto ellos deciden que quieren
alejarse de ellas y les parece incomprensible que haya quien pueda encontrarlas interesantes.
Sin embargo, cuando se adopta esta creencia desde la perspectiva del placer intelectual, la
tendencia es a abrirse a nuevas opciones. Encuentran interés en la solucién de un problema

que hayan trabajado aunque no les haya salido sin frustrarse; desatan reflexiones nuevas sobre
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la actividad matemaética, y viven su relacion con dicha actividad de una forma mucho menos

dramética.

Al hablar de la matematica como una actividad intelectual los estudiantes expresan, al
menos, estas dos creencias diferentes y es importante entenderlas de manera diferente: una
—la defensiva— surge de uno mismo para defender que no quiere dedicarse a las mateméticas
y la otra —la del placer intelectual— se refiere a la valoracién de una situacién externa, en la
que pueden o no involucrarse. Ambas se generan de manera diferente y sirven a propdsitos

diferentes.

Cuando la actividad matemética sélo encuentra sentido en las aplicaciones a una realidad
entendida en términos naturalistas, los problemas que se plantean en la escuela llegan a ser
verdaderas caricaturas de la realidad. Buscar matemaéticas en las actividades cotidianas para
poder llevar a la escuela es algo comun en las propuestas didacticas, pero puede conducir répi-
damente a una pérdida de sentido. Méas bien nuestra propuesta de alfabetizacién matematica
incluiria un proceso en sentido inverso: la matematica entendida en su sentido histérico ha de

integrarse en la vida cotidiana de la misma manera que lo ha hecho la matematica aplicada.
Cdmo relacionar los movimientos descritos con los contenidos y la metodologia del curso.

Existe un aspecto esencial respecto a la metodolgia del quehacer matemético, muy comen-
tado ya en otras ocasiones, que también ha aparecido en esta experiencia: la separaciéon entre
una matematica de las técnicas y algoritmos como método tnico para resolver problemas,
frente a una matemaética de la intuicion, la visualizacién y el razonamiento l6gico. En el caso
concreto de nuestra experiencia con los estudiantes durante este curso, esta separacion se ha
concretado en la alusién, por un lado, a una matemdtica de las férmulas y por otro, a un razo-
namiento ldgico. La cuenta “a la vieja”, recortar, pegar, o considerar situaciones geométricas
sencillas en lugar de su traduccion abstracta al lenguaje del 4lgebra no tienen cabida en la
categoria “matematicas.” Es evidente, ademas, que dados los contenidos del curso se han visto
amplificados los ejemplos de tipo geométrico, donde es evidente la importancia de la intuicion

y la visualizacion.

Si, como deciamos al principio de este capitulo, durante la ensenanza primaria se potencia-
ba con la ensenanza de la matemética un sentido de utilidad muy béasico, durante la secundaria
fundamentalmente se potencia una visién muy técnica. La matemdtica de las férmulas no sir-
ve para resolver situaciones matemaéticas elementales, asi que hay que darle un nuevo sentido,
que es el de caracterizar la actividad matemética a partir de la aplicaciéon de férmulas. La
formalizacién matemética y la generalidad que impone el dlgebra es mucho mas influyente
para los estudiantes que otros aspectos como la intuicién o la visualizacién, que pasan a ser
consideradas actividades més propias del sentido comiin que de la formacién matemética de

una persona.

Los contenidos de historia trabajados durante el curso han permitido que algunos alumnos
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pongan en tela de juicio estas dos aproximaciones —matematicas de las formulas y visualizacién
o0 intuicién— a la actividad matematica. Este hecho se aprecia claramente cuando elaboran sus
argumentaciones sobre los problemas que les han parecido més interesantes. Los problemas
que no tienen una utilidad en su entorno inmediato pero que tienen una perspectiva histérica
les permiten relativizar y encontrar un sentido no en su actividad, sino en la actividad de
otros. Sin esta perspectiva histérica el sentido de tales problemas se pierde y, como hariamos
cualquiera de nosotros, los estudiantes se revelan ante algo a lo que no pueden dar sentido.
El hecho de que, en general, los libros de texto estén llenos de ejercicios desprovistos de su
contextualizacion histérica es, més que un esfuerzo de contextualizacion, un reflejo de nuestra

propia ignorancia y del beneficio que ésta tiene para la economia de las editoriales.

Es importante destacar que la historia, en si misma, no estimula a los estudiantes en la
creacién de nuevas ideas en el desarrollo de conceptos; no les proporciona necesariamente
una vision mas humana del conocimiento matematico. Potencialmente podemos considerar
que conocer la historia es una manera de cambiar una cierta imagen de las mateméticas. La
cuestion es que esta afirmacion se gesta en una determinada forma de concebir la matematica —
como una construccién historica— y por ello la historia es, para quienes tenemos esa concepcion,
“la prueba” de que la actividad matemaética es eso de lo que nosotros hablamos. Es importante
no olvidar el proceso, mucho més complejo, que conduce a elaborar esta creencia en la que

nosotros nos sentimos tan a gusto.

De hecho, hay algunos —muchos— estudiantes a los que incluso les bloquea enormemente
acercarse a esta creencia en torno a la matemética. Es evidente que este modelo histérico,
como cualquier otro que pudiera proponerse, orienta hacia la construcciéon de sentido, pero
no lo crea. Cada estudiante tiene su propia trayectoria y a muchos de ellos les gusta o al
menos satisface su busqueda de sentido aquella matemdtica de las formulas y de aplicacion
directa y repetitiva de técnicas, de modo que lo Gnico que les aporta la perspectiva histérica es
confusion. Cuando los estudiantes llegan a la universidad ya comienza a ser demasiado tarde

para tratar la cuestiéon del sentido.

Existe otro aspecto digno de mencién en cuanto a la relacién entre los movimientos detec-
tados y el desarrollo metodolégico del curso. Se trata de las diferencias que se desprenden de
los movimientos analizados en los grupos de discusién y en los informes escritos. Las reflexio-
nes escritas han ofrecido un nivel de reflexién mucho méas profundo que las discusiones y esto
se ha visto reflejado en unos movimientos més amplios y definidos que los que se daban en los
grupos de discusién, aunque escasos en numero. Las reflexiones escritas tienen, ademés, un

caracter mas filoséfico que matematico.

En las discusiones orales aparecian, sin embargo, muchos movimientos pequenos, mas
desordenados y dificiles de recordar para una elaboracién posterior, en los que prevalecia la
busqueda de aceptaciéon y consenso. La riqueza desde un punto de vista de la elaboracién de

conceptos matematicos ha sido, sin embargo, mucho mas evidente en los grupos de discusion.
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Durante todo el trabajo venimos defendiendo que ambos aspectos son indispensables en la
bisqueda de sentido, de modo que pensamos que es importante fomentar estrategias que se
dirijan a complementar ambas vias de expresién. En nuestro caso, seria interesante para
mejorar la metodologia del curso que todos los estudiantes se involucraran en ambos tipos de

tareas.
El papel del conocimiento matemdtico en la formacion de las creencias

Las cualidades de la argumentaciéon y preguntas que los estudiantes se hacen en torno a
la actividad matemaética estan muy relacionadas con su nivel de conocimiento de conceptos
matemaéticos. Hemos detectado que los estudiantes con una adecuada formacién en materias
consideradas tradicionalmente como sociales tienen una disposiciéon mucho mayor para discu-
tir aspectos relacionados con sus creencias acerca de la matematica o del conocimiento que
aquellos que no la tienen. En general son estudiantes con un nivel de argumentacion y critica
muy interesante en lo que respecta a discusiones tradicionalmente consideradas humanistas.
Sin embargo, es impresionante percibir cémo sus argumentos se agotan al entrar en discusiéon
aspectos muy basicos relacionados con la cultura cientifica o en particular con conceptos mate-
méticos. El sentido més generalizado que estos estudiantes otorgan a la actividad matemética
es que “el saber no ocupa lugar.” En sus discusiones se amplifican los topicos habituales que se
refieren a la matemaética como ciencia que “ayuda a pensar”, “es imprescindible para la vida”,
etc. El disponer de conocimientos mateméticos, aunque no estén perfectamente consolidados,
permite sin embargo que los cambios puedan producirse de manera mucho maés concreta y
rapida. Este hecho quedaba ilustrado perfectamente al comparar el movimiento M4 que te-
nia lugar en los dos grupos de discusién. Las creencias en torno a la matematica no pueden
ser consideradas independientes de la formacién matematica especifica y esto deberia llevar a
plantearse a la comunidad educativa y a las propuestas politicas de formaciéon que los cam-
bios que se demandan a nuestra sociedad en relacién con la cultura cientifica son muy poco
probables si no se cuida més la propia formacién cientifica. Cuando a los estudiantes no se
les ofrece y exige esta formacion se esta limitando enormemente su capacidad para aceptar y
elaborar nuevas creencias, para aplicar conocimientos matematicos importantes y, en tltimo

término, para la participaciéon social en lo que a decisiones técnicas o cientificas se refiere.

s Qué dificultades han aparecido en relacion con los contenidos?

Aunque el objetivo de la investigacion es atender al movimiento de las creencias en torno a
la actividad matematica, es evidente que el desarrollo del curso y el tipo de trabajo realizado
nos ha permitido también recoger una amplia informacién acerca del nivel de conocimento
matematico de los estudiantes. Como menciondbamos anteriormente, todo apunta a que el
movimiento de sus creencias esta en estrecha relaciéon con el conocimiento de conceptos mate-
méticos concretos. Aunque no nos hemos detenido en analizar las dificultades que presentan

los estudiantes respecto de los contenidos tratados si nos parece interesante apuntar, al menos
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desde un punto de vista fenomenoldgico, algunos aspectos de caracter conceptual que mere-
cerian un analisis didactico mas detallado. Pensamos que, en este sentido, los datos que se
han recogido durante la investigacién apuntas nuevas vias de investigaciéon y apuntamos aqui
algunas de ellas. Antes de proceder a su enumeracién, es importante resaltar que la mayoria
de ellas hacen referencia a aspectos muy basicos de la alfabetizacién matemética y cientifica
de cualquier persona. Queremos destacar también que la lista no es exhaustiva y que esta
limitada por los contenidos del curso, que se han centrado casi exclusivamente en problemas

de medida.

e No se considera que la igualdad de forma pueda ser caracterizada matematicamente.

e Cualquier funcién creciente es considerada una funcién de proporcionalidad y por lo

tanto puede aplicarse la “regla de tres.”
e No se conoce la relacion entre los perimetros, dreas y volimenes de figuras semejantes.

e Escuchar la palabra “trigonometria” produce espanto y no se encuentra relacién alguna

entre una razon trigonométrica y la medida de un angulo.

e Existe una gran confusion en torno a la idea de unidad de medida y no se admite que
cualquier segmento pueda ser considerado como una unidad: han de ser milimetros,
centimetros, metros, etc. En consecuencia, el cambio de unidades de medida se reduce

a multiplicaciones y divisiones “por la unidad seguida de ceros.”

e Aunque se mantiene firme la creencia de que las matematicas son so6lo férmulas, apenas
se conocen unas pocas y s6lo puede apelarse a la memoria para utilizarlas. Al margen
de las pocas que recuerdan, los estudiantes no pueden deducir otras féormulas basicas
relacionadas con el calculo de areas y volumenes; no saben cémo resolver una ecuacién

de segundo grado y cometen errores en la resolucion de las de primer grado.

Este tipo de dificultades conceptuales o técnicas no se ve en absoluto compensado con una
buena aproximacién a los problemas desde el punto de vista de procesos o estrategias ni con
un interés por la divulgacién cientifica o el acercamiento a la actividad matematica desde un
punto de vista cultural. Es evidente que hay que trabajar por solventar estas dificultades, pero
el problema es que hacerlo a estas alturas de su formacién es muy dificil y en la mayoria de los
casos estéril: ni les interesa, ni piensan que sea diferente a algo que ya han estudiado antes y
esto es asi tanto para los que llegan a magisterio con un nivel de matemaéticas aceptable como

para los que no, que son la mayoria.

La denuncia que los propios estudiantes hacen respecto a su formacién matematica cons-
tituye en si misma un elemento de reflexiéon para comparar con la denuncia que los docentes

hacemos respecto a la formacién matematica de los estudiantes y con los efectos de afios de
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investigacion en didactica. Unos y otros nos pasamos la pelota sin llegar a acuerdos significa-
tivos y en el mejor de los casos tales acuerdos se concretan en decisiones politicas que cambian

el curriculum desoyendo en muchos casos las experiencias de todos los colectivos involucrados.

Sin restar importancia a las investigaciones didacticas tradicionales, pensamos que también
es importante clarificar qué matemaéticas interesan a los estudiantes porque pueden ayudar
mucho a re—formular nuestras propuestas. La situacién es lo suficientemente delicada como
para legitimizar el esfuerzo por comprender qué pasa en las aulas y qué pasa en nuestra
sociedad desde perspectivas teodricas diferentes. Nos parece interesante que se abra un debate
critico que cuestione que las técnicas de investigacion que ha desarrollado la didactica puede
que estén invirtiendo mucho esfuerzo en aspectos formales, excesivamente abstractos para los
estudiantes y para el profesorado. Puede ser que desde la didactica se esté tan preocupado por
la coherencia y la validaciéon en términos que sélo interesan a los investigadores, que se esté
construyendo un conocimiento inutil para la practica, aunque eso si, cada vez mas organizado

y sistemaético.

Paradéjicamente, adoptar un punto de vista menos tedrico situaria al didacta en una
posicién muy poderosa profesionalmente, porque su trabajo seria dependiente de una realidad
que no va a desaparecer: siempre va a tener estudiantes y profesores diferentes con los que
estudiar, a los que aproximarse y a los que permitir hablar. Si estd dispuesto a permitir
que sean sus voces la que mas se escuchen tendrd una panordmica de la realidad sélida y
responsable para cualquier conclusiéon a la que quiera llegar. Participacion de la gente nunca

va a faltar.
Propuestas de accion y perspectivas futuras para la investigacion

A lo largo de este capitulo han ido apareciendo algunos aspectos que consideramos rele-
vantes para su atencién en futuras investigaciones. Una parte importante de los datos no ha
sido analizada aun y podria servir para responder a preguntas diferentes de las que hemos
planteado aqui, incluso desde perspectivas tedricas diversas. Apuntamos aqui algunas que nos

interesan especialmente.

Una buena parte de las discusiones de los estudiantes se referian al papel de la matematica
en la divulgacion cientifica. La integraciéon de la divulgacién en la formaciéon de los futuros
maestros conduce a interesantes cuestiones de investigacion.

Cuando los estudiantes califican el conocimiento mateméatico en las discusiones o reflexiones
escritas se refieren a diferentes contenidos matemaéticos como “curiosos”, “interesantes”, “utiles”,
“tope de emocionantes”, etc. Con cada una de estas palabras dejan entrever creencias diversas
y un andlisis micro, complementario al que hemos llevado a cabo en este trabajo, podria ofrecer

otros resultados interesantes sobre su percepcién de la actividad matematica.

Un anélisis sisteméatico de todos los problemas propuestos por los estudiantes desde la

perspectiva de la medida y de la concepcién de “vida cotidiana” que reflejan resultaria también
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especialmente intersante para profundizar en aspectos relacionados con el poder del contexto
escolar y con la dualidad entre la matemaética aplicada y la actividad intelectual de la que

habldbamos en este mismo capitulo.

Tanto estas propuestas como las que han ido apareciendo a lo largo de nuestra exposiciéon
descansan sobre la intuicién de que existen muchas ideas y creencias a la espera de ser interpre-
tadas y, ante todo, sobre las ganas de actuar para posibilitar su conocimiento. El deseo es que
las investigaciones involucren la participacién de un ntimero amplio de personas y colectivos
diversos, que recojan su creatividad y movimiento, que hagan eco el que cada profesor y cada
estudiante, cuando tiene posibilidad de accién, puede cambiar la realidad de la ensenanza de

las matemaéticas mucho més que la mayoria de nuestras investigaciones.
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