Apéndices

Los siguientes apéndices pueden consultarse en formato electrénico:

Apéndice 1: Texto entregado a los estudiantes.
Apéndice 2: Solucién al problema de las reinas.

Apéndice 3: Hojas de actividad propuestas para los estudiantes.
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Introduccion

Contar y medir son dos de las actividades humanas que popular-
mente se asocian a la matematica y dificilmente podria elaborarse
cualquier trabajo sobre historia de la matemaética sin tenerlas en
cuenta. Los manuales que intentan presentar el desarrollo de es-
ta ciencia desde sus origenes encuentran en tales actividades su
punto de partida: contar y medir acompanan una historia de
necesidades e inquietudes humanas basadas en el trabajo agrico-
la, en las transacciones comerciales, en las guerras, los repartos o
el poder de unos sobre otros.

Para los primeros hombres y mujeres era suficiente distinguir
uno y dos de muchos. Gran parte de las actividades para las
cuales nosotros necesitamos del elaborado andamio de los sis-
temas de numeracion eran llevadas a cabo utilizando distintos
tipos de estrategias: muescas sobre una madera; apilamiento de
guijarros o caracolas, etc. Igualmente, la actividad de medir, tal
y como la entendemos en el lenguaje cotidiano ha estado presente
a lo largo de la historia: hombres y mujeres ajustaban el tamano
de la cuerda al arco, calculaban distancias utilizando sus palmos
o el alcance del paso de sus animales de labranza y fabricaban
utensilios cuyas dimensiones eran adecuadas a sus necesidades.

Los parrafos anteriores bien podrian ser un extracto de la
introduccién de muchos libros de texto de matemética que se ac-
ercan a ella como actividad humana. Esta aproximaciéon parece
sugerir una matematica viva en la historia de los pueblos; una
matemaética al servicio de las necesidades humanas y en estrecha
relacién con la cultura. ;De dénde viene, entonces, su imagen
popular como una ciencia distante, carente de la calidez que
transmiten otras ciencias humanas? ;Donde estd la falla entre
esta y aquella matemética? ;Hay dos mateméticas, realmente?
iHay muchas matematicas? ;Por qué un manual que comienza
hablando de hombres y mujeres que miden un campo al paso de
los bueyes contintia inmediatamente con abstracciones dificiles de
comprender?

La busqueda de aclaraciones a este tipo de preguntas son las
que motivaron la programacién de este curso. Desde nuestro pun-
to de vista, no es interesante para la cultura matematica de nues-
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tra sociedad, y en particular para la educacion de chicos y chicas,
adoptar posiciones excesivamente rigidas respecto de la actividad
matemética. En particular, tan poco beneficiosa es para la ed-
ucacion una imagen exclusivamente axioméatica y logicista de la
matemética como otra que defienda que las mateméticas son uni-
versalmente aplicables y ttiles en nuestra actividad cotidiana. La
primera porque genera a menudo rechazo e incomprension; y la
segunda, porque limita y empobrece una actividad humana que
atiende el placer de pensar en objetos matematicos y de crear
otros nuevos.

Encontrar belleza o utilidad técnica en la actividad mateméti-
ca no ha de ser en ningin caso un imperativo, ni para nosotros
ni para los futuros alumnos. Lo interesante, ante todo, es ofre-
cer y disponer de la posibilidad de decidir si las matemaéticas nos
parecen bellas o no, y para eso lo mas adecuado es aproximarse
a ellas abiertamente; mirarlas desde distintas perspectivas; hac-
er el esfuerzo de comprender qué hay detras de cada problema
y asumir la responsabilidad de hablar de ellas con el rigor y la
serenidad que exige cualquier tarea educativa.

La complejidad de la actividad matemética a lo largo de la
historia es enorme; también se ha escrito y se ha hablado mucho
en torno a las cuestiones a las que antes nos referiamos. En el
planteamiento de este curso ha sido necesario desviar hacia un la-
do muchos contenidos interesantes que incluso nos alejan de una
determinada metodologia del quehacer matemético. Afortunada-
mente las bibliotecas estan llenas de contenidos matematicos y
reflexiones didacticas acerca de ellos; Internet también; de vez
en cuando hay conferencias interesantes sobre matemaéticas. Lo
realmente interesante es querer, poder y saber acceder a los re-
cursos disponibles, disponer de buenas estrategias de selecciéon
y ser capaces de valorarlos criticamente. De modo que para no
caer en una exposicion abigarrada o superficial hemos optado por
escoger un tema contenido concreto pero suficientemente amplio,
la medida, y aproximarnos a la matemética a través de su his-
toria. Creemos que a partir de la experiencia colectiva alrededor
de esta historia sera posible elaborar reflexiones interesantes que
nos permitan acercarnos a cualquier otro contenido.

El caso de la medida

Elegir la medida como guia para la elaboracién de este curso
se debe entre otros motivos a su especial riqueza para compren-
der la evolucion popular de la actividad matematica, ligada a
las inquietudes, la forma de vida de hombres y mujeres, las in-
stituciones o la construcciéon de las ciencias. Medir suele aso-
ciarse en nuestra cultura con una accién de tipo instrumental:



reglas, cintas métricas o balanzas son utilizadas para controlar a
través de los ntimeros cualidades variables del mundo fisico tales
como peso, volumen, velocidad, temperatura, etc. Tras el es-
fuerzo de muchos siglos de estudio y de auténticos instrumentos
de ingenieria, los fisicos lograron medir estas magnitudes (siem-
pre numéricamente), abriendo asi nuevas posibilidades para la
fisica matemética. Esta importante imagen de la medida esta
detras de muchas investigaciones llevadas a cabo desde la histo-
ria, la politica o la antropologia: comprender el significado de las
medidas de antano; su relacién con los sistemas de produccion,
comercio y consumo. Estos, junto el estudio tedrico o técnico
de la relaciéon entre distintos sistemas y unidades de medida o
la exactitud de diferentes aparatos dan cuerpo a una disciplina
que viene definiéndose como metrologia. Su historia y la de las
matemaéticas ilustra una relaciéon de encuentros y des-encuentros
entre una actividad préctica -medir- y una actividad teérica en la
que una y otra disciplina han ido definiendo sus caracteristicas.

Antiguas civilizaciones alcanzaron importantes triunfos int-
electuales observando y manipulando medidas que serian critica-
dos siglos después en defensa de una matemética pura, en la que
lo tedrico y lo practico quedara totalmente diferenciado. Nuevos
intentos de reconciliacion serian llevados a cabo en el curso de la
historia para mostrar una matematica que forma parte de la vida
y la cultura de los hombres, y de nuevo tales intentos habrian de
quedar desvirtuados. La tension entre “el mundo de las mateméti-
cas y las mateméticas del mundo” es a la vez antigua y actual y
estd en la génesis de nuestra concepcién sobre qué son y para qué
sirven las matematicas. Conocer esta relaciéon entre matematica
y medida a través de problemas y relatos historicos es el objetivo
de este trabajo.

En la primera parte se presta especial atencién a la utilizacion
de propiedades geométricas para calcular distancias de manera
indirecta es decir, para medir aquello que no alcanzamos. Nos ex-
tenderemos en problemas clasicos de agrimensura y en otros que
surgieron del esfuerzo por encontrar una medida para la Tierra y
el universo.

La segunda parte presta atenciéon al célculo de areas y voli-
menes. A partir de la formulacion de BONAVENTURA CAVALIERI
del principio de los indivisibles nos acercaremos a las situaciones
paraddjicas que planteron a lo largo de la historia la consideracion
del infinito y del continuo.
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Capitulo 1

Del mito al pensamiento
geométrico

Hoy en dia podriamos comenzar a discutir acerca de cudles son
los problemas de los que se ocupa una determinada disciplina;
pero siempre lo hariamos sobre la base del conocimiento adquiri-
do acerca de ella, y de otras con las que podran establecerse rela-
ciones. Podriamos discutir y, sin embargo, seria dificil alcanzar
un consenso al respecto, pues para cada disciplina se confunden
multitud de creencias acerca de su naturaleza; de la naturaleza
de los problemas de los cuales ha de ocuparse; de su finalidad, o
de la validez de sus aportaciones. Los difusos limites entre una
disciplina y otra se definen a través de las creencias y los intereses
particulares de cada comunidad y se van matizando a medida que
avanza el conocimiento. Por ello podemos referirnos hoy en dia a
especialidades cientificas que no existian hace anos y por ello no
podemos contar con otras que aun han de aparecer.

La matematica, igualmente, viene definiéndose a lo largo de
aproximadamente 5000 afios de historia, y en sus origenes tu-
vo una expresion naturalmente primaria que dificilmente recono-
cerfamos hoy en dia como matemética si no recurriésemos a una
perspectiva historica. En particular, las primitivas observaciones
astronémicas constituyen uno de los eslabones importantes en la
construcciéon de la experiencia matematica de la humanidad. Los
rituales misticos, por ejemplo, fueron un motivo para encontrar
una explicaciéon a los fendmenos astrondémicos observables.

En la astronomia primitiva encontramos también algunos de
los primeros intentos de la humanidad por la prediccion, al elab-
orar modelos basados en la observaciéon que tenian el objetivo
fundamental de controlar la naturaleza para establecer un cal-
endario que ordenara sus actividades. En la definiciéon de estos
modelos astronémicos se vislumbran relaciones que soportan el
desarrollo posterior de algo que hoy en dia podemos discutir si



Capitulo 1. Del mito al pensamiento geométrico

Los textos de JEAN PIERRE VERNANT
indicados al final del capitulo son un
complemento en este sentido. Permi-
tiran reflexionar sobre el paso del mito
a la razon e introducir la relacién en-
tre la produccién matematica griega y
babilénica.

es 0 no matematica desde la perspectiva aventajada de nuestro
conocimiento de la disciplina. Con el paso de los siglos, esos
modelos astronémicos se afinaron cada vez mas, y de este mo-
do se afinaron al tiempo otros profundos y rigurosos modelos
mateméticos; pero ni la astronomia se sirvié de la matematica,
ni la matematica de la astronomia, porque tales disciplinas no
existian en los términos que hoy las consideramos.

Para asomarse a una historia de la medida desde las mateméti-
cas es igualmente necesario asomarse a historia de la astronomia:
la importancia de medir distancias inaccesibles para formular
modelos astronémicos fue uno de los mayores impulsos para definir
una medida geométrica, mas alla de los nimeros.

1.1 La astronomia en antiguas civilizaciones

La experiencia de las antiguas civilizaciones con el universo nos
acerca al desarrollo de la astronomia: todas ellas experimenta-
ban por dénde sale el Sol y por dénde se pone. También pusieron
nombre a las estrellas de acuerdo con su propia cultura y con su
trabajo. En las antiguas civilizaciones, las primeras representa-
ciones del universo son representaciones mitolégicas: en Babilo-
nia, Jupiter era la estrella del dios Marduk; Venus era la estrella
de Isthar, la diosa del amor; Marte era identificado como Ner-
gal, el dios de la guerra. El significado de las estrellas era fun-
damentalmente religioso: Por ejemplo, puesto que Marte era la
estrella de Nergal trafa consigo guerras y destrozos; como Venus
pertenecia a Isthar, trafa el amor, el matrimonio y la fecundidad.

Sin embargo, el hecho de que existiesen conceptos mitologicos
que involucraran el cielo, la deificaciéon del Sol o los planetas, o
el nombre de las estrellas, no significa que en el seno de aquellas
civilizaciones existiese una ciencia consolidada como astronomifa.
Esta es la razoén por la que los aspectos mitolégicos no acostum-
bran a tenerse en cuenta en las investigaciones y reportajes sobre
la historia de la mateméatica. Pero si bien es cierto que efecti-
vamente la mitologia no entra en el terreno de lo que consider-
amos astronomia, el estudio histérico de la representacion que los
hombres han hecho del universo es profundamente revelador para
comprender el origen cientifico del conocimiento.

1.1.1 La astronomia en Babilonia y Egipto

Tanto Egipto como Babilonia mostraron un conocimiento muy
sistemético de los hechos astronémicos a través, por ejemplo, de
la elaboracion de listas ordenadas de estrellas ordenadas segun el
mes en el que fueron vistas por primera vez.



1.1 La astronomia en antiguas civilizaciones

Especialmente durante los siglos II y IIT a.e.c., la astronomia
babilénica perfilaba importantes consideraciones mateméticas.
En particular, el cdlculo de los movimientos de la Luna fue uno
de los mayores logros de la ciencia en Babilonia. La teoria plan-
etaria, sin embargo, no fue desarrollada con el mismo grado de
refinamiento, y la razén que ofrecen algunos autores es especial-
mente interesante porque nos sitiia ante avances cientificos moti-
vados por objetivos de utilidad practica: La teoria lunar, y no la
planetaria, era de una gran importancia practica para el calen-
dario lunar babilénico, ya que era necesario determinar si un mes
tendria 29 6 30 dias. Los calendarios de uso cotidiano esconden
un mecanismo profundo de observaciones, computos e influencias
culturales. El calendario egipcio, por ejemplo, basado exclusiva-
mente en cuidadosas observaciones dividia el afio en 12 meses de
30 dias cada uno, y anadia cinco dias al final de cada ano. Tanto
el calendario lunar de los babil6nicos, dependiente del complica-
do movimiento de la Luna, como el calendario griego eran muy
inferiores al calendario egipcio.

Las aportaciones matematicas, tal y como las entendemos hoy
en dia, se reducian a la solucién de problemas bésicos de aritméti-
ca. Tales aportaciones estan muy ligados a la vida cotidiana de
estas civilizaciones, pues el nivel matemético necesario para de-
senvolverse en la vida diaria se reducifa a unas pocas técnicas
calculisticas. A menudo este caracter estatico de la matematica
de antiguas civilizaciones se extiende erréneamente a otras ac-
tividades y se pierden de vista otros aspectos como por ejemplo
al arte o la religion. Alejarse excesivamente de estos aspectos al
estudiar la historia de la matematica de antiguas civilizaciones
puede llegar a ofrecer una visiéon muy sesgada de la realidad cul-
tural de una época. Algo asi como si el escaso avance cientifico
que se produjo en Europa durante la Edad Media, al que nos
aproximaremos en el capitulo 4, nos hiciese perder de vista el
valor, por ejemplo, de otras producciones artisticas de la época.

1.1.2 La astronomia en la Grecia Antigua

Nuestro conocimiento de la matematica griega no proviene de
fuentes originales, como sucede en el caso de Babilonia o Egipto,
sino que los manuscritos mas antiguos de la literatura matematica
y astronémica de la antigua Grecia fueron escritos en forma de re-
copilaciones o comentarios muchos siglos después de los originales
de los que en ellos se trata. Los primeros atisbos de astronomia
griega se muestran muy similares a la astronomia babilénica y
egipcia, tanto en lo que se refiere a sus logros como en su caracter
teorico primario. El objetivo era, de nuevo, establecer relaciones
entre lo que sucede en el cielo y las estaciones del ano, asi que el

No existen ediciones completas de los
textos babilonicos, sino que se dispone
inicamente de datos procedentes de
unos cuantos miles de tablillas para
ofrecer una representacion del pen-
samiento de una civilizacién de miles
de afios. En el caso de Egipto la
situacion es alin més precaria, pues
los papiros soportaron peor el paso del
tiempo. A pesar de que en el estudio
de los avances cientificos en diferentes
culturas no entran en juego unica-
mente textos matematicos, los juicios
histéricos acerca del desarrollo cienti-
fico de las antiguas civilizaciones han
de aceptarse con precaucion.

Adentrarse en el funcionamiento del
calendario y remontarnos en el tiem-
po a través de su historia es una apa-
sionante aproximacion a la historia de
la ciencia y de los pueblos, pero no
es el estudio del calendario el ojetivo
de este trabajo. Una bellisima fuente
para profundizar en su estudio es el
tiempo a través del tiempo ([9]); otra,
mas sencilla y concisa es Calendarios
y medidas del tiempo ([10]).

En general, la astronomia egipcia
es considerada desde una perspec-
tiva moderna como cientificamente
pobre porque sblo es estelar y con
fines calendéricos; pero la babil6ni-
ca, al involucrar calculos de eclipses
y efemérides planetarias tiene un gran
interés matematico aunque sea exclu-
sivamente observacional.
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Capitulo 1. Del mito al pensamiento geométrico

interés por la astronomia surgié de nuevo del interés préctico por
el establecimiento de un calendario.

Para algunos autores, no sélo el pensamiento cientifico, sino
también el pensamiento social y politico en la Grecia del siglo V
a.e.c. aproximadamente, estan caracterizados por la geometria.
Los astrénomos griegos fundaron una astronomia nueva integran-
do conocimientos y técnicas que otros pueblos habian desarrol-
lado y que dio como resultado una impresionante astronomia
geométrica sobre una base solida de calculos y observaciones.
JEAN PIERRE VERNANT, uno de los mas reconocidos histori-
adores de la antigiiedad, resume en tres las caracteristicas en la
astronomia babilénica con las cuales rompieron completamente
los astronomos griegos en sus planteamientos, a saber:

1. Era una astronomia con fundamento religioso;

2. Era expuesta por los escribas del rey, que era quien debia
saber qué pasaba en el cielo;

3. Tenia un caracter calculistico (expresaba mediante ntumeros
las observaciones realizadas y las organizaba en tablas.)

En consecuencia, la concepciéon mitolégica del universo fue
sustituida por una teoria y la astronomia se convirti6, de este
modo, en un saber que buscaba en primer lugar la utilidad de
la inteligencia en un intento por explicar el mundo y la realidad
fisica de una forma exclusivamente racional.

Aunque la matemaética griega es, con diferencia, el campo mas
investigado de la historia de la matemética antigua, es impor-
tante no perder de vista que existen vacios importantes debidos
no unicamente a la destrucciéon de manuscritos, sino al estudio
y la transmision de la propia historia. Como ocurre en cuaquier
época, también los escritores griegos contribuyeron a distorsion-
ar el desarrollo de los acontecimientos inventando o exageran-
do historias que se refieren al trabajo de sus predecesores. A
menudo, por ejemplo, se repiten muchas historias sobre TALES,
PITAGORAS y deméas héroes en algunos libros de historia que
son consideradas como muy dudosas por otros autores. TALES
estd considerado en diversas fuentes como el primer astréonomo
griego, puesto que algunos autores le atribuyen la prediccion de
un eclipse solar que tuvo lugar el 28 de Mayo del ano 585 a.e.c.
Existen argumentos méas que suficientes para conjeturar que su
predicciéon se bas6 en el conocimiento de las observaciones que
durante siglos habian anotado los babilonios, y que aunque pud-
iese haber predicho tal eclipse no podria haber explicado por qué
se producia. Otros autores, sin embargo, dudan incluso que la
prediccién misma sea creible. Las atribuciones a TALES de sus



1.2 Eclipses de Sol y eclipses de Luna

descubrimientos astronémicos son un ejemplo mas del desacuerdo
de los historiadores y la relatividad de los reportajes histéricos.

Hasta aqui hemos esbozado algunos aspectos de la astronomia
babilénica y egipcia. El estudio de los eclipses de Sol y de Luna,
por qué, como y cuando se producen, nos permitird comprender la
importancia de las cuidadosas observaciones que fueron llevadas
a cabo por estas civilizaciones.

1.2 Eclipses de Sol y eclipses de Luna

Para comprender como se produce un eclipse de Sol es necesario
estar familiarizado con un eclipse de Luna, asi que comenzaremos
por ello: Un eclipse de Luna puede producirse solo si la Luna
atraviesa alguna porcién de la sombra de la Tierra, tal y como
muestra la figura 1.1. Se produce un eclipse total de Luna cuando
ésta llega a sumergirse en su totalidad en el cono de sombra
proyectado por la Tierra.

Un esquema geométrico de lo que sucede en un eclipse de
Sol es el que aparece en la figura 1.2. Se produce cuando la
Luna pasa entre la Tierra y el Sol. Si la sombra de la Luna cae
sobre la Tierra en ese momento, veremos cémo una parte del
Sol es eclipsada por la Luna. La fase total de un eclipse de Sol
es muy breve y raramente dura mas que unos pocos minutos.
Pero no todos los eclipses de Sol son totales; a veces la Luna es
“demasiado pequena” para cubrir enteramente el disco del Sol.
Necesitaremos hablar de la 6rbita de la Luna en torno a la Tierra
para comprender este ultimo aspecto.

La orbita que describe la Luna en torno a la Tierra no es
circular, sino que sigue una curva méas complicada que se aprox-
ima a una elipse mas que a una circunferencia. Simplificando
aun la situacion, consideraremos a partir de ahora que la 6rbi-
ta de la Luna en torno a la Tierra es eliptica. Cuando la Luna
orbita alrededor de la Tierra su distancia varia de 355.810 km a
405.720 km. Esta variacion (un 13% aproximadamente) hace que
nosotros percibamos también que su tamano varia en la misma
proporciéon. Tampoco la Tierra se mantiene siempre a la misma
distancia del Sol mientras describe su 6rbita, sino que la variacion
es aproximadamente de un 3,3%. Sila Luna pasa cerca de la Tier-
ra parece méas grande que el Sol, y si el eclipse tiene lugar en ese
momento serd total. Sin embargo, a medida que se aleja parece
més pequena y no llega a cubrirlo, produciéndose entonces un
eclipse parcial.

Matematiques I, UAB. Curs 2001-2002
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e la Tierra

-

Zona de visign_%el eclipse

Figura 1.2: Geometria de un eclipse de sol

1.3 Aristarco de Samos

Aunque no se sabe con certeza, ARISTARCO DE SAMOS vivid
aproximadamente entre los anos 310 y 230 a.e.c. Realizé un gran
esfuerzo por determinar distancias en el sistema solar y llegd a
formular la hipotesis que conduciria en el siglo XVI a NICOLAUS
KOPERNICK, conocido para la posteridad como COPERNICO, a
la formulacion de la teoria heliocéntrica: que el Sol permanece
fijo y la Tierra describe una 6rbita en torno a él.

ARISTARCO intent6 dar una estimacion del tamano del sis-
tema solar, obteniendo importantes resultados a partir de una
serie de hipoétesis formuladas exclusivamente mediante la obser-
vacién directa del Sol y de la Luna. Estudiaremos en lo que resta
del capitulo qué resultados obtuvo en su intento por obtener una
medida del didmetro del Sol y de la Luna a partir del didmetro
de la Tierra.

Uno de los rasgos més interesantes del trabajo de ARISTARCO
es el método axiomatico que sigue en sus demostraciones. La co-
herencia logica del razonamiento griego exigia que cada resultado
derivase de otros ya conocidos, que a la vez debian resultar de
otros anteriores; y éstos de ciertas hipotesis cuya validez no se
discutiese.

ARISTARCO llego al resultado buscado considerando la posi-
cion del Sol, la Tierra y la Luna durante un eclipse total de Luna.
La secuencia de deducciones que propuso le permitieron describir
la geometria del diagrama de la figura 1.3 en términos de propor-
ciones y partir de dichas proporciones llegé al resultado buscado.
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Sol

Tierr,

Figura 1.3: Diagrama que representa un eclipse total de luna. El
diagrama no estd hecho a escala. El objetivo de ARISTARCO es
obtener una estimacion de las dimensiones del sistema Tierra—
Sol-Luna.

La secuencia de resultados propuesta por ARISTARCO es la
siguiente:

1. Determinar una proporciéon entre la distancia a la Tierra
del Sol y la Luna.

2. Deducir que los didmetros del Sol y de la Luna han de estar
en la misma proporcion.

3. Determinar el didmetro de la Luna a partir del didmetro de
la sombra de la Tierra en la Luna durante un eclipse.

Estos tres resultados permitirian dibujar un diagrama co-
mo el de la figura 1.3 que respetase las proporciones en-
tre tamanos y distancias relativas del sistema Tierra—Sol—-
Luna, pero en un papel tan pequeno como este dificilmente
lograriamos un resultado satisfactorio.

4. Encontrar una expresion para los radios del Sol y la Luna
a partir del radio de la Tierra.

Analizaremos a continuacién cada uno de estos puntos.

1. El Sol estd a una distancia de la Tierra 19 veces mayor que
la Luna. (jHoy sabemos que esta distancia es aproximadamente
389 veces mayor!)

Anteriormente se habian llevado a cabo algunos intentos por
encontrar una proporcion entre la distancia a la Tierra del Sol y
la Luna. La primera que se conoce fue llevada a cabo po ANAX-
IMANDRO, quien establecié una proporciéon 3 : 2. El resultado
propuesto por ARISTARCO atribuia al Sol una lejania de la Tierra
aproximadamente 19 veces mayor que la de la Luna. Estudiare-
mos como llegd a este resultado a partir algunas de sus hipotesis,
que se detallan a continuacion.

Medidas actuales (en km) de las
distancias astronémicas:

Radio del Sol 717.120
Radio de la Tierra 6.380
Radio de la Luna 1.738,8

Distancia Tierra—Sol 149.659.160
Distancia Tierra—Luna 384.559,77

Matematiques I, UAB. Curs 2001-2002 9
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Esta propiedad —la forma del trian-
gulo queda caracterizada si sus tres
angulos son conocidos— es aplicable a
cualquier tridngulo. Es otra forma
de expresar que los tridngulos son fig-
uras rigidas: no es posible deformar
un tridngulo sin hacer variar la longi-
tud de sus lados como es posible hacer,
por ejemplo, con un cuadrilatero. Por
ello se utilizan a menudo formas tri-
angulares para dar rigidez a puentes,
andamios, librerias, sillas, etc.

La definicion y el dominio de las
propiedades de los angulos fue un
problema dificil a lo largo de la histo-
ria. Medir el angulo a partir del arco
de la circunferencia de radio uno que
abarca data nada menos que del siglo
XVIIIL.
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e La Luna recibe luz del Sol.

e Cuando la Luna aparece iluminada exdctamente en su mi-
tad, el circulo que separa la parte iluminada de la oscura
estd exdctamente en la direccion de nuestra visual (figura
1.4).

Tierra

Figura 1.4: Los segmentos TL y LS forman un angulo recto en L

Entonces, puesto que la Luna recibe luz del Sol —esto es lo
que afirmaba en su primera hipotesis—, tiene que ser que
la Tierra y el Sol formen un éngulo recto en la Luna. En
cualquier otro caso no puede pasar que el circulo que men-
ciona en su segunda hipoétesis esté en nuestra visual y al
mismo tiempo que reciba su luz del Sol.

e Era preciso dar una medida para los dos angulos restantes
del tridngulo porque una vez conocidos los tres angulos
de un tridngulo cualquiera queda caracterizada su forma,
aunque no la medida de sus lados. Sin embargo, con ayuda
de sencillos célculos trigonométricos, e incluso por simple
semejanza con otro de la misma forma pero mucho mas
pequeno, podriamos conocer la proporciéon en la que se en-
cuentran la longitudes de sus lados. Volveremos sobre este
aspecto en el capitulo 4.

Puesto que el tinico aproximable por observacion inmediata
es el que es medible desde la Tierra, formul6 como hipétesis
que éste era de 87° y por tanto, dado que uno de los otros
dos angulos es recto, el tercero tenia que ser de 3°.

ARISTARCO no disponia de féormulas trigonométricas y empled
una elaborada y rigurosa demostraciéon geométrica para obtener
la proporciéon en cuestion en la que no nos detendremos aqui.
Asi lleg6 a la conclusion de que la proporcion buscada era 19 : 1.
Esta proporciéon queda atin muy lejos del valor real, pues aproxi-
madamente el Sol se encuentra unas 389 veces mas alejado de la
Tierra que la Luna. Sin embargo, su demostracién es absoluta-
mente impecable desde un punto de vista logico.

Uno de los errores cometidos por ARISTARCO estaba en la
aproximaciéon dada al dngulo que forman en la Tierra los seg-
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mentos LT y TS, que no era de 87°, sino mucho mas grande:
89°50’. Pequenas variaciones en los angulos pueden provocar
grandes diferencias en la proporcién entre los lados de un tridngu-
lo —especialmente para angulos cercanos a 0° y 90°—, como sucede
en este caso.

2. Una vez determinada la proporcion de las distancias del
Sol y la Luna a la Tierra dedujo que sus tamanos tendrian que
estar también en la misma proporcion

Aristarco observo que los didmetros del Sol y de la Luna se
ven casi bajo el mismo angulo 7y desde la Tierra (Hoy sabemos que
este angulo es v = 30'), lo que produce la sensacion de que la Luna
y Sol tengan el mismo tamano aparente cuando los observamos
desde la Tierra. Este hecho quedaba confirmado en la observacion
de un eclipse total de Sol.

Entonces, tal y como se muestra en la figura 1.5, la proporcion

en la que se encuentran los tamanos del Sol y de la Luna es la
misma que la proporciéon entre sus distancias a la Tierra.

Tierra

Luna

Sol

Figura 1.5: Los triangulos ABT y CDT son semejantes, y por lo

AB BT

tanto =5 = . De aqui se deduce que los radios del Sol y la

Luna estén en la misma proporcién que sus distancias a la Tierra.

Asi pues, si la proporcién en la que se encuentran las dis-
tancias a la Tierra de la Luna y el Sol es de 19 : 1, la misma
proporcién se mantendrd también para sus didmetros y radios.
Lo que haremos a partir de ahora es analizar como relaciona es-
tos tamanos con el radio de la Tierra. En primer lugar, para que
el diagrama que presentabamos al inicio en la figura 1.3 quede de-
terminado, ARISTARCO encontré una relacion entre el didmetro
de la Luna y el didmetro del cono que proyectaba la sombra de la
Tierra en la seccion que la Luna lo atravesaba durante un eclipse.

3. La anchura del cono de sombra proyectado por la Tierra
en el lugar donde lo atraviesa la Luna durante un eclipse es de
dos veces la anchura de la Luna.

Consideremos de nuevo el esquema de la figura 1.1 en el que
representabamos la geometria de un eclipse de Luna. ARISTARCO
comprobo6 que el tiempo que tardaba la Luna desde que comenza-
ba a taparse por la sombra de la Tierra hasta que se tapaba com-

En matemaéticas se dice que dos trian-
gulos son semejantes si tienen la mis-
ma forma, pero no necesariamente el
mismo tamafno. Un tridngulo am-
pliado o reducido en una fotocopi-
adora nos proporcionard nuevos trian-
gulos semejantes cuyos angulos son
iguales y los lados aumentan o dismin-
uyen los tres en la misma proporcién.
ARISTARCO debié nacer 15 6 20 ahos
después de que EUCLIDES escribiera
los Elementos, asi que debia conocer
la sofisticada “teoria de semejanza” del
libro VII. En paticular, sabia que los
tridngulos que tienen angulos iguales
son semejantes y que por lo tanto sus
lados son proporcionales.

Matematiques I, UAB. Curs 2001-2002 11
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ARISTARCO considera en todo mo-
mento que el movimiento de la Lu-
na es uniforme, y por tanto que en el
doble de tiempo ha recorrido necesari-
amente el doble de distancia.

12

pletamente era de una hora. Ademas, el tiempo que transcurria
desde que estaba completamente tapada hasta que se destapaba
completamente era de dos horas, de modo que la anchura del cono
de sombra proyectado por la Tierra en el lugar donde lo atraviesa
la Luna es de dos veces la anchura de la Luna, como se muestra
en la figura 1.6.

~_>_ -

@ *\*\*
4427 S

Figura 1.6: El radio de la sombra de la Tierra en la Luna es el
doble que el didmetro de la Luna

!

4. Concluye que el Sol es 6,6 veces mds grande que la Tierra
y que ésta es 2,85 veces mds grande que la Luna. (jHoy sabemos
que el Sol es 400 veces mds grande que la Tierra y que ésta es
aprozimadamente 3,67 veces mds grande que la Luna!)

Fijémonos ahora en el diagrama que se muestra en la figura
1.7, el que aparecen representada la posicion del Sol, la Tierra
y la Luna durante un eclipse total de Luna. R es el radio del
Sol, que sabe, segin ARISTARCO, que es 19 veces el radio de la
Luna. R; es el radio de la Luna, que sabe que es la mitad que
el radio de la sombra de la Tierra en la Luna. ST y LT son,
respectivamente, las distancias a la tierra del Sol y la Luna, que
sabe que estan en la proporcion 19 : 1.

Los tridngulos que aparecen sombreados en la figura 1.7 son
semejantes, de modo que:

19R, — R, R, —2R . 1 R 2R
19LT LT 19  19R — R,

o lo que es lo mismo:

19R, + 38R, = 19R; + R,

Asi que:
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Rs — Rt = 19R; — Rt

Los tridngulos sombreados son semejantes, puesto que
tienen sus tres angulos iguales.

Figura 1.7: El sistema Tierra-Sol-Luna utilizado por Aristarco

20
R = =R
! 57 v
Y ahora la proporcion con el Sol siguiendo el primer resultado

de Aristarco es inmediato:

380
R, = 19R; = —R
s l 57 t
de donde resulta aproximadamente que el radio del Sol (resp.
didmetro) es 6,6 veces el radio (resp. didmetro) de la Tierra, y
que la Tierra es aproximadamente 2,85 veces més grande que la
Luna. (jestos son los célculos de Aristarco y no los reales!).

Hechos estos célculos, que hasta ahora s6lo proporcionan dis-
tancias y radios “relativos”, para llegar a obtener cifras absolutas
necesitaba conseguir una estimaciéon apropiada para el tamano
de la Tierra. Uno de los calculos mas conocidos para obtener el
valor de la longitud de lacircunferencia de la Tierra fue llevado a
cabo por ERATOSTENES DE CIRENE en el siglo III a.n.e. A ello
nos dedicaremos en el capitulo 3.

Matematiques I, UAB. Curs 2001-2002
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Capitulo 2

Geometria para medir
distancias

Son muchos los historiadores griegos que consideran que la ge-
ometria fue descubierta por primera vez en Egipto: Ramses II,
aproximadamente en el ano 1300 a.e.c. distribuia la tierra entre
los ciudadanos en partes iguales por las cuales debian pagar un
cierto impuesto. Cuando debido a las crecidas del Nilo parte de
las tierras se las llevaba el agua, se exigia una reduccién propor-
cional en los impuestos.

Esta historia se mantiene en muchos libros de texto y de his-
toria de la matemadtica actuales y es precisamente este origen
circunstancial el que prevalece para la mayoria de los histori-
adores actuales. Otras interpretaciones historicas menos difundi-
das atribuyen el origen de la geometria a rituales religiosos: Los
Sulvasutras, obras originarias de la India, describen la construc-
cion, desde muy antiguo, de altares de forma diversa segun cada
divinidad. La unién de dioses en uno tinico era un fenémeno ha-
bitual en la religién de antiguas civilizaciones, y si a los primeros
les correspondia, por ejemplo, un altar cuadrado, entonces la con-
struccion del nuevo altar conducia al problema de encontrar un
nuevo cuadrado cuyo area resultara de la suma de las areas de los
anteriores. A menudo, la forma del altar variaba entre circulos
y cuadrados segun el propdsito del sacrificio y surgian disputas
teologicas acerca de la forma definitiva que debia tomar. El area
debia mantenerse siempre constante y esto conducia al problema
de cuadrar el circulo —hallar un cuadrado de area equivalente a
la de un circulo dado con regla y compés—, uno de los problemas
clasicos en la matematica griega de la antigiiedad.

Aunque se trate efectivamente de leyendas, a través de ellas
conocemos las costumbres y modos de hacer de cada cultura; los
hechos histéricos se mezclan a menudo con leyendas que evocan
la tradicién y la influencia de culturas anteriores.

15

El problema de encontrar un cuadra-
do cuyo &area fuera exactamente la
de un circulo dado; el de trisecar un
angulo conocido y el de duplicar un
cubo de dimensiones dadas utilizan-
do regla y compéas son los llamados
Los tres problemas cldsicos de la ge-
ometria griega que hasta el siglo XIX,
que se demostr6 que no era posible,
permanecieron sin solucién. Una gran
parte de la producciéon del pensamien-
to matematico griego y posterior vino
motivada por el intento de resolver es-
tos problemas.
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La soluciéon de problemas en los que se ha de calcular una
cierta distancia que no es posible medir directamente con una
cinta métrica o similar involucra la utilizacién de importantes
propiedades geométricas. En el capitulo anterior aplicamos la
semejanza de tridngulos en problemas de célculo de distancias
astronémicas; en este estudiaremos también algunos problemas
de medida de distancias inaccesibles, pero en un entorno mas o
menos cercano. Esas propiedades geométricas garantizan el fun-
cionamiento de muchas de las técnicas populares e instrumentos
de ingenierfa empleados hoy en dia para estimar las dimensiones
de terrenos o edificios; la distancia a la que un objetivo alejado
de nuestro punto de mira; etc.

El estudio geométrico de los problemas de agrimensura ha
sido significativo en la historia de la matematica. En Grecia,
por ejemplo, el matemético griego HERON DE ALEJANDRIA es-
cribi6 algunos tratados en los que tnicamente se referia a difer-
entes problema de agrimensura y a los miiltiples instrumentos que
se podian hacer servir para cada uno de ellos. Los tratados de
matemética renacentista, por ejemplo, estan llenos de grabados
en los que se hace referencia a este tipo de problemas. También
entre las obras mateméticas chinas de la antigiiedad encontramos
estudios dedicados exclusivamente a problemas de agrimensura.
En general, todos estos tratados aparecieron en momentos en
los que el cardcter de la matemaética era eminentemente practico.
Son problemas en los que el andamiaje geométrico necesario para
su solucion es relativamente sencillo, y ya habia sido elaborado
en una época muy anterior al momento en el que dichos tratados
se escribieron.

2.1 La anchura de un rio

El primero de los problemas nos remonta a la antigua China. El
libro Hai dao Suanjing, escrito en el ano 263 aparecen 9 proble-
mas que tratan todos sobre el cédlculo de distancias inaccesibles.
Béasicamente, los métodos geométricos utilizados para medir dis-
tancias se reducian a encontrar relaciones de proporcionalidad
entre los lados de triangulos y cuadrilateros.

En uno de los problemas se plantea cémo medir la anchura
de un rio. El autor ofrece para ello la solucion siguiente:

Colocamos tres estacas, a igual distancia una de otra, en los
puntos A, B,C, tal y como muestra la figura 2.1. Desde el ex-
tremo de B, trazamos una visual a la orilla mas cercana del rio
y marcamos el punto en el que dicha visual corta a la estaca
colocada en A, de manera que los nuevos puntos D, E, F' estan
alineados. Del mismo modo, lanzamos una visual a la otra orilla
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y marcamos el punto H en la estaca colocada en A, de tal manera
que D, G, H estan alineados.

Figura 2.1: Los tridngulos ADGE y ADE'G’ son congruentes

Trazamos a continuaciéon a la misma altura que F'y H sendos
puntos F' y H' en la estaca colocada en C'y obtenemos uniéndolos
con D los puntos E' y G'. La medida, sobre el suelo, entre los
puntos E' y G' nos proporciona la medida de la anchura del rio
que buscidbamos.

El método geométrico aplicado en este problema funciona

porque hemos construido dos tridngulos, iguales en forma y tamano,

que llamaremos a partir de ahora congruentes.

En el problema anterior, la condiciéon de que las estacas es-
tén colocadas a la misma distancia es la que permite garantizar
esta condicién de simetria. La figura 2.2 muestra como varia la
distancia que queremos medir si no se cumpliese esta condicion.

D

Figura 2.2: Al suprimir la condicion de igualdad de distancia
entre las estacas, los triangulos ADGE y ADE'G' no son con-
gruentes

2.2 Las estacas de Tales

Cuentan los historiadores griegos que TALES viajé a Egipto y
que introdujo en Grecia el estudio de la geometria. Estaba con-
siderado como uno de los siete sabios de Grecia, honorados en
tiempos del imperio romano como representantes de la ciencia y

En la préctica, para construir un
tridngulo congruente con el tridngulo
ADEG de la figura podemos proced-
er de distintas maneras. Una de el-
las es considerar un eje de simetria
(la direccion de la estaca colocada
en B segtn la figura 2.1) y senalar
el simétrico de cada vértice respec-
to a dicho eje. El nuevo tridngulo
que obtenemos es congruente con el
primero.

El concepto de figuras congruentes
tiene gran importancia en la res-
olucién de problemas geométricos y
aunque en general puede aplicarse a
cualquier tipo de figuras, en los prob-
lemas que iran surgiendo a lo largo del
texto nos restringiremos al caso de los
tridngulos.

En términos geométricos, se dice que
dos tridngulos son congruentes cuan-
do podemos pasar de uno a otro me-
diante un movimiento. Existen otros
dos movimientos simples, ademas de
las simetrias, que nos permiten obten-
er figuras congruentes con una inicial:
las traslaciones, que deslizan la figu-
ra a lo largo de una recta del plano
v las rotaciones o giros. Ademas,
cualquier realizacion de uno de estos
movimientos a continuaciéon de otro
seguird produciendo tridngulos cuyos
lados y angulos permanecen iguales.

Matematiques I, UAB. Curs 2001-2002 17
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Imaginemos que vamos disminuyen-
do la altura de la pirdmide sin alter-
ar su base. A la misma hora, el sol
proyectard sombras de longitud difer-
ente segin las diferentes alturas. Me-
dida desde el centro de la base, la
longitud de la sombra es la que nos
sirve para determinar la altura segin
el método de TALEs. Pero si la al-
tura de la piramide es exactamente la
misma, o menor, que la longitud des-
de el centro de la base hasta el lado
de la misma, entonces la inclinacién
de la pirdmide impide que la sombra
se proyecte sobre el suelo y el método
no funciona, porque la piramide no da
sombra.

18

la sabiduria, a quienes se les atribuye un importante papel en
la organizaciéon politica de las ciudades griegas después de que
cayeran los sistemas feudales. THOMAS HEATH, uno de los més
importantes historiadores de la matematica griega considera que
con TALES se inicié una transformacion de la geometria, pasando
de tener un cardcter muy préactico y fundamentalmente aritméti-
co a tener un caracter deductivo. Algunos autores le atribuyen
que aproximadamente en el ano 600 a.e.c. habia llegado a es-
tablecer un método para determinar dos medidas inaccesibles: la
altura de una piramide y la distancia desde la orilla a la que se
encuentra un barco en el mar. Nos ocuparemos a continuacion
de estos dos problemas.

2.2.1 Altura de una piramide

La forma en la cual los historiadores de la Grecia antigua nos han
hecho llegar como procedia TALES para medir la altura de una
pirdmide no coincide en todas las fuentes. Uno de estos métodos,
el mas sencillo, consistia en medir la longitud de la sombra (de la
pirdmide) en el mismo momento en que su sombra (la de TALES)
media exdctamente lo mismo que él.

En el momento que la sombra de un objeto determinado es
igual a su altura, la misma relacién entre ese objeto y su sombra
se mantiene para otros objetos. Probablemente este hecho pu-
do haber sido inducido por mera observacion, después de haber
hecho medicciones en un ntimero considerable de casos en el mo-
mento en que justo la sombra es exdctamente igual que la altura
del objeto.

Nos detendremos a observar de nuevo esta situacion. Debido
a la inclinaciéon que presentan las paredes de las piramides, la
sombra que se observaria en el suelo no corresponde a la altura
de la piramide, sino que la distancia que iguala a esta altura es
la que comprende desde el extremo de la sombra hasta el centro
de la piramide, de modo que el problema incluia no s6lo medir la
sombra sino también la distancia al centro de la pirdmide. Esta
distancia es muy sencillo medirla si consideramos que la base de
la piramide es cuadrada (figura 2.3).

Existen otras versiones mas elaboradas acerca del modo en el
que procedia TALES para efectuar sus medicciones que le atribuyen
la utilizaciéon de una estaca colocada en el extremo de la sombra
de la pirdmide y que también producia su sombra correspon-
diente. De este modo obtenia dos tridngulos semejantes, cuyo
estudio le permitia asegurar que la altura de la piramide y la al-
tura de la estaca estaban en la misma proporciéon. Es importante
observar que para haber llevado a cabo esta mediccion tenia que
suponer que los rayos del Sol eran paralelos, una consideracion
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Figura 2.3: La sombra visible no corresponde a la altura de la
pirdmide, sino que hay que considerar la longitud hasta el centro
de la base

importante en la cual nos detendremos en el préximo capitulo.

O

Figura 2.4: Los triangulos AABC y ADCE son semejantes

En el problema de Tales encontramos una cierta proporcion
dividiendo la altura del palo entre la longitud de su sombra, que
serd exactamente la misma que obtengamos al dividir la altura
de la piramide entre la longitud de su sombra. So6lo necesitamos
conocer cuél es la distancia entre el punto de la sombra que cor-
responde al vértice de la pirdmide y el centro de la base de la
pirdamide para llegar a determinar su altura (Figura 2.4).

2.2.2 Distancia a la que se encuentra un barco

Se cuenta, aunque no hay un gran acuerdo entre los historiadores,
que TALES estaba ocupado en encontrar cudl es la distancia a
la que se encontraba un barco de la orilla. Supongamos que
queremos encontrar la distancia en linea recta que existe entre
un barco que estd en algin sitio en el mar, a la vista desde la
playa, y el punto en el cual nosotros nos encontramos. La solucién
que propone TALES es la que se muestra en la figura 2.5:

Desde donde nos encontramos, caminamos a lo largo de la
orilla manteniéndonos en la perpendicular a la linea que une A
(nuestra posiciom inicial) con B (el lugar donde se encuentra el
barco). Elegimos un punto C' en nuestro camino y colocamos alli
una estaca (TALES debia ir siempre cargado con una bolsa de es-
tacas, el pobre), lo suficientemente alta como para que la veamos
claramente a una larga distancia. Continuamos alejandonos de la
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En el problema en el que calculabamos
la altura de la pirdmide conociamos
la distancia entre el observador y
la pirdmide (al menos era posible
medirla directamente). Este dato nos
permitia resolverlo considerando tni-
camente dos tridngulos semejantes.
En este caso, en el que tal distancia es
desconocida, tendremos que consider-
ar dos pares de tridngulos semejantes.
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Figura 2.5: Los tridngulos AABC' y ADCFE son congruentes.

estaca por la misma linea, hasta recorrer exdctamente el mismo
trecho que separa los puntos A (donde estdbamos inicialmente)
y C (donde hemos colocado la estaca). Este punto corresponde
al punto D en la figura 2.5.

A continuacién, giramos 90 grados y nos alejamos de la orilla,
hasta que veamos alineadas la estaca y el barco (tendremos que
girarnos para verlo, si es que no estamos caminando hacia atras).
Ese sera el final de nuestro recorrido, pues la distancia a la que se
encuentra el barco es precisamente la misma que hemos recorrido
en este ultimo tramo, cuando nos alejabamos de la orilla.

Laidea que us6 Tales es que los angulos opuestos por el vértice
son iguales, y cuando dos tridngulos tienen dos angulos iguales
y un lado también igual, entonces los tridngulos en cuestion son
uno copia exacta del otro.

2.3 El problema de la isla

Problemas que tratan de la estimaciéon de distancias en el plano
como los anteriores formaron parte del conocimiento estratégi-
co de antiguas civilizaciones que han llegado a nosotros a través
de obras egipcias, chinas, indias o griegas. En el problema que
proponemos a continuaciéon se pretende determinar la altura de
una isla cuando la distancia entre el observador y la isla en
cuestiéon no es conocida. Este problema es uno de los ejemp-
los que ilustran la transmisiéon del conocimiento desde oriente
hasta occidente, pues desde China, donde se sitta su origen, se
extendi6é por India, los paises musulmanes y Europa.

Para determinar la altura de la isla nos serviremos de nuevo
del uso de estacas (figura 2.6). Esta vez seran dos de la misma
altura (por ejemplo 5 m) que colocamos a una distancia de 800
m. Supondremos que la altura del observador es 1.70m, de modo
que la distancia s senalada en la figura 2.6 es 3.30m.

Nos alejamos de la primera estaca hasta que la visual a la cima
més alta de la isla pase por el extremo de la estaca. Supongamos
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que la distancia que nos hemos alejado son 80 m.

Hacemos lo mismo alejandonos desde la segunda estaca, has-
ta que su extremo y la cima estén alineadas en nuestra visual.
Supongamos que nos hemos alejado 90 m.

Con estos datos queremos encontrar la altura de la isla. Los

A

s =3.30

d; =80 d2 =90
-
d =800

Figura 2.6: El problema de la isla.

triangulos AABC y AADF son semejantes. Lo mismo ocurre
con los triangulos AACG y ANAFI. A partir de estas relaciones
de semejanza obtenemos dos relaciones de proporcionalidad entre
los lados de cada tridngulo:

ca AC
AC AB

Y combinando estas dos proporciones, podemos obtener una
nueva en la que tnicamente es desconocido el valor de z:

CG _ AB d x

- = = =
FI AD d—d1+d2 T+ s

Una sencilla ecuacién permite determinar su valor:

800 B x
800 —80+90  z +3.30
de modo que la altura de la isla es z + 5 = 269m.

= x =264,

Los problemas de agrimensura y de aplicaciones préacticas de
la matematica abundan en las producciones de la matematica
china. Para la cultura china era especialmente importante que
las obras matemaéticas, como el resto, reflejaran y tuvieran en
cuenta su propio contexto cultural. Ademas, el conflicto 1égico
que pudiera surgir de una concepcién axiomaética del pensamien-
to matematico era irrelevante, pues un contenido matematico
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Esta cita estd extraida del bello y
completo libro A History of Chinese
Mathematics[12], en el que se revisa
parte de la producciéon matematica de
la civilizaciéon china de acuerdo a las
condiciones histéricas y culturales en
las que se desarroll6.
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tenfa que estar necesariamente en correspondencia con un objeti-
vo practico. Cuando los misioneros europeos introdujeron la obra
de la matematica axiomatica occidental, que incluia las traduc-
ciones de autores griegos, el conflicto que esta nueva concepcion
de la matematica generd en el pensamiento matematico chino se
hizo evidente:

“Sus teorias [las de los europeos]| se han convertido en
oscuras e incomprensibles. Los nuevos libros [las tra-
ducciones de las obras europeas| contienen a menudo
multiples referencias de las cuales no tenemos el con-
texto en el que surgen, de manera que son imposibles
de comprender para el lector”.

En general, sus libros podrian ser descritos como colecciones
de problemas, la mayorfa formulados con un caricter general, y
reglas de tipo prescritivo que conducian a su solucion. Ademaés,
eran introducidos generalmente con un prélogo en el que se narra-
ba el origen filos6fico o historico de las mateméaticas y su utili-
dad en las actividades cotidianas. El prologo inclufa también a
menudo una biografia sobre el autor y las circustancias que le
llevaban a escribirlo.

Los avances en las operaciones con dngulos a los que llegaron
los arabes y la perfeccion de diversos instrumentos de medida
permitieron resolver este tipo de problemas de una manera mucho
més sencilla, segiin veremos en el capitulo 4.



Capitulo 3

Una medida para la
circunferencia de la Tierra

Hombres y mujeres en la antigiiedad percibfan como las estrellas
se movian con respecto a ellos; asi asumieron que el suelo sobre
el que caminaban estaba fijo y las estrellas estaban dispuestas en
una boéveda que giraba sobre sus cabezas. También veian cémo
el Sol se levantaba y se ponia y como la Luna iba creciendo y
decreciendo. A partir de sus observaciones, idearon modelos que
dieran explicacion a sus percepciones.

Para TALES, la Tierra era un disco plano que flotaba sobre
el agua, elemento del cual todo proviene. Para ANAXIMENES,
otro de los filésofos griegos de Mileto, la Tierra estaba sostenida
por el aire. El Sol, la Luna y las estrellas eran discos de fuego
que también flotaban en el aire y que se movian alrededor de la
Tierra. Segtn este modelo, el hecho que el Sol no se vea durante
la noche se debia a que se escondia en las partes mas altas de la
Tierra y su distancia a nosotros era tan grande que se perdia de
vista.

3.1 La Tierra: planos y esferas

Este tipo de representaciones cosmolégicas son abundantes en
una etapa de transicion de la mitologia a la ciencia. ANAXIMAN-
DRO, quien vivio aproximadamente el el siglo VII a.e.c., impulso
una concepcién geométrica del universo que superd definitiva-
mente no s6lo las representaciones arcaicas basadas en la mi-
tologia, sino también de manera importante las teorias de TALES
o ANAXIMENES, aportando algunas de las més originales ideas
en astronomia. Las observaciones que hicieron tambalearse la
hipotesis de que la Tierra era plana pudieron ser las siguientes:

1. Las estrellas visibles desde diferentes latitudes no son las
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Figura 3.1: Para Anaximenes la Tierra era rectangular. No
sostenia, como la mayoria de filésofos de su época, que el Sol y
las estrellas se escondiesen bajo la Tierra durante la noche, sino
que eran trasportados a una gran distancia y por eso se perdian
de vista.

mismas. Por ejemplo, en Egipto podian verse con toda
claridad estrellas que no eran visibles en Grecia; ademaés,
constelaciones que eran visibles totalmente desde una deter-
minada ciudad, en otra parecian hundirse en el horizonte.

2. En la observacion de los eclipses de Luna, la parte que no
se iluminaba tenia un borde circular. ;Seria la sombra de
la Tierra la que eclipsaba la Luna?

ANAXIMANDRO propuso que la Tierra era un cilindro con dos
bases, sobre una de las cuales vivimos, y cuya profundidad es un
tercio del didmetro de dicha base. Ademés, segun este modelo, si
la Tierra permanecia inmoévil en el centro del universo es precisa-
mente porque desde dicha posicién equidistaba del resto de los
cuerpos celestes y no existia ninguna razén para que se desplazara
més a un lado o a otro y se alterase el equilibrio celestial. Por
tanto, la Tierra se sostenia exclusivamente por las propiedades
geométricas del espacio: no tiene raices, como sugerian algunas
representaciones arcaicas, ni necesita de agua o de aire, como
sugerian, respectivamente, las representaciones de TALES y de
ANAXIMENES a las que nos referiamos anteriormente.

Otro de los grandes pensadores griegos que aportd teorias
originales sobre la evolucion del universo fue ANAXAGORAS (500-
428 a.e.c.) a quien se le atribuye el reconocimiento de que la
Luna no brilla con luz propia, sino que recibe su luz del Sol.
Este descubrimiento le permiti6 llegar a dar una explicaciéon del
porqué de los eclipses de Luna y de Sol: Aunque ANAXAGORAS
pensaba también que la Tierra era plana, supuso que existian
otros cuerpos que por su posiciéon entre la Luna y el Sol causaban
los eclipses de Luna.



3.1 La Tierra: planos y esferas

Para ANAXACORAS, el mundo comenz6 con un remolino en
una parte de una gran masa en la que todos los elementos esta-
ban mezclados. Este movimiento circular empezo6 en el centro y
gradualmente se fue extendiendo en circulos més amplios, pro-
duciendo la separaciéon de dos grandes masas, el éter y el aire,
del cual luego se separarian las nubes, el agua, la tierra y las
piedras. Las cosas méas pesadas quedaron en el centro como re-
sultado del movimiento circular y consolidaron la formacion de
la Tierra. Pero ademés de ésto, a consecuencia de la violencia de
la centrifugacion, muchas piedras salieron despedidas lejos de la
Tierra y dieron lugar a las estrellas.

El primer intento de aproximaciéon a la forma esférica de la
Tierra fue probablemente un logro de los Pitagéricos. Coémo lle-
garon a esa conclusion es un misterio. Algunas de las sugerencias
hechas por los historiadores se refieren a concepciones misticas
que consideran a la esfera como la mds bella de las figuras sdl-
idas. De cualquier modo, en torno a la idea de que la Tierra
era esférica, los pitagoricos desarrollaron un nuevo y completo
modelo césmico.

ARISTOTELES, al revisar las ideas de los astronomos ante-
riores consideré un nuevo modelo para el universo: La Tierra,
decia, es esférica. Razonaba que percibir el horizonte como una
linea recta era en realidad una ilusiéon 6ptica producida por el
enorme tamano de la Tierra en comparacion con el pequeno
tamano del Sol observado. Otra de sus razones para describir
una Tierra esférica se basaban en la observacion de los eclipses.
Durante un eclipse parcial de Luna, por ejemplo, la linea que lo
demarca es siempre curvada, asi que el eclipse, que es causado
por la sombra de la Tierra, era una prueba de que la Tierra es
esférica.

La nocién de una Tierra esférica formaba parte del conocimien-
to de filésofos y cientificos de la antigiiedad y no admitia ninguna
duda. A partir de entonces, muchos se dedicaron a estudiar coémo
expresar una posiciéon sobre una superficie esférica, o como llevar
a cabo una representacion cartografica adecuada.

Intentos por dibujar mapas han sido hechos durante toda la
vida. Uno de los mapas mas antiguos que aiin se conservan es
una tablilla de barro que data aproximadamente del tercer mile-
nio a.e.c. y muestra montanas, rios, lagos y otros accidentes ge-
ograficos de la antigua Mesopotamia. El desarrollo de los pueblos
y el comercio aumentaron la frecuencia de los viajes y el interés
por representar lugares y distancias en los mapas.

La escuela Pitagorica fue fundada
por Pitagoras aproximadamente en el
siglo VI a.e.c. Para la escuela, el
nimero y la geometria eran la espre-
si6bn misma de la fuerza divina.

Nos extenderemos en torno al trabajo
de los Pitagoricos en el capitulo 5.

La cartografia ha tenido a lo largo
de la historia una profunda relaciéon
con avances matematicos y astronomi-
cos. El libro The story of maps [1] es
una magnifica referencia para profun-
dizar en la historia de la cartografia
y su relaciéon con el declive y el flo-
recimiento de civilizaciones occiden-
tales. Ademas, la lectura de la novela
Longitud, sugerida en la bibliografia,
ilustra el draméatico proceso que llevo
a la determinaciéon de la longitud ge-
ogréafica y sus consecuencias politicas
y econdémicas.
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3.2 La medida de Eratostenes

Ante el conocimiento, de base observacional, de que la Tierra
era esférica, una de las cuestiones més interesantes que impul-
saron el desarrollo de la cartografia fue conocer cuales serian sus
dimensiones. Los intentos por ofrecer aproximaciones para su cir-
cunferencia fueron varios durante la antigiiedad. Uno de los més
interesantes fue el llevado a cabo por ERATOSTENES DE CIRENE,
en el siglo IIT a.e.c. Analizaremos en detalle algunos aspectos
interesantes de su vida, y de como procedié para obtener una
medida de la circunferencia .

ERATOSTENES viajo desde la costa de Africa, donde habia,
nacido, hasta Atenas, para estudiar filosofia. Posteriormente fue
requerido por Ptolomeo III para educar al principe, asi que se
marcho a Alejandria, donde pudo acceder a la mejor biblioteca
de la antigiiedad para aprender matematicas y astronomia, algo
que no podia hacer en Atenas. Alejandria era una ciudad cos-
mopolita que comenzaba a enriquecerse culturalmente. La ciudad
estaba destinada a convertise en el centro de la cultura helénica
y asi fue como sucedi6. Una de las instituciones en la ciudad de
Alejandria que merece especial atencion es el museo, que alberga-
ba la libreria real. Desde Alejandria eran enviados corresponsales
a todas las partes conocidas de Grecia y Asia a recoger cualquier
manuscrito y también muchas colecciones privadas fueron ana-
didas a la biblioteca. Algunos monarcas, especialmente celosos
en lo que a la obtencién de libros se refiere, llegaban incluso a
registrar a todos aquellos que entraban en la ciudad y confisca-
ban sus libros para copiarlos inmediatamente. En la época en la
que ERATOSTENES se ocup6 de la direcciéon de la biblioteca la
coleccion ascendia a 490.000 volumenes.

A ERATOSTENES se le atribuyen estimaciones sobre la incli-
nacién de la ecliptica, las distancias de la Luna y el Sol y el
perimetro de la Tierra. El modo en el que midi6 el tamano de
la Tierra, que analizaremos a continuacién, es uno de los mas
ingeniosos y sencillos.

ERATOSTENES conocia que en el solsticio de verano el Sol se
encontraba exactamente en el cenit de Siene (actualmente Asuan,
en Egipto). Algunas fuentes dicen que la observacion fue llevada
a cabo en un pozo en la isla de Elefantina, en el Nilo, frente a
Asuén, cuyo fondo era iluminado por los rayos del Sol en el sol-
sticio de verano. El pozo tenia una escalera en espiral que bajaba
casi 8 metros. Como se suponia que los pozos estan excavados
siguiendo un radio de la Tierra, el Sol tenia que estar exdctamente
encima de la ciudad. Los textos originales de ERATOSTENES so-
bre la medida de la Tierra se han perdido y el conocimiento que
tenemos de su trabajo proviene de CLEOMEDES (siglo I a.e.c.),
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un escritor popular sobre temas astronémicos.

La idea principal del trabajo de ERATOSTENES fue que para
dar una medida completa de un meridiano podia ir sumando
pedazos de arco de circunferencia, que obtenia a partir de me-
didas angulares. Para comprender cémo procedi6 es importante
que analicemos previamente tres importantes hipdtesis que son
asumidas en su método:

1. Los rayos del Sol llegan a la Tierra de forma paralela.

Aunque ya hemos utilizado esta consideraciéon en proble-
mas anteriores (los célculos de ARISTARCO en el capitulo
1 y la medida de la altura de la pirdmide en el capitulo
2) nos detendremos aqui en analizar la justificacion de tal
aproximacion.

Imaginemos que el Sol estd en la posicién 1, bastante cer-
cana a la Tierra, (figura 3.2). Considerar desde esta posi-

Figura 3.2: La distancia a la que nos encontramos del Sol es lo
suficientemente grande como para que ERATOSTENES aproximara
que los rayos llegan paralelos a la superficie de la Tierra.

cion que los rayos son paralelos es una mala aproximacion.
Sin embargo, a medida que consideramos una posicion del
Sol mas alejada, observamos cémo sus rayos, cerca de la
superficie de la Tierra, se aproximan cada vez mas a rectas
paralelas (figura 3.2).

2. ERATOSTENES observo que un gnomon (reloj de Sol), en
Alejandria, proyectaba una cierta sombra, mientras que en
Siene no proyectaba ninguna.

El gnomon era el instrumento astronémico mas importante
utilizado en la antigiiedad. Consistia en un palo vertical
colocado sobre una superficie plana, normalmente gradua-
da, para medir la longitud y la direcciéon de la sombra du-
rante el dia. En el problema de ERATOSTENES, el gnomon,
colocado sobre el suelo, se suponia que estaba alineado con
el radio de la Tierra.

La consideraciéon de la direccién del gnomon y el paralelis-
mo de los rayos del Sol permite aplicar una importante
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Expresado en grados, el dangulo mide
aproximadamente 7,2°; pero en aque-
lla época los angulos no se median
en grados, sino en porciones de cir-
cunferencia, de modo que la medi-
da que consider6 era de 5—10 partes de
circunferencia.

El uso del radian como medida de &n-
gulos proporciona una relacién entre
la longitud del arco de una circunfer-
encia y su radio. Un radidn es la me-
dida del dngulo central abarcado por
una arco de circunferencia que mide
exactamente lo mismo que el radio de
la circunferencia en cuestion, pero es-
ta definicién no fue formalizada hasta
el siglo XIX.

La longitud de cualquier circunfer-
encia depende tnicamente de su
didmetro (d) y se calcula utilizando
la formula L = =wd. Tal y como
hemos definido el radian, resulta en-
tonces que la medida angular total de
la circunferencia ha de ser 27 radianes,
que equivale a 360°.

@ Este angulo mide un radian.
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propiedad geométrica que aparece esquematizada en la figu-
ra 3.3: dos lineas paralelas cortadas por una recta secante
proporcionan 4 angulos que son iguales, de modo que en
el esquema de la figura 3.3 los dos angulos senalados son
iguales. De este modo, ERATOSTENES encuentra un dngulo
en la superficie de la Tierra, que puede medir con ayuda de
un gnomon y que le permite medir un angulo inaccesible
en el centro de la Tierra. ERATOSTENES midio el dngulo
a que formaban los rayos del Sol con el gnomon y obtuvo
un valor de % partes de circunferencia. Fsta es otra de las
hipétesis que utilizard en su célculo.

. La distancia entre las ciudades de Alejandria y Siene es de

5.000 estadios.

En el mundo antiguo, las medidas de longitud eran expre-
sadas en términos de partes del cuerpo, como el pie o el
ciibito. De manera habitual, las distancias largas eran me-
didas por los llamados estiradores de cuerdas utilizando
cuerdas que median 100 cubitos. Distancias mas largas
eran expresadas en estadios. Un estadio equivalia a 12.000
cubitos. Pero ni unas ni otras tenian el mismo valor en
todos los lugares, puesto que ni el pie ni el cibito utiliza-
do en Egipto, por ejemplo, era el mismo que el utilizado
en Grecia o en Roma. En concreto, respecto a la medi-
da del estadio que utiliz6 ERATOSTENES los historiadores
proporcionan valores diferentes.

Figura 3.3: La medida del radio de la tierra llevada a cabo por
Eratostenes. Los dngulos sombreados son iguales

Ahora estamos en condiciones de comprender como procedid
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ERATOSTENES para medir la circunferencia de la Tierra.

Tal y como sabemos hoy, en una circunferencia el arco es
proporcional al radio. Sin embargo, este hecho no fue considerado
hasta mucho después, de modo que ERATOSTENES no calculé el
radio de la Tierra para luego poder dar una medida de la longitud
de la circunferencia, sino que directamente calculé dicha longitud.

ERATOSTENES consideraba que Alejandria y Siene estaban
en el mismo meridiano, es decir, en un mismo circulo mdximo de
polo a polo de la Tierra (figura 3.4).

Figura 3.4: Dados dos puntos sobre la superficie de una esfera,
siempre podemos encontrar un circulo maximo que los une. Para
ello, hemos de considerar el plano que determinan esos dos puntos
y el centro de la esfera. Los circulos méaximos que pasan por los
polos son los meridianos

La relacion que utiliz6 ERATOSTENES para encontrar la lon-
gitud de la circunferencia terrestre fue la siguiente:

Long. del meridiano Medida (angular) de un meridiano

Long. arco Alejandria—Sienne Medida (angular) del arco Alejandria—Sienne

El primer término de la igualdad es un cociente de longitudes,
del cual queremos hallar el numerador y conocemos el denomi-
nador: 5.000 estadios.

El segundo término de la igualdad es un cociente de medidas
angulares. Como la medida angular de un meridiano es la de una
circunferencia completa, el numerador de este segundo término es
1 y el denominador es, de acuerdo con la segunda de sus hipotesis,
% partes de circunferencia completa.

Ahora el calculo de la longitud de la circunferencia de la Tier-
ra es inmediato:

Longitud de la circunferencia terrestre = 5.000 x 50 = 250.000
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Capitulo 4

Relacionando angulos y
lados

En el siglo VI el emperador bizantino JUSTINIANO cerrd las es-
cuelas filosoficas que habian fundado los griegos. En occidente
comenzaba un cambio importante en el rumbo que habian toma-
do las matematicas hasta entonces. En general, los romanos
se sentfan muy poco atraidos por la légica del conocimiento y
prestaron una atencién mucho mayor a practicas como la medici-
na, la arquitectura o la ingenieria, cuyo contenido matemético es,
en general, de un caricter diferente al que habia tenido durante
la época de mayor produccién griega.

Para el imperio romano, las matematicas necesarias eran aque-
llas exigidas por la economia diaria y las transacciones comer-
ciales, ademés de otros conocimientos de tipo geométrico que re-
querian la agricultura, la medida de los campos o la astronomia.
Entre tanto, en oriente, matematicos indios y &arabes se dedi-
caron al estudio de todas las dreas de la matemaética y lograron
importantes avances. Continuando con el estudio de los tridngu-
los analizaremos en este capitulos las importantes aportaciones
que introdujo la matemética arabe para el calculo de los lados y
angulos de diferentes triangulos.

4.1 En occidente, la Tierra pierde la forma

Fue en el siglo II cuando PTOLOMEO desarroll sus dos grandes
aportaciones: el Almagesto y la Geografia, ambas relacionadas
con la elaboracion de mapas. Lo que distingue especialmente a es-
tas obras de las de sus predecesores es que, mientras éstos habian
combinado astronomia, matematicas y geografia bajo un mismo
cuerpo, PTOLOMEO las diferencié considerablemente, incluyendo
en el Almagesto todas sus teorias cientificas y reservando para la
geografia la elaboracién de mapas.
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En el articulo El poder de los ma-
pas, sugerido al final del capitulo
pueden encontrarse importantes con-
sideraciones sobre la representaciéon e
interpretaciéon de mapas relacionadas
con la finalidad del cartografo.
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Para PTOLOMEO, el cielo era una esfera con la Tierra situada
en su centro a una enorme distancia de las estrellas. Para él, la
cuestion de la esfericidad de la Tierra no admitia disquisiciones
filosoficas, sino que la propia experiencia sensible lo confirma-
ba: por ejemplo, que el Sol, la Luna y otros cuerpos celestes
no aparezcan y se oculten al mismo tiempo para cualquier ob-
servador en la Tierra era una prueba, ya que si la Tierra fuera
plana, ocurriria a la vez en todos los lugares.

La aproximacion que PTOLOMEO hizo a la geografia fue es-
trictamente cientifica. Estaba interesado en la relacion existente
entre la Tierra, el Sol y la Luna para proporcionar una repre-
sentacion adecuada de la esfera terrestre y ofrecer un mapa del
mundo esférico. Sostenia que en cartografia no se habia tenido
tenido en cuenta hasta entonces la forma y el tamafno de la Tier-
ra y anadia que “es el gran y exquisito placer de los matematicos
> Con la ayuda de la
astronomia y las matematicas, -sostenia PTOLOMEO- la Tierra
podria ser representada con el mismo cuidado con el que sus an-
tecesores habfan representado el cielo.

mostrar estas cosas al intelecto humano.’

Una vez afirmado que la forma de la Tierra es esférica, el prob-
lema principal era cémo dibujarla sobre una superficie plana, y
PTOLOMEO se ocup6 de estudiar y describir posibles representa-
ciones, dando cuenta de la inevitable distorsiéon que se producia
al hacerlo.

A partir del siglo IT las proyecciones y los métodos de repre-
sentacion de la Tierra que habia desarrollado PTOLOMEO fueron
tranformandose. Los mapas intentaban ser cada vez mas artis-
ticos y fantasticos. Mientras que en los siglos anteriores fueron
realizados sobre cuidadosas observaciones, durante el imperio ro-
mano se cubrieron de representaciones simbolicas sugeridas por
los textos biblicos y en los 1400 afos posteriores a PTOLOMEO
en occidente no se avanz6 absolutamente nada. Mas bien, las
afirmaciones de la iglesia primitiva estuvieron a punto de destru-
ir completamente los avances cientificos: la cartografia medieval
en occidente, desde el ano 300 al ano 900 fue basicamente cris-
tiana y los tedlogos eran los encargados de estudiar el universo
de acuerdo con lo que se leia en la biblia: tenia que existir un
“cielo” que separase las aguas de arriba de las de abajo de man-
era que en un determinado momento pudiera abrirse en él un
agujero que produjera una inundacién en la Tierra, como habia
sucedido durante el gran diluvio. |Y esto era mucho maés facil
de aceptar en el supuesto de que la Tierra fuera plana! Ademés,
era necesario dar una representacién del paraiso, un lugar més
alla del horizonte, en el oriente lejano, que se representaba en un
vértice del mapa. Los mapas de la Edad Media tomaron formas
circulares, rectangulares ovaladas y constituyeron una fuente de
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documentacién suficiente como para. volver a considerar la Tierra
como un disco plano y retroceder a la idea primitiva de que el Sol,
después de ponerse por el oeste, viajaba por debajo del horizonte
para volver a salir al dia siguiente por el este.

4.2 Nuevos instrumentos para viejas medi-
ciones

Mientras en occidente la situacion de la ciencia era la que veniamos
describiendo, en oriente, el nacimiento en el siglo VII de la nue-
va religion iniciada por MAHOMA y la expansiéon adrabe desem-
penaron un papel importante en el desarrollo cientifico. Los
arabes pretendian fundar la nueva Alejandria en Bagdad y crear
en ella un observatorio astronémico, una biblioteca y un centro
de investigacion llamado la casa de la sabiduria. FEl islamismo
puso a los arabes en contacto con pueblos y regiones que habian
acumulado el saber de las antiguas culturas. La tolerancia que
mostraban los conquistadores drabes hacia la produccién intelec-
tual de los habitantes de las regiones sometidas y la atmosfera
de discusion y libertad que habia nacido con las polémicas reli-
giosas fueron el contexto que permitié a los arabes disponer de
los elementos necesarios para un fructifero desarrollo cientifico
que continuarifa durante varios siglos.

Se puso en marcha un proyecto de traduccién masiva de las
obras procedentes de Babilonia, India y Grecia. Los arabes hicieron
una gran seleccion de la cultura cléasica: de los romanos no tomaron
practicamete nada, ni siquiera el derecho, la organizaciéon social o
la economia que tanto se desarrolld; tampoco tomaron nada de la
literatura griega, y sin embargo todo lo referido a la astronomfa.
La obra de PTOLOMEO lleg6 con el titulo de sintaxis matemdti-
ca y fueron los arabes quienes la tradujeron como Al-megiste,
que significa el mds grande, la que para ellos fue la obra cum-
bre de la cultura clésica. El interés arabe por la astronomia fue
reconducido a las mateméticas y el amplio desarrollo logrado en
trigonometria hizo posible la construccién de tablas astronémicas
cada vez mas precisas que mejoraron sustancialmente las obras
anteriores.

La informacion proveniente de fuentes histéricas modernas ha
permitido estudiar la relacién entre la religion y la ciencia, espe-
cialmente en la astronomia y la geografia: los rituales religiosos
influyeron notablemente en las mateméticas que acompanaban a
la astronomia. Las oraciones diarias tenian que hacerse en peri-
odos regulados por la posicién del sol; por ejemplo, la oracién de
la tarde se hacia cuando la longitud de la sombra de un objeto
era 8 veces mayor que el objeto mismo, y ademés era necesario
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hacerlo de cara a la Meca. Estas reglas exigian un conocimien-
to de los movimientos celestes y planetarios y a partir del siglo
XII las mezquitas emplearon astronomos profesionales que uti-
lizaban astrolabios, cuadrantes y relojes de sol. Los estudiosos
de la ley coranica resolvian problemas matematicos relativos a
la medicién astrondmica del tiempo para establecer las horas de
las oraciones de acuerdo a tales preceptos religiosos. Igualmente,
determinar la direcciéon de la Meca desde cualquier posiciéon se
convirti6 en un problema de geografia matemaética. A principios
de siglo IX habian resuelto ya el problema, enormemente comple-
jo, de determinar la posiciéon de un punto de la superficie esférica
con respecto a otro.

4.2.1 La trigonometria arabe

El inicio de la trigonometria proporcioné un enorme impulso a las
matematicas, sobre todo en su aplicaciéon a la astronomia. Como
en tantas otras ocasiones, poco tiene que ver el modo en el que
histéricamente se lleg6 a establecer las relaciones entre los lados y
los dngulos en un triangulo (las llamadas razones trigonométric-
as) con el modo tradicional en el que son presentadas en los textos
actuales de mateméticas. Hagamos el esfuerzo de dejar a un lado
las nociones confusas que pudiéramos tener sobre trigonometria
porque no las necesitaremos. Hasta ahora hemos tratado de rela-
ciones entre lados de un tridngulo y, sencillamente, ahora nos
ocuparemos de sus dngulos.

La idea de que los dngulos se miden “directamente” con ayu-
da de un transportador descansa sobre una asociacién de medi-
das angulares con medidas de longitudes, que serad la que iremos
deshilvanando a continuacién.

Los primeros intentos conocidos por medir angulos fueron 1l-
evados a cabo por los griegos, pero las que hoy se llaman razones
trigonométricas (seno, coseno, tangente) fueron en sus origenes
lineas, y no razones. El radio de la circunferencia se dividia en 60
partes iguales y después se asociaba a cada angulo la longitud de
la cuerda correspondiente expresada en base 60 (figura 4.1). Los
astronomos griegos comenzaron a elaborar las primeras tablas,
que recogian para diferentes aperturas de dngulo la medida cor-
respondiente de la cuerda.

La India compartia con Grecia el interés por la medida de los
angulos y a partir de entonces los mateméticos indios comenzaron
a dar forma a lo que después se consideraria trigonometria. Desde
India, como veremos, se transmiti6 a los drabes, que introdujeron
los mayores avances, y desde alli a Europa, donde en el siglo XV
aparecio por vez primera un relato detallado del conocimiento de
la trigonometria.
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Figura 4.1: En los primeros intentos por dar una medida de am-
plitud para un angulo (central en una circunferencia de radio 60),
a éste se le asociaba la longitud de la cuerda correspondiente.

Los matemaéticos indios usaban para sus cédlculos con mayor
frecuencia la semicuerda que la cuerda del arco, quizds porque
para los problemas de los que se ocupaban era de mayor interés
medir angulos sobre el vértice de un tridngulo inscrito, y no so-
bre el centro de la circunferencia. Una interesante propiedad
geométrica asegura que un angulo central « tienen exactamente
el doble de amplitud que el dngulo que abarca la misma cuerda
pero tiene su vértice sobre la circunferencia (figura 4.2).

Semicuerda

R

Figura 4.2: Una propiedad geométrica nos asegura que, para una
misma cuerda, el &ngulo medido sobre el centro de la circunferen-
cia es exdctamente el doble que el dngulo medido sobre el borde
de la circunferencia.

El caso es que utilizaban tan a menudo el valor de esta medida
dividida por el valor del radio que le dieron nombre:

[13

Jya-ardha (’semicuerda’), que posteriormente se
abrevié a jya. De este término procedi6 la palabra
arabe fonéticamente derivada jiba, que, siguiendo la
practica arabe de omitir las vocales, se escribia jyb.
Los primeros traductores latinos, al encontrarse con
esta palabra aparentemente sin traduccion, la con-
fundieron con otra, jaib, que, entre otras acepciones

Esta cita es del libro La cresta del pa-
vo real [7], en la que el autor recoje
(y reivindica, en ocasiones un tanto
acalorado) las aportaciones mateméati-
cas de culturas no europeas desde la
antiguedad.
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Colocando el reloj en forma inverti-
da, sobre el suelo, obtuvieron de man-
era similar el resto de las razones
trigonométricas: la cosecante y la
cotangente, que era la “hipotenusa
de la sombra invertida”.

Supongamos que tenemos dos relojes
de sol con varillas de diferente longi-
tud. Tal y como muestra la figura,
la sombra que produce cada uno de
ellos es diferente aunque el angulo «
de incidencia de los rayos del sol se
mantiene.

A D E
O, U/

B

C

Puesto que los tridngulos ABAD y
ACAEFE son semejantes, se sonsiderd
(aunque mucho mas tarde) la igualdad
de proporciones:

BA

1D - CA = AFE
v a esta proporcion se la llamé tan a.
De este modo, a cada angulo « le cor-
responderd un tnico valor de la tan-
gente, que en el caso de que se con-
sidere la longitud de la vara del reloj
como una unidad, efectivamente coin-
cide con la longitud de la sombra.
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significaba la abertura del vestido de una mujer por
el cuello, o seno; jaib fue traducido como sinus, que
en latin tiene distintas acepciones, entre ellas 'pliegue’
(de una toga), 'pecho’, 'bahia’ y, ciertamente, ’curva’.
Y de ahi viene la actual palabra seno”.

De modo que ya tenemos definido qué es un seno: el resultado
de dividir, en un triangulo rectingulo como el de la figura 4.2 el
valor del cateto senalado entre la hipotenusa. A partir de aqui,
la definicién del coseno era la misma, esta vez considerando el
otro cateto del tridngulo rectdngulo. Y después la trigonometria
siguié avanzando con los arabes, quienes encontrarian el resto de
las razones trigonométricas, pero no manipulando mas arcos ni
cuerdas, ni siquiera a partir del seno y el coseno que ya conocian
sino a partir de algo tal cotidiano como los relojes de sol, de uso
muy extendido en aquella época.

Los primitivos relojes solares consistian basicamente de una
varilla colocada perpendicularmente sobre una pared (figura 4.3)
y se iban haciendo senales alld donde estuviese la sombra segin
periodos de tiempo regulares. El astronomo &rabe AL-HASIB ex-
amin6 céomo variaba la longitud de la sombra en la pared cuando
el sol incidia con diferentes angulos y precisamente la longitud de
la sombra para cada angulo fijo es lo que darfa lugar a lo que se
denomina la tangente del angulo «: la sombra que produce un
reloj de sol colocado sobre una pared.

O O

tano

«
NN [N

cotana

Figura 4.3: Relojes de Sol. Para cada angulo, la tangente era
calculada como la longitud de la sombra. El mismo reloj coloca-
do perpendicularmente sobre el suelo proporcionaba las razones
inversas.

Y en el tridngulo formado ain queda por nombrar la hipotenusa:
serd la secante, que era conocida como “la hipotenusa de la som-

”

bra”.

Y después consiguieron demostrar una buena cantidad de
igualdades que permitirian relacionar los lados y los dngulos de
un triangulo cualquiera. El interés primitivo de los arabes por
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las formulas trigonométricas se amplifico de manera notable en
cuanto descubrieron su enorme aplicaciéon a la astronomia y a
la geometria y comenzo6 la elaboraciéon de tablas cada vez més
precisas que establecian para cada angulo el valor de sus corre-
spondientes seno y tangente.

A principios del siglo XVII aparecieron las primeras tablas
en las que se consideraba el seno de 90° fuera igual a 1, es de-
cir, que los angulos se midieran sobre una circunferencia de radio
uno; de este modo, las lineas trigonométricas se convirtieron en
razones trigonométricas. Como consecuencia de esta asignacion
surgiria posteriormente una nueva unidad de medida para el ar-
co: el radidn, que corresponde a un arco de circunferencia que
mida exdctamente lo mismo que el radio de la circunferencia en
cuestion. Por ello, la medida del dngulo —en radianes— coincide
con la medida del arco.

4.2.2 El astrolabio

Los arabes habian adoptado la concepciéon Ptolemaica del uni-
verso (que ya se utilizaba desde el siglo IIT a.e.c.), en la que la
Tierra, que estd quieta, se sitia en el centro de una serie de es-
feras concéntricas. El astrolabio (la palabra proviene del griego
astron —astro— y lanbanien —tomar, buscar—, es decir, “buscador
de astros”) refleja, sobre un plano, ese modelo de universo.

La primera referencia de un astrolabio que se asemeja a lo
que hoy conocemos como tal estd en una carta que SYNESIOS,
obispo de Ptolemais, dirigi6 a su profesora HIPATIA, la primera
mujer matematica que se conoce. El padre de HipATIA, TEON DE
ALEJANDRIA escribié sobre el astrolabio en un tratado que fue
recuperado por los autores arabes. Al igual que sucedié con la
mayoria del saber de la antigiiedad, el conocimiento del astrolabio
se perdi6 en occidente durante la Edad Media, pero se mantuvo
y se perfeccioné en el Islam.

El astrolabio tiene forma circular, segiin se muestra en la fo-
tografia. Su parte frontal es un disco que se denomina rete y
el dorso se denomina mater. Los astrolabios tienen ademés una
anilla que permite sostenerlos colgando para llevar a cabo las
mediciones.

La parte frontal es la que se utilizaba para hacer medi-
das astronémicas como por ejemplo establecer la hora diur-
na o nocturna después de hallar la altura del sol o de una
estrella, o descubrir la configuraciéon exacta del cielo en una
fecha pasada o futura. El dorso es la parte que se uti-
lizaba para medir alturas, distancias o profundidades. En
la parte posterior suele aparecer la graduaciéonde los cuatro

El objetivo de la elaboracion de tablas
es, ademas de facilitar la tarea de
céalculos posteriores, buscar relaciones
que iluminen aquello que se estd es-
tudiando, pero en el caso de las ra-
zones trigonomeétricas es dificil encon-
trar una relacién entre dos &angulos
que se mantenga para sus senos. El
seno de un angulo de 60 no es el doble
del seno del angulo de 30° ni el triple
del angulo de 20°. Lo mismo sucede
en el caso de los cosenos y las tan-
gentes: no crecen de este modo pro-
porcional. La trigonometria actual se
interesa mas por otras caracteristicas
como por ejemplo su periodicidad.

Uno de los resultados especialmente
interesante por sus aplicaciones en la
resolucion de tridngulos al que lle-
garon los arabes es el llamado teorema
de los senos, que queda expresado en
la figura siguiente:

B
O
A
QN
sena __ senf __ seny
BC — AC T AB
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El grabado de la figura 4.4 y los que
aparecen en algunos de los proble-
mas de este capitulo han sido tomados
del articulo Instrumentos matemdti-
cos del siglo XVI [16], en el que su
autora recoge la descripcion de distin-
tos instrumentos utilizados por los in-
genieros de la corona espanola durante
este siglo.
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cuadrantes de cir-
culo, de 0° a 90°
y una regla (ali-
dada) de la mis-
ma longitud que
el diametro del as-
trolabio con dos pe-
quenos orificios en
sus extremos. Las
observaciones se hacian haciendo girar la regla sobre el eje cen-
tral, dirigiendo la visual (a través de una pequena abertura cir-
cular denominada pinula) al extremo de la longitud que se queria
medir.

Por ejemplo, para medir la altura h de una torre accesible
(cuya distancia podemos determinar desde nuestro punto de ob-
servacion) se sujeta el astrolabio de modo que la visual que pasa
a través de los orificios de la alidada. El astrolabio nos propor-
ciona una medida de la inclinacién del angulo de mira sobre la
horizontal, a;, de modo que el calculo de la altura de la torre es
inmediato haciendo uso de la tangente de dicho &ngulo (figura
4.4):

tana = %1 — h; = tana-d

La altura total de la torre, h, podemos obtenerla sumando al

valor hallado, hy, la altura de la persona que sostiene el astro-
labio.

ha

Figura 4.4: Medida de la altura de una torre con un astrolabio.
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4.2.3 El algebra y los niimeros indo-arabigos

El algebra fue la rama de las matemadticas en la que la més
destaco la cultura arabe. Sin embargo, muy diferente a la sin-
taxis matematica actual, en el dlgebra arabe no existia ningtn
simbolismo, sino que ntmeros y operaciones eran expresados por
su nombre: Trabajaban con dos operaciones basicas: Al — gabar,
que significaba algo asi como “pasar de un término a otro” y
Al — mugabala, que significaba “reducir términos semejantes”,
es decir, la cancelaciéon de dos términos semejantes en los dos
miembros de la ecuacion. A los matematicos arabes se les debe,
ademés, el célculo con radicales.

Los arabes, como venimos diciendo, asimilaron réapida y pro-
fundamente la cultura de muchas civilizaciones. Ademaés, con-
vivian en un mismo territorio pueblos de origenes muy variados:
griegos, egipcios, sirios, etc. Todas estas diferencias culturales se
reflejaron en las obras arabes, y en particular en las matematicas,
que en ocasiones adoptaron el sistema de numeracion griego, (al-
fabético) y en otras el sistema de numeracion hinda (posicional,
de base diez). Finalmente el sistema hindu se impuso, aunque las
variantes en las grafias de los nimeros fueron muy diversas. Los
numerales que utilizamos hoy en dia son heredados del sistema
de numeracién arabe y, aunque nuestra escritura no se parecen en
nada a la que se utiliza ahora en otros paises de cultura islamica,
nuestro sistema de numeracién se conoce por ello como sistema
indo—arabigo.

En occidente, muchos siglos méas tarde, algunos autores con-
tribuyeron a popularizar el sistema de numeraciéon indo-arébigo,
entre ellos el italiano LEONARDO DE PISA, més conocido como
FiBoNAccr (1170-1250). En su obra Liber Abacci (“libro del
abaco”) precisamente expone una descripcion libre y muy com-
pleta de los métodos algebraicos utilizados por los arabes, re-
comendando la utilizaciéon del nuevo sistema de numeraciéon. El
sistema indo—arabigo era conocido en los monasterios, pero pop-
ularmente se utilizaban los nimeros romanos (para asi evitar el
uso del cero), de modo que la obra de FIBONACCI tuvo una gran
influencia en la popularizacién del sistema posicional.

Mientras las culturas orientales avanzaban asi en el estudio de
la ciencia y las matemadticas, habiamos dejado a Europa dormi-
da cientificamente, en la que viene llamandose en muchas obras
historicas La edad oscura.

Hacia el siglo IX la esfericidad de la Tierra y las teorias grie-
gas sobre los movimientos planetarios habian vuelto a ser acepta-
dos por la parte mas liberal de la iglesia pero en absoluto era un

Uno de los problemas més interesantes
incluidos en el Liber Abaci es el sigu-
iente:

“; Cuéntos conejos se reproduciran en
un ano, comenzando por una pareja
dnica, si cada més cualquier pareja en-
gendra otra pareja, que comienza a en-
gendrar a partir del segundo mes?”
Este problema da lugar a una famosa
sucesion conocida como la sucesion de
Fibonacci, donde cada término es la
suma de los dos anteriores:

1,1,2,3,5,8,13, 21,34, 55,89, 144 . ..

En el primer mes comenzamos con una
pareja de conejos inmaduros, y du-
rante el segundo mes seguimos tenien-
do la misma pareja, pero esta vez ya
son maduros. Al tercer mes ya han
producido una segunda pareja, de mo-
do que tenemos dos: una madura y
otra
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inmadura. Al cuarto mes, la pare-
ja madura ha criado y la inmadu-
ra ha madurado, de manera que ten-
emos tres parejas. Razonando de este
modo obtenemos, para cada mes, un
nimero de la serie anterior, asi que
al final del primer afio tendremos 144
parejas de conejos. La serie de Fi-
bonacci tiene muchas e interesantes
propiedades relacionadas con el crec-
imiento acumulativo, de modo que
tiene muchas aplicaciones en la bi-
ologia, el arte, o la estética.
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conocimiento compartido por la poblacién en general. La imagen
popular de una Tierra plana continu6 hasta el siglo XV e inclu-
so mas tarde. En occidente se habian perdido los detalles que
durante siglos habian ocupado el pensamiento griego.

A partir del siglo XIII y durante el Renacimiento, diversos as-
pectos propiciaron el clima social necesario para que los europeos
comenzaran su carrera cientifica y tecnologica: la catalogacion y
estudio de obras de siglos pasados; la invencién de la imprenta;
la diversidad religiosa y politica; el impulso econémico y el gran
cambio de concepcién respecto a la ordenaciéon del espacio y el
tiempo fueron el impulso necesario para la ilustraciéon europea.
Trataremos de ello en la segunda parte de este curso y volvere-
mos, con cierto anacronismo, a encontrarnos con el trabajo de los
pitagoricos, las medidas populares y el nacimiento de los actuales
sistemas de medicién.
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El principio de los
indivisibles: areas y
volimenes
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Capitulo 5

El area del circulo

Entre los anos 1620 y 1623 BONAVENTURA CAVALIERI ((7)1598-
1647) desarroll6 sus primeras ideas sobre lo que él mismo llamo
El método de los indivisibles, con el que trataba de formalizar
una técnica de medida aplicable al cédlculo de longitudes, areas
y volimenes. En el espacio tridimensional el principio de los
indivisibles afirma que dos figuras de la misma altura cuyas sec-
ciones paralelas tienen areas iguales han de tener el mismo volu-
men. Asi, uno tiende a imaginarse que una figura tridimensional
estuviera formada por muchas, muchas secciones paralelas. El
problema es que una consideracion de este tipo resulta, como
veremos, algo resbaladiza desde un punto de vista formal porque
no es posible evitar la delicadeza que involucra el estudio del
infinito.

A menudo aparecen referencias en la historia de la mateméti-
ca que, aunque pertenecen a una época muy anterior a la que
vivio CAVALIERI, nos permiten evocar su método de calculo. Por
ejemplo, la imagen visual de los indivisibles fue muy utilizada
por ARQUIMEDES para la prueba de importantes teoremas acer-
ca del calculo de areas y volimenes. Sin embargo, la utilizacion
de este método se relacionaba con otros problemas de formalismo
logico que dieron lugar, en la Grecia clasica, a numerosas especu-
laciones filoso6ficas y mateméticas. Para los antiguos matematicos
griegos, cualquier razonamiento del tipo “una figura constituida
por muchas piezas tan pequenas como se quiera’ resultaba for-
malmente inaceptable; de modo que aunque heuristicamente su
utilizacion fuese tenida en cuenta, nunca formaba parte de las
demostraciones. Debido a este hecho elaboraron importantes y
rigurosos argumentos que les permitian resolver los problemas
mateméticos con la elegancia y el rigor logico que exigia su tradi-
cion.

En el préoximo capitulo estudiaremos algunas de las aplica-
ciones del método de los indivisibles; pero antes es importante
que analicemos esa tension entre el razonamiento “riguroso” y el
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Dado que construir un cuadrado per-
fecto es considerablemente més dificil
que construir un circulo, algunos his-
toriadores de la matemadtica sugieren
la génesis del cuadrado a partir del cir-
culo.
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razonamiento “intuitivo” a la que nos referiamos en el parrafo
anterior. A ello dedicaremos este capitulo, tomando como refer-
encia el problema historico que supuso encontrar el area de un
circulo.

5.1 Circulos y cuadrados: diversas aproxi-
maciones para 7

Preguntarse cuando aparecen el circulo y el cuadrado por primera
vez es necesariamente una pregunta de arqueologia. Existen
evidencias de circulos perfectos —trazados con la ayuda de cuerdas
y clavos— en templos construidos aproximadamente en el siglo V
a.e.c., y de circulos trazados a mano alzada en el siglo VII a.e.c.

En las antiguas civilizaciones, el problema de encontrar el drea
de una figura curvilinea se resolvia comparando dicha figura con
otra que estuviese limitada por rectas, cuya superficie resulta-
ba siempre mas facil de calcular. De este modo se obtenia una
aproximacion mas o menos fina para la superficie de la figura en
cuestion.

Estamos habituados a calcular el area S de un circulo de radio
r utilizando la expresién

S = mr?

aunque la justificaciéon de dicha férmula no es en absoluto trivial.
El céalculo del area de un circulo es un problema histérico im-
portante, puesto que involucra la utilizaciéon de 7. Estudiaremos
a continuaciéon algunos métodos de calculo del area del circulo
llevadas a cabo en Egipto, Babilonia e India y deduciremos para
cada una de ellas qué valor de 7 involucran.

5.1.1 Aproximaciones para el area del circulo en
Egipto, Babilonia e India

Uno de los problemas més antiguos de la matematica egipcia
relacionado con el area de un circulo dice lo siguiente:

Se tiene un campo circular de 9 khets de didmetro. ;Cual
es su area?

Como solucién, se propone restar % al didmetro y elevar el
resultado al cuadrado; asi que la solucién buscada es 64 unidades
de area (khets cuadrados).

En términos generales, la aproximacién que sugieren sigue la
regla:
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d\? 2 64
Superficie = (d — §> = (g d> = (85_1 d?

La aproximacion llevada a cabo en este problema esté ligada a
un circulo de didmetro determinado (9 khets) y tal y como aparece
resuelto en el papiro no proporciona un método de calculo general
que nos permita encontrar el drea de un circulo cualquiera. Co-
mo contraste, de entre las diferentes aproximaciones para el area
del circulo llevadas a cabo en Babilonia, la que expondremos a
contiuacion si proporciona una férmula general.

El método seguido por los babilonios para aproximar el area
de un circulo cualquiera era construir un cuadrado cuyo lado
L midiese lo mismo que la longitud de la circunferencia corre-
spondiente; a continuacién se dividia entre doce el area de dicho
cuadrado. El resultado obtenido era la aproximacién para el area
del circulo inicial. Asi pues, el método utilizado, expresado de
manera algebraica es el siguiente:

Longitud de la circunferencia?
12

Superficie =

Son muchos los textos de historia de la matemaética que atribuyen

un caracter aritmético a la matemaética anterior a la época grie-
ga. En parte es debido a que las fuentes no griegas en las que
mayoritariamente se han centrado las investigaciones historicas
procedian de Egipto y Babilonia. Sin embargo, a medida que se
van extendiendo los resultados de investigaciones que han presta-
do atencién al pensamiento mateméatico en otras culturas, espe-
cialmente India, esta separaciéon tan estricta ha ido suavizandose.

Uno de los problemas que se sugieren en los Sulvasutras, an-
tiguas obras de geometria procedentes de la India, propone encon-
trar un circulo cuya superficie sea la misma que la de un cuadrado
dado. Se trata del problema inverso al de la cuadratura del circu-
lo, que resolvieron siguiendo un método estrictamente aritmético.
Algunos historiadores sostienen la tesis de que la imposibilidad
de resolver geométricamente el problema de la cuadratura del
circulo obligd a los matematicos indios a encontrar una solucién
aritmética.

El siguiente método que describiremos para encontrar el drea
del circulo era utilizado en India. En este caso se propone tam-
bién un procedimiento de caricter general; sin embargo, mientras
que en los dos casos anteriores —Egipto y Babilonia— el proble-
ma se resolvia utilizando céalculos aritméticos, en esta ocasion la
aproximacion se lleva a cabo geométricamente.

Para encontrar el circulo en cuestiéon, el método que se utiliz-
aba es el que aparece esquematizado en la figura 5.1:

Para encontrar cuales son las aprox-
imaciones del valor de 7 escondidas
en estos calculos utilizaremos la expre-
sion algebraica habitual para el cal-
culo de la superficie del circulo de
didmetro d, S = % d?> En el primer
caso (problema egipcio) obtenemos lo
siguiente:

dz_ﬂ' 2 64 2 T 2
(d‘§) =3t =gl =g
64 - 4

Para el caso del problema babil6ni-

co el area del cuadrado construido es

(rd)? y la aproximacion para 7 pode-

mos deducirla de la siguiente manera:
N w2d?

m™ 2 ~
4d ~ 5 == X3
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La aproximacion del valor de 7 im-
plicita en el calculo se deduce de la
siguiente manera:

Una sencilla aplicacién del teorema de
Pitagoras nos permite afirmar que el
radio de la circunferencia circunscrita
es Q& por lo tanto, el radio de la
circunferencia de radio OG sera:

[ 1(\/513 é>:2+\/§

5 T3\ 72 T2 eé

Como el area de esta circunferencia ha
de ser una aproximacién para el area
del cuadrado de lado [ ha de verificarse
la relacion:

2
- <2+6‘/§> 0~ 02

De donde la aproximacién buscada
para 7 es:

6
rx | ——— ) =3,00
(2+\/§>

48

Figura 5.1: Construir un circulo aproximado de igual area que el

OF =FB =% — OB = ¥/

cuadrado original (India). 5

Sea O la interseccion de las diagonales del cuadrado ABCD
cuyo lado mide £. Dibujamos la circunferencia con centro en O y
radio OA. Escogemos el punto G de tal manera que sea:

FG = - FE.

W =

El circulo con centro en O y radio F'G es, segin este método,
el que tiene una superficie aproximadamente igual a la superficie
del cuadrado inicial.

Aunque no todos los historiadores estan de acuerdo en el-
lo, es probable que indios, egipcios y babilonios tuvieran una
correcta nociéon de las relaciones entre el area de un circulo, su
didmetro y la longitud de la circunferencia correspondiente. Las
aproximaciones que utilizaban en sus calculos se adaptaban su-
ficientemente bien a su actividad matemética de caracter cotid-
iano: no existia un interés de caricter intelectual por dar una
aproximacion cada vez mas exacta, sino un interés practico por
la utilizaciéon de la matemaética en su trabajo y su vida diaria.

Estudiaremos también en este capitulo otras aproximaciones
para el area del circulo, en particular algunas de las realizadas
en Grecia y en China; pero para comprender su método nece-
sitaremos conocer previamente cudl era la situaciéon en la que se
encontraba el pensamiento matemético en ambas civilizaciones.
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5.2 La intuicién y la razén en la Grecia an-
tigua

La cultura del trabajo y los quehaceres cotidianos (el calculo del
grano que se recogia o con el que se comerciaba; la estimacion de
la cantidad de material necesario para llevar a cabo una construc-
cion, etc.) propicié un gran conocimiento practico para el calculo
de areas y volimenes. Se trataba de un saber que era el producto
de investigaciones basadas en la observacién. Entre tanto, a raiz
del comienzo de una matematica deductiva, mas ligada al placer
intelectual que a la vida practica, surgieron conceptos abstractos
que fueron, en particular, utilizados en el estudio de problemas
relacionados con el calculo de 4reas y volimenes. Fueron este tipo
de problemas los que en el siglo XIX impulsaron el desarrollo del
célculo integral, uno de los grandes hitos de la matemética.

Los matematicos griegos clasificaban los objetos matematicos
en diferentes categorias:

e la categoria que contenia los nimeros naturales; y

e las categorias que agrupaban respectivamente a las figuras
de 1, 2 y 3 dimensiones.

Dos objetos que pertenecieran a una misma, categoria eran
considerados de la misma clase. Para medir una figura no se le
asignaba directamente un nimero, sino que su area o volumen
eran expresados en términos de la proporcion entre la figura que
querian determinar y otra figura ya conocida. De este modo, se
referian a magnitudes y no a numeros. El concepto de magnitud
era lo suficientemente amplio como para que comprendiese todas
las proporciones posibles entre dos ntumeros.

Pero, ;por qué no podian asignar un niimero para la longitud,
el area o el volumen de una tnica figura, tal y como se venia
haciendo hasta ese momento? La respuesta a esta pregunta nos
conduce a conocer qué fue la Escuela Pitagorica.

5.2.1 Los Pitagoricos y la crisis de las cantidades
inconmensurables

Pitagoras fue contemporaneo de BunA, de CONFUCIO, LAO-TSE
y probablemente de ZOROASTRO. Durante sus largos viajes es
muy probable que asimilara no s6lo conocimientos mateméticos
sino también religiosos, en un momento histérico que fue crucial
en el desarrollo tanto del pensamiento religioso como matemati-
co. PITAGORAS concedia a las matematicas un papel insustitu-
ible para alcanzar un estado de perfecciéon espiritual. Una de
las méximas més importantes de la escuela pitagoérica era que
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El ejemplo mas antiguo de que se
dispone de la utilizacién practica del
teorema conocido como “El teorema
de Pitagoras” procede de Babilonia;
posteriormente encontramos también
referencias en las obras egipcias, in-
dias y chinas.

Existen dos tradiciones facilmente
diferenciables en la utilizacion de este
teorema desde la antigiiedad. La
primera es algebraica y afirma que la
diagonal de un triangulo rectangulo es
la raiz cuadrada de la suma de los
otros dos lados; la segunda es con-
structiva, o geométrica y afirma que
la superficie del cuadrado construido
sobre la diagonal de un rectangulo es
igual a la suma de las superficies re-
spectivas de dos cuadrados construi-
dos sobre sus lados. La primera suele
asociarse a una tradicién oriental en
las matematicas de antiguas civiliza-
ciones; la segunda a la tradicion grie-

ga.

20

los niimeros lo eran todo y que nada podia concevirse sin ellos.
Hasta entonces, una buena parte de los conocimientos sobre ar-
itmética y geometria se utilizaban en la solucién de problemas
concretos y con escasa discusion acerca de su logica y su filosofia.
Sin embargo, este tipo de conocimiento practico no interesaba
especialmente a los pitagoricos, profundamente preocupados por
un tipo de actividad que se guiaba por el mas puro deseo de
sabidurfa y misticismo.

Desde inici6 su escuela en Crotona, en el sur de Italia, fun-
diendo matematica y misticismo en los principios de una orden
secreta cuyos fieles vivian en comunidad con un estricto codi-
go moral. Esta escuela las civilizaciones mas antiguas se habia
ido extendiendo la utilizaciéon de diversos sistemas de numeraciéon
que inclufan un sistema de fracciones, y que tenian su origen en
el trabajo cotidiano o en rituales religiosos. La expresion frac-
cionaria de cantidades y la utilizaciéon de multiplos y divisores de
nimeros naturales era absolutamente necesaria para la medida
de distancias, superficies, capacidades o pesos. Los pitagoricos
conocian también los nimeros fraccionarios, que les permitian
expresar medidas en términos de proporciones; pero sus investi-
gaciones en relaciéon con la teoria de las proporciones les costaron
un terrible disgusto cuando se encontraron con un caso particular
del hoy conocido como Teorema de Pitdgoras.

Tomemos algo tan sencillo como un tridngulo rectangulo cuyos
catetos miden 1. Una sencilla demostracion visual nos asegura
que el area de cualquiera de los cuadrados construidos sobre los
dos catetos es exdctamente la mitad del drea del cuadrado sobre
la hipotenusa (figura 5.2)

Figura 5.2: Caso particular del teorema de Pitagoras

Es evidente que la hipotenusa no podia ser un multiplo entero
del cateto, porque aunque era mayor que ¢l no llegaba a ser el
doble. Puesto que para ellos sélo existian los naumeros naturales
y las fracciones, tenian que buscar cudl era la fraccién que servia
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para expresar el valor de la hipotenusa, es decir, encontrar un
numero expresable en forma de fracciéon que represente la longitud
de la diagonal de un cuadrado de lado 1.

Hoy en dia sabemos que existen nimeros que no es posible
expresarlos en forma de fraccién pero que a pesar de ello pueden
asociarse con la medida de una longitud; tal es el caso del nimero
V2, que se asocia precisamente a la longitud de la diagonal de
un cuadrado cuyo lado mide una unidad. El nimero v/2 esta
en algin sitio comprendido entre 1 y %; para ser mas preciso,
estd entre % y %; ain podriamos seguir acotando los extremos
del intervalo en el que se encuentra tanto como quisiéramos sin

poder obtener su valor exacto.

El caso de v/2 no es un caso excepcional: existen infinitos
numeros con esta propiedad, que son los que se denominan ir-
racionales. Al introducir los irracionales en el sistema de nu-
meracion obtenemos una de las propiedades fundamentales de la
recta real: su continuidad.

Asi que los pitagoéricos se encontraron con una medida “real”
que no era un namero en el sentido que ellos conocian. Algo ter-
rible. Si se piensa que los nimeros eran para los pitagoricos la
esencia de todas las cosas es facil comprender que el descubrim-
iento les causara una enorme consternacién. Denominaron a es-
tas cantidades inconmensurables y a partir de entonces optaron
por olvidarse de los niimeros para resolver problemas geométri-
cos y referirse a las medidas en términos de proporciones. Hablar
de proporcion entre segmentos de longitudes enteras en lugar de
longitud, (y analogamente para el caso de areas y volumenes)
les permitia alejarse un poco de las cantidades inconmensurables,
aunque su definicion siguiera sin ser logicamente aceptable.

Asi pues, el escandalo de las cantidades inconmesurables im-
puso un cambio de rumbo en las investigaciones de los pitagoricos,
transformando en geométricas las consideraciones aritméticas de
las que tanto se habian ocupado. Las matemaéticas actuales han
asumido de tal manera la asociacién de un nimero a una medida
geométrica (nosotros tenemos la ventaja de disponer de todos los
ntimeros y por tanto, considerar cualquier distancia como med-
ible), que la idea de semejanza de figuras para la comprension
del concepto mateméatico de area se pierde en la mayoria de los
problemas préacticos que tratan de su célculo.

5.2.2 El método de exhauscion de EuDOXO

Otras paradojas matematicas agitaban por aquella época la mente
de los filésofos griegos, esta vez haciendo emerger la ida de las
distancias infinitamente pequenas. Aristoteles protestaba contra
la naturaleza aparentemente infinita de las partes que componian
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una cierta longitud argumentando de la siguiente manera:

“No puedo llegar de aqui a esa pared. Para hacerlo,
primero tendria que recorrer la mitad de la distancia; y
luego la mitad de lo que queda; y luego otra vez la mitad
de lo que queda. Este proceso puedo seguirlo llevando a
cabo siempre, asi que nunca llegaré.”

Aunque realmente no se sabe mucho acerca de la relacion en-
tre los filésofos y los matematicos griegos, el conflicto generado
por las paradojas del infinito y los inconmensurables eran la ex-
presion de un mismo problema, y exigia métodos logicos que per-
mitieran aclarar cuestiones geométricas evitando las dificultades
que se derivaban de dicho problema.

Los mateméticos griegos disenaron ingeniosas definiciones y
axiomas para solucionarlo que encajaban en su esquema de ge-
ometria deductiva. De entre ellos, el que nos interesa espe-
cialmente en estos momentos es el llamado axioma de con-
tinuidad, que viene a decir algo tan evidente como que,

dados dos segmentos, uno mayor que otro, siempre es
posible encontrar uno que esté entre los dos.

Supuesto este hecho como indiscutible, el matematico griego
Euboxo propuso el que hoy conocemos como método de ex-
hauscién, la solucién esperada para poder demostrar con un
razonamiento légicamente impecable teoremas importantes rela-
cionados con el cdlculo de areas y voliumenes. El método de
exhauscion de EUDOXO muestra perfectamente la corresponden-
cia entre una teorfa matemética y un concepto intuitivo. Nos
acercaremos a él a través del mismo problema que tratdbamos
anteriormente: encontrar el drea del circulo; esta vez en Grecia y
en China.

5.2.3 El area del circulo en Grecia y en China

En Grecia, matematicos anteriores a EUDOXO habian sugerido
que lo mejor que se podia hacer para encontrar una aproxi-
macién para el drea de un circulo era inscribir en la circunfer-
encia correspondiente figuras rectilineas que tuviesen cada vez
un mayor nimero de lados (figura 5.4) y proceder a calcular sus
areas indefinidamente. De este modo, la superficie de la figura
en cuestion se aproximaria cada vez mas, y mas, a la superficie
de la figura curvilinea. Pero una estricta definicion de limite era,
por supuesto, desconocida, de modo que no podian dar a este
razonamiento de las aproximaciones una argumentacion logica:
i Hasta dénde era posible aproximarse? Puesto que el poligono
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inscrito podia aproximarse al circulo sin llegar nunca a cubrir-
lo completamente, jera entonces imposible llegar a determinar
exdctamente el area de un circulo cualquiera?; en tal caso, ;cudl
era el error que se cometia?

El axioma que permitiria a EUDOXO solventar este problema
logico evoca la definicion intuitiva de limite y viene a decir que,

Si de cualquier magnitud quitamos una parte mayor
que la mitad, y del resto otra parte menor que su
mitad, y asi sucesivamente, podemos llegar a obtener
algo tan pequefio como queramos.

La mayoria de los problemas que involucraban el célculo de
areas y volumenes se resolvian utilizando este axioma.

La primera informacion explicita sobre el area de un circulo en
las obras griegas la encontramos en los trabajos de ARQUIMEDES,
quien demuestra que la superficie del circulo es la misma que la
de un tridngulo rectdngulo, uno de cuyos lados es el radio y otro
es la longitud de la circunferencia (figura 5.3).

La prueba que llevd a cabo ARQUIMEDES es una prueba tipica
de reduccion al absurdo:

1. Probar que no es posible que sea mayor.
2. Probar que tampoco es posible que sea menor.

3. En consecuencia, se puede afirmar que ambas figuras tienen
la misma superficie.

ARQUIMEDES calculé también una aproximacion para el valor
de la razon de proporcionalidad entre el area del circulo y el
cuadrado de su radio; o entre la longitud de la circunferencia
correspondiente y su diametro. Este valor es precisamente el
que conocemos hoy en dia como w. Veremos a continuacion,
alejandonos un poco de la demostraciéon tal y como la llevd a
cabo ARQUIMEDES, como podemos obtener geométricamente una
aproximacion para m:

Consideremos la circunferencia de diametro d cuya longitud
sabemos calcular: L = 7w d y el correspondiente cuadrado circun-
scrito, cuyo lado mide d (figura 5.4) Los lados del cuadrado son
tangentes a la circunferencia, de modo que el lado del cuadrado
mide d.

Es claro que el perimetro del cuadrado resulta mayor que la

longitud de la circunferencia, asi que tenemos la relacion:

4d >md — 4>m

Necesitaremos ahora una aproximacion por debajo para ™ que
podemos obtener de la misma manera, esta vez consideraremos,

Para probar que un soélido C' (por
ejemplo un circulo) tiene el mismo
area que otro solido C' se procedia
de la siguiente manera: En primer lu-
gar se construye un solido P dentro de
C (por ejemplo un poligono inscrito
en el circulo), de modo que la difer-
encia entre ambos pueda resultar tan
pequeila como queramos; en particu-
lar, construyendo sucesivos solidos de
manera que la diferencia se reduzca en
cada paso mas de la mitad.

En segundo lugar, se construye otro
solido P’ (de igual area que P) dentro
de C".

A continuacién, se prueba que par-
tiendo de las hipétesis C < C' y
C > (' se llega a contradicciones y
por un razonamiento logico ha de ser

c=c
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MEASUREMENT OF A CIRCLE.

Propeaition 1.

Phe avee of any civcle iz equal fo o right-angled fréangls in
which ome of the rides about the right angle ix oqual fo the radius,
et the ethir Ls the craemferemce, of the cirela

Lot A BOD be the given cicle, K the trinngle described.

e
/
|

—

— T

Then, if the circle is not equal to K, it must be either
preator or less,

I. Tf possible, et the civele he grester fhan A

Inecribo o square A BOR, hisect che ares 48 BC O, 004,
Lhen biseck (if neveszary) the balves, nnd so om, until the sides
of the inscribed polygen whose angmlar points ava the points of
division subbend ssgments whoso sum is less than the ozcoss of
the avea of the ciccle over K

Figura 5.3: El 4rea del circulo es la misma que la del tridngulo K
(T. Heath: The works of Archimedes)

por comodidad en los calculos, el hexdgono inscrito en la circun-
ferencia (figura 5.4).

Puesto que el lado del hexdgono mide exictamente lo mismo
que el radio, su perimetro es 3d. Como antes, la relaciéon entre
este valor y la longitud de la circunferencia sera:

dd<nmd — 3<m

Uniendo esto al resultado que obtuvimos antes para el cuadra-
do, podemos afirmar que el valor de m ha de estar comprendido
entre 3 y 4.



5.2 La intuicién y la razon en la Grecia antigua

2
\__/

Figura 5.4: Poligonos inscritos y circunscritos en una circunfer-
encia

Si en lugar de hexdgonos tomasemos octégonos obtendriamos
una aproximacién més fina; y ain més si tomésemos decigonos;
y asi, sucesivamente. La aproximacion hecha por ARQUIMEDES
consideraba el perimetro de poligonos de 12, 24, 48 y 96 lados,
obteniendo una aproximacién para 7 en el intervalo:

223/71 < < 22/7,

que proporciona un valor aproximado de 3.1418. En el ano 1400
MADHAVA en la India obtenia un valor para m de 3,1416; y
en el siglo XV el mateméatico persa AL-KASHI encontraba una
aproximacion de 3,1415926535897932, probablemente calculando
el perimetro de un poligono regular de nada menos que 3 - 228
lados.

Es intuitivamente claro que ningtn poligono inscrito ni cir-
cunscrito llegard a coincidir con la circunferencia; de modo que,
aunque podemos conseguir valores que se aproximan tanto como
queramos, no es posible encontrar un valor exacto.

Este mismo método de aproximacién mediante poligonos in-
scritos y circunscritos era utilizado por los griegos para aproximar
el drea del circulo. Sin embargo, de nuevo parece intuitivamente
claro que podemos aproximarnos al valor del area tanto como
queramos sin necesidad de considerar ambos tipos de poligonos
-inscritos y circunscritos-. Si calculamos el area del cuadrado
inscrito; y después del hexagono; y después del octégono, y asi
sucesivamente, podremos aproximar de la misma manera el area
del circulo. ;Por qué entonces era necesario para los mateméaticos
griegos aumentar la tarea mecanica del problema considerando
también el drea del cuadrado circunscrito?

Veremos antes de contestar a la pregunta que precisamente

este método, prescindiendo de cualquier poligonos circunscrito,
era uno de los mas utilizados en China para encontrar el area

Podriamos considerar este método co-
mo el método cldsico de céalculo de
m. Sin embargo, no es el que actual-
mente se utiliza para continuar en-
contrando valores decimales de , el
cual involucra sumas infinitas y ra-
zones trigonométricas.
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del circulo: aproximadamente en el siglo III. Liu Hi1U propone
la siguiente formula para calcular la superficie de un circulo, que
relaciona el didmetro d del circulo, y la longitud C, de la circun-
ferencia correspondiente:

¢
2 2

Podemos comprobar con nuestros conocimientos actuales que
la formula es efectivamente correcta:

[SW

S =

S = n d? = El C_l
4 2 2
Para argumentar su validez, L1u H1u utiliza un método que
involucra la idea intuitiva de pasar al limite, después de haber
aproximado el area del circulo mediante la de una sucesiéon de
poligonos inscritos que tengan, cada uno, el doble nimero de
lados que el anterior).

Veamos en detalle como funciona este método:

Consideremos un poligono regular inscrito en la circunferen-
cia (figura 5.4). Podemos obtener la superficie de cualquiera de
estos poligonos multiplicando el perimetro por la apotema y di-
vidiendo el resultado por 2. A medida que inscribimos poligonos
de un mayor numero de lados, vemos cémo la apotema se va
aproximando cada vez mas al radio; y como el perimetro de los
poligonos va aproximandose cada vez més a la longitud de la
circunferencia. Por eso, el area del poligono tiende al area del
circulo cuando aumentamos el namero de lados; y por eso tam-
bién parece razonable, y de hecho es cierto, que la superficie del
circulo se calcule de modo andlogo a la de cualquier otro poligono
regular, sustituyendo el perimetro por la longitud de la circun-
ferencia y la apotema por el radio:

g 2wrr g2
2

Sin embargo, un razonamiento de este tipo utilizado como
demostracion hubiera horrorizado a cualquiera de los matemati-
cos griegos clasicos y es importante comprender el porqué. Segun
venimos viendo a lo largo del capitulo, la concepcion de la matemati-
ca en la Grecia cldsica imponia un rigor de razonamiento logico
incompatible con la consideracion del infinito, que no era posible
definir en términos matemaéticos. Sus demostraciones utilizaban
el método de exhauscion precisamente para esquivar este tipo
de consideraciones, que eran admisibles tinicamente como razon-
amientos heuristicos pero no como una demostracién matemati-
ca. En este sentido, la naturaleza de la matematica griega y
china es completamente diferente. También los filésofos chinos



5.2 La intuicién y la razon en la Grecia antigua

se preocparon por las paradojas que se derivaban de la division
infinita de una cantidad finita, y de la posibilidad de considerar
una magnitud finita como suma de otras infinitamente pequenas.
Sin embargo, los matematicos chinos se ocupaban de problemas
concretos a los que dar una solucién practica. No intentaban evi-
tar el uso de algo “infinitamente pequeno” porque de este modo
simplificaban enormemente sus célculos. Para la filosofia taoista,
desarrollada aproximadamente en el siglo V a.e.c., se probaba
con el ejemplo, y no con el discurso; en las ciudades griegas, sin
embargo, y aproximadamente en los mismos siglos, el discurso
logico era la base de la practica cientifica.

La imagen intuitiva que se produce al concebir una figura
como constituida de elementos de menor dimensién fue retomada
explicitamente por los matematicos del siglo XVII para evitar
la complejidad del método de exhauscién en la demostraciéon de
teoremas. Se abrié de nuevo la discusion filoséfica acerca de el uso
de cantidades indivisibles e infinitamente pequenas, que habian
sido excluidas en los razonamientos griegos, y en este contexto
BONAVENTURA CAVALIERI planted el conocido como método de
los indivisibles al que nos referiamos al comienzar el capitulo.
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Capitulo 6

Arquimedes y Cavalieri:
1900 anos de historia

Durante la Edad Media y casi hasta el siglo XVI los métodos
utilizados para calcular areas y volumenes de figuras geométricas
segufan los principios del razonamiento griego.

Al comenzar el capitulo anterior intriduciamos el método de
CAVALIERI para el calculo de areas y volumenes. Después de
haber comprendido cudles eran los problemas de formalismo in-
volucrados en él, a continuaciéon analizaremos més en detalle el
significado y la utilizacién de este método. Para seguir el método
de CAVALIERI podemos imaginar que una linea esta formada por
un numero infinito de puntos; que una superficie esté formada por
infinitas lineas, y que un so6lido tridimensional estd formado por
un namero infinito de superficies planas. Para CAVALIERI, los
“indivisibles” eran lo que se obtenia al seccionar la figura sigu-
iendo unas pautas determinadas. Su método se formula de la
siguiente manera:

Si dos sélidos tienen la misma altura y si las secciones
hechas por planos paralelos a las bases y a la misma
distancia estan siempre en la misma proporcién, en-
tonces el volumen de los solidos guarda también la
misma proporcion.

En particular, si las secciones resultan tener el mismo tamano,
entonces los dos sélidos tendran el mismo volumen.

Imaginemos por ejemplo un mazo de naipes colocado sobre
una mesa. Cualquier transformacién que hagamos del mazo sin
llegar a romperlo proporcionard una nueva figura tridimensional
que sigue teniendo el mismo volumen.
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Piramides y conos:

Para construir una pirdmide basta
con considerar un punto V del
espacio y unirlo con los vértices de un
poligono cualquiera en un plano que
no pase por V:

\Y

4

A vpartir de ahora, y para simplificar
los célculos, consideraremos el caso
particular de pirdmides que tengan
como base un poligono regular cuyo
vértice V' esté sobre la vertical en el
centro del poligono.

Puesto que todas las caras de una
piramide son triangulos, en este caso
seran tridngulos isosceles.
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6.1 Analisis de los indivisibles

Con su método, CAVALIERI proponia relacionar el area o el vol-
umen de dos figuras, de modo que pudiera facilitarse el célculo
de tales magnitudes en el caso de que una de las figuras fuera
complicada de manejar directamente. En consecuencia, no se
trataba de un método para calcular directamente el volumen o
el drea de una tnica figura, sino que se establecia una correspon-
dencia (biyectiva) entre los indivisibles de dos solidos de la que
se deducia la igualdad de tamano. Generalmente era conocido el
volumen de una de las dos figuras, y esto permitia conocer el de
la segunda.

El método de CAVALIERI es un excelente ejemplo para re-
flexionar acerca de la teoria matemaética del continuo y de los
cambios en el pensamiento matematico en el curso del tiempo.
El uso de los indivisibles resultaba muy adecuado para encontrar
areas y volumenes de figuras geométricas, pero planteaba prob-
lemas relacionados con la valided de su uso en relacién con el
tratamiento de el continuo y estaba aun lejos de las definiciones
adoptadas por los mateméticos del siglo XIX y que culminarian
con la teorfa del calculo integral.

Utilicemos el principio de CAVALIERI para encontrar una ex-
presion del volumen de un cilindro de radio R y altura H. Con-
sideraremos también un prisma de la misma altura H cuya base
tenga como superficie S = 7R?, tal y como se indica en la figu-
ra 6.1.

Figura 6.1: Las secciones del cilindro y el prisma tienen igual
area.

Seccionando ambas figuras a la misma altura por un plano
paralelo a la base se obtienen dos figuras (un disco y un rectan-
gulo) que tienen igual 4drea S = TR2.

Siguiendo el método de los indivisibles, podemos concluir que
el volumen del cilindro y el volumen del prisma coinciden:

Volumen del cilindro = 7R>H
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De este modo, hemos simplificado el calculo del volumen lim-
itado por una superficie curvada (el cilindro) igualandolo al el de
una figura con todas sus caras planas (el prisma), mucho més
facil de manejar.

Algo similar podemos hacer para calcular el volumen de un
cono de altura H y radio de la base R, comparéndolo con el volu-
men de una pirdmide cuya base sea un cuadrilatero de superficie

S = nR? (figura 6.2).

Figura 6.2: Las secciones del cono y la piramide tienen igual drea.

Conocido el volumen de la piramide, V = % wR?H, podemos
deducir el volumen del cono:

1
Volumen del cono = 3 TR’H

El principio de CAVALIERI funciona perfectamente para com-
parar el volumen de figuras de este tipo, pero su punto débil
estd en la consideracion de “todas las secciones” de una figura.
Aunque efectivamente todas las secciones de una figura puedan
coincidir con todas las secciones de otra, no es posible concluir
que la suma de secciones (&reas) constituyan un volumen: para
obtener el volumen de un s6lido sumando sus partes, necesaria-
mente hemos de sumar partes que tengan un cierto volumen. Por
lo tanto, cuando consideramos secctones de un sélido, hemos de
tener en cuenta que han de tener un cierto grosor, si es que lo
que queremos es obtener un volumen. De manera anéloga, para
el caso del célculo de areas, hemos de tener en cuenta que por
muchas y muy juntas que estén, de la suma de lineas no resulta
una superficie, estrictamente hablando. Analizaremos este punto
en detalle a través de los ejemplos siguientes.

Consideremos el circulo C' de la figura 6.3, cuyo radio mide R.

Si considerasemos sin el debido cuidado que el interior del
circulo estd formado por muchisimas lineas de longitud R tan

Area lateral de la pirdmide

Vv \Y

Al desarrollar sobre un plano una

pirdmide regular recta obtendremos
tantos tridngulos iguales como lados
tenga el poligono de la base. El area
de la superfice lateral sera, en conse-
cuencia, la suma de las areas de esos
tridngulos:

S = TlT
Si la piramide no fuese recta o no
tuviese base regular las caras laterales
va no serian iguales, de modo que
habria que calcular por separado el
area de cada cara.

Area lateral del cono

Compararemos el cono con una
pirdmide. En el circulo de la base
del cono inscribimos un poligono
regular cualquiera y construimos una
pirdmide cuyo vértice coincida con
el vértice del cono. Obtenemos asi
una piramide inscrita en el cono.
A medida que el namero de lados
de la base de la piramide crece
aumenta también el ndmero de
caras de la piramide, de modo que
el area lateral del conosera S = mwrg.
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Volumen de la pirdmide
Consideraremos en primer lugar el
caso particular de un cubo. El
cubo puede descomponerse en seis
pirdmides que tienen como vértice
comin el centro O del cubo y por base
cada una de las seis caras.

h

— + — = =

Entonces es imediato comprobar que
el volumen V' de cada piramide sera &
del volumen del cubo. Si llamamos A
al area de la base y H a la altura de
la pirdmide sera:

1 1
V=-A2h=-Ah
6 3

Seglin veremos a continuacion, esta
misma relaciébn se verifica para
cualquier pirdmide, que no tiene por
qué ser recta ni de base regular.
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Figura 6.3: Aplicacion inadecuada del principio de CAVALIERI:
las secciones de ambas figuras no son paralelas.

cercanas como queramos, podriamos concluir erroneamente que
sumando sus longitudes a lo largo de la circunferencia correspon-
diente obtendremos una expresion para la superficie del circulo,
esto es, S = 27wR?. Segun esto el area de un circulo de radio R
serfa la misma que la de un rectangulo como el que aparece en la
figura 6.3. Naturalmente estas afirmaciones son falsas, y el fal-
lo en nuestro razonamiento ha sido no considerar que dos radios
cualesquiera, por muy cerca que estén, coinciden en el centro del
circulo y se separan en el borde de la circunferencia, dando lugar
a un sector circular de superficie no despreciable.

Podriamos argumentar en favor del método de CAVALIERI que
nos hemos descuidado en su aplicaciéon, puesto que las sucesivas
secciones que hemos considerado en cada una de las figuras no
son paralelas.

Analicemos entonces el ejemplo que se ilustra en la figura 6.4.
Nos interesa encontrar una expresion para calcular el area lat-
eral del cono de altura H y radio de la base R, de modo que
trataremos de construir una figura equivalente pero més sencilla
de manejar. Siguiendo un razonamiento que utilice indivisibles,
podriamos considerar desde la base del cono la longitud de las
sucesivas circunferencias obtenidas al cortar por planos parale-
los. El radio! r(h) de cada una de estas circunferencias depen-
deréd de la altura h a la que cortemos, de modo que su longitud
sera L = 2mr(h). Ademas, como los radios sucesivos decrecen
segun la recta que determina una generatriz del cono, podriamos

'Escribiremos r(h) cuando queramos expresar que el radio varia segin
cual sea la altura h de la seccion, tal y como indica la figura 6.4. Por
semejanza de triangulos se tiene que:

o _ b
R = r(h)

De esta relacion de proporcionalidad obtenemos que:
Rh
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concluir que el cono y el tridngulo de la figura 6.4 tienen la misma,
superficie.

Segun esto, la expresion algebraica que permitiria calcular el
area lateral de un cono seria S = wRH, y esto es falso, pues
el area lateral de un cono se calcula como S = wRyg, siendo ¢ la
generatriz del cono (en las notas al margen, desde el comienzo del
capitulo se discute la relaciéon entre la pirdmide y el cono para el
célculo de area lateral y volumen).

Figura 6.4: Hemos calculado —erroneamente— el area lateral del
cono sumando la longitud de sucesivas circunferencias y multipli-
cando por la altura del cono. No es aplicable el principio de los
indivisibles en particular porque el tridngulo es una figura plana
y el cono es una figura tridimensional.

Veamos por qué falla el razonamiento que hemos hecho:

El tridngulo que aparece dibujado en la figura 6.4 es un ejemp-
lo de superficie plana. Sin embargo, parece evidente que limitar la
consideracion de superficies al caso de figuras geométricas planas
es poco practico: nos interesa también considerar como superfi-
cies otras figuras geométricas tridimensionales como un cono, un
cilindro, una piramide, o un toro. En general, podemos consider-
ar una superficie en el espacio tridimensional como el resultado
de doblar, enrollar o deformar sin llegar a romper una superficie
plana (figura 6.5).

Al sumar las circunferencias que cortan transversalmente al
cono de la manera que lo hemos hecho hemos dejado de consid-
erar la torsion que hemos aplicado al pedazo de superficie plana
para llegar a construir el cono. En particular, hemos dejado de
considerar que dos secciones del cono, por muy cercanas que se
encuentren dan lugar a un tronco de cono muy delgado, cuya cara
superior estd limitada por una circunferencia de menor longitud
que la que limita su cara inferior.

El mismo razonamiento aplicado al célculo de la superficie
lateral de un cilindro, sin embargo, nos conduciria a una solucién
correcta, pues el area lateral del cilindro de radio R y altura H es
la misma que la de un rectangulo de base 27 R y altura H, pero
no se puede afirmar que este resultado se siga de la aplicacion
del método de CAVALIERI, que no es aplicable para comparar

Una de las pruebas mas antiguas
para encontrar el volumen de una
pirdmide es la que se encuentra en
el libro XII de los Elementos de
Euclides. Consiste en darse cuenta
que un prisma de base triangular
puede dividirse en tres pirdmides del
mismo tamaiio.

E D

c

Supongamos que tenemos tres desar-
rollos planos, tal y como aparece en
la figura.

F

ABC es un triangulo rectangulo
isosceles. Doblando dos de estos de-
sarrollos de la misma manera y el ter-
cero en sentido opuesto construimos
tres tetraedros que unidos forman un
prisma regular de base ABC.
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Volumen del cono

A partir del volumen de la piramide
calcularemos cuél es el volumen de un
cono siguiendo un razonamiento simi-
lar al que utilizamos para encontrar el
area lateral.

Si en el circulo de la base inscribimos
un poligono cualquiera podemos con-
siderar la pirdmide inscrita en el cono.
Al aumentar el ntimero de lados del
poligono, el volumen de la piramide
inscrita tenderd al volumen del cono.
Segiin esto, el volumen V' del cono se
calcula del mismo modo que el volu-
men de la piramide, esto es:

V= % area de la base - altura
1
V=g TR’h
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Figura 6.5: Ejemplos de superficies tridimensionales

superficies inmersas en un espacio tridimensional (el cilindro en
este caso) con superficies planas (el desarrollo rectangular del
cilindro).

Formalizar mateméticamente estas cuestiones exige inevitable-
mente de las herramientas del célculo vectorial y no nos de-
tendremos el ello, pero esto no evita que podamos sacar una
consideraciéon interesante: De la misma manera que el principio
de CAVALIERI funciona adecuadamente para comparar el area de
superficies planas, también funciona para comparar volumenes de
figuras tridimensionales. Superficies tridimensionales, sin embar-
go, no son comparables en general con superficies bidimension-
ales.

Este tipo de problemas paradéjicos que venimos describien-
do fueron ampliamente utilizados por la iglesia del siglo XVII
para atacar el método de los indivisibles. La iglesia era una
gran oponente del uso de los indivisibles por razones mas teolog-
icas que matemaéticas, que defendian que la division en partes
de una figura estaba en contra de las concepciones catolicas so-
bre la continuidad. En 1649 se rechaz6 publicamente el método
de los indivisibles y se prohibi6 su uso en los colegios religiosos,
considerandose que la tnica prueba aceptable aplicable al cal-
culo de areas y volimenes era el razonamiento por exhausciéon
que se utilizaba en los Elementos de EUCLIDES. CAVALIERI esta-
ba perfectamente familiarizado con las paradojas filosoficas que
aparecian con la construcciéon de magnitudes continuas utilizan-
do indivisibles, pero ante todas estas cuestiones él no revel6 su



6.2 Dos cilindros, seis conos, tres esferas

opinién. Sostenia que su método era solo un artefacto practico
para evitar el método de exhauscion.

Puede que la mayoria de los razonamientos que hemos segui-
do hasta aqui hayan resultado un poco dificiles. Sin embargo,
familiarizarse con este tipo de problemas permitira, sobre todo,
comprender que el éxito de la aplicaciéon adecuada de un razon-
amiento intuitivo es inseparable de un buen conocimiento de las
ideas y conceptos que estéan involucrados en él. La confianza en la
intuicién en lo que a las técnicas matemaéticas se refiere proviene
de haber experimentado, una y otra vez, en qué casos funcionan
y en qué casos no.

Ahora, en particular, estamos en condiciones de comprender
por qué podemos utilizar algo tan intutitivo como el principio de
los indivisibles cuando manejamos voliimenes de figuras elemen-
tales y por qué se incluye en algunos libros de texto de geometria
elemental para su aplicacion, exclusivamente, en el calculo de
voltimenes.

6.2 Dos cilindros, seis conos, tres esferas

CAVALIERI conocia el trabajo de ARQUIMEDES, que habia sido
traducido y difundido en Europa después de los siglos mas duros
de la Edad Oscura. La obra matematica de ARQUIMEDES que se
manejaba durante el Renacimiento respondia a las exigencias de
rigor y razonamiento logico de la que ya hemos hablado en tan-
tas ocasiones y aunque los mismos mateméticos contemporaneos
de CAVALIERI sospechaban que algo similar al principio de los
indivisibles habria sido utilizado por los gedmetras de la antigua
Grecia para descubrir teoremas, lo cierto es que en ninguna de
sus obras se mencionaba nada similar.

Sin embargo, en el ano 1906 se encontrdé un pequeno trabajo
que ARQUIMEDES envi6 a ERATOSTENES en el cual le explicaba,
un método intuitivo con el cual podrian ser determinadas areas y
volumenes. Su método tenia dos caracteristicas: una mecanica y
la otra geométrica. El aspecto mecénico estaba relacionado con
la nocién de equilibrio de un cuerpo, que le permitia determinar
el centro de gravedad de figuras elementales; el aspecto geométri-
co interesante era que consideraba a los so6lidos formados por
secciones planas y paralelas. El mismo ARQUIMEDES afirmaba;:

Hombres de mi tiempo y del futuro, y utilizan-
do este método podrian encontrar otros teoremas que
ain no me han venido a la mente.

Uno de los teoremas favoritos de ARQUIMEDES acerca del
célculo de voliimenes de cuerpos elementales es el que se ilustra en
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la figura 6.6, y que permite encontrar una férmula para calcular
el volumen de la esfera. Consideremos, tal y como se indica en
la figura, un cilindro de radio R y altura H = R circunscrito a
una semiesfera de radio R; y el cono con vértice en el centro de
la esfera y base la del cilindro.

Figura 6.6: Se atribuye a Arquimedes el descubrimiento de que
el volumen de la esfera de radio Res V = %ﬂ'R?’.

Cualquier secciéon paralela a la base del cilindro corta a las
tres figuras. Una aplicacion del teorema de Pitagoras asegura que
el area de la seccién en el cilindro es la suma de las areas de las
secciones producidas en el cono y en la esfera. A la vista de
la figura 6.6, podemos deducir asi cudl es el volumen de la esfera:

La seccién sobre el cilindro al cortar segiin una cierta altura
h es un disco de radio R que incluye las secciones sobre la esfera
(disco de radio p), y sobre el cono (disco de radio ).

Segun el teorema de Pitadgoras podemos asegurar que
R =2 4 2,

y ademds, sabemos que las superficies de cada una de las secciones
sobre el cilindro, la semiesfera y el cono son, respectivamente:

Area de la seccion del cilindro = 7R?
Area de la seccion de la semiesfera = mp?
Area de la seccion del cono = 7r?

Entonces, la relacion que obtuvimos a partir del teorema de
Pit4goras significa que el area de la secciéon del cilindro se obtiene
como suma de las areas de las secciones de la semiesfera y del
cono.

Como esto es valido para cada plano paralelo a la base, AR-
QUIMEDES dedujo utilizando el método de exhauscion de EuU-
DOXO que esta relaciéon se mantenia también para el volumen de
los tres cuerpos, y por lo tanto:

Vol. del cilindro = Vol. del cono + Vol. de la semiesfera
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Puesto que son conocidos el volumen del cilindro, V = 7R3,
y el del cono, V = %WR?’, se tiene que:

1
7R3 = Volumen de la semiesfera + 3 TR3.

Ahora es ya inmediato que el volumen de la semiesfera es
%WR?’ y el de la esfera seré el doble:

4
Volumen de la esfera = 3 TR3.

En su obra geométrica ARQUIMEDES demostrd importantes
resultados relacionados con el cdlculo de areas y volimenes. Mu-
chos de ellos estaban relacionados con el diseno y la construccion
de inventos geniales. Hasta entonces, e incluso en siglos poste-
riores, los matematicos griegos habian desarrollado fundamen-
talmente cuestiones tedricas y no habian avanzado mucho en el
terreno de la técnica. Los instrumentos y la maquinaria que se
utilizaban eran, en todo caso, herramientas que amplificaban la
fuerza humana, pero el conocimiento cientifico no se empleaba en
perfeccionarlas. El trabajo llevado a cabo por ARQUIMEDES fue
una excepciéon a este hecho: construyé maquinas complejas en
las que utilizaba, por ejemplo, los efectos del peso o de la fuerza.
Pero maquinas, fuerza, peso o movimiento no eran, como lo son
hoy en dia, elementos en un mundo cientifico llamado fisica. El
andlisis de los cambios fisicos (mecénica) desde las estructuras
mateméticas y viceversa no llegarian hasta el siglo XVII, cuando
de la simbiosis entre la mecénica y la matematica surgieron mod-
elos muy adecuados para explicar el mundo natural y fisico. Asi,
como una figura nueva en el Renacimiento aparecié el ingeniero,
que se ocupaba desde la practica del diseno y de la construccion
de maquinas; aparecieron numerosos tratados de ingenieria y se
tradujeron los trabajos clésicos sobre méquinas. A finales del
siglo XVI, con los trabajos, entre otros, de GALILEO GALILEI, la
mecéanica comenz6 a traducirse al lenguje matematico y en este
proceso nuevas y potentes técnicas abrieron otras vias de inves-
tigacion matemdtica, en particular el anélisis infinitesimal.
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Capitulo 7

Forma y tamano a través
de las obras de (Galileo

Nuestra historia comienza en los primeros anos del siglo XVII.
GALILEO se adhirié a la teoria de COPERNICO acerca del movimien-
to de la Tierra y se enfrenté a la censura eclesidstica, que consid-
eraba dicha teoria como herética. A partir de entonces se ocupo
de justificar sus argumentos, sentando las bases para una teoria
fisica del movimiento. GALILEO es, para muchos autores, el fun-
dador de la fisica moderna.

En el ano 1630 ya tenia preparada su obra Didlogo sobre los
dos mdzimos sistemas Ptolemaico y Copernicano, que fue impre- Estas dos obras de Galileo estan es-
sa dos afios después. La obra esta escrita en forma de un hébil y =~ tupendamente traducidas al castel-
siutil didlogo entre tres personajes que discuten, tras un andlisis lano. Su lectura es comoda y diver-
. . o tida (bueno, al menos a mi me lo
filosofico e histérico, acerca de los grandes principios de la nueva parece). Ambas reflejan la personal-
fisica. GALILEO fue llevado a juicio pocos anos después; la obra idad polémica y de valor del genial
se prohibié y él fue condenado a un arresto que le obligaba a autor y nos invitan a pensar sobre
no ser recibido y a no escribir sin permiso. A pesar de ello, en ~ conocimientos fisicos y matematicos
. . . fundamentales
1636 termind su segunda obra fundamental: las Consideraciones
y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas ciencias. En el-
la aparecen los mismos personajes que en la obra anterior, esta
vez discutiendo sobre el caracter de las matematicas y la natu-
raleza. Las dos ciencias a las cuales se refiere en el titulo son
las que atienden, respectivamente, a la estética y resistencia de
materiales, y al movimiento uniforme y acelerado.

7.1 Crecimiento en area y crecimiento en
volumen

En los fragmentos de la obra de GALILEO que leeremos en este
capitulo se utilizan algunas propiedades geométricas fundamen-
tales que se refieren a la relacion entre la longitud, el area y el
volumen de un sélido.
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En general, segtin veremos en detalle a continuaciéon, cuando
un sélido aumenta su longitud el aumento de su area es mayor,
y el de su volumen aiin es todavia mayor que el de su area.

Tomemos como ejemplo qué sucede en el caso de un cubo
cuyo lado mide 1 y crece hasta que su arista mide el doble. En
la figura 7.1 aparece el desarrollo del cubo en sus estados inicial
y final.

Es sencillo comprobar que su area no se ha duplicado, como
la arista, sino que se ha multiplicado por 4. ;Y cémo ha crecido
el volumen? En la figura 7.2 apreciamos coémo el volumen se ha
multiplicado por 8 al duplicar la longitud de la arista.

Figura 7.1: Un aumento de longitud en la arista del cubo produce un
aumento cuadratico en el area.

Figura 7.2: Un aumento de longitud en la arista del cubo produce un
aumento ciibico en el volumen.

En general, estos factores de crecimento se mantienen para
todas las figuras: a medida que aumenta la longitud de los bor-
des de una figura, su superficie aumenta segin el cuadrado y su
volumen segin el cubo. Lo que ocurre en el caso del crecimiento
de los seres vivos, por ejemplo, es que no todas sus dimensiones
aumentan en la misma proporcién, sino que existe también un
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cambio de forma a medida que se va creciendo. Importantes con-
ceptos fisicos como peso, densidad, gravedad o presion permiten
formular modelos que explican la relaciéon entre la forma y el
tamano de los seres y objetos que nos rodean. En particular, la
relacion existente entre forma y crecimiento a partir de patrones
geométricos ha sido aplicada a lo largo de la historia en el arte
y la arquitectura. Los artistas observaron que podian intuir cier-
tas regularidades en el crecimiento de diferentes criaturas, que
iban manteniendo su apariencia aunque no todos sus miembros o
partes crecieran en la misma proporcién. Hoy en dia, por ejem-
plo, la utilizacion de tales relaciones permite predecir coémo serd
pasados unos anos la figura de una persona; o en arqueologia se
utiliza en la reconstruccién de los perfiles y cuerpos de nuestros
antepasados en la evolucién humana.

En el siguiente fragmento de las Consideraciones de GALILEO,
Salviati, el portavoz de la razon, encargado de convencer al in-
struido aunque profano en la materia Sagredo, utiliza en sus ar-
gumentos algunos conceptos fisicos como la masa, la energia, la
resistencia al aplastamiento o la gravedad, que estamos acostum-
brados a manejar y que guardan una estrecha relaciéon con la
geometria —forma y tamano— de un cuerpo:

SALV. Y es que esto que he dicho acerca de las condiciones
bajo las cuales un objeto puede sostenerse a si mismo, puede
aplicarse a cualquier otro caso andlogo. Asi, si un tablon puede
sostener la carga de diez tablones del mismo peso que el primero,
una viga semejante a €l no podrd, sin embargo, mantener el pe-
so de diez que sean iguales a ella en peso. Tened la bondad de
advertir, V.S. y el senor Simplicio, lo ciertas que son tales con-
clusiones, a pesar de que parezcan improbables a primera vista.
Si se las desarrolla sélo un poco, deponen, sin embargo, los ropa-
jes que las ocultaban para hacer, desnudas y sencillas, gozosa
ostentacion de sus secretos. ;Quién no ve que un caballo que
cae de una altura de tres o cuatro brazas se romperd los huesos,
mientras que un perro que cae de la misma altura, y lo mismo
podriamos decir de un gato que cae desde ocho o diez brazas, no
se haran mal alguno, como tampoco un grillo que caiga de una
torre o una hormiga que se precipite desde el orbe lunar? ;Quién
no ve que los minios salen ilesos de caidas en las que los viejos
se romperian una pierna o la cabeza? Del mismo modo que los
animales mds pequenos son proporcionalmente mds fuertes y ro-
bustos que los mds grandes, asi también se sostienen mejor los
arbustos que son mds pequenos. Tengo la impresion de que, a
estas alturas, os daréis cuenta de que una encina de una altura
de doscientos brazos no podrd sostener sus ramas, extendidas al
modo de una de mediano tamano, y que la naturaleza no podrd
producir un caballo de magnitud equivalente a veinte caballos ni

En el texto FEluvis, la pelvis de JUAN
Luis ARSUAGA sobre el hombre de ne-
andertal, citado al final del capitulo
se trabajan algunos aspectos intere-
santes de la relacién existente entre
forma, crecimiento y proporcion.
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un gigante diez veces mdas alto que un hombre normal a no ser
milagrosamente o alterando no poco las proporciones de los miem-
bros, especialmente las de los huesos, que tendrian que ser, en lo
que respecta al resto del organismo, mucho mds grandes de lo que
normalmente son.

El texto de GALILEO sugiere considerar como se relacionan
la forma y el tamano de un cuerpo: la energia con la que llega
al suelo un cuerpo aumenta a medida que aumenta su volumen,
y una buena parte de esta energia tiene que ser absorbida por
la superficie del cuerpo que llega al contacto con el suelo. El
resultado es que cuando el volumen aumenta, también aumenta
la importancia de la caida, aunque no aumente su velocidad.

7.2 Gigantes y arboles que llegan al cielo

En el fragmento que leeremos a continuacion GALILEO sugiere
explicaciones fisicas para las limitaciones de tamano, aplicables
no soélo a los seres vivos sino también por ejemplo a las construc-
ciones arquitectonicas o las montanas. Salviati ha demostrado
algunas propiedades involucradas en la resistencia que oponen
todos los cuerpos so6lidos a la fractura y procede a comunicar a
sus dos interlocutores la aplicacion de tales propiedades:

SALV: De lo que se ha demostrado hasta el momento, co-
mo podéis ver, se infiere la posibiliad de poder, no sélo en el
arte sino en la misma nauraleza, aumentar los mecanismos has-
ta dimensiones inmensas, de modo que seria imposible fabricar
naves, palacios o templos enormes, de tal forma que sus remos,
patios, vigas, cerrojos y, en suma, todas sus partes constituyentes,
pudiesen sostenerse. Asi, tampoco podria la naturaleza hacer dr-
boles de un tamano desmesurado, ya que sus ramas acabarian por
venirse abajo bajo su propio peso. Seria imposible, igualmente,
construir estrcuturas dseas de hombres, caballos u otros animales,
que pudiesen mantenerse y realizar sus propios menesteres, a no
ser que se utilizara un material mds duro y resistente que el nor-
mal, en caso de que no se les agrandaran tales huesos de modo tan
desproporcionado que la figura y el aspecto del animal en cuestion
llegase a ser algo mostruosamente grande; lo cual, tal vez, intuyo
nuestro sagaz Poeta cuando, describiendo un grandisimo gigante,
decia:

Imposible reconocer su altura
Tan desmesuradamente grande es su grosor.

Para poner un breve ejemplo de lo que estoy diciendo, dibuje-
mos la figura de un hueso alargado solamente tres veces mas de lo
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que era, pero habiendo aumentado su grosor en tal proporcion que
pudiese realizar en el animal grande la funcion que corresponderia
al hueso mds pequerio en el animal también mds pequerio.

Por las figuras podéis ver qué desproporcionada es la figura
del hueso agrandado. De aqui se deduce que quien quisiera man-
tener, en su inmenso gigante, las proporciones que se dan entre
los miembros de un hombre normal, tendria o bien que encon-
trar un material mucho mds duro y resistente para formar asi
los huesos, o bien que admitir una disminucion de su potencia
en relacion con la de los hombres de estatura normal; de otro
modo, si su altura creciese de
manera desmesurada, acabaria
derrumbdndose por obra de su
propio peso. FEsto se wve, de
modo complementario, cuando
observamos como, al disminuir
los cuerpos, no disminuye en
la misma proporcion su fuerza,
sino que, mds bien, se hacen mds resistentes al ser mds pequenos.

Por eso pienso que un perro pequeno podria llevar sobre si
dos o tres perros iguales a €l, mientras que no creo que un caballo
pudiese sostener ni siquiera un caballo de sus mismas medidas.

Veiamos en la secciéon anterior como el volumen aumenta mu-
cho mas rapidamente que la superficie a medida que un cuerpo
crece. Con este aumento de volumen viene asociado un aumento
de peso que habra de ser soportado por su base. Asi surge el con-
cepto fisico de presidn, que no es més que una medida del peso
en cada unidad de superficie. No todos los materiales soportan
la misma presiéon, como conocemos a partir de nuestra experi-
encia cotidiana, sino que cada uno tiene su propia resistencia al
aplastamiento. Conocer cudl es esta resistencia en los diferentes
materiales de construccion es fundamental, por ejemplo, cuando
se trata de construir edificios. De la misma manera, el tallo y las
ramas de las plantas, los huesos de los animales y los nuestros
propios tienen su particular resistencia al aplastamiento.

Apoyandonos en algunos principios bésicos de la fisica y la
geometria podemos comprobar que gigantes como los que aterran
a los ninos en los cuentos no pueden existir: Un gigante que
sea, por ejemplo, veinte veces més grande que nosotros, habra
aumentado su peso original 20% = 8000 veces su peso original.
Eso significa que estariamos hablando de una criatura que midiese El libro Tamafio y vida ([13]) es un

aproximadamente 40 metros y pesase nada menos que 720.000 libro muy bello para profundizar en la
Kilos relacion entre la forma y el tamaifio de

los seres vivos
Teniendo en cuenta que sus pies medirian aproximadamente

8 metros de largo y 3 metros de ancho obtendriamos una presiéon
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de % = 30.000 kilos por cada metro cuadrado, que supera

bastante la resistencia de nuestros huesos; de modo que si uno
pretende creer en gigantes, debe pensar en unos huesos que fuesen
de un material mucho mas resistente pues en otro caso, antes de
llegar a crecer tanto, se habria deformado bajo su propio peso.

Algo similar sucede con la limitacién existente para las plan-
tas, que también tienen limitado su crecimiento. Hablaremos a
continuacion de otro ejemplo fantéstico:

La palabra Oréculo se refiere a un lugar, una figura o persona
capaz de responder y dar consejo a preguntas de los mortales
acerca del futuro. Un famoso Oraculo era la Encina Parlante de
Dodona en la antigua Grecia.

La encina se alzaba en medio de un espeso bosque y
tenfa una altura de 40 metros, con ramas que se ex-
tendian sobre 5000 metros cuadrados. El consultante
permanecia de pie bajo el arbol y gritaba su pregun-
ta hacia las ramas, que le respondian con el susurro
de sus hojas. A cambio de un pago razonable, los
sacerdotes de servicio interpretaban la respuesta.

Michael Page: Enciclopedia de las cosas que nunca
existieron

De la misma manera que en el caso de nuestros huesos, la
parte inferior del tronco de la encina habria de soportar toda la
presiéon del tronco y sus ramas. En cuanto superase aproximada-
mente los 350 kg/m? la parte inferior del comenzaria a quebrarse,
y mucho antes se quebrarian las ramas, que en su posicién hor-
izontal para abarcar cinco kilémetros cuadrados deberian alcan-
zar aproximadamente la misma longitud que el tronco. (jSo6lo el
tronco de una encina de 40 m de altura y un tronco de 1 m de
didmetro podria pesar unas 30 toneladas!)

Continuando con el texto de Galileo, Simplicio plantea a con-
tinuacion la siguiente duda:

SIMP. Si estin asi las cosas, me plantean graves problemas
las moles inmensas que vemos en los peces, como es el caso de
la ballena, que, segin creo, son diez veces mds grandes que un
elefante y, sin embargo, se sostienen.

SALV. Vuestra objecion, senor Simplicio, me sugiere un as-
pecto que me ha pasado inadvertido y que haria posible que los
gigantes y otros animales enormes pudiesen mantenerse y mo-
verse con tanta facilidad como los mds pequenos. FEsto se pro-
duciria si no sdlo se anadiese fuerza a los huesos y al resto de las
partes, cuyo oficio consiste en sostener tanto su propio peso como
el que les toque sostener, sino que, permaneciendo la estructura
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de los huesos con las mismas proporciones, del mismo modo, por
no decir mds fdcilmente, se mantendrian tales esqueletos con tal
de que se disminuyera, proporcionalmente, el peso del material
de los huesos mismos o de la carne o cualquier otra materia que
sobre los huesos se apoye. Es de este sequndo artificio del que se
ha valido la naturaleza en la formacion de los peces, haciendo sus
huesos y misculos no sélo muy ligeros, sino carentes de peso.

SIMP. Veo con claridad hacia donde se dirige vuestra argu-
mentacion. Queréis decir que, al ser el lugar en donde viven los
peces el agua, la cual, debido a su densidad o, como dicen otros,
a causa de su pesantez disminuye el peso de los cuerpos que en
ella se sumergen. Por tal razon la materia de la que estdn hechos
los peces, al no pesar, puede ser sostenida por los huesos sin que
estos se resientan. Pero esto no es suficiente, puesto que aunque
el resto de la sustancia del pez no pese, pesa, sin embargo, la
materia de los huesos, como es obvio. Por eso, squién afirmard
que una costilla de ballena, que tiene una magnitud como la de
una viga, no pesa muchisimo, de modo que si cae al agua se va al
fondo? Estas moles, por tanto, parece que no podrian sostenerse
a st mismas.

SALV. Vuestras objeciones son muy agudas, pero como re-
spuesta a vuestra dificultad: ;no habéis observado que los peces
se mantienen firmes a su arbitrio, inmdviles bajo el agua sin de-
scender hacia el fondo o elevarse hacia la superficie, sin ejecutar
ninguna fuerza nadando?

SIMP. Es ésta una observacion al alcance de todos.

SALV. El que los peces puedan permanecer firmes, inmdviles,
bajo el agua es un argumento muy concluyente en el sentido de
que el material de las partes de sus cuerpos corresponde al peso
especifico del agua, de modo que si tienen partes mds pesadas
que el agua, es absolutamente necesario que tengan otras tantas
menos pesadas, con el fin de que se pueda producir el equilibrio.

Por eso, si los huesos son mds pesados, es necesario que los
masculos, o cualesquiera materia que constituyan el cuerpo, sean
mds ligeras, oponiéndose asi con su ligereza al peso de los huesos,
de forma que en los animales acudticos sucederd precisamente lo
contrario de lo que ocurre en los animales de tierra: en éstos, es
tarea de los huesos sostener tanto su propio peso como el de la
carne que los recubre, mientras que, en aquéllos, es la carne la que
sostiene no sélo su propia pesantez, sino la de los huesos también.
Resolvemos asi la perplejidad ante el hecho de que puedan darse
en el agua animales vastisimos, cosa que no ocurre sobre la tierra;
esto es, en el aire.

SIMP. Me habéis convencido; lo unico que quiero anadir es
que éstos que mnosotros denominamos animales terrestres, con
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mayor razon deberian llamarse aéreos, ya que realmente es en
el aire donde viven, por el aire estin rodeados y aire es lo que
respiran.

SAGR. Me complace la manera de razonar del senor Simp-
licio, tanto su objecion como la solucion que ha dado. Puedo
entender ahora con facilidad cdmo uno de estos peces enormes,
arrojado en tierra, tal vez no se podria mantener durante mucho
tiempo, sino que resquebrajindose las ligazones de sus huesos,
toda su masa se vendria abajo.

SALV. Es eso lo que me inclino a pensar, por el momento; y
aprozimadamente pienso lo mismo en lo que se refiere al caso de
un gran navio, el cual, cuando flota en el mar, no se derrumba
bajo el peso y la carga de tantas mercancias y armamentos, mien-
tras que en tierra firme, circundado por el aire, probablemente se
derrumbaria.

7.3 El alargamiento de un cilindro

Una de las figuras geométricas tridimensionales con la que nos en-
contramos mas a menudo es el cilindro. Desde un punto de vista
de razonamiento matemaético, el interés por encontrar propiedades
geométricas aplicables al cilindro queda reflejado en numerosas
obras de los matematicos griegos. Por ahora, bastard con que
recordemos algunas propiedades muy sencillas acerca de la ge-
ometria del cilindro que nos permitiran continuar con la lectura
de otro fragmento de las consideraciones de GALILEO.

Nuestra experiencia cotidiana al manejar recipientes con for-
ma cilindrica nos garantiza que cilindros de diferentes dimen-
siones pueden perfectamente tener la misma capacidad, es decir,
pueden contener el mismo volumen. De manera general, podemos
decir que un cilindro cualquiera podemos alargarlo y estrecharlo
(y anélogamente achatarlo y ensanchar sus bases) sin que varie
su volumen. La cuestién sobre la que nos interesa profundizar
ahora es qué ocurre con la superficie del cilindro cuando lo alarg-
amos, que traducido a efectos de construcciéon, implica pensar si
necesitaremos la misma cantidad de material para construir dos
cilindros que tengan distintas dimensiones pero igual volumen.

En el fragmento que leeremos a continuaciéon, GALILEO hace
discutir a sus personajes sobre la relacion entre una ciencia cual-
itativa aplicable a la realidad sensible y las matematicas, en par-
ticular, sobre la aplicacion de la geometria a la naturaleza. Salvati
se ocupara de probar matematicamente como un cilindro, con el
mismo volumen que otro dado, va aumentando su superficie a
medida que se va transformando en otro maéas largo y estrecho,
algo que era conocido desde la antigiiedad:



7.3 El alargamiento de un cilindro

SIMP. Yo me encuentro totalmente confundido y veo serias
dificultades tanto en un campo como en el otro; y de modo especial
en éste en el que nos habéis colocado, porque, segin vuestro crite-
110, una onza de oro podria rarificarse y dilatarse hasta adquirir
un tamano superior al de la misma tierra. Por otro lado, to-
da la tierra podria condenarse y reducirse a un volumen inferior
a una nuez, cosa que Me NLEJO 4 CTeer Y que Mme parece que ni
siquiera vos créets. Como, por otra parte, las consideraciones y
demostraciones que nos habéis presentado son cosas matemdti-
cas, abstractas y separadas de la materia sensible, me parece que,
aplicadas a las sustancias fisicas y materiales, tampoco habrian
de conformarse a vuestros principios.

SALV. Que vedis lo invisible es algo que ni yo sabria hacer ni
pienso que lo piddis. Pero en lo que atarnie a lo que estd a la altura
de nuestros sentidos, y ya que habéis nombrado el oro, ;no veis,
acaso, que es susceptible de extender inmensamente sus partes?
No sé si habéis tenido la ocasion de ver como los artesanos hacen
alambre del oro, que no es realmente oro mds que en la superficie,
ya que el interior es de plata. Veamos como es el procedimiento:
toman un cilindro o, si queréis, una varilla de plata de una longi-
tud aprorimada de medio brazo, y con un grosor de tres o cuatro
veces el dedo pulgar. La doran con hojas de oro batido, que, como
sabéis, son tan sutiles que flotan casi en el aire, y de tales hojas
superponen no mds de ocho o diez. Una vez dorado el cilindro,
comienzan a tirar de él con una fuerza enorme, haciéndolo pasar
por los agujeros de la hilera; operacion que repiten muchisimas
veces, haciéndolo pasar por agujeros cada vez mds estrechos, de
modo que, después de que lo hayan pasado muchas veces, queda
reducido a algo tan fino como el cabello de una mujer, si no mds
fino. A pesar de todo, en la superficie, sigue estando dorado.
Dejo ahora a vuestra consideracion, hasta qué punto de minimo
espesor se haya reducido la sustancia del oro.

SIMP. Yo no veo que de esta operacion se siga un adelgaza-
miento de la materia del oro tal que resulten aquellas maravillas
de las que habldbais. Porque, en primer lugar, el dorado inicial
era de diez hojas de oro, cosa que representa ya un grosor notable.
En sequndo lugar, porque si bien es verdad que la plata estirada y
hecha mds fina crece en longitud, no es menos cierto que dismin-
uye tanto en anchura que, compensando una dimension con otra,
no aumenta de tal modo la superficie como para que sea necesario
reducir el oro a una finura superior a la de las hojas empleadas
en un principio, ol revestir la plata de oro.

Os engandis con toda sequridad, senor Simplicio, porque el
aumento de la superficie es directamente proporcional a la raiz
cuadrada del alargamiento, como podria demostraros geométrica-
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resulta més compleja que la que pro-
ponemos aqui. Nosotros utilizamos
con toda libertad las formulas de cal-
culo a las que estamos habituados,
pero eso es algo que Galileo no podia
hacer.

78

mente.

Por lo que a mi se refiere, y haciéndolo extensivo al senor
Simplicio, 0s rogaria que nos diéseis tal demostracion, si es que
pensdis que podemos comprenderla.

A continuacion, Salviati expone su demostracion, para la que
parte de la consideracién de dos cilindros de igual volumen pero
bases y alturas diferentes que corresponderian al cilindro grande
de plata y al larguisimo hilo estirado. La proporcién entre las
areas de esos dos cilindros nos da una medida del aumento de la
superficie, de modo que lo que vamos a probar es precisamente
que las superficies de esos dos cilindros iguales en volumen (sin
tener en cuenta sus bases), estan entre si en una proporcion igual
a la raiz cuadrada de la proporciéon de sus longitudes.

Consideremos dos cilindros C y Cy de distinta altura y base

pero iguales en volumen y escribimos para cada uno de ellos la
correspondiente formula que nos permite calcular su volumen:

Volumen Cilindro 1 = 77} by

Volumen Cilindro 2 = 773 hy

Ahora, como esos dos voliimenes hemos supuesto que son iguales
resulta que:
nr?hy = 73 hy

De donde obtenemos la proporcién siguiente:

’I"% h2

T% h1
Ya tenemos un primer resultado interesante para el problema
que nos ocupa: que en caso de cilindros del mismo volumen, sus

bases (el area de la base es mr?) estan en proporcién inversa a
sus alturas.

Superfcie lateral cilindro 1 277y by

Superfcie lateral cilindro 2 27 hy

Si elevamos ambos términos al cuadrado podemos utilizar la
ultima relacion que obtuvimos para los radios 1 y 79, de modo
que:

Superficie cilindro 12 r2 h2 _hoh Iy

Superficie cilindro 22 N 7’% h% o h% ~ he

Y de aqui obtenemos inmediatamente el resultado que nos
interesa, que es:

Superficie cilindro 1 /hy

Superficie cilindro 2 ho



7.3 El alargamiento de un cilindro

Terminada la demostracion, Salviati concluye su discurso:

SALV. Si aplicamos ahora a nuestro caso lo que acabamos de
demostrar, suponiendo que el cilindro de plata que se habia dora-
do cuando no tenia mds de medio brazo de longitud y un grosor
no mayor de tres o cuatro veces el dedo pulgar, tras haberlo adel-
gazado hasta hacerlo tan fino como un cabello, se haya alargado
hasta alcanzar la longitud de veintemil brazos (seria incluso to-
davia mds largo), nos encontramos con que su superficie ha llega-
do a ser doscientas veces mds grande de lo que era. Se sigue de
aqui que aquellas hojas de oro, que se superpusieron en niumero
de diez, se extienden en una superficie doscientas veces mayor,
de tal forma que el oro que recubre la superficie de tales brazas
de hilo tieme un espesor mo mayor que la vigésima parte de una
hoja ordinaria de oro batido. Considerad ahora cudn tenue ha de
ser y si es posible concebirla sin una inmensa extension de sus
partes y preguntaos, igualmente, si no nos encontramos delante
de una experiencia que nos hace suponer que los cuerpos fisicos
estan compuestos de infinitos indivisibles.
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Epilogo

Desde un punto de vista historico, las primeras nociones metrolog-
icas del hombre fueron antropométricas: se utilizaban como unidades
de medida partes del cuerpo: palmos, brazos, etc. También
crearon unidades de medicion basadas en su trabajo y, en general,
en su actividad cotidiana y sus necesidades. Para algunos pueblos
que habitan en el desierto, por ejemplo, algo esta a la vista desde
la grupa de un camello; en nuestra cultura, utilizamos expre-
siones del tipo algo estd a tiro de piedra; y atn en los pueblos de
nuestro alrededor podemos encontrar arrobas, celemines, varas,
leguas, millas, jornales, etc. que pueden compartir el nombre en
dos lugares diferentes pero no su valor.

La ideologia que promovi6é la Revolucién Francesa jugd un
importante papel en el desarrollo de los sistemas de medida tradi-
cionales: su objetivo era acabar con los sistemas de medida tradi-
cionales (hay quien habla también de wunificar, eso depende del
punto de vista de cada uno), que resultaban ser una expresion del
sistema, feudal con el que se estaba completamente en desacuerdo:
la tierra se media segun la produccién o los jornales de trabajo, y
eran los senores feudales quienes ajustaban las unidades de medi-
da a sus propios intereses. Todo lo relacionado con la metrologia
hasta entonces resultaba defectuoso, practica e ideologicamente,
para los intelectuales de la Revolucion. Asi surgi6 el interés por
encontrar una medida objetiva, que no cambiara en el curso de
los siglos ni fuera diferente en cada pueblo. Decidieron tomar
como unidad de medida de longitud, tnica para todos los pueb-
los y para todos los tiempos nada menos que una fraccion del
meridiano terrestre. Y asi nacié el metro.

Utilizar la geometria para medir longitudes, areas y volimenes
tal y como hemos venido haciendo en este curso esté, en la may-
orfa de las ocasiones, mucho més all4 de nuestra actividad co-
tidiana. Los usos de diferentes unidades de medidas tienen, hoy
en dia, mas relacién con la historia social y tradiciéon popular
de una época que con las matematicas. Pero las mateméticas
también forman parte de la historia social y de las tradiciones y
ademés, una delimitacién estricta es innecesaria. Una conclusiéon
importante, al menos para nosotros, es que es poco interesante, (o
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incluso algo peor) pensar la ensenanza de las matematicas desde
la utilidad en un sentido popular: las mateméticas que necesita-
mos para salir a la calle y pasar el dia son escasas y simples. La
cuestion es que detras de ese pasar el dia hay muchas, muchas,
aplicaciones matematicas de alto nivel y hay, ademés, el placer
de pensar mas alld de las aplicaciones. Tanto unas como otras
pueden encontrar justificiacién en si mismas. Las mateméticas,
no sélo las de pasar el dia, podrian pasar asi a formar parte de
la vida cotidiana.
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El tablero de Yolanda

Este programa enumera las configuraciones de reinas en un tablero como
el propuesto por Yolanda. Como hay muchas més diagonales que lineas
horizontales y verticales, conviene girar el tablero por 90°, como se muestra
en la figura para el caso particular de n = 4 casillas originales:

$ n=4
ell

k+ell

0 1 2 3 4 5 6=2n-2
k

]

La idea del algoritmo de enumeracion es la siguiente: Recorremos el ta-
blero empezando por (k,£) = (0,0), luego por (k,¢) = (1,-1), (1,0), (1,1),
luego (2,-2),...,(2,2) etc; siguiendo la flecha verde en el dibujo.

A lo largo del algoritmo, mantenemos cuatro “arrays” de variables que
cuentan cuantas reinas estan en las filas, columnas y diagonales: uno para
los valores de k, otro para los de £, otro para los de k+ ¢, y el altimo para los
de k£ — £. Por ejemplo, en la configuracion de la figura, estos arrays toman
los valores siguientes:

enelvalordek |0 1 2 3 4 5 6
hay cuantas reinas ‘ 1 01 1 1 0 0



en el valor de ¢ ‘ -3 -2 -1 0
hay cuantas reinas ‘ 0 0 1 1

=N
(e OV

enelvalordek+¢|0 1 2 3 4 5 6
hay cuantasreinas |1 0 1 1 0 0 1

enelvalordek—¢|0 1 2 3 4 5 6
hay cuantasreinas |1 1 1 0 1 0 0

(En el programa, tendremos que sumar n — 1 a los indices del array para
¢ para que estén en [0,2n — 2].)

Al principio, la posicion actual es el lugar (k,¢) = (0,0). Colocamos
alli una reina, e incrementamos la posicion actual (es decir, pasamos a la
posicion siguiente siguiendo la flecha verde en el dibujo). En cuanto haya un
sitio que no esté atacado por ninguna reina, colocamos alli una, actualizamos
los arrays, e iteramos. Si llegamos hasta el final del tablero sin haber podido
colocar ninguna reina, retrocedemos quitando la tultima reina que pusimos.

Primero inicializaremos los datos:

#include <Array.h>
#include <Matrix.h>

using namespace polymake;

Array<int> k, ell, k_plus_ell, k_minus_ell;

Matrix<bool> board;

int n(0), n_queens(0), max_n_queens(0), config_count(0);
bool bprint(false), max_given(false);

Luego necesitamos dos subrutinas para colocar y quitar reinas. En estas
subrutinas, se actualizaran los arrays.

void put_queen (int k, int ell)
{
// k \in [0, ...,2n-2]
// ell \in [-n+1, ..., n-1]
k_array[k]++;



ell_arrayl[ell+n-1]++;
k_plus_ell_array[k+ell]++;
k_minus_ell_arrayl[k-ell]++;
board(k-ell, k+ell) = true;
n_queens+t+;

}

void delete_queen (int k, int ell)
{

// k \in [0, ...,2n-2]

// ell \in [-n+1, ..., n-1]
k_array[k]--;
ell_arrayl[ell+n-1]--;
k_plus_ell_array[k+ell]--;
k_minus_ell_arrayl[k-ell]--;
board(k-ell, k+ell) = false;
n_queens--;

La expresion k_array [k]++ quiere decir que se debe incrementar (“++")
el valor k_array[k], o sea, el entero guardado en la posicion k del array k[].
Nota que decimos ell_array[ell+n-1] en vez de ell_arrayl[ell], ya que
¢ toma valores en [—n + 1,...,n — 1].

También hay una rutina para imprimir el tablero, que esta guardado en
la matriz board:

void print_board (void)

{
for (int i=0; i < 2*n-1; ++i) {
int j(0);
if (i%2) { // alfiles
j=1
cout << " "
} else j = 0;

while (j < 2xn-1) {
if (board(j, i))
cout << "0 ",



else cout << ", ",
=2

}

cout << endl;

}

cout << endl;

El cambio de coordenadas board (j, i) hace que, al imprimirlo, el tablero
sale otra vez girado como estamos acostumbrados.

El dltimo ingrediente es una funcién increment_k_ell, que incrementa
los contadores k y ¢. La idea es que dado un valor concreto de (k, /), esta
rutina debe asignar las coordenadas del siguiente punto del tablero en orden
a (k,0). La rutina consiste de varias subrutinas para distribuir mejor las
tareas:

int max_ell (int k)

{
if (k < n-1)
return k;
else return 2*n-2-k;
}

Esta rutina devuelve el maximo valor que puede tomar ¢ en la columna k.

bool increment_k (int &k, int &ell)

{
if (k < 2¥n-2) { // la columna vale todavia
k++;
ell = -max_ell(k);
return true;
} else return false;
+

Esta rutina incrementa el contador k£ y asigna el minimo valor posible a ¢.

bool increment_k_ell (int &k, int &ell)
{



if (k_arraylk]) { // si ya hay reina en la columna k,

if (!increment_k(k, ell)) // pasar a la siguiente columna
return false; // a no ser que no haya mas
} else if (ell < max_ell(k))
ell++; // incrementar fila ell
else if (!increment_k(k, ell)) // a no ser que ya estamos al final
return false; // entonces intentamos incrementar la columna

return true;

Aqui ya hemos metido una optimizacion: Si en la columna k ya hay
una reina, no hace falta recorrerla entera, sino que ya podemos saltar a la
siguiente. Esta optimizacion es la razon para girar el tablero como lo hemos
hecho.

Cuando hemos llegado al altimo punto (k,¢) = (2n — 2,0) del tablero, la
rutina devuelve false.

El primer paso del algoritmo consiste en colocar una reina en el punto
(k,£) = (0,0). En el paso general, llama a la funcion find_next (k,ell),
que veremos con un poco mas de detalle:

bool find_next (int _k, int _ell)
{
int k(_k), ell(_ell);

while (k_arraylk] ||
ell_arraylell+n-1] ||
( '((kt+ell) % 2) && k_plus_ell_arraylk + ell]) ||
( '((k-ell) % 2) && k_minus_ell_arraylk - ell]) ) {
if (!increment_k_ell(k, ell)) {
return false;
}
}

Hasta ahora, lo que hace la funcion es copiar los valores k y £ con los que
fue llamada a nuevas variables k y £. Mientras que la casilla (k, £) esté ataca-
da por alguna reina, lo cual se refleja en que uno de los cuatro valores de los
arrays k_array, ell_array, k_plus_ell_array y k_minus_ell_array es



“verdadero” (el operador || es el “6” booleano), los contadores (k, £) se incre-
mentan segin dice la flecha verde. La tinica excepcion es cuando ya estamos
al final (2n — 2,0) del tablero, porque entonces la funciéon increment_k_ell
devolvera false; la expresion !increment_k_ell(k, ell) serda verdadera
porque “!” es la negacion logica en C; y acabaremos la funcion find_next
devolviendo false.

Ademas, s6lo miramos los arrays k_plus_ell_array y k_minus_ell_array
si k+ £ resp. k—{ es par (esto es el significado del codigo ! ((k+ell) 7% 2)).
De esta manera distinguimos entre “alfiles” y “reinas”.

Resumiendo, si llegamos mas all4 del bucle while, es porque hemos en-
contrado una casilla no atacada por ninguna reina. Proseguimos:

put_queen (k, ell);
Colocamos una reina en la posicion actual.

if (n_queens == max_n_queens) {
if (bprint)
print_board();
config_count++;
delete_queen(k, ell);
if ('increment_k_ell(k, ell))
return false;
return find_next(k, ell);

}

Si el namero de reinas es el que queremos (por ejemplo 5), y si queremos
imprimir el tablero (bprint=true), lo imprimimos; en todo caso, contabi-
lizamos la configuracion, y quitamos la reina. A continuacién intentamos
incrementar los contadores; si esto sale bien, llamamos la misma rutina re-
cursivamente para intentar colocar la ultima reina en otro sitio, y si no,
salimos devolviendo false.

if (!find_next (k, ell)) {
delete_queen(k, ell);
if (!'increment_k_ell(k, ell))
return false;
return find_next(k, ell);



return true;

Aqui, la reina que hemos colocado no era la ultima. Entonces, llamamos
directamente a la rutina find_next de manera recursiva para colocar mas
reinas desde la posicion actual. Si la rutina devuelve diciendo false (lo
cual en C++ se escribe if (!find_next...), es porque hasta el final del
tablero no habia manera de colocar otra reina. Por tanto, quitamos nuestra
reina del sitio, e intentamos incrementar los contadores. Si no podemos,
devolvemos false; si lo conseguimos, intentamos colocar otra reina llamando
recursivamente a find_next.

Ahora lo tnico que queda es llamar por primera vez a find_next. Es-
to lo hace la linea find_next(0,0) a continuacion. Lo demas son C + +
mindundis.

int main (int argc, char *argv[])
{
if (argc < 2 || argec > 4) {
cerr << "Usage: " << argv[0] << " <size of board> "
<< [<number of queens>"
<< " [0|1 for printing solutions] ]" << endl << endl;

return O;

}

n = atoi(argv[1]);

if (n<1) {
cerr << "Need n>1 !" << endl;
return 1;

}

max_given = (argc>2);
if (max_given)
max_n_queens = atoi(argv[2]);
else max_n_queens = n*n;
bprint = ((argc>3) ? atoi(argv[3]) : false);

k.resize(2*n-1);
ell.resize(2*n-1);
k_plus_ell.resize(2*n-1);



k_minus_ell.resize(2*n-1);
board.resize(2*n-1, 2*n-1);

find_next(0,0);

cout << endl << "================="" << endl
<< "Number of configurations: " << config_count << endl
<< "Max. number of queens: " << max_n_queens << endl << endl;
return O;
b
Resultados

Por ejemplo, esto son las doce soluciones para un tablero con n = 3 y tres
reinas.

Para cuatro reinas no hay ninguna solucion.

Para siete reinas en un tablero de n = 5 salen 16 configuraciones posibles:



También salen 16 soluciones para 9 reinas en el tablero n = 6:

0 . -0 - 0
0 0 o . 0 0 . 0
. . . 0
. . 0 . 0
0 - 0 . . 0
o . . . .0 0
. 0 . . .
. 0 P 0 0
0 . . 0 .
0 0 0 0 . 0
0 . 0 0 0
0 0 . 0
0 0 00 0 . .0 .0 0
. . 0
0 .
. 0 .
0
0 0 . 0
0 0
0 - 0
0 00 . 0 0 0
0 0 0 0
0 . 0 . 0
0 0 0 0 00
0 0 . 0 0
. o . 0
0 . . 0
0 . .
0 0 0
0 0 . 0 0 00 0
0 0 . 0 0
0 . . 0 . . 0
00 00 . 0 o . 0 . . .0
0 . . . . 0 .
. P 0 . 0
. 0 . . . .
. P 0 .
. 0 - . 0
0 . . 0
00 00 o . . 0 0 0
0 -0 0 0

Para cinco reinas en un tablero de n = 5 salen 4094 configuraciones.



Nombre:

1 Propuesta de problemas

1. Formula un problema relacionado con la medida en el que se refleje la utilidad de las
matematicas.

2. Escribe cualquier aspecto que te parezca interesante sobre la utilidad préactica de la
medida y que no haya podido quedar reflejado en el enunciado de tu problema.



Nombre:

2 Evaluacién de problemas (i1)

Imagina que una comisién educativa quiere conocer tu opinién como experto en matematicas
acerca del planteamiento de una serie de problemas. Les interesa saber si te parecen adecuados
para ser utilizados en una clase de matematicas.

La comunicacion entre las abejas

Después de leer el siguiente texto trata de contestar a las dos cuestiones que se plantean.

Las abejas, al regresar a su colmena después de haber encontrado una fuente de alimento, indican
al resto de sus companeras obreras el lugar donde se encuentra el alimento. Para ello, se valen de
una danza especial y sonidos emitidos con el contoneo de su abdomen. Las abejas que se encuentran
cerca de la que ha encontrado el alimento la siguen, intentando mantener sus antenas en contacto
con el abdomen de la danzarina. Esto dura casi un minuto; después, las abejas que han recibido la
informacion salen a buscar la fuente de alimento.

Desde hace siglos se habia observado este hecho, pero hasta el ano 1943 no se logré interpretar
cudl era el sistema que utilizaban para comunicarse. Entre otros aspectos, se descubrid que la direccion
hacia la cual se encaraba la abeja danzarina durante su danza apuntaba al lugar en el que estaba la
fuente de alimento, tomando como referencia la posicion del sol. En el esquema siguiente aparecen
algunos ejemplos que muestran como lo hace:

Col menao

Colmena O —CS);

b
AN

En la primera figura, la flor estd en la direccién del sol, de modo que la danza es vertical. En la segunda,
la flor estd 60° a la izquierda de la direccién de la colmena con el sol; por ello, la danza forma un dngulo de

60° con la vertical.



Cuestion 1: En el siguiente esquema se ha representado la posicién de diferentes colmenas
una de las colmenas.

y una fuente de polen. Trata de dibujar el esquema de la danza que realizard la abeja en cada

Cuestion 2:

@

O

Colmena 1 O (8)

- \ .I"
i —

> Y
Colmena?2 O =

28

/

Colmena3 O i

Asocia con cada figura el esquema de danza que corresponda.

©




1. jQué crees que ha de saberse para resolver correctamente este problema?

i, Consideras que dichos conocimientos son tutiles para la formacién de una persona?
Indica por qué.

2. ;'Te parece un problema adecuado?

O Si JPara qué nivel?
O No

En cualquiera de los casos, argumenta tu respuesta, por favor.

3. {Modificarias el problema de forma que resultara mas cercano a tu concepcién sobre la
educacion matematica? Si es asi, indicanos en qué sentido, por favor.



4. Plantea un nuevo ejercicio en el cual se utilicen los mismos contenidos mateméaticos que
en este.



Nombre:

3 Evaluacién de la produccion de los alumnos

En una escuela de ensenanza primaria estan estudiando cial es el modelo cosmolégico que
utilizan chicos y chicas en sus explicaciones acerca del universo.

La forma de la Tierra

En cuanto a la forma de la Tierra, sus respuestas han sido clasificadas de acuerdo a los
siguientes modelos:

Modelo 1: La Tierra es circular, pero plana como un disco.

Modelo 2: Hay dos Tierras: una plana, en la que vive la gente; y una redonda que estd
arriba en el cielo.

Modelo 3: La Tierra es una esfera.
Modelo 4: La Tierra es un rectéangulo.

Modelo 5: La Tierra es una esfera hueca y la gente vive dentro de ella, en una superficie
plana.

Modelo 6: La Tierra, casi esférica, es plana arriba y abajo y las personas viven sobre
dicha superficie plana.

v wr O

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
Modelo 4 Modelo 5 Modelo 6

1. Trata de ordenar los modelos anteriores, segin tu propio criterio, del mas avanzado al
menos avanzado.



2. jConoces propiedades cientificas que estén involucradas en la formulacién de estos mo-
delos?

O Si O No
Si es asi, escribe cudles y cémo las secuenciarias. Senala ademds cudles de ellas te
parecen propiedades matematicas.

3. Elige uno de los modelos anteriores, excepto el modelo esférico, y esboza una planifica-
cién de la actividad escolar que desarrollarias para mejorar dicho modelo.



El ciclo del dia y la noche

En cuanto a la explicacion del ciclo del dia y la noche, los modelos expresados por los chicos
fueron los siguientes:

Modelo 1 El ciclo puede explicarse en términos del movimiento del sol, que:
e Se esconde detras de las montanias
e Se escapa al espacio
e Se esconde detras de las nubes

Modelo 2 El sol y la luna estan en lados opuesto de la Tierra. El dia y la noche dependen
del giro de la Tierra sobre si misma.

Modelo 3 La Tierra —esférica— permanece inmovil y el sol sube cuando la luna baja

/e

P

Modelo 1

@ Sl )

Modelo 2 Modelo 3

1. De los modelos expuestos en el apartado anterior para la forma de la Tierra, jcudles
pueden asociarse con cada uno de los que se utilizan aqui para explicar el ciclo del dia
y de la noche?

2. En general, los chicos hacen uso de las relaciones sol-dia y luna—noche. jA qué crees
que se debe la utilizacion de tales relaciones?



3. Elige uno de los modelos presentados y esboza cémo planificarias una actividad escolar
para mejorar la formulacién de dicho modelo.

4. El mismo tipo de experiencia se llevd a cabo con ninos y ninas en comunidades in-
dias americanas, en 1°, 3° y 5° de primaria. Mostraban una preferencia especial por
explicaciones animicas para elaborar un modelo del ciclo dia—noche del tipo:

e El sol y la luna (dia-noche) quieren descansar.
e El sol brilla mas durante el dia porque estd enfadado

e El sol y la luna no quieren ser amigos

;Cémo interpretarias estos nuevos modelos explicativos?



5. Algunas de las tradiciones culturales y cosmoldgicas de la comunidad indo-americana
con la que se llevé a cabo la experiencia anterior (pregunta n° 4) aparecen en el siguiente
texto mitoldgico:

Inyan (roca) que era suave y sin forma, tomé una parte de si{ misma y la esparci6 por
encima y alrededor de ella, formando un gran disco. Su nombre fue Maka (tierra).

Maka se quejaba de frio a Skan (cielo), quien creé a Wi (sol), un gran disco luminoso.
Wi se quedaba quieto, de modo que las regiones méas bajas de la Tierra estaban en
la oscuridad.

Maka tenia calor y Wi queria descansar, de modo que Skan dividié el tiempo en dia
y noche: Wi saldria del eje del mundo y viajaria alrededor de la gran béveda celeste.
Durante la noche, iria a las partes mas bajas a descansar.

Wi se sentia solo y queria compaiiia, de modo que cred otro disco como él y le llamé
Hanwi (luna). Ambos gobernaban el dia y la noche.

Durante un banquete, una bella mujer, se senté cerca del sol, en el lugar de Hanwi.
Ambas se enfadaron y Wi intentd reconciliarlas, pero Hanwi se quejé a Skan, quien
decidié que a partir de entonces, Wi gobernaria en soledad el dia y Hanwi la noche.
Pero los dias que Hanwi pasara cerca del sol, cubriria su rostro.

Después de conocer esta informacion, ;modificarias en algo la interpretacién que has
dado en la pregunta anterior acerca de las respuestas de los ninos?

0 Si O No

Si es asi, jen qué sentido?

6. ;Crees que en tu entorno existen aspectos culturales que influyen en la formacién
cientifica de los estudiantes?
O Si O No
Si es asi, indicalos y especifica cudles se refieren a la formacion matemaética. Sino es asi,
indica a qué crees que se debe que si existan en otras culturas, como la que se menciona
en este caso.



Nombre:

4 Evaluacién de problemas (1)

Imagina que una comisién educativa quiere conocer tu opinién como experto en matematicas
acerca del planteamiento de una serie de problemas. Les interesa saber si te parecen adecuados
para ser utilizados en una clase de matematicas.

Problemas de herencias

Un hombre muere, dejando dos hijos. Su fortuna consiste en 10 dirhams en dinero, y otros
10 dirhams que le debe uno de sus hijos, al que se los prestd hace algin tiempo. Ademds, el
difunto lega % de su fortuna a un extrano. ;Cdomo ha de hacerse el reparto?

1. ;Qué conocimientos se manejan en el proceso de resolucion de este problema?

i, Consideras que dichos conocimientos son tutiles para la formacién de una persona?
Indica por qué.

2. ;Te parece un problema adecuado?
O Si i Para qué nivel?
O No
En cualquiera de los casos, argumenta tu respuesta, por favor.



3. {Modificarias el problema de forma que el resultado fuera mas cercano a tu concepcién
sobre la educacién matematica? Si es asi, indicanos en qué sentido, por favor.



Problemas de herencias (II).

Para resolver el siguiente problema has de tener en cuenta que ha sido adaptado de un antiguo
manual drabe. Los problemas de este manual contienen una extensa descripcion de los condi-
ctonantes impuestos por la ley cordanica que atanen directamente a los problemas de herencias.
En particular:

e Los herederos naturales pueden negarse a ceder a un extrano lo que exceda de % de la
fortuna total. Si hay herederos directos que no se niegan y otros que si, sélo los que no
se nieguen pagaran el exceso que supere a ese tercio, y no el resto.

e Lo que exceda la deuda de un hijo de su parte legal como heredero se considera un
regalo y no debe devolverse.

e La esposa recibe % de los bienes, cualquiera que sea la cantidad, y los % restantes son
divididos entre los descendientes, de tal manera que los hijos varones reciban el doble
de lo que reciben sus hermanas.

Un hombre muere, dejando a su esposa, dos hijos y una hija, entre los que reparte su
herencia. Ademds, uno de sus hijos le debe en el momento de su muerte una cantidad igual
a la que tiene en el momento de fallecer. El difunto deja también como legado a una persona
ajena a la familia tanto como lo que dejaria a un tercer hijo, si lo tuviera. ;Como deberia
hacerse el reparto?

1. ;Qué conocimientos se manejan en el proceso de resolucion de este problema?

i Consideras que dichos conocimientos son tutiles para la formacién de una persona?
Indica por qué



2. ;'Te parece un problema adecuado?
0 Si i Para qué nivel?
O No

En cualquiera de los casos, argumenta tu respuesta, por favor.

3. {Modificarias el problema de forma que el resultado fuera mas cercano a tu concepcién
sobre la educaciéon matematica? Si es asi, indicanos en qué sentido, por favor.

4. ;Qué diferencias encuentras entre la formulacion de este problema y la que se planted
en el problema anterior?

5. jTe parecen relevantes dichas diferencias a la hora del aprendizaje matemético de los
alumnos? O Si O No

i Por qué?
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