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CAPITULO 4

CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

En el esquema de control digital de la figura 1.11 el controlador implementa un
algoritmo que calcula en cada instante de muestreo £ la secuencia de control u(k) a
partir de la respuesta medida z(k). El objetivo de este capitulo es disefiar un algoritmo

de control basado en la estrategia de control predictivo.

En el apartado 4.1 se describe la estrategia de control predictivo de forma

conceptual.

En el apartado 4.2 se muestra la aplicacién del control predictivo al control activo
de estructuras y se formula el algoritmo de control. En dicha aplicacién se considera la

existencia de tiempos de retardo en el lazo de control.

En el apartado 4.3 se analiza la situacién particular en que no se consideran

retardos.

En el apartado 4.4 se lleva a cabo un andlisis de la estabilidad del control
predictivo. En dicho analisis se considera la presencia de errores de modelizacién para

estudiar la robustez del algoritmo de control respecto de los mismos.
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4.1 ESTRATEGIA DE CONTROL PREDICTIVO.

Los puntos basicos para formular la estrategia de control predictivo [1-4] pueden

resumirse en:

1) En cada instante de muestreo k se define un intervalo (horizonte) de prediccién

[k,k + A] sobre un numero finito de instantes A.

2) Se considera un modelo del sistema en tiempo discreto para predecir una secuencia
de salidas en el intervalo de prediccién en funcién de una secuencia de control.

Dicha predicién se realiza a partir de la salida medida en el instante de muestreo

k.

3) Se genera un par de secuencias de salida y de control tales que verifiquen un

criterio de rendimiento en el intervalo de prediccidn.

4) El control que se aplica al sistema en el instante k es el primer valor de la secuencia
de control obtenida en 3). El resto de la secuencia de control en [k + 1,k + 1]
no se aplica al sistema dado que el procedimiento se redefine en cada instante de

muestreo k.

En el siguiente subapartado se concretan estos puntos en la formulacién de una

ley de control activo de estructuras.
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4.2 CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS.

El comportamiento dinamico lineal de una estructura sometida a una excitacién
en presencia de unas fuerzas de control activo puede representarse en espacio de estado

mediante el siguiente modelo discreto de primer orden:

z(k+1) = Az(k) + Bu(k — n,) + w(k) (4.1)

En la expresién anterior las matrices constantes A y B son, respectivamente,
la matriz del sistema en tiempo discreto y la matriz de control en tiempo
discreto. z(k) es el vector de estado en el instante k y w(k) es el vector que contiene
las caracteristicas de la excitacidn. u(k — n,) es el vector de control generado en
el instante ¥ — n,, el cual no ejerce su efecto sobre la estructura hasta el instante &,
siendo el niimero entero n, el niimero de retardos del sistema, es decir, el nimero de
periodos de muestreo que transcurren desde que se ordena a los actuadores que ejerzan
una accidén sobre la estructura hasta que ésta accidn se ejerce efectivamente debido a la
inercia mecénica de los mismos. Si se llama T' al periodo de muestreo, el tiempo

de respuesta de los actuadores 7. obedece a la siguiente expresién:

Tr =T g (4.2a)

El modelo mostrado en la expresién (4.1) puede ser gemerado a partir del
algoritmo SSP descrito en el capitulo 3 estableciendo las siguientes equivalencias entre

las expresidnes (3.11) y (4.1):

ve(k) = Lu(k —ny) (4.2b)

B=PL (4.2¢)
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v.(k) es el vector de control que actia sobre la estructura en el instante k el cual
es generado en el instante & — n, y consiste en n, fuerzas cuyas caracteristicas se
contienen en el vector u. L es una matriz de dimensiones 2n X n, cuyas componentes

son 0 o 1 dependiendo de la presencia o ausencia de actuadores en los distintos grados
de libertad.

Las caracteristicas de la respuesta de la estructura se contienen en el vector de
salida y. Los vectores de salida y(k) y de estado z(k) en un mismo instante k se

relacionan mediante la siguiente expresién: .

y(k) = Hz(k) | (4.3)

donde la matriz constante H es la matriz de salida.

El modelo definido por (4.1) y (4.3) representa en tiempo discreto la evolucién
dindmica del sistema controlado y, para predecir la respuesta del sistema en el intervalo
de prediccién [k,k + A] se considera un modelo predictivo [5~7] basado en él. Dicho

modelo se formula en las igualdades siguientes:

g(k+j|k)=A(k+j—1|k)+ Bk -, +j—1]k) (4.4a)

Ggk+jlk)=Hz(k+j|k) j=1,...,) (4.4b)

Los vectores &(k + j|k) y $(k + j|k) son, respectivamente los vectores de
estado y de salida predichos en el instante k para el instante futuro £ 4+ j. El vector

#(k — n, + j — 1|k) es el vector de control predicho en el instante k para el instante

kE — A, + 7 — 1, siendo 7, el ntimero de periodos de muestreo que se estima como
tiempo de respuesta de los actuadores. k representa el instante de muestreo presente
mientras que [k, k + A] es un intervalo de prediccién ficticio en el cual el modelo (4.4)

se usa para predecir una secuencia de vectores de estado #(k + 1| k),...,8k + \|k).
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El modelo predictivo (4.4) tiene una estructura similar a la de (4.1) y (4.3) aunque
los valores de Ay defi, de Byde B ,de Hyde H , asi como los de n, y #, pueden diferir
por errores de estimacién. Ademds no se incluye la excitacién exterior en la prediccién

puesto que sus valores en los instantes futuros son desconocidos.

El objetivo fundamental del modelo predictivo (4.4) es predecir en los instantes
k + 1,...,k + X los vectores de estado &(k + j|k) y de salida g(k + j|k)
( = 1,...,)) a partir del vector de estado real del sistema en el instante k, z(k). A
tal efecto, el intervalo de prediccién [k, k + A] se subdivide en los intervalos [k, k + u — 1]

vk + u,k + )] en donde el ndmero entero i se define mediante

A= g+ iy (4.5)

En la figura 4.1 se muestra un esquema del intervalo de prediccién.

KeA

{
K*l.l. K*P—*ﬁr

P

Figura 4.1 Intervalo temporal ficticio de prediccidn.

La secuencia de vectores de estado predichos Z proporcionada por la expresién
(4.4a) se construye recurrentemente a partir del estado real del sistema en el instante

inicial k:

Bk|k) =z

TN

) (4.6)
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La secuencia de vectores de control predichos % es igual, en los instantes previos

a k, a los vectores de control u aplicados en dichos instantes sobre la estructuras:

ak =ik =uk—7) (G =1,.., ) (4.7)

Los vectores de control & correspondientes a los instantes comprendidos entre &
vy k + ¢ — 1 intervienen en la prediccién de £(k + j|k) (j = 1,...,)) mediante
(4.4a) y constituyen la secuencia desconocida de vectores que verifican un criterio de

rendimiento adecuado.

Los vectores de control # que corresponden al intervalo [k + g,k + )] no

intervienen en el modelo predictivo (4.4a) y no condicionan la prediccién de &(k + j | k)

(3 = 1,...,XQ).

Un criterio de rendimiento para obtener el valor de la secuencia de vectores de
control #(k | k),...,u(k + p — 1]k) puede consistir en la minimizacién de la siguiente

funcién de coste:

Bk +51k) =y (b + 51 0 Q; [§(k + 7 | k) — y,(k + A B)]+

1
J==
250

A
1=

n—1
> a(k+

j=0

B Ry a(k +j

+.;. k) (4.8)

donde la secuencia de vectores de salida y,.(- | k)v pertenece a una trayectoria de referencia
generada en el instante k a partir de la salida real del sistema en dicho instante y la
cual evoluciona en los instantes futuros hacia una consigna que en el control activo de
estructuras es siempre nula. QG =1.., )y Ri(j =0,...,p — 1) son matrices

" de peso simétricas.
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La minimizacién de la funcién de coste J dada en (4.8) impone que los valores de
la salida predicha estén préximos a los de la trayectoria de referencia en el interior del
intervalo de prediccién [k, &k + A] limitando también los valores de los vectores u. La
secuencia desconocida de vectores de control #(k | k),...,a(k + p — 1|k) puede ser
hallada minimizando el funcional J dado en (4.8) resultando ecuaciones matriciales de
Riccati similares a las que se obtienen en el control éptimo descrito en el subapartado
3.3 del capitulo 1. La biisqueda de soluciones mas sencillas conduce a la estrategia de
pretender uinicamente el ajuste entre § e y, en el horizonte de prediccién k& + )\, en
cuyo caso las matrices @; correspondientes a los instantes anteriores al mismo pueden

elegirse nulas:

Q==Q\1=0 Q=@ (4.9)

Una posibilidad que permite obtener unas expresiones sencillas en la minimizacién
de J es considerar una secuencia uniforme de los vectores de control &(- | k) en el intervalo

[k)k + p o= 1]

w(k)=a(k|k)=alk+1|k) = =a(k+pu—1|k) (4.10)

Considerando la secuencia constante mostrada en (4.10), en la minimizacién de J
Unicamente es preciso obtener el valor de un vector incégnita igual al vector de control
que debe ser generado en el instante k para aproximar en el instante ¥ + A\ la salida
predicha a la salida de referencia. En el instante siguiente ¥ + 1 se genera una nueva
secuencia uniforme de vectores de control y se obtiene un nuevo valor u(k + 1) del
vector de control que aproxima en ¢l instante £ + 1 los vectores de salida predicho y

de referencia.

La sustitucién de (4.9) y (4.10) en (4.8) proporciona la siguiente expresién ﬁara

la funcién de coste J:
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= 50506+ 2 18) =, (e AR QIaCk+ X [1) =, (k4 A K)] + £ (k) Ru(k) (411)

donde

p—1
R=) R, (4.11a)
§=0

En la expresién (4.11) @ y R son matrices simétricas que ponderan en la
minimizacién de J la influencia de la diferencia entre la respuesta predicha y la respuesta -
perteneciente a la trayectoria de referencia y la influencia del valor de la sefial de control,
respectivamente. Una matriz @ de valor elevado y una matriz R de valor més pequefio
implica una disminucién importante de la diferencia entre § e y, pero con una sefial de
control u grande. Por el contrario, un valor alto de la matriz R restringe fuertemente
el valor de la sefial de control y, consecuentemente, ésta no puede actuar eficazmente

sobre la estructura para reducir su respuesta.

La expresién (4.11) muestra la repercusién del valor del horizonte de prediccién
A en las caracteristicas del control: un valor pequefio de A supone pretender la
aproximacién de la respuesta al valor de referencia al cabo de poco tiempo y, por tanto,
implica una accién de control enérgica con una importante disminucién de la respuesta
de la estructura. Por el contrario, un valor elevado de A\ corresponde a un control mas
suave en el que dnicamente se pretende la atenuacién de la respuesta al cabo de un

horizonte mas lejano.

Para determinar el valor de #(k + A|k), vector de estado predicho en el instante

k + X a partir del instante k, puede aplicarse reiteradamente la igualdad (4.4a) para

g =1...,0, + @

#(k+1|k) =Az(k) + Bu(k —n,)
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#k+2|k)=Az(k+1|k) +Bulk -1, +1) =
= A" (k) +ABu(k — 4,) +1§u(k — A + 1)
#(k+3|k) =A@(k+z|k)+1§u(k_ﬁ,+g) =
=4’ o(k) +A° Bu(k — 1) +ABu(k — i + 1) + Bu(k — Aty +2)
#(k + fir | k) =A2(k + A, — 1| k) + Bu(k —1) =
=AY (k) +A" T Bu(k — i)+ +ABu(k — 2) + Bu(k — 1)
é(k+ﬁr +1|k) =A&(k+Ar | k) + Bu(k) =

A+l

A" g (k) + AV Bu(k —fn) + - +ABu(k — 1) + Bu(k)

#k+n, +2|k) =Az(k+ 7, +1|k) + Bu(k) =

"'flr+1

A" 2(k) +A" T Bulk — fg) + - +A° Bu(k — 1) +ABu(k) + Bu(k)

2k + hy+3|k) =Az(k + 7, + 2] k) + Bu(k) =

AP o) + A Bu(k — ) + -+

i

+A’ Bu(k—1) +A2Bu(k) +ABu(k) + Bu(k)

gk+hr+plk)=Az(k+ar+pu—1]k)+Buk) =

A" Bulk — ) + o+

=1Aiﬁf+“ z(k) +
A  Bu(k 1)+ A" Bu(k) + 4" Bu(k) + - +ABu(k) + Bu(k)
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La expresién anterior define el valor del vector de estado predicho al cabo del

horizonte de prediccién. Dicha expresién puede escribirse de la siguiente forma:

(k4 M k) =Tz(k) + (k) + Zou(k) (4.12)
siendo
o ~A
(k) =Z1u(k — 1)+ + Zs u(k — A,) (4.120)
2, =A""'B (i=1,...,7) (4.12¢)

+A+I)B (4.12d)
Las expresiones (4.12) definen el estado predicho en el instante £ + A a partir del
estado real del sistema en el instante k.

Sustituyendo (4.4a) en (4.12) se obtiene la siguiente expresién para la respuesta

predicha:

Gk + M\ k) = HT 2(k) + Hp(k) + H Zo u(k) (4.13)

El valor de u(k) se halla minimizando la expresién de J en (4.11) teniendo en
cuenta (4.13). La optimizacién de J exige la anulacién de su gradiente en la direccién

del vector-u(k):

o1 _
ou(k) —
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El caricter de minimo exige ademds que la matriz hessiana que contiene las °
derivadas segundas de J respecto de u(k) sea semidefinida positiva. Si dicha matriz

hessiana es definida positiva se tiene un minimo en sentido estricto.

Derivando la expresién (4.11) y teniendo en cuenta (4.13) se obtiene el siguiente

resultado:

aJ

Futsy = @ 20)' QUET (k) + Hop(k) + H Zy w(k) — y,(k + A B)] + Ru(k) (4.150)

Derivando nuevamente la expresién (4.15a) se obtiene el valor de la matriz

hessiana:

0%

O (HZ:)'QEHZ)) +R (4.15b)

A partir de las expresiénes (4.14) y (4.15a) puede deducirse el valor del vector de

control u(k) que corresponde a un extremo relativo de J:

u(k) =

= ~((H 20)' Q(H Zo) + RI™ {(H 20) A Ta(k) + H(k) —y, (b + M| ]} (416)

La expresion (4.17) tiene tnicamente sentido si la matriz (H Z, Y Q (ﬂ ZO) + R
es inversible. Dicha matriz coincide con la matriz hessiana hallada en (4.15b) v,
consecuentemente, si la matriz (1.?[ Zo)t Q (ﬂ’ Z 0) + R es definida positiva se cumplen
simultdneamente las dos condiciones siguientes: las expresidnes (4.14) y (4.15) definen
univocamente el vector de control u(k) correspondiente a un extremo relativo de J

y puede asegurarse que dicho extremo es un minimo en sentido estricto. Por tanto,
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las matrices de peso @ y R deben elegirse en cada caso de forma que la matriz

(HZ,)'Q(HZy) + R sea definida positiva.

Para determinar en la expresién (4.16) el valor del vector u(k) es preciso generar
la trayectoria de referencia a la que pertenece el vector y,.(k + A|k). La trayectoria de
referencia se genera en cada instante en tiempo discreto de forma recurrente mediante
un modelo de primer orden en el que no se tiene en cuenta a la perturbacién exterior
ya que en el contexto de la dindmica de estructuras sus valores futuros suelen ser
impredecibles. La expresion iterativa que define la trayectoria de referencia generada a

partir del instante k es la siguiente:

v (k+7|k)=Ary(k+j—1]k) (4.17)

En la expresién anterior A, es una matriz constante (es decir, independiente de k

y de j) llamada matriz de referencia.

La trayectoria generada en el instante k parte de la respuesta real en dicho
instante y(k). Ello significa que en dicho instante la respuesta real del sistema (y)

y la perteneciente a la trayectoria de referencia (y,) son iguales:

y-(k|k) = y(k) ‘ (4.18)

La aplicacién reiterada de (4.17) cuando j = 1,...,7, teniendo en cuenta (4.18)

permite obtener el valor de la respuesta de referencia en el instante ¥ + A:

y(k+Alk) =Try(k) (4.19)

La matriz T, tiene el siguiente valor:
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T, =A, (4.19q)

Frecuentemente se considera una matriz de referencia A, = 0 de forma que
se genera una trayectoria de referencia nula. Dicho caso corresponde a una accién de

control intensa en la que se pretende que la respuesta predicha al cabo del horizonte de

prediccién se aproxime a la respuesta nula.

La sustitucién del resultado (4.19) en la expresién de u(k) en (4.16) proporciona

el siguiente resultado:

u(k) =

= (B 20" Q(H Zo) + R [(H Z0)' QH (T — T1)=(k) + (H Zo)' Q H (k)] (4.20)

Todos los elementos que intervienen en el segundo miembro de la igualdad anterior
son conocidos. Teniendo en cuenta (4.12b) la expresién (4.20) puede escribirse también

de la siguiente forma:

u(k) = —D z(k) — iK, u(k — 1) | (4.21)

=1

La matriz D se denomina matriz de ganancia vy tiene el siguiente valor:
S O

D=[HZ)QEHZ)+R ™ (HZ)QH(T-T,) (4.21a)

Las matrices K; obedecen a la siguiente expresién:
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Ki=[HZ)QHZ)+R Y HZ)QHZ, (i=1,...,43,) (4.21b)

Las igualdades (4.21), (4.12a), (4.12¢), (4.12d) y (4.19a) definen el algoritmo de

control predictivo de estructuras considerado en la presente Tesis.

4.3 EFECTO DEL CONTROL EN EL COMPORTAMIENTO DINAMICO
DEL SISTEMA.

En el presente apartado se analizan las caracteristicas del comportamiento
dindmico de una estructura cuyo movimiento se controla mediante unas fuerzas de
control activo cuyo valor se determina a partir de un algoritmo de control predictivo.
Se muestra que la accién de control produce un incremento del amortiguamiento y de
la rigidez de la estructura. Cuando no existe un tiempo de respuesta apreciable en los
actuadores y, consecuentemente, no se consideran retardos en el modelo predictivo que
simula la evolucién de la estructura, es decir se toma n, = #, = 0, el aumento
de amortiguamiento y de rigidez pueden ser expresados mediante una formulacién

particularmente sencilla, la cual se describe en el presente apartado.

Anulando el valor de f, en las expresiones (4.21) se tienen los resultados que

definen el algoritmo de control predictivo sin retardos:

u(k) = =D z(k) (4.22)

D=[HZ)QHZ))+R™(HZ)QH(T-T,) (4.22a)

Las expresiones (4.22) han sido planteadas en tiempo discreto. No obstante
pueden ser también formuladas en tiempo continuo y, si bien ambas formulaciones no
son equivalentes, la discrepancia entre ellas disminuye cuando se considera un valor
pequefio del periodo de muestreo T'. La igualdad (4.22) se expresa en tiempo continuo

de la siguiente forma:
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u(t) = —D z(t) (4.23)

La ecuacidén diferencial que rige en tiempo continuo la evolucién dindmica de'la

estructura controlada activamente se formula en el capitulo 3 en la expresién (3.1):

Md(t) + Cd(t) + K d(t) = f,(t) + f(t)

Las fuerzas de control activo que se aplican a la estructura estdn contenidas en el
vector f,(t). El valor de dichas fuerzas se determina a partir de un algoritmo de control

y suele ser proporcional al valor de la sefial de control:

fo(t) = —Bult) (4.24)

donde F es una matriz constante.

A partir de (4.23) y (4.24) puede establecerse la relacién entre las fuerzas de

control f, y el vector de estado z:

f.(t) = —EDx(t) (4.25)

El vector de estado z puede contener los desplazamientos y las velocidades de
los grados de libertad del modelo de la estructura. En la igualdad (3.2) se muestra la

configuracién del vector de estado considerada en el algoritmo SSP:
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Mediante (3.2) y (4.25) se formula la siguiente expresién de las fuerzas de control

fe

dw\z-ﬂmm@—Ebﬁ@ (4.26)

£.t) = —E (D, fm( )

D; y D; son dos matrices que contienen las mitades izquierda y derecha,

respectivamente de la matriz de ganancia D:

D=(D; D) (4.260)

Sustituyendo la igualdad (4.26a) en las ecuaciones generales del movimiento (3.1)

se formulan éstas en los siguientes términos:

Md(t) + C'd(t) + K' d(t) = f(¢) (4.27)

siendo
C'=C+ED, : (4.270)
K'=K+ED, (4.27b)

La igualdad (4.27) muestra que el comportamiento dindmico de una estructura
controlada activamente mediante un algoritme predictivo en el que no se consideran
retardos es aproximadamente equivalente al de una estructura no sometida a control y
cuyas matrices de amortiguamiento y rigidez son C' y K’ definidas, respectivamente,
en (4.24a) y (4.24b). Consecuentemente, el efecto de las fuerzas de control activo sobre

una estructura puede asimilarse en primera aproximacién a un incremento de la rigidez
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y del amortiguamiento del sistema. La exactitud de la asimilacién es mayor si el periodo

de muestreo T' es pequetio.

En los capitulos 7 y 8 se presentan distintos resultados numéricos y experimentales
que corroboran las conclusiones formuladas en el presente apartado para sistemas sin
retardos y permiten generalizarlas a sistemas con retardos. Dichas conclusiones son
también generalizables a sistemas de control en los que se utilizan estrategias de control

distintas de la estrategia de control predictivo.

La ecuacién (4.27) que rige el comportamiento dindmico del sistema controlado
es cualitativamente equivalente a la ecuacién (3.1) para f, = 0 correspondiente a
la evolucién del sistema no sometido a ninguna accién de control. Ello significa que
todos los fenémenos observados en el andlisis dindmico tradicional (modos propios y
frecuencias propias de vibracién, resonancia, etc.) aparecen también en la evolucién
dinamica de las estructuras controladas activamente. En particular, aparecen nuevas
frecuencias propias de vibracién v existe una importante amplificacién de la respuesta

si la excitacidn entra en resonancia con las mismas.
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4.4 ESTABILIDAD DEL CONTROL PREDICTIVO.

En el presente apartado se analiza la estabilidad de la ley de control predictivo.
La estabilidad del lazo cerrado se estudia suponiendo que el lazo abierto (es decir,
sin control) es estable. La excitacién exterior no se incluye en el andlisis porque sus
caracteristicas no modifican las condiciones de estabilidad. Se muestra en el presente
apartado que, ain en presencia de errores de modelizacién, puede generarse un control

asintética y globalmente estable.

Cuando no se tiene en cuenta la excitacién exterior, la expresién (4.1) que
representa en espacio de estado la evolucién dindmica de la estructura se convierte

en la siguiente ecuacion:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k — n,) (4.28)

En el presente apartado se estudian las condiciones de estabilidad del modelo
numérico (4.28) cuando el valor del vector de control u se obtiene a partir de la
ley de control (4.21). En la medida en que dicho modelo representa fielmente el
comportamiento dinamico de la estructura, las conclusiones elaboradas a partir de dicho

modelo son extrapolables al comportamiento real del sistema.

En el subapartado 4.4.1 se muestra que las condiciones de estabilidad pueden
expresarse mediante el médulo de los valores propios de una matriz. En el subapartado
4.4.2 se analiza la influencia de \ en la estabilidad concluyendo que, atin en presencia,
de errores de modelizacién, existen valores de A que generan un control estable. En
el subapartado 4.4.3 se muestran distintos ejemplos numéricos que corroboran las

afirmaciones formuladas en los subapartados anteriores y permiten ampliar su contenido.
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4.4.1 Criterios de estabilidad.

Se determina en el presente subapartado una condicién suficiente de estabilidad
del control predictivo. En el andlisis se distinguen dos situaciones distintas: los casos
en que no se consideran retardos ni en el modelo predictivo (4.4) ni en el modelo del
sistema (4.28) (es decir, n, = A, = 0)y los casos en que en uno o en ambos modelos

se toman en consideracién retardos (es decir, n, # 0o 7, # 0).

Cuando no se consideran retardos en la modelizacidn de la estructura, la ecuacién

(4.28) que rige su comportamiento dindmico adopta la siguiente expresién simplificada:

2(k +1) = Az(k) + Bu(k) (4.29)

Si en el modelo predictivo (4.4) no se incluyen retardos, la expresién (4.22)
proporciona el valor de la sefial de control u(k) y, sustituyendo dicho valor en (4.29), se

obtiene el siguiente resultado:

z(k+1) = (A—BD)z(k) (4.30)

La igualdad (4.30) simula el comportamiento dindmico del sistema controlado sin
retardos y sin incluir el efecto de la excitacidén. Dicha expresién puede escribirse también

de la siguiente forma:

z(k+1) = Az(k) ‘ (4.30a)

siendo

A=A-BD (4.306)
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La igualdad (4.30) muestra que el proceso controlado sin retardos es asintética y
globalmente estable si el médulo de los valores propios de la matriz A es menor que la

unidad.

Si se consideran retardos en el modelo predictivo o en el modelo del sistema se
distinguen a su vez dos casos distintos: las situaciones en que 7, < n, # 0y las

situaciones en que 0 # n, < Ay

Cuando es 2, < n, # 0, las expresiones (4.28) y (4.21) pueden ser englobadas

en el siguiente sistema ampliado:

z(k+1) \
u(k)

ﬁ(k—ﬁ,+1)
w(k—n, +1)
A 0 0 ... 0 B z(k)
D -—ffl —kﬁ, 0 u(k—l)
0 I ... 0 ... 0 0 sa1
B ‘ u(k — i) (4:31)
0 0 0 -« I 0 u(k —ny)

La expresién (4.31) puede plantearse en los siguientes términos:

#(k+1)=Az(k) (4.31a)

Siendo Z un nuevo vector de estado y A la siguiente matriz:
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N

i

(4.315)

La expresién (4.31a) muestra que, si los valores propios de la matriz A definida

en (4.31b) son menores que la unidad, el control es globalmente estable.

(4.31):

A

-D
0

0

-K,
I

z(k 4+ 1)
u(k)

u(k —n, +1)

B
_K.,
0

\ u(k —-ﬁ;+1)

0
-K fip—1 ~-K i
0 0
I 0

0

\

(k)
u(k~1)

u(k —n,)

La igualdad (4.32) puede escribirse también de la siguiente forma:

- 4.22 -

a(k+1)= Az(k)

\

Siesn, < fi,y n, es distinto de cero, puede escribirse una expresién similar a

(4.32)

(4.32a)
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T es un nuevo vector de estado y A es ahora la siguiente matriz:

A 0 B 0 0
D -k, - —Kn - —Kan_1 —Ka

} 0 I 0 0 0

A= (4.320)
0 0 0 I 0 /

Las igualdades (4.30a), (4.3la) y (4.32a) muestran que el lazo cerrado es
globalmente estable si los valores propios de la matriz A tienen médulo menor que la
unidad. La matriz A se define en (4.30b) sin, = f, = 0, en (4.31b)sin, < n,. # 0.
ven (4.32b)si 0 # n, < 7.

4.4,2 Influencia de A\ en la estabilidad.

Se demuestra en el presente subapartado que, en general, un aumento del valor
de la longitud A del intervalo de prediccién produce un incremento en la estabilidad del
proceso sometido a un control predictivo en el siguiente sentido: se muestra que, atin en
presencia de errores de modelizacién, si el proceso en lazo abierto (es decir, sin control)
y el modelo predictivo son estables, cuando A tiende a infinito los valores propios de la
matriz A tienden a valores cuyo médulo es menor que la unidad. Teniendo en cuenta las
expresiones (4.30a), (4.31a) y (4.32a) que representan el comportamiento del sistema
controlado, ello significa que en dicho caso el proceso en lazo cerrado (es decir, con

control) tiende a ser estable.
La justificacién de la anterior afirmacion se desarrolla en dos fases:

— Se demuestra en primer lugar que los valores de las matrices b,fﬁ ,...,Kﬁ,
tienden a anularse cuando A — oo. Consecuentemente, al determinar el limite
de las matrices A definidas en (4.30b), (4.31b) o (4.32b), se obtiene la matriz Ag
definida, respectivamente en (4.40a), (4.40b) o (4.40c).
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— Se demuestra en segundo lugar que los valores propios no nulos de las matrices
Ag (limites de A cuando ) tiende a infinito) son también valores propios de A y

tienen, por tanto, médulo menor que la unidad.

En las operaciones de analisis matricial que se desarrollan en el presente
subapartado se considera la siguiente norma de una matriz real genérica X de

dimensiones cualesquiera s X t:

1X1 = max faijl X € Mu(R) (4.33)
155t

Para demostrar que la matriz D definida en (4.21a) tiende a anularse si A crece
indefinidamente se muestra en primer lugar que el factor (T — T,) que interviene en

dicha expresiéon tiende a cero.

A partir de (4.12a) y teniendo en cuenta que los valores propios de A tienen médulo

A

menor que la unidad se obtiene inmediatamente el valor del limite de T

lim T'= limA" =0 (4.34a)

Para determinar el valor del limite de T'» debe tenerse en cuenta que la trayectoria
de referencia definida en (4.17) tiende a aproximarse a la consigna que, en el contexto
del control de estructuras, es siempre nula. Ello implica, a partir de las expresiones

(4.19), que la matriz T, tiende a cero:

Jim T, = lim A} =0 (4.348)
Los resultados (4.34) muestran que el factor (T — T,) que interviene en la

expresién de la matriz de ganancia D en (4.2la) tiende a anularse cuando A crece
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indefinidamente. Para poder asegurar que D también tiende a cero es suficiente
comprobar que los otros factores contenidos en el segundo miembro de la igualdad
(4.21a) permanecen acotados cuando A — co. En (4.21a) intervienen, ademés, de T' y
T, las matrices de peso Q y R, la matriz de salida H y la matriz Zo. Las matrices QR
y H son invariantes respecto de \ y la tnica matriz cuyo valor depende de A es Z,. En
(4.12d) se muestra la expresién de Z, en funcién de ¢ (quien a su vez se relaciona con A
en (4.5)). A continuacién se calcula el valor del limite de Zo cuando ) tiende a infinito

para mostrar que dicho limite es finito y, consecuentemente, D tiende a anularse.

Premultiplicando la expresién (4.12d) por la matriz (I — ;1) se obtiene el siguiente

resultado:

(I-A)Z,=I-A"B (4.35a)

La expresion (4.35a) permite obtener el valor de Z, puesto que la matriz (I — fl)
es slempre inversible. Para mostrar que dicha matriz es inversible es suficiente verificar
que sus valores propios no son nulos. Por hipétesis, los valores propios de la matriz A
tienen médulo menor que la unidad y son; por tanto, distintos de 1. Los valores propios
de la matriz identidad I son, evidentemente, iguales a 1 y todos los vectores no nulos
son vectores propios de dicha matriz. Los vectores propios de la matriz A lo son pues
de I y los valores propios de (I — A) son iguales a la diferencia entre la unidad y los
valores propios de A. De ello se deduce que dichos valores no son nulos y que la matriz
(I - fi) es inversible. Premultiplicando la expresién (4.35a) por la matriz inversa de
(I — A) se obtiene el valor de Zj:

Zo=(I —21)-'1 (I-A"YB (4.35b)

La igualdad (4.35b) permite obtener el valor del limite de Zy cuando A tiende
a infinito. Teniendo en cuenta (4.34a) y (4.5) se llega inmnediatamente al resultado

siguiente:
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Jim Zo = (I-A)'B (4.36)

Las igualdades (4.34) y la igualdad (4.36) muestran en (4.21a) que la matriz de

ganancia D tiende a cero si el valor de A aumenta indefinidamente.

~

im D=0 (4.37)

A—00

La igualdad (4.12c) muestra inmediatamente que:

~

im Z;=0 i=1,...,7, (4.38)

A—O0

Sustituyendo la expresién (4.38) en (4.21b) se obtiene el valor del limite de K;

cuando A tiende a infinito;

Jim Ki=0  i=1,...,7, (4.39)

Los resultados (4.37) y (4.39) ponen de manifiesto que el valor de la sefial de
control u definida en (4.21) disminuye si A aumenta. Dicha disminucién del valor de la

sefial u implica una accién de control menos enérgica.

Las expresiones (4.37) y (4.39) permiten obtener el valor del limite de la matriz
A (definida en (4.30b), (4.31b) o (4.32b) segin los valores de n, y #,) cuando X\ crece

indefinidamente. El valor del limite se representa en los tres casos por Aj.

Sin, = A, = 0, A se define en (4.30b). La expresién (4.37) muestra que:

Ay=lim A=4 (4.40a)
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Siesf, < n, # 0 el valor de la matriz A se define en (4.31b). Mediante las
expresiones (4.37) y (4.39) se determina el valor de la matriz Ay limite de A cuando \

tiende a infinito:

A 0 B
00 0 0

- R o I --- 0 --- 0 0

do= g 4= (4400)
0 0 0 I o

Cuando es 0 # n, < f, la matriz A se define en (4.32b). El limite Ay de 4

cuando A tiende a infinito es igual a la siguiente matriz:

A0 B 00
0 0 0 00
_ o o I --- 0 --- 00
Ay=lim A= (4.40¢)
A—00
00 0 I 0

Para completar la demostracién objeto del presente subapartado es necesario
verificar que los valores propios no nulos de la matriz Ay definida por una de las

expresiones (4.40) son los valores propios no nulos de la matriz A.
En el caso en que Ao se define en (4.40a) ello es evidente.

Si es A, < n, la matriz Ay se define en (4.40b). El polinomio caracteristico

Qa,(t) de la matriz Ay es igual al siguiente determinante:
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A—tI 0 -~ B - 0 0
0 —tI .- 0 ---0 0

0 I -~ 0 --- 0 o0 ‘

Qa,(t) = det (4.41a)
0 0 0 I —tI

Desarrollando el determinante mostrado en (4.41a) mediante la regla de Laplace
a partir de los menores de la misma dimensién que A y pertenecientes a las 2n filas

superiores de dicho determinante, se obtiene el siguiente resultado:

—tI 0 0
0 —tI --- 0 0
QAo(t) = det(A — tI)det (4.41b)
k 0 0 - I —tT

puesto que, al desarrollar el determinante mostrado en (4.41a), los sumandos que no se
muestran en (4.41b) son nulos ya que todos los determinantes cuyas columnas no abarcan
totalmente al determinante de (A4 — tI) mutiplican a un menor complementario que
contiene una columna de ceros. El desarrollo de la expresién (4.41b) conduce al siguiente

resultado para el polinomio caracteristico de Ag:

Qa,(t) = (=1)"" Qa(t)t"" (4.42)

donde n, es el ntimero de actuadores que aplican las fuerzas de control sobre la
a

estructura, valor igual al nimero de filas de las matrices D, Ky, ..., Kj._ .

Cuando la matriz Ay se define en la igualdad (4.40c) se obtiene de forma anéloga

el siguiente resultado:

=~ 4.28 -
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Qa,(t) = (=1)"*™ Qa(t) t"™ (4.43)

Los polinomios caracteristicos representados en (4.42) y (4.43) muestran que los
valores propios no nulos de la matriz Ay son también valores propios de A y tienen, por
tanto, médulo menor que la unidad. La aseveracién anterior finaliza la demostracién

desarrollada en el presente subapartado.

Las igualdades (4.40) muestran que si el proceso en lazo abierto es asintética y
globalmente estable siempre puede hallarse un valor del horizonte de prediccién \g de
forma que para cualquier A > Ag el proceso en lazo cerrado es también globalmente

estable.

La propiedad anterior es cierta incluso en presencia de errores de modelizacién, es
decir, aunque el modelo predictivo (4.4) no represente fielmente el comportamiento del
sistema por existir discrepancias entre los valores de A y de fl, de Byde B ,de H y de

H y los de n, y iy

A+A B+#+B H+H #.#n, (4.44)

Unicamente es necesario que el proceso en lazo abierto sea estable, es decir que

todos los valores propios de la matriz A estén en el interior del circulo unidad.
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4.4.3 Ejemplos numéricos.

En el presente subapartado se describen distintas experiencias numéricas de
control predictivo de un sistema mecanico con un grado de libertad para mostrar que,
en dichos casos, el valor )¢ a partir del cual el control es estable no toma valores
desmesurados y corresponde a una accién de control eficaz. En la generacién del modelo
predictivo se hace una estimacién deliberadamente errénea de las constantes dindmicas

y del niimero de retardos del sistema.

Las constantes dindmicas de masa M, amortiguamiento C' y rigidez K del sistema,

tienen los siguientes valores:

M =2922.7 Kg¢ C =157940 N - s/m K =1389387.1 N/m (4.45)

En el capitulo 7 se muestran numerosos ensayos numeéricos y experimentales sobre

este sistema.

Las experiencias numéricas mostradas en el presente subapartado se clasifican en
dos grupos: en los ensayos del primer grupo se considera la evolucién del sistema en
ausencia de excitacién a partir de un desplazamiento inicial impuesto y en los ensayos
del segundo grupo se considera la presencia de una excitacién sismica. En ambos casos
existe una fuerza de control activo cuyo valor se obtiene a partir del algoritmo de control

predictivo definido por (4.21).

El proceso dindmico se simula en ordenader mediante el modelo (4.1) generado
a partir del algoritmo SSP descrito en el capitulo 3. El vector de estado z tiene dos

componentes que corresponden al desplazamiento y a la velocidad del sistema:

(k) = (j&:i) (4.464)

- 4.30 -



Capitulo 4  Control predictivo de estructuras

En la aplicacion del algoritmo SSP se consideran los siguientes valores del periodo

de discretizacion At y del maximo error € admitido en la norma de la matriz A:

At =0.01 s ¢ = 0.01 (4.46b)

Los valores anteriores corresponden a un ndmero de términos p = 3 y un
exponente m = 8 (¢ = 3) en la expresién (3.29). En el subapartado 4.1 del capitulo
7 se muestra en una situacién paralela que dichos valores generan un cdlculo estable y
preciso en ausencia de control, lo cual permite afirmar que el proceso en lazo abierto es

estable.

En el algoritmo de control predictivo se considera un perfodo de muestreo T' igual

al valor del At utilizado en el algoritmo SSP, es decir:

T = 0.01 segundos (4.47a)

Las matrices A y B del modelo predictivo (4.4) se generan de forma aniloga a
las matrices del sistema A y B definidas en (3.11a) y (4.2¢), respectivamente, aunque a
partir de unos valores de M, C'y K que pueden diferir de los valores reales del sistema

mostrados en (4.45).

En el modelo del sistema (4.1) y en el modelo predictivo (4.4)‘ el vector de salida
(respuesta) del sistema se considera igual al vector de estado y, consecuentemente, ambas

matrices de salida H y H son iguales a la matriz identidad, es decir:

H=H=I yk)==2(k) gk+ijlk)==2Fk+5|k) j=1,...,) (4.47b)

La funcién de coste J dada por (4.11) se define a partir de los siguientes valores

de las matrices de peso Q@ y R:
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= 1 0) R=0 4.47 |
Q—(O : - (4.470)

La matriz R tiene en este caso las dimensiones de un valor escalar.

Se considera una una matriz de referencia A» = 0 que, de acuerdo con (4.17),

genera una trayectoria de referencia nula:

g (k+ilE)=0 j=1,...,A (4.47d)

Consecuentemente, la salida de referencia en el horizonte de prediccién también

es nulas

g (k+ A E) =0 (4.47¢)

Los valores mostrados en las expresiones (4.47) definen unfvocamente el algoritmo
de control predictivo que se considera en las experiencias numeéricas descritas en el

presente subapartado.

En el subapartado 4.4.1 se afirma que las caracteristicas de estabilidad del control
predictivo no dependen de la perturbacién exterior sino tinicamente del médulo méximo
de los valores propios de la matriz A y en el subapartado 4.4.2 se afirma que atn en
presencia de errores de modelizacién en el modelo predictivo (4.4) se puede hallar un
valor Ag tal que para cualquier A > )y los valores propios de la matriz A tienen
moédulo menor que la unidad y, consecuentemente, si el proceso en lazo abierto es
estable el proceso en lazo cerrado es también estable. Para el sistema considerado
en el presente subapartado se obtiene numéricamente a continuacién el valor de Ay para
diferentes valores del niimero de retardos del sistema n, y del modelo predictivo 7,
v para distintos errores en la estimacién de las constantes didmicas del sistema en la

generacién del modelo predictivo.
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En la tabla 4.1 se muestra la variacién respecto del parametro u definido por
¢ = A — A, del médulo maximo de los valores propios de la matriz A en ausencia de

errores de estimacién de M, C' y K para distintos valores de n, y de fi,.

TABLA 4.1

MODULO MAXIMO DE LOS VALORES PROPIOS DE 4

3
4
=S
3

w— 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.998 0.502 0.672 0.759 0.813 0.851 0.879 0.901 0.919 0.935
1.861 1.211 0.959 0.824 0.763 0.794 0.839 0.872 0.897 0.917
1.760 1.338 1.151 1.039 0.961 0.904 0.863 0.845 0.863 0.890
1.649 1.342 1.198 1.109 1.045 0.996 0.956 0.923 0.807 0.881
0.998 0.502 0.672 0.759 0.813  0.851 0.879 0.901 0.919 0.935
3.260 1.565 1.084 0.911 0.860 0.832 0.838 0.867 0.894 0.915
2.801 1.191 1.095 1.029 0.979 0941 0909 0.886 0.876 0.388
2999 1.632 1147 0.889 0.868 0.890 0.908 0.924 0.939 0.952
0.098 0.502 0.672 0.759 0.813 0.851 0.879 0.901 0.919 0.935
2390 1441 1104 0.933 0.8907 0872 0.860 0.869 0.892 0.913
3.066 1.768 1317 1.071 0.907 0918 0.931 0.944 0.956 0.967
2.759 1396 1.134 0.937 0.875 0.894 0.911 0.926 0.940 0.953
0.998 0.602 0.672 0.759 0.813 0.851 0.879 0.901 0.919 0.935

CORMD F QO N b= QO B = W O
WWWIINNINOR PR R OOOO

En la tabla 4.1, para cada valor de n, y de 7A,, se representa en negrita el primer
valor del médulo méximo de los valores propios de A que es menor que la unidad. A
partir de la igualdad (4.5) que relaciona los valores de A y de p, la tabla 4.1 muestra,
para cada valor de n, y de fi,, €l valor de Ag tal que, para todo A > g el proceso en

lazo cerrado es estable.

 El andlisis de la tabla 4.1 muestra que, en los casos en que existe discrepancia
entre los valores de n, y de 7y, para valores pequetios de p el médulo méximo de los
valores propios de A es mayor que la unidad pero cuando u aumenta el valor de dicho
maédulo es menor que la unidad. Cuando no existe discrepancia entre n, y i, los valores

propios de A tienen médulo menor que la unidad para cualquier valor de f.

En la figura 4.2 se muestran los valores del médulo méaximo de los valores propios

de la matriz A cuando A = 1,...,10 para el caso en que n, = 3, i, = 0.

—4.33 -
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Figura 4.2 Mddulo mdzimo de los valores propios de la matriz & cuando
n., = 3, A, = 0.

La figura 4.2 muestra que para valorgs de A iguales o superiores a 6 el médulo
méximo de los valores propios de A es menor que la unidad. Consecuentemente, para

el caso considerado en la figura 4.2 el valor de Ag es igual a 6.

Sien el caso en que ny = 3, N, = 0 se consideran valores de \'superiores a
10 el médulo méximo de los valores propios de A tiende a aproximarse al valor 0.997
. )

médulo de los valores propios de A4, confirmando las conclusiones del subapartado 4.4.2.

En las experiencias numéricas descritas a continuacién se comprueba que, para
n, = 3, A, = 0, los casos para vulores de A inferiores a 6 son inestables mientras que

los casos correspondientes a valores de A iguales o superiores a 6 son estables.

Se describen a continuacién los ensayos del primer grupo en los que, en ausencia
de excitacién externa, se considera el movimiento del sistema a partir de una situacién

inicial impuesta consistente en un desplazamiento de 1 em. y velocidad nula.
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En la figura 4.3 se muestra la historia temporal del desplazamiento cuando no

existe fuerza de control.

1.2

0.8

-0:0 0.4

-0a4

-0.8

desplazamlento (cm)

"152

e B 5 s SO e B R
Q 2 4 8 8 10 12 14 16 18 20 22 24

t (seg)

Figura 4.3 Evolucidn del sistema a partir de un desplazamiento inicial,
Sin control.

 En la figura 4.3 se aprecia que el amortiguamiento de la respuesta no controlada

es muy lento.

En presencia de una fuerza de control activo calculada a partir de un algoritmo
predictivo en el que se consideran valores de A inferiores a 6 la respuesta es inestable.
En las figuras 4.4a a 4.4e se representa la historia tefxiporal del desplazamiento en dichos

Casos.

La comparacién entre las figuras 4.4 muestra que la inestabilidad tiende a
disminuir cuando A aumenta puesto que el instante en que la respuesta crece de forma

desmesurada se desplaza hacia la derecha.
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Figura 4.4a Respuesta controlada.  Sin ezcitacion. A = 1,
n, = 3, 7, = 0.

Para valores de A superiores a 5 la respuesta es estable. En las figuras 4.5a a
4.5f se representan historias temporales del-desplazamiento y de la fuerza de control en

dichos casos.

Las graficas que muestran la historia temporal de la respuesta en las figuras 4.5
indican un amortiguamiento muy lento del movimiento en el caso A = 6 y una
atenuaciéon cada vez més rédpida para A = T7,...,10. Ello representa una accién
de control més enérgica al aumentar el valor de la longitud del horizonte de prediccién
A, lo cual estd en contradiccién con el significado de dicho pardmetro, puesto que en
dicho caso se pretende la atenuacion de la respuesta al cabo de un horizonte mas lejano
y, consecuentemente, la accién de control es mas suave. La justificacién de la aparente
contradiccion anterior radica en la exagerada diferencia que existe entre el numero
real de retardos del sistema (n, = 3) y el valor estimado en el modelo predictivo

(fir = 0). El error de estimacién de los retardos hace que la fuerza de control se aplique
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Figura 4.4b Respuesta controlada.  Sin ezcitacidn. A = 2,
Ne = 3, ﬁr = O’

a destiempo y que su accién pueda convertirse en desestabilizadora si se pretende un
. ., o . .
répida atenuacién de la respuesta, es decir, si A es pequefio. Este importante efecto
desestabilizador (creciente al disminuir A) se superpone a la accién estabilizadora del
control (también creciente al disminuir \) y perturba la tendencia de la accién de control
a atenuarse cuando A aumenta. Para valores de )\ superiores a 10 la inestabilidad
provocada por la diferencia entre n, y 7, tiende a desaparecer y la accién de control es
menos enérgica con una atenuacién mas lenta de la respuesta. La figura 4.5f confirma,

para A = 15 dicha aseveracién.

En todos los ensayos con una accién de control estable mostrados en las figuras
4.5 el amortiguamiento de la respuesta es notoriamente mas rapido que en el ensayo

sin control mostrado en la figura 4.3. Consecuentemente, en dichos casos la accién de

control es plenamente eficaz.
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Figura 4.4c Respuesta controlada.  Sin ezcitacidn. N = 3,
n, = 3, i, = 0.

Se describen a continuacién los ensayos numéricos del segundo grupo en los que
existe una excitacion dindmica que proviene del acelerograma sismico mostrado en la
figura 7.8.

En la figura 4.6 se muestra la historia temporal del desplazamiento cuando no

existe fuerza de control.

Cuando existe una accién de control, la respuesta es inestable para valores de A
inferiores a 6 y estable en los otros casos. En las figuras 4.7a a 4.7Te se representan las

respuestas controladas en los casos inestables.

La comparacién entre las figuras 4.7 muestra que la inestabilidad tiende a
disminuir cuando )\ aumenta puesto que el instante en que la respuesta crece de forma
desmesurada se desplaza hacia la derecha. En las figuras 4.4 se observaba aniloga

tendencia en ensayos sin excitacion.
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Figura 4.4d Respuesta controlada.  Sin ezcitacién. A = 4,
n, = 3, i, = 0.

Para valores de A superiores a 5 la respuesta es estable. En las figuras 4.8a a
4.8c se representan historias temporales del desplazamiento y de la fuerza de control en

dichos casos.

El menor valor de A que proporciona una repuesta estable es el mismo en los
ensayos del primer grupo en los que no existe excitacién que en los ensayos del segundo
grupo en los cuales se considera una excitacién dindmica. Esta coincidencia confirma que
la estabilidad del control predictivo no es un fenémeno relacionado con las caracteristicas

de la excitacién sino que depende exclusivamente de los valores propios de la matriz A.

La comparacién de las historias temporales de los kdesplazamientos en las figuras

4.8 para A = 6,7 y 8 muestra que los desplazamientos en el caso A = 6 (figura
4.8a) son mayores que en el caso A = 7 (figura 4.8b) y éstos son a su vez menores que
los correspondientes al caso para A = 8 (figura 4.8c). Para valores de A superiores a
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Pigura 4.de Respuesta controlada.  Sin ezcilacion. A = 5,
n, = 3, #, = 0.

8 la respuesta aumenta progresivamente con el valor de A. Ello indica una tendencia
similar a la apuntada en las figuras 4.5 para los ensayos sin excitacién externa, es
decir, para valores crecientes de A a partir de 6 la respuesta del sistema disminuye
inicialmente y posteriormente aumenta de forma continua. En el caso de. ensayos con
excitacién dindmica se aprecia una importante diferencia con respecto a los ensayos sin
excitacién: la disminucién inicial de la respuesta y el posterior incremento de la misma
corresponden a valores de A més pequenos. Dicha circunstancia se interpreta como una
mayor atenuacién de la accidén de control al aumentar A producida por el incremento del
error en la prediccién de la respuesta al cabo del horizonte de prediccién cuando éste
se aleja (por ser mayor el valor de A) y, consecuentemente, la cantidad de perturbacién

exterior que no se tiene en cuenta en la prediccion es mayor.

La comparacién entre la respucsta incontrolada del sistema mostrada en la figura

4.6 y las respuestas del sistema sometido a una accién de control estable mostradas en
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Figura 4.5a Respuesta controlada.  Sin excitacion.. A = 6,

ne = 3, i, = 0.
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Figura 4.6 Respuesta sin control. Ezcitacidn sismica.

las figuras 4.8 muestra que, cuando existe una excitacién exterior, la accién de control
es plenamente eficaz para disminuir la respuesta del sistema. Cuando A aumenta, la
desestabilizacién provocada por la diferencia entre n, y #, disminuye y puede hallarse
un valor de A para el cual la inestabilidad es poco apreciable y sin embargo la accién
de control es ain suficientemente enérgica para lograr una importante reduccién de la
respuesta. En las figuras 4.8 se aprecia que cuando A = 7 se cumplen las exigencias
anteriores. Para diferencias entre n, y 7, no tan elevadas pueden conseguirse acciones

de control estables y eficaces para valores de \ mds pequertios.

En la tabla 4.2 se muestran los valores dei modulo méximo de los valores propios
de la matriz A para diferentes valores de y, de n, y de #, en presencia de errores
en la estimacién de los pardmetros dinamicos del sistema en la generacién del modelo
predictivo (4.4) cuando dichos errores se expresan en forma de porcentajes AM y Aw

de la masa y de la frecuencia natural de vibracién del sistema, respectivamente.
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Figura 4.7a Respuesta controlada. Ezcitacidn sismica. A = 1,
n, = 3, n, = 0.

La tabla 4.2 muestra que, atn en presencia de errores de modelizacién en el modelo
predictivo (4.4), a partir de un valor de p (y consecuentemente de A) el médulo méximo
de los valores propios de A es menor que la unidad. En la tabla 4.2 se representan en
negrita, para cada conjunto de valores de ng, fir, Aw y AM, los valores menores que la

unidad que corresponden al menor valor de p.

La comparacién entre los datos contenidos en las tablas 4.1 y 4.2 muestra que los
errores en la estimacién del niimero de retardos del sistema perjudican la estabilidad del
control predictivo de forma mas acusada que los errores de estimacién de sus pardmetros
dindmicos. Ello se debe a que los valores de M, C'y I{ incorrectos inicamente producen
una estimacién errénea de la respuesta predicha mientras que una discrepancia entre n,

y 7, provoca una actuacién a destiempo de la fuerza de control.
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Figura 4.7b Respuesta controlada. Ezcitacidn sfsmica. A = 2,
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4.5 CONCLUSIONES

En el presente capitulo se ha formulado un algoritmo de control predictivo para
control digital activo de estructuras cuyo comportamiento dindAmico pueda representarse
mediante un modelo lineal. El algoritmo predictivo determina, en cada instante de
muestreo k, el valor del vector de control u(k) minimizando la diferencia entre la
respuesta predicha en un instante futuro £ + A por un modelo predictivo que simula el
comportamiento dinamico de la estructura y la respuesta en dicho instante perteneciente
a una trayectoria de referencia. Ista se toma generalmente igual a la consigna nula. En
la formulacién del algoritmo predictivo puede tenerse en cuenta el tiempo de respuesta

de los actuadores que introduce un retardo en el lazo de control.

El valor del pardmetro A influye de forma significativa en las caracteristicas del

control: un valor pequefio de A corresponde a una accién de control intensa con una
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Figura 4.7c  Respuesta controlada. FExcitacion sismica. A = 3,
n = 3, A, = 0.
notable reduccién de la respuesta de la estructura mientras que un valor elevado de A

representa una accién de control menos enérgica.

Aunque las caracteristicas dindmicas de la estructura y el tiempo de respuesta de
los actuadores se estimen incorrectamente en el modelo predictivo, tomando valores de
A suficientemente grandes puede construirse un algoritmo de control predictivo robusto
que genere un proceso en lazo cerrado estable con una accidén de control eficaz capaz de

reducir de forma apreciable la respuesta de la estructura.

El efecto de la accién de control puede asimilarse, en primera aproximacioén, a un
incremento del amortiguamiento y de la rigidez de la estructura. La similitud es mayor

si el tiempo de respuesta de los actuadores y el perfodo de muestreo T' son pequefios.
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TABLA 4.2

MODULO MAXIMO DE LOS VALORES PROPIOS DE A

T, Tty Aw AM lu—1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 -20% 20% 171 0.32 058 070 077 081 084 0.87
1 0 -20% 20% 201 131 103 o0.88 079 074 077 0.82
3 0 -20% 20% .71 139 124 115 109 104 1.00 0.97
3 1 -20% 20% 278 124 114 108 1.03 0.99 0.96 0.93
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