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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

MOTIVACION

Los procesos de compactacion de pulvimateriales forman parte de la tec-
nologia de conformado de polvos cuyas aplicaciones estin destinadas a la fab-
ricacién de materiales metélicos y/o ceramicos de alta calidad y a la manufac-
tura de muchos de los componentes que se requieren en la industria automotriz,
aerondutica, eléctrica, electrénica, en la fabricacion de maquinas herramienta,
etc. La materia prima, que consiste en un polvo con un diametro medio entre
20pm y 200pm, se compacta dentro de un molde, mediante la accién de un
conjunto de punzones que se desplazan en distintos sentidos y en general con
diferentes velocidades relativas. Después de la compactacién, la densidad final
puede ser 2 o 3 veces la densidad inicial y por encima del 90% de la densidad
tedrica del polvo constituyente. El producto final es una pieza compactada
(compacto) con la forma de la pieza deseada, que tiene la resistencia suficiente
para que pueda ser trasladada sin que se fracture, pero que en ningin caso se
puede utilizar en una aplicacién en ingenieria. El valor 6ptimo de las propieda-
des mecdnicas del compacto se alcanza en la etapa de sinterizacién, que consiste
en introducir el compacto en un horno y someterlo a la accién del calor dentro
de una atmosfera controlada. En esta etapa, las particulas se sueldan entre si,
por difusién atomica y se obtiene la resistencia requerida. La temperatura a la
que estd sometido el compacto durante esta etapa, se conoce como temperatura
de sinterizacién y se encuentra por debajo del punto de fusién de los elementos
constituyentes del polvo metalico.

Entre las principales razones que conducen a utilizar los procesos de com-
pactacion y la tecnologia de conformado en general, estin aquellas puramente
técnicas, otras econdmicas y otras que permiten incursionar nuevas vias de desa-
rrollo que antes eran inexploradas. Mediante esta tecnologia se pueden fabricar
materiales compuestos por elementos de altisimo y muy diversos puntos de
fusién cuya incompatibilidad hacia imposible la aleacion de ciertos compuestos
como: W-Cu-Ni. Existe también la posibilidad de desarrollar micro-estructuras
muy particulares, como la porosidad en los materiales para filtros metalicos, o
piezas anticorrosivas, o la obtencién de estructuras muy finas para disminuir la
friccion entre piezas. etc. Los procesos de compactacion en particular ofrecen

vii
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entre otras, dos ventajas que justifican su utilizacién. La primera, es el ahorro
de materia prima que se obtiene respecto a otros procedimientos de manufactura
(mecanizado, fundicién, forja) y la segunda, que es en gran parte responsable
de la primera, es que el compacto final estd muy cerca de tener las dimensiones
finales deseadas.

La bondad del proceso de compactacion depende entonces del costo de la
manufactura y de las propiedades finales requeridas. La fabricacion de un nuevo
componente, requiere el disefio de todo el proceso de compactacion, que se
especifica mediante las distintas variables que intervienen en el diseno tales
como: el tipo de pulvimaterial, la forma y tamafo del molde, la secuencia y
velocidad de los punzones, el procedimiento de extraccidn, etc.

Los métodos actuales para disenar los procesos de compactacion se basan
principalmente en la propia experiencia y en la prueba de un gran numero de
prototipos de disefio, que son costosos en tiempo y dinero. El disefio de un
proceso tipico requiere varias semanas para disefiar los ensayos, para modificar
los moldes, los punzones, la secuencia de movimientos, etc, todo con el fin de
obtener un compacto con una apropiada distribucién de densidades.

Los métodos computacionales para simular los procesos de compactacion,
basados en las teorias de la mecanica de sélidos, aparecen como unas herramien-
tas prometedoras, para reducir el costo tanto de tiempo como de dinero, que
se requiere durante las etapas de disefio del proceso de compactacién. Dichas
herramientas (programas de ordenador) también proporcionan nuevas inter-
pretaciones acerca de los cambios fisicos que ocurren durante la compactacion.
Esto permitira analizar nuevos procesos que permitan construir componentes
mas complicados.

Desafortunadamente, el tiempo de ejecucién de un programa numérico
desarrollado en un ordenador secuencial requiere tiempos de calculo todavia
muy elevados para que pueda reemplazar eficazmente a las metodologias del
disefio tradicionales. Esta es una de las razones por las que la supercomputaciéon
en general y el cdlculo paralelo en particular, emergen como un camino posible
para conseguir que este tipo de nuevas metodologias de disefio, se conviertan
en herramientas de uso diario.
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OBJETIVOS

El objetivo global de la tesis es la simulacién numérica de la fase de
compactacion de pulvimetales, con el animo de facilitar y mejorar el disefio
de los procesos de fabricacién por compactacion de polvos metalicos. Este
objetivo se inscribe dentro de unas lineas de investigaciéon de mas largo alcance
que por un lado consideran la simulacién de todo el proceso de fabricacién y su
incidencia en las propiedades del material resultante, y por otro, la aplicabilidad
de las técnicas del cdlculo paralelo que permitan obtener tiempos de respuesta

razonables.

Dicho objetivo global puede descomponerse en los siguientes objetivos
concretos:
a) Desarrollo de un modelo numérico, con capacidad de simular los siguientes
fenémenos que se producen durante la fase de compactacién:

- el transporte de material de unas zonas a otras en el interior del molde

- la densificacion del aglomerado de polvo en el rango que va desde el estado
de la materia prima en polvo, hasta valores del 80-90% de la densidad del
producto totalmente homogéneo

- el rozamiento de las particulas con las paredes del molde y sus efectos sobre
la densificacién de las zonas cercanas

- el estado tensional que se produce durante el proceso de compactacién y
especialmente el estado de tensiones residuales que tiene el producto al final

del mismo

- la fuerza de extraccion requerida para expulsar el compacto del molde

- la recuperacion eldstica (spring-back) que se produce después de la etapa de
extraccion

En esencia, el modelo debera ser capaz de proporcionar una respuesta, en
términos de la distribucion de densidades y el estado tensional durante el proceso
de compactacion, en funcién de los siguientes pardmetros:

- la geometria del molde
- las propiedades fisicas del compacto

- cualquier disefio del proceso de compactacion, establecido en términos del
nivel de las fuerzas de compresidn, la secuencia de actuacién de los punzones,
los tiempos de actuacion de los mismos, etc.

b) Calibracién de los pardmetros del modelo numérico y de la metodologia de
simulacion, por comparacion entre los resultados numeéricos y experimentales.

¢) Implementacién del modelo numérico aplicando las técnicas del célculo
paralelo. Primero estudiando las diferentes arquitecturas paralelas disponibles
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y después eligiendo la estructura de datos, que mejor se ajuste a la maquina,
con el fin de obtener altas eficiencias.

CONTENIDO DE LA TESIS

Esta tesis presenta un modelo numérico para simular la fase de compactacién
de pulvimateriales y su implementacién en ordenadores de cilculo paralelo.
La tesis consta de cinco capitulos. En el capitulo 1, se lleva a cabo una
breve descripcion fenomenolégica del proceso de compactacion, se estudian las
principales propiedades y métodos de produccion del material en polvo y su
efecto sobre las propiedades finales del compacto. Se analizan cada una de las
operaciones que intervienen en el proceso y se estudian las modificaciones de
las propiedades fisicas a medida que avanza la compactacion. El capitulo 2
corresponde al estado del arte de los modelos constitutivos empleados hasta
ahora para la modelizacién del pulvimaterial, también se describen algunas de
las estrategias numéricas empleadas para la solucién del sistema de ecuaciones
asociado a la modelizacién.

En el capitulo 3, se presenta la formulacién matematica del modelo numérico
que se propone en esta tesis. En la seccion 3.2 se describen las variables basicas
del modelo y su interpretacion fisica. Se analizan también los alcances y lim-
itaciones del modelo. En la seccion 3.3 se formulan las ecuaciones basicas nece-
sarias para la simulacién numérica: ecuaciones cinematicas, ecuacién constitu-
tiva, funciéon de fluencia, reglas de flujo y disipacién. En las secciones 3.4 y
3.5 se describen los modelos de contacto y de friccién que se estudian en esta
tesis para modelar el efecto que producen las paredes tanto del molde como
de los punzones, sobre el material en polvo y en general sobre las propiedades
mecdnicas finales del compacto. El capitulo se completa con cuatro anexos que
contienen los cdlculos necesarios para la formulacién del modelo numérico. En
el anexo A1, se realiza el calculo del tensor constitutivo tangente, que se necesita
para garantizar la convergencia cuadratica del problema global. En el anexo A2
se calculan las contribuciones a la matriz tangente global debidas a los términos
de contacto y friccion. En el anexo A3, se describen brevemente algunos aspec-
tos técnicos que se deben tener en cuenta a la hora de realizar la discretizacion e
implementacién por elementos finitos y se describe la forma como se calculan en
esta tesis los términos de friccién y contacto. El anexo A4, contiene un resumen
de las operaciones (pull back, push forward) de transformacién de tensores entre
las dos configuraciones: material y espacial.

En el capitulo 4, se estudia el comportamiento del modelo numeérico propu-
esto. El capitulo se divide en dos secciones, en la seccion 4.2 se describen una
serie de ejemplos que permiten evaluar la herramienta numérica comparando
los resultados numéricos frente a una campaifa de resultados experimentales.
En la seccion 4.3, se describen una serie de ejemiplos que tienen por objeto
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mostrar la utilidad de la herramienta numeérica en los disefios de los procesos
de compactacién de piezas complejas.

En el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos a partir de la
aplicacién las técnicas del calculo paralelo a un programa cuasi-estatico de
elementos finitos, que en este caso es el programa de simulacién desarrollado en
esta tesis. En la seccién 5.2 se analiza cuidadosamente el algoritmo general del
problema no lineal y se destacan las operaciones principales que deben tenerse
en cuenta en el momento de paralelizar el programa. En la seccién 5.3 se
decriben brevemente las diferentes clasificaciones de ordenadores paralelos. En
la seccion 5.4 se presentan las diferentes estructuras de datos que se proponen
dependiendo del tipo de ordenador y por ultimo en la seccién 5.4 se comparan
los tiempos de ejecuciéon que se obtienen sobre las diferentes arquitecturas, se
analizan las ventajas y desventajas de cada arquitectura y los problemas de
comunicacién que se generan en cada una de ellas.






CAPITULO 1

DESCRIPCION FENOMENOLOGICA
DEL PROCESO DE COMPACTACION

1.1 LA PULVIMETALURGIA Y EL PROCESO DE COM-
PACTACION

La pulvimetalurgia o metalurgia de polvos, es una parte de la Ingenieria
Metalurgica de caracter pluridisciplinar que da lugar a la técnica de fabricacién
de piezas mediante compactacion y sinterizacién de polvos o mezclas de polvos
metalicos y lubricantes, obteniendo un producto final con una porosidad con-
trolada[4]. La primera fabricacién de un grupo considerable de piezas metalicas
provenientes de polvos metalicos fue llevada a cabo al menos hace cinco siglos
[6] v se producia mediante este proceso ya que era imposible con los antiguos
hornos calentar el material hasta el punto de fusién. Entre los primeros meta-
les, que se produjeron de esta manera figuran el hierro y el cobre. El método
general consistia en reducir el mineral por medio del carbodn, el resultado era
un metal esponjoso que luego se consolidaba golpeando la masa caliente. Mas
tarde, la fabricacidon de piezas a partir de polvo metdlico fue desplazada por
los métodos de fusién, aunque el polvo metalico se seguia empleando en la pro-
duccién de metales refractarios (se denominan como refractarios a una serie de
metales como el Wolframio, molibdeno y tantalo de elevado punto de fusién, que
en servicio resisten elevadas temperaturas). Al comienzo del siglo diecinueve,
Wollaston logrd producir platino sin necesidad de calentar el material hasta su
fase liquida, consiguiendo asi la primera sinterizacion de la que se tiene constan-
cia. Los detalles del método se publicaron en 1829 donde se pueden apreciar
los primeros analisis, teniendo ya en cuenta factores tan importantes como el
tamafio de las particulas y la alta densidad del material macizo. En la segunda
mitad del siglo, el método de Wollaston fue reemplazado por procesos de fusién
parala produccidon del platino. Pero seguia existiendo una gran demanda de ma-
teriales con un mayor punto de fusién, que sélo podian ser consolidados a partir
de metales en polvo. La preparacion de lingotes, a partir de polvo metalico,
para fabricar metales -tales como el tungsteno, molibdeno, tantalo y niobo se
emplea todavia a escala comercial. Debido a que no existe ningun metal, que no
se pueda fundir, entonces el uso de la pulvimetalurgia para la produccién de me-
tales se vid restringido sdlo para la fabricacion de aquellos donde la fusion es una
parte indeseable en la produccién [6][2]. Existia entonces un gran vinculo entre
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la produccién de materiales refractarios y el empleo de la pulvimetalurgia, pero
fuera de ésta, se generaron nuevas lineas que determinaron las aplicaciones ac-
tuales de la pulvimetalurgia. Entre las primeras nuevas aplicaciones, aparecio la
produccién de carburos cementados (aleaciones también conocidas como metal
duro), que resultaron de la necesidad de producir matrices resistentes al des-
gaste. El desarrollo de carburos cementados se inicio con los trabajos de Krupp
en 1914 [6], la produccién se extendié a la produccién de tugnsteno cemen-
tado y aleaciones de molibdeno para contactos eléctricos. En la década de los
anos veinte aparecieron los primeros cojinetes autolubricados mediante la im-
pregnacion del aceite en el material poroso. Se inicid asi una nueva etapa, la
produccién de metales porosos. Los métodos convencionales de conformado no
solo no son capaces de fabricar piezas con porosidad controlada prevista, sino
que la porosidad normalmente aparece de forma incontrolada como defecto de
la técnica de moldeo. Las aleaciones porosas tienen interés practico, porque
se pueden llenar los poros de aceite, que actua de lubricante cuando la pieza
se utiliza como cojinete, o se puede utilizar como filtro, en las operaciones de
filtrado, o como absorbentes de ruido [6][2]. Pero el desarrollo mas importante
que tuvo la pulvimetalurgia se encontré en la produccién de ciertas piezas de
formas complejas que en algunos casos se pueden fabricar mds baratas que me-
diante las técnicas tradicionales del moldeo, forjado, o mecanizado. Se inicié
entonces una gran expansién de la industria de componentes sinterizados, siendo
hoy uno de las ramas mds importantes de la pulvimetalurgia. En la actualidad,
la industria del automévil es una de las mas afectadas por la pulvimetalurgia.
Los punzones y las guias de los amortiguadores son piezas sinterizadas. Otras
aplicaciones tipicas incluyen partes de los cierres de las puertas, el rotor de la
bomba de aceite, engranajes, anillos de bloqueo, partes del embrague, anillos de
los punzones, asiento de las valvulas, etc. Se fabrican también bastantes com-
ponentes que requieren una alta precision, como los sistemas hidraulicos. Los
avances en la Ingenieria nuclear también han influenciado el empleo de la pul-
vimetalurgia, debido a la necesidad de producir nuevos materiales que provienen
de la mezcla entre metales y no metales, conduciendo a que las fronteras entre
los pulvimetales y los ceramicos ya no sea tan marcada.

El proceso de fabricacion

Cuando se desea construir una pieza a partir de polvos metalicos, es
necesario dar al polvo metédlico la forma deseada y luego producir un enlace
entre las particulas que la convierta en una pieza maciza con buenas propiedades
mecanicas. En general, al final de la etapa de conformado, la pieza sdlo tiene
la resistencia suficiente para facilitar la manipulacién de ésta. La resistencia
final se obtiene en la segunda etapa, que se conoce como sinterizado. Este
es un proceso fisico-quimico que consiste en calentar la pieza (por debajo
de la temperatura de fusién de sus componentes) en un horno en atmésfera
controlada, de tal forma que la pieza adquiere consistencia mecanica por
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recristalizacién y soldadura intergranular de las particulas de polvo. El material
pasa de ser un material muy fragil a convertirse en un material con buenas

propiedades mecanicas.

Entre las formas mds conocidas de conformado se encuentran: (1) confor-
mado sin presiodn, (2) conformado con presion en frio, (3) conformado con presién
en caliente.

Conformado sin presion

Los métodos de conformado sin presion son aquellos en los que no se aplican
fuerzas externas, excepto las restricciones que ofrece el molde, la gravedad y
la presién atmosférica. Entre los métodos mas conocidos en este grupo se
encuentran la sinterizacién floja o sin cohesidn, que se emplea ampliamente para
manufacturar materiales altamente porosos. Basicamente el metal es vertido en
el molde el cual se calienta a la temperatura de sinterizado. La geometrias que
se pueden hacer por este método estan limitadas a la capacidad que tenga el
polvo para fluir y la forma del molde. Otra limitante es la contracciéon que
ocurre como resultado de la sinterizacion, que puede fracturar la pieza. Una
cuidadosa eleccion de la distribucién y tamafo de las particulas puede llevar en
algunos casos a densidades del 80% de la densidad teérica [6].

Conformado en frio

La etapa del conformado en frio se conoce también como compactacién en
frio, o prensado en frio y consiste basicamente en la aplicacién de presién sobre
una masa de material en polvo, que se encuentra dentro de una matriz, que
es el negativo de la pieza que se desea construir. La compactacién se realiza
mediante prensas verticales mecanicas, hidraulicas o mixtas y la velocidad de
prensado esta comprendida entre 400 y 1400 piezas por hora [4].

Entre las etapas precedentes a la compactacién en frio, que influyen en las
caracteristicas de la pieza final, se encuentran, la produccién y el mezclado del
material en polvo. La produccién del material en polvo, se lleva a cabo por
diversos métodos, que van desde los puramente mecdnicos como la trituracién,
hasta los métodos mas sofisticados como la reduccién o la atomizacién. Como
se explicara mas adelante, las diferentes caracteristicas del polvo como su
grado de pureza, tamaifio y forma del grano, etc, dependen fuertemente del
tipo de método empleado. El mezclado consiste en repartir homogéneamente
las particulas que conformaran el material disefhado, anadiendo ademés un
lubricante que es imprescindible en la etapa de compactacion. En general, el
mezclado se lleva a cabo en un mezclador bicénico que se hace girar durante un
determinado tiempo, luego la mezcla final se descarga en tolvas que suministran
el material a la matriz. El proceso de compactacién en frio a su vez, se puede
dividir en tres etapas [6][2][5]: el llenado (figuras 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3), que consiste
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en depositar el material de las tolvas en la matriz. Esta primera etapa es
esencial para garantizar la homogeneidad de la pieza, ya que todas las zonas de
la matriz deben llenarse de forma similar para evitar variaciones en la densidad
al final del proceso. La siguiente etapa, es la compactaciéon o aplicacion de la
presion externa (figura 1.1.4) mediante el uso de punzones que se desplazan
a una velocidad determinada, o que transmiten una presién determinada. En
esta etapa, se produce un aumento en la densidad y en general, un aumento
en las propiedades mecanicas de la pieza. El movimiento de los punzones se
sincroniza de tal forma, que la distribucién de la densidad en el interior de la
pieza sea lo mas homogénea posible. Luego de aplicada la carga, viene la etapa
de extraccion y retirada de la pieza (figuras 1.1.5, 1.1.6, 1.1.7). La extraccién
se realiza por medio de los punzones inferiores, que se desplazan hacia arriba
venciendo la fuerza de friccion que existe entre la pieza y el molde. El efecto de
la friccidn se puede atenuar con el uso de lubricantes. Después de la retirada
de la pieza, se procede a llenar el molde y continuar el proceso.

Las principales ventajas que tiene la utilizacién de este proceso, para la
fabricacién de piezas de uso industrial[4] son las siguientes:

a. Permite la fabricacion de piezas con un gran ahorro de materia prima, ya
que sdlo se usa la cantidad de material requerido para alcanzar el producto

final

b. La precisiéon que se obtiene en las dimensiones del producto final es bastante
elevada y la dispersion de medidas en una serie larga de piezas es muy baja

c. Las operaciones de mecanizado se reducen o se eliminan

d. Permite construir piezas con una porosidad controlada, utilizada por ejem-
plo en el diseno de cojinetes autolubricados o piezas atenuantes del sonido

e. El acabado superficial es excelente, siendo superior a técnicas convencionales
como la fundicidn, forja, etc.

f. Es una técnica poco polucionante

g. El proceso de compactacion permite ser automatizado, aumentando asi el
nivel de produccién

h. Disminuye el consumo global de energia, ya que la pieza no necesita llevarse
hasta el punto de fusién del material base

Entre las desventajas se pueden enumerar las siguientes:

El coste, disefio y construccién de la matriz es bastante elevado [6], entonces
su inversion solo se justifica si se pretende fabricar un gran nimero de piezas

[y

ii. La compactacién, requiere la utilizacién de grandes presiones para poder
obtener asi altos valores en la densidad que a su vez implican mejoras en
las propiedades mecanicas. Pero para conseguir estas grandes presiones, se
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requieren prensas de gran capacidad, que ademds limitan el tamano de las
piezas que se pueden construir

En general, los niveles de resistencia de las piezas son menores que las de
las piezas macizas

La obtencién de las materias primas (polvo metdlico o cerdmico) es costosa

. Existen geometrias que son practicamente imposibles de construir comple-

tamente por este método, lo que obliga en algunos casos a un maquinado
posterior, incrementando asi los costos

La etapa de la expulsién, es otra limitante en la geometria, ya que la pieza
puede deformarse o romperse
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Figura 1.1 Proceso de compactacién (tomado de la referencia [4])
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Conformado con presion en caliente

En el proceso de conformado en frio, el incremento en la densificacién va
disminuyendo a medida que se avanza en la compactacién. Esto es debido
al trabajo en frio hecho sobre las particulas de polvo, que hace muy dificil
cualquier aumento en la densidad en las etapas finales del proceso a temperatura
ambiente. Sin embargo, si durante la etapa de compactacion, al mismo tiempo
se calienta la pieza a temperatura de recristalizacion [6]{66](67], el trabajo en
frio se elimina y se consiguen de esta forma mayores densidades. El resultado
son piezas con densidades cercanas a la densidad tedrica, de dimensiones muy
precisas, que en general no necesitan un mecanizado posterior. Ademas, es
posible compactar metales que son imposibles de compactar a temperatura
ambiente. Los primeros trabajos en esta area se deben a Goetzel. Entre las
dificultades y desventajas del método se tienen las siguientes: (1) para muchos
de los metales el inconveniente estd en la oxidacion del polvo, que hace necesario
el empleo de una atmoésfera que los proteja durante el calentamiento y luego
también durante su enfriamiento fuera del molde. Esto hace, que el proceso
sea lento y costoso [6], (2) el uso de las altas temperaturas limita el tipo de
materiales que se pueden emplear para la fabricacién del molde, ademas el
desgaste se incrementa a estas temperaturas.

Existen otros procesos de conformado en caliente, como el laminado en
caliente de polvos flojos o sin cohesion, que se hacen pasar por rodillos a una
temperatura de 300°C. Una de las dificultades es la adherencia que se produce
entre el material y los rodillos. Otras técnicas similares son forja, extrusion y
estampado. La extrusién es muy util para la produccion de varillas, tubos y
demas formas similares usando como materia prima, polvos metalicos. Otro
proceso es la compactacidn isostatica en caliente [66][67], que consiste en la
aplicacién de calor a un proceso de compactacién isostdtica (la presion que se
aplica es uniforme sobre todo el compacto). En este caso el polvo se envuelve
en laminas metdlicas flexibles y se colocan en el interior nucleos rigidos que dan
la forma a la pieza. La presion se transmite por medio de un liquido o gas.
La aplicacién simultdnea de calor, provoca una sinterizacién a medida que la
densidad aumenta. Al igual que en los procesos anteriores las densidades finales
estdn muy cerca a la tedrica, esto equivale a decir, que el nivel de poros al final
es casl nulo. Mediante esta técnica se obtienen piezas de metal duro y aceros

de elevada resistencia.

En las siguientes secciones de este capitulo, se analizan con mas detalle,
las diversas formas de produccién de materiales en polvo y el efecto sobre sus
propiedades. También se analizard paso a paso el proceso de compactacion en
frio que es el tema central de esta tesis.
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1.2 PROPIEDADES Y PRODUCCION DE MATERIALES
METALICOS EN POLVO

Se entiende por polvo metdlico aquel metal en forma de polvo cuyas
particulas tienen un diametro maximo del orden de 800-900 micrones y estan
constituidas al menos de un 85% del metal puro, siendo el resto principalmente
éxidos [8][2].

Existen diferentes métodos para la produccion de polvos metélicos. De-
pendiendo de las caracteristicas de cada uno, las propiedades del polvo varian.
Como se sugiere en [6] es conveniente analizar primero las propiedades que se
desean en el material en polvo y luego analizar los procesos de produccién exis-
tentes. Entre las principales propiedades se cuentan: la composicién, el tamaifio
de las particulas, su forma y estructura. Estas propiedades determinan otras
caracteristicas como: la superficie especifica que relaciona el area superficial
con el peso del polvo, la densidad aparente y la capacidad para fluir. También
determina la capacidad del material para dejarse compactar y sinterizar apro-

piadamente.

1.2.1 Composicién

La composicién quimica del material en polvo, determina tanto las propie-
dades finales del producto como el proceso para producirlo. En el momento de
compactar una pieza, es muy importante el comportamiento ante las grandes
deformaciones que pueden ocurrir y esto viene determinado por la composicion
quimica. La aleacion y las impurezas también afectan la sinterizacién, ya que
parte de las impurezas pueden cambiar de fase a la temperatura de sinterizado.
La determinacién de los componentes se realiza en general con las técnicas ha-
bituales utilizadas por los analistas quimicos.

1.2.2 Forma, tamano y superficie especifica de las particulas

Estos tres factores se relacionan, ya que una disminucién en el tamano
de las particulas o una desviacion de la forma esférica aumentan la superficie
especifica. Su importancia radica en la influencia que tienen en el proceso de
compactado y sinterizado.

La figura 1.2 muestra una de las alternativas mds comunes para la clasi-
ficacion de la forma de las particulas. La figura 1.3 presenta los principales
factores de forma, que se deben tener en cuenta al comparar las diversas posi-

bilidades.

Las particulas muy finas e irregulares generalmente llevan a una alta
superficie especifica, que es una propiedad deseada en el proceso de sinterizado.
Pero las particulas muy finas tienden a tener bajas propiedades de flujo y a
disminuir la densidad aparente [4][6], estos factores son muy importantes durante
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Figura 1.3 Factores de forma.
a, b = longitudes del rectangulo.
C = perimetro de la particula proyectada.
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el proceso de compactacion. Aunque las particulas esféricas tienen la forma
6ptima para permitir un buen flujo y buena densidad aparente, tienen el menor
numero de puntos de contacto que hacen que el area de enlace sea menor.

El tamano de las particulas se puede determinar mediante el uso de
microscopios dpticos o de electrones, en el caso de polvo muy fino. Este método
es bastante eficiente pero demasiado laborioso ya que requiere que se haga la
medicién sobre toda una muestra que en general debe ser pequena. Por lo tanto
la seleccidn de la muestra debe ser bastante precisa. Otro método alternativo
bastante usado es el tamizado, que consiste basicamente en hacer pasar el polvo
por diferentes tamices y dependiendo del porcentaje de particulas que consiguen
pasar, se determina su diametro promedio. Otra forma empleada para conocer
el tamano de particulas muy pequenas es aprovechar la relacion que existe entre
la velocidad de una particula en un fluido y su tamano. La relaciéon viene dada
por la ecuacién de Stokes, que expresa una relacion entre la velocidad terminal
de la particula, la densidad de la particula, la densidad del fluido, didmetro de
la particula y viscosidad del fluido. Para que la medicién sea valida se exige
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Figura 1.4 Flujometro

que el nimero de Reynolds esté por debajo de 0.2. Se debe tener en cuenta que
el didmetro corresponde al tamafio de una particula esférica equivalente.

Una medicion del drea total superficial de una masa de polvo puede ser un
buen indicativo del tamafno promedio de las particulas. Existen dos métodos
para realizar este calculo. El método de absorcién que consiste en exponer
a las particulas a la accién de un gas que se adhiere a la superficie de éstas
formando unas macromoléculas. Se debe determinar cuanto gas fue absorbido
y dependiendo de esta cantidad se determina el 4rea superficial. El segundo
método llamado permeametria se basa en el cdlculo de la resistencia ofrecida al
paso de un determinado fluido por una columna de material en polvo. El aparato
consiste de un tubo en donde se coloca el polvo, una bomba que suministra al
fluido la presién deseada y un medidor de la caida de presién al final. La
superficie total se calcula mediante la ecuacién de Carman [6] que expresa la
superficie especifica en términos de la constante de permeabilidad, la viscosidad
cinematica y la fraccion de volumen de vacios respecto del volumen total.

1.2.3 Flujo y densidad aparente

La velocidad a la cual el polvo puede fluir a través de un orificio es
muy importante ya que refleja en que medida el polvo conseguird llenar
completamente el molde de una determinada pieza. La determinacién de esta
propiedad se lleva a cabo mediante la utilizacién de un aparato medidor de flujo,
( ver figura 1.4) que consiste en un embudo de forma cénica construido bajo
ciertas medidas estandar [9][7]. Se mide entonces el tiempo que tarda en salir
una cantidad fija de polvo por un orificio que normalmente tiene entre 0.1 y
0.125 pulgadas. La figura 1.5 muestra el angulo en reposo de un buen material
para fluir y otro que no lo es. Esto es debido a que en el primero, la friccién
entre particulas es mayor que en el segundo y esto hace que el polvo fluya mas
lentamente.
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Figura 1.5 Angulo en reposo: a. mal flujo b, buen flujo

La densidad aparente de una masa de polvo es el peso por unidad de volu-
men. El volumen incluye todos los vacios entre particulas y la porosidad interna
del material. Este valor se obtiene vertiendo el material en un contenedor de
volumen conocido bajo condiciones estandar y luego se procede a pesarlo.

Esta densidad depende de la forma de las particulas, de su tamafo y
distribucién. Asi como de su porosidad. Su interés reside en el hecho de que
las matrices se llenan normalmente con un volumen fijo de polvo, por lo que la
densidad, indica la profundidad con la que deben disenarse.
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Figura 1.6 a. Densidad aparente - Tamaifio particula
b. Super. Especifica - Tamaiio particula
c. Densidad aparente - forma de las particulas

La figura 1.6 muestra cualitativamente [9] como varia la densidad aparente y
la superficie especifica respecto del tamaiio de las particulas, asi como el efecto
de la forma sobre la densidad aparente. La figura 1.6.a muestra como para
un mismo material constituyente, un tamafo de particulas muy pequefio tiene
menor densidad aparente que un tamaio moderadamente mayor.

A medida que se hacen mds pequeiias las particulas que ocupan un mismo
volumen, la superficie especifica aumenta, este efecto se muestra en la figura

1.6.b.
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La figura 1.6.c muestra como las particulas de forma esférica consiguen
reorganizarse de forma optima de tal forma que la densidad aparente es la
maxima respecto a las otras formas.

1.2.4 Densidad y otras propiedades del material en verde

El término material en verde se refiere al producto que se obtiene al finalizar
la compactacién pero antes de ser sinterizado. Densidad en verde se refiere
entonces a la densidad al final de la compactacion, que puede medirse mediante
técnicas estandar como pesando la pieza en aire y dentro del agua. En algunos
casos con piezas complejas es mas conveniente sumergirlas en mercurio.

Para conocer las propiedades del material en verde, se la somete a las
pruebas estandar de dureza, resistencia (como la prueba de rotura transversal,
rotura radial en el caso de piezas cilindricas), andlisis de microestructura, etc.

Un efecto muy importante como se vera mas adelante es la descarga eldstica,
que ocurre después de que el material es expulsado del molde. Tanto en la
direccion radial como en la direccién axial, se percibe un ligero cambio en

?
las dimensiones, debido a la recuperacion de la deformacién elastica (sprin
b]
back). Este cambio en medidas, puede afectar la construccion de piezas de alta
?
precision y ademas en el peor de los casos, puede producir una fractura de la

pieza.

1.2.5 Manufactura de polvos metalicos

Los polvos metdlicos son usualmente puros, pero el grado de pureza, el
tamano y forma del grano dependen del método para su manufactura. Entre
los mds comunes se encuentran los siguientes [8][2][6]:

Atomizacion

El metal se funde en un horno que se alimenta a una velocidad predeter-
minada en base a las dimensiones del surtidor. El metal se atomiza mediante
la propulsion de un gas o liquido. La accién de chorro sobre el flujo de metal
separa el material en diminutas gotas que luego caen libremente dentro de un

contenedor (ver figura 1.7).

Debe tenerse cuidado principalmente, de controlar la temperatura del metal,
velocidad del chorro y la cantidad de metal que se mezcla con el gas para
que al final el resultado sea dptimo. El tamafio puede llegar al orden de los
micrones y la forma puede variar desde particulas esféricas hasta completamente
irregulares. Este proceso se emplea frecuentemente con metales como el hierro,
aluminio y cobre. También con algunos materiales que luego se emplean en

aleaciones.

Proceso electrolitico
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Figura 1.7 Atomizacién

Consiste en someter al material a un proceso de electrdlisis dentro de una
cierta solucién. Dependiendo de las condiciones quimicas y fisicas el material
se deposita sobre el catodo de tal forma que se forma una masa o una cadena
de copos que luego debe triturarse mecanicamente para obtener el polvo. En
general, las condiciones que garantizan una buena produccién de polvo son
contrarias a las condiciones que se necesitan para un correcto galvanizado. El
polvo metalico que se produce es bastante puro y dependiendo de la solucién se
pueden variar las caracteristicas finales de compactacion y sinterizado.

Reduccion

Es una de las técnicas mas difundidas para la produccidn de polvo metdlico,
donde los 6xidos metdlicos son la materia prima para la reduccion. Normal-
mente el mineral no se encuentra tan puro como para realizar una reduccién
directa, se debe antes realizar una etapa de concentracién y purificacién. En
esta primera parte el material se seca y calienta a 900°C, luego se tritura a
menos de 100 mesh y se separa magnéticamente. Se procede a reducir el pro-
ducto en un horno continuo a una temperatura proxima a los 1000°C. La
eleccién del agente reductor depende del comportamiento termodinamico pero
también del econémico. Se emplea ampliamente el carbdn, que es bastante
barato, con el inconveniente que es dificil de controlar el contenido de carbdn
en el polvo metalico resultante. Se emplea también hidrégeno o atmésferas ri-
cas en hidrégeno pero son muy costosas. En muchos casos la reduccion ocurre
a altas temperaturas y el material final se torna parecido a una esponja, que
debe molerse para convertirla en polvo. El tamaio final del material en polvo
depende de varios pardmetros: el tamafio de las particulas del 6xido, la tem-
peratura de reduccidn y el tiempo que se toma en la reduccién. En general
el resultado son particulas muy finas que ademas tienen facilidad para sinteri-
zarse. La forma es en general irregular, la densidad aparente es baja y con

pocas propiedades para fluir.
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Trituracion

Proceso mecanico que convierte el metal fragil en un polvo con forma de
copos. Algunos metales se pueden transformar en materiales fragiles mediante
la insercién de impurezas como el azufre, luego se procede a la pulverizacién
mecanica. Con otros metales, la fragilidad se logra calentando el material
inmerso en hidrégeno, después el hidrégeno se retira calentando el material
en el vacio. El polvo que se produce, generalmente es de forma angular y
requiere de una subsiguiente trituracion antes de que se pueda emplear en la

pulvimetalurgia.
Hidrometalurgia

Esta técnica se basa en el hecho que dentro de ciertas condiciones de presién
y temperatura el metal en polvo precipita de su solucién o sal por el hidrégeno.
El tratamiento de esta sal en solucién es bastante atractivo debido a que se
puede emplear directamente en el proceso de extraccion del mineral, haciendo
que uno de los elementos resultantes de ésta sea exactamente el material en
polvo. Se emplea para la produccion de hierro, niquel, cobre y cobalto entre
otros. El polvo producido por esta técnica suele ser muy fino, de gran pureza y
baja densidad aparente.

Precipitacion durante la fase gaseosa

La técnica consiste en la obtencion del polvo metdlico por condensacién
del estado gaseoso. Por ejemplo la produccién de hierro y niquel se consigue
mediante un enfriamiento controlado que consigue separar el polvo metalico del
mondxido de carbono. Las caracteristicas del polvo pueden variarse mediante
unas cuidadosas modificaciones en las condiciones de produccion. Las formas
de las particulas pueden variar desde esféricas para el hierro y semejante a fibras

para el niquel.

1.3 PROCESO DE COMPACTACION EN FRIO

Como se explicé en el apartado 1.1, la compactacion en frio se ocupa de
dar forma a la pieza mediante un molde o matriz que es el negativo de la
pieza deseada. Entre los principales métodos de este grupo se encuentran:
compactacion por vibracién, compactacién ciclica, laminado, presién isostdtica
y presion uniaxial. Se completa el proceso con la etapa de sinterizado aplicada
sobre el material en verde que sale de la matriz. Esta etapa calienta la pieza a
una temperatura por debajo de su punto de fusién y tiene por objeto mejorar los
enlaces entre las particulas del material. Se describe a continuacién el proceso
que es de interés en esta tesis, la compactacion uniaxial en frio del material en

P

polvo. 5
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1.3.1 Compactacién uniaxial en frio

Se pueden distinguir tres fases [6][2][4]: llenado del molde, compresién (o
prensado) y expulsién del compacto. En la fase de llenado, la cavidad de
la matriz, que es el negativo de la pieza final, se llena de polvo previamente
mezclado. La cantidad de polvo se determina por volumen o por peso. En el
primer caso, se trata de llenar la cavidad hasta que rebose el molde. Luego
se enrasa a nivel con la cara inferior de la matriz. Esta operacidn se suele
efectuar automaticamente por medio de una tolva de alimentacién de forma
cénica conectada a un tubo vertical terminado en una zapata giratoria. Al
principio de cada ciclo de compresidn, €l dispositivo de alimentacién se coloca
sobre la cavidad de la matriz para permitir la entrada del polvo a la misma,
lo que se realiza moviendo hacia atras y adelante la zapata de alimentacion.
La rotacién de la zapata de alimentacién detiene la salida del polvo y a su
vez el borde inferior elimina el polvo en exeso enrasando la cavidad. Luego
el dispositivo se separa de la matriz para dejar actuar a los punzones. Los
punzones se desplazan en una forma predeterminada y se compacta la pieza.
Al final se procede a expulsar la pieza con la ayuda de los punzones inferiores
y se procede a repetir la operacion.

Una tolerancia de +:1% en el peso de polvo es normal en la préactica industrial
[6]. Se pueden conseguir tolerancias mads estrechas mediante el empleo de
balanzas de precision o llenando los moldes por peso y no por volumen. Pero
cuando el llenado se hace por peso es dificil obtener una densidad aparente
uniforme, por esta razén el llenado se lleva a cabo por volumen y gravedad.
La diferencia en peso entre dos piezas puede llevar a una diferencia apreciable
en la densidad, que a su vez ejerce una influencia importante sobre la presién
especifica de compactacién necesaria. Ademads tiene efecto sobre las propiedades
mecanicas del producto acabado.

Volviendo al problema de llenado, se aprecia que después de verter el
material, éste adquiere una cierta densidad inicial. Esta densidad depende
del tipo de polvo, ya que varia con el tamano y forma de las particulas y con
la presencia del lubricante. Cuando se aplica la primera presién de precarga la
primera densificacion ocurre por reacomodamiento de las particulas, mejorando
asi la densidad aparente. Un polvo fino con pocas propiedades para fluir tiende
a formar puentes pero esta primera precarga los rompe y facilita el movimiento.

Cuando se establece el contacto metal-metal entre el polvo y las paredes del
molde, aparece un fendmeno conocido como soldadura por presion en frio. Este
fenémeno describe la adhesiéon que ocurre entre las superficies de los materiales
sin la aplicacién de calor. Esta adhesion disminuye la presién transmitida por
el punzdn al resto del material en polvo.

En las siguientes etapas la pieza comienza a ganar resistencia. Parte de
ésta comienza a ser debida al aumento de las dreas de contacto entre particulas
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y a la deformacién plastica de éstas. Los materiales fragiles se caracterizan
por incrementar su densidad y resistencia sin que suceda nigin aumento en la
deformacién plastica. Lo que sucede es que las puntas irregulares de los granos
con un aumento en la presién tienden a fracturarse, lo que altera el tamafio
y mejora la redistribucién. Este mecanismo, es de hecho el tnico que permite
aumentar la densidad en materiales {ragiles.

Se resumen a continuacién los pasos que se distinguen durante la com-
pactacidn:

1. Deslizamiento de las particulas sin exesiva deformacién. Es sélo un
fenémeno de reordenamiento.

2. Compresién eldstica en los puntos de contacto, que son puntos temporales
de contacto.

3. Deformacién pldstica en las zonas de contacto, que ahora se convierten en
zonas de contacto permanente.

4. Crecimiento del drea de contacto a través de futuras deformaciones plésticas
y/o fragmentacién.

5. Eliminacién de las fronteras entre las particulas cuando las fuerzas son
suficientemente grandes.

6. Compresion final de la pieza como un todo.

Algunos aspectos que vale la pena destacar de las etapas descritas son los
siguientes:

La figura 1.8 muestrala curva carga del punzén-densidad tipica del proceso
de compactacién uniaxial de simple efecto. A medida que aumenta la carga, el
aumento en densidad es cada vez menor, esto es debido al endurecimiento del
material.
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Figura 1.8 Compactacién uniaxial de simple efecto
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La figura 1.9 muestra la disminucién de volumen para diferentes tipos de
forma de las particulas durante las primeras etapas de la compactacién. La
curvas 1,2,3 representan particulas esféricas con diferentes tamafios mientras
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la curva 4 representa particulas en forma de copos irregulares. Las particulas
esféricas compactan menos que los copos, esto es debido al hecho que las esféricas
consiguen distribuirse de forma éptima produciendo asi una densidad inicial
mayor que los copos irregulares.

Volumen / cm?

Atomised copper - 150+ (70 mesh

]
2 Reduced copper - 100+ 200mesh
3 Etectrotytic copoer - 1504170 mesh
4 Copper ficke - 1504170 mesh
1~
1 i 1 b3 3
(o] ] 2 3 4 5

Tensién Axial / Ibf{ in—?

Figura 1.9 Efecto de la forma de las particulas sobre la disminucién
de volumen (Tomada de la referencia [5])

El fenémeno de friccién se manifiesta de diferentes formas durante el proceso
de compactacién. La friccidn interna entre las particulas es una de ellas. La
otra es la que aparece entre la masa de polvo y las paredes tanto del molde
como de los punzones. Segin se explica en [5] esta dltima es la més importante.
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Figura 1.10 Distribucién de densidades debida a la compactacién de
simple efecto

Estas fuerzas de friccién entre las paredes del molde y el polvo disminuyen
la transmisién de presién del punzén a las particulas del material, causando
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asi una variacién local en la densidad. La figura 1.10 propociona una idea
cualitativa del efecto de la friccién, ya que muestra como zonas cercanas al
punzén poseen mayor densidad y como ésta va disminuyendo a medida que se
estd lejos de éste. Algunos materiales presentan una diferencia muy notoria
entre la densidad arriba y la densidad abajo en procesos de compactacién de
simple efecto. La figura 1.11 presenta una forma de remediar esto, que consiste
en la aplicacién simultinea de presion arriba y abajo (compactacién de doble

efecto).
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Figura 1.11 Distribucién de densidades debida a la compactacién de
doble efecto

Cerca de la pared puede existir un flujo considerable de particulas, pero las
que estan justo en la pared se encuentran casi adheridas, esto causa dislocaciones
y distorsiones severas en las proximidades de la pared. En el caso de los cilindros
de las figuras 1.10, 1.11 ésto se convierte en una limitante de la razén altura y

radio.

Una forma de disminuir el efecto de la friccién es mediante el uso de
lubricante, que permite obtener una mayor densidad en verde y permite
transmitir mejor la presién. Algunas de las desventajas que deben tenerse en
cuenta para su uso son:

a. BEs una operacién extra que debe hacerse manualmente lo que incrementa
los costos

b. Si se afiade como solucién al material en polvo, mejora su distribucién pero
debe eliminarse al fiial

c. Se puede afiadir al polvo directamente pero su mejor efecto se consigue
aplicandolo directamente sobre las paredes

d. En algunos casos el lubricante puede disminuir el flujo del material, dismi-
nuyendo asi la densidad aparente
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e. Eleva el nivel de la presién requerida, entonces aumenta el nivel de tensiones
residuales que en el momento de la expulsién de la pieza pueden provocar
rotura del material.

f. Se debe tener cuidado con el efecto del lubricante en el momento de siterizar
la pieza, ya que puede reaccionar y cambiar las propiedades del material.

Aunque parecen muchas las desventajas son muchos mas los beneficios que
se consiguen con una lubricacién cuidadosa.

Un material en polvo no se comporta como un verdadero fluido ya que
la presion aplicada no se transmite uniformemente através del compacto. Por
ejemplo en una pieza cilindrica, la relacién Pr/P, que expresa el cociente entre
la presién radial y la presion aplicada es igual a la unidad en el caso hidrostético,
pero en el polvo no es asi. Lo que se aprecia es que aumenta con la densidad.

La presion radial deforma eldsticamente el molde y el polvo. Pero ademas
produce una deformacion permanente del polvo. Cuando se elimina la presion
aplicada, en la direccién radial se observa que el material recobra bastante menos
que el molde por lo tanto se requiere una presién externa para la expulsién. Las
tensiones elasticas en la direcciéon de la compactacién se eliminan al retirar la
presién de compactacidn, pero la tension radial permanece. Durante el estado
de expulsién cuando la pieza ha salido parcialmente del molde, la seccion libre
se expande lateralmente. Si la fuerza cohesiva del compacto es insuficiente
para soportar esta alteracion subita de las fuerzas elasticas, se producira una
laminacién horizontal en la pieza. Este tipo de problemas normalmente se evita
dandole al borde superior del molde un pequeno radio.

Se deduce entonces que las dimensiones de un compacto al ser expulsado
del molde, son mayores que las de éste. Esto debe tenerse en cuenta al calcular
las dimensiones del molde.
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Figura 1.12 Compactacién de doble efecto

1.3.2 Diseno del Proceso de compactacién

Como se dijo antes, la compactacion de doble efecto es muy 1til para
conseguir una pieza mucho mas homogénea. Este tipo de compactacién se
puede conseguir de diferentes formas que se describen a continuacién:

La figura 1.12.a representa la compactacion de doble efecto, que consiste en
mover los dos punzones en forma simultanea, mientras que el molde permanece
inmévil. En la figura 1.12.b el molde se soporta sobre unos muelles, a medida
que la presién del punzén superior aumenta, también lo hace la fuerza de friccién
entre el polvo y las paredes del molde. Entonces se consigue que el molde se
mueva hacia abajo sobre el punzén inferior, por lo tanto se consigue un efecto
similar al primero. El caso presentado en la figura 1.12.c es similar al de la figura
1.12.b pero el movimiento del molde se controla externamente. La expulsién
se consigue con un movimiento continuo del molde hacia abajo y el retiro del

punzdén superior.

El primer método expuesto es el mas popular en la industria norte-
americana, mientras que el segundo y tercero son mas populares en Europa.
La fabricacién de este tipo de piezas cilindricas, en general no ofrece ninguna
dificultad. Pero existen otro tipo de limitaciones como el tamaio de la prensa a
utilizar y su capacidad. Ademas la relacion altura-diametro se vé limitada por

el efecto de la friccion con las paredes.

El disefio de piezas mas complicadas requiere del uso de un mayor nimero
de punzones y una labor de sincronizacién en sus movimientos bastante mads
compleja. La figura 1.13 muestra un método que se usa frecuentemente para
la elaboracién de bujes con un reborde. Si sélo se mueve el punzén de arriba,
la diferencia de densidadés entre el reborde y el resto de la pieza, es bastante
elevada. El movimiento de los dos, permite uniformizar bastante el campo de
densidades. Una limitante muy fuerte de esta técnica es el momento de la
expulsién, ya que normalmente se realiza empujando la pieza desde abajo. Pero
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Figura 1.13 Compactacién y expulsién de un buje con reborde

la zona del reborde que se encuentra en contacto con el molde, debido a la
friccién y contraccion del molde se vé sometida a flexién. Esto limita el ancho
del reborde en las piezas que se desean fabricar.

Q

7

20,

By

NN

11

Figura 1.14 Adicién de un punzén para la expulsiéon

La adicién de un punzén en el momento de la expulsién (ver figura 1.14)
elimina este problema [6].

Si adicionalmente se desea que la parte superior no sea plana, debe intro-
ducirse una etapa de transferencia del material como la ilustrada en la figura
1.15, que distribuye el material y luego puede procederse a la compactacion
simultanea.

En muchos casos la alimentacién se realiza por la parte superior, desde
donde se vierte el material al molde. Las caracteristicas del llenado, dependen
de la capacidad del polvo para fluir y naturalmente de la forma del molde. Es
frecuente el uso de un vibrador sujeto a la prensa para mejorar la densidad

inicial.
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Figura 1.15 Transferencia y Compactacién

Se utilizan diferentes métodos en el momento del llenado, como bajar el
punzon inferior, llenar y luego se procede a subirlo nuevamente. Si se desea
construir un buje de paredes muy delgadas, se baja el punzén inferior y el
nucleo que definird el hueco, se procede a llenar el molde y finalmente se sube
nuevamente el nicleo.

1.3.3 Limitaciones en el Diseno

En el diseno de una pieza por el método de compactacion en frio, se tienen
varias limitantes que deben tenerse en cuenta. La capacidad de la prensa, los
limites en la seccién transversal y longitudinal son algunas de éstas. También
la altura de la profundidad de llenado, el efecto de la friccidn, etc. Algunas de
estas limitantes se pueden superar con el uso de prensas mas grandes, con el
empleo de lubricantes o redisenando algunas secciones. Pero existen cierto tipo
de configuraciones que son virtualmente imposibles de construir (ver [9]). La
figura 1.16 muestra algunas de ellas. Las caracteristicas que son indeseables en
una pieza se pueden agrupar en dos [9]: el primer grupo lo constituyen aquellas
formas donde se rompe el flujo de material o el proceso de expulsién se torna
imposible de la forma convencional. El segundo grupo lo forman aquellas piezas
que requieren disefiar elementos muy delgados o débiles que pueden romperse
durante la compactacion.

En el primer grupo se encuentran piezas con agujeros en direcciones dife-
rentes a la del movimiento de los punzones. Entradas y salidas agudas como las
roscas de los tornillos que hacen imposible la expulsiéon de la manera conven-
cional. Muchos de estos inconvenientes obligan a maquinar la pieza después del
sinterizado. En el segundo grupo se encuentran piezas con agujeros o cambios
de secciéon muy estrechos que obligarian a que el molde o el nicleo tuvieran
secciones muy delgadas. Piezas con chafanes muy pequenos que obligarian a
construir el punzoén con pestanas muy delgadas. Finalmente se incluyen en este
grupo cambios de seccién sibitos o fuertemente asimétricos.
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Figura 1.16 Formas no deseables y formas preferibles en el proceso de
Compactacién. (Tomada de la referencia [9]



CAPITULO 2

ESTADO DEL ARTE DE LOS MODELOS
CONSTITUTIVOS DEL PULVIMATERIAL

El diseno de un proceso de compactaciéon de polvos, requiere la correcta
planificacion de todas las etapas que intervienen en el mismo. En muchas de
ellas, solo se llega a una solucién, después de pasar por un proceso iterativo
largo y costoso. Por ejemplo, en el disefio de la geometria de la matriz y el
montaje de los punzones, se deben tener en cuenta varios factores. Entre ellos, se
encuentra el proceso de llenado, que debe llevarse a cabo de forma satisfactoria
para evitar diferencias en las densidades iniciales de la pieza. Otro factor es
la secuencia de movimientos de los punzones, que se debe elegir de tal forma,
que durante la compactacion no se produzcan zonas de grandes densidades,
frente a zonas de bajas densidades, ya que esto llevaria a una generaciéon de
tensiones residuales, que luego durante la extraccién o durante el sinterizado
hacen que la pieza se distorsione o se fracture. Por otro lado, existen una
serie de parametros geométricos que el disenador debe elegir, como son: las
curvaturas de las esquinas, inclinacion de las paredes, tamaio y localizacion de
los agujeros, etc. Se pueden anadir otros como el espesor de las paredes tanto de
la matriz como de los punzones. Todos éstos, deben ser elegidos cuidadosamente
para evitar que la pieza o inclusive la matriz o los punzones se puedan deformar

o fracturar durante la compactacién.

Los indicados mas arriba, son algunos de los problemas que el disefiador
debe resolver durante la elaboracién del proceso de compactacién. Como se
dijo antes, la forma convencional de encontrar los valores apropiados es por
métodos de prueba y error, que implican un gran consumo de tiempo y dinero.
En la actualidad se ha acumulado bastante informaciéon y experiencia que
permiten al disenador construir una gran variedad de geometrias sin ningun
problema adicional. Pero para producir piezas mds complejas y de mejor
calidad, es necesario aumentar las presiones aplicadas y modificar el montaje
de los punzones. Para resolver estos problemas se requiere una herramienta de
disefio mas eficiente que-la convencional. Es aqui donde los modelos numéricos
pueden hacer aportaciones relevantes, mediante la simulaciéon del proceso por
ordenador. Una simulacién eficiente puede evitar muchos de los pasos de prueba
y error que son imprescindibles en la metodologia convencional.

23
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Durante los ltimos afios, han aparecido una serie de modelos que intentan
llenar este vacio. Estos basicamente se pueden clasificar en dos: modelos
microscopicos y modelos macroscopicos.

e En los modelos microscdpicos, conocidos también como modelos directos
(24][25][26], cada particula se modela como una esfera (o pequefias variaciones de
ésta) y los movimientos de muchas de ellas se calculan considerando el contacto
entre ellas. Estos modelos, estan pensados para simular el comportamiento
mecanico del material, pero es muy dificil mediante éstos, modelar situaciones
reales complicadas como colapso de las particulas durante la densificacién, la
irregularidad de las formas o dislocaciones locales. Ademas los calculos de
modelizacién, requieren tiempos de ejecucidon muy grandes ya que se deben
incluir muchas particulas en el analisis.

¢ En el segundo grupo de modelos, conocidos también como modelos
continuos [10-23], se analiza el material en polvo que se desea compactar,
mediante la mecanica de los medios continuos. El resultado es un conjunto
de ecuaciones que perimniten conocer la variacién de la densidad y en general
de todas las variables mecdnicas involucradas, en funcién de la presién externa
aplicada. Esta estrategia generalmente viene acompanada de una herramienta
numérica que permite solucionar el sistema de ecuaciones y con la cual se espera
poder suministrar la siguiente informacién:

1. La distribucién de las densidades a lo largo de toda la geometria y su
evolucion durante la compactacion

2. La cantidad de material que fluye de forma transversal durante la com-
pactacion

3. El valor de la tensién tangencial que se genera en el polvo a raiz del
movimiento relativo de los punzones y del molde

4. La influencia de la friccién entre el material en polvo y las paredes del molde
y los punzones

5. La magnitud de la presién requerida por el punzén (o punzones) para
conseguir la densidad deseada

6. La magnitud de la deflexién del molde tanto axial, como radial, durante la
compactacion

7. Distribucién de las tensiones residuales que permanecerdn aun después de
la liberacién del compacto
El propdsito de este capitulo es presentar los modelos constitutivos mas

destacados correspondientes al segundo grupo, que han sido formulados hasta
la fecha. También se describirdn algunas de las estrategias numéricas empleadas

para este tipo de problemas.
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2.2 CLASIFICACION DE LOS DIFERENTES MODELOS CONS-
TITUTIVOS

Una caracteristica comun de los modelos constitutivos propuestos hasta la
fecha, ha sido el uso de la teoria de la plasticidad como elemento fundamen-
tal. Los primeros modelos se formularon como modificaciones de otros emplea-
dos para materiales porosos [15]{17][19]{31] o para materiales friccionales [18][10]
[13][23]. Ha sido unédnime la eleccién de la densidad relativa como la varia-
ble de endurecimiento, pero esto implica que fendmenos como la difusién y el
deslizamiento de particulas no se tienen en cuenta o se consideran desprecia-
bles. Basicamente la diferencia entre los distintos modelos se concentra en la
definicion de la superficie de fluencia y su evolucién a medida que la densidad
aumenta. En general los modelos constitutivos son modificaciones del crite-
rio de Von Mises, introduciendo el efecto de la componente hidrostédtica de la

tension.

Evolucion de la superficie de fluencia

Desde el punto de vista de la evolucidn de la superficie de fluencia, se pueden
definir dos grupos: (1) Aquellos que buscan que la superficie final degenere
en la superficie de Von Mises [14][15][19], que normalmente estdn dirigidos a
la compactacion de materiales metdlicos, ya que se espera que al final de la
compactacién, el producto resultante se comporte como tal. En general la
superficie de fluencia, se define por medio de un elipsoide. (2) Los modelos
de este grupo, buscan que la superficie final degenere en una superficie para
materiales friccionales del estilo Mohr-Coulomb [10][17] [18]. Entre los modelos
mas simples de este tipo [18][10], se encuentran los que mantienen fija la forma
de la superficie que define la resistencia a la compresién (superficie definida
mediante multiples superficies) y sdlo varian su posicién, dependiendo del
aumento en la densidad, pero con la desventaja de que, si se utiliza una regla
de flujo asociada, la deformacion volumétrica no tiende a un valor limite, que es
una caracteristica importante en la compactacién de cualquier tipo de material.
Una variante de éstos [14][15], lo integran los modelos que modifican la forma
de la superficie, de tal manera que solucionan el problema de la deformacién
volumétrica. Otra variante en los modelos descritos es la inclusién o no, del
fenémeno de la dilatancia [10][11][14][15][18][23][30], que afirma que el volumen
pldstico aumenta dentro de un proceso de carga de corte. Estos modelos sitian
la superficie que envuelve el eje de presion hidrostatica de tal forma que el vector
de flujo normal a la superficie tiene una componente en la direccién en la que
el volumen aumenta.
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Superficie simple o definida a trozos (muilliples superficies)

Desde el punto de vista geométrico, las distintas superficies se pueden
separar en dos grupos: el primero lo forman los llamados cap model [10][14][15][18]
que definen la superficie a trozos y el segundo que definen la superficie mediante
sélo una expresién, generalmente un elipsoide {11){17][19}[23]. Los primeros son el
resultado de la modificacién de los modelos del tipo Mohr-Coulomb a los que se
les afiade una superficie del lado de la compresién, mediante la cual se controla
la evolucién en la resistencia y otra superficie del lado de la traccién. La segunda
familia define la superficie en términos de un elipsoide, cuyos parametros basicos
son: la posicién del centro, tamano de los ejes, orientacién, etc. La superficie
puede aproximarse en un caso al cilindro de Von Mises, o a una superficie del
tipo Mohr-Coulomb.

.

Pardmetros del modelo y su determinacion

Otro criterio que puede usarse para clasificar los diferentes modelos es por el
numero de parametros requeridos para controlar la evolucién de la superficie y
la forma de determinarlos. En esta clasificacién el espectro es bastante amplio.
Desde modelos que se calibran sélo con la curva de compresibilidad del material
[10][18] y otros tan complejos que requieren la determinacién de bastantes
parametros {11]. Los modelos intermedios [15][19][23] se calibran basicamente
con dos etapas de ensayos. En la primera etapa, la muestra se somete a
un ensayo de compresion isostatica. El resultado es una curva que relaciona
la presion requerida contra la densidad. La siguiente etapa es una serie de
ensayos triaxiales que consisten en someter las muestras a diferentes presiones
de confinado y luego aplicar presion en la direccién axial manteniendo en forma
simultdnea la presién de confinado. El resultado de esta segunda etapa es una
curva de tensidon axial contra deformacion axial. Esta segunda etapa se puede
llevar a cabo de forma diferente [15], por ejemplo realizando la compresién axial
pero impidiendo el desplazamiento en la direccién radial.

Diferentes descripciones cinemdticas

Una vez definido el modelo constitutivo, el siguiente paso es estudiar el
esquema numérico con el cual se pueda solucionar el conjunto de ecuaciones
que representan el proceso de la compactacién. En lo que respecta a los
modelos continuos, ha sido unanime el empleo del método de los elementos
finitos para abordar el problema. Es generalizado el empleo de una formulaciéon
en grandes desplazamientos, ya que como es sabido, durante la compactacion
se producen grandes movimientos y grandes cambios de volumen. En algunos
casos la formulacion en grandes desplazamientos se acompaina con un esquema
Lagrangiano Actualizado. Abouaf [68], Weber y Brown en [19] proponen
el uso de la teoria de las grandes deformaciones plasticas que parte de la
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descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién y la
integracion de todas las variables internas en la configuracién intermedia o
relajada, todo esto dentro de un esquema lagrangiano total. Debido a las
grandes deformaciones que pueden ocurrir, un esquema lagrangiano tiene el
inconveniente de las grandes distorsiones de los elementos a medida que se
avanza en la compactacion. Para solucionar en parte este problema y el
flujo alrededor de las esquinas en el molde, Brekelmans y sus colaboradores
[11] proponen un esquema numérico euleriano basicamente en desplazamientos
donde el remallado lo gobierna el mismo proceso como se verd mas adelante
y no por la distorsion, que en los esquemas lagrangianos obliga al proceso
de remallado o malla adaptativa. Referente a la integracién de la ecuacién
constitutiva Nakagawa y otros [15] reportaron que en el caso de compactacién
era necesario utilizar métodos de integracién implicitos debido a que la variacién
de las tensiones es muy grande.

En las proximas dos secciones del capitulo se analizan con mas detalle cada
uno de los modelos constitutivos y las técnicas numéricas utilizadas hasta el
momento presente.

2.3 DESCRIPCION DE LOS DIFERENTES MODELOS

2.3.1 MODELOS A PARTIR DEL COMPORTAMIENTO DE LOS MATE-
RIALES FRICCIONALES

Modificacién de la superficie de Drucker-Prager

Trasorras, Krauss, Ferguson (18], proponen el uso de una superficie de
fluencia definida mediante varias superficies. Este tipo de modelos fueron
originalmente propuestos por DiMaggio y Sandler [30]. Cumplen con los
postulados de la plasticidad y aproximan el comportamiento de una gran
variedad de suelos granulares de forma bastante buena.

La superficie de fluencia resulta de la combinaciéon de una superficie de
Drucker-Prager denotada por:

¢1(I1,\/}:) =0 (2.1)

(donde I, es el primer invariante de las tensiones y J, el segundo invariante del
tensor desviador) y otra superficie que incorpora una ley de endurecimiento la
cual se contrae o se expande mediante una funcién de endurecimiento K. La
superficie viene dada por:

-

$ollr, /o, K) = 0 (2.2)
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DiMaggio definié el pardmetro K directamente como la deformacion
volumétrica €. La superficie ¢; = 0 corresponde al criterio de falla de Mohr-
Coulomb que expresa que pueden ocurrir deslizamientos a lo largo de planos
donde se ha alcanzado un valor mdximo en la tensién de corte (valor que se
supone aumenta con la presién). Se utiliza una regla de flujo asociada sobre
ambas superficies. Obsérvese que el uso de una regla de flujo asociada sobre
¢1 = 0 conduce al fenémeno de expansién por corte (dilatancia), esto significa
que el volumen pldstico aumenta durante un proceso de carga de corte.

La superficie ¢, = 0 permite describir la densificaciéon cuando se tiene
presiéon hidrostédtica. Del lado de las tracciones se define una superficie fija
I, < T que limita el valor de la traccion maxima. La figura 2.1 muestra la
forma que adquiere la superficie de fluencia para un estado de tensiones dado.

x<t<f> I

Figura 2.1 Superficie de fluencia definida mediante miltiples superfi-
cies

La superficie ¢, = 0 viene definida basicamente por una elipse, cuyos ejes
se definen en términos del pardmetro de endurecimiento y vienen relacionados
mediante un factor de forma. Una limitacién de este modelo se encuentra
cuando se tienen elevados niveles de compresién, ya que no se observa que la
deformacién volumétrica tienda a un valor limite. Esto es consecuencia del
factor de forma de la elipse. Como se verd mas adelante este factor no se
puede suponer constante en el caso de polvos metalicos, sino que debe variar en
términos de K en este caso. Pero en general se encuentran buenos resultados
para materiales cerdmicos.
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Modificacion de un modelo para hormigon celular

J. Bandstra, W. Otto, Massal10|, utilizan como modelo constitutivo, el
modelo de Krieg para hormigén celular. Se utiliza a manera de primera
aproximacion para la simulacidén de metal en polvo. La superficie de fluencia
en este modelo viene descrita mediante dos superficies. Una superficie de
revolucién cuyo eje coincide con el eje de presiones. La otra superficie es
un plano perpendicular al eje hidrostdtico y que se mueve describiendo asi
el proceso de densificacién. La superficie de revolucidon viene definida por el
siguiente paraboloide:

¢s = Js — (ag + a, P+ a,P?) (2.3)

donde J, es el segundo invariante del tensor de tensiones, P la presidn, ag, a;,a,
las constantes materiales. La segunda funcién se define como:

$p=P—f (2.4)

donde f depende de la traza de la deformacién total. Un esquema de la
superficie se puede ver en la figura 2.2.

A
/
<G

®p

.
>

P

Figura 2.2 Superficie de fluencia del modelo de Krieg

Cuando se alcanzan altas presiones se cae en el mismo problema descrito
para el modelo anterior, ya que tampoco se consigue simular correctamente el
hecho que la deformacion volumétrica tiene un valor limite. J. Bandstra, W.
Otto y Massa [10] afirman que los valores de las constantes materiales se pueden
encontrar de ensayos triaxiales, pero que no se pueden determinar de forma
unica y por lo tanto utilizan unos valores promedio. La forma de la superficie
se adapta bien a un material que para cada nivel de presiones se comporta como
un material elastico perfgctamente plastico, pero éste no es el caso con estos
materiales. La determinacién de la funcién f se realiza apartir del ensayo de
compresion axial de una muestra. Debe tenerse en cuenta que normalmente la



30 Capitulo 2

curva resultante del ensayo, presenta la variacién de la tensién axial respecto a
la densidad, pero no el comportamiento de la presién directamente. Por lo tanto
debe conocerse también la variacién de la tension radial respecto a la densidad.

Modelo para un polvo cerdmico

W. Brekelmans, J. D. Janssen, y A. A. Van De Ven en [11] utilizan un
modelo asociado donde la superficie de fluencia estd definida en términos de
los parametros de un elipsoide. Este tipo de superficie fue utilizada por Park
[32], para el comportamiento de un tipo de polvo cerdmico, la representacién
matematica del criterio es la siguiente:

2 L [D — 2
_D+C}+f_Fw C]:o

/f(p,q,pp) = F? [p 5 5 (2.5)

donde p es la presién hidrostatica, que se supone positiva para compresién, y q
la norma del desviador. La Cohesién es descrita por C(p?) < 0, la densificacién
por D(pP) > 0 y la razdén entre los ejes de la elipse, que es una medida de

la friccién interna, estd dada por F(pP) > 0. La figura 2.3 esquematiza dicha
funcion. :

Figura 2.3 Superficie de fluencia eliptica

Los pardametros vienen definidos por las siguientes expresiones:

C(p?) =Ci1 + v D(pP)

D(?) =Dy |[1- L) -1
(p )h ' B p;gm:z: a (2.6)
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Los parametros eldsticos se supone que también varian con la densidad. En
total el modelo utiliza catorce parametros que deben determinarse, dependiendo
del tipo de material.

2.3.2 MODELOS A PARTIR DEL COMPORTAMIENTO DE LOS META-
LES POROSOS

Krauss, Petrus y Ferguson en [14], proponen una modificacién al modelo
empleado en [18], que define la condicién de fluencia por multiples superficies, de
tal forma que se puedan modelar polvos metalicos, que en general son materiales
ductiles. También proponen modificar las propiedades elasticas del material
como funcion de la densidad. La modificacion en la superficie de fluencia,
consistio en permitir que las superficies que describen el maximo cortante y la
maxima traccion varien con la densificacion (ver figura 2.4). Entonces se supone

que:
fr= L)
fa = Al \ Ja, €v)

donde I, es el primer invariante de las tensiones, J, es el segundo invariante
del tensor desviador y €, la deformacion volumétrica. A medida que la presion
aumenta las curvas f,, f, se acercan a la superficie definida por el criterio de
Von Mises.

Vi;
A

Sperficie de Von Mises

Sy
>

I

Figura 2.4 Modificacién al modelo de superficies multiples

Un puntoimportante que destacan los distintos autores, es el tener en cuenta
la variacién de las propiedades elasticas como funcidon de la densidad, aunque
esta variacién no es tan importante durante la densificacion, si puede volverse
muy relevante en la etapa de la extraccidon, ya que el médulo elastico no sera
constante sino que dependera de la densificacion.
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Variacion del modelo de Shima y Oyade

T. Nakagawa y M. Sato[15], proponen utilizar modelos similares a los
estudiados para metales porosos como el propuesto por Shima y Oyade en [31].
Este tipo de modelos son simples y faciles de calibrar. El criterio de fluencia se

describe como:
F=y2J,+aci, -3=0 2.7)

donde J, es el segundo invariante del tensor desviador, o, es la presion y a,
7 son parametros que dependen del material y deben determinarse de forma
experimental.

El pardmetro a representa la dependencia de la superficie respecto al
término de presion. Si a es cero entonces F se convierte en la superficie de
Von-Mises. - La superficie de fluencia expresada en la ecuacidén anterior tiene
una forma de elipse como puede verse en la figura 2.5.

al

/

Incompresible o =0

\
Incremento de o
<l ——

> |Oml

Figura 2.5 Superficie de fluencia del modelo de Shima y Oyade

La superficie esta definida sdlo en el caso de compresidn, esto estd sujeto a la
hipé6tesis que este tipo de material tiene una muy baja resistencia a la traccion.
El modelo se completa con el uso de una regla de flujo asociada. La evolucién
de la deformacion plastica se expresa como:

HOF .3

2
&€ =€ ek Eg(dev[a} + gaamI) (2.8)

donde €° es la deformacién pléstica equivalente dada por:

- 2. . . .
€ =4/-€:& + —|tr €)? (2.9)

3 «
Aligual que en el caso de endurecimiento, se supone que la superficie de fluencia
crece isotrépicamente con la densidad relativa. Entonces esto implica que tanto
a como @ son funciones de la densidad relativa.
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La determinacién de los parametros del material, se consigue mediante la
siguiente serie de experimentos: el primero es una compresion isostatica en la
cual el efecto de la friccién practicamente se anula, y el segundo es la restriccién
del movimiento en la direccion radial y su compresién en la direccién axial,
colocando una célula de carga que permite medir la tensién axial. En el primer
caso al tensor de tensiones solo contribuye el término de presiones y por la
condicion de fluencia se concluye que:

En el segundo caso ¢y, = 035 = Pr, 033 = P, ademas se supone que la
deformacién plastica €£, es casi nula ya que en esta direccién el desplazamiento
ha sido impedido y las deformaciones eldsticas son nulas. Se concluye entonces
que:
P
1—[p2
9 ——— (2.11)
2+ I.I_Jll
P,
De la primera campana de experimentos se obtiene la variacion de la presion Py
de la segunda, la variacion de P,/ Pr = m, ambas respecto a la densidad relativa.
Finalmente, mediante las relaciones escritas arriba, se obtienen expresiones para
los pardametros a y & que definen el material en polvo.

Modelo de G. Weber y §.B. Brown

El modelo constitutivo presentado por G. Weber y S.B. Brown [19] estd
basado en las siguientes dos hipdtesis:

1. Se supone que el tinico mecanismo que incrementa la deformacién
permanente es la deformacion plastica. Esto implica que se desprecia la
existencia de otros mecanismos como el deslizamiento de los granos y la
densificacién por difusion de las componentes del material.

2. El efecto del reordenamiento de las particulas en la respuesta mecénica
del material es funcién unicamente de la densidad relativa. Esto equivale a
suponer que los efectos anisotropicos, debidos a la orientacién y tamaifo de los
granos es despreciable.

Por lo tanto el comportamiento del material en polvo es muy similar a
un material isotrdpico con alta porosidad. Sin embargo materiales en polvo
con muy poca cohesion, no satisfacen las hipdtesis anteriores y por lo tanto se
deberia formular un nuevo modelo para esos casos.

Se modelan en conjunto la matriz y el material en polvo. En ambos
casos se emplea la teoria de la plasticidad. Se supone que la matriz se puede
modelar mediante un material metdlico que cumple el criterio de Von Mises
con endurecimiento isotrépico. La ecuacion constitutiva del material en polvo,
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estd inmersa dentro de la teoria de las grandes deformaciones pldsticas. En
el tratamiento cinematico se supone entonces, la descomposicién multiplicativa
del tensor gradiente de la deformacion. La evolucién de las variables internas
y el criterio de fluencia se formulan en la configuraciéon intermedia. Se
supone ademas, una relacién hipereldstica entre las tensiones de Cauchy y las
deformaciones elasticas. La funcidon de fluencia para el material en polvo fue
inicialmente propuesta por Kuhn y Downey en [33] y forma parte de la familia
de funciones de fluencia expresadas mediante los parametros de un elipsoide.
La superficie viene definida por:

(2.12)

3!0

#(S,Pyn) = 8%+ b(n)P* — c(n)s

S representa el tensor desviador de las tensiones, P el valor de la presién, s;,
la funcidn-de endurecimiento y 7 la densidad relativa. Los parametros vienen
dados por:
6(1 - 77) 37

e(n)

= — 2.13
2412 247 (z13)

b(n) =

Esta seleccion de los parametros fue determinada a partir de experimentos
realizados sobre el polvo metalico MH-100. La ley de endurecimiento plastico

se formula como:
sm = S0 (2 — exp [—€P/€]) (2.14)

para este material se tiene que s, = 51.3MPa y ¢ = 0.1237. Esta ley de
endurecimiento se determind experimentalmente a partir de una muestra de
polvo de hierro que se compactd isostdticamente y en caliente y luego se ensayé
a compresion. A través de experimentos de compresion uniaxial se probd que
las constantes elasticas del material dependian de la densidad relativa. Por lo
tanto se formulan las siguientes relaciones:

E(n) = 1.0x10° exp(5.627), v =0.3 (2.15)

Modelo para polvo de hierro

G. Coccoz, Bellet, Lécot, Ackermanny Hiaggblad [23], realizaron dos grupos
de ensayos con el objeto de formular un modelo para un tipo de hierro en polvo.
El primer grupo consistio en una serie de ensayos triaxiales convencional, donde
se aplico a la muestra una presién hidrostdtica o presion de confinamiento,
que luego se mantuvo constante mientras se aumenté la carga en la direccion
axial. El segundo grupo no convencional, consistié en disminuir la presién en la
direccion radial, de tal forma que se aumento el nivel del término desviador
y disminuyé el término de presiones. Una de las principales conclusiones
fue que tanto la densificacion como la dilatancia pueden ocurrir en este tipo
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de material. Por lo tanto el modelo que se proponga, debe permitir que
estos fenémenos ocurran. Simultaneamente G. Coccoz, y sus colaboradores
propusieron modificar el modelo Cam-clay desarrollado en el ambito de la
mecanica de suelos. La densidad se elige como la variable de endurecimiento.
La superficie de fluencia se describe mediante la superficie de un elipsoide cuyos
ejes y centro varian en funciéon de la densidad. La superficie viene gobernada
por la siguiente ecuacion:

F(p,q) = ¢ + M (p—po)(p—p1) = 0 (2.16)
donde p es el término de presiones, ¢ el segundo invariante del tensor desviador

v donde A, p,, p; vienen dados por:

A = . P1 = Pe — qc /M Po = 2pc — ;1 (2.17)
’pC

v donde el punto cumbre (pc, gc) de la elipse varia de la siguiente forma:

d \* M, pe
gc = q,,., tanh | ——

I
Pe = —-—;[\,,Ln 1 — (2.18)

dinax 9 max

diax s la mdaxima densidad tedrica, guax la maxima tension de fluencia y
N,. A, (A, son pardmetros que identifican al material (ver figura 2.6).

>
P1 Pc Po P

Figura 2.6 Superficie de fluencia - Coccoz

Obsérvese que la densidad del material puede aumentar, tanto para cargas
hidrostaticas como cargas desviadoras. El modelo Cam-clay se puede recuperar
manteniendo A = Af, constantey p, = 0. Se eligio una regla de flujo asociada,
por lo tanto su direccion es normal a la superficie de fluencia. Entonces para
p < pe el modelo predice dilatancia, mientras que para p > pc se produce
densificacion. Xl modelo se completo permitiendo que tanto el médulo de Young
v el coeficiente de Poisson dependieran de la densidad.
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Modelo de Abouaf para presidn isostdtica en caliente

El modelo de Abouaf {68}, considera en forma desacoplada el fenémeno de
difusion de calor a través del solido y el comportamiento mecanico macroscépico
que simula el fenémeno de compactacién-siterizado. Una de las variables basicas
es la densidad relativa, que es el cociente entre la densidad aparente y la
densidad de la parte sdlida del material, cuya evolucién depende del proceso
pldstico y representa la reparticion de materia y poros.

El material que se modeliza es un medio poroso, compuesto de particulas
que se tratan aqui como un medio continuo. Los mecanismos que producen
deformacién macroscépica se resumen en dos: (1) reversibles (termoelasticos),
(2) irreversibles, que simulan el flujo de particulas y el sinterizado. El com-
portamiento cinemadtico se trata mediante la descomposicién multiplicativa del
tensor gradiente de la deformacion, empleando cuatro configuraciones, la con-
figuracién de referencia, donde se supone que las tensiones y deformaciones son
nulas. La configuracién actual, que corresponde al tiempo ¢, la configuraciéon
intermedia que se obtiene mediante una descarga eldstica de la vecindad de
cada particula, y por dltimo la configuracion rotada (necesaria para sistemas
anisétropos). Las variables de estado termodindmicas son: el tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange, la temperatura, la densidad relativa y la rotacion del
triedro director (anisotropia). Se considera aqui que el proceso de compactacién
es practicamente ineldstico, entonces se supone que las deformaciones eldsticas
son muy pequenas comparadas con las deformaciones plasticas. La ecuacion
constitutiva se expresa mediante un modelo hiperelastico, donde la funcién de
energia libre depende de las deformaciones eldsticas, de la temperatura, y de
las variables internas, que en este caso se reducen a la densidad relativa. La
superficie de fluencia que se define, sirve tanto para procesos de compactacién
en frio como en caliente, ya que el efecto de la temperatura se tiene en cuenta
en la ley constitutiva hiperelastica. Ademds debido al desacoplamiento entre el
fenémeno de conductividad térmico y el problema mecanico, se resuelve primero
el problema térmico hasta que se alcanza un estado de equilibrio, y luego se re-
suelve el problema mecdnico. La definicién de la superficie viene dada como
una modificacién del criterio de Von Mises. La superficie viene definida como:

& = 3a,(n)Js + as(n)I?

donde I,,J, corresponden al primer invariante de las tensiones y al segundo
invariante del desviador, respectivamente. 7 es la densidad relativa, a,,a,
controlan el crecimiento de la superficie en funcion de la densidad. & representa
la maxima tensién de fluencia. La figura 2.7 muestrala evolucién de la superficie
de fluencia en un caso tipico. Obsérvese como el eje central de la elipse se
desplaza hacia el origen del sistema de coordenadas. También se puede apreciar
el comportamiento de los pardmetros a,, a, respecto a la densidad relativa.
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Figura 2.7 Superficie de fluencia - modelo de Abouaf

2.3.3 MODELO PARA LA EXTRACCION DEL COMPACTO

IEs sabido que durante la parte final de la compactacion, la presién requerida
para aumentar la densidad de forma significativa es cada vez mayor. Como
destacan Ferguson y Krauss en [12], este elevado aumento en la presién conlleva
ciertos problemas que se describen a continuacion:

a. Las tensiones sobre la matriz son muy altas, con apreciables deflexiones

asociadas
b. La recuperacion elastica es mayor
c. Aumento en la deformacién del polvo y un mayor trabajo en frio

d. Incremento en la sensibilidad al movimiento (secuencia) de los punzones,
que lleva a una {recuente fractura de las piezas durante la compactacién

e. Serias dificultades en el momento de realizar la extracccidn de la pieza

El resultado al final es que se produce un incremento en la frecuencia de
fracturas de las piezas en verde. German [14] propone las siguientes relaciones

empiricas que permiten obtener algunas conclusiones acerca del problema
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anterior:
N m
og = kip

O'g = kgP

H H
Oextrac = GuZ—ﬁ- 1+ 1.27;LZ—D—

donde o4 resistencia maxima del material en verde, p es la densidad relativa,
m exponente mayor que uno, P es la presion aplicada, Z es el cociente entre
la tension axial y la tension radial, % es el factor de forma, y donde ky, k,, G

son constantes.

La primera ecuacién afirma que la resistencia del material aumenta a
medida que la densidad aumenta. La segunda indica que la resistencia crece
porporcionalmente con la presion aplicada. En realidad esta aproximacion vale
sOlo en un rango de presiones, ya que al final del proceso se puede apreciar que el
beneficio en resistencia debido a las altas presiones se reduce notoriamente [12].
De la ultima ecuacidén se concluye que la tension de extraccidn crece cuando
aumenta la friccién (o sea cuando existe mala lubricacién), también cuando
aumenta el factor de forma, ya que la superficie expuesta a la friccion con la
matriz aumenta. Pero también aumenta con la presion aplicada, esto debido al
término Z. De la combinacidon de las dos ultimas ecuaciones se concluye que
existe un valor de la presiéon aplicada P, para la cual la tensién médxima de
extraccion coincide con la resistencia maxima del material. Este valor da una
primera aproximacion de la presion de fallo.

2.4 FORMULACION DEL PROBLEMA GLOBAL

Existe una gran coincidencia entre los diferentes investigadores, en que
durante el proceso de compactacion, se pueden generar grandes movimientos de
material, que se reflejan en grandes desplazamientos y grandes deformaciones.
La manera de considerarlos, da lugar a diferentes esquemas numericos.

Deseripeion material

Consiste en definir las variables bdsicas y en general, las ecuaciones que
describen el modelo, en términos de las coordenadas materiales (coordenadas
lagrangianas). Por ejemplo, la evolucién de las tensiones o los cambios en la
resistencia del material se formulan mads facilimente cuando se piensa en términos
de la evolucién de las propiedades para una particula material. Por esta razén
la eleccidén de este tipo de coordenadas permiten en general, la formulacién de
las ecuaciones constitutivas de forma natural. Abouaf [68], G. Weber y S.B.
Brown [19] y D. T. Gethin [13] entre otros formulan el modelo en este tipo de

coordenadas.
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Existen diferentes estrategias para abordar el problema que se genera a
partir de los grandes desplazamientos y deformaciones. Una de ellas es la
utilizacién directa del modelo que se formula para pequenios desplazamientos y
deformaciones pero modificando periédicamente la configuracién de referencia.
Otra técnica, mas compleja, pero bastante mas precisa, se basa en la teoria
de las grandes deformaciones plisticas que supone valida la descomposicién
multiplicativa del tensor gradiente de la deformacion en una componente
plastica y una eldstica. Se supone ademas la existencia de una configuracién
intermedia o relajada que se define a partir de una descarga elastica. Esta
hipotesis es una generalizacion de la descomposicién aditiva valida en el caso de
pequenias deformaciones. La integracién de la ecuaciones de evolucion se realiza
en la configuracién intermedia que esta libre de deformaciones eldsticas.

Descripcion espacial

W. A. M. Brekelmans, J. D. Janssen y A. A. F. Van de Ven en [11]
proponen una formulacion espacial para el problema global bdsicamente en
desplazamientos. La razén dada por los autores es que se puede simular mejor
el flujo alrededor de las esquinas de la matriz. Se describen a continuacién
algunos de los detalles mas importantes que se deben tener en cuenta respecto
a otras técnicas usadas de forma estandar.

Se supone inicialmente, que el volumen total V4 se conoce para cualquier
instante de tiempo y que el tensor de tensiones de Cauchy o, sélo depende del
tensor gradiente de la deformacién y de su historia. (se anulan efectos térmicos
y viscosos). Se supone también que el proceso se puede llevar a cabo de forma
incremental, de tal forma que partiendo de un estado conocido 7 el objetivo es
encontrar el valor de todas las variables del modelo en el instante 7 + At de
tal forma que satisfagan: la ecuacién de equilibrio, la ecuacién constitutiva y
las respectivas condiciones de contorno en este instante. Se supone que todas
las cantidades fisicas son funcién del tiempo 7 y de la posicion espacial z. La
malla de elementos finitos en el caso euleriano, no cambia, pero aqui, el volumen
V se reduce cuando pasa de V; a V. s entonces es conveniente modificarla.
Esto se puede realizar, escalando la geometria o eliminando elementos. Una
de las diferencias mas importantes con el caso lagrangiano se encuentra en
la integracion de la ecuacidn constitutiva. Esto es debido a que en general,
la evolucion de las variables internas que expresan alguna propiedad fisica, se
formulan de manera natural en coordenadas materiales. Para actualizar el valor
de una variable interna en un punto de la nueva malla (la malla de V, ) se
necesita conocer el valor que tenia la variable interna en el instante 7 pero
manteniendo constante el punto material. La dificultad estd en que este punto
material se encuentra en la malla V; en la posicién & — u(x,t). Para conocer el
valor de la variable interna en este punto se debe conocer primero el elemento
de la malla V; que lo contiene, y luego interpolar mediante el valor en los nodos
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de este elemento. El algoritmo de bisqueda, en general, puede se costoso.
Brekelmans y sus colaboradores {11], proponen una forma de aproximar este
valor mediante una expansién de Taylor y de esta manera evitar el algoritmo de
busqueda. Finalizado el problema de la integraciéon de la ecuacién constitutiva,
se procede de forma estandar, integrando numéricamente el vector de fuerzas
internas, externas y la matriz de rigidez tangente. '

2.5 CONSIDERACIONES FINALES

Se han estudiado en este capitulo, diferentes modelos constitutivos que
pretenden simular el comportamiento del pulvimaterial durante el proceso de
compactacién. Dichos modelos se formulan a partir del comportamiento de
los materiales friccionales {seccién 2.3.1) o del comportamiento de los metales
porosos (seccién 2.3.2). En esta tesis son de interés los modelos constitutivos
que permitan simular la compactacion de polvos metalicos que conduzcan a un
modelo numérico sencillo y que a su vez permitan realizar cdlculos a gran escala.
Por esta razén, el modelo numérico que se formula en esta tesis tiene como
punto de partida los modelos constitutivos propuestos por Abouaf [68], Weber
y Brown [19], Coccoz [23] entre otros. Donde la superficie de fluencia se define
mediante una sola superficie que tiene forma eliptica. En particular se utilizara
una superficie eliptica que al final del proceso de compactacién degenera en el
cilindro de Von Mises. La superficie se define mediante dos pardmetros (los
radios de la elipse) que dependen exclusivamente de la densidad relativa. La
calibracién de los dos pardametros se puede llevar a cabo mediante dos grupos
de ensayos experimentales: (1) compactacién isostatica y (2) compactacién
uniaxial o ensayo triaxial.

En concordancia con [19][68][13], el modelo numérico se formulard empleando
una descripcién material y haciendo uso de la teoria de las grandes deforma-
ciones plasticas, adicionando algunas hipdtesis simplificadoras. Respecto al pro-
blema de contorno (problema entre el pulvimaterial y la matriz) en la literatura
disponible no se hace ninguna referencia particular a los modelos numéricos
empleados en el caso de la compactacién de pulvimaterial, entonces este tema
se desarrollara en el capitulo 3, con bastante profundidad.



CAPITULO 3

FORMULACION MATEMATICA DEL
MODELO PROPUESTO PARA LA COM-
PACTACION DE PULVIMETALES

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describe el modelo matematico propuesto, para la
simulacién numérica del proceso de compactacion uniaxial de pulvimetales.
El modelo estda inmerso en la teoria de las grandes deformaciones plasticas y
se restringe al proceso puramente mecdnico, o sea a procesos termodinamicos
térmicamente estables. Se incluye ademas, el problema de contorno que existe
entre las paredes del molde y el material en polvo.

En la seccién 3.2 se describen las variables basicas que intervienen en el
modelo y su interpretacion fisica, también se hace un analisis de sus alcances y

limitaciones.

En la seccién 3.3 se formulan las ecuaciones bdsicas necesarias para la
simulacién numérica del proceso. La descripcién cinematica se basa en la
descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién. Se hace
uso de los operadores pull back ¢* y push forward ¢+ definidos en [35] para
transformar tensores de las configuraciones espacial a la material y viceversa.
La respuesta elastica del material se obtiene de un modelo hiperelastico, que
permite calcular las tensiones en la configuracién espacial en forma cerrada, sin
tener que recurrir a una integracion numeérica de la ecuacion diferencial que
gobierna el problema. La condicién de fluencia depende del primero y segundo
invariante del tensor de tensiones y ademads de la densidad relativa. En generalla
superficie de fluencia tiene forma de elipsoide. Su tamario y forma se modifican
mediante dos parametros que dependen de la densidad relativa. Se analizan dos
reglas de flujo plastico, una asociada y otra no asociada que conducen a una
integracién cerrada de la ecuacién constitutiva. La ecuacién de continuidad
se utiliza en su forma material y la ecuacidén de equilibrio se verificara en la
misma configuracién. La seccién finaliza con la descripcién de la integracion de
la ecuacién constitutiva que se lleva a cabo de forma similar a la empleada en
los problemas de la plasticidad clasica.

41
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La seccién 3.4 describe el problema de contacto entre el material que se
desea compactar y las paredes del molde. El problema general se formula
como una minimizacién sobre un conjunto de desplazamientos sometidos a
las restricciones impuestas por las paredes del molde. Esta formulacién de
contacto unilateral forma parte de una teoria mds general que se emplea para
simular el contacto entre un cuerpo deformable y un cuerpo rigido (contacto
generalizado). Para la solucién del problema, se estudian tres métodos de
la teoria de optimizacidén conocidos como: penalizacion, multiplicadores de
Lagrange y Lagrangiano Aumentado.

El método de penalizacién consiste basicamente en eliminar la restriccién
impuesta por el molde, y a cambio, aplicar unas fuerzas normales, propor-
cionales a la minima distancia entre los puntos de la frontera del cuerpo y las
paredes del molde. De esta forma se penaliza mediante la constante de por-
porcionalidad .cualquier posible violacién de la restriccion. El método de multi-
plicadores de Lagrange introduce una nueva incognita, en este caso las fuerzas
normales acompanadas de ciertas restricciones para que el problema quede bien
definido. Esta nueva formulacion conduce a la busqueda de un punto de silla
del lagrangiano asociado al problema. En principio el sistema de ecuaciones au-
menta, pero aqui se propone un algoritmo que permite implementar el método,
evitando este inconveniente. El método del Lagrangiano Aumentado enlaza las
dos técnicas anteriores, de tal forma que la fuerza normal es la combinacién de
dos términos. Uno es el multiplicador de Lagrange, y el otro proveniente de la
penalizacidn.

La seccién 3.5 contiene una descripcion del modelo de friccion empleado en
este trabajo. Es un modelo del tipo Coulomb y se formula de acuerdo a la teoria
de la plasticidad. En este caso la condicion de fluencia se reemplaza por una
condicion de friccién, que también se conoce como condicién de deslizamiento.
La regla de flujo se interpreta ahora como una direccién de deslizamiento.

De forma similar al caso de contacto, se estudian aqui, las técnicas de
penalizacion, multiplicadores de Lagrange y Lagrangiano Aumentado para su
posible soluciéon. El método de penalizacion se formula de forma directa
al realizar la integraciéon numérica de la ecuacién constitutiva mediante las
técnicas empleadas en plasticidad para el caso unidimensional. En el caso de
multiplicadores de Lagrange, se propone aqui un algoritmo que permite imponer
la condicidn de deslizamiento de forma exacta. Se describe también la extension
del método del lagrangiano aumentado al problema de friccién propuesta por
Simo en [39].



Formulacién matemadtica del modelo de compactacién 43

3.2 ELEMENTOS BASICOS DEL MODELO DE COMPACTACION

El modelo numérico que se describe a continuacién esta inmerso dentro de la
teoria de la plasticidad con grandes deformaciones pldsticas. Se formula desde
el punto de vista de la mecdnica de sélidos para capturar los aspectos mds
relevantes del proceso de compactacion como son: la evolucién de la densidad,
crecimiento de la resistencia del material, perdida de vacios, aumento de la
deformacién elastica, fricciéon entre particulas, etc. Las variables basicas en el
modelo son: la densidad relativa, la deformaciéon total, la deformacién pléastica
y el estado tensional.

Densidad relativa

La densidad relativa 7, se define como el cociente entre la densidad aparente
y la densidad de la parte solida que no incluye vacios. Este valor final,
generalmente es la densidad tedrica que se espera obtener al final de la
compactacién. La relacidon se puede escribir mas precisamente con base en
los siguentes términos:

m : = masa total, v := volumen total,

vs : = volumen de la parte solida, v, := volumen de vacios

v = vs + vy
m

pt = — (densidad aparente)
v

ps = Uiis (densidad de la parte sélida)
Vg

N = P (densidad relativa)
Ps

La densidad inicial po, coincide con la densidad inicial aparente definida en
el capitulo 1, que incluye los vacios y los posibles poros del material en polvo.
Se podria tomar también como densidad inicial, la que se obtiene después de
someter a la matriz a la etapa de vibracién que se utiliza en algunos casos
para redistribuir el material. La densidad relativa en este modelo, representa el
endurecimiento del material. Su distribucion dentro del molde es una medida de
la calidad del proceso de compactacién. Esta variable se calcula directamente
de una expresién derivada de la ecuacién de continuidad, que se formula en la

configuracion material.
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Deformacion pldstica y eldstica

Durante los primeros pasos del proceso de compactacién, el movimiento
de los punzones y de la matriz producen una disminucién global en el volu-
men. Estos movimientos producen deformaciones que en su mayor parte, son
irreversibles. Este fenomeno macroscopico proviene de la combinacion de dos
fenémenos a nivel microscépico, como se explico en el capitulo 1. El primero, es
la gran pérdida de vacios y el segundo involucra directamente a las particulas,
ya que aumentan sus puntos de contacto y se producen las primeras deforma-
ciones elasticas en estas zonas. A medida que la presiéon aumenta, los puntos
de contacto se convierten en puntos de contacto permanente. En este instante,
comienza el desarrollo de deformacion plastica a nivel de particulas, para los
materiales ductiles y el inicio de la etapa de fragmentacion para los materiales
fragiles. Al final, las fronteras entre las particulas desaparecen, el crecimiento de
las deformaciones irreversibles disminuye, y el crecimiento de las deformaciones
elasticas se vuelve mas importante. El tensor de las deformaciones pldsticas
empleado en el modelo, incluye los dos efectos, las pérdidas de vacios y las
deformaciones plasticas o fragmentacion de las particulas en las zonas de con-
tacto. FEl tensor de las deformaciones eldsticas, considera bdsicamente las de-
formaciones elasticas de las particulas, que se incrementan mas rapidamente al
final del proceso. Se supone en general que la norma de este tensor es pequena
comparada con la norma del tensor plastico.

Tensor de tensiones

El tensor de tesiones se interpreta como la respuesta constitutiva del
material debido a las deformaciones elasticas. Su evolucién durante el proceso
de compactacion es una medida del aumento de la resistencia del material a
medida que aumenta la presién externa que produce un trabajo en frio sobre
éste. El conocimiento de esta variable permite: a) predecir el valor de la presién
externa que se requiere para alcanzar un valor dado en la densidad relativa, b)
conocer que parte de la presion de entrada se transmite realmente al material
y ¢) conocer cuanto se pierde debido a la friccién con las paredes. Al final
del proceso, cuando se elimina la presion externa después de la extraccion, las
tensiones se interpretan como tensiones residuales o remanentes.
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El papel de la teoria de la plasticidad en el modelo

El uso de la teoria de las grandes deformaciones plasticas permite calcular
muy precisamente los grandes movimientos debidos a las pérdidas de vacios
y deformacién de las particulas que ocurren al inicio de la compactacién que,
como se dijo antes, son irreversibles. La teoria se basa en la descomposicién
multiplicativa del tensor gradiente de la deformacidn, en un tensor elastico y uno
plastico. La componente plastica registra la perdida de vacios y la deformacion
irreversible de las particulas.

La condicion de fluencia, al igual que en plasticidad clasica, separa
aqui los estados incrementalmente eldsticos de los estados incrementalmente
elastopldsticos. La condicidén de fluencia, define una superficie que al inicio del
proceso de compactacion (material en polvo), es un punto. Esto es debido a
que durante esta etapa, el estado elastico es nulo o en otras palabras, el ma-
terial tiene resistencia nula. A medida que la presién aumenta, como se dijo
antes, la resistencia aumenta, por lo tanto la superficie crece. Este crecimiento
se controla mediante dos parametros que dependen de la densidad relativa. En
las primeras etapas del proceso de compactacion, el material se caracteriza por
su limitada capacidad de soportar corte, por lo tanto su estado de tensiones es
casi hidrostitico, pero a medida que se comprime aumenta la capacidad para
resistir el cortante debido al aumento en la friccidon interna. Por esta razon se
incluyen el primer invariante de las tensiones ademas del segundo invariante del
desviador en la condicién de fluencia. El efecto de la friccidon interna entre las
particulas es muy importante durante las primeras etapas de la compactacion.
Pero a medida que la presiéon aumenta, el contacto entre las particulas es cast
permante y el material se comienza a comportar como un material sélido, en
este caso como un metal. Por esta razén se afecta el primer invariante por un
parametro que a medida que la densidad aumenta, gradualmente lo elimina de
la condicion de fluencia, permitiendo asi, recobrar la superficie de fluencia de
Huber-von Mises, cldsica de un material metalico ([40]).

La evolucién de la deformacion plastica viene dada por la ecuacién de flujo.
La direccion del flujo viene afectada por el tipo de material. De un lado, se
podria suponer que todas las particulas de material son bastante homogénas y
una direccién de flujo normal a la superficie [13](regla de flujo asociada) seria
conveniente. Por otro lado si esto no se cumple, debe pensarse en una regla de
flujo no asociada.

Limitaciones del modelo

Se enumeran a continuacién algunas de las limitaciones del modelo
numérico. La etapa de llenado del molde es una parte importante en el proceso
de compactacién. Un buen llenado garantiza una densidad aparente inicial ele-
vada y homogénea, pero esto puede cambiar si se modifican pardmetros como
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la forma y tamaiio del material en polvo, la geometria del molde, velocidad de
llenado, etc. Esta etapa preliminar no se ha incluido en el presente trabajo. La
densidad relativa es la Gnica variable de endurecimiento y solo registra el efecto
del reordenamiento de las particulas en el molde, pero los efectos anisétropos
como la forma y el tamafo del grano no se tienen en cuenta o se suponen des-
preciables. De no serlo, se requeriria entonces la adiciéon de nuevas variables
internas tensoriales, que registren esta anisotropia. Respecto a la superficie de
fluencia, ésta crece indefinidamente del lado de las tracciones, pero esto no co-
rresponde con la realidad fisica, por lo tanto en el caso en que se produjeran
tracciones importantes durante el proceso de compactacion, seria necesario in-
cluir un criterio de falla por tracciéon. Aunque todavia existen discrepancias
entre los diferentes investigadores, el fenomeno de dilatancia podria incluirse
dentro del-modelo. Como se explicé en el capitulo 1, la lubricacion atenia
el efecto de la friccién con las paredes pero tiene algunas desventajas depen-
diendo de como-se suministre el lubricante. Estas variaciones en el proceso
debidas al lubricante no se estudian aqui. Sélo se analiza el efecto que tiene
de forma indirecta, estudiando la variacién en la distribucién de las densidades
para diferentes valores del coeficiente de friccién. El modelo no tiene en cuenta
fendmenos dependientes del tiempo, por lo tanto es insensible a la velocidad de
carga.

3.3 MODELO CONSTITUTIVO

3.3.1 Cinemadtica

Se describen a continuacién algunas de las caracteristicas principales de la
cinematica de grandes deformaciones que se requieren para la formulacién del
modelo de compactacién. Sea Q c RY (N = 2,3) abierto y acotado que
representa al material que se desea compactar. Se supondra de aqui en adelante
que {2 define la configuracion de referencia del cuerpo. Sea [0,7] el intervalo
de tiempo de interés. Aqui la variable ¢, se debe interpretar como un parametro
que se incrementa de forma mondtona, e indica el nivel de progreso en el proceso
de deformacidn.

Dendtese por ¢ : 2 x [0,T] — R¥ la aplicacién que describe el movimiento
del cuerpo ©. Sea X € Q una particula del cuerpo, entonces = o(X,t)
denotara la posicién de la particula en el instante ¢ € [0,7]. Se considerara
ademas que el conjunto:

e (Q)={x | @ =¢(X,t) donde X €} (3.3.1)

define la configuracién actual del cuerpo. Sea F = dp/0X el tensor gradiente
de la deformacién. Se define U(X,1), campo de desplazamientos, como:

e(X,t)= X +U(X,t)
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entonces el tensor gradiente de la deformacién se puede escribir como:

F(X,t) = I+ GRAD U(X,1)

donde GRAD U denota el gradiente de los desplazamientos en la configuracién
de referencia.

Como se explicé en la seccién 3.2, durante el proceso de compactacién
se producen deformaciones eldsticas y, en su mayor parte, deformaciones
irreversibles. Por lo tanto el modelo debe ser capaz de considerarlas. Para
cumplir este objetivo se supondrd valida la descomposicién multiplicativa del
tensor F', introducida por Kroner en [42] y desarrollada por Lee y Liu [46], Fox
[43], Lee [44], Mandel [45] y otros.

Esta descomposicién supone lo siguiente:

Dado t € [0,T] entonces para cada ¢ = (X, 1) existe una vecindad del punto
z contenida en Qy = ¢;(N) (ver figura 3.1) para la cual es valida la siguiente
descomposicion:

F(X,t) = F¢(X,t)FP(X,1) (3.3.2)

El tensor F® corresponde a la parte elastica y el tensor FP a la parte pléstica.

Figura 3.1 Descomposicién Multiplicativa
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e Observacién 3.1

El tensor eldstico F¢ se obtiene realizando una descarga eldstica de la
vecindad del punto £ mencionada anteriormente. Esta descarga eldstica genera
una nueva vecindad que junto a las otras generadas por el resto de puntos,
conforman lo que se llamard configuracién intermedia Q (ver figura 3.1). Se
puede pensar en el tensor F¢ como el gradiente de la deformacion local, que
relaciona vecindades entre las configuraciones intermedia y actual o deformada.
Pero lo que no es valido, en general, es suponer que F¢ es el gradiente de la
deformacion de alguna funcion v que representaria un movimiento entre las
anteriores configuraciones [40] 0

Se definen ahora los siguientes tensores en la configuracién de referencia:

C(X,t) = FI(X,t)-F(X,1t)
CP(X,t) = FP'(X,1)-FP(X 1)

E(X,t)= %(C(X,t) - G(X)) (3.3.3)

E?(X,t) = ~(C¥(X,1) - G(X))

donde C es el tensor de Cauchy-Green a la derecha y E el tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange. El tensor G se define como el tensor métrico en la
configuracién de referencia, cuyas componentes vienen dadas por:

Gz‘]‘ =< Ei,Ej > 1,7:1.N

donde los vectores {E;} definen un sistema de coordenadas en RY y <, >
denota su correspondiente producto escalar. Hasta que no se diga otra cosa,
se supondrd que {E;} coincide con la base candénica de RY por lo tanto G
se convierte en la identidad (G = 1). De forma similar al caso lagrangiano se
define el tensor métrico g en la configuracién actual como:

gij =< e;ej >

donde {e;} define un sistema de coordenadas en la configuracién actual ;. Se
supondra por ahora que {e;} coincide con la base canénica y por lo tanto g =1
en la configuracion deformada.

Se definen a continuacién los siguientes tensores en la configuraciéon actual:
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b(z,t) = Flp '(z,1),t)-G - F(p ™ (a,t),t) = F-G 1. FT
b(2,1) = F(p (2, 1),8)- G- F (9o~ (,1),8) = F¢.G~1.F°

1 —
e(xz,t) = ;(g(-’l?) -b l(m,i)) (3.3.4)

-

ef(x,t) = 1(g(:z:) -~ be_l(:zz,t))

2

eP(z,1) = ~(b° (x,1) - b7} (z, 1))

b | =

Los tensores b y b® se conocen como tensores de Cauchy-Green a la
izquierda, total y elastico respectivamente. El tensor e se conoce como el
tensor de deformaciones de Almansi y los tensores e€,e? corresponden a sus
componentes eldstica y plastica, respectivamente.

3.3.2 Formulacidn de las ecuaciones constitutivas

Se describen a continuacién las ecuaciones basicas de la teoria de la
plasticidad, que permiten modelar el comportamiento del material que se
desea compactar. Varias de estas ecuaciones se formulan inicialmente en la
configuracién intermedia, ya que es en ésta donde tienen su significado fisico.

¢ Respuesta elastica

En concordancia con la hipdtesis de Mandel y otros [40], se supone aqui, que
el estado local termodinamico se determina mediante las variables E°,Q,T.
El tensor E° corresponde al tensor de deformacién eldstico escrito en la
configuracién intermedia, la variable Q denota el vector de variables internas
que completan la definicién de modelo y T" denota la temperatura.

La densidad de energia libre se define entonces como [40]:
v =¢(E°,Q,T) (3.3.5.a)
restringiéndose al caso puramente mecanico se puede suponer que:
1/’ = VT(EG’ZQ—) (3.3.5.b)

.« e . .«
reemplazando la ecuacién E¢ = FPLECF? en (3.3.5), se puede definir la funcién
de energia libre en la configuracion de referencia como:

¥ = Y(E° Q) (3.3.5.0)
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Se supone ademas, una respuesta hiperelastica del material, entonces el segundo
tensor de tensiones de Piola Kirchhoff S viene dado por [40][37]:

o
~ PosEe

dicha hipdtesis equivale a suponer que el tensor de tensiones de Kirchhoff 7,
viene dado por la siguiente expresion:

S (3.3.6.3)

94

T = Po@(eeﬂ) (3.3.6.b)

donde ) representa la funcién de energia libre en la configuracién deformada.
Los tensores de tensiones S y T se relacionan entonces mediante la siguiente

ecuacion:
S=¢*(r)=F v FT (3.3.7)

donde ¢*(7) se refiere al pull back de T (ver anexo A4). Se supone vilida la
hipétesis de elasticidad desacoplada [10], que permite expresar la energia libre

comos

Y(E°, Q) =9 (E°) + 47(Q) (3.3.8.a)
de forma equivalente, esta descomposicién se puede escribir en la configuracién

deformada como:

P(ef,q) = ¢°(e — eP) + pP(q) (3.3.8.5)

En el modelo que se estudia aqui, la inica variable interna que se considera es
la deformacién plastica, que ya se encuentra incluida en las variables basicas.
Debido a que las deformaciones eldsticas se suponen pequernias, la energia elastica
se puede definir directamente en la configuracidn actual mediante la siguiente
funcion cuadratica:

1

1)[)6:5—-—(6—6})):62(6—61))
Po
R T (3.3.9)
:-p— SA(tr €%)” + (e : )
0 a

donde ¢ = 2T + A1 ®1 es el tensor constitutivo eldstico en la configuracién
deformada. Con base en (3.3.6.b) las tensiones de Kirchhoff se pueden calcular

como:

T = c:(e—e€?) = 2n(e —e?) + Arle — eP|1 (3.3.10)
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¢ Densidad relativa

Sea wy C Q = ¢;(N) una porcién del cuerpo en el tiempo t. La expresién
material del principio de conservacién de la masa afirma que la masa del
subconjunto w; (arbitrario) en el instante ¢ es la misma que en el instante
inicial £ = 0. Con base en este principio, se puede formular la siguiente ecuacién
basica de la densidad en la configuracién de referencia [49]:

p DetF = p, (3.3.11)

La densidad p representa el valor de la densidad aparente definida en el capitulo
1, el valor p, representa entonces el valor de la densidad inicial aparente.
Dividiendo a los dos lados de la ecuacién (3.3.11) por la densidad del sdlido
ps se obtiene la siguiente expresion en términos de la densidad relativa:

n(X,t) = &

= Det[F(X 1)) (3-3.12)

donde 7, es la densidad relativa inicial y 7; es la densidad relativa en el instante
t. Esta es una expresion bastante sencilla de evaluar en la configuracién material
a diferencia de la expresion espacial [49].

e Condicién de fluencia

La condicidn de fluencia, en general distingue entre dos estados, uno elastico
que se encuentra en el interior de la superficie definida a partir de la condicion
de fluencia y un estado plastico que se localiza sobre dicha superficie [40].

En el caso que se trata aqui, el estado elastico proviene del comportamiento
eldstico de las particulas cuando éstas entran en contacto entre si, mientras
que el estado plastico se interpreta como una pérdida de vacios més unas
deformaciones plasticas en las zonas de contacto. La condicién de fluencia que
se considera aqui, con algunas modificaciones, fue inicialmente propuesta por
Kuhn y Downey en [33] y empleada por G.G. Weber y S.B. Brown en [19] y se
define en la configuracion espacial de la siguiente forma:

$(r,m) =l dev[r] | +ai(n) (5T)" — 3 as(n) 0> < 0 (3.3.13)

El tensor T corresponde a las tensiones de Kirchhoff,  la densidad relativa
y oy es la tension maxima de fluencia del material homogéneo. aj, az son
parametros que dependen de la densidad relativa y se definen dependiendo del
tipo de material. Los términos dev[r] y tr[r], corresponden al desviador y la



52 Capitulo 3

traza del tensor 7, y vienen dados por las siguientes expresiones:

tr[r) = Vg = g7
1
devtT=7-— gtr['r] g !

De forma equivalente, la condicién de fluencia se puede escribir en la
configuracién de referencia como:

®(S,1) =[DEVS |1 +ax(n) (FBE)" = 3 ax(n) oy* < 0 (3.3.14)
donde
TR[S]=C:S
1 . (3.3.15.2)
DEV[S]= S - ETR[S]C
y la norma || - ||¢ viene dada por:

|IDEVS||%= (DEVS)¥DEVS)¥C;.C; (3.3.15.b)

La igualdad en (3.3.13) (0 equivalentemente en (3.3.14)), define la superficie
de fluencia que se analiza a continuacion. Para facilitar la descripcion de esta
superficie, se empleara la proyeccién de ésta sobre ciertos planos caracteristicos
[50], descritos en el espacio de tensiones. Los ejes del sistema espacial coinciden
con las direcciones principales (este espacio se conoce como espacio de High-

Westergard).

Se define plano octaédrico como el plano ortogonal a la recta diagonal
definida por 1 = 79 = 73 donde 71,792,773 coinciden con las direcciones
principales. Sobre cada uno de estos planos el primer invariante del tensor
de tensiones se mantiene constante, por lo tanto la superficie de fluencia se
proyecta como un circulo. El radio de éste varia haciéndose maximo sobre el
plano octaédrico que pasa por el origen.

Se define como plano meridiano al plano ortogonal al plano octaédrico y
que contiene la recta diagonal. Debido a la simetria axial de la superficie, es
suficiente conocer la forma de la superficie sobre uno de estos planos.

Con el objeto de analizar mejor el comportamiento de la superficie de
fluencia, definida a partir de la condicién (3.3.13), se reescribe ésta, en términos
de los pardmetros £, p definidos como ¢ = %1 y p = /2J,, donde I, representa
el primer invariante del tensor de tensiones y J, el segundo invariante del
desviador. £ representa el eje de las presiones y p el eje desviador. La superficie
se escribe ahora como:

“ 2 ‘
¢(Pa§,77)=,02 + ‘11(77)52 - gaz(n)ﬂg =0 (3.3.16)
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que puede verse en el plano meridiano como la ecuaciéon de la siguiente elipse:

2]+ [5] =

2 2as(7m T

o Observacién 3.2

donde

Supdngase por un momento que el pardmetro a; permanece constante.
Entonces un cambio en el pardmetro ay modifica igualmente los valores de
rp y 7¢ haciendo que la elipse aumente o disminuya de tamario.

Las variaciones en el pardmetro a, manteniendo a, constante sélo modifican
el valor de ¢ haciendo que la elipse sea mds o menos alargada. Este pardmetro
modifica esencialmente la forma de la elipse. O

Al inicio del proceso de compactacion cuando la densidad relativa coincide
con la densidad inicial, la superficie de fluencia debe ser un punto (a3(7,) = 0).
Esto coincide con la apreciacion fisica que se tiene del material al inicio del
proceso de compactacion, ya que es un material que carece de un estado de
tensiones eldstico, no soporta un nivel apreciable de traccién ni de cortante (se
asemeja a un fluido en reposo). A medida que la densidad relativa aumenta, la
elipse que describe la superficie crece en funcion de los pardmetros a, y a,, como
se explicé en la observacién 3.2 (ver figura 3.2). Este crecimiento en el estado
elastico se interpreta como un aumento en la resistencia, en la capacidad para
soportar cortante y traccion. Todo esto es debido al trabajo en frio realizado
sobre las particulas. Aunque aqui se supondra, que del lado de la traccién, la
superficie evoluciona de forma similar que del lado de la compresién, segun se
discute en la literatura expuesta en el capitulo 2, la evolucién de la superficie no
puede crecer indefinidamente, y seria necesario la adicién de un criterio de falla
a traccidn, si el proceso de compactacion diera lugar a tracciones relevantes.

Los pardmetros a; y ag de (3.3.13) se ajustan, de tal forma que al final la
superficie se asemeja a la superficie de Huber-von Mises, tipica de un material
metalico homogéneo (un cilindro de longitud infinita cuyo eje coincide con el eje
de presién hidrostatica, ver figura 3.2). La determinaciéon experimental de estos
parametros se puede obtener de forma similar a la presentada por T. Nakagawa
y M Sato en [15] y que fue descrita en el capitulo 2. La forma general de estas
funciones puede verse en la figura 3.2.
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Figura 3.2 Evolucién de la superficie de fluencia

¢ Reglas de flyjo

Se analizan dos reglas de flujo: a) una regla de flujo no asociada, donde
la direccién del flujo plastico ocurre proporcional a las componentes de la
deformacion eldstica. La ecuacién de evolucién se escribe como:

LyeP = de® = e —eP)=Ac™!: 1 (3.3.17)

donde Ly(-) representa la derivada de Lie (ver anexo A4). La expresién de la
derecha se deriva de (3.3.10).

b) una regla de flujo asociada, definida como:

LyeP = ) g% (3.3.18)

Como se verd mds adelante las dos ecuaciones llevan a una integracién
cerrada de la ecuacién constitutiva. Ademas permiten calcular la matriz elasto-
pldstica tangente consistente de forma exacta. El pardmetro A > 0 es una
funcién escalar no negativa conocida como pardmetro de consistencia plastica,
que debe cumplir las siguientes condiciones de Kuhn-Tucker [36]):

A>0  ¢(r,m) <0 Ag(T,1) =0
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Las anteriores condiciones se conocen en la terminologia clasica[36], como
condiciones de carga y descarga. Ademds, debe cumplirse la siguiente condicién
de persistencia:

A(Tyn) =0

e Disipacidon pldastica

La funcién de energia libre (3.3.8.p) se puede escribir en la configuracién de
referencia como:

U = V¢(E — EP) + V?(Q) (3.3.19)

donde @ representa el conjunto de las variables internas q, escritas en la
configuracién de referencia. En el modelo que aqui se considera, la componente
elastica de (3.3.19) se obtiene a partir de la expresidon (3.3.9) de tal forma que:

1

V(B - B?) = 5
Po

(E — E?):E:(E — E?) (3.3.20)

donde el tensor de cuarto orden Z, es el pull back del tensor elastico c, esto es,
= = ¢*(c). La disipacién plastica viene dada por el negativo de la derivada de
la energia libre respecto a un cambio en las variables internas[37]:

o . A

po._ pp_ 2
P = B 20"

(3.3.21)

Desde el punto de vista de la mecanica de medios continuos, el cumplimiento
de la segunda ley de la termodindmica requiere que se cumplan la condicidon
constitutiva y la disipacién positiva, esto es [40][37]:

ove
PR
9. TP >0

1. §=

=E:(E - EF)

(3.3.22)

La primera condicion, se cumple directamente, ya que es precisamente el
resultado de escribir la ecuacidn (3.3.10) en la configuracién de referencia. En el
modelo que se estudia aqui, la segunda condicién, se debe comprobar para cada
una de las reglas de flujo.

Con base en la definicién (3.3.21), la ecuacién (3.3.20) y recordando que la
unica variable interna es la deformacion plastica, entonces la condicidn (3.3.22.6)
se reduce a probar que:

-

DP = —1—Ep:
Po

]

(E—E?)>0 (3.3.23)
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a) En el €l caso de flujo no asociado, la evolucién de EP viene dada por el
pull back de la ecuacién (3.3.17), por lo tanto se tiene que:

Er = /\(E — E?) (3.3.24)

Luego de reemplazar (3.3.24) en (3.3.23) entonces la condiciéon de disipacién
pldstica, se deduce del hecho que el operador E es definido positivo.

b) En el caso de flujo asociado, la evolucién de la deformacion plastica E?,
se obtiene a partir del pull back de la ecuacién (3.3.18), entonces se tiene que:

) . 0P
E? = Ag—s (3.3.25)

Partiendo de la ecuacidon (3.3.14) y haciendo uso de la regla de la cadena se puede
probar que el término de la derecha en (3.3.25) viene dado por:

g—i— =2C-DEV[S]-C + S‘“TR [S]C (3.3.26)

esta expresidon se puede escribir en la configuracion espacial, mediante el
operador push forward como:

%—2d [T]—f—g tr(r] 3.3.27
5y — 2dev ;M g (3.3.27)

Haciendo uso de las ecuaciones (3.3.25), (3.3.26),(3.3.22.a) y (3.3.23), la disipacion
plastica DP se puede escribir como:

9 .
DP = =} |C-DEV[S]-C + éal(C:S)C .S (3.3.28)
Po

y luego de algunas manipulaciones algebraicas queda:
2 N 2 1 "
DP = —[|| DEV[S] ||& +§a1(TRS)‘] (3.3.29)
Po

donde || (*) || ¥y TR[S]fueron definidos en (3.3.15.a, b). Claramente, la expresion
(3.3.29) es positiva, que era lo que se queria demostrar. La condicion de disipacidon
plastica, en este caso se hubiera podido deducir directamente del principio de
mdzima disipacion pldstica, [37][40], que afirma que en el caso de que el flujo sea
asociado, la disipacion es positiva y ademds maxima.
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¢ Tensor elastoplastico tangente

El tensor elastopldstico tangente c°?, relaciona la derivada objetiva del
tensor de tensiones 7, con la derivada objetiva del tensor de deformaciones
e. Esta relacién se escribe como:

L,r=c¢*:L.e (3.3.30)

La derivada objetiva que se utiliza aqui es la derivada de Lie [35]. La obtencién
del tensor c®? se lleva a cabo derivando objetivamente la ecuacién (3.3.10) y
haciendo uso de la condicidén de persistencia:

/.\éz(‘r,n) =0 (3.3.31)
para obtener explicitamente el valor del parametro A

La derivada de Lie de la ecuacion (3.3.10) se puede escribir como:
L, = L.c:le —ef] + c:[L,e — L,e?] (3.3.32)

la derivada L,c representa la derivada de Lie del tensor elastico ¢. La derivada

L,e? se puede escribir como:
L.e? = \h (3.3.33)

donde h = (e — e?) en el caso de flujo no asociado y h = g—;ﬁ. en el caso de flujo
asociado (ver (3.3.17) y (3.3.18)).

Una expresion de la derivada del tensor elastico ¢ puede encontrarse en el
anexo Al (seccién Al1.3).

Esta derivada, y en general, el cdlculo del tensor elastoplastico tangente, se
pueden llevar a cabo de dos formas equivalentes:

1. llevar el tensor elastico a la configuracion de referencia mediante el
operador pull back ¢* [35], (ver anexo A4), luego calcular la derivada temporal en
dicha configuracién material y nuevamente llevar el resultado a la configuracién
espacial mediante el operador push forward ¢..

2. Derivar directamente la expresion del tensor eldstico ¢, en la configuracion
espacial respecto al tensor métrico g, de tal forma que:

Jc

Lic=—:L,g (3.3.35)
dg

El producto L,c:(e — €?) , se puede escribir de la siguiente forma (ver anexo

Al, seccién A1.3):
Lyc:(e—eP)=d:L.e (3.3.36)

donde el tensor d viene dado por:

(d)M = —47](e®)" 8% + §™*(e)] — 2N[6 () + 587! tr]e?)) (3.3.37)
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Condicion de persistencia

La derivada objetiva de ¢(7,7) se escribe como:

¢ LT +3d) Lg+g(é:LU77:0 (3.3.38)
dg’ on

¢) —

que se iguala a cero al imponer la condicién de persistencia. Se puede probar
(ver (A.1.31)) que:

L,y = —ng_l :L,e (3.3.39)

El siguiente paso es reemplazar la ecuacion (3.3.33) en la ecuacién (3.3.32) y esta
ultima a su vez en la ecuacidn (3.3.38), se obtiene asi la siguiente expresidn para
el parametro A:

. [g—f‘;:d%———éc—{—Z%—nan “1:L,e
A= 53 ; (3.3.40)
g=:c:h

El tensor elastoplastico tangente se obtiene luego de reemplazar la expresién
(3.3.40) en la ecuacion (3.3.33), que a su vez se reemplaza en la ecuacién (3.3.32)
obteniéndose que ¢ viene dado por:

(c:h)® [—Q (c+d)+2—a—§—775% *1]

%:c:h

(3.3.41)

c?=(c+d) -

El cuadro 3.1 resume las ecuaciones basicas del modelo constitutivo que se
propone en esta tesis.

3.3.3 Integracion de la ecuacién constitutiva

Dado el intervalo de tiempo de interés, se procede a su discretizacién en
subintervalos no necesariamente del mismo tamafio. Dado un punto X fijo
pero arbitrario del cuerpo Q , el problema que debe resolverse sucesivamente
en cada uno de los subintervalos es el siguiente:

Suponiendo conocidas las variables basicas del modelo en el instante t,
encontrar el nuevo valor de las variables basicas en el instante t,,, de tal forma
que se satisfagan las ecuaciones del cuadro 3.1. Precisando las ideas anteriores
se tiene lo siguiente:

Sea [0,T] el intervalo de tiempo de interés.

Sea
N

[O T U [tny n+1
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Cuadro 3.1
Modelo constitutivo del pulvimetal
a. Respuesta elastica

T=c:(e—€eP)=c:e€°
b. Condicién de fluencia
2

1 2
#(r,m) = Ildev 7||* +2ai(n) [tz 7)* = Zas(n)ey® < 0

c. Regla de flujo

LyeP = Ah
a. h=c':r b. h:a—d)
or
d. Condiciones de Kuhn-Tucker:
A >0 o(t,n) <0 )1(;’)(1',77) =0

e. Condicién de persistencia:

Ag(r,m) =0
f. Tensor constitutivo tangente:
(d)ijkl - _4p-[(ee)i16jk + 6ik(ee)lj] _ 2X[5ij(ee)kl + 5ik5jltr[ee”
d d a¢ —
(c:h)® [—Cf)—f::(c +d)+ 2;7% - 775%9 1]

gg:c:h

c?=(c+d)—-

una discretizacién temporal posible. El problema que debe resolverse sucesi-
vamente en cada uno de los subintervalos se puede describir de la siguiente
forma:

Sea [tn,tn,.] el subintervalo de interés. Sea X € §2 un punto del cuerpo,

fijo pero arbitrario. Se supone que el cuerpo en el estado t, se encuentra en
equilibrio y ademas, que las variables que caracterizan el modelo son conocidas.
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Supéngase que se conoce @, (1) y las siguientes variables en la configuraciéon
material:

{E.(X), Sa(X), Ef(X), 7.(X)} (3.3.42)

esto equivale a suponer, que se conocen las siguientes variables pero en la
configuracién espacial, donde = = ¢ (X)) :

{en(z), Ta(z), eR(z), na(z)} (3.3.43)

Las variables de (3.3.42) se relacionan con las variables de (3.3.43) de forma
similar a las relaciones (a4.4) y (a4.5)). Dichas relaciones vienen definidas
mediante los operadores push forward y pull back presentados en el anexo A4,
que actuan dependiendo del caracter tensorial de cada variable. Nétese que las
transformaciones deben llevarse a cabo por medio del tensor gradiente de la
deformacién F, definido en el instante ¢,,.

Dado el campo de desplazamientos incrementales AU,,,, el objetivo es
actualizar las variables bdsicas en el tiempo t,,, de tal forma que se satisfagan
las ecuaciones del cuadro 3.1. Adicionalmente, se debe anadir al sistema la
ecuacion de descomposicién del tensor gradiente de la deformacion:

Fn+1:Fe -F?

n+1 n+1

La configuracién definida a partir de (F¢,,)”", en principio es una incognita

adicional del sistema. Debido a que las deformaciones eldsticas son pequenas
respecto de las deformaciones plasticas, se supondrd aqui que:

Fe~1 y F’xF

de esta forma, la configuracion intermedia coincide con la deformada y para la
integracién de las ecuaciones se utiliza directamente el tensor F,,,,.

e Actualizacién de las deformaciones y la densidad relativa

La nueva configuracion en el tiempo t,,, y el gradiente de la deformacién se
actualizan como sigue:

P (X) = 0 (X) + AU, (X)
F,,.(X) = F.(X)+ GRAD AU, ,(X)

(3.3.44)

las deformaciones y la densidad relativa vienen dadas por:

1
En+1(X) = E(FT F.. - G)

n+1

. (X) _ 7]0(X) (3.3.45)
e detF,,,(X)
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a. Integraciéon de la ecuacién de flujo : flujo no asociado

La ecuacion (3.3.17) se puede reescribir como:
Lye? = Me —eP)

por definicion de la derivada de Lie L,(-) se sabe que:
Lye? = ¢, ”(9_¢*(ep)
| ot

por lo tanto el primer paso es aplicar el operador pull back ¢* a los dos lados de
la ecuacién y se obtiene asi una ecuacién equivalente pero en la configuracién
de referencia que puede escribirse como:

OEP . P

—~BT(X,1) = ME(X,t) — EP(X,1)] (3.3.46)
Obsérvese que el término de la izquierda corresponde a la derivada total
de la deformacion pldstica respecto al tiempo. El siguiente paso es realizar
una integracién implicita (Euler hacia atrds) en el subintervalo de interés,
obteniendose asi la siguiente expresién para EP, :

E? (X) = EE(X) + A [Bnya (X)) — ‘E7}I)+1(X)] (3.3.47)

n41

donde AX,,, = At/'\(t,,,,,). Agrupando E?, | alaizquierda y luego llevando esta
expresion a la configuracién espacial mediante el operador push forward ¢3** se

tiene que:
6£+1(m) = (1 - an+1)en+1(m) + an+1éﬁ(m) (3.3.48)
donde
1 -
= ens = ¢ (Ensy) el = ¢ (EP) (3.3.49)

(8 2990% (1 +A/\n+1)

El operador ¢7** actia de acuerdo a la definicidn (44.2), en este caso se utiliza
el tensor F,,,,. A partir de esta ecuacion, las tensiones se calculan directamente
evaluando la ecuacion (3.3.10) como sigue:

Top =C:(€nyy —€F,)) (3.3.50)
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e Determinacién del multiplicador pléastico

En las ecuaciones (3.3.48) y (3.3.50) las incognitas son: el tensor de deforma-
ciones plasticas e, el tensor de tensiones 7,,, y el pardmetro escalar AM,,;.
Por lo tanto es necesario ahadir al sistema anterior las siguientes condiciones

de Kuhn-Tucker en su forma discreta:

¢n+1 < 0 AA"H: > 0 AAn.H,QSn.H =0 (3.3.51)

La primera condicion exige que el estado de tensiones n+1 sea admisible.
La segunda mantiene la condicion de irreversibilidad de las variables plasticas
y la dltima afirma que si ¢,,, < 0 entonces obligatoriamente AJ,,, debe
anularse y por lo tanto no hay evolucién de las variables plasticas.

e Algoritmo Predictor-Corrector

.

La solucién del sistema anterior formado por las ecuaciones (3.3.48) ,(3.3.50)y
las condiciones de Kuhn-Tucker (3.3.51), puede intentar abordarse de la siguiente
forma: Reemplazar la ecuacidn (3.3.48) en la ecuacién (3.3.50) de tal forma que las
tensiones aparecen sélo como funcién del parametro AX,,,. Luego sustituir el
valor de las tensiones en la funcién de fluencia. La dificultad que se tiene ahora
es que la condicién sobre la funcién de fluencia viene dada como una desigualdad
numérica. Esto motiva el uso del siguiente algoritmo [36] Predictor-Corrector
que permite resolver este wltimo problema.

El algoritmo consiste en dividir el problema en dos partes. El primero cono-
cido como predictor eldstico, supone que las variables pldsticas no evolucionan
durante el intervalo de tiempo que se estd analizando. El resultado de esta etapa
es un valor de ensayo de las variables basicas. Si este valor de ensayo verifica
las condiciones de Kuhn-Tucker, se convierte directamente en la solucién del
problema.

Si no las verifica, se concluye que la hipotesis fue errénea y por lo tanto
implica que si hubo evolucion de las variables pldsticas. Se continua entonces
con el corrector plastico que consiste en corregir el estado de tensiones y calcular
el parametro A),,, que satisface las condiciones Kuhn-Tucker. En general este
ultimo problema es no lineal y requiere técnicas de integracion sofisticadas para
calcular el estado corregido.

El modelo propuesto en esta tesis, tanto con la regla de flujo asociada, y la
no asociada, se caracteriza por proporcionar el valor del pardmetro A\,,, de
forma cerrada, lo que facilita enormemente los célculos.
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o Predictor eldstico

Suponiendo que la deformacion plastica no evoluciona durante el intervalo
de interés se tiene que la deformacion eldstica de prueba en el estado n+1 viene
dada por:

trial

E¢ =E,, —FE?F (3.3.52)

n

Una expresion equivalente pero en la configuracion espacial es la siguiente:

elria]

el =en. — (EP)=e,,, — €7 (3.3.53)

n41

El estado de tensiones y la condicion de fluencia de prueba se definen entonces

como: .
trial __ . _e'™"
Tn+1 =C: en“

ctrinl ¢( trial (3.3.54)
.on+1 - Tn+1’77n+1)
Como se vid en la seccién anterior, la superficie de fluencia corresponde a un
elipsoide, por lo tanto ¢ como funcién de las tensiones es convexa. Entonces

se tiene que @Y > @,,, (ver lema 3.1 de [36]) donde ¢nyy = A(TryrsTngs)-

n4l1 —

e Corrector Pldstico

(1°" Caso) Supédngase en primer lugar que ¢7% < 0. Entonces ¢n,, < 0
por el comentario anterior. Por la condicion 3.3.51.c se tiene que AM,,, = 0.
Entonces la deformacion plastica no evoluciona y el estado de prueba es el
correcto. Las variables en el estado n + 1 son por lo tanto:

trial
n+1

Tnyr =T (3.3.55)
P — &P >

n+1

(2° Caso) Supédngase ahora que ¢} > 0 entonces se trata de un estado

no admisible y por lo tanto AJ,,, > 0 de tal forma que E? # EP?_ | y se concluye
que T,,, # Tiodl
Reemplazando (3.3.48) en la ecuacion (3.3.50) se obtiene la siguiente expresién

para las tensiones 7,,,:

— trial — 1
Trir = Oy Thos donde Upyq = FEY.p v (3.3.56)

La condicién AM,,, > 0, implica que ¢,,, = 0 por la condicién (3.3.51.c) o sea
que el estado es incrementalmente plastico:

- /

trial
A naThyys Mhen) = 0 (3.3.57)
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a partir de esta igualdad se puede encontrar el siguiente valor para el parametro

Qpy, ©

2 _ %az (77n+1)cr1/2
[[dev 5t |2 +§as(mmsn) [tr 7]

an.. (3.3.58)

El multiplicador plastico A),,, se encuentra entonces mediante la expresion
(3.3.49.2). El caso en que ¢! = 0, junto con la condicién inicial que Ad,,, =0
satisface las condiciones de Kuhn-Tucker. Por lo tanto el predictor eldstico es

correcto y se cae nuevamente en el primer caso.

b. Integraciéon de la ecuacién de flujo: flujo asociado

La ecuacion de evolucién (3.3.18) se escribe en la configuracién de referencia
como:
OFEP . 0P
—(X,t) = A= (3.3.59)
ot as
La ecuacién anterior se integra implicitamente en el intervalo de tiempo de
interés, obteniéndose asi la siguiente expresion para las deformaciones plasticas:

0%,.,,
85714.1

EP = EP 4 A),,, Adnay = At () (3.3.60)

n4z

donde

0%, ,, 2
5—5——1- = 2C,,,-DEVS,,,-C,,, + ga,l(v;,,“)’_[‘R{S,W]C'M1 (3.3.61)
n41

esta ultima expresién resulta de evaluar la ecuacion (3.3.26) en el instante ¢,,,. La
aplicacion del operador push forward ¢3** ala ecuacidén (3.3.60) permite formular
ésta, en la configuracién deformada de la siguiente forma:

el = e +2AN,,, [ dev([Tp,,] + éaltr [Trhiil 9 (3.3.62)
donde e? fue definido en (3.3.49.c) Los pasos que deben seguirse son muy similares
a los empleados en el caso de flujo no asociado. Al sistema de ecuaciones
formado por (3.3.50) y (3.3.62) se anaden las condiciones de Kuhn Tucker (3.3.51).
Se utiliza el algoritmo predictor corrector descrito en el apartado anterior, para
su solucion. Se puede probar (ver anexo Al) que el estado de tensiones viene
dado por la siguiente funcién definida por partes:

! trial

trial
T?‘:-:‘l ¢(T71+1 ) 77”'“) < 0
Tny = (3.3.63)
trial trial trial
an“dev[rn‘;;] + ﬁ’wlpnl:p.; 1 d)(‘rnll;’ 77”-“) —>— 0
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donde: .
= Liafr
_ 1
Cnp = 1 +4;_1:AA,1+1 (3.3.64)
1
ﬁn+1 =

142k a;AMyy

It es una de las constantes de Lamé (mddulo de deformacién transversal) y &
es el mdédulo de deformaccién volumétrica del material. El valor del parametro
AM,.,, se obtiene reemplazando la ecuacién para las tensiones (3.3.63.) en la
condicién (3.3.51.c). La ecuacion resultante es el siguiente polinomio de cuarto
orden (anexo Al):

- 2
+ a;1+x(p::;1l)2 - §a2(77n+1)0'y2 =0 (3.3.65)

2

trial ”2

n+1

e fldev T

La ecuacién anterior es efectivamente de cuarto orden en A},,,, porque las va-
riables 1/a} ., y 1/6.,, son de orden cuadrédtico cada una. Los cuadros 3.2a
y 3.2b resumen los algoritmos propuestos para la integraciéon de la ecuacién
constitutiva, empleando una regla de flujo asociada y una no asociada respec-
tivamente.

El célculo del tensor constitutivo tangente cE,, paralos dos casos expuestos
ha sido deducido en el anexo Al.

3.4 TRATAMIENTO DEL CONTORNO: CONTACTO

Existen ciertas geometrias en las cuales el problema de contacto existente
entre el pulvimetal y las paredes del molde se puede resolver como un problema
de contorno cldsico. Esto es, imponiendo unilateralmente el desplazamiento en
la direccién normal de los puntos que se encuentran en la frontera. La hipdtesis
basica que permite llevar a cabo esta simplificacion es que debido a la presiéon
externa, a la geometria del molde, y al movimiento de los punzones, el material
que se encuentra en el interior, siempre intentara salir del molde. El problema
se encuentra con geometrias y movimientos de los punzones mas complejos que
violan esta hipotesis. Dependiendo de la secuencia de los movimientos, partes
del material podrian despegarse y mas adelante volver a tomar contacto. Otro
caso podria ocurrir cuando la parte superior de la pieza que se desea construir es
tal que al inicio del proceso, justo después de enrrasar, no existe contacto entre
el material y la superficie de los punzones, entonces, sélo un tiempo después
cuando se han desplazado lo suficiente se consigue un contacto completo. La
etapa de extraccidn es otro de los problemas que requiere un buen tratamiento
del contacto que, como se vera mas adelante, debe venir acompaiiada de un
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Cuadro 3.2a
Integracién de la ecuacién constitutiva: flujo no asociado

1. Actualizacién.

Pra = Pn + AUn-n) Fn-n. = Fn + GRAD AUn+1

_lrpT —
EYH»: — f(Fn“Frul - G)) Mo = a}'{%
2. Predictor eldstico.

etrial __ ., ettt et _ gn+a p
Th =C:€,,, donde e, = T3 (En+1 - En)

3. Verificacién de la condicién de fluencia

Si ¢ (T;:l;l, 77:1.“) < 0 Entonces

— trial
Thngr =T

n43
el,, =€k, el =g (ER)
Si no
trial __ ial 12 1 2 | trial
gt =[| devrli | + e te? 7]
1 2 g4 02
— 2 _ 3%
A, = T 1 donde «f,, = Py
— L rial
Tnyr = OnyaThay
e£+1 = (1 - amz)enu + an,. €}, éff = ¢:“(E§)
4. Matriz tangente cousistente
P — 1 | 98ns Idnys _ 9¢ny,
Cn_“ = C(,HXG Tdmea [a(ZJg)An‘“ + 0(1'13) Bn+x ann'“ Dn+1
dang:

donde @'ij“ =

trisl teial

ciokl _ A [51':\- (e€ ) Koy gikgil tr[ef;:':z}]

LY

) Ut 6 (eg)) 1] — 2X [89 (e

42 n+1

B

— etrial trial — . iad} . trial trial — trial
An-n — qiria ® J ria Bn+1 — ztl [,rtu IT ria ® P Tia Dn+1 — 2777.’::; ® 1

41 n4l 41 41 N4+1

trial __ trial trial trial)
Jn+1 - 2dev{’rn+1}'rn+1 + dCV{T,MJ M CU"-H

prist — {27”3“‘ +1: Gn-*-l:l

Nn4+1 41
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modelo de friccidn que permita simular los efectos producidos que resultan al
extraer la pieza del molde. Estas consideraciones motivan a dotar al modelo de
una herramienta numérica adicional que permita resolver problemas de contacto
mas general. La figura 3.3.a ilustra el problema de contacto durante la etapa
de compactacion y la figura 3.3.b durante la etapa de extraccidon. El conjunto
) representa el material en polvo que se desea compactar, que aqui se analiza
como un cuerpo deformable. Los cuerpos Mj... M, representan el molde y
los punzones que se utilizan durante la compactacion. Esta primera etapa se
diferencia de la etapa de extraccién, en que los cuerpos My ... My definen una
region cerrada, que al final tendrd la forma de la pieza que se desea fabricar.
En cambio durante la extraccion, algunos de estos cuerpos se desplazan para
permitir la expulsion de la pieza del molde. El contorno rigido se define entonces
como la union de los cuerpos Mj ... My, esto es:

M = U M; (3.4.1)

El problema general se formula como la minimizaciéon de un funcional sobre un
espacio que contiene solo los desplazamientos admisibles. Luego se estudian
tres diferentes técnicas para la solucién del problema, basadas en la teoria
de la optimizacidén: penalizacion, multiplicadores de Lagranage y lagrangiano
aumentado.

3.4.1 El problema de contacto

Aligual que en la seccidn 3.3, el conjunto {2 representa el cuerpo deformable
y la funcién ¢ la aplicacion que describe su movimiento.

Sea M C RM (v = 2,3) el conjunto definido en (3.4.1). Supdngase que el
conjunto M es tal que existe una funcién escalar g : R¥ — R que satisface:

g(x) >0 Ve M
glx)=0 VrxedM (3.4.2)

g{z) <0 en otro caso

La funcién g caracteriza al conjunto M de tal forma que, dado un punto z € RY,
arbitrario, entonces dependiendo del valor de g(x) se puede determinar si el
punto estd o no dentro del conjunto M. Obsérvese que la zona admisible donde
se localiza el cuerpo deformable se caracteriza porque g(x) < 0.

Denétese por T'c la porcion de la frontera de §2 que puede estar en contacto
con el contorno rigido. La condiciéon de contacto unilateral sobre la porcién I'c
se define entonces como:

g(z) <0 Vzeceple) vy Vtelo,T] (3.4.3)
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Cuadro 3.2b
Integracién de la ecuacién constitutiva: flujo asociado

1. Actualizacién.
Pnyr =™ Pn + AUn+1’ Fn+1 = Fn + GRAD AUn+1

1
E,.., = ff(Frz;ann - G)’ Tnsr = ae_t.%”,:

2. Predictor elastico.

trial trial

trial _ . o€ € e ATHHD _ p
Tay=c:el,, donde el = =i (E,,, — EF)
3. Verificacién de la condicidén de fluencia

Si ¢ (T:fi‘tl,‘l]nﬂ) < 0 Entonces

. trial
Toss = T
— iy —_— n41
eh,, =e€l,  ef =g (EP)
St no

trial __ 1 . trial
pnl.lfx - §t1 [T}r::u

A, raiz positiva de (3.3.65)

9 p— l = l
Onyr = TFaEA ﬁn.u T 142ka18M 4,
Tn = Gnyadev 789 4 B, pti 1

el =eP +2AA,,, {dev T::::l + gl;axtr [TJtrial 1]

7n+1

4. Matriz tangente consistente

cfxpu = annAn«H + %{'Hnul ® Pm“l - lﬂnntr{T]I

n41 3

..___-f_aé“ 1 a‘lsn 1 (')(25,,_ 1
+G(X{3 [('}(QJg)Avux + c’)—a_fi)—B"“ - @T;;f;Dnn]

An+1 =0, + %tl‘{’)‘t'i“‘] I— %»] ® P

41 n4+1

trial trial . : 9 .
a, l:‘m_1 . JUEY estan definidos en el cuadro 3.2.a, y donde:

_ trial trial . J.trial trial trial _ trial
An+1 = Y541 ®‘In+1 Bﬂ+1 - 2“[7. ] Tnia ® P, D"“ =N ®1

n41 n4+1

trinl __ g=—_ 2 trial . 2 trial
Qn.n - 4/LO11+1dCV Tn+1 + “ha‘l.8’1+1pu+11
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2 1 M Mo | Mg

Figura 3.3 a. Contacto durante la compactacién, b. Contacto
durante la extraccién

lo que significa que ningin punto del cuerpo deformable puede penetrar la
regién definida por el cuerpo rigido. Considérese ahora las fuerzas de contacto,
evidentemente la componente normal sélo puede ser de compresién:

tN=—f.an>0 (3.4.4)

donde o es el tensor de Cauchy y 7 la normal en el punto = (figura 3.4).
Con base en la definiciéon del primer tensor de Piola-Kirchhoff P, la expresién
anterior y la fuerza ¢7 se pueden escribir como:

V= _a.P.N tT=P.N+t"a=0 (3.4.5)

donde IV es la normal en la configuracién de referencia en el punto X (figura
3.4). La fuerza normal se puede escribir a su vez en términos del segundo tensor

de Piola-Kirchhoff S recordando que P = F.S.

En conjunto, las condiciones de contacto sobre la porcién de la frontera I'c
se pueden escribir como sigue [51]:

dado X € T¢ ¥y = ¢4(X) su posicién actual entonces:

9(z) <0
- tN(z) <0
t"(z)g(z) = 0
tT(z) =0

(3.4.6)

SRR SIS

donde t" es la fuerza normal por unidad de superficie en el punto & y tT, que
por ahora se supone nula, es la fuerza tangencial.
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La condicién 1 de (3.4.6), como se dijo antes, establece la impenetrabilidad
del contorno rigido por parte del cuerpo deformable. La condicién 2, es una
restriccion sobre la fuerza normal para que sea de compresiéon. La tercera
condicién asegura que si no existe contacto entre el cuerpo deformable y el
contorno rigido entonces g(z) < 0 y por lo tanto t¥(z) = 0, o sea que la fuerza
de contacto se anula. La iltima condicién elimina, por ahora, el efecto de la
friccidn.

Figura 3.4 Condicién de contacto entre el cuerpo deformable y el
contorno rigido

Por otro lado, el cuerpo 1 debe satisfacer la ecuaciéon de equilibrio, la
ecuacion constitutiva y el resto de las condiciones en la frontera. El problema
completo se puede formular de la siguiente forma:

Encontrar U(X,t), campo de desplazamientos, que satisfaga las siguientes
ecuaciones:
DivP+b=0 en
P.N=1 en I'r (3.4.7)

U=U en I'p

P es el primer tensor de Piola Kirchhoff, b representa la fuerza de volumen,
Ip C 0Q es la porcién de la superficie donde los desplazamientos U son
conocidos y I'r donde las tracciones ¢ son conocidas. Las ecuaciones (3.4.7) junto
con las condiciones (3.4.6) y las ecuaciones constitutivas del cuadro 3.1 definen
el problema estandar. Se procede ahora a definir los conjuntos necesarios para
la formulacién del problema variacional asociado con el problema estandar.

Definase V el conjunto de desplazamientos admisibles como:
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V:{q:Q—ﬂ]RN| 1]|pD:O} N:2,3 (3.4.8)

El conjunto K se define como el conjunto de los desplazamientos admisibles
que satisfacen las restricciones del contacto:

K={neV | gle(X) <0 VX e€T¢} (3.4.9)

donde ¢ : © — RY representa el movimiento admisible definido a partir del
desplazamiento n dado por:

(X)) =X +n(X) (3.4.10)

e Observacién 3.4

Si g(¢p(X)) =0 y n €V entonces se puede concluir que pn(p(X)) < 0.
Para ver esto, supongase que 1 es un desplazamiento admisible, entonces la
primera variacion de g en la direcciéon de 1 se puede escribir como:

59(p(X) = (p(X) +amllamo = Vo(p(X)m

obsérvese que g = 0 define una curva de nivel de la funcién g y por lo tanto, el
gradiente es perpendicular a esta curva, que es precisamente la zona de contacto
entonces:

Va(p(X)) =||Vg|l (3.4.12)

y por lo tanto :
59(p(X)) =1 Vgl n(X)-(p(X)) (341

esta iultima expresion debe ser tal que n(X)-n < 0 ya que si no fuera
asi, entonces §g(¢(X)) > 0 en el punto ¢(X) donde g(¢(X)) = 0, y por
continuidad de la funcién g, se puede concluir que existe hg > 0, tal que,
g(p(X) + hn) > 0 Vh:0 < h < hg, pero esto contradice el hecho que 1 es un
desplazamiento admisible. O

Multiplicando la ecuacién (3.4.7.a) por n € K e integrando sobre todo Q se
tiene que:
/ [DivP]-n dX + /b-q dX =0 (3.4.14)
Q 2

Aplicando el teorema de la divergencia al primer término se tiene que:
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/P(U):GRAD[‘!}] dX —/b-n dX —/'r]-P-N al' =0 (3.4.15)
0 Q r

por la condicién (3.4.7.6) y teniendo en cuenta la definicién (3.4.8), se tiene que
la integral sobre el contorno se puede escribir como (I' = I'rUTp UT¢):

/q-P-N dl' = /Z-q dl’ + /r]-P-N dar (3.4.16)
'y T'e

donde T'¢ denota la porcién de la frontera que puede estar en contacto con el
contorno rigido. Con base en la ecuacion (3.4.5.b), el término n-P-N se puede
escribir como —tV 71 y teniendo en cuenta (3.4.16) la ecuacion (3.4.15) se escribe
como:

/P(U):GRAD[T]] dX —/b-q dX — /Z-q dr = — / tVg-iv dT (3.4.17)
Q Q Tp T'c

En los puntos X € T'¢ para los cuales no existe contacto, el producto t¥ g1
es nulo, ya que en este caso g(z) < 0 y por la condicién (3.4.6.3) entonces ¥ = 0.
Pero si el contacto existe entonces g(xz) =0 y tV¥ pn < 0. Esto es concecuencia
de la observacién 3.4, luego se tiene que [51]:

—/tN nndl >0 (3.4.18)
Lc

Entonces el problema variacional (3.4.17) asociado con (3.4.7) y las condiciones
de contorno (3.4.6) es el siguiente:

Encontrar U € K tal que:

/P:GRAD[q] dX~/b-q dX-/Z-q dl >0 VYgek (3419
Q Q I'r

Esta 1ltima, corresponde a una desigualdad variacional [52][53] a diferencia de
las ecuaciones variacionales que se formulan normalmente.

Un estudio general de desigualdades variacionales como la (3.4.19) puede
encontrarse en la referencia [53]. La solucién del problema (3.4.19) por algin
método directo es muy dificil debido a que los elementos del conjunto K no se
pueden obtener explicitamente.

En muchos casos, que dependen basicamente de la ecuaciéon constitutiva
que se emplee, el problema (3.4.19) se puede reformular como un problema
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de optimizacién. En este caso, el problema es encontrar el minimo de un
funcional sobre un conjunto convexo que contiene las restricciones. La ventaja
de esta nueva formulacion se encuentra en la posibilidad de utilizar técnicas
muy conocidas en la teoria de Optimizacién para poder resolver el problema.

En los casos en que la ecuacion constitutiva puede definirse a partir de un
funcional de energia libre ¢ como el definido en el apartado 3.3.2, el problema
(3.4.19) se puede escribir como un problema de minimizacién de un funcional
sobre un conjunto que contiene las restricciones. En este caso el problema de
minimizacién consiste en encontrar U campo de desplazamientos admisibles,
que satisface las restricciones debidas al contacto y que minimice el siguiente

funcional J(U). El problema es:
Encontrar U € K tal que:

J(U) = glel,lcl J(n) (3.4.20)
donde .
I(m) = J $(n(X))dX - J b dX - P/ EndS ez
T

K es el campo de desplazamientos admisibles que satisface la condicién de
contacto definido en (3.4.9) y b representa las fuerzas de volumen.

El problema (3.4.20) Corresponde a un problema de minimizacién con
restricciones. En este caso la restriccién viene especificada en el conjunto K.
Fisicamente, el problema (3.4.22), se puede interpretar como la minimizacién
de un funcional de energia, pero en este caso con la dificultad adicional, que
los desplazamientos deben satisfacer ciertas restricciones. Los métodos que
se describen a continuacion tienen como objetivo central la eliminacion de la
restriccién, formulando un problema equivalente y cuya solucién sea abordable
mediante el Método de los Elementos Finitos.

3.4.2 Método de Penalizaciéon

El problema general que se desea resolver es el siguiente:

Encontrar u € § tal que:

F(u)=min F 4.
(u) min (v) (3.4.22)

donde & C W es un subconjunto cerrado del espacio W y el funcional F es
tipicamente continuo, convexo y coercivo [52].

El método de penalizacién consiste en afadir a la funcién F una funcién
P de penalizacién, que tiene las siguientes caracteristicas:
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P:W —-R, convexa
P(v) >0, YveWw
P(v) =0 siysolosi veES

El nuevo funcional F¢(v): W — R viene dado por:

Fe(v) = F(v) + %’P(v) (3.4.23)

e QObservacién 3.5

F¢ esta definida para todo valor de € positivo (¢ > 0), ademds Fe también
es continua, convexa y coerciva. 0O

El problema ‘aproximado que se formula es:

Encontrar u. € W tal que:

Fe(ue) = 52% Fe(v) (3.4.24)

que es un problema de minimizacion sin restricciones. La solucion del problema
(3.4.24) debe satisfacer la siguiente ecuacidn:

1
VFe(ue) = VF(ue) + ZVP(uf) =0 (3.4.25)

La solucién u¢ mejora la aproximacion a la restricciéon en la medida que € — 0,
ya que penaliza cualquier valor diferente de cero de la funcion P , que son
precisamente los valores que violan la restriccion. Un planteamiento riguroso
del problema anterior incluyendo un estudio de la existencia y unicidad del
problema, puede encontrarse en [52] y para problemas de dimensién finita ver
[54](55].

e Aplicaciéon al problema de contacto

Nuevamente se hace uso de la notacién introducida en la seccién 3.4.1. La
definicion de la funcién g en 3.4.2, es un buen candidato como funcién de
penalizacion para el problema de contacto. Mas precisamente, g(x) se puede
definir como la distancia del punto x a la frontera de M. Pero el valor de
la funcién de penalizacion debe anularse dentro de la zona admisible (donde
g(x) < 0) entonces se propone la siguiente funcién:

h(z)= min ||z—yl|=|z -] (3.4.26)
y:9(y)<0
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X

\— h(x) >0

Figura 3.5 Funcién de penalizacién

Esta funcion calcula la minima distancia de cualquier punto del espacio a la
frontera OM anulindose en las puntos de la regién admisible g(z) < 0 (figura
3.5). El punto T denota el lugar donde se alcanza el minimo. La correcta
definicién de la funcién h, exige que la region factible {y : g(y) < 0} sea
convexa para que la solucién del minimo sea nica.

En la practica esta restriccion es muy fuerte, por esta razon se extenderd
este concepto a conjuntos localmente convexos pero sélo a nivel algoritmico. En
el anexo A3, pueden encontrarse mas detalles sobre el tema.

El problema de contacto se puede formular entonces de la siguiente forma:

Encontrar Ue € V tal que:

Je(Ue) = 71;1&% Je(n) (3.4.27)

donde .
Je(n) = J(m) + - lRliz, (3.4.28)

El funcional J fue definido en (3.4.21). La norma de la funcién h restringida a
la porcion de la frontera I'¢ viene dada por:

k12 = [ B(pu(X)) dr (3.4.29)
Te

La condiciéon de punto extremo del funcional (3.4.27) exige que la siguiente
derivada de Gateaux se anule:

aJ
§Je(Uesn) = o{i_r.no Ei(UE + an) w0 = 0 VnpeV (3.4.30)

Esta derivada es una generalizaciéon de la derivada direccional en espacios
de dimensién finita. En este caso la derivada es en la direcciéon de n que es un



76 Capitulo 3

desplazamiento admisible. En calculo variacional este concepto se conoce como
la primera variacién de Je¢ respecto de los desplazamientos. El resultado de esta
derivada aplicado al funcional (3.4.28) es el siguiente:

1
6I(Uen) + o / 2h(py(X))6h(ps(X)in) dT = 0 (3.4.31)
Te

se puede probar (ver anexo A2), que la derivada direccional de la funcién h
viene dada por:

0 9(p(X)) <0
§h(p(X);n) = (3.4.32)

n(X)7n  g(p(X)) >0

entonces debe cumplirse que:

§J(Uesm) + i—/h(got(X)) MX)n(z))d'=0 VyeV (3.4.33)
Te

El primer término de (3.4.33) se puede identificar con el término de la izquierda de
la desigualdad variacional (3.4.19). Obsérvese que la desigualdad se transforma
en igualdad al incluir la fuerza normal de contacto, modelada mediante la
técnica de penalizacién, por lo tanto el problema que debe resolverse es:

Encontrar Ue € V tal que:

_ 1
/P:GRAD{q] dX—-/b-q dX—/t-q d[‘+~/h -aldl =0  (3.4.30)
0 Y] GFC

Cr

esta ecuacién debe valer V€ V.

¢ Observacién 3.6

La ecuacidn (3.4.34) se puede interpretar como la aplicacion del principio
de los trabajos virtuales al cuerpo 2. El tltimo sumando de la izquierda se
interpreta como la aplicacion de una fuerza externa en la direcciéon normal, de
magnitud tV = K.h(zx), que es proporcional a la minima distancia h(zx) entre
el punto = y el contorno rigido. La constante de proporcionalidad viene dada
por K¢ = 1/e. La solucién Ue es una aproximacién a la solucién del problema
variacional (3.4.19). La solucion correcta sélo se consigue en el limite cuando
e — 0. a
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3.4.3 Método de los multiplicadores de Lagrange aplicado al Contacto

Antes de aplicar esta técnica al problema de contacto se introduce el
siguiente problema de minimizacién con restricciones de desigualdad en R,

n € IN.

Supéngase que F : R®™ — R es una funcién continua, convexa y coerciva
[52][54]. Supdngase que M = {x € R | r(z) <0} donde r : R® — R™,
m € N, es una funcién vectorial que representa las restricciones, en este caso

de desigualdad. El problema es:
Encontrar x € M tal que:

Flz) = ;Iéhr}l F(y) (3.4.35)

Las condiciones necesarias de primer orden [54], para la solucién de este
problema, con restricciones de desigualdad, se conocen como condiciones de
Kuhn-Tucker y establecen que si « es solucién del problema (3.4.35) entonces
existe un vector g € R™ con p > 0 tal que:

VF(z) + pT-Vr(z)=0

(3.4.35)
uTor(z)=0

El vector p se conoce como el vector, multiplicador de Lagrange asociado al
problema (3.4.35)

e Aplicacion al problema del contacto

La generalizacién de la técnica anterior, (ver [52]), consiste en extender
los conceptos de convexidad, coercividad, existencia de puntos de silla, etc, a
espacios de funciones permitiendo asi, como en este caso, aplicar esta técnica a
problemas de contacto y friccion.

La restriccién de desigualdad a la que estan sometidos los desplazamientos
admisibles se encuentra especificada en el conjunto K. Se define el siguiente
lagrangiano asociado al problema de contacto:

Linp) = T(@) + [ 1 g(p(X)) dT (3.4.36)
Te

dondeneVypuc€Q. Este tltimo se define como:
Q={upeL*T¢c)|p>0} (3.4.37)

El conjunto @ es el espacio de los multiplicadores de Lagrange y se
interpreta como el conjunto de las fuerzas normales (de compresion) admisibles.
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Antes de continuar, es necesario definir la funcién ¢ explicitamente. En

este caso se define g de la siguiente forma:
lz—T| sizeM
g(z) = 0 sizedM
—lflx—Z]| en otro caso

donde Z es el punto sobre la frontera M, donde se alcanza la minima distancia
entre © y OM. Se puede probar (ver anexo A2), que la primera variacién de g
se puede escribir como:

69(p(X)im) = n(X)n

El problema que se formula es el siguiente:

Encontrar (U,\N) € V x @ tales que satisfacen las siguientes condiciones

de Kuhn-Tucker:

: 5J(U;17)+//\N17-h(ga(X)) dr=0 VYpeV

(3.4.38)

I'e
[ Vatotxy ar =
Te

La primera ecuacién corresponde a la derivada de Gateaux de £ respecto a los
desplazamientos en la direccién 5 y la segunda establece que AV sélo puede ser
diferente de cero si la restriccién es activa, o sea si ¢ = 0. Identificando el
término §J(U;n) con el término de la izquierda de la desigualdad variacional
(3.4.19), entonces el problema que debe resolverse en este caso es:

Encontrar (U, AY) € Vx @ tal que:

/P:GRAD[n] dX—/b-n dX—/'t'.f, dr + /AN[q~1‘z] dr = 0
9} Q I'r e

[ X%(p(x)) dr =0

(3.4.39)

La ecuacion (3.4.39.) debe valer Vg € V

¢ Observacién 3.7

El multiplicador de lagrange AV, en la ecuacidn (3.4.39), se interpreta como
el valor exacto de la fuerza normal por unidad de superficie que actda sobre la
porcién I'c . Mientras que el método de penalizacién aproxima este término

por Kch(x). g
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3.4.4 Lagrangiano Aumentado aplicado al problema del Contacto

El método del Lagrangiano Aumentado combina los métodos de penal-
1zacién y multiplicadores de Lagrange para tratar de eliminar algunas de las
desventajas que tienen los métodos por separado.

Siguiendo a Luenberger [54] se expondra el método aplicindolo primero
al caso con restricciones de igualdad y luego se generaliza a un problema
de minimizacién con restricciones de desigualdad. El método se extenderd
finalmente al caso de contacto.

Supdngase que F : R® — R es una funcién continua, convexa y coerciva
[52][54]. Sup6ngase ademds que:

S={zeR"|r(z)=0}

El problema es encontrar € S tal que:

F = min F 3.4.40
(z) = min (¥) (3.4.40)

Se define el siguiente funcional como el Lagrangiano aumentado correspon-
diente al problema (3.4.40):

1 5
L(y, i) = F(y) + #Tr(y) + 2Kl ())° (3.4.42)

donde K¢ es una constante positiva que hace las veces de penalizador. El nuevo
problema es:

Encontrar (z,A) € R® x R™ tal que:

L(z,A)= min max L(y,p) (3.4.42)
yeR" peR™

La solucién (z,A) es un punto de silla del Lagrangiano (3.4.41).

Visto como problema de penalizacion

El objetivo ahora es ver (3.4.42) como un problema de penalizaciéon. Para
esto supdngase que se tiene el siguiente problema con p fijo:

ming F +ulr(q (3.4.43)
min{F(y) +u"r(v)}

Se puede probar facilmente que si x es solucién de (3.4.43) también lo es del
problema (3.4.40) y viceversa. Por lo tanto el lagrangiano definido en (3.4.41) se
puede pensar como el resultado de aplicar la técnica de penalizacion al problema
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(3.4.43), que es equivalente al problema original (3.4.40). Aunque los problemas
(3.4.43)y (3.4.40) sean equivalentes, la aplicacién del método de penalizacion a los
dos problemas lleva a resultados diferentes. La aplicacién del método a (3.4.43)
tiene como resultado una funcién de penalizacién exacta t (siempre y cuando se
emplee el valor correcto del multiplicador ), la funcién de penalizacién exacta
es precisamente la ecuacién (3.4.41). Para ver esto, supdngase que se reemplaza
 por A en (3.4.41) entonces 9y L(y, A) se anulard en el punto T, que en principio
es un valor aproximado a la solucién . Esto conduce a la siguiente ecuacién:

VF(E) +AT-Vr(Z) + Ker(Z)-Vr(z) =0 (3.4.44)

por otro lado, la aplicaciéon del método de los multiplicadores de Lagrange, al
problema inicial (3.4.40) conduce a las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

VF(z)+AT-Vr(z) =0
(3.4.45)
r{(z) =10
obsérvese que (x,A), solucién de (3.4.45) (equivalentemente solucién de (3.4.40))
también satisface la ecuacion (3.4.44). O sea que el gradiente (3.4.44) se anula en
el punto solucién x entonces el lagrangiano (3.4.41) (reemplazando p por A) es
una funcién de penalizacién exacta.

¢ Observacién 3.8

El método de penalizacién aplicado directamentte al problema (3.4.40)
transforma el problema en la minimizacion del siguiente funcional:

1 5
Fy) + gKe Ir(y)l” (3.4.46)

Es necesario que el parametro de penalizacion K¢ — oo para que la aproxi-
macién a la solucién mejore. Cuando se reemplaza p por A (que es el valor
correcto del multiplicador de lagrange) en (3.4.41) entonces el minimo de (3.4.41)
es solucién del problema original (3.4.40), para cualquier valor de K¢ > 0 (De-
bido a que es una funcién de penalizacién exacta). Esto elimina entonces la
necesidad de que K, — oo, pero es conveniente mantenerlo moderadamente
grande, para que penalice lo mejor posible la violacion de la restriccidn. 0

! Funcién de penalizacién exacta, significa que el punto minimo, solucién del problema se obtiene para un
valor finito del pardmetro de penalizacion.
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Esquema iterativo (algoritmo de Uzawa)
El esquemaiterativo que se usa de forma estandar en teoria de Optimizacién,
para la solucién del problema (3.4.42) es el siguiente:

En la iteracién k, dado A el primer paso es encontrar z, tal que minimice:
1 a2
Fly) + Af-r(y) + '2'Ke lr(y)|° (3.4.47)

el siguiente paso es la actualizacién de A,,,. El siguiente analisis motiva un
esquema posible de actualizacién [54].

a) Sustitiiyase g por A en (3.4.43) entonces el nuevo problema es:

i {F() + X -r(v)} (3.4.49)

Este problema es equivalente al problema inicial (3.4.40). La aplicacién del
método de los multiplicadores de Lagrange al problema (3.4.49) conduce a las
siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

VF(z)+ M + &) Vr(z) =0
r(y) =0
pero la solucién [A; + &, z] de estas ecuaciones, debe coincidir con la solucién

(A, z) del problema inicial, ya que los problemas son equivalentes, entonces se
concluye que:

(3.4.50)

2=A—-X (3.4.51)

b) por otro lado, el lagrangiano (3.4.41), (reemplazando p por A;) es una
funcién de penalizacion del problema (3.4.43) entonces el multiplicador de
Lagrange se puede aproximar por [54]:

Ker(zy) (3.4.52)
entonces a partir de a) y b) se concluye que:

Ker(ep) =p=A— X (3.4.53)

esto justifica el siguiente esquema iterativo:

Aty = A + Ker(zy) (3.4.54)

Desde otro punto de vista, el anterior esquema iterativo se puede considerar
como la busqueda del méximo, por el método de la méxima pendiente, de la
funcién dual (ver [72]):

#(A) = min {f(m) + AT () + éKAr(a:)lg} (3.4.55)
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Restricciones de desigualdad

El problema que se desea resolver es el siguiente:

min F(x) (3.4.56)
g9(x)<0

Este problema se puede formular como el siguiente problema con restricciones

de igualdad:
min F(z)
g(z)+v=0 (3.4.57)
v>0

Aplicando directamente lo estudiado en el caso de restricciones de igualdad,
se formula la siguiente funcién dual:

(k) = min {f(m) +pelg(@) + 0] + %KGL‘)(‘B) + v|2} (3.4.58)

Para cada « fijo, la minimizaciéon sobre v se puede llevar a cabo
analiticamente, si v > 0 entonces el punto minimo es tal que la derivada de
(3.4.58) respecto a v se anula, entonces v viene dado por:

7

v = max |0, —g(x) — Il&ff =< —g(z) - K. > (3.4.59)

donde <, > representa el simbolo de Macauley, que permite una notaciéon
mas compacta. El reemplazo de la ecuacién (3.4.59) en (3.4.58), permite escribir
esta dltima como:

#(n) = mjn { F(2) + Pr. (9(x), 1)} (3.4.60)

donde Py, hace las veces de funcién de penalizacién dependiente de 2 y que se
define como:

2

1 )
Pr (9(z)pn) = s <p+ Keg>* —p (3.4.61)

2K,
El problema final que debe resolverse es la maximizacion de la funcion dual

(3.4.58):

3.4.62
Iﬁlzaéc{ﬂl‘)} (3.4.62)

la solucidn se encuentra siguiendo un esquema muy similar al estudiado en
el caso de igualdad (método de Uzawa):

Partiendo de un elemento A\? € Rt arbitrario,
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se define el par (A¥, z*) € RT x R®, k > 0 mediante las siguientes férmulas:

calculo de  z* :  min {F(z) + P, (g(z),3*)}
x (3.4.63)

calculo de M : Xt =< M 4 K g(z*) >
El punto ¥, solucién de (3.4.63.2) viene caracterizado por la siguiente ecuacion:
VF(z*) + VPg. (9(z*),A*) = 0 (3.4.64)

que se puede escribir como:

VF(z") + <M+ Keg(2®)> Vg(zF) = 0 (3.4.65)

e Aplicacién al problema de contacto

El lagrangiano aumentado correspondiente al problema de contacto es el
siguiente:

/(< p+ Keg >° —p*) dU (3.4.66)
I'c

El problema es por lo tanto, encontrar (Ue, \Y) € V x Q tal que:

Lf De,A = Imax 1 Lf 1’, A 4.67

Para un valor fijo de y, el problema de minimo sobre V viene caracterizado
por la siguiente ecuacion:

§J(Usm) + [ <M+ Keg(py(X))> n-7(p(X)) dI' = 0 (3.4.69)
e

La ecuacion (3.4.68) debe valer Ve V.

De forma similar a los casos de penalizacién y multiplicadores de Lagrange,
el término §J(U;7n) puede identificarse con el lado izquierdo de la desigualdad
variacional (3.4.19).

La adaptacién del esquema iterativo descrito en el apartado anterior, al
problema de contacto, adquiere la siguiente forma:
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Supéngase que AY(X) es conocido VX € I'¢, entonces el problema es

encontrar Uy € V campo de desplazamientos, tal que:

61(Usm) + [ <X+ Keg(pu(X))> n-a(pu(X)) dL =0 VeV
Te

(3.4.69)

luego se procede a la actualizacién del multiplicador de Lagrange, siguiendo un

esquema similar a (3.4.63.b):

M (X) =< M(X) + Keg(pr( X)) >

k+1

(3.4.70)

El cuadro 3.3, resume el algoritmo resultante de la aplicacién del método

del lagrangiano aumentado al problema de contacto.

Cuadro 3.3
Método del Lagrangiano Aumentado aplicado al contacto

1. k=0, AXY=2N_. >0

inicial =

2. Encontrar U} € V solucién de:

5J(Usm) + [ <M+ Keglpu(X))> 1+l X)) dT = 0
T'c

3. Si |g ||;C< TOL Entonces
FIN
si no
AV, =<MW+ Keg >

k = k+1

4. Volver al paso 2

La etapa 2 del cuadro 3.3, se puede reemplazar sin ninguna dificultad
por el esquema iterativo de un problema no lineal. Se puede ver que este
algoritmo se reduce en un caso al método de penalizacion y en otro al método
de multiplicadores de Lagrange. Para esto supéngase primero que AV = 0
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entonces la fuerza normal se aproxima por K¢ < g(x) > como en el caso de
penalizacién. Mientras que si la restricciéon se cumple exactamente entonces
se tiene que g(x) = 0 lo que implica que AN es el verdadero multiplicador de

Lagrange.

El esquema iterativo del cuadro 3.3 permite ir acumulando el verdadero
valor de la fuerza normal en la variable AY, de esta forma a medida que el
ntimero de iteraciones aumenta, el valor de AY tiende al verdadero valor del
multiplicador y la restriccién g(z) tiende a cero. De esta forma el valor de K,
en esta expresion no necesita ser muy grande.

Otra alternativa es la solucién directa del sistema (3.4.68), donde Ay se
convierte en una incognita adicional del problema a resolver. Esta técnica se
conoce como método mixto [56)[57].

3.5 TRATAMIENTO DEL CONTORNO: FRICCION

3.5.1 El problema de la friccién

El fenémeno de la friccién entre cuerpos aparece como un efecto de re-
sistencia al deslizamiento tangencial entre las superficies en contacto. Algunos
de los parametros que intervienen en dicho fenémeno son: Los tipos de ma-
terial involucrados, la escala de tiempo y frecuencia del contacto, los efectos
térmicos, la rugosidad, la historia de las cargas, la existencia de lubricante, el
desgaste, etc. Esta gran variedad de parametros hacen que un modelo general
sea extremadamente complejo [65][64].

Durante el proceso de compactacion de pulvimetales el efecto de la friccion
aparece como la resistencia al deslizamiento del material en polvo debida al
contacto con los punzones y las paredes del molde. Aunque las paredes del molde
sean bastante finas, la friccion afecta notablemente el proceso de compactacién
[2]5]16)-

El modelo empleado en esta tesis es del tipo friccién de Coulomb (friccién
seca), donde se supone basicamente que, si existe un desplazamiento relativo
entre las superficies en contacto, entonces la fuerza de friccidon es proporcional
a la fuerza normal. La constante de proporcionalidad es precisamente el
coeficiente de friccion entre las superficies y depende de los tipos de material
involucrados en el contacto. Como primera aproximacion cualquier efecto
térmico se supone despreciable.

A continuacién siguiendo Curnier [65], Simo y Laursen [51] se describe el
modelo utilizando muchos de los conceptos definidos en plasticidad clasica, lo
que facilita su comprension y analisis computacional. Esta primera formulacién
resulta ser directamente el método de penalizaciéon aplicado al problema de

friccidn.
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3.5.2 Modelo de friccién: Método de penalizaciéon

e Cinematica

Un analisis cinematico del problema de contacto y friccidon en el caso 3D,
involucra el andlisis del contacto y deslizamiento de una superficie sobre otra.
Este problema general esti fuera del alcance de este trabajo, por lo que se
restringira el problema al caso 2D. Sin embargo la condiciéon de deslizamiento
y la regla de flujo se describiran sin tener en cuenta esta restriccion.

Sea X € I'c un punto de la frontera del cuerpo deformable que se supone
estd en contacto con el contorno rigido M (ver figura 3.6). Supdéngase ademds
que existe un intervalo de tiempo (T5,Ty) # @ que depende de X durante el
cual la particula se desplaza sobre 0M pero siempre permaneciendo en contacto
con €l durante todo el intervalo.

Sea a:[0,Ly — R? una curva parametrizada por longitud de arco que
representa la porcion de la frontera de M que permanece en contacto con la
particula X.

Figura 3.6 Contacto y friccidn entre el cuerpo deformable y el contorno
rigido

Que la curva esté parametrizada por longitud de arco, significa que la norma
de la derivada de a respecto a su pardmetro es igual a la unidad. Esto es,

la(s)ll=1  Vse(0,Ly)

El vector £(s) = &(s) representa la tangente a la curva en el punto a(s).

La segunda derivada se escribe como: a(s) = x(s)n(s) donde (s) es el valor
de la curvatura en el punto afs).
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Por convencién se supondra que la normal n a la superficie del cuerpo
deformable, apunta hacia el exterior del cuerpo (En la zona de contacto, los
vectores normal al cuerpo deformable y al contorno rigido coinciden). El sentido
del vector tangente £ se elige de tal forma que este sistema local (7, ) tenga
la misma orientacién del sistema cartesiano global (&,9¥) . La consecuencia
inmediata de esta eleccién es que la curvatura tiene signo.

Supéngase que la particula X se encuentra inicialmente en a(0) y un ins-
tante de tiempo después se encuentra en a(s) (ver figura 3.7). La hipétesis
basica que se formula a continuacién supone que el desplazamiento u =
a(s)— a(0) esla suma de dos términos, el primero que representa un desplaza-
miento eldstico (reversible), en general pequeiio y el segundo un deslizamiento
(irreversible). Esta descomposicién vectorial podria hacerse a nivel escalar uti-
lizando para esto el parametro s de la curva, pero esto conduciria a un modelo
dificil de implementar. Por lo tanto la opcién que se elige aqui es la siguiente
descomposicién aditiva (ver figura 3.7):

u(X,t) = u(X,t) + ud(X,t) (3.5.1)

El vector u¢ corresponde al desplazamiento elastico vy u? al deslizamiento sobre
la superficie. La ecuacién (3.5.1) lleva a la siguiente descomposicién de la
velocidad relativa en términos de una velocidad eldstica y una velocidad de
deslizamiento:

u(X,t) = o°(X,1) + ud( X, 1)

» <)

Figura 3.7 Descomposicién aditiva del desplazamiento
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-
\

a b

Figura 3.8 Superficie de deslizamiento
¢ Observacion 3.9

La letra u que representa el desplazamiento relativo al primer punto de
contacto se elige en minuscula para no confundir con el desplazamiento total
referido a la configuracién inicial. 0

¢ Respuesta Elastica

Se supone que un incremento en la fuerza tangencial o de friccion es
proporcional al incremento en el desplazamiento eldstico ue en la direccién
tangente a la curva, o sea que:

T(X,1) = —Kpl[u(X,t)-a%(X,1)-£(1) (3.5.2)

La fuerza tangencial ¢7 se relaciona con el tensor de Cauchy y el primer tensor
de Piola-Kirchhoff P, mediante las siguientes expresiones:

t'=t.on=t-P-N

donde N es el vector normal a la superficie de referencia en el punto X y 71 es
la normal en el punto de contacto (ver figura 3.6). La constante Kr penaliza
la diferencia entre la velocidad relativa y la velocidad de deslizamiento. En el
caso limite (cuando K1 — o00) estos dos valores coinciden.

e Condicién de deslizamiento

Esta condicién equivale a la condicidon de fluencia en el caso de plasticidad.
La condicidon se escribe como:

6(t) = |17 — p 1N <0 (3.5.3)

donde la fuerza por unidad de superficie ¢ ha sido descompuesta como ¢t =
(t¥,¢T). El término tT corresponde a la componente tangente en el caso 2D
y a la componente sobre el plano tangente en el caso 3D. El término tV es la
componente normal. La igualdad en la ecuacion (3.5.3) define la superficie de
deslizamiento. Esta superficie (ver figura 3.8), tiene forma de cono con vértice
en el origen y se extiende en el sentido de la fuerza de compresion.
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Los puntos en el interior del cono son estados de fuerzas que no producen
deslizamiento, sélo un desplazamiento eldstico (reversible). Cualquier estado
de fuerzas en el exterior es inadmisible. Sélo puntos sobre las paredes del
cono pueden producir deslizamiento. La pendiente de la directriz del cono
es inversamente proporcional al coeficiente de friccién. Si g = 0 el cono se
reduce a una linea entonces la fuerza de friccién es nula y sélo pueden existir
deslizamientos. En la medida en que g aumenta, el dngulo del cono aumenta
y el estado de fuerzas de no deslizamiento aumenta. Generalizaciones de esta
condicién de deslizamiento pueden encontrarse en [65][56].

¢ Regla de flujo

La regla de flujo en el caso de friccién especifica en que direccién ocurre
el deslizamiento. Si se siguieran exactamente los pasos dados en plasticidad
clasica lo primero que se intentaria formular es una regla de flujo asociada, que
en este caso carece de significado fisico, ya que este vector de flujo tendria una
componente en la direccién de la fuerza normal indicando que las superficies en
contacto tienden a modificar su condicién de contacto debido al deslizamiento.
La regla de flujo que se formula es por tanto no asociada y de hecho en la
direccién de la fuerza tangencial (ver figura 3.8.b):

ad = — STHT ut = —C—ggi = —(sign(tT)E (3.5.4)
La expresidén de la izquierda se emplea en el caso 3D y la de la derecha en
el caso 2D. La funcién sign(-) representa la funcién signo. El término ¢ es
el pardmetro de consistencia y al igual que en plasticidad esta sujeto al las
siguientes condiciones de Kuhn-Tucker:

(>0, 6(t)<0, (6(t)=0 (3.5.5)
El cuadro 3.4 resume las ecuaciones basicas del modelo de friccién.

3.5.3 Integracién del modelo de friccién

La integracién del modelo resumido en el cuadro 3.4 se realiza de forma
similar a la expuesta en la secciéon 3.3.3.

Sea [t,,%.,.] €l subintervalo de tiempo de interés. Sea X € I'¢ un punto fijo
de la frontera que se encuentra en contacto con el contorno rigido. Supdngase
que las siguientes variables son conocidas en el instante ¢,:

un(X), ud(X), tN(X)

Ya que el problema global esta formulado en términos de los desplazamientos,
se puede suponer que Au,,,(X) es conocido. El problema aqui es calcular las
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Cuadro 3.4
Modelo de friccidn: Penalizaciéon

u(X) = ué(X) + ud(X)
t = (", %)
iT= —Kr[i—u9-f

6(t) = |t — ult"| <0

. d s

(>0, 6t)<o, Cot)=0

variables badsicas en el tiempo t,,, de tal forma que se satisfagan las ecuaciones

del cuadro 3.4.

Los desplazamientos en t,,,, son :
Upy, = Uy + Aup,, (3.5.6)

La integracion implicita de la ecuacidon de flujo (3.5.4.6) se puede escribir como:

u,‘f“ = u;il — Alnia sign(tf;u)t”n+1 (3.5.7)
donde sign(-) representa a la funcién signo. La componente tangencial I, se
calcula a partir (3.5.2) como:

7 =17 — Kp [Attn,, — Aul, ] En,, (3.5.8)

La componente en la direccién normal ¢,, se supone conocida del problema de

contacto. Las condiciones de Kuhn-Tucker en forma discreta se escriben como:

0n+1 S 07 ACn+1 Z 0 A<n+10n+1 =90 (3.5.9)
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s Predictor Eldstico

Supéngase que el punto X no desliza, entonces la fuerza tangencial de

Ttual .
prueba t; —, se calcula como:
o trial T -
ne =tn— Kz Aup,, -t (3.5.10)

la condicién de deslizamiento de prueba se define como:

. trial trial
etrml — 0(tT tN ) = lt?;+1 I - /thnN.q,xI (3.5.11)

n41 n41r Y nga

e Corrector Plastico

(1°" caso) Supdngase que 6,2 < 0 entonces 6,,, < 0 y por la condicién

n41
de Kuhn-Tucker (3.5.9.c) se tiene que A(,,, = 0, o sea que ul = uf . Esto

41
significa que no hay deslizamiento y por lo tanto la fuerza tangencial de prueba

es correcta.

(2° caso) Supéngase que 6% > 0 entonces se trata de un estado no admisible

n+1

y por las condiciones de Kuhn-Tucker se concluye que A(,,, > 0.

Reemplazando la expresion (3.5.7) en (3.5.8) y teniendo en cuenta la definicion

trial . e
de tT 7, entonces la fuerza tangencial se puede escribir como:

n+1

rial
tT = tTt — Al Kr sign(tT ) (3.5.12)

n4: nya n41

se sabe que:
tT = sign(tT, )T

ny1 n41 n+x{

entonces se puede concluir que:

trial

(1) sign(tl,,) = sign(tr,, )

(3.5.13)
trial
@ 15, = [th,.] + A K7
de esta ultima expresion se obtiene que:
1 Tt.riul T
ACTHl = _i{_T [l n41 l— itn+1l} (3.5.14)
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Cuadro 3.5
Integracién del modelo de friccién: Penalizacién

1. Actualizacién

Upnyy = u,+ Aun+1

Ttrial _ T ~

nt1 = tn - KT Aun“-tn“
6trial 0 T trial N T trial N
nyr (tn+1 7tn+1) = ltn+1 I - :u|tn+1|

2.8 6 <0 entonces

n+1
o =y
ul,, = ud
Si no
7., = plth | sign(tT)

d —ad 1 rial 3 T £
un+1 - un - E 9:1+1 Slgn(tn+1)tn+1

¢ Observacién 3.10

Reemplazando la ecuacién (3.5.14) de A(,,, en la ecuacion (3.5.12) se puede

escribir T, en su forma mds conocida:

T N . Ttriul
tn+1 = l“l’ltru.xl Slgn(tru-l )

A partir de la expresién anterior para tl |, se encuentra que A(,,, en (3.5.14) se

puede escribir en términos de 6% de la siguiente forma:

1 .
A ner = atrml
C + I\’T n+1

d

El cuadro 3.5 resume el algoritmo que se utiliza para integraciéon del modelo
de friccién. La contribucién debida al problema de fricciéon a la matriz tangente,
se ha calculado en el anexo A2.
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3.5.4 Friccién : Multiplicadores de Lagrange

Al igual que en el caso de contacto se introduce una nueva variable AT (caso
2D) lamada multiplicador de Lagrange y un término adicional a la ecuacién
(3.4.38) que representa la fuerza de friccion . El problema nuevamente es buscar
un punto de silla que se caracteriza por ser solucién del siguiente sistema:

83U+ [MWypadr+ [Moidr=0 vypeV
To Te

[ Ma(e(x)) dr =0
T'e

(3.5.15)

U € Vy MW ¢ Q. Adicionalmente, AT debe satisfacer las siguientes
condiciones:

BT ANy = T — DV <0

. 00 . . .
1 = (——=t = —(sign(\T)E
u. Ca)\T Csign(A') (3.5.16)
(>0
(6=0

La ecuacidon (3.5.16.a), coincide con la condicién de deslizamiento (3.5.3).
La segunda establece que la velocidad relativa tangente debe coincidir con la
velocidad de deslizamiento. Las otras dos, corresponden a las condiciones de
Kuhn-Tucker aplicadas al parametro (.

¢ Observacién 3.11

Como destaca Simo en [51], la diferencia con el caso de penalizacién estd
en que aqui se exige que la velocidad relativa coincida con la velocidad de
deslizamiento ((3.5.16.p)), mientras que con la técnica de penalizacién esta
igualdad se penaliza mediante el término I—(l;t‘T de tal forma que la ecuacién

(3.5.16.p) se escribiria como:
el 1 .
4= (oo = —1F
o\T Krp

De forma similar al caso de penalizacién, la integracién implicita del término
de velocidad relativa se puede escribir a partir de (¢3.5.16.p) como :

Unyy = U + Alnya sign(AL, e, (3.5.17)
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donde A(,,, = én“At > 0. Las condiciones de Kuhn-Tucker vienen dadas por:
9n+1 S 0’ ACn+1 Z 0 A471+1911+1 =0 (3.5.18)

(Caso 1:) Supdéngase que Au,,, = Un,, — U, # 0 entonces a partir de (3.5.17)
se concluye que: A(,,, > 0, esto implica que:

sign(AL,)) = sign (Au,,,) (3.5.19)
y por la condicién de Kuhn-Tucker (3.5.18.¢), se tiene que 8,,, = 0 entonces de
(3.5.16.a) se concluye que:

|>‘T !:HP‘N | (3.5.20)

n+1 n+1

a partir de (3.5.19) y (3.5.20) se concluye que:

T N .
An+1 = fl“|)‘n+1 |51gll(A“n+1) (3.5.21)
t
AT
-
- -
~
// /
k-1
Uy / ,/ y
7k
/ Un /s Up
/ ~
e
|~

Figura 3.9 Friccién de Coulomb, caso 2D

(Caso 2:) Supéngase que Au,,, = 0 entonces A(,,, = 0 y el valor de AT |

esta indeterminado.

¢ Observacién 3.12

Por error numeérico es muy dificil que se tenga Au,,, = 0. En vez de esto
lo que sucede a nivel numérico es que durante las iteraciones del problema no
lineal, para pasar del tiempo t, al tiempo t,.,,, el desplazamiento del punto
oscila alrededor de la posicion de equilibrio w,, consecuentemente el sentido de
la fuerza de friccidn se alterna (ver figura 3.9). 0O

El algoritmo que se describe a continuacion [16] propuesto como aporte
original en esta tesis, tiene por objeto evitar la oscilacion a la que se hace
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referencia en la observacion 3.11, y eliminar la indeterminacién en el valor del
multiplicador de Lagrange.

Sea X € I'¢ un punto del cuerpo deformable que se encuentra en contacto
con el contorno rigido. Este punto tiene dos estados posibles: Activo 6 inactivo.

Estado Activo significa que el punto puede deslizar sobre la superfie M.
Estado inactivo significa que Au,l), = 0 donde Au, ) = u,), —u,. O sea que el
desplazamiento incremental correspondiente a la i-esima iteracién del problema

no-lineal estd restringido a la ltima posicién de equilibrio.

El cambio de activo a inactivo se lleva a cabo si se detecta que el punto esta
oscilando alrededor de la posicién de equilibrio. El cambio de inactivo a activo
se realiza si el punto no satisface las condiciones de no deslizamiento, o sea si
no satisface (3.5.16.a).

Sea v, = u, - t, el desplazamiento tangencial de equilibrio. Supéngase que
se conocen:

Av &V = Au D £, Av® =Aul £, (3.5.22)
que corresponden a los desplazamientos incrementales de las dos ultimas itera-
ciones (¢ — 1), (z) del problema no lineal.

Si
sign(Av ) - sign(Av V) < 0 (3.5.23)

entonces se supone que el punto oscila alrededor del punto de equilibrio y se
procede como se describié antes. Si el punto estd inactivo, se define como fuerza
tangencial de prueba, la componente tangencial de la fuerza interna:

T trial

= FF

wnt

mediante la condicién (3.5.16.a) se verifica si el punto es efectivamente, un punto

Inactivo:
trial

AT = uAM < 0

si se satisface la desigualdad entonces la fuerza tangencial de prueba es correcta.
Si no se satisface, entonces la fuerza tangencial se redefine como:

AT = A% sign(AT“‘ial)

y el punto se convierte en un punto activo en la siguiente iteracion.

El cuadro 3.6 resume los pasos del anterior algoritmo.
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Cuadro 3.6
Integracién numérica del modelo de friccién:
Multiplicadores de Lagrange

Ap () = Au,fi’:) by, Ao = Au ), - t,
1. (Estado Activo)
s = sign(Av ¢V) - sign(Av )
Si s>0 entonces

(i+1) (i41) . .
AT = —pu AN sign(Av )
Si s <0 entonces

Au,ﬁ":l) = 0 (inactivo en i+1)

2. (Estado Inactivo)

trial T

AT = F7

snt (fuerza interna tangencial)

. trial (i+1)
Si I)\T l - ,LLI/\N | < 0 entonces
(i+1) trial
AT = )T

Si no

trial

/\T(sw _ p|>\N“+”| sign()\T ) (activo en i+1)

3.5.5 Método del Lagrangiano Aumentado aplicado a la friccién

Al igual que en el caso de contacto, el método del Lagrangiano aumentado
consiste en mezclar las técnicas de penalizacién y multiplicadores de Lagrange
para eliminar las desventajas que los métodos tienen por separado. Siguiendo
el trabajo de Simo [51], se presenta a continuacién el algoritmo propuesto para

el caso de friccién.

En este caso la verdadera fuerza de friccién t7 viene dada por:
1T = pT+ 2\ (3.5.24)

donde pT corresponde a la contribucién debida a la penalizacién y AT es el
multiplicador de Lagrange. La fuerza de friccion t7 debe satisfacer las siguientes
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ecuaciones:
(t) = 1t7] — ult™] < 0
. a6 . . _— (3.5.25)
Uy = —(Wt = —(sign(t")t
La ecuacién (3.5.25.a) corresponde a la condicion de deslizamiento, (3.5.25.6) es la
misma que se usa en el caso de penalizacién. Por otro lado p% que es el término
que proviene de la penalizacién (ver (3.5.2)) viene dado por:

Pl = —Kr |4 — ad]-f (3.5.26)

A partir de (3.5.24) y de la ecuacién (3.5.26) se tiene que

iT AT = —Kr (u— 'dd) -t (3.5.27)

Si la velocidad relativa % coincide con la velocidad de deslizamiento %

entonces la variacién de la fuerza de friccién ¢7 coincide con AT, pero si AT = 0
se recupera el método de penalizacion.

e Observacién 3.13

Como se dijo en la observacién 3.11, lo que se penaliza es la diferencia
entre la velocidad relativa © y la velocidad de deslizamiento 4%, En el método
de penalizacién es necesario que Kr — oo para mejorar la aproximacién de
la solucién. Supdngase que se reemplaza AT en (3.5.27) por el valor correcto
(AT)Y* del multiplicador, entonces el lado izquierdo de (3.5.27) se anula, esto es,
tT = (AT)* y por lo tanto la condicién de las velocidades se cumple para cualquier
valor de Kp. EIl método del lagrangiano aumentado permite ir mejorando
la aproximacién al valor correcto del multiplicador, de tal forma que el lado
izquierdo de (3.5.27) se aproxima a cero sin necesidad de hacer que Ky — 0,
basta con que sea moderadamente grande para que mejore la convergencia.

e Integracién del nuevo modelo

Para la integracién del modelo, se procede de forma similar a la descrita en
el caso de penalizacién (seccién 3.5.3). La integracion implicita de las ecuaciones
(3.5.27) y (3.5.25.p) se puede escribir de la siguiente forma:

T = T4 AN — Kp[Au,,, — Aul )i,

n+1 n41 n+1

Aul | = —Alns sign(tL..) tnn

ni1

(3.5.28)



98 Capitulo 3

donde A(,,, = (;n“At. Las condiciones de Kuhn-Tucker vienen dadas por:

0n+1 S O) ACn.H 2 0 ACn+16n+1 =9 (3.5.29)

e Predictor elastico

Supdngase que A'u,g)rl = 0 entonces se define la fuerza de friccién de prueba
rial
z:_l como:
trial -
tzﬂ = tf; + A)\,q:ﬂ — K7 [DAup,,-t,,] (3.5.30)

y la condicién de deslizamiento de prueba como:

trial __ Tl N
0n+1 _g(tn+1 3tn+1) (3.5.31)

A partir de (3.5.28) y de la definicion (3.5.30), la fuerza de friccién tf:“ se puede

o] o , . Ttrial
escribir en términos de ;,,,  como:

T = {7 Al sign(tT (3.5.32)

n+1 n41 n41

¢ Corrector plastico

(16" Caso) Supdngase que 6! < 0 entonces ,,, < 0, y por la condicién

n41
de Kuhn Tucker (3.5.29.¢c) se tiene que A(,,, = 0. Reemplazando este valor en

(3.5.32) se concluye que:

T . Ttriu]
tn+1 - tn+1 (3533)
(2° Caso) Supdngase que 6,7 > 0 entonces hay deslizamiento y como en

el método de penalizacién se concluye que:

rial
(1) sign (t:“) = sign(t,{:1 )
(3.5.34)
trial
(2) ,t£+1 I: trIl'.H +ACn+1 I{T

Despejando el valor de A(,.,, de (3.5.34.2) y haciendo uso de las ecuaciones (3.5.32)

T se puede escribir como:

¥ (3.5.34.1) se tiene que la fuerza de friccion ¢,

th, = pltl,l sign(t21") (3.5.35)
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¢ Actualizacién del multiplicador

En contraste con el caso de contacto del apartado 3.4.4, la actualizacién
del multiplicador de lagrange no se hace sobre su valor total si no sobre
su incremento. Esto es consecuencia de que aqui intervienen ecuaciones de
evolucién con el tiempo mientras que en el problema de contacto el tiempo es
indiferente [51].

A partir de (3.5.33) y (3.5.35) el valor de la fuerza de friccién en la k-esima
iteracion del problema no lineal se puede escribir como:

trial® : trialt®
o o si g <0
i = (3.5.36)

i ,tN(k)’ Sigx(tninlm) en otro caso

n+1 n+1

donde ( .
ialt®) - r
o™ = T AT, — K Au®), - £, (3.5.37)
Por otro lado si AT, es el valor correcto del multiplicador de Lagrange
entonces, At = AXT . Esto motiva la actualizacién de AN como:
* n+1 n41 n41
A)\,T::” = A)\f:l (3.5.38)

donde el término AXY se calcula a partir de (3.5.37).

n+a
Supéngase que el valor de t¥, de la ecuacién (3.5.36) se calcula también

mediante el método de Lagrangiano aumentado presentado en la seccién 3.4

entonces para la correcta aplicacion de (3.5.34) se deben tener en cuenta que los
. 5 1)y k) . c

nuevos valores de los multiplicadores A, ', A" deben satisfacer la condicién

de deslizamiento (3.5.25).

” i a(X) k) {k+1) ’ .
Definase @52 = e — pu|AY, | entonces supdéngase en primer lugar

o) trial™® 0 irada al pri : .
que O VY < entonces una mirada al primer caso en (3.5.36) sugiere que:

AN = AT

ni1 n+1

— Kr Aul®), . {0 (3.5.39)

41

. s k)
En el otro caso, si ©;%%"" > 0 entonces el segundo caso de (3.5.33), restando a

los lados tT, sugiere que:

A)\::::” = 4 i)\N(H:)i Sign (tn-i;xl(k)) _ tf (3.5.40)

n41 n41

Nétese que " ha sido reemplazado en este caso por el multiplicador de la-

n41

(k+1) . . . . .
grange AY . El siguiente algoritmo resume los pasos explicados anteriormente

n+1

para la solucién del problema de friccion mediante la técnica de Lagrangiano
aumentado.
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Cuadro 3.7
Integraciéon del modelo de friccién:
Lagrangiano Aumentado

1. Actualizacién

AVO AN AN =

n41 n41 )

k=0
2. Problema no-lineal:

Encontrar u(®) talque V17 € V se tiene que:

n4a

87 [ug),sml + / <N 4+ Keg(pn( X)) > m-i dT + / 12, -t dl =0
Te Te

™ .
tn“ viene dado por (3.5.36)

12 =< Keg(on) + A0 >

n41 n41

3.sia. ||< g >H;C< TOL, (condicién de contacto)

b. {”(ug‘}l — ) da]|< TOLy, si 6%),(t10 tN))) <0 V X € I'c}

n+iv’ny1d 'nga
Entonces
FIN

sl no

)\N‘h-m —< AN(k) +Keg>

ntl nia

trial!™ __ 4T (% k Fk
tn+1 - tn + A)‘n-n - KT {Ausu)xtiu)x
trial™ __ Jtrial™ Nk
®n+1 “" tn+1 - p‘An-q.x i

AN — Kp Au® ., si @™ <0

(x+1) n+a n+1 nt1
T
AA”“" - (k+1) (x)
N : trial T
AN, | sign(eiiah) — g en otro caso
k = k+1

4. Continuar en etapa 2




ANEXO Al

CALCULO DEL TENSOR
CONSTITUTIVO TANGENTE

El objetivo de este anexo es la derivacion de una expresion para el tensor
constitutivo tangente consistente, correspondiente a cada uno de los esquemas
presentados en los cuadros 3.2a y 3.2b. Esta derivacién se desarrolla en
las secciones Al.1 y A1.2. La seccion Al.3 contiene algunos de los célculos
necesarios para la obtencién del tensor constitutivo tangente continuo definido
al final de la seccion 3.3.2.

A1.1 TENSOR CONSTITUTIVO TANGENTE : FLUJO NO ASO-
CIADO

Se procede de la forma convencional [36][38], que consiste en realizar los
calculos en la configuracién material y el resultado final se lleva a la configu-
racion espacial mediante el operador push forward ¢3**.

Las tensiones de prueba en la configuracién espacial, vienen dadas por la
siguiente expresién (ver (3.3.38.a)):

trial trial trial

Pl L g€ et — ¢:+1(Ee ) (A.1.1)

n+1 T Tns n41 n41

El tensor ¢ es el tensor elastico de cuarto orden, el operador ¢}*' actia
dependiendo del cardcter tensorial del argumento (ver anexo A4), en este caso
lo hace de la siguiente forma:

trial trinl trial

ee — :+1(E:+1 ) — F—T-Ee -F_l

n+1 n+1 n41 n41

La ecuacién (A.1.1.a) puede escribirse en la configuracién material mediante el

operador pull back ¢} como:

n41

trial

Su-iul — En+1 :¢:+1(ei+1 ) (A.1.2)

n+1

donde el tensor Z,,,, es el tensor elastico escrito en la configuracion material,

dado por:
Bt = ghale) = (FO) (P ) (Fo) s (Fh) e (A.1.3)

101
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El tensor constitutivo tangente ¢, se define como la derivada (derivada

de Fréchet) del campo de tensiones respecto a las deformaciones en el tiempo

ths ©

drn,, = ¢ den,,
El tensor ¢¥, se relaciona con el tensor constitutivo tangente de la configuracion
material mediante una expresion similar a la ecuacién (a.1.3). El tensor de
tensiones T,,, se define en términos de la siguiente funcién por partes (ver
(3.3.39.2) y (3.3.40)):

trial trial
Tn+1 ¢(Tn+1 ? 77n+1) < 0
Thny =
trial trial
an+1'rnl.l+; ¢(Tnl-l+; ? T]n+1 ) Z 0

En el primer caso, cuando ¢(7i%,7,,,) < 0 entonces el tensor constitutivo tan-
gente c*? es la derivada de las tensiones de prueba respecto a las deformaciones.
El resultado de esta derivada, se resume en el siguiente lema:

2

O LEMA Al.1

La derivada del tensor de tensiones (a.1.1.a) respecto al tensor e,,, viene
dada por:

trial  __ .
dTy::.; - (I"n+1 'den-u (A.1.5)

donde el tensor constitutivo tangente C7* | tangente viene dado por la siguiente

expresion:

ciikl _ 1 [5;& (ee"“") lj + &+ (ee“"") il] DY [5ij (ee"‘“’) Ky gikgil tr[ee"m]]

n41 n41 n41 n41

trial e(riul trial

donde E¢ =F,, 6 — FEP e =F TEe™ ! 0

n41 n n4+1 n41 nt1 n41

En cualquier otro caso, se debe derivar la siguiente ecuacion que calcula las
tensiones corregidas:

trial
n41

Tnyr = Oy T
que en la configuracion material se escribe como:

trial
b (A.1.6)

Sn+1 = an+1S
La derivada de (A.1.6) respecto a E,,, se calcula mediante la regla de la cadena:

trial trial
dS,,, = da,,,S,"0 + an,,dS,"

n4a n41
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En la configuracién espacial, esta ecuacion se expresa como:

trial trial
dT‘n+1 = dan+1‘rn+1 + an+1dT » (A.1.7)

n41

El calculo de la derivada de a,,, respecto a las deformaciones es el objetivo del

siguiente lema:

O LEMA A1.2

La derivada del pardmetro a,,, respecto a e,,,, viene dada por:

1 % ia 0P, ria 75N
dan,, = 3%ni1 [_ a(zrf],lﬂ)‘]rt:: — 2tr[7] or? ! P;;,‘ + 27n4n 3,7:“ 1] 1 dep,,
Fanya

donde JU™ y P'ial prepresentan tensores de segundo orden que se definen

n41 n41
cOoImo:
trial __ trial trial trial]
Jo = 2devr )t + dev[r L] @y,
trial ___ trial .
PV = [2'7',1+1 +1: GnH]

las derivadas de la funcién de fluencia ® vienen dadas por las siguientes

expresiones:

aq) T trial
[6(2']'1). n41 N an+1
[a® 7 trial 1 )
- = “’alan N
0I3 | ner 9 *
6@' trial i R trial
['5—-' = 2an+, (2Jg) + —al(Il)“]
o | net 9 n+1
a(pﬂ 1 1 trial \2 2 ! 2
E)TIT = 531(?7)(11 ) - S22(n)oy

El siguiente paso es reemplazar los resultados de los lemas A1.1, Al.2 enla
ecuacién A.1.7, se obtiene asi la siguiente expresién para el tensor constitutivo

tangente consistente:
dTn+1 = Cep . den+1 (A.1.9)

n41

1 a¢ 1 0¢n Od)
e = @i Cnis = Tauy | o) Aves T (1) Brvs = By P

Ay
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donde:

An+1 — :'f;l ® Jtu al Bn+1 — 2tr[Ttrhl] trial ® Pnnl Dn+1 — 277Ttxml ® 1

n41 n41 n+1 n41 n41

Para finalizar esta primera parte, se presentan las pruebas de los lemas A1.1y
A 1.2 que consisten bdsicamente en la aplicacién de la regla de la cadena.

DEMOSTRACION DEL LEMA Al.1

La derivada de (A.1.2) respecto a las deformaciones E,,, se puede expresar
como:

trial trial

dstxnl — :n+1 dEe Ee

n41 n41 n41

:d Zh,, (A.1.10)

trial

donde E¢. = E,,, — EP. El tensor =,,, se puede escribir en términos del

tensor C,,,, de la siguiente forma:

S = 2uI +2CT® C'l]n+1 (A.1.11)
donde I, viene dado por:
1

(IC—I )abcd 5 [(C ) ( —-l)bd + (C—l)ad(c—-l)bc] (A.1.12)

Esta expresion corresponde a la aplicacién de la féormula (a.1.3) sobre el tensor
elastico de la configuracién deformada.

La derivada de d E,,, respecto a E,,, es:

d En+1 = [2# dI, -1+ A dG11+1} (A.1.13.a)

n+1

El tensor dG,,,, se define como:

dGn,, =[dC'®C™? + C'®dC,,, (A.1.13.b)

la derivada de I ,_; respecto a C se obtiene directamente de la aplicacién de la
regla de la cadena a la ecuacién (a.1.12):

abc 1 ac adbc
[d[ —l]bdzg[dl bd+qudb]
dIacbd [ } { b ]bd + [C—l]ac{dc-l}bd (A.1.14)
dI;zdbc . [ 1]ad[c }bc + [C—l]ad[dcwl]bc
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La derivada de la inversa de C,,,, se obtiene aplicando la regla de la cadena

a la identidad C1C,,, =1 :

741
-1 -1 —1
aC.,, = —-C_ ,dC,,,C
) ) (A.1.15)
= —=2C,_ . dE,,.C

Reemplazando la ecuacidon (a.1.15.6) en la definicién de dG,,,, (A.1.13.b) se
tiene que:

dG,,, = —2[C"VdECT'® C™' + CT'® CT'dEC™] (A.1.15.0)

41

Se puede probar que:

trial trial
e (Er,, 1 dEBay) = 0V (EL,, )41V (dE)
etti»l

=e€,,, :CGnn

(A.1.16)

donde el tensor a,,, de cuarto orden, viene dado por:
Aryy = 2E¢:+l(dIC—l) + X‘ﬁ:” (dGn+1)

Luego de aplicar el operador ¢3**, el tensor a,,, se puede escribir de la
siguiente forma:

a = _qp(de* & + 5 de’ + de” 7 + 6 de*),,, ~ 2X(de” ¥ + 67 deM),.,,

n41

La ecuacion (a.1.10), se escribe en la configuracion espacial como:

euial

dri' = ¢,,, 1 den,, + e

na1 o S (A.1.17)

41

la ecuacién anterior se puede reescribir de tal forma que:

trial __ .
drnn = Cp,,:den,, (A.1.18)

donde @ viene dado por:

o M 4F (6ik (ei‘;‘:‘ )lj + §* ee"*“’ )il) DS (51‘3‘ (ei‘;‘:* )ké + §* 67 tre

ni:

eninl )
N4

g
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DEMOSTRACION DEL LEMA A1.2

La derivada se calcula empleando la condicién de persistencia en su forma
discreta, dada por:

A ,,d®,,, =0 AXp,, >0 (A.1.19)

Linealizacion del primer invariante
La traza I; del tensor 7 en la configuraciéon material se calcula como:
I =7; = ,-kSHFg =C:S (A.1.20)
por lo tanto la derivada de I7 respecto a E es:

) as
diI}]] =2(C:5)|28+C: —| :dFE (A.1.21)
OE
Escribiendo esta expresion en términos de la tension de prueba en el instante
... se tiene que:

n+1 n4+1 . dEn+1 (A.1.22)

21tria i 65 trial
AL = 2(Crya: S [25 +C,,,: 6—E]

ni1

La ecuacidén (a.1.22) en la configuracion espacial se escribe como:

d[I._,]u.i“] -9 tr[‘ru‘iul]Ptriul . den+1

1
::.11 trial AR (A.1.23)
Pl =270 +1:C0,,

Linealizacién del sequndo invariante del desviador

Definase J, como el segundo invariante del tensor desviador. Este se
puede escribir respecto a las tensiones en la configuraciéon material mediante
la siguiente fé6rmula:

20, =||dev | =77 %[tr 7)?

l 2
— CS . CS —_ E[C : S]‘ (A.1.24)
—I DEV 5 |3

Este resultado se puede obtener también, llevando el tensor desviador a la
configuracion material:

DEV[S] = S — %[c ilom (4.1.25)
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y calculando la norma de este via el tensor C,,,, esto es:

|DEV S||z= [C- DEV[S]]:[C-DEV[S]] (A.1.26)
La derivada de la ecuacidén (A.1.24) respecto a E,,, es la siguiente:

O ||DEV S |%
————:dFE
oFE
0S

= |2 DEV(S]-C-5 +[C-S-Cl: 5| : dE

d[2Js] = 2

(A.1.27)

La derivada anterior se escribe en la configuracién espacial y en términos de las
tensiones de prueba del instante ¢,,,, como:

d[205]ne = T - de,

n+1

Jtrial — 2[2dev [Ttriul] .Ttrial + dev[Ttriul] . G;’n-n]

n+41 n41 n+1 41

(A.1.28)

El tensor @,,,, se ha calculado en el lema Al.1.

Linealizacion de la densidad relativa

La densidad relativa se puede escribir en términos de C,,,, como:

u

2 = A.1.29
Tnia Det C.., (A.1.29)

entonces la derivada respecto a C,,, viene dada por:

dn -1
[216] = T G

Esta derivada se basa en el siguiente resultado: Sea ¢(A) una funcién de variable

tensorial A € T { definida como:
p(A) = Det(A) VA € T
entonces la derivada de ¢ respecto de A viene dada por [47]:

Dp(A)[U] = Det(A)tr [UA™Y] VU € T

P Tesel espacio de todos los tensores de orden 2.
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La derivada de la densidad relativa respecto a las deformaciones es:

AMnr = —nps [C"l :dE,m] (A.1.30)

n+1

que a su vez se escribe en la configuracién espacial como:

dngnis = —7n, (1 dep,,] (A.1.31)

Condicion de persistencia

La funcién de fluencia en la configuracion material toma la siguiente forma:

D, = ‘I’(Sn«n ’ "7n+x)

5 1 . 2 N (A.1.32)
:HDEV S “- +5a1(77n+1) [TR Sn+1}‘ - g aﬁ("]nn)ay- =0

Reemplazando (a.1.6) en (4.1.32) y escribiendo esta dltima en términos de los
invariantes, se tiene que:
" 1 i trial 2 Y
(bn+1 = O.’;+1 [(2]2) + 531[{] - ga,go'y‘ =0

N4+

La condicién de persistencia se escribe como:

od , a9 .
d@n L= n+1 d 2']1, trial n+1d IL’ trial
+ 8(2J3) [ ~]n+1 + al—i_z [ 1]n+1+
8@11 1 aq)n 1
day,,, + 2 dnn,, =0 (A.1.33)
aan-u 677n+1

Las expresiones para las derivadas del primer y segundo invariante al igual que
la densidad relativa vienen dadas por (4.1.23),(A.1.28),(A.1.31) . Las derivadas
restantes vienen dadas por las siguientes expresiones:

{ a@ q trial
=an,,
6(2‘];’)J n+1 ’
84’ 7 trial B 1 \
orz| T gMfw
dnsr
8(1)- trial 1 trial
—_— = 2a,,, [(2J, —-a,([ 2]
[aa- 41 * ’ [( ‘) + gal( 1) n+1
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la derivada %;I;—"ﬂ viene dada por:
n+1

0%,.,. , 1 :
I trialy2 2

- =a,,~a I — —=a,(n)oy”

ann+1 n+1g 1(77)( 1 ) 3 2(77) Yy

La derivada de a,,, se encuentra, despejando da,,,, de la ecuacién (a.1.33) cuyo

resultado se escribe a continuacién como:

1 0% . 0P . 0d
d ey = _ n+1 Jtrml _ 2t trial n+1 Ptl’ml 2 _— "+11 :d ot
a + g@n N 8(2Jg) n+1 r[Tn+1 aIf n+1 + 77 + ann-n € +
Ania

Al.2 TENSOR CONSTITUTIVO TANGENTE : FLUJO ASO-
CIADO

Al igual que en el caso de flujo no asociado, los cédlculos se realizan en la
configuracion material y el resultado final se lleva a la configuracion espacial
mediante el operador ¢}**. El tensor de tensiones viene dado por el siguiente
lema:

O LEMA A1.8

El tensor de tensiones se puede escribir en términos de la siguiente funcién
definida por partes:

Tne = (A.2.1)
an+1dev[7—]::;l + ﬁn+1p:.l:‘1] 1 d)('r::l;la 77n+1) >0
donde an,; ¥ Bns: vienen dados por:
- B ! (A
Anpy = T~ ne1 — 2.2
14+ 4EAM,, * 14 20,4\, /
|

El tensor de tensiones de prueba viene dado por (a.1.1) y pifiy se define como
un tercio del primer invariante de las tensiones.

1) Suponga que (7" n,..) < 0 entonces el tensor constitutivo tangente se
P g q n+1777 + g
obtiene directamente de la aplicacion del lema A1.1.

(2) Suponga que H(T,7,,,) > 0 entonces el tensor constitutivo tangente, en
este caso se obtiene derivando objetivamente la expresién (a.2.1.p) en términos
de las deformaciones. Esta derivada se puede escribir como:
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T = nps ddevrl] + dongdevy +
Brand[P] 1 + dBpapiit 11— ,Bn+1t1{7']n+1den+1 (A.2.3)

Derivada de la presion

trnl 1 I trial

El término de presiones se define como p , entonces basados en

el resultado obtenido en (A.1.23), la derivada se escrlbe como:

trial __ trial
dp rial _ Prn den,, (A.2.4)

n+1 ni1

donde el tensor P! esta definido en (a.1.23.b).

n41
Derivada del tensor desviador

El tensor desviador en la configuracién material viene dado por (a.1.25). Su
derivada respecto a las deformaciones se escribe como:

d[DEVSunl] — Snnl

n41 n41

a1 co) + L deg)] (4.2.5)

n41 n41 n41

wl»—a

El siguiente paso es reemplazar la ecuacidn (A.1.15) en (A.2.5) y llevar el resultado
a la configuracién espacial mediante el operador ¢7**. Finalmente, la aplicaciéon
del lema 1, conduce al siguiente resultado:

d[dethrml _ An+1 . den+1

n+1

(A.2.6)

n41 ni1

2
a"n+1 + Etr[rtrnl] I _ _1 ® Ptudl . den+1

Condicion de persistencia

Las otras dos derivadas da,,, y dB,,. se obtienen a partir de la condicion
de persistencia. La funcion de fluencia en la configuracion material viene dada
por:

(bn-n = ¢(5n+1 ’ 77n+1)

= 0o}, 27 + BL 21 (e )[PR) — S 22(tmia)oy” = 0

(A.2.7)

[ %]

entonces la condicién de persistencia se formula como:

aq)ﬂ-l»l B(I’ trial

d[2J,)m 4 o g
AR r

dd,,, = w4 S

nia
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0%, 0P nis g
* d[ n+1] + aIB

Las derivadas del primer y segundo invariante vinen dadas por (a.1.23)y (A.1.28)
respectivamente. Las derivadas de la izquierda de cada uno de los sumandos

vienen dadas por:

@n 1
[,Hn+1] + 8_Ld7]n+1 =0 (A.2.8)

aa‘l'!-+1 n41

0%,,. )
=«
0(2J,) n
0., 1_,
aIiz - 9 n41d (7711+1)
(A.2.9)
09%.,,,
2 = 2a,,,[27,)
Ja,,
aén 1 ria
aﬂn_; = 28-1(7]n+1)ﬂn+1[p:1+11]
En este caso la derivada %%ﬂ viene dada por:
n41
aq)ﬂ : 2 aﬂ rialy 2 2 1 2
ann::l e ﬂn+1 1( )+2ﬂn+1a1 an (p:1+1l —_ ga._,(n)ay (A.2.10)
donde: ”
n41 7
ann; = —2kAMu s, ay(m) (A.2.11)

Las derivadas de a,,, y B.,. respecto al parametro de consistencia, se

calculan como:

dan+1 = ga d(AAn+1) = 4,U'an+1 (A/\n+1)

(A.2.12)
dBna = g5 d(Adn,,) = —2ka.f;,, d(AXn,,)

El reemplazo de (a.1.23), (A.1.28) y (A.2.12) en (A.2.8) permite encontrar la
siguiente expresién para d(AM,,,):

a¢ 8¢ ad) trial
A(Brnss) = Gop | 57T + 2ulrlgsP — 25|  idens,
donde: 1
Gap= 29 . 28
' " a o« T 9898
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— P .
drn,, = ¢, 1 deq,,

1 . 2
Cha = CninBnis + 2Bnn1 ® P — ~ptrlr]I

a¢ﬂ.+1 6¢n+1 6¢n+1
a2r) ™ T a1y B~ B,

+ Gaﬁ Dn+1

El reemplazo de la ecuacion anterior en las ecuaciones (4.2.12.a),(A.2.12.b) y éstas
a su vez en (A.2.3) permiten junto con (A.2.4), (4.2.5) y (A.2.12) formular la siguiente
expresion para el tensor constitutivo tangente:

donde:
_ . trial trial
Aﬂ+1 - qn-u ®Jn+1
trial trial trial
B, =2tr[r; )] ¢,y @ P, (A.2.15)

D, =7 q;liaxl ®1

trial

Y se define como:

y donde el tensor g

trial trial trial 1

g\ = gadevr 5 + 9Pl (A.2.16)

DEMOSTRACION DEL LEMA A1.3

La integracion de las deformaciones plasticas en el intervalo de interés viene
dada por:

- 1
el = eL+2AM,, [ dev 7,,, + galtr[‘r] 1 (A.2.17)

eP = ¢+ (EP) (A.2.18)
Por definicién, las tensiones vienen dadas por:

Toi =C:(€ny, —€F,)) (A.2.19)

reemplazando (A.2.17) en (A.2.19) se tiene que:

n41

- 1
Try = T _2A,, [c:dev [Tra] + 5a1tr[‘rn“}c 01 (A.2.20)
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El tensor 7i13% fue definido en (a.1.1). Se prueba ficilmente que:

c:dev|r,,,| =2gdev|r,,,]

A.2.
c:1=3x1 a.2.21)

El valor « es el médulo de deformacién volumétrica del material. Aplicando el
operador traza, a los lados en (A.2.20) se encuentra que tr [7,,,] viene dada por:

1
14 2a,AM,,,K

trial]
ni

tr[Toy] = tr[r (A.2.22)

De forma similar, aplicando el operador desviador a los dos lados de (A.2.20) se

obtiene que:
1

_1__.—+ W (A.2.23)

tnal]

deviT,,.] = dev|r

En términos del primer y segundo invariante del desviador, las tensiones de
prueba se pueden escribir como:

trial trial ludl
Thya = de V[ n+1] + tr['rn«n] (A.2.24)

Reemplazando (A.2.24) y las expresiones (A.2.23), (A.2.22) que se tienen para el
desviador y la traza del tensor de tensiones, en la ecuacién (A.2.20), se pueden
escribir las tensiones como:

Trpr = Cnpndev[Tid] + Bn.phy 1 (A.2.25)
donde:
. 1 . 1 1
trial trial
= —tr[r Qpyy = —————— a1 = A.2.26
pn+1 3 r[ n+1 n+1 1 + 4ﬁA)\n+1 ﬁ + 1 + zlialAAn+1 ( )
O

A1.3 TENSOR CONSTITUTIVO TANGENTE CONTINUO

O LEMA Al

La derivada objetiva del tensor constitutivo elastico ¢, viene dada por la
siguiente expresion:

(Lyc)™ = —47i(de™ 6" +6% de? +de” 67 +6% de?*)—2X(de" 646" det') (a.3.1)
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DEMOSTRACION

El tensor constitutivo elastico ¢ se puede escribir en la configuracion
material (mediante el operador pull back ¢*) como:

E=[2plsa +2CT®CT (A.3.2)

donde

(I —-l)ab‘:d - [(C—l)ac(c—l)bd + (C_l)ad(C_l)bc] (A.3.3)

1
2
la derivada de E se puede escribir como:

dE=_2udl;n + )dG] (A.3.4)

donde )
dG = -2 [C“ldEC_l C™! + Cclg c—ldEc—l] (A.3.4)

Las derivadas dI 1 y dG vienen dadas por A.1.14 y A.1.15.c. Entonces la
derivada Lyc viene dada por el tensor:

Lyc = 20¢«(dI1) + Ads (dG) (A.3.5)
que se puede escribir como:
(Luc)™ = —4ji(de™ 67+6™ de’ +de” §+6 de™)—2XN(de” 6% +6 de™) (a.3.6)

donde de representa la derivada de las deformaciones en la configuracién
espacial. 0

O LEMA Al1.5
El producto doblemente contraido Lyc-(e — eP) viene dado por:
Lyc-(e — e?) =d-Lye (A.3.7)
donde

d'™M = —4g[(e®)"6* + 6% (e®)V] — 2X[89(e%) + 687 x[e?]] (3.3.8)

DEMOSTRACION

La expresién anterior se obtiene facilmente a partir del lema Al.4. o



ANEXO A2

CONTRIBUCION A LA MATRIZ TANGENTE
DEBIDO AL CONTACTO Y A LA FRICCION

El objetivo de este anexo es calcular las contribuciones a la matriz tangente
del problema global, debidas al contacto y a la friccién. En la primera parte se
describen brevemente los pasos a seguir para la obtencion de la matriz tangente
global. Luego se analizara la contribucién a la matriz debida a cada uno de los
métodos empleados para la simulacion del contacto y la friccidn.

A2.1 Calculo de la matriz tangente global

Continuando con la notacion introducida al inicio del capitulo 3, se supone
que §; denota el cuerpo deformable en el instante t. La funcién ¢ describe
su movimiento, que se relaciona con el campo de desplazamientos mediante la
expresion: p(X,t) = X + U(X,t). El tensor F representa el tensor gradiente
da la deformacion. El teorema de los trabajos virtuales en la configuracién
material se puede escribir como:

GU)=GC"(U)-G*{U)=0 V SpeV (A.2.1)

donde
G (U) = / P:GRAD(Sy) dV
Q

_ (A.2.2)
G=(U) = [ poB 6 dV + [E8p ar + /t-&p dT
2 Py e

El conjunto §1 representa el cuerpo en la configuracion de referencia. El
conjunto V contiene todos los desplazamientos virtuales admisibles:

V={6p:09-R?| ép|r, =0}

El tensor P representa el primer tensor de Piola-Kirchhoff, que se relaciona con
el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S, mediante la siguiente expresion:

P=F.S

115
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El vector B(X) representa las fuerzas de volumen que actiian sobre el cuerpo. t
corresponde a las fuerzas de superficie conocidas, que actiian sobre I';. El vector
t representa a las fuerzas de contacto y friccion que actian sobre la porcién I'c
de la frontera.

s Observacién A2.1

El integrando de G™* se puede escribir en términos de las deformaciones vir-
tuales que se obtienen a partir de los desplazamientos virtuales. Una expresidn
para este campo de deformacion virtual se puede obtener mediante la aplicacién
de la derivada de Gateaux, en la direccién del campo de desplazamientos vir-
tuales:

OF
5E(p,0p) = S—(p+abp) = —;-[FT-V(égo)+V(5<p)T~F] (4.2.3)

o=

Mediante (a.2.3) se puede formular (A.2.1) en su forma clasica :

/S:6E av — /poB-ﬁgo av — /f-&p dr — / t-8p dT' = 0 (a.2.5)
Q Q I Le

La expresion (a.2.1), define en general una ecuacion no lineal en términos de
los desplazamientos U. La linealizacion de dicha ecuacién puede obtenerse
mediante el cdlculo de la derivada de Gateaux [36] en la direccién de AU
que representa un incremento en los desplazamientos. Esta derivada se puede
expresar como [47] [36]:

3]
6G(U;AU) = — AU 2.
G(U; AU) 6aG(U+a )a:0 (A.2.6)
entonces:
§G(U; AU) = §G™(U;AU) + §G™(U;AU) (A.2.7)

El resultado de la derivada del primer término se resume en el siguiente lema:
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& LEMA A2.1

La derivada de Gateaux de G™(U) en la direccién de AU viene dada por:

5G™ = [ V(6p): [V(AU)-S + F-C"P;FT-V(AU)] dv (A.2.7)
Q

O

donde el tensor C*? es el tensor constitutivo tangente escrito en la configu-
racion material.

El célculo de la derivada direccional de G***(U) se reduce a calcular la
derivada del ultimo término de (A.2.2b) que corresponde a las fuerzas de contacto
y friccién.

A2.2 Contribucién debida al contacto y a la friccién

Dado un punto X € I'¢, (porcién de la frontera en contacto con el contorno
rigido) se supondra en general que:

t = t(U) (A.2.8)

Se supondra ademds que t se puede escribir en coordenadas locales de la
siguiente forma:

t=t(U) = tN({U)a(U) + t1(U){U) (A.2.9)

donde (tV,tT) corresponden a las fuerzas normal y tangencial respectivamente.
La primera, debida al contacto y la segunda, debida a la friccién. En principio,
el vector i corresponde a la normal al cuerpo deformable en el punto ¢(X).
Pero en la practica, se utiliza el vector normal definido sobre la superficie del
contorno rigido en el punto ¢(X ) que corresponde al punto de minima distancia
entre (X ) y el contorno rigido. Por lo tanto se tiene que:

7(p(X)) = np(X)) (A.2.10)
La convexidad de M€ garantiza la correcta solucién del problema de minima
distancia. La direccién tangente t se elige de tal forma que el sistema (7,t)
tiene el mismo sentido que el sistema de coordenadas global. La derivada de
G**(U) se puede escribir como:

§G(U; AU) = /5t(U;AU)-5<p dT (A.2.11)
| )
donde §t(U; AU) se calcula partiendo de la expresién (a.2.9). El resto del

anexo se concentra en el cdlculo de esta derivada para cada uno de los métodos
empleados para la solucién del problema de contacto y friccion.
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Penalizacién

Como se explico en la seccion 3.4.2, la fuerza de contacto viene dada por la
siguiente expresion:

tN(@(X)) = —Kn [p(X) - ¢(X)] - a(e(X)) (4.2.12)

donde @(X) =X +U(X), y el punto ¢(X) es el lugar sobre el contorno
donde se alcanza la distancia minima, el vector 7(p(X)) es la normal sobre
el contorno en el punto (X)) (ver figura A2.1).

¢ Observacién A2.2

La ecuacidn (A.2.12) sdlo es valida en el caso en que se viola la condicién de
contacto, en cualquier otro caso, la fuerza normal es cero. O

Figura A2.1 Cuerpo deformable, contorno rigido

El objetivo ahora es encontrar una expresién para §t"(U; AU) o equiva-
lentemente una expresién para 6tV (3 6¢p) .

Por construccién, ¢(X) — ¢(X) es un vector en la direccién n{p(X)), por
lo tanto tV se puede expresar como:

Mp) = Enlle(X) - 9(X) ]| = Ky hp(X)) (a.2.12)

donde h es la funcién de minima distancia introducida en la seccion 3.4.2.
La variacién de esta ultima se resume en el siguiente lema:
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O LEMA A2.2

La derivada de Gateaux de la funcidén % en la direccién AU viene dada por:
Sh(p; AU) = —n(p(X))- AU (A.2.14)

0

Con base en el lema anterior se concluye que la derivada de tN en la direccién
de AU viene dada por:

§tV(p; AU) = — Ky n(p(X))-AU (A.2.15)

La fuerza de friccién que actia en la direccién tangencial en el instante ¢,,,
viene dada por (ver cuadro 3.5):

to b < 0
tr:l;»l = (A.2.16)
p el | sign(tid) o > 0

a. Supéngase que 653 > 0 entonces:

atT = K sign(tﬁ’“) Sign(t"iﬂl) 5t§+1 (A.2.17)

n41 n+1

reemplazando la ecuacién (A.2.15) en (4.2.17) se encuentra que:

&tz-u = —U Sign(trIY+1) Sign(t::"xl) I{N 'h'AUn-n (A.2.18)
b. Supéngase que 67 < 0 entonces por (3.5.10) se sabe que:
tZ+1 = t::;l - tf - I(T £'AUn+1 (A.2.19)

donde Au,,, ha sido reemplazado por AU,,,, ya que este valor coincide mientras
se mantenga el contacto. La derivada se formula como:

0
6t71:+1((Pn; AU“-H) = é_tr{;-l(son + aAUfH»l) (A'2'20)
« a=0
pero con base en (A.2.19) se tiene que:
tzﬂ(gon + aAU,,,) = tf —a Kr AU, 'f,,“ (A.2.21)

luego de derivar (A.2.21) respecto a a y evaluar en o = 0 se tiene que:

51T

n+1

((pn; AUn+1) = _I(T AUn+1 '£n+1 (A.2.22)
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Con base en los resultados obtenidos en (A4.2.15), (A.2.18),(A.2.22) y el lema A2.3
entonces la derivada de Gateaux de la ecuacién (a.2.9) se puede escribir de la
siguiente forma:

Si 63 <0 entonces:

§tnys = [~Ky n®@% — Kr i@t — k1" i@f + x ft7 n@E: AU (a2.23)

Si @il > 0 entonces:

6tn, = (— Ky @0 + p Ky sign(t™) sign(t),,) t®f

n41 n4:

— kBt i@t + k1T ARt ): AU

(A.2.24)

Multiplicadores de Lagrange

Como se explic en la seccion 3.4.3, el método consiste en incluir dos nuevas
variables (A", AT) conocidas como multiplicadores de Lagrange, que representan
a las fuerzas de contacto y friccién respectivamente. En principio, el sistema
de ecuaciones original se vé incrementado debido a estas dos variables, pero
en el esquema de solucién propuesto en esta tesis, en la seccion 3.4.3, se evita
este inconveniente. En el caso del cidlculo de la fuerza normal de contacto, se
supondra (cuando dicho contacto exista) que es el negativo de la fuerza interna
en la direccion normal. Por lo tanto se tiene que:

tN(p(X)) = a(p(X))-F™ (A.2.24)
La fuerza de friccién se calcula mediante la siguiente expresion:

t7(p(X)) = sign(t™™) [t"(p(X))] (A.2.25)

La contribucién a la matriz tangente debido a las dos expresiones anteriores,
se llevara a cabo en el anexo 3, donde se presenta la discretizaciéon por Elementos
Finitos.

Lagrangiano Aumentado

Este método, analizado en detalle en las secciones 3.4.4 y 3.5.4, combina las
técnicas de penalizacién y multiplicadores de Lagrange, evitando asi algunas
desventajas que tienen estos por separado. Al igual que en el caso de los
multiplicadores de Lagrange, el sistema de ecuaciones a resolver aumenta. Las
nuevas incognitas (AY,\T) representan las fuerzas de contacto y de friccién
respectivamente.
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En los algoritmos descritos en los cuadros 3.3 y 3.6 se evita que el nimero
de ecuaciones aumente, pero a cambio se anade un lazo externo que controla
la actualizacion de los multiplicadores de lagrange. Durante cada una de estas
iteraciones, los multiplicadores no varian, por lo tanto, el problema (en general
no lineal) que se resuelve es muy similar al caso de penalizacién. Entonces no
aparece ninguna contribucion a la matriz de rigidez debido a los multiplicadores,
solo se mantiene la contribucion debida a la penalizacion.

O DEMOSTRACION DEL LEMA A2.1

Luego de evaluar la ecuacién (a.2.2a)en W = U + aAU se tiene que:

G (W) = / F(W)-S(W):V(AU)dV (A.2.26)
Q

la derivada respecto a a se expresa como:

0 5}
— . W) — : 2.
/ [aaF(W) S + F(W)-o S(W)] V(AU) &V (A.2.27)
Q2
por un lado se tiene que:
F(U +a AU)=1+VU + oV(AU) (A.2.28)
entonces: P
—F(U + aAU) = V(AU) (A.2.29)
Ba a=0

— =T (A.2.30)

Se prueba facilmente que la derivada de las deformaciones respecto a o viene
dada por:

%E— = % [V(AU) + VI(AU) + VI(AU)-VU + vT(U)-VAU] (A.2.31)
a |a=0
Se define C? = 3S/0F como el tensor constitutivo tangente, escrito en la

configuracién material. ( El célculo de dicho tensor fue el objetivo central del
apéndice 1).

Entonces la derivada de S respecto a a se puede escribir como:

s

IS _;_Cep: [V(AU) + VI(AU) + VT(AU)-VU + VT(U)-VAU] (A.2.32)
a
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Bajo la hipétesis de que el tensor constitutivo C? es simétrico en sus dos
ultimos indices, la expresién anterior se puede escribir en forma més compacta
como:

oS

5o = O [FT-v(aU)] (A.2.33)

finalmente, haciendo uso de (a.2.29) y (A.2.32), la derivada de G™* se puede escribir
como:

SG™(U;AU) = [ V(AU): [V(AU)-S + F-CO:FT.V(AU)]|dV  (azs0

O DEMOSTRACION DEL LEMA A2.2

A contintiacién se formula una caracterizacién de la funcidén de minima
distancia h, que facilitara la obtencion de su derivada.

Dado el punto (X)), entonces, ¢(X) es la solucién del siguiente problema:

i X) - 2.
a0 le(X) -yl (A.2.35)

donde la funcién g : R? — R caracteriza al conjunto M de la siguiente forma:

gX)>0 siXeM
9(X)=0 siXeoM (A.2.36)
g(X)<0 siX¢gM

Entonces el problema de minimizacién (A.2.35) se puede formular como la
busqueda de un punto de silla del siguiente lagrangiano:

L(y,A) = le(X) —yll + Ag(y) (A.2.37)

Dicho punto, debe ser solucion del siguiente par de ecuaciones, que representan
el gradiente del lagrangiano L :

e(X) -y Og

Oyl = —
Y le(X) -yl = Oy

(y)=0

(A.2.38)
BAL = g(y) =0

La segunda condicién, claramente implica que la solucién al problema de minimo
se encuentra en la frontera del contorno rigido.
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Supoéngase que la porcidn de la frontera de interés se puede parametrizar por
longitud de arco mediante una curva a(s) con s como parametro. Entonces,
a(s) =t(s) y @&(s) = k(s)i(s), donde x(s) representa la curvatura en el
punto a(s). El problema de minima distancia se puede reescribir de la siguiente
forma: Encontrar s* pardmetro de la curva, tal que es solucién del siguiente
problema:

s* = ARG {msm le(X) — a(s) ll} (A.2.39)

La diferencia con problema (a.2.35) es que este ultimno es una minimizacién sin
restricciones y su solucidon se caracteriza porque su derivada respecto a s se
anula en el punto minimo, asi:

 p(X)—als)
le(X) — a(s)]]

que se puede escribir mas simplemente como:

a(s)=0 (A.2.40)

[(X) —als)]-£(s) =0 (A.2.41)

El valor del pardmetro s* solucion de (a.2.41), define automaticamente el punto
¢(X) = afs*) solucién del problema original.

derivada de la funcidn h

El objetivo aqui es obtener una expresién para §h(p; AU ). Por comodidad,
se introducen las siguientes definiciones:

Sea V=94 aAU y V =+ aAU el punto donde se alcanza la minima
distancia. Sea w = V — V. Entonces la derivada respecto a a se puede escribir
como:

da ow O dw (A.2.42)

Oh _ Oh(w) Bw _ Oh(w) [ W]

Por otro lado el punto V = ¢ 4+ a AU debe satisfacer una condicion similar
a (A.2.41) por lo tanto:

(a(s) = V)-i(s) = [a(s) — (¢ + aAU)] - £(s) =0 (A.2.43)
La derivada de (a.2.43) respecto a « se puede escribir como:

ds . . - . dt ds .
Ea(s)-t + ka(s)n — (p + aAU)(—i;-(E —AU-t=0

~

(recuérdese que % = kn), de esta ultima expresién se puede despejar ds/da

como:
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9 _
o

B(s) AU -£ (A.2.44)

donde
1

1 + & [a(s) — (¢ + aAU)|-7

B(s) =

(A.2.45)

Por la regla de la cadena se tiene que:
Jda(s* Os* .
(") _ 9 o
Oa O
El cdlculo termina reemplazando (A.2.44) en (A.2.46) y a su vez esta ultima en
(A.2.42). La derivada direccional se obtiene luego de evaluar esta ultima expresiéon
en o = 0:

0 —

(A.2.46)

5h(p; AU) = —ia-[I - Bt @ £]-AU

Sh(p; AU) = —n-AU (A.2.47)

& LEMA A2.3

Las derivadas de Gateaux de los vectores unitarios 71,t vienen dadas por:

67 (p; AU) = —rB(E @ £)-AU

§t(p; AU) = kB(n ® t)-AU (A.2.48)

DEMOSTRACION

La normal en el punto ¢ 4+ aAU esta definida como la normal en el punto
¢+ a AU , esto es:
fi(p +a AU) = n(p + a AU) (A.2.49)
Por regla de la cadena, la derivada de esta dltima respecto a o es:
on _ On s
da ~ 0s Oa lpranv (4250

reemplazando el resultado obtenido en la ecuacidn (a.2.44) en (A.2.50) y evaluando
en a = 0 se tiene que:

sn(p; AU) = —kf(t ® t)-AU (A.2.51)
La derivada de ¢ se obtiene apartir de la identidad:
£-A=0 §t-n+t-6n=0 (A.2.52)

entonces: §t(p; AU) = kB(n ® £)-AU O



ANEXO A3

DISCRETIZACION E IMPLE-
MENTACION POR ELEMENTOS FINITOS

El objetivo de este anexo es realizar algunos comentarios acerca de la dis-
cretizacion e implementacion por Elementos Finitos de los algoritmos descritos
en el capitulo 3 y el anexo A2. En general la discretizacién se lleva a cabo de la
forma estandar [70]. Los comentarios se centraran en la manera propuesta aqui
para calcular los términos que tienen que ver con el contacto y la friccién.

Sea Q" = U<, Q¢ una posible discretizacién del cuerpo deformable 2 donde
ne es el nimero de elementos y donde ny serd el nimero de nodos asociados a
dicha discretizacién. Cada componente del campo de desplazamientos U(X)
se puede aproximar mediante la siguiente funcién de interpolacion:

Tp
U(X)=UMX)= Y No(X)@im  i: 1...74im (A.3.1)

m=1

El conjunto {N,,, m : 1...np} corresponde a las funciones de base del espacio
que se utiliza para interpolar el campo de desplazamientos. El conjunto {@;,}
corresponde a los valores que toma la variable en cada uno de los nodos.

Se supone aqui que los desplazamientos virtuales §¢ se interpolan mediante
una expresion similar a (a.3.1) (método de Galerkin) entonces:

Np

(590)‘ ~ (loth('X) = Z Nm(X)(sSa:m (A.3.2)
m=1

donde é¢;,, corresponde al desplazamiento virtual del nodo m en la direccién 1.

El gradiente de (a.3.2) se puede escribir como:

"p
V(™) = 3 VNL(X)ép,, (A.3.3)
m=1
Luego de sustituir (4.3.2) y (A.3.3) en (A.2.1) y teniendo en cuenta que esta tltima
debe valer para todo 6@, se llega a la siguiente forma discreta del teorema de
los trabajos virtuales:

Fres(Uh) — Fint(Uh) . Fext(Uh) =0 (A.3.4)

125
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donde
F (U™ = / F(U")- S(U*):VN,(X) dV
Ok
_ (A.3.5)
Fe(U™) = f poN,B dV + / N,Edl + / Nt dT
ak ry rk

F*(U") representa la fuerza interna en el nodo p y F:**(U*) representa la
fuerza externa actual sobre dicho nodo.

El problema (en general no lineal) es: Encontrar U* o mis precisamente
{@;m} conjunto de desplazamientos nodales que satisfacen la ecuacién (a.3.4).
La linealizacién por el método de Newton del sistema (a.3.4) coincide con la
linealizacién formulada en (az.6).

La linealizacién del término del fuerzas internas se resume en el siguiente
lema: ’

& LEMA A3.1

La derivada de Fi*(U") en la direccién de AU" se puede escribir como:

§@:6F™(U;AU): AU = §¢:[Jo(G + H)dV]: AU (A.3.6)

donde (6@)im = 8Gim, (AU), =AU, y

ON,, ON, ON,, ep ON,
Gimip = 5:'1-%;%—165“ Himip = _a_;;ﬂkckjerlsE;:
La matriz H se conoce como la componente material de la matriz tangente y G
se conoce como la matriz geométrica. Obsérvese que subindicando cada una de
éstas, mendiante los cuatro indices (2 : 1...n4im, m : 1...715, [ : 1...n4im,
p : 1...n,), se consiguen expresiones bastante compactas, que facilitan su
analisis e implementacion.

DEMOSTRACION DEL LEMA A3.1

En el lema A2.1 se probd que la derivada de G™*(U) en la direccién de AU
viene dada por:

G™ = /Q V(ép): {V(AU)'S + F-C‘P:FT-V(AU)} v (A.3.7)
El incremento en los desplazamientos se puede aproximar como:
np .
AU(X) = AUMNX) = Y Nu(X)AUim  i: 1...76im (A.3.8)

m=1
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entonces

TLp R
V(AU(X)) = V(AUHX)) = Y. VNo(X)AUim it 1...06m (A3.9)

ma=1

Definase AU como el vector de incognitas nodales, cuyas componentes vienen
dadas por:

AUjn  1:1...08im, m:1l...n, (A.3.10)

De forma similar se define el vector (6¢)im = A@im.

Con base en las anteriores definiciones se tiene que:

V(6p):V(AU)-S = 6¢:G: AU = 6¢imGipmip AU, (A.3.11)
,1:1.. . ngim, m,p:1...n,
y donde
Gimlp = 5;':%]%2—'1%5&5

Por otro lado se tiene que:

F-CP:FT.V(AU) = §¢: H: AU = 6@ Himip AU, (A.3.12)
donde
ONm e AN
H,'m(p = '—a—gﬂkck};erlsg;f (A.3.13)

La sustitucion de (A.3.11) y (A.3.12) en (A.3.7) conduce a la siguiente expresion
para la derivada § F™:

6@:6F™(U; AU): AU = §¢: G+ H)dV|:AU (A.3.14)
@ e o

h
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Figura A3.1 Aproximacién del contorno rigido

COMENTARIOS ACERCA DE LA IMPLEMENTACION

La implementacién tanto del vector de fuerzas internas como de su con-
tribucién a la matriz tangente se realizan de forma estandar. El término que
ofrece algunas dificultades es el vector que representa las fuerzas de contacto.
Por una parte su implementacién requiere el uso de coordenadas locales y el
calculo de la funcién de minima distancia (necesaria con los métodos de pe-
nalizacién y lagrangiano aumentado) entre los nodos que representan el cuerpo
deformable y el contorno rigido. Por otro lado la contribucién a la matriz de
rigidez requiere el cdlculo de la curvatura (necesaria con los métodos de penal-
izacién y lagrangiano aumentado).

Funcion de minima distancia

Como una primera aproximacion se supone aqui, que el contorno rigido
se puede aproximar mediante segmentos poligonales. La sucesién de puntos
Y1...-Y de la figura A3.1 representa uno de tales contornos. Los nodos
P1...p representan una porcién del cuerpo deformable que deben cumplir las
condiciones del contacto. Como se explico en el anexo Al, a cada nodo se
asocian las direcciones normal y tangencial del punto donde se alcanza la minima
distancia al contorno rigido. Se asocia ademads el nodo con el segmento donde se
alcanza dicho minimo. Como se vé en la figura A3.1, la hipdtesis de convexidad
se ha eliminado, entonces no existe ninguna garantia de que la solucién del
problema de minima distancia tenga una solucién dnica. En la practica,
los nodos pj...pn, que representan el cuerpo deformable se encuentran lo
suficientemente cerca de los segmentos que representan el contorno deformable
como para garantizar la unicidad de la solucién. Entonces para cada nodo p;
la minima distancia se calcula como la minima distancia entre el nodo y los



Discretizacién e implementacién por elementos finitos 129

segmentos. Por ejemplo para los puntos pr—;,pr ¥ Pr.. la minima distancia se
encuentra directamente como la proyeccién sobre el segmento correspondiente.
En el caso del punto p, cercano a la esquina B, la minima distancia se podria
alcanzar en dos puntos. Cuando esto sucede, se prefiere no modificar el segmento
al que ya pertenecia.

Cadlculo de las fuerzas de contacto y friccion

En el caso del método de penalizacion, la fuerza normal se puede calcular
como:
tf,v =Ky <g(p, — ¢p) > (A.3.15)

donde ( )
_ 0 si(p, — Pp) -
< — >= _ . P __p
9(ep = Pp) { le, —@pll  sile, —@p) -
El ciculo de la fuerza de friccion se lleva a cabo mediante la expresién (ver
cuadro 3.5):

thn brn < 0
tfﬂ = (A.3.16)
I8, sign(isid) 65 > 0
or lo tanto la fuerza exterior que actia en el nodo p, viene dada por:
P q p p
F;"' = t;vﬁp + tffp (A.3.17)

Cuando se utiliza el método del Lagrangiano Aumentado, las expresiones para
(t¥,1T) se encuentran en los cuadros 3.3 y 3.7. Dichas expresiones incluyen los
términos correspondientes a los multiplicadores de Lagrange del problema.

Cdlculo de la curvatura

Las expresiones (A.2.23) y (A.2.24) corresponden a las contribuciones a la
matriz tangente del problema global, debidas a las fuerzas de contacto y de
friccién. En dichas expresiones se necesita calcular el término «-£ donde
es la curvatura y (3 esta definido en (a.2.45). A continuacién se propone una
forma de aproximar esta expresion mediante la variacién del vector normal (o
equivalentemente, de la variacion de la tangente)

Supéngase que el punto ¢(X) se mueve de la iteracién k a la iteracion k+1
como se ilustra en la figura A3.2. La siguiente ecuacién permite estimar el valor
de la curvatura en el instante k£ + 1:

— = k(s)n(s) (A.3.18)
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2 (x)

Figura A3.2 Aproximacion de la curvatura
El vector ty,, se puede aproximar como:
tre, =t + Khyr Thkpr DSkpn (A.3.19)
entonces

ﬁk-{»x * Atk-{-l

Ky = (A.3.20)
Ask-n

La contribucién a la matriz de rigidez (ver (a.2.23) y (4.2.24)) esta dada por:

1
ﬂkJ,xK'k-u = T " (A.3.21)
Klegr + [Spk«n - Pk«{-l] LY
Esta dltima se puede escribir como:
B —L (A.3.22)
ki lkyr = .3.2
e Rk+1 + 6k+1
donde Ri,, = 1/kk,, se define como el radio de curvatura y &,, como la

distancia minima entre ¢,,, y el contorno. El valor de Asy,,, en principio,
es la distancia entre p, y @;,, a lo largo de la curva. Pero para facilitar su
célculo se aproximara con el valor de la distancia entre estos dos puntos, o sea
que:

Asin e~ B (4329

entonces se tiene que:

si Kiyr = 0
= 1 : A.3.24
ﬁk+1&k+1 m S1  Kiyy ?é 0 (A.3.24)



ANEXO A4

OPERADORES PUSH FORWARD,
PULL BACK Y DERIVADA DE LIE

A continuacion se describe brevemente la relacion geométrica que existe
entre los tensores definidos en la configuracion material y los definidos en la
configuracién espacial. La relacién viene dada mediante los operadores push
forward y pull back introducidos en [35]. Se introduce también el concepto de
derivada de Lie.

¢ Relaciéon geométrica

El tensor de deformaciones E de Green-Lagrange es una medida de cuanto
cambian las distancias entre puntos del cuerpo en la configuracién deformada,
referidas a las distancias entre los mismos en la configuracion de referencia.

La misma idea fisica pero referida a la configuracién espacial, permite definir
el tensor de Almansi e. Se observa facilmente que estos tensores se encuentran
relacionados por la siguiente expresion [36)[48]:

E(X,t) = FY(X,t)-e(z,t)-F(X,t) donde z =¢p,(X,1)
de forma equivalente, se tiene la siguiente relacién inversa:

e(z,t) = FT(X,t)-B(X,t)-F}(X,t)

Se pueden probar relaciones similares a las anteriores, como las siguientes:

C = FT-g.F EP = FT.eP.F CP = FT.b¢ .F

1

g = FT.C.F' e = FTE,P.F! ¢ = FT.CP.F!

(A4.1)

La siguiente definiciéon de los operadores push forward ¢« y pull back
¢* ([35]) permite generalizar las anteriores relaciones pero entre espacios
tensoriales.

Supéngase que T(X) € E"s(RY) es un campo tensorial definido en la
configuraciéon de referencia, contravariante de orden r y covariante de orden s.
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Mediante el operador push forward ¢, se define t(z) € ETS(]RN) campo
tensorial en la configuracién deformada, contravariante de orden r y covariante
de orden s, como: '

tal...arbl'“bs — (¢*T)a1”'arb1...b3
(A4.2)
= PO .. Fo [Ty CN(FTI (FTY,

108

El tensor F' es el tensor gradiente de la deformacién definido en (3.3.2).

El operador pull back ¢* define la operacidn inversa y viene dado por:

T‘I.;...z,jln.js — (qs*t)zl...lrj

Leejs
(A4.3)

—1\1 —1yip . Qp b bs.
= (F7)0 e (BT [t00ry o | FY - B

r

Los tres casos que se estudian a continuacion corresponden a las aplicaciones
mas frecuentes de los operadores anteriores.

1. Supdngase que T € EOQ(IRN ) es un tensor covariante de orden dos,
definido en la configuracién de referencia. Los tensores de deformaciones,
Cauchy-Green, métrico etc, son tensores de este tipo.

Mediante los operadores push forward ¢4 y pull back ¢* se puede definir un
otro tensor t covariante de orden dos, en la configuracion deformada, que se
relaciona con T de la siguiente forma:

tij = ($+T)ij = Top(F~ 1) (F1)P,
Top = (¢7t)qp = t;; F o F7y,

Las anteriores expresiones se pueden escribir de forma compacta como:

t=FT.p.Fp1

(A4.4)
T = FT.t.F

El tipo de relacion coincide a la empleada en (a4.1).
2. Supéngase que T € EZ,(RY) es un tensor contravariante de orden dos en
la configuracién de referencia. En este caso se define £ tensor contravariante de
orden dos, que satisface las siguientes relaciones:
b c g \ab -1 —1vb 4ij
T® = (¢"t)” = (F7°)%(F77)° ;89
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Estas expresiones se escriben mds comodamente como:

t = F.T.-F T

(A4.5)
T = F'.¢.F T

El tensor de tensiones de Kirchhoff T y el segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff S satisfacen una relacién similar a (a4.5).

3. Supéngase que T € 'E4o(]RN) es un tensor contravariante de cuarto orden.
En este caso se tiene que:

bed bed -1 —1\b -1 —1\d gkl 4.
T = (¢*")*C = (F7)*(F ) ;(F )G (F)% ¥
Los tensores constitutivos (eldstico y elasto-plastico) son ejemplos de las ante-

riores relaciones. Un estudio riguroso de los anteriores operadores puede encon-
trarse en [35].

e Derivada de Lie

Sea x(X,t) un movimiento del cuerpo Q. Sea $(X,t) = Q(t)x(X,t)+q(t)
otro movimiento del cuerpo que resulta de superponer al primero un movimiento
de cuerpo rigido, que en este caso viene descrito por Q(t) tensor de rotacién
y q(t) vector de translacién. Un tensor espacial T definido en la configuracién
resultante del movimiento x es objetivo [40][47] si el tensor 7 definido en la
configuracién resultante del movimiento ¥ se relaciona con 7 de la siguiente
forma: ¥ = Q7QT. El principio de objetividad que se exige a muchas
propiedades tensoriales es muy importante desde el punto de vista fisico. Las
tensiones en un cuerpo no estarian bien definidas si como consecuencia de la
rotacion del cuerpo los valores medidos fueran diferentes.

Como se vera mas adelante aqui y en general en todos los modelos de
plasticidad, el comportamiento constitutivo del material se describe en términos
de variables internas que en muchos casos son campos tensoriales. En general,
no se tiene una expresion explicita para éstas, sino una ecuaciéon de su evoluciéon
en el tiempo. Un problema que se tiene es que en general la derivada material de
un campo tensorial no es objetiva [40]. La derivada de Lie elimina este problema
llevando el tensor de la configuracion espacial a la material, luego calculando
alli su derivada material y por ultimo llevando el resultado nuevamente a la
configuracion espacial.

La derivada de Lie de un tensor espacial ¢ relativa al flujo asociado con el
campo vectorial de velocidades v se define como [35][48]:

0 .,
~..Lv t= ¢« [a‘ﬁ*t] (A4.7)
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Los operadores push forward ¢ y pull back ¢* actuan dependiendo del caracter
tensorial de la variable £, como fue explicado en el apartado anterior. Facilmente
se pueden verificar los siguentes resultados:

1
‘Z‘Lv g = d, va = 0, Lve = d (A4.8)

Un andlisis riguroso de estos conceptos se encuentra en [35][48].
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