
CAPÍTOL 7 

RESULTATS ANALÍTICS DEL PROBLEMA 

INVERS 

En aquest capítol s'analitzen els resultats de la reconstrucció d'anomalies de 
dimensions similars a les utilitzades en les proves experimentals de laboratori. 

El capítol es divideix en dues parts. En la primera part s'utilitza una única 
agrupació electròdica fixa, sota la qual es troba l'anomalia que es pretén detectar 
i per tant es reconstrueix el pla vertical situat sota seu. Aquesta part ens donarà 
peu a introduir els diferents algorismes de reconstrucció i estudiar una sèrie de 
paràmetres que intervenen en la qualitat de la imatge reconstruïda: número 
d'elèctrodes, distància interelectròdica, número de pixels, profunditat de 
l'anomalia, etc. 

En la segona part s'explorarà una determinada àrea del terreny sota la qual es 
troba l'anomalia d'interès, per mitjà del desplaçament de l'agrupació electròdica. 
Això ens permetrà visualitzar seccions horitzontals del terreny paral·leles a la 
seva superfície. S'aplicaran els algorismes de la primera part que hagin donat 
millors resultats. 

Les dades utilitzades en les reconstruccions provenen de programes que resolen 
el problema directe pel cas d'una esfera amb la possibilitat d'afegir una corona 
externa, que simula l'efecte d'una possible fuita. Les configuracions 
electròdiques utilitzades són la doble dipol amb extrems i la Schlumberger. 
Mentre no es digui el contrari les tensions utilitzades estan lliures de soroll 
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PART I: Visualització de la secció vertical del 
subsòl situada sota l'agrupació 
electròdica 

En aquesta primera part del capítol primerament definirem els criteris utilitzats 
per avaluar la qualitat de les imatges reconstruïdes. A partir d'aquí estudiarem 
l'efecte que tenen en la imatge reconstruïda, el número d'elèctrodes utilitzats i la 
relació entre la distància interelectròdica i la grandària de l'anomalia, la qual cosa 
afecta en el número de pixels de la imatge que volem reconstruir. Es comparen 
dues configuracions electròdiques: doble dipol amb extrems i Schlumberger i 
s'analitzen els avantatges i inconvenients dels diferents algorismes de 
reconstrucció utilitzats: retroprojecció, mètode de Tikhonov, mètode de 
Marquardt-Levenberg i TSVD. 

7.1. Criteris per avaluar la qualitat de les imatges 

Una forma d'avaluar la qualitat de les imatges reconstruïdes és fer-ho 
visualment, per mitjà de la comparació de la imatge obtinguda, amb la plantilla 
de la imatge ideal que hàgim definit en cada cas. Aquest mètode, però, és 
subjectiu i no és eficaç per obtenir els paràmetres de regularització òptims, tot i 
que, alguns autors, com Koleihmanen et al. (1998) l'apliquen. 

La qualitat visual de les imatges reconstruïdes pot dependre del mapa de colors 
(colormap) emprat en la visualització dels resultats tot i que el valor dels pixels 
reconstruïts sigui el mateix (Rowowitz and Treinish, 1998). Per evitar aquest fet, 
nosaltres hem optat per aplicar criteris objectius a l'hora d'avaluar la qualitat de 
les imatges, els quals han de concordar, lògicament, amb els criteris visuals. 

El criteri que hem aplicat per avaluar la diferència entre les imatges 
reconstruïdes i la imatge de referència és l'error quadràtic mig (EQM) entre els 
pixels reconstruïts i els ideals. 

 
(7.1) 

 

 

 P: És el número de pixels de la imatge. 
 σ ideal: És el valor dels pixels de la imatge ideal 

            : És el valor màxim de la imatge ideal.             
        : És el valor màxim reconstruït, en valor absolut. 

 σ ri   : És el valor dels pixels reconstruïts. 
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Tal i com s'observa en (7.1), els valors reconstruïts i els ideals s'han de 
normalitzar respecte el valor màxim respectiu, per tal que els marges de la 
imatge reconstruïda i de la imatge de referència coincideixin. 

Distingirem dos valors d'error quadràtic mig: l'error quatràtic mig total (EQMT), 
que fa referència a tots els pixels de la imatge i l'error quadràtic mig parcial 
(EQMP) que únicament té en compte els pixels corresponents a l'anomalia. La 
utilització d'aquests dos paràmetres permetrà avaluar d'una forma més fiable la 
qualitat de la imatge obtinguda, ja que quan els dos paràmetres prenen valors 
petits, la imatge reconstruïda s'assembla força a la ideal. En canvi si únicament 
es té en compte un valor petit d'EQMT, pot ser que la imatge no es correspongui 
amb la ideal, causat per un desplaçament de l'anomalia, la qual cosa es detecta 
a l'observar que l'EQMP pren un valor més gran. 

7.2. Reconstrucció d'imatges 2D de seccions verticals del 
subsòl per mitjà de retroprojecció i pel mètode de 
regularització de Tikhonov 

Podem considerar com a primera aproximació en l'obtenció d'imatges de la 
resistivitat del subsòl, la reconstrucció d'una secció vertical del terreny que es 
troba justament a sota de l'agrupació electròdica linial. En aquest cas es 
considera que el corrent injectat en el subsòl queda confinat en el pla d'interès 
(Powell, 1987). 

Els mètodes de reconstrucció que estudiarem inicialment són el de retroprojecció 
(backprojection) (Kotre, 1996a) i el de Tikhonov (Hansen, 1993) a partir de les 
tensions diferència. En aquest darrer cas s'utilitzarà el criteri de la corba L per 
determinar el paràmetre de regularització òptim. L'avantage d'aquests mètodes 
de reconstrucció és que són molt ràpids en obtenir la solució. 

La resolució de les imatges reconstruïdes ve determinada pel número 
d'elèctrodes utilitzats i per la seva distància interelectròdica (UE), que ens servirà 
per descriure les dimensions dels objectes utilitzats en la reconstrucció. 

Tot i que analíticament tenim la possibilitat d'utilitzar qualsevol número 
d'elèctrodes, realitzarem reconstruccions amb 16 elèctrodes i 8 elèctrodes, 
doncs són les possibilitats que tenim amb els equips de laboratori i de camp, 
descrits en el capítol 4. 

7.2.1. Obtenció d'imatges per mitjà de 16 elèctrodes  

7.2.1.1. Separació interelectròdica igual al radi de l'anomalia 

La figura 7.1a mostra la plantilla corresponent a una anomalia circular (esfèrica 
o cilíndrica) aïllant i la figura 7.1b correspon a una anomalia conductora. Les 
anomalies tenen un radi d'1 UE i es troben a una profunditat de 2 UE respecte el 
seu centre. Com que la discretització s'ha realitzat per mitjà de pixels que 
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mesuren 1 UE de costat, les anomalies prenen la forma quadrada en lloc de 
circular. 

Els nombres que apareixen al costat de la imatge corresponen a l'enumeració 
dels pixels. Aquestes imatges consten de 5 pixels en la direcció vertical i 16 
pixels en la direcció horitzontal. 

L'escala de grisos indica el grau de conductivitat de l'anomalia respecte el medi 
homogeni. Valors positius corresponen a anomalies conductores i valors 
negatius corresponen a anomalies aïllants. Hem pres el criteri que el color blanc 
faci referència a anomalies conductores i el color negre faci referència a 
anomalies més aïllants. 

 

 

 

 

a) b) 

Figura 7.1: Plantilles corresponents a una anomalia de 1 UE de radi situada a una profunditat de 
2 UE. a) Anomalia perfectament aïllant, b) Anomalia perfectament conductora. Cada pixel 
mesura 1 UE de costat. 

a ) Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 
La figura 7.2 mostra la reconstrucció d'una esfera aïllant (σ = 1 µS/m) i una 
esfera conductora (σ = 1 MS/m) de 1 UE de radi, soterrades 2 UE, en un medi 
homogeni de conductivitat 1 S/m. S'ha utilitzat la configuració doble dipol amb 
extrems, que per mitjà de 16 elèctrodes dóna lloc a 104 mesures. Per realitzar la 
reconstrucció s'han utilitzat 80 pixels de 1 UE de costat cada un. 
 
 
 
 
 
 

 

a) EQMT = 0,066, EQMP = 0,019 b) EQMT = 0,069, EQMP = 0,028 
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c) EQMT = 0,007, EQMP = 0,008 d) EQMT = 0,007, EQMP = 0,044 
 

Figura 7.2: Reconstrucció de les imatges corresponents a la figura 7.1 mitjançant la configuració 
doble dipol amb extrems, a) i b) Retroprojecció. c) i d) Tikhonov i criteri de la corba L. 

Es pot observar com amb retroprojecció les imatges tenen una resolució més 
pobra, tal i com s'aprecia visualment i també comparant els errors quadràtics 
mitjos, ja sigui de tots els pixels de la imatge (EQMT) o únicament dels pixels 
que formen part de l'anomalia (EQMP). 
La figura 7.3 mostra els gràfics de les corbes L, corresponents a les figures 7.2c i 
7.2d. Pot observar-se com es visualitza amb força precisió una L, la qual cosa 
indica que el paràmetre regularitzador (λ) permet obtenir una imatge molt 
semblant a la desitjada, i així es verifica si comparem aquestes imatges amb les 
plantilles de la figura 7.1. 

 
a) b) 

Figura 7.3: Corbes L corresponents a la figura 7.2. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

Les tensions teòriques que s'obtenen en la superfície d'un terreny homogeni, a 
partir de l'algorisme de l'esfera prenen la forma de la figura 7.4a, les quals tenen 
un marge dinàmic de 690, que coincideix amb l'estudi de Noel and Xu (1991). A 
la figura 7.4b apareixen les tensions que s'obtenen a partir de resoldre el 
problema directe per mitjà de la matriu de sensibilitat, el marge dinàmic de les 
quals és de 483. Pot observar-se la gran similitud entre els dos registres de 
tensions, la qual cosa indica que la matriu de sensibilitat modela força bé la regió 
que es pretén reconstruir. 
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L'algorisme que resol el problema de l'esfera està definit en tres dimensions. En 
canvi, la matriu de sensibilitat s'ha calculat en 2D. Per tal d'adequar el valor de 
les tensions en els dos casos hem escalat la matriu de sensibilitat per un factor 
de proporcionalitat. En l'expressió dels coeficients de sensibilitat (capítol 5) en 
lloc de multiplicar per l'àrea del pixel, hem multiplicat pel seu volum, per tal 
d'adequar l'algorisme bidimensional a 3 dimensions. Aquest escalat de la matriu 
no afecta al seu condicionament, ja que tots els seus valors propis queden 
multiplicats per la mateixa constant. 

El fet d'afegir un factor de proporcionalitat a la matriu de sensibilitat, afectarà en 
el valor del paràmetre òptim corresponent als algorismes que requereixen d'un 
factor de regularització (Marquardt-Levenberg, Tikhonov, TSVD, etc), ja que 
aquest paràmetre depèn dels valors propis, però la qualitat de la imatge 
obtinguda en serà independent. 

Per exemple, si en la imatge de la figura 7.2c, en lloc de multiplicar els 
coeficients de sensibilitat pel volum del pixel, els haguéssim multiplicat per l'àrea 
del pixel, el valor òptim del factor de regularització hauria estat més gran i de 
valor λ = 8.39 e-2, però la qualitat de la imatge (EQMT i EQMP) hauria estat, 
lògicament, la mateixa. Aquest criteri es pot extendre per qualsevol configuració 
electròdica. Si en lloc de treballar amb tensions diferència (Vdif = (V-Vh), 
treballem amb tensions normalitzades (Vnor = Vdif/Vh), com que la matriu de 
sensibilitat també s'ha de normalitzar, el fet de multiplicar per l'àrea del pixel o 
pel seu volum no modifica als seus valors propis, i per tant no afecta als 
paràmetres de regularització. 

 

 

 

 

 
Mesures Mesures 

a) b) 
Figura 7.4: Tensions teòriques obtingudes en un terreny homogeni (dd-104) per mitjà de dos 
mètodes, a) Algorisme de l'esfera, b) Matriu de sensibilitat escalada. 

b) Configuració Schlumberger (Sch-91) 

La figura 7.5 mostra la reconstrucció de l'esfera aïllant i conductora de la figura 
7.1 mitjançant la configuració Schlumberger, que per mitjà de 16 elèctrodes dóna 
lloc a 91 mesures. 
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a) EQMT = 0,078, EQMP = 0,018 b) EQMT = 0,078, EQMP = 0,017 

 
c) EQMT = 0,009, EQMP = 0,079 d) EQMT = 0,008, EQMP = 0,048 

Figura 7.5: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.1 mitjançant la configuració 
Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

Es pot observar la mateixa tendència en les imatges reconstruïdes que en el cas 
de la configuració dd-104, però la qualitat de les imatges és pitjor, la qual cosa 
es pot verificar visualment i numèricament observant l'increment en els valors de 
EQMT i EQMP. 

A la figura 7.6 es mostren les tensions teòriques corresponents a la configuració 
Schlumberger, en un medi homogeni. Si comparem les figures 7.6a i 7.4a podem 
observar que la majoria de tensions corresponents a la configuració 
Schlumberger prenen un valor superior a les de la configuració doble dipol amb 
extrems, la qual cosa presenta grans avantatges a l'hora de realitzar les mesures 
experimentals, doncs es veuen menys afectades per possibles pertorbacions. 

 

 

 

 

 
Mesures Mesures 

a) b) 

Figura 7.6: Tensions teòriques obtingudes en un terreny homogeni (Sch-91) per mitjà de dos 
mètodes, a) Algorisme de l'esfera, b) Matriu de sensibilitat escalada. 
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7.2.1.2. Efectes de la disminució de la distància interelectròdica 

En les reconstruccions que hem vist fins ara, s'ha suposat que el radi de 
l'anomalia era igual a la distància interelectròdica, per la qual cosa l'anomalia 
quedava caracteritzada per únicament 2 pixels. A continuació anem a veure el 
que succeeix si es disminueix la distància interelectròdica a la meitat, de forma 
que augmentarà el número de pixels que formen part de l'anomalia. La figura 7.7 
mostra les noves plantilles, on en aquest cas el número de pixels per reconstruir 
passa dels 80 vistos fins ara, a 160, dels quals 16 corresponen a l'anomalia. 

 

 

 

 

 

a) b) 
Figura 7.7: Plantilles corresponents a una anomalia de 2 UE de radi, situada a una profunditat de 4 
UE. a) Anomalia perfectament aïllant, b) Anomalia perfectament conductora. Cada pixel 
mesura 0,5 UE de costat. 

a) Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

 

 

 

 

 

 

a) EQMT= 0,086, EQMP = 0,061 b) EQMT = 0,093, EQMP = 0,068 
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c) EQMT = 0,032, EQMP = 0,298 d) EQMT = 0,043, EQMP = 0,420 

Figura  7.8:   Reconstrucció  mitjançant  la  configuració  doble  dipol  amb  extrems  .  a)  i   b) 
Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov. 

 

 

 

 

                             

 

 

 
a) 
 b) 

Figura 7.9: Corbes L corresponents a la figura 7.9. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

b) Configuració Schlumberger (Sch-91) 

 

 

 

 

 

a) EQMT = 0,185, EQMP = 0,039 b) EQMT = 0,192, EQMP = 0,035 
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c) EQMT = 0,034, EQMP = 0,328 d) EQMT = 0,059, EQMP = 0,485 

Figura 7.10: Reconstrucció mitjançant la configuració Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) 
Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

Les figures 7.8 i 7.10 mostren com l'augment de pixels, de costat igual a la 
distància interelectròdica, no millora la seva reconstrucció, la qual cosa es 
tradueix en un augment dels valors EQMT i EQMP. Això és degut a que el 
número de pixels ha augmentat, i en canvi el número de mesures s'ha mantingut 
constant. Per tant, es pot dir que quan el quocient (mesures/pixels) disminueix, la 
reconstrucció no millora. 

Aquest empitjorament de les imatges reconstruïdes, des del punt de vista 
numèric, és superior en la reconstrucció pel mètode de Tikhonov. Tot i que 
visualment la reconstrucció per retroprojecció és més difuminada, aquesta forma 
de resoldre el problema invers és més robusta a l'augment del número 
d'incògnites (pixels) que els mètodes que, com Tikhonov, inverteixen la matriu de 
sensibilitat. 

 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.11: Corbes L corresponents a la figura 7.10. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 
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7.2.2. Obtenció d'imatges per mitjà de 8 elèctrodes 

Les imatges de l'apartat 7.2.1 es poden obtenir amb 8 elèctrodes equiespaiats 1 
UE. En aquest cas es reduirà el número de pixels a reconstruir (32), dels quals 
l'anomalia haurà d'ocupar-ne 4. El número de mesures, però, també disminuirà, i 
de fet la relació mesures/pixels, és inferior a les de l'apartat 7.2.1. La figura 7.12 
mostra les plantilles de les imatges ideals. 

7.2.2.1. Separació interelectròdica igual al radi de l'anomalia 

 

 

 

 

 

a) b) 
Figura 7.12: Plantilles de les imatges ideals quan s'utilitzen 8 elèctrodes, a) Anomalia aïllant, b) 
Anomalia conductora 

a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-20) 

La figura 7.13 mostra les imatges reconstruïdes d'una esfera aïllant i una esfera 
conductora mitjançant 8 elèctrodes. 

 

 

 

 

 

a) EQMT = 0,155, EQMP = 9,39e-5 b) EQMT = 0,157, EQMP = 0,001 
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c) EQMT = 0,097, EQMP = 7,53e-4 d) EQMT = 0,136, EQMP = 0,356 

Figura 7.13: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.12 mitjançant la configuració doble dipol 
amb extrems a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

 

 

 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.14: Corbes L corresponents a la figura 7.13. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

b)  Configuració Schlumberger (Sch-15) 

La figura 7.15 i.mostra les imatges reconstruïdes d'una esfera aïllant i una esfera 
conductora mitjançant 8 elèctrodes. 
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a) EQMT = 0,257, EQMP = 0,017 b) EQMT = 0,274, EQMP = 0,014 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) EQMT = 0,141, EQMP = 0,345 d) EQMT = 0,142, EQMP = 0,345 
Figura 7.15: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.14 per mitjà de la configuració 
Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i el criteri de la corba L. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a)
                                                                                       

b) 

Figura 7.16: Corbes L corresponents a la figura 7.15. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

La disminució de la relació mesures/pixels, afecta més a l'algorisme Tikhonov, 
de forma que les imatges són pitjors que les reconstruïdes segons l'algorisme de 
retroprojecció, el qual, tot i la difuminació dels pixels, localitza correctament les 
anomalies,   sobretot   amb   la   configuració   doble   dipol   amb   extrems.   El 
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posicionament horitzontal de l'anomalia, però, és correcte en ambdós 
algorismes. 

7.2.2.2. Efectes de l'augment de la separació interelectròdica 

En aquest cas suposarem que els 8 elèctrodes estan equiespaiats 2 UE, igual al 
diàmetre de l'esfera, la qual suposarem que es troba a una profunditat de 3 UE i 
situada tal i com mostra la figura 7.17. En aquest cas l'esfera ocupa un únic pixel 
de 2 UE de costat i per aquesta raó únicament s'ha utilitzat com a paràmetre de 
qualitat l'EQMT. 

 

 

 

a) b) 
Figura 7.17: Plantilles de les imatges ideals quan s'utilitzen 8 elèctrodes equiespaiats 2 UE a) 
Anomalia aïllant, b) Anomalia conductora. 

a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-20) 

La figura 7.18 mostra la reconstrucció per mitjà de la configuració doble dipol 
amb extrems. 

 

 

 

 

a)EQMT = 0,149 b)EQMT = 0,149 
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c) EQMT = 0,017 d) EQMT = 0,010 

Figura 7.18: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.17 mitjançant la configuració doble dipol 
amb extrems a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

 

 

 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.21: Corbes L corresponents a la figura 7.18. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

A l'augmentar la relació mesures/pixels, la corba L tendeix a donar una millor 
resposta, localitzant correctament l'anomalia. 

b)  Configuració Schlumberger (Sch-15) 

La figura 7.22 mostra la reconstrucció per mitjà de la configuració Schlumberger. 
Aquesta configuració tendeix a situar l'anomalia prop de la superfície, com 
succeïa amb els casos anteriors. 

 

 

 

 

a) EQMT = 0,166 b) EQMT = 0,169 
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c) EQMT = 0,089 d) EQMT = 0,090 

Figura 7.20: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.17 mitjançant la configuració 
Schlumberger a) Retroprojecció. b) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.21: Corbes L, corresponents a la figura 7.20. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

En aquest cas la disminució del número de mesures respecte a la de pixels 
empitjora clarament les imatges, si les comparem amb les corresponents a la 
configuració doble dipol amb extrems. Es pot observar una degradació en les 
corbes L, donant lloc a paràmetres de regularització grans, que tendeixen a 
situar l'anomalia a la superfície, tot i que la resolució horitzontal és correcta. 

7.2.3. Imatges d'objectes descentrats 

L'estudi que hem realitzat fins ara, ha considerat que les anomalies estaven 
centrades respecte l'agrupació electròdica. En aquest apartat situarem els 
objectes a prop d'algun extrem de l'agrupació. Utilitzarem la geometria de 
l'apartat 7.2.1 ja que, de les estructures estudiades fins ara, és la que té una 
relació mesures/pixels més gran, la qual cosa garanteix que en les altres 
situacions les reconstruccions seran probablement pitjors. 

La figura 7.22 mostra les plantilles corresponents a les imatges ideals. 
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a) b) 
Figura 7.22: Imatges ideals d'objectes descentrats, a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

La  figura  7.23  mostra  la   reconstrucció  d'una  esfera  aïllant  i   una  esfera 
conductora descentrades, per mitjà de la configuració doble dipol amb extrems. 

 

 

 

a) EQMT = 0,070, EQMP = 0,017 b) EQMT = 0,072, EQMP = 0,023 

 

 

 

 

 
c) EQMT = 0,017, EQMP = 0,006 d) EQMT = 0,013, EQMP = 0,099 

Figura 7.23: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.22 mitjançant la configuració doble dipol 
amb extrems a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i el criteri de la Corba L. 

Les corbes L per obtenir el paràmetre de regularitació òptim apareixen a la figura 
7.24. 
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a) b) 

Figura 7.24: Corbes L, corresponents a la figura 7.23. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

b)  Configuració Schlumberger (Sch-91) 

 

 

 

a) EQMT = 0,086, EQMP = 0,022 b) EQMT = 0,092, EQMP = 0,020 

 

 

 
 

 
c) EQMT = 0,011, EQMP = 0,042 b) EQMT = 0,815, EQMP = 1,303 

Figura  7.25:   Reconstrucció  de  les  imatges  de  la  figura  7.22  mitjançant  la  configuració 
Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 
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a) b) 

Figura 7.26: Corbes L corresponents a la figura 7.25. a) Esfera aïllant, b) Esfera conductora. 

 
En aquest exemple podem observar que el criteri de la corba L no funciona 
sempre. En el cas de l'esfera conductora (figura 7.25b) s'ha obtingut un factor de 
regularització molt petit, el que ha ocasionat la oscil·lació de la inversió. Si 
observem la corba L corresponent (figura 7.26b), podem apreciar que té 
diferents punts de colze, la qual cosa en aquest cas ha ocasionat que es triés el 
factor de regularització corresponent al colze de menor norma residual i els 
resultats no concordin amb els esperats. En aquests casos és útil triar un factor 
de regularització superior i que estigui al voltant de la màxima corbatura de la 
corba L. Per una factor λ = 4e-2, la imatge obtinguda és la de la figura 7.27. El 
resultat és millor que el de la figura 7.25d. 
 
 
 
 

 

EQMT = 0,022, EQMP = 0,296 
Figura 7.27: Reconstrucció de la imatge de la figura 7.22b pel mètode de Tikhonov emprant un 
factor de regularització superior a l'obtingut a partir del criteri de la corba L. 

7.2.4. Obtenció d'imatges de vàries anomalies per mitjà de superposició 

Fins ara hem reconstruït únicament un sol objecte soterrat. Un aspecte 
interessant és estudiar la resolució de l'algorisme (capacitat de distingir dos 
objectes propers) a partir de la detecció de dues esferes properes. D'aquesta 
manera també s'estudia la linialitat de l'algorisme, ja que les tensions que li 
aplicarem seran la superposició de les tensions corresponents a cada objecte 
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per separat. La figura 7.28 mostra la plantilla corresponent a la posició de les 
anomalies respecte l'agrupació electròdica. 

 

 

 

a) b) 
Figura 7.28: Imatges ideals de dues anomalies, a) Dues esferes aïllants, b) Dues esferes 
conductores. 

a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

La figura 7.29 mostra la reconstrucció realitzada per mitjà de la configuració 
doble dipol amb extrems. Com es pot observar, les imatges reconstruïdes 
localitzen correctament les dues anomalies, sobretot la reconstrucció per mitjà 
del mètode de Tikhonov. 

 

 

 

 

a) EQMT = 0,129, EQMP = 0,015 b) EQMT = 0,133, EQMP = 0,021 

 

 

 

 
 

 
c) EQMT = 0,034, EQMP = 0,006 d) EQMT = 0,027, EQMP = 0,108 

Figura 7.29: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.28 mitjançant la configuració doble dipol 
amb extrems, a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov i el criteri de la corba L. 
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La figura 7.30 mostra les corbes L que han permès obtenir el paràmetre de 
regularització òptim per l'algorisme de Tikhonov, que es correspon amb el punt 
de màxima corbatura. 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.30: Corbes L, corresponents a la figura 7.29. a) Esferes aïllants, b) Esferes conductores. 

b) Configuració Schlumberger (Sch-91) 

La figura 7.31 mostra la reconstrucció realitzada per mitjà de la configuració 
Schlumberger. 

 

 

 

a) EQMT = 0,123, EQMP = 0,094 b) EQMT = 0,124, EQMP = 0,096 

 

 

 

 

 
c) EQMT - 0,033, EQMP = 0,177 d) EQMT = 0,034, EQMP = 0,225 

Figura 7.31: Reconstrucció de les imatges de la figura 7.28 mitjançant la configuració 
Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Tikhonov.i criteri de la corba L. 
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Si observem els valor EQMP entre les figures 7.31 i 7.29 podem veure com la 
configuració doble dipol amb extrems dóna millors resultats, a l'igual com 
succeïa quan es disposava d'una sola anomalia per reconstruir. 

La figura 7.32 mostra les corbes L que permeten obtenir el paràmetre de 
regularització òptim per l'algorisme de Tikhonov. 

 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.32: Corbes L corresponents a la figura 7.31. a) Esferes aïllants, b) Esferes conductores. 

7.3. Reconstrucció d'imatges 2D de seccions verticals del 
subsòl per mitjà del mètode de Marquardt-Levenberg i 
TSVD 

Els algorismes de reconstrucció descrits fins ara, retroprojecció i Tikhonov 
juntament amb el criteri de la corba L (per obtenir el paràmetre de regularització 
òptim) no requereixen del coneixement a priori de l'anomalia que es vol 
reconstruir, tot i que pel càlcul dels paràmetres EQMT i EQMP sí que és 
necessari conèixer la plantilla de la imatge ideal. 

En aquest apartat descriurem el comportament de dos algorismes que sí 
requereixen del coneixement a priori de la imatge que es vol reconstruir, ja que 
l'obtenció del paràmetre de regularització òptim consisteix en la minimització de 
l'EQMT entre el valor dels pixels de la imatge reconstruïda i la dels pixels de la 
imatge ideal. 

7.3.1. Obtenció d'imatges per mitjà de 16 elèctrodes 

En aquest apartat utilitzarem com a imatges ideals les de la figura 7.1, 
consistents en una esfera aïllant i una esfera conductora de 1 UE de radi, 
soterrades a 2 UE de profunditat. En aquest cas els elèctrodes estant 
equiespaiats 1 UE. Analitzarem les configuracions doble dipol amb extrems i 
Schlumberger. 
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a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

Les imatges de la primera columna de la figura 7.33 corresponen a la 
reconstrucció d'una esfera aïllant i les de la segona columna corresponen a les 
d'una esfera conductora. 

 

 

 

 
a) EQMT = 0,007, EQMP =0,001 b) EQMT = 0,007, EQMP = 0,051 
 
 
 
 
 
 

 
c) EQMT = 0,009, EQMP = 0,032 d) EQMT = 0,014, EQMP = 0,056 

Figura 7.33: Reconstrucció mitjançant la configuració doble dipol amb extrems d'una esfera 
aïllant i d'una esfera conductora de 1 UE de radi soterrades 2 UE. a) i b) Marquardt-Levenberg. 
c) i d) TSVD. 

Es pot observar com la qualitat de les imatges reconstruïdes és similar, tal i com 
ja s'havia indicat en el capítol 3. Tot i això, les imatges reconstruïdes per mitjà 
de Marquardt-Levenberg, presenten uns valors de EQMT i EQMP, inferiors a 
TSVD. 
Per tal d'obtenir el factor de regularització òptim, s'ha minimitzat el paràmetre 
EQMT. La figura 7.34 mostra l'evolució de l'EQMT en funció del paràmetre de 
regularització, corresponent a les figures 7.34a i 7.34b, on s'observa la 
presència d'un mínim. El fet que l'anomalia sigui aïllant o conductora no altera 
significativament el valor de λ. 
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a) b) 

Figura 7.34: Evolució de l'EQMT en funció del paràmetre de regularització, a ) Esfera aïllant, b) 
Esfera conductora. 

La figura 7.35 mostra l'evolució de l'EQMT en funció del número de valors propis 
de la matriu de sensibilitat (k). De forma similar a Marquardt-Levenverg, també 
s'observa la presència d'un mínim. El truncament de la matriu de sensibilitat és 
similar tant si l'anomalia és conductora com si és aïllant. 

 

 

 

 

 

 

 

a) b) 

Figura 7.35: Evolució de l'EQMT en funció del paràmetre de truncament k. a) Esfera aïllant, b) 
Esfera conductora. 

En aquesta reconstrucció no es cumpleix la condició de Picard, ja que com es 
pot observar a la figura 7.36, els valors propis de la matriu de sensibilitat es 
creuen amb els coeficients de Fourier a partir d'un factor de truncament inferior a 
l'obtingut minimitzant l'EQMT, aproximadament de valor 18. Un aspecte curiós 
d'aquesta configuració electròdica és el desplaçament que sufreixen la meitat 
dels coeficients de Fourier de la matriu de sensibilitat a valors molt petits, tant 
per l'esfera conductora com l'esfera aïllant. Si aquest efecte no es produís de 
forma alternada, la condició de Picard es cumpliria per un elevat nombre de 
valors singulars. Si s'afegeix soroll gaussià a les tensions mesurades, aquests 
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coeficients de Fourier tendeixen a situar-se a prop de l'altra meitat de valors 
singulars. 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.38: Condició discreta de Picard. Configuració doble dipol amb extrems, a) Esfera aïllant 
(k< 18). b) Esfera conductora (k < 18). 

b)  Configuració Schlumberger (Sch-91) 

La  figura  7.37   mostra   la  reconstrucció  d'una  esfera  aïllant  i   una  esfera 
conductora, a partir de la configuració Schlumberger. 

 

 

 
a) EQMT = 0,009, EQMP = 0,061 b) EQMT = 0,008, EQMP = 0,055 
 
 
 
 
 
 

 
c) EQMT = 0,011, EQMP = 0,060 d) EQMT = 0,014, EQMP = 0,107 

Figura 7.37: Reconstrucció mitjançant la configuració Schlumberger d'una esfera aïllant i d'una esfera 
conductora de 1 UE de radi soterrades 2 UE. a) i b) Marquardt-Levenberg. c) i d) TSVD. 
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La figura 7.38 mostra l'evolució del paràmetre EQMT en funció del factor 
d'amortiment λ. Es pot observar que la seva evolució és similar que en la 
configuració doble dipol amb extrems. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                           Factor d'amortiment λ                                                          Factor d'amortiment λ 

a) b) 

Figura 7.38: Evolució del paràmetre EQMT en funció del factor d'amortiment. a) Esfera aïllant, b) 
Esfera conductora. 

La figura 7.39 mostra l’evolució de l´EQMT en funció del factor de truncament k, en 
l'algorisme TSVD. 

 

 

 

 

 

 

a) b) 
Figura 7.39: Evolució de l'EQMT en funció del factor de truncament k. a) Esfera aïllant, b) Esfera 

conductora 

De la mateixa forma com succeïa amb la configuració doble dipol amb extrems, 
el paràmetre de truncament elegit per minimitzar l'EQMT no cumpleix la condició 
de Picard, tal i com es mostra a la figura 7.40. En aquest cas però, no hi ha la 
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separació en dos grups dels coeficients de Fourier, com succeïa amb la 
configuració doble dipol amb extrems. 

 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.40: Condició discreta de Picard. Configuració Schlumberger. a) Esfera aïllant (k < 20). b) 
Esfera conductora (k < 20). 

Com s'ha pogut observar en les imatges reconstruïdes, els dos mètodes de 
reconstrucció donen resultats molt similars, ja que els dos mètodes tendeixen a 
eliminar els valors propis més petits de la matriu de sensibilitat. Marquardt-
Levenberg utilitza el factor d'amortiment λ , que permet realitzar un filtratge més 
suau dels valors propis, que no pas el mètode TSVD, el qual realitza un filtratge 
més brusc. Possiblement per aquesta raó, els resultats obtinguts amb 
Marquardt-Levenberg són lleugerement millors que els obtinguts amb TSVD. 
L'avantatge del mètode TSVD, resideix en el fet que el factor de truncament k, 
està afitat en canvi el factor d'amortiment (λ) pot prendre qualsevol valor real 
positiu. 

7.3.2. Obtenció d'imatges per mitjà de 8 elèctrodes 

A continuació reconstruirem imatges per mitjà de 8 elèctrodes equiespaiats 2 cm 
(1 UE = 2 cm), on l'anomalia mesura 1 UE de radi i està situada a 2 UE de 
profunditat. A l'igual que en les configuracions realitzades amb 16 elèctrodes, 
farem servir la configuració doble dipol amb extrems i la configuració 
Schlumberger. 

a)   Configuració doble dipol amb extrems (dd-20) 

La figura 7.41. mostra la reconstrucció d'una esfera aïllant i una esfera 
conductora. Pot observar-se la correcta inversió, tant per mitjà de Marquardt-
Levenberg, com amb TSVD. 
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a) EQMT = 0,014, EQMP = 0,011, λ = 6,5e-7 b) EQMT = 0,016, EQMP = 0,063, λ =1,5 e-6 

 

 

 

 

 

 
c) EQMT = 0,014, EQMP = 0,058, k = 18 d) EQMT = 0,030, EQMP = 0,194, k = 18 

Figura 7.41: Reconstrucció mitjançant doble dipol amb extrems d'una esfera aïllant i una esfera 
conductora de 1 UE de radi, situades a una profunditat de 2 UE. a) i b) Mètode de Marquardt-
Levenberg. c) i d) TSVD. 

Podem observar la similitud de les imatges reconstruïdes de la figura 7.41 amb 
les de la figura 7.33, obtingudes a partir de 16 elèctrodes. En els dos casos la 
resolució de l'agrupació electròdica és la mateixa. La diferència més notable és 
que el número de mesures amb 8 elèctrodes es redueix considerablement 
respecte les mesures realitzades amb 16 elèctrodes. Però al mateix temps la 
zona visualitzada amb 8 elèctrodes, mantenint la resolució de l'agrupació 
aproximadament constant, és menor que amb 16 elèctrodes. 

b) Configuració Schlumberger (Sch-15) 

La figura 7.42 mostra la reconstrucció d'una esfera aïllant i una esfera 
conductora per mitjà de la configuració Schlumberger. 
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a) EQMT = 0,031, EQMP = 0,123, λ = 4.5e-6 b) EQMT = 0,031, EQMP = 0,153, λ =l,5e-5 

 

 

 

 

 

 

 

c) EQMT = 0,033, EQMP = 0,053, k = 14 d) EQMT = 0,040, EQMP = 0,341, k = 12 

Figura 7.42: Reconstrucció mitjançant la configuració Schlumberger d'una esfera aïllant i una 
esfera conductora de 1 UE de radi, situades a una profunditat de 2 UE. a) i b) Mètode de 
Marquardt-Levenberg. c) i d) TSVD. 

Es pot observar la mateixa tendència en les imatges reconstruïdes que quan 
utilitzàvem 16 elèctrodes. La configuració doble dipol amb extrems dóna millors 
resultats que la Schlumberger i a més en aquest cas s'ha d'augmentar la 
regularització de la matriu de sensibilitat. Això equival a utilitzar un factor 
d'amortiment superior en Marquardt-Levenberg i un valor de truncament (k), 
inferior a l'utilitzar TSVD, respecte la configuració doble dipol amb extrems. 

A l'igual que succeïa al fer mesures amb 16 elèctrodes, el paràmetre k obtingut 
pel mètode de TSVD no cumpleix la condició de Picard. Com a exemple, la 
figura 7.43 mostra la condició discreta de Picard per l'esfera aïllant. Es pot 
observar com els factors de truncament k que s'han obtingut, són superiors als 
que cumpleixen la condició de Picard, que en aquest cas és aproximadament k = 
8, tant per la configuració doble dipol amb extrems com per la configuració 
Schlumberger. Es pot observar que el nombre de valors propis ve limitat pel 
número de mesures (20 i 15 respectivament), i no pel nombre de pixels, tal i com 
succeïa en les reconstruccions amb 16 elèctrodes. 
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a) b) 

Figura 7.43: Condició discreta de Picard per l'esfera aïllant, a) Doble dipol amb extrems (k < 8). 
b) Schlumberger (k < 8). 

7.4. Reconstrucció d'imatges de fuites concèntriques 

Fins ara hem reconstruït imatges d'anomalies locals, les quals hem representat 
per esferes aïllants i conductores. En la detecció de fuites en canonades i tancs 
soterrats es pretén detectar una anomalia que es va extenent al llarg del temps, 
la qual simularem com una corona concèntrica al voltant d'una esfera. 

Si es vol monitoritzar un tanc o una canonada soterrada, per saber si presenta 
una possible fuita, resulta interessant la possibilitat de normalitzar les tensions 
recollides en presència de la fuita respecte les mesurades en presència del tanc 
o la canonada, en lloc de fer-ho respecte el medi homogeni. Aquesta nova 
estratègia té l'avantatge que les mesures es realitzen totes elles en les mateixes 
condicions (ja que es realitzen per mitjà de la mateixa agrupació electròdica) i no 
es veuen afectades per altres inhomogeneïtats que hi puguin haver en el terreny, 
pel diferent posicionament dels elèctrodes , per interferències, etc. 

a)   Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

La figura 7.44 mostra els resultats de la reconstrucció mitjançant la configuració 
doble dipol amb extrems, d'una fuita conductora de 1 UE de radi, al voltant d'una 
esfera aïllant de 0.5 UE de radi i situada a 2 UE de profunditat, per mitjà de 3 
algorismes de reconstrucció: retroprojecció, mètode de Marquardt-Levenberg i el 
mètode de Tikhonov, que utilitza la corba L per obtenir el paràmetre òptim de 
regularització. No hem inclòs el mètode de TSVD doncs, com hem vist en 
l'apartat 7.3, els resultats són molt similars als obtinguts amb el mètode de 
Marquardt-Levenberg. 

En la reconstrucció de les imatges de la primera columna de la figura 7.44 hem 
utilitzat les tensions de referència corresponents a un terremy homogeni. En 
canvi, en les imatges de la segona columna s'han utilitzat les tensions que es 
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mesuren en presència de l'esfera aïllant, la qual representa la canonada o tanc 
soterrat. 

 

 

 
a) EQMT = 0,070, EQMP = 0,028 b) EQMT = 0,070, EQMP = 0,029 
 
 
 
 
 
 
 

 
        c) EQMT = 0,007, EQMP = 0,049, λ = 1e-6            d) EQMT = 0,008, EQMP = 0,058, λ = 1,58e-6 
 
 
 
 
 
 
 

 

        e) EQMT = 0,007, EQMP = 0,044, λ = 1,33e-3      f) EQMT = 0,008, EQMP = 0,053, λ = 1,33e-3 

 

Figura 7.44: Reconstrucció d'una fuita perfectament conductora de 1 UE de radi, al voltant d'una 
esfera perfectament aïllant de 0,5 UE de radi i soterrada a 2 UE, per mitjà de la configuració 
doble dipol amb extrems, a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Marquardt-Levenberg. e) i f) 
Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. 

Com es pot observar, les imatges reconstruïdes són similars, independentment 
de les tensions de referència que s'hagin escollit, la qual cosa valida l'aplicació 
d'aquesta nova normalització de les tensions als algorismes basats en el 
teorema de la sensibilitat. Recordem que aquests mètodes utilitzen com a 
tensions de referència les corresponents a un medi homogeni i nosaltres hem 
introduït la possibilitat de normalitzar respecte la presència d'una anomalia. 
Tanmateix, els algorismes segueixen detectant els canvis de conductivitat. 
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b) Configuració Schlumberger (Sch-91) 

La figura 7.45 mostra els resultats de la reconstrucció de la mateixa anomalia 
anterior mitjançant la configuració Schlumberger. 

En la reconstrucció de les imatges de la primera columna de la figura 7.45 hem 
utilitzat les tensions de referència corresponents a un terreny homogeni. En 
canvi, en les imatges de la segona columna hem utilitzat les tensions que es 
mesuren en presència de l'esfera aïllant, la qual representa la canonada o tanc 
soterrat. 

 

 

 

a) EQMT = 0,078, EQMP = 0,017 b) EQMT = 0,078, EQMP = 0,017 

 

 

 

 

 

c) EQMT = 0,008, EQMP = 0,068, λ = l,58e-6        d) EQMT = 0,008, EQMP = 0,049, λ = 2,5e-6 

 

 

 

 

 

 
e) EQMT = 0,008, EQMP = 0,048, λ = l,52e-3      f) EQMT = 0,008, EQMP = 0,053, λ = 1,52e-3 
Figura 7.45: Reconstrucció d'una fuita perfectament conductora de 1 UE de radi, al voltant d'una 
esfera perfectament aïllant de 0,5 UE de radi i soterrada a 2 UE, per mitjà de la configuració 
Schlumberger. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Marquardt-Levenberg. e) i f) Mètode de 
Tikhonov i criteri de la corba L. 

Si comparem les imatges reconstruïdes quan com a tensions de referència 
s'utilitzen les que es mesuren en presència de l'esfera, amb les que utilitzen les 
tensions mesurades en un terreny homogeni, podem observar que 
independentment del mètode de reconstrucció i de la configuració electròdica, 
les   imatges   són   semblants.   Es   pot   observar   com   la   fuita   emmascara 
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completament l'esfera aïllant i per aquesta raó veiem l'anomalia conductora i de 
radi equivalent al de la fuita, ja que el contrast entre les diferents conductivitats 
és molt gran. 

En el cas d'utilitzar la reconstrucció per mitjà de retroprojecció, els nivells 
corresponents a l'anomalia són lleugerament superiors quan es realitza la 
normalització de les tensions respecte la presència de l'esfera. La possibilitat 
d'utilitzar aquesta nova normalització de les tensions és molt important, ja que 
els algorismes utilitzats estan pensats per reconstruir anomalies de petit contrast 
respecte el medi que les envolta, el qual es suposa homogeni, i en aquest cas 
estem fent una normalització respecte unes tensions de referència, mesurades 
quan el medi ja conté una anomalia, en aquest cas una esfera, i se segueixen 
detectant els canvis de conductivitat. 

Els resultats són ampliables als altres mètodes de reconstrucció que ja hem 
estudiat, així com utilitzar un nombre diferent d'elèctrodes. Si en lloc de disposar 
d'una esfera aïllant i una fuita conductora tenim una esfera perfectament 
conductora i una fuita completament aïllant, els resultats són semblants, llevat 
que ara l'anomalia es veurà com aïllant, donat l'efecte emmascarador de la fuita 
sobre la canonada (simulada en aquest cas per una esfera) (Sànchez, 1998). 

7.5. Reconstrucció d'imatges de tensions analítiques amb soroll 

Les tensions analítiques que hem utilitzat fins ara, estaven lliures de qualsevol 
pertorbació o soroll. A la realitat, però, les tensions que es mesurin no tindran 
únicament en compte l'efecte de l'anomalia que es vol detectar, sinó que hi 
poden haver imprecisions en el posicionament dels elèctrodes o interferències 
en les tensions mesurades, que afectaran a les imatges reconstruïdes. Per 
simular aquest conjunt d'efectes, generarem un soroll gaussià additiu a les 
tensions mesurades, tal i com mostra l'expressió (7.2) (Artola i Dell, 1994). 

    (7.1)  

on, 

Vn: Tensions analítiques amb soroll. 
V: Tensions analítiques sense soroll. 
randn: Mostres aleatòries de distribució normal (mitja 0 i variança 1). 
F: Factor comprès entre 0 i 1. 

En el treball de Javier Sànchez (1998) es pot observar el comportament de 
diferents algorismes de reconstrucció a les tensions sorolloses, per mitjà de la 
configuració doble dipol amb extrems, on s'observa la degradació de les imatges 
a mesura que el factor de soroll F augmenta. 

Les mostres aleatòries que s'han utilitzat a l'hora d'obtenir les tensions 
sorolloses en presència de l'esfera apareixen a la figura 7.46a. A la figura 7.46b 
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apareixen les mostres aleatòries que ponderen les tensions mesurades en un 
terreny homogeni. 

 

 

 

 
a) b) 

Figura 7.46: Mostres de soroll aleatori gaussià de mitja 0 i variança 1. a) Mostres per ponderar 
les tensions en presència de l'anomalia, b) Mostres per ponderar les tensions mesurades en un 
terreny homogeni. 

7.5.1. Reconstrucció a partir de la matriu de sensibilitat sense normalitzar 

A la figura 7.47 presentem les imatges reconstruïdes per mitjà de la configuració 
doble dipol amb extrems, d'una esfera aïllant de 1 UE soterrada a una 
profunditat de 2 UE. Les imatges de la primera columna han estat reconstruïdes 
a partir de tensions que contenen un 0,5 % de soroll i les de la segona columna 
amb tensions que contenen un 5 % de soroll. No es mostren els resultats 
obtinguts a partir de la configuració Schlumberger ja que la qualitat de les 
imatges no millora. 

 

 

 

a) EQMT = 0,066, EQMP = 0,017 b) EQMT = 0,122, EQMP = 0,004 

 

 

 

 

 

 

c) EQMT = 0,018, EQMP = 0,294, λ = l,5e-4 d) EQMT = 0,069, EQMP = 0,389, λ = 2,5e-3 
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e) EQMT = 0,019, EQMP = 0,317, λ =l,70e-2 f) EQMT = 0,082, EQMP = 0,377, λ = 0,43 

Figura 7.47: Reconstrucció per mitjà de la configuració doble dipol amb extrems d'una esfera 
aïllant de 1 UE de radi, a profunditat 2 UE, a partir de tensions sorolloses. Les imatges de la 
promera columna corresponen a F = 0,5 % i les de la segona columna a F = 5 %. a) i b) 
Retroprojecció. c) i d) Mètode de Marquardt-Levenberg. e) i f) Mètode de Tikhonov i criteri de la 
corba L. 

Com es pot observar a la figura 7.47, la qualitat de les imatges reconstruïdes 
empitjora a l'augmentar el factor de soroll. El valor EQMT augmenta en tots els 
casos. Es pot observar com l'algorisme de retroprojecció, tot i donar imatges de 
menor qualitat que els mètodes de Marquardt-Levenberg i Tikhonov, per factors 
de soroll de valor petit, és més robust per factors de soroll superiors (5% de 
soroll). Un altre aspecte a tenir en compte en els algorismes que utilitzen un 
factor d'amortiment, és que en general el seu valor augmenta a mesura que 
també ho fa el factor de soroll, la qual cosa indica que els factors d'amortiment 
que haurem d'utilitzar en la reconstrucció de dades experimentals seran 
superiors que els corresponents a les tensions analítiques lliures de soroll. 

Una manera de millorar la qualitat de les imatges és eliminar els pixels que tenen 
un caràcter oposat a l'anomalia que volem reconstruir. Si com en aquest cas, 
coneixem que l'anomalia és aïllant, podem eliminar els pixels de caràcter 
conductor que apareixin a les imatges reconstruïdes. Els resultats apareixen a la 
figura 7.48. 

 

 

 

 
a) EQMT = 0,065, EQMP = 0,017 b) EQMT = 0,092, EQMP = 0,004 
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c) EQMT = 0,016, EQMP = 0,294. λ = l,5e-4      d)EQMT = 0,054, EQMP = 0,389, λ = 2,5e-3 

 

 

 

 

e) EQMT = 0,017, EQMP = 0,317. λ =l,70e-2          f) EQMT = 0,074, EQMP = 0,377, λ = 0,43 
Figura 7.48: Reconstrucció per mitjà de la configuració doble dipol amb extrems d'una esfera 
aïllant de 1 UE de radi, a profunditat 2 UE. a) i b) Retroprojecció. c) i d) Mètode de Marquardt-
Levenberg. e) i f) Mètode de Tikhonov i criteri de la corba L. S'han eliminat els pixels de caràcter 
conductor, ja que coneixem que l'anomalia és aïllant. 

Si comparem la figura 7.48 amb la figura 7.47 podem observar una apreciable 
millora de les imatges reconstruïdes, on s'observa que els valors EQMT han 
disminuït. En el mètode de Tikhonov, on s'ha triat el paràmetre de regularització 
per mitjà de la corba L, la imatge reconstruïda no s'assembla a la imatge ideal. Si 
apliquem el criteri de minimitzar l'EQMT de la imatge reconstruïda respecte la 
ideal, obtenim les imatges de la figura 7.49. 

 

 

 

 

a) EQMT = 0,018, EQMP = 0,309, λ = l,5e-2                   b) EQMT = 0,069, EQMP = 0,389, λ = 5e-2 
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c) EQMT = 0,016, EQMP = 0,309, λ = l,5e-2 d) EQMT = 0,054, EQMP = 0,389, λ = 5e-2 
Figura 7.49: Reconstrucció per mitjà del mètode de Tikhonov. a) i b) Sense eliminar cap pixel. c) i 
d) S'eliminen els pixels de comportament conductor. 

Com es pot observar a la figura 7.49, quan es calcula el paràmetre de 
regularització a partir de la minimització de l'EQMT, el mètode de Tikhonov té un 
comportament molt similar al de Marquardt-Levenberg. 

7.5.2. Reconstrucció a partir de la matriu de sensibilitat normalitzada 

Una forma de disminuir l'efecte del soroll en les tensions analítiques és per mitjà 
de l'ús de les tensions normalitzades, en lloc de les tensions diferència, la qual 
cosa ja es realitza en la reconstrucció per retroprojecció, que com hem vist fins 
ara és l'algorisme més robust a l'increment del factor de soroll (F). Per poder 
aplicar aquest procediment als altres mètodes de reconstrucció, s'ha de 
normalitzar la matriu de sensibilitat (veure capítol 5). 

a)  Configuració doble dipol amb extrems (dd-104) 

La figura 7.50 mostra les imatges reconstruïdes per mitjà de la configuració 
doble dipol amb extrems, on s'ha utilitzat la matriu de sensibilitat normalitzada. 

 

 

 
a) EQMT = 0,054, EQMP = 0,308, λ = 1,8 b) EQMT = 0,052, EQMP = 0,317, λ = 1,1 
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     c) EQMT = 0,188, EQMP = 0,773, λ = l,7e-3        d) EQMT = 0,128, EQMP = 1,327, λ = l,44e-5 

 

 

 

 

 

    e) EQMT = 0,041, EQMP = 0,226, k = 24         f) EQMT = 0,043, EQMP = 0,342, k = 24 

 

 

 

 

 

    g) EQMT = 0,054, EQMP = 0,312, λ = 1,3      h) EQMT = 0,052, EQMP = 0,312, λ = 1,1 

Figura 7.50: Reconstrucció per mitjà de doble dipol amb extrems d'una esfera perfectament 
aïllant de 1 UE de radi, soterrada a 2 UE. a) i b) Marquardt-Levenberg. c) i d) Mètode de 
Tikhonov amb el criteri de la corba L. e) i f) TSVD. g) i h ) Mètode de Tikhonov i minimització de 
l'EQMT. La primera columna d'imatges s'ha reconstruït amb un 0,5 % de soroll i la segona amb 
un 5 % de soroll. 

Si comparem les figures 7.50 i 7.47, podem observar que les imatges 
reconstruïdes amb la matriu de sensibilitat normalitzada són més robustes a 
l'increment del soroll afegit a les tensions analítiques, que les reconstruïdes a 
partir de la matriu de sensibilitat sense normalitzar. Fins i tot les imatges 
presenten una millor resolució que la inversió per retroprojecció. 

b) Configuració Schlumberger (Sch-91) 

La figura 7.51 mostra les imatges reconstruïdes per mitjà de la configuració 
Schlumberger, a partir de la matriu de sensibilitat normalitzada. 
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      a) EQMT = 0,091, EQMP = 1,647, λ = 0,2       b) EQMT = 0,096, EQMP = 1,978, λ = 5e-4 

 

 

 

 

 

      c) EQMT = 0,091, EQMP = 0,962, λ = 5,3e-2        d) EQMT = 0,128, EQMP = 1,504, λ = 2,4e-7 

 

 

 

 

 

 
       e) EQMT = 0,069, EQMP = 0,320, k = 4                  f) EQMT = 0,073, EQMP = 0,289, k = 1 
 
 
 
 

  

    g) EQMT = 0,096, EQMP = 1,730, λ = 0,4        h) EQMT = 0,096, EQMP = 1,991, λ = 0,02 
Figura 7.51: Reconstrucció per mitjà de la configuació Schlumberger d'una esfera perfectament 
aïllant de 1 UE de radi, soterrada a 2 UE. a) i b) Marquardt-Levenberg. c) i d) Mètode de 
Tikhonov i el criteri de la corba L. e) i f) TSVD. g) i h ) Mètode de Tikhonov i minimització de 
l'EQMT. La primera columna d'imatges s'ha reconstruït amb un 0,5 % de soroll i la segona amb 
un 5 % de soroll. S'ha utilitzat la matriu de sensibilitat normalitzada. 

De la comparació de les figures 7.51 i 7.50 podem observar que la configuració 
Schlumberger presenta pitjors resultats que la doble dipol amb extrems, quan 
s'utilitza la matriu de sensibilitat normalitzada. En els dos casos, a mesura que el 
factor de soroll (F) augmenta, la qualitat de les imatges es degrada, sobretot en 
la configuració Schlumberger. 
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