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INTRODUCCIO

A partir de la invencié dels metodes de generacié (finals del segle XIX) i de la poste-
rior posta a punt de les maquines adequades per a utilitzar-los, el dentat cicloidal ha
estat progressivament substituit pel dentat d’evolvent fins a tal punt que, exceptuant
algunes aplicacions tradicionals (rellotgeria), podem dir avui dia que el primer ha es-
devingut un objecte de museu.

Les primeres eines emprades en la generacidé de dentats d’evolvent van adoptar
'angle de pressié de 14,5° les raons semblen ser en part historiques (la forma del
dentat que en resultava recordava el dentat cicloidal i, en part de calcul (el sin 14,5°
és aproximadament 0,25, la qual cosa simplificava el calcul). Les altures de cap i de
peu eren iguals per facilitar la intercanviabilitat de les rodes generades, i la reduccio
del nombre d’eines. Aquestes eines, no obstant, donaven lloc a una interferéncia
important en la zona del peu de les dents quan s’intentava generar pinyons de po-
ques dents.

Aquest motiu, i 'exigéncia de capacitats de carrega creixents, van conduir a buscar
angles de pressio majors. Aixi doncs, I'eina més generalitzada avui dia és la de 20°, i
comencen ja a ésser frequents eines d’angles de pressid majors (22,5°, 25° i adhuc
superiors).

La tecnica del desplagament de perfil en la generacié de les rodes dentades (o cor-
reccid de perfil) ha vingut a fer més flexible la utilitzacié de les eines normalitzades.
Entre els seus possibles efectes podem citar:

Primer. Permet d’evitar la interferéncia en la generacié dels pinyons de poques dents.

Segon. Permet desplacar la zona d’engranament, de la qual cosa en pot resultar un
equilibrament entre la resisténcia de la dent del pinyd i la de la roda, aixi com la dis-
minucio del perill d’excoriacio.

Tercer. Permet realitzar rodes dentades que engranen segons un angle de pressi6
diferent del de I'eina. A la practica sempre es procura que sigui més gran, ja en resul-
ten beneficiades les capacitats de carrega de les dents i les pressions de contacte.

Aquests avantatges, els quals es presenten en realitzar un desplagament positiu (en-
fora) de 'eina (avantatges més acusats en el pinyé que en la roda), estan en com-
promis, perd, amb la disminuci6 del recobriment.
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A més, i no obstant l'interés d’aquesta técnica, cal observar que el fet de desplagar
les eines modifica simultaniament diversos parametres de les rodes dentades (radis
de peu, gruix de les dents, radis maxims de cap, etc.), la qual cosa limita les possibi-
litats d’optimitzacio de I'engranatge.

El present treball ha tingut com a punt de partida la constatacié que I'angle de pres-
si6 ha anat evolucionant al llarg del temps vers a valors superiors al llarg del temps.
En un principi, doncs, ens proposavem estudiar fins on era possible seguir aquesta
tendéncia i quins eren els valors Optims d’aquest parametre.

En abordar I'estudi, ens hem vist obligats a generalitzar el problema: hem prescindit
de les eines normalitzades i del concepte de desplagament. Ha calgut, doncs, fer
una analisi dels parametres independents, reelaborar les expressions que relacionen
els diferents parametres de I'engranatge i establir les expressions que tradueixin els
limits intrinsecs de I'engranatge (interferéncies de funcionament, recobriment minim,
joc de fons, etc.): aquest és el tema del capitol 1.

Un altre aspecte en el qual hem hagut de parar una especial atencié ha estat en
I'eleccié dels criteris de prevencio dels deterioraments: molts d’ells inclouen simplifi-
cacions respecte a les premisses inicials de calcul, adaptades a I'eina de 20°. Aquest
és el tema dels capitols 2 al 6. El capitol 7 tracta de I'estimacié de I'energia dissipa-
da, aspecte complementari al present treball.

Els capitols 8 i 9 estableixen els criteris d’optimitzacid, i el capitol 10 ofereix les con-
clusions més sobresortints del treball. Respecte a aquestes ultimes ens sembla inte-
ressant comentar dos aspectes:

Primer. El calcul habitual de la geometria d’'un engranatge generat per una eina nor-
malitzada sols es preocupa que el recobriment no sigui inferior a una certa cota mi-
nima a base de fer una comprovacio a posteriori. En el present treball hem tractat el
coeficient de recobriment com una variable independent i, en consequéncia, en po-
dem elegir el seu valor com a dada de partida.

Segon. La conclusioé principal de la tesi és la seguent: el veritable limit absolut de la
capacitat de carrega de I'engranatge des del punt de vista dels deterioraments estu-
diats (ruptura per fatiga, picadures i excoriacio), té lloc quan tant la dent del piny6
com de la roda arriben a tenir un gruix de cap nul (limit de punta de la dent); donat
que la practica confirma que les dents de un gruix de cap excessivament petit sofrei-
xen un deteriorament de la punta, ens veiem inclinats a pensar que cal prendre un
cert valor prudencial minim per a aquest gruix.

Per tant, les conclusions d’aquest treball condueixen a una altra investigacio: quin és
el gruix minim de cap prudencial per tal que no es produeixi el deteriorament de la
punta de la dent ?
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NOMENCLA TURA

Voldriem fer dues observacions sobre els simbols que es relacionen a continuacio:
En primer lloc, els simbols que duen el subindex 1 corresponen al pinyd, mentre que
els que duen el subindex 2 corresponen a la roda; I, en segon lloc, designarem les
magnituds lineals amb una lletra majuscula quan s’expressin en el seu veritable va-
lor, mentre que les designarem amb la mateixa lletra mindscula quan s’expressin en
moduls: En aquesta nomenclatura indiquem en general la primera variant.

ay Semiamplada de la zona de contacte de Hertz
B Amplada de contacte

Bo Coeficient de contacte térmic

D Distancia entre centres

DIS Factor de dissipacio

E: Modul d’elasticitat reduit

F Forca tangencial en el punt d’engranament
f Coeficient de friccio

Fn Forgca normal

Fru Forca normal unitaria (per unitat d’amplada)
Fri, Fro, Forga radial sobre la dent

Fu, Fe Forga tangencial sobre la dent

GE Factor geométric d’excoriacio

GEP Relacié geometrica excoriacio—picadures
GER1, GER2 Relacié geométrica excoriacio—ruptura

GP Factor geométric de picadures

GPR1, GPR2 Relacié geomeétrica picadures—ruptura
GR1, GR2 Factor geométric de ruptura

GRR Relacié geometrica ruptura pinyé—ruptura roda
Gs1c, Gs2c Lliscament especific en el punt de contacte C
h Minim gruix de la pel-licula (lubricacié EHD)
H¢1, He2 Altura de cap

Hf1 , Hf2 Altura de calcul

Huc1, Huc. Altura util de cap d’eina

Ko Factor de servei

Kb1, K2 Factor de durada (ruptura)

Kt Factor de superficie

Kg Factor de grandaria

Ku1, Kh2 Factor de durada (picadures)

Kh Factor de relacié de dureses de piny6 i roda
Km Factor de distribucié de carrega

K: Factor de repartiment

Ks Factor de seguretat

Kt Factor de temperatura

Ky Factor dinamic

LE Limit d’excoriacio

Lp1, Lpo Limit de volum de picadures

Lr1, Lr2 Limit de volum de ruptura

Mo Modul

Me1 Moment efectiu del piny6

Msc Valor minim admissible del gruix de cap

N Nombre de cicles de vida
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Rp1 ,Rp2
Rup1, Rup2
RGb

PGH

SOl, S02
Sbi, Sw2
Sc1, ScZ
Scu1, Scu2
St ,Sp.
TE

TEP

TER1, TER2

T
TP1, TP2
TPP

TPR1, TPR2

TR1, TR2
TRR

\%

V1c, VZC

Olct, Olc2
Olcu1, Olcu2
ATadm

€

n
Ni
0
01, 62

Pas primitiu
Pas de base
Pressié maxima de Hertz
Potencia transmesa
Valor maxim admissible per al producte PV
Radi primitiu
Radi de base
Radi de cap
Radi de contacte unic
Radi d’arrodoniment de cap d’eina
Radi de curvatura de calcul (peu de dent)
Relacio de dura da (ruptura)
Relacié de durada (picadures)
Radi de peu
Radi util de peu
Relacié d’esforgos de flexido admissibles
Relacié d’esforgos de contacte admissibles
Gruix primitiu (de dent)
Gruix de base
Gruix de cap
Gruix de contacte unic
Seccid de calcul
Factor de treball d’excoriacio
Factor de comparacié excoriacio—picadures
Factor de comparacio excoriacio—ruptura
Temperatura flash
Factor de treball de picadures
Factor de comparacio picadures pinyo—picadures roda
Factor de comparacio picadures—ruptura
Factor de treball de ruptura
Factor de comparacio ruptura pinyé—ruptura roda
Parametre de volum de I'engranatge
Velocitat tangencial del flanc en el punt de contacte C
Velocitat de lliscament en el punt de contacte C
Volum de I'engranatge
Valor optim del parametre de volum
Factor de concentracié de tensions
Factor de forma
Nombre de dents suma
Nombre de dents
Angle de funcionament
Angle de cap
Angle de contacte unic
Increment de temperatura admissible
Coeficient de recobriment
Rendiment mitja
Rendiment instantani
Parametre de proporcié de I'engranatge
Angle de calcul (factor de forma)
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Omin Valor minim del parametre de proporcio

A Gruix relatiu de pel-licula (lubricacié EHD)
u Relacio de transmissio

Pe Radi de curvatura reduit en el punt de contacte C
Ob1, Ob2 Esfor¢ de flexié admissible per fatiga

OH1, OH2 Esforg de contacte admissible per fatiga
do1 , o2 Gruix angular primitiu

det , De2 Gruix angular de cap

Oeut , Peu2 Gruix angular de contacte unic

o1, P2 Factor de cap

0a Factor d’acostament

Qacu Factor d’acostament de contacte unic

©r Factor de retraiment

Qreu Factor de retraiment de contacte unic
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PRIMERA PART
ANALISI DE LA GEOMETRIA | DELS DETERIORAMENTS DE L’ENGRANATGE

1. GEOMETRIA DE L’ENGRANATGE RECTE

1.1 INTRODUCCIO: DEFINICIO D’'UN ENGRANATGE RECTE

La descripcié geométrica completa d’'un engranatge recte (pinyd i roda que engranen)
comprén el coneixement d’'un cert nombre de parametres geometrics fonamentals, les
tolerancies d’aquests, aixi com certes modificacions de la superficie dels flancs que
sén d’'us comu avui dia (especialment la despulla de cap i el bombament longitudinal).

En aquest treball analitzarem la influéncia del conjunt de la geometria de I'engra-
natge recte sobre la seva capacitat per a transmetre carrega. Cal partir, doncs, d’'un
model simplificat definit exclusivament pels parametres fonamentals.

El primer problema que cal abordar és determinar el nombre de parametres fona-
mentals independents que defineixen correctament un engranatge, aixi com un con-
junt de parametres que sigui adequat per al present treball.

La secci6 frontal d’'una roda dentada recta es defineix en base de 6 parametres in-
trinsecs (Ref. 34, pag. 40), o sigui, parametres no referits a I'eina de generacio ni a
la manera d’engranar, siné a caracteristiques de la propia roda (i, en especial, a la
circumferéncia de base). Aquest criteri és d’especial interés en el nostre cas, ja que
el present estudi queda situat fora de les limitacions imposades per les eines norma-
litzades.

Donat que dues rodes que engranen han de tenir el mateix pas de base, en resulta,
doncs, la necessitat de 11 parametres fonamentals per a definir-ne les dues secci-
ons frontals (V. Fig. 1).

pinyé roda
Radi de cap Re1 Re2
Radi util de peu Rup Rup2
Radi de peu Rp1 Rp2
Radi de base Ro1 Ro2
Gruix de dent de base Sp1 Sh2
Pas de base Py

als quals cal afegir-ne dos més per a completar la definicié de I'engranatge:

Distancia entre centres D
Amplada (igual per a piny6 i roda) B

Per tant, sén necessaris un total de 13 parametres fonamentals.

1.2 CONJUNT DE PARAMETRES FONAMENTALS ELEGIT PER A DEFINIR UN
ENGRANATGE

El conjunt de parametres fonamentals establert en I'apartat anterior no és del tot a-
dequat per al proposit del present treball; en consequéncia, hem realitzat diverses
substitucions de parametres que responen essencialment a les seguents raons:

a) En primer lloc, hem prefereix treballar a base de parametres que tinguin un signi-
ficat fisic més immediat. Aixi, doncs, hem substituit:
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Rp1 = Radi de base del pinyo
Ry2 = Radi de base de la roda
P, = Pas de base
pels tres parametres seguents:
u = Relaci6 de transmissio (= Rp1/Rp2)
Z = Nombre de dents suma (= 2:71'(Rp1+ Rp2)/Pp)
o = Angle de funcionament (cosa = (Rp1 + Ry2)/D)

En segon lloc, hem procurat elegir parametres que permetin la simplificacié de
les diverses expressions analitiques. Aquest és el cas de la substitucié dels dos
radis de cap:

Rc1
RC2

pels dos factors de cap:

Radi de cap del piny6
Radi de cap de la roda

¢1 = Factor de cap del piny6
02 Factor de cap de la roda

(Les definicions i relacions s’expliquen en el paragraf seglent).

En tercer lloc, hem definit els gruixos de les dents a partir dels gruixos de cap
enlloc dels gruixos de base. Aixd respon a que el gruix de cap té un significat
molt més directe en rodes que s’acosten al limit de punta de les dents, fet al qual
tendirem en el present estudi per les raons que s’exposen en l'apartat 7.1.5; en
consequeéncia, substituirem els gruixos de base:

Sp1 = Gruix de base del piny6

Sp2 = Gruix de base de la roda
pels gruixos de cap:

Sc1 = Gruix de cap del pinyo

Sc2 = Gruix de cap de laroda

(Les definicions i relacions s’estableixen en el paragraf seguent)

Finalment, hem substituit els parametres intrinsecs que defineixen el peu de la
dent (radi de peu Ry i radi util de peu Ryp) pels parametres de cap de I'eina gene-
radora, ja que els primers no determinen la corba d’enllag, informacié necessaria
per a poder calcular els factors de forma Y; i de concentracio de tensions Y. (V.
Apéndixs A1i A2).

A base dels parametres de cap de I'eina generadora i del moviment relatiu d’eina
i roda, podem determinar I'expressio analitica de la corba d’enllag.

Aixi, doncs, hem substitut els radis de peu Ry i els radis utils de peu Ry,

Rp1 = Radi de peu del piny6
Rp2. = Radi de peu de la roda
Rupt1 = Radi util de peu del piny6
Ru2 = Radi util de peu de la roda

pels seguents parametres de cap de les eines:
Huc1 = Altura util de cap de I'eina de pinyé
Hucz = Altura util de cap de I'eina de la roda
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Re1 = Radi d’arrodoniment de cap d’eina de pinyd
Rez = Radi d’arrodoniment de cap d’eina de roda
(V. Fig. 2):

(Tal com més endavant explicarem amb major detall, definirem les eines de genera-
ci6 de tal manera que puguin tallar les rodes sense fer Us dels desplagaments; en
consequeéncia, I'angle de pressié de I'eina o sera el mateix que I'angle de funciona-
ment o de I'engranatge i el concepte de desplagcament de 'eina sera innecessari).

1.3 DEFINICIO DELS PARAMETRES FONAMENTALS | TERMES GEOMETRICS
QUE SE’N DERIVEN

En estudiar la geometria de la seccio frontal d’'un engranatge recte, sovint és comode
de treballar amb parametres lineals reduits (0 parametres que prenen com a unitat el
modul); d’aquesta manera, dos engranatges amb seccions frontals geométricament
semblants es defineixen pels mateixos valors dels parametres reduits.

D’ara endavant, no parlarem de parametres reduits i no reduits: simplement, desig-
narem amb majuscules els parametres que s’expressen en la seva veritable magni-
tud (metres), i amb minuscules, els parametres que s’expressen en moduls.

Passem a continuacio a definir els 13 parametres fonamentals elegits i els diferents
termes geometrics que se’n deriven.

a) D = Distancia entre centres
B = Amplada (de piny0 i de roda)
u = Relacio de transmissio (= Z1/Z5 = o1/wp)

El primer d’aquests parametres no ofereix massa problemes: és simplement la dis-
tancia 04103 (V. Fig. 2). En quant al parametre B significara tant 'amplada del pinyo i
la de la roda, com I'amplada de contacte mutu (és la disposicié més freqlent en els
engranatges rectes). Finalment, hem definit la relacié de transmissié com el quocient
entre la velocitat angular del membre conduit (roda) i la velocitat angular del membre
conductor (pinyd), o també el quocient entre el nombre de dents del pinyd Z4 i el
nombre de dents de la roda Z».

Aquests tres parametres permeten determinar la configuracié dels axoides de funci-
onament o cilindres primitius (V. Fig. 2).

Pinys:  Radi R, =" .D oo M2 4 (1.3.a1)
1+ 2-(1+y) 2
Generatriu B
Roda:  Radi R,-—'".p r,-_HZ _Z (1.3.a2)
1+ 2-(1+y) 2

Generatriu B

El volum ocupat per les dues rodes dentades és molt aproximat a (una mica per de-
fecte) el volum dels dos cilindres primitius:

2 2 2
Vol=m-| - p| B+m [ D| B=mr. ¥ _B.p2 (1.3.a3)
1+ 1+p (1+)

Carles Riba Romeva. Tesi doctoral (memoria). ETSEI de Barcelona, 10



Estudi de la influencia de la configuracié geometrica dels dentats
sobre la capacitat de carrega dels engranatges rectes

Per a una mateixa relaci6 de transmissio, el volum és, doncs, proporcional a la quan-
titat B-D? la qual, com més endavant veurem, juga un paper molt important en els
diferents calculs de prevencio dels deterioraments.

b) Z = Nombre de dents suma (= Z; +Z5)

Aquest quart parametre, junt amb els tres anteriors, permet de determinar els nom-
bres de dents del piny6é Z4 i el nombre de dents de la roda Z,; també fixa els valors
del modul primitiu mg i del pas primitiu Py:

z, - H .7 7= .7 (1.3.b1)
1+ T+
o 2.R,, 2R, 2D
© o omy = = = 3.
El modul primitiu 0 2 Z, Z (1.3.b2)
El pas primitiu: P,=Tr-m, = Z'E'D; Py =T (1.3.b3)

c) o =Angle de funcionament o angle de pressid

Aquest cinqué parametre (V. Fig. 3) determina la inclinacio i longitud de la linia d'en-
granament T1T,; també determina els radis de base de pinyd Ry1 i roda Ry, (i, com a
consequeéncia, la configuracié dels flancs de les dents); i, per ultim, el médul de base
my i el pas de base Py:

La distancia T+ T2 sera: T4T2=D-sin a (1.3.c1)
Radis de base: Piny6 R,, =R, -cosa; r,= %-cosa (1.3 c2)

Roda R, =Ry -cosa; 1y, = %-cosa (1.3 c3)
Modul de base: m, =m, -cosa (1.3 c4)
Pas de base: P, =P, -cosa; Py = TT-COSA (1.3 c5)

d) o1 =Factor de cap de piny6 (= T1A1/ T1T5)
@2 = Factor de cap de roda (= ToA, / T1T>)

Aquests dos parametres mesuren la fraccid de longitud de la linia d’engranament
T4T, compresa entre les respectives circumferéncies de base i de cap tant per al pi-
ny6é com per a la roda (V. Fig. 3).

En primer lloc, permeten determinar els extrems de la zona activa de la linia d'en-
granament A i Ay i, en consequeéencia, queden fixats els angles de cap de pinyd o |
de roda o, els radis de cap de pinyd R¢1 i roda Rep, les altures de cap de piny0d Hg1 i
roda He i, finalment, el coeficient de recobriment ¢ (v. Fig. 2).

Angles de cap: Piny6  tana, = HT“-@ -tana (1.3d1)

Roda  tana, =(1+u)- ¢, -tana (1.3d2)

Radis de cap:  Pinyd R, =R, .-%%. [ _ % _cosd (1.3 d3)
cosa, 2 cosdag
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cosa Z, cosa
Roda R,=Rg, ————; r,="% (1.3 d4)
cosd,, 2 cosda,,
Altures de cap: Pinyd  H_ —R. -R,; h, =21_[ 0% || (1345
2 cosda.,
y4 cosa
Roda H,=R,-R,; h,="2%2- -1 1.3 d6
c2 c2 02 c2 2 (COSGCZ j ( )
- , ] Z-tana
Coeficient de recobriment: € =(¢, + ¢, -1)- > (1.3d7)
ST

En segon lloc, i a través del pas de base Py, queden determinats els punts de con-
tacte unic sobre la linia d'engranament By, i Bp; i en consequéncia, queden fixats els

angles de contacte unic de pinyo oyt | roda acup, | els radis de contacte unic de pinyé

Angtlestde' F e Pi 2 tana —1—‘{__“( _Z.—WJ.tana 1.3d8
contacte unic:  Pinyé « = ("7 Z tana (1.3 d8)
Roda tana_, = (1+ p)-(% - Z-ta:aj.tana (1.3 d9)
Radis de
z
contacte tnic:  Pinyé R =Ry - cosd i = cosa (1.3 d10)
COSQ,, 2 cosd,,
Roda R, =R, .-S9% .  _Z: COSQ (434qq
cosda,,, 2 cosd,,

En tercer lloc, permet de trobar el radi de curvatura reduit dels dos flancs en contac-
te en els punts A4, Ay, B4 i By, els quals seran d’utilitat més endavant en tractar les
picadures i I'excoriacié (V. Cap. 4 i Cap. 5). La definici6 analitica de radi de curvatura
reduit en el punt de contacte C és la seglent (V. Fig. 6):

1 _TC.T,C TC-T,C

= = = 1.3d12
Pe 1TC+1T,C TC+T,C TT, ( )
En aplicar aquesta definicié als quatre punts esmentats anteriorment s’obté:
P =9, (1-¢,)-D-sina (1.3d13)
P2 =¥, -(1-9,)-D-sina (1.3 d14)
2.1 2.m\*) cosa
= p,(1-p,)-tan’a+=—-(2¢, —1)-tana — : (1.3d13)
Pg1 (@2( ?,) Z (20, ) ( Z j J tana
0, =| 0 (1=p.)-tanZa + 2T (2 —1)-tano(—(2'“j2 .05 (1.3 d16)
B2 ®4 @4 7 @, 7 tana .

En quart lloc, permet de calcular les velocitats tangencials tant de pinyo, Vic, com de
roda, Vac, en els diferents punts de la linia d'engranament. Les expressions de les
velocitats tangencials en el punt de contacte C seran:

Plnyo V1C = T1C * (1 (13 d17)
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Roda: : Vzc = T2C * 2 (13 d18)
(on w1, i w2 sON les velocitats angulars de pinyé i roda en rad/s).

Aquestes definicions aplicades als punts extrems de la zona activa de la linea d'en-
granament A4 i Az, donaran lloc a les seguents velocitats:

punt A1 punt A2
flanc piny6:  V,,; =@, -D-sina-w,; Vipo =(1-¢,)-D-sina-w, (1.3d19)
flancroda: Voa =(1—¢;)-D-sina-w,; V,, =¢,-D-sina-w, (1.3 d20)

Anomenarem velocitat de lliscament Vg, al modul de la diferéncia de les velocitats
tangencials d’ambdos flancs en el punt de contacte C. Les velocitats de lliscament
en els punts Aq i A, seran:

punt As: VgA1 = Va1 = Vou = ((1+ 1) @, —4)-D-sina-w, (1.3 d21)
punt Ag: Vae = Voo = Vipe = ((1+ 1) -9, —1)-D-sina-w, (1.3 d22)
Anomenarem, encara, lliscaments especifics Gsic, | Gsoc €ls quocients entre les ve-
locitats de lliscament Vq i les velocitats tangencials de cada un dels dos flancs en el
punt de contacte C: hi haura, per tant, un lliscament especific per a cada punt de la

linea d’engranament i per a cada flanc. El lliscament especific sera un indicador de
com l'efecte del fregament es concentra sobre un dels dos flancs en contacte.

Els valors més desfavorables d’aquesta variable es donen en els punts A i Az; en
aquest cas les expressions dels lliscaments especifics seran:

v o —
Pinys: puntA; G, = U*H)-@ -} (1.3 d23)
Viai ?4
v o
O “*1“3 ;”2 1 (1.3 d24)
1A2 2
v o
Roda: puntA; G, = _(+H)-¢ - (1.3 d25)
Voat H-(1-9)
\Y, 1 e, —1
pUnt Az G =1 2 _ ! +E)_¢<”2 (1.3.426)
2A2 2

Es pot comprovar facilment que els valors més desfavorables del lliscament especi-
fic corresponen al flanc de la roda al punt A4, i al flanc del piny6 al punt A;: o sigui en
els dos peus de les dents.

Si s’imposa la condicié que els dos lliscaments especifics més desfavorables, Ggiaz i
Gs2a1, Siguin iguals, arribem a la seguent relacié entre els factors de cap:

(p2—1_¢1—1_“2 (1.3 d27)

@ ?4

Tal com veurem més endavant, aquesta condicié ofereix un gran interés en la pre-
vencio de I'excoriacio (V. Cap. 5).

Finalment, a partir dels factors de cap, o1, i ¢2, definirem quatre nous factors sobre la
linia d'engranament que ens seran d’utilitat en el capitol dedicat a la dissipacié (V.
Cap. 6 Fig.8):
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A,l 1
Factor d acostament Yo = TT, =0, Y (1.3 d28)
Factor de retraiment A, (1.3 d29)
AR 5 VR R '

Factor d’acostament de Bl 2z

contacte Unic Pacu = T.T,  Z.tana P (1.3 d30)
Factor de retraimentde |, _ B, 27 o

de contacte unic T T, Z-tana ¢ (1.3d31)

e) S¢1 = Gruix de cap de pinyo
Sc2 = Gruix de cap de roda

Un cop definit el gruix d’'una dent sobre una circumferéncia de radi qualsevol, queda
definit el gruix de la dent sobre qualsevol altre circumferéncia (V. Fig. 3). A partir
dels gruixos de cap, els restants gruixos poden expressar-se de la manera seguent:

Gruixos de contacte Unic:

Plnyé Scu1 = (Sc1 +2'Rc1 '(Ev(ac1)_EV(acu1 )) 05T, (13 61)
cosa,,,
Squ1 = [Sc1 + Z1 ’ cosa ’ (EV(GC1 ) - EV(acm )] : 059,
cosa., COSO
- cosa
ROda- Scu2 :(Sc2 +2'R02 .(EV(GCZ)_EV(GCUZ )) = (13 62)
COSQ,,
Scuiz = [Scz + ZZ : cosa ’ (EV(acz ) - EV(GCUZ )J ) 0%
. L ey Cosacz COSGCUZ
Gruixos primitius:
PinvG: cosda,,
inyo: S¢ =(S¢ +2-Ry, - (Ev(a,,)—Ev(a))- (1.3 e3)
cosa
Sey =S +Z, —2 L (Ev(a,,)~Ev(a))
cosa,,
Roda: 5, =(8,, +2-Ry, (EV(0 ) ~EV(@)) oo (1.3e4)
cosa
S =S + 2, — ot (Ev(d,,) ~EV(@t))
Gruixos de base: cosd.,
Pinyo: Sp1 =(S4+2-R,, -Ev(a,,))-cosa,, (1.3 e5)
S,y =S¢ -COSA,, +Z, -cosa-Ev(a,,)
Roda: Sy, =(S, +2-Ry, -Ev(a,,))-cosa,, (1.3 €6)
S,, =S, -Cosa, +Z,-cosa-Ev(a,,)
Gruixos angulars de cap: Pinyd:  ¢1= Sci/re (1.3 e7)
Roda: ¢2=sco/rc2 (1.3 e8)
Gruixos angulars de contacte unic:  Pinyd:  ¢cut = Scut/feut (1.3 €9)
ROda (I)cu’] = sCu1/rcu1 (1 3 610)
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Gruixos angulars primitius: Pinyd:  do1= so1/ro1 (1.3 e11)
Roda: (1)02 = Soz/roz (1 3 612)

f)  Hue1 = Altura util de cap d’eina de piny6
Huc2 = Altura util de cap d’eina de roda
Re1_= Radi d’arrodoniment de cap d’eina de pinyd
Re2 = Radi d'arrodoniment de cap d’eina de roda

Aquests quatre parametres fan referéncia a eines de tipus cremallera, a les quals
ens cenyirem en el present estudi. Aixi, doncs, els dos primers indicaran l'altura
(mesurada sobre la linea de referéncia de l'eina) del flanc util de I'eina, o sigui
I'altura a la qual s’inicia I'arrodoniment de cap; els dos restants son altra cosa que
els radis dels arrodoniments de cap d'ambdues eines (V. Fig. 2).

Les dues altures utils de cap determinen els punts P4 i P2 sobre la linia d'engrana-
ment (V. Fig. 2), a partir dels quals podriem definir uns angles utils de peu (oup1, i
op2), uns radis utils de peu (Ryp1 i Rupz2), uns gruixos utils de peu (Syp1 i Syp2) i, fi-
nalment, uns gruixos angulars utils de peu (¢up1, i dup2); NO en detallarem les seves
expressions ja que no en farem Us en el text. No obstant, la situacié dels punts Py i
P> ens permet saber si existira interferéncia en el procés de generacio (V. 'apartat
seguent).

Els radis d’arrodoniment de cap d’eina ens completen la informacio per a poder de-
terminar els radis de peu:

Piny6: R, =Ry -Hy -R,; -(1-sina) (1.3f1)
M1 :%-huc1 -fy - (1-sina) (1.312)
Roda: R, =R, -H,, -R; -(1-sina) (1.313)
e = 22 -hg -1 -(1-sina) (13 14)

Finalment, sols cal dir que no detallarem I'expressio analitica de la corba d’enllag ja
que resoldrem el problema de determinar la seccié d’encastament de la dent (pro-
blema que sorgeix en I'estudi dels factors de forma, Ys, i de concentracio de tensi-
ons, Y.), a base d’utilitzar determinades propietats geométriques i cinematiques (V.
Apéndixs A1i A2).

1.4 LIMITACIONS INTRINSEQUES DE LA GEOMETRIA DE L’'ENGRANATGE

No podem assignar un valor qualssevol a cada un dels parametres fonamentals de-
finits en el paragraf anterior: existeixen certes limitacions tant degut al caracter de
cada variable, com degut al camp d’existéncia.

Passem revista tot seguit, doncs, a les limitacions que deriven de consideracions
estrictament geométriques.

a) En primer lloc, tant el nombres de dents del pinyé com el de la roda han
d’ésser nombres enters; per tant, la relaci6 de transmissiéo ha d’ésser un
nombre fraccionari, i el nombre de dents suma, un nombre enter. Encara
més, aquests dos parametres han d’ésser tals que les quantitats p-Z/(1+p) i
Z/(1+pn), nombre de dents de piny6 i roda, siguin enters.

Si el nombre de dents de pinyd i roda no fossin nombres enters, les dues ro-
des dentades resultants engranarien correctament (complirien la condicid
d'engranament), perd no podrien completar el gir.
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f)

En el present treball hem assimilat els parametres pi Z a variables reals, ja que
aixi obtenim un maneig més facil. En general, en un procés d’optimitzacié no és
licil assimilar una variable independent entera a una variable real ja que, en prin-
cipi, la funcié pot prendre valors molt diferents a I'dptim en I'entorn d’aquest. En
el present cas, donada la configuracié de les funcions a optimitzar, ens sera
possible fer aquesta assimilacié (V. ,justificacio en el paragraf 9.2); d’aquesta
manera obtenim un maneig més facil de les equacions.

En segon lloc, els radis de cap han de ser tals que determinin una zona real
d’engranament, la qual cosa s’expressa a través de la seguent condicié:

o1+ o2 > 1 (1.4 a)

Per altre costat, per tal de no produir la interferéncia de funcionament, (o sigui,
que el cap de la dent d’'una roda no provoqui un soscavament en el peu de la
roda contraria), és recomanable que les circumferéncies de cap no intersectin la
linia d'engranament (punts P i Py; Fig. 2), més enlla dels punts de tangéncia T+ i
T, . Aixo condueix a les seguents limitacions:

¢1=1 i P2=1 (1.4b)

A fi que no es perdi el contacte en passar de I'engranament d’'una parella de
dents a I'engranament de la parella de dents seglent, cal que el coeficient de re-
cobriment sigui igual o major que 1.

Donada I'expressio del coeficient de recobriment:

€=(¢1+¢2—1)-¥ (1.4 c)
ST
Obtenim una altre limitacio per als factors de cap:
2.1
¢1+¢221+Tana (1.4 d)

Si es donen els maxims valors possibles als factors de cap ¢1=¢2=1, I'expressiod
anterior es transforma en una limitacio inferior per a I'angle de funcionament a. 0
del nombre de dents suma Z:

tana=22-n/Z o bé Z=27/tana (1.4¢e)

Els valors dels gruixos de cap de piny0 s¢¢ i roda sq, no poden ser menors de
zero (limit de punta de la dent); aixd condueix a les seguents limitacions:

S120 i 20 (1.4 )

La suma dels gruixos primitius de pinyo so1 i roda so2 ha d’ésser com a maxim el
valor del pas primitiu, ja que en cas contrari s’haurien de penetrar els flancs de
les dents contraries. Aix0 s’expressa per:

Sp1 +Sp2 <™ (1-4 g)
o bé, en termes de gruixos de cap: (1.4 h)
S, -COS0,, +S,, -COsA,, <(Z-Ev(a)+m-Z, -Ev(a,)-Z, -EV(a,)) -cosa
Per tal que les eines generin una porcié de flanc util suficient en la zona del peu
de la dent, cal que els punta P4 i P, (els quals determinen els radis utils de peu. V.

Fig. 2) se situin en els extrems o més enlla del segment util de la linia d'engrana-
ment Aq Ag.
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IPer altre cantd, a fi d’evitar la interferéncia de tallat, cal que els punts P4 i P, se
situin més enlla dels extrems de la linia d'engrangment T4Ty; o sigui (V. Fig. 2):

0< TPy < TIA (1.41)
0< TPy < THA; (1.4])

Per a eines de tipus cremallera, les condicions anteriors es transformen en les
seguents limitacions per a les altures utils de cap d’eina:

L L L M m . 2
——.—.sin“a > h, . >|—-(1- -—-sin“a 1.4 k
1+p 2 uct (1+“ ( (02)) 2 ( )
1T ™ ., 1 m . 5
——-sin“a > h, > —-(1- -—-8sIin“a
1+“ 2 uct [1+” ( ?; )j 2 (14 l)

g) També cal que el cap de la dent d’'una roda no interfereixi amb el peu de la dent
contraria, la qual cosa condueix a les dues condicions seguents:

Re1 + Rpz <D (1.4 m)
Rez + Ry1 <D (1.4 .n)

b) Finalment, el valor dels radis d’arrodoniment de cap d’eines poden oscil-lar entre
zero i un valor maxim que correspon a quan els dos flancs d’eina estan enllacats
per un sol arc de cercle. Aquestes condicions s’expressen de la manera seguent:

SOZ
(—h 1-tanaj
ue 1.4
0<r, < 2 (1.4 p)
cosa
(S;—hucz -tanaj (1.4 q)
O<r, <
cosa

1.5 DEFINICIONS SOBRE FORCES | MOMENTS
Moment del pinyd: valor nominal del moment exercit sobre el pinyo:

_Pot
0‘)1

M, (1.5a)

Moment efectiu del pinyd: valor maxim real que s’exerceix sobre el pinyo; és el mo-
ment del piny6 afectat de diversos factors correctors:

I\/|1:Pot'Ko~Km~Kv (1.5 b)
U.)1
on: Ko = Factor de servei (V.3.3.2)
Km = Factor de distribucié de carrega (V. 3.3.2)
Kv = Factor dinamic (V. 3.3.2)

Forca tangencial: valor fictici de la for¢ca tangencial que es transmetrien els dos ci-
lindres primitius per friccio:
F_ Pot ~ Pot 1+p Pot
W, Ry W, Ry, MW w,-D

(1.5 ¢)
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Forca normal: valor de la forga que s 'exerceixen mutuament els dos flancs (V. Fig. 5):
Pot Pot  1+u Pot

F - _ (1.5d)
w, Ry w, Ry, M w,-D-cosa
Forca normal unitaria: valor de la forga normal per unitat d’amplada de la dent:
_Fn A+ Pot (15e)

" B U w,-B-D-cosa

Forca tangencial sobre la dent: valor de la forgca normal F, projectada sobre la nor-
mal a la linia de simetria de la dent (V. Fig. 5):

F. =F,-cos8 (1.5f)

on 0 és I'angle que formen la normal al flanc de la dent i la normal a la linia de sime-
tria de la dent. Podem definir una forga tangencial per a la dent del piny6 Fy i una
forga tangencial per a la dent de la roda, Fi, i aquestes variaran segons el punt
d’aplicacié de la forga sobre el flanc; també podrem definir unes forces tangencials
unitaries de pinyd i roda Fiyq i Fiyo.

Forca radial sobre la dent: valor de la forgca normal F, projectada sobre la linia de
simetria de la dent (V. Fig. 5).

F =F -sin® (1.59)

On es poden fer les mateixes observacions que en el cas anterior.
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Rp Rb : Rup Re

Figura 1
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Figura 2
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Figura 3
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2. INTRODUCCIO: DETERIORAMENTS DELS ENGRANATGES

2.1 DESCRIPCIO DELS DIFERENTS TIPUS DE DETERIORAMENTS

Els textos que hem consultat ofereixen una gran diversitat de descripcions de dete-
rioraments aixi com una certa confusio en I'is dels termes de designacio.

La norma americana AGMA 110.03 (Ref. 2) ve a donar un cert ordre en aquest estat
de coses (“la intencié de la present norma és eliminar la confusio i I'is conflictiu de
termes en la nomenclatura dels deterioraments dels engranatges"”, segons resa el
seu prefaci). A continuacio s'ofereix un resum:

AGMA 110.03 estableix quatre grups generals de deteriorament dels engranatges:

— Desgast ("wear”)

— Fatiga superficial (“Surface fatigue”)
— Deformacio plastica (“Plastic flow”)
— Ruptura (“Breakage”).

Dintre de cada un d’aquests grups en distingeix diverses modalitats:

2.1.1 DESGAST

Terme general que descriu la pérdua de material de les superficies de les dents de
'engranatge degut al fregament. Els tipus principals de desgast i les seves causes
son:

a) Desgast propiament dit (la norma els designa per "normal wear" o "polishing",
"moderate wear" i "severe wear", segons la severitat del deteriorament). Es fruit
del contacte metall-metall consequtiéncia d’'una pel-licula de lubricant deficient.

b) Desgast abrasiu (en la norma AGMA "abrasive wear" o "scratching", segons la
severitat del deteriorament); és degut a la presencia de particules solides en el
lubricant les quals s’interposen entre els flancs de les dents. Presenta 'aspecte
d’'un ratllat en la direccio del lliscament.

c) Excoriacio ("scoring"). Deteriorament iniciat per I'esquingament de petites zones
de contacte que s’havien soldat com a resultat del falliment instantani i localitzat
de la pel-licula de lubricant la qual cosa havia permés el contacte metall-metall.

d) Desgast corrosiu ("corrosive wear”). Es un atac de tipus quimic dels flancs de les
dents provocat per la mateixa composicio del lubricant o dels additius o impure-
ses que porta.

2.1.2 FATIGA SUPERFICIAL

Consisteix en el falliment del material de la superficie dels flancs com a resultat de
I'aplicacio repetida de tensions superficials superiors al limit de fatiga del material.
Es caracteritza pel llevament de petites porcions de metall dels flancs de les dents, i
la consequent formacié de petites cavitats o pics.

En distingeixen les seguents modalitats:

a) Picadures inicials ("initial pitting"). Tenen lloc en iniciar-se el procés de rodament
de I'engranatge i sén originades per protuberancies o imperfeccions locals que
produeixen concentracions de tensions; un cop eliminades, la situacié s’estabilitza.
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Els pics acostumen a situar-se en una estreta faixa en la zona de la linia d'engra-
nament.

Picadures destructives ("destructuve pitting"). L’aspecte del deteriorament i la
situacio inicial sén els mateixos que en el cas anterior (els pics sén, perd, ma-
jors). No obstant, degut a tenir per causa I'actuacié d’'una carrega excessiva, el
fenomen progressa fins a la destruccié total de les superficies.

Clivellament i esfondrament de la superficie ("spalling"). Es caracteritza per la for-
macio de cavitats notablement més amples i fondes que en el cas de les picadu-
res. Pot ésser degut a l'esquerdament del material existent entre els pics en un
cas de picadura destructiva ja avancada. Més sovint, perd, es déna en engranat-
ges de superficie endurida a causa de les tensions que actuen sota la superficie i
que provoquen el col-lapse del material del nucli; tant pot ser degut a un gruix in-
suficient de la capa endurida com a una resisténcia inadequada del nucli.

2.1.3 DEFORMACIO PLASTICA

Es el resultat del cediment de la superficie del metall degut a fortes carregues; acos-
tuma a anar associat e materials tous. Pot prendre les seguents formes:

a)

Laminatge i martellejament ("rolling" i "peening;"). Sén fendmens que acostumen
a presentar-se alhora. El laminatge és consequéncia de I'accié de la velocitat de
lliscament sota una carrega excessiva, mentre que el martellejament seria fruit
dels xocs deguts a un engranament incorrecte de les dents, i a I'existéncia d’'una
depressio en el flanc de la roda conductora en la zona on s'inicia el contacte u-
nic, aixi com un sortint en el flanc de la dent conjugada.

Ondulacions ("rippling"). Sén unes formacions superficials esteses en la direccio
perpendicular al lliscament que presenten un aspecte rugds. Consisteixen en un
lleuger cediment del material de la superficie per efecte del fregament; poden
ésser degudes a una lubricacio inadequada, a fortes carregues, o a vibracions.

2.1.4 RUPTURA
Consisteix en la fractura d’'una part de dent o d’'una dent sencera.

Se’n poden distingir els seglents tipus i causes:

a)

Ruptura per fatiga ("fatigue breakage"). Es el resultat de I'aplicacié repetida
d’esforcos de flexio superiors al limit de fatiga: una fissura iniciada en algun de-
fecte del material (pot ser una zona de picadures, una ratlla del rectificat o bé
una fissura de tremp) va progressant fins que la seccié restant no és suficient
per a resistir 'esfor¢ total. Llavors esdevé la fractura. L'aspecte de la fractura
presenta una zona brunyida que correspon a la zona préviament fissurada.

Ruptura per sobrecarrega ("overload breakage"). Es causada per una forta so-
brecarrega o un xoc suficient per a produir-la. No és molt frequent; en la major
part dels casos és degut a I'encavallament de les dents causat pel deteriorament
d’'un rodament, per d’excessiva flexiéo de I'arbre o per la introduccié d’objectes
estranys entre les dents.

2.2 PREVENCIO DELS DETERIORAMENTS | METODES DE CALCUL

De l'analisi dels deterioraments que acabem de descriure se’'n pot concloure el se-
guent:
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Un sistema de lubricacio correcte, lliure de particules estranyes i d’agents quimics
corrosius, evita, en la majoria dels casos, els diferents tipus de desgast i les ondula-
cions. No obstant una correcta lubricacio, I'excoriacio pot presentar-se en engranat-
ges que funcionen sota condicions molt severes; és per aixd que és convenient es-
tablir-ne un metode de prevencio.

Les picadures inicials no presenten problemes, en general. Contrariament, les pica-
dures destructives poden deixar I'engranatge fora d’'us; cal, doncs també, establir-ne
un métode de prevencio. Els engranatges aixi calculats, no acostumen a presentar
deformacions plastiques sempre que s’hagi elegit correctament el material. Per als
engranatges de superficie endurida cal establir una proporcio correcte entre la dure-
sa de la superficie i la del nucli aixi com un gruix adequat de la capa exterior.

La prevenci6 de la ruptura per fatiga cobreix amb escreix les possibles ruptures de-
gudes a les sobrecarregues normals de funcionament. El calcul, perd, no pot pre-
veure les ruptures per accident.

Els métodes classics de calcul d’engranatges ja preveuen dos d’aquests tipus de
deteriorament: la ruptura per fatiga i les picadures dels flancs. Més recentment s’hi
ha anat incloent el tercer aspecte: la prevencié de I'excoriacio.

Les bases sobre les quals s’han assentat els calculs de prevencié dels dos primers
deterioraments han assolit una certa uniformitat en tots els autors i paisos; per contra,
el fenomen de I'excoriacio, tot i fer més de 30 anys que s’hi treballa, no és encara del
tot conegut i, com és facil preveure, ha donat lloc a una gran diversitat de criteris.

Aquests métodes de calcul de prevencidé han estat les successives respostes als
problemes que han anat sorgint en construir engranatges que funcionen sota condi-
cions cada vegada més exigents. Per altra banda, sén dels unics aspectes dels
quals disposem d’un métode de calcul quantitatiu fruit d’'un llarg procés d’estudis i
d’experiéncies, aixi com d’una literatura abundant sobre el tema. A més, constituei-
xen els limits actuals de la tecnologia dels engranatges.

L’analisi d’'aquests tres métodes de prevencid sera I'objecte dels tres propers capitols:

Calcul per a la prevencio de la ruptura per fatiga (Cap. 3)
Calcul per a la prevencio de la formacié de picadures (Cap. 4)
Calcul per a la prevencio de I'excoriacié (Cap. 5)

Tal com més endavant veurem (paragraf 8.4), descompondrem la férmula correspo-
nent a cada un d’aquests calculs de prevencié en dos factors: un d’ells, que anome-
narem factor geomeétric, incloura tots aquells termes que depenen fonamentalment
de la geometria de I'engranatge, i actuara com a variable en el procés d’optimit-
zacio; I'altre, que anomenarem factor de treball, incloura els termes restants, i sera
constant al llarg del procés d’optimitzacio.

En consequéncia, analitzarem en certa profunditat els termes del factor geometric,
ja que sbn els unics que intervindran en els calculs realitzats amb I'ordenador. En
quant al factor de treball, solament ens interessa obtenir valors versemblants a fi de
poder presentar alguns resultats concrets.
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3. CALCUL PER A LA PREVENCIO DE LA RUPTURA FER FATIGA

Avui dia, no hi ha grans dissensions sobre el mecanisme de produccio de la ruptura
per fatiga: tothom esta d’acord en qué s’inicien unes fissures superficials en la zona
sotmesa a traccio del peu de la dent, les quals progressen vers l'interior de la dent a
base de les successives aplicacions de la carrega, fins que la ruptura esdevé per
manca de seccio resistent. La velocitat d’avang de les fissures augmenta amb el
valor de les carregues aplicades.

L’objecte del calcul consistira, doncs, en fer concordar les tensions que es produei-
xen en el peu de la dent amb la vida que volem preveure a I'engranatge.
3.1. MODEL DE LEWIS

Fins a les darreries del segle passat s’havien calculat les carregues admissibles
dels engranatges a base de formules més o menys empiriques.

A 1892, Wilfred Lewis va proposar una expressio per al calcul de la ruptura en la
qual intervenia per primera vegada la forma de les dents. La seva formulacid, un
dels primers intents de calcul racional dels engranatges, constitueix encara la base
dels meétodes actuals de calcul.

El model de Lewis estableix certes hipotesis:

a) Considera la dent com una biga en voladis encastada en la massa de la roda. A
base d' inscriure una “parabola d’igual resisténcia" a l'interior de la dent, determi-
na la seccié sotmesa a les tensions més desfavorables, o seccié d’encastament
E-E'. (V. Fig. 4).

b) Finalment, no té en compte la possible reparticié de la carrega entre dues pare-
lles de dents en contacte, la qual cosa té lloc en els extrems del segment actiu
de la linia d'engranament en virtut del recobriment: considera la forga total apli-
cada sobre una unica dent.

Aquest model condueix a la seglient expressio coneguda com a férmula de Lewis:

mo.B'Yf1£0f (3.1a)
on: F = Forga tangencial en el punt d'engranament

or = Esfor¢ de flexié admissible

mo = Modul

B = Amplada de contacte
Yy = Factor de forma de Lewis

L’expressio del factor de forma de Lewis és la seguent:
Sf1

6-h,

(Veure hq = VR i sq = EE' en la pag. 4)

Yf1 =

(3.1b)

3.2. METODES ACTUALS

Les principals modificacions que ha sofert el métode de Lewis fins a arribar a les
actuals formulacions son:
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a)

b)

e)

La introduccié de les carreques dinamiques causades pels errors de fabricacio,
les masses en joc i la velocitat de gir de 'engranatge, en el calcul.

La introduccié d’un factor de concentracié de tensions per a la zona d’encas-
tament de la dent (investigacions posteriors a I'época de W. Lewis n’han reco-
manat el seu us).

La consideracio, en les zones en quée hi ha dues parelles de perfils en contacte,
d'un cert repartiment de la carrega transmesa. Aix0 és possible gracies a la ma-
jor precisio en la realitzacioé dels engranatges d’avui dia respecte als del temps
de W. Lewis.

La introduccié d'un factor de distribucié de carrega que té en compte la distribu-
cio no uniforme de 'esfor¢ segons 'amplada de la dent, degut a la mala alinea-
Ci6 dels eixos, o bé a deflexions de les dents, o deflexions dels arbres que sos-
tenen les rodes.

Finalment, la introduccié d’'un factor de vida, a fi de tenir en compte la disminucio
de la resisténcia del material degut al fenomen de fatiga, i poder assegurar aixi
un determinat nombre de cicles de funcionament.

Avui dia existeixen dos metodes estesos de calcul per a la prevencié de la ruptura
de les dents per fatiga, els quals recullen aquests aspectes que acabem d’esmentar:

a)

El métode unic adoptat pel Grup de Treball ISO/TC60 (de I'Organitzacio Interna-
cional de la Normalitzacid) en la seva sessio del setembre de 1970: consistia en
un acord de base, perd no es va pronunciar encara sobre bona part dels factors.
Hi participaven Alemanya, Bélgica, Espanya, Franga, Paisos Baixos, Regne U-
nit, Suécia, Suissa i la URSS.

El métode proporcionat per la norma americana IAGMA (American Gear Manu-
facturers Association), la versio actualment vigent de la qual correspon a la de-
nominacié AGMA 220.02, publicada a I'agost de 1966.

3.3 ANALISI COMPARATIVA | DISCUSSIO DELS METODES ISO | AGMA

Tant la formulacié del métode ISO com la del métode AGMA poden reduir-se a la
formula de Lewis afectada de diversos factors de correccidé. Una expressié general
per ambdods sistemes que inclou els factors d’un i altre, podria ésser:

F K

- . . . . . < b .
B ko Ky K, -K, Y, <0, YK, K. (3.2)
on: B = Amplada de contacte

mo = Modul

F = Forca tangencial en el .punt d'engranament

op, = Esforg de flexié admissible per fatiga

K = Factor de servei

Ky = Factor de durada

Ky = Factor de grandaria

Km = Factor de distribucio de carrega

K: = Factor de repartiment

Ks = Factor de seguretat

K: = Factor de temperatura

Ky = Factor dinamic

Y. = Factor de concentraci6 de tensions

Y: = Factor de forma
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El significat d’alguns d’aquests factors difereix en els métodes ISO i AGMA. Procedi-

rem,

doncs, a una analisi dels criteris que sustenten cada un d’aquests métodes R fi

d’arribar a establir la nostra propia base de calcul.

3.3.1 TERMES QUE INTERVENEN EN EL FACTOR GEOMETRIC
a) Esforc de flexio maxim (inclou els factors de forma Y i de repartiment K;)

a.1)

a.2)

a.3)

L’esforc maxim de flexioé es presenta en el peu de la dent; el seu valor depén,
per una part, de la distancia del punt d’aplicacié de la forga tangencial F a la
seccio d’encastament (V. Figs. 4 i 5), i, per altra part, de la major o menor
magnitud de la for¢ca exercida sobre la dent en virtut del possible repartiment
de la carrega total transmesa sobre més d’'una parella de dents.

Métode ISO: proposa calcular aquest esfor¢ suposant la carrega total aplicada
en el cap d’'una sola dent; pero, tenint en compte, també, que en aquesta situ-
acié hi ha dues parelles en contacte, i és previsible un cert repartiment de la
carrega entre elles: el méetode ISO diu d’afectar la forga transmesa d’un factor
de repartiment K, el valor del qual faria equivaldre a calcular els esforcos de
flexio quan la carrega s’aplica en el punt més alt del flanc on hi ha un sol parell
de dents en contacte (punt de contacte unic). Tot i que ISO encara no s’ha
pronunciat sobre aquest punt, a la practica s’admet de prendre com a primera
aproximacio per aquest factor la inversa del coeficient de recobriment ¢: K, =
1/e. La correccio d’aquesta practica sembla confirmar-se pels ultims treballs re-
alitzats al CETIM a base del calcul per elements finits (Ref. 14). En cas
d’engranatges de mala qualitat caldria prendre K, = 1.

Métode AGMA: proposa calcular I'esforg de flexiéo suposant la carrega total a-
plicada en el punt més alt del flanc de la dent on hi ha encara un sol parell de
dents en contacte (métode del punt de contacte unic). En cas d’engranatges de
mala qualitat, el punt d’aplicacié de la for¢ca passaria a ésser el cap de la dent.

En la seccidé d’encastament existeix una tensié maxima de compressio en I'ex-
trem E, i una tensié maxima de traccié en I'extrem oposat E' (Figs. 4 i 5). Si so-
lament considerem el component tangencial de la for¢a transmesa, F;, aquestes
dues tensions tenen el mateix valor absolut. Si, per contra, prenem també en
consideracio el component radial, F,, cal superposar als esforgos de flexié ante-
riors un esfor¢ uniforme de compressio: la tensi6 maxima de traccid queda,
doncs, disminuida. Donat que les fissures de fatiga s’inicien en I'extrem sotmes
a traccid, sembla logic introduir aquesta modificacio en el calcul. (V. Fig. 5).

Métode ISO: Opta pel mateix criteri que Lewis: pren solament en consideracio
el component tangencial F;. La justificacié podria venir d’'un estudi realitzat per
H. Winter (Ref. 42 i 43) segons el qual les corbes de fatiga del material son
meés uniformes quan son calculades a partir unicament dels esforgos de flexio.
Presenta, aix0 si, una certa simplificacio en el calcul.

Meétode AGMA: Pren com a tensidé de calcul el maxim esfor¢ de traccio en el
cas que es considerin també els efectes del component radial F. de la forga
transmesa..

Finalment, hi ha el problema de la determinacié de la seccié d’encastament.

Métode ISO: Determina la seccié d’encastament a partir dels punts de tangén-
cia de dues rectes inclinades de 30° respecte de I'eix de la dent amb les corbes
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d’enllag del peu de la dent. (V. Fig. 4). Aquesta practica, iniciada a Alemanya,
sembla que es justifica per la millor correspondéncia amb el punt on s’inicien
les fissures de fatiga. Pero, sobretot, representa una simplificacio en el calcul.

Métode AGMA: Segueix el criteri primitiu de Lewis: la inscripcié d’'una parabola
d’igual resisténcia en la dent.

Discussio: Aquestes hipotesis de calcul lleugerament divergents condueixen a la
practica a resultats que difereixen entre si menys d’'un 10 %, sempre que es tracti
de les eines avui dia normalitzades.

En el present treball ens hem proposat recorrer el camp d’existéncia dels engranat-
ges rectes; en consequéncia, ens hem trobat davant del problema d’haver de calcu-
lar la resisténcia de dents de forma i proporcions molt diferents a les que resultarien
de les eines normalitzades. Hem preferit, doncs, evitar tota simplificacié o aproxima-
cio a fi d’evitar distorsions en els resultats, malgrat la major complexitat de calcul, i
cenyir-nos el més possible al. model preestablert.

L’aplicacié de la carrega total en I'extrem de la dent, afectada d’un factor de reparti-
ment K;, no és altra cosa que una manera simplificada d’obtenir els mateixos resul-
tats que amb el métode del punt de contacte unic: preferim, doncs, aquest darrer.

El métode de les dues rectes a 30° per a determinar la seccié d’encastament no ens
serveix, ja que en alguns casos I'angle de funcionament és superior a aquest valor,
la qual cosa fa que no sigui possible trobar el punt de tangéncia.

La questio de prendre o no en consideracio el component radial F, de la forca trans-
mesa es presta a majors discussions. Nosaltres hem preferit considerar-lo.

b) Factor de concentracié de tensions Y.. Gracies a les técniques fotoelastiques
s’ha pogut comprovar que la tensio real en el peu de la dent és sempre superior
a l'obtinguda per calcul. Aquest és l'origen del factor de concentracié de tensi-
ons, per al qual han estat proposades nombroses formules.

Meétode ISO: no es pronuncia encara sobre aquest punt.
Métode AGMA: adopta la formula donada per Dolan i Broghamer.

Discussio: La formula de Dolan i Broghamer és el resultat d’'una investigacié basada en
les tecniques fotoelastiques (Ref. 14) a base de les recents técniques dels elements
finits ha vingut a confirmar els resultats de Dolan i Broghamer, i a posar en dubte altres
expressions com la de Baud, adoptada per G. Henriot (Ref. 26, pag. 330).

Alguns calculs que hem realitzat basats en la férmula de Baud ens han conduit a
valors poc versemblants per a aquest factor, sobretot en rad de la diversitat de for-
mes i proporcions de les dents que hem assajat. Els valors que hem calculat a base
de la formula de Dolan i Broghamer presentaven una major uniformitat.

Com a consequéncia de tot el que acabem de dir, hem adoptat aquesta ultima for-
mula en les nostres calculs (V. Apéndix A2).

3.3.2 TERMES QUE INTERVENEN EN EL FACTOR DE TREBALL

D’entre els termes que detallarem a continuacio, el factor de distribucié de carrega
Km i el factor dinamic K, no sén totalment independents de la geometria de I'engra-
natge: les estimacions més simples fan dependre el primer de 'amplada B o de la
relacio entre 'amplada B i el diametre del pinyé D4 , i el segon de la velocitat perife-
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rica V. No obstant, ja aquesta dependencia de la geometria queda modulada a tra-
vés d’aspectes tals com els errors d’alineacio dels eixos i la precisido del muntatge
en el primer, i el grau de precisié de fabricacio en el segon i, a més, sovint la seva
formulacié es presta a discussions, en el present treball hem preferit partir d’'una
estimacioé d’aquests factors i considerar-los constants al llarg del procés d’optimit-
zaci6. Quan I'estimacié no hagi estat prou correcte, caldra procedir a un mou temp-
teig a base de valors més ajustats.

a)

Factor de durada K. El factor de durada corregeix el valor de I'esfor¢ admissible
de fatiga quan la vida prevista per a I'engranatge és menor a 10’ cicles. La seva
expressio, deduida de les corbes de Wholer, és:

107 )
Ky :(N_J pera Ng <10’
0

i No = nombre de cicles de vida

El valor de I'exponent c es presta e discussions: AGMA doéna una taula de valors
de Ky, en funcié del nombre de cicles de vida Ny i de la duresa de I'acer, que cor-
responen a valors de c compresos entre 1/7 i 1/19; G. Henriot (Ref. 26, pag. 342)
pren un valor de ¢ = 1/10, terme mitja entre els més usats a Europa i América.
Nosaltres seguirem aquest ultim criteri.

Factor dinamic K,. El factor dinamic té en compte les sobrecarregues que actuen
sobre les dents en virtut dels errors de fabricacié de I'engranatge, de les masses
en joc i de la velocitat de gir.

La preocupacié per I'efecte de les carregues dinamiques parteix de Lewis ma-
teix: junt amb el seu métode de calcul va donar una taula d’esforgos admissibles
en funcioé de la velocitat tangencial. (Ref. 35, pag. 415). Aquesta preocupacio va
culminar amb la publicacio el 1931 dels resultats dels treballs sobre carregues
dinamiques realitzats per E. Buckingham, (Ref. 13). L’equacio de les carregues
dinamiques de Buckingham, tot i ésser una bona aproximacio a la realitat, és ex-
cessivament laboriosa de calcul. La practica, I'ha substituit per un factor dinamic
Ky, funcié de la qualitat de I'engranatge i de la velocitat periférica.

Els valors que en donen els diferents autors (AGMA, Ref. 3; Dudley, Ref. 23;
Henriot, Ref. 26), ofereixen una bona concordanca.

En el present treball adoptarem la taula donada per G. Henriot (Ref. 26, pag.
341); cal prendre la inversa del valor donat per la Fig. VII-19.

Factor de distribucié de la carrega Kn. Aquest factor t¢ en compte la possible
concentracio de la carrega en una zona de la dent, causada per una mala aline-
acio dels eixos, deformacions dels coixinets, deflexions dels arbres i deflexions
de les propies dents.

Métode ISO: déna diverses taules i grafics, segons les dades de qué disposa.

Els valors donats per G. Henriot (Ref. 26, pag. 347) sén més optimistes que els
donats per AGMA, ja que G. Henriot considera que aquest aspecte queda en
part cobert pel factor dinamic K,.

Nosaltres preferim guiar-nos per la Taula 3 de la norma AGMA 220.02 (Ref. 3).

Factor de servei Kq. Aquest factor té en compte les sobrecarregues degudes tant
al régim de funcionament de I'orgue propulsor con de I'orgue propulsat. Hi ha
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una notable concordancga entre els valors donats per G. Henriot (Ref. 26, pag.
340) i els donats per AGMA.

Nosaltres ens guiarem per la Taula 4 de la norma AGMA 220.02 (Ref. 3).

e) Els restants factors tenen en compte aspectes molt particulars del disseny. Donat
que el proposit del present treball no consisteix en calcular engranatges concrets,
sind establir quina en seria la millor solucié geométrica, els assignarem el valor 1.

3.4 CRITERI DE CALCUL ADOPTAT, CONSEQUENCIA DE L’ANALISI ANTERIOR

Prendrem, doncs, com e criteri basic de calcul el proporcionat per la norma AGMA
220.02 amb les lleugeres modificacions ja esmentades.

Tenint en compte I'expressio de la forga tangencial en el punt d'engranament F i del
modul m (V. Cap. 1), i les simplificacions que acabem d’esmentar, I'expressié 3.3 es
transforma en la seguent:

1 . Pot 'Z'KO'Km'Kv'YfSO-b'& (3.4)
B.D? 2-u Y,
- w1 (63
T+
on: B = Amplada de contacte (m)

D = Distancia entre centres (m)

u = Relacio de transmissid

Z = Nombre de dents suma

Pot = Poténcia transmesa (W)

o1 = Velocitat Angular del pinyé (rad/s)

op = Esforg de flexio a fatiga admissible (N/m?)

Ko = Factor de servei (AGMA 220.02, Taula 4)

Ky = Factor de durada per a la ruptura a flexio (K, =
10”/No, per a No < 10; 1 per a No > 107)

Km = Factor de distribucié de carrega (AGMA 220.02,
Taula3)

Ky = Factor dinamic (Ref. 26, pag. 341; Fig. VII-19: cal
prendre el valor invers del donat per la figura)

Y. = Factor de concentracio de tensions (V. Apéndix A1)

Ys = Factor de forma (V. Apéndix A2)

3.5 DETERIORAMENT DE LA PUNTA DE LA DENT

Es cosa coneguda que els engranatges acabats en una punta excessivament fina
estan sotmesos el perill descantonament o despuntament.

Les rodes tallades amb eines normalitzades, generalment tenen un cap de la dent
suficientment ample per a no presentar el perill anteriorment esmentat; Potser a-
questa és la rad de I'escassetat de la bibliografia que existeix sobre el tema.

Com més endavant veurem, en el nostre estudi aquest és un aspecte fonamental;
pensem, pero, que per a arribar a alguna conclusié correcta cal un estudi molt de-
tingut i laboriés que no podem abordar en el si del present treball (ens hem limitat,
doncs, a demostrar la importancia que té sobre els valors optims una variacié del
gruix de cap de la dent. (V. 7.1.5). No obstant, ens agradaria fer algunes considera-
cions sobre el tema:
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e) La forca de contacte que s’exerceixen les dents d’'un engranatge entre si crea
dues zones de concentracio de tensions (la fotoelasticitat ho mostra molt clar): la
propia zona de contacte (pressions de Hertz), i la zona del peu de la dent (tensi-
ons maximes de tensioé i compressio).

b) En desplacgar-se el contacte vers la punta de la dent, és la zona de tensions de
contacte la que s’hi acosta. A més, en apropar-se el contacte a I'extrem de la dent,
forcosament ha d’existir un efecte de contorn que amplifica les tensions de com-
pressio maximes.

Nosaltres pensem que per a resoldre aquest problema cal, en primer lloc, plantejar
el problema elastic en tota la seva generalitat (potser el métode dels elements finits
podria ésser un model apropiat) i, en segon lloc, procedir a una comprovacio expe-
rimental dels resultats.
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4. CALCUL PER A LA PREVENCIO DE LA FORMACIO
DE PICADURES

Avui dia encara no hi ha un acord total entre els autors sobre els mecanismes que
produeixen les picadures; no obstant, perd, podem afirmar que el nombre de cicles
de vida, el grau d’acabat superficial, la duresa del material, el lubricant, el valor de la
carrega i la velocitat de lliscament influeixen sobre la resisténcia a les picadures.

En primer lloc, és util de distingir dos tipus de picadures:

a) Les picadures superficials, de petita grandaria, localitzades a profunditats de
0.01 a 0.02 mm de la superficie.

b) Les picadures profundes, de major grandaria, que se situen a major profunditat
(0,1 a 0,2 mm sota la superficie).

Les picadures superficials son engendrades per I'existéncia d’'uns esforgos de cisa-
llament elevats a molt poca profunditat sota la superficie deguts a les variacions de
pressio i a la cavitacid causades per la rugositat superficial. Només es produeixen
en rodament pur i en preséncia del lubricant. Desapareixen en les zones en qué
existeix un cert lliscament.

Les picadures profundes sén engendrades per 'existéncia d’uns esforcos de cisa-
llament elevats situats a una certa profunditat, els quals no depenen de la distribucié
precisa dels esforgcos en la superficie en rad de la rugositat. Es produeixen tant en
contactes secs com en contactes lubricats, i sén molt menys sensibles al lliscament
que les picadures superficials.

4.1 TEORIA DE HERTZ

Els primers métodes de calcul de les tensions superficials van ser establerts en ba-
se de la teoria de Hertz sobre les tensions de contacte (Ref. 27).

Aquesta teoria segueix el segiient model: es tracta d’analitzar el fenomen que té lloc
entre dos cilindres en contacte no lubricat, que s’exerceixen una forca estatica mu-
tua. Parteix, a més, de les seglents consideracions: el material és isotrop i perfec-
tament elastic, i els cilindres tenen una longitud infinita.

A partir d’'aquest model, Hertz arriba a la conclusié que s’estableix una zona de con-
tacte d’amplada de 2-ay, degut a la deformacié d’ambdues superficies; la distribucid
de pressions sobre aquesta zona té una forma el-liptica; i la maxima pressio superfi-
cial és py (Fig. 6).

Els valors de ay i py soN:

0 [8FuP (4.1 a)
. mE

o @ 1 B Ry (4.1 b)
" 4R 2w 0,

on Fn, =Forca normal i unitaria aplicada sobre el flanc

E = = Modul d'elasticitat reduit
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Eqi E2 son els moduls d’elasticitat de piny6 i roda
v1ive sOn els coeficients de Poisson de piny6 i roda.
1

P, = - 1 - Radi de curvatura reduit

7+7
TC T,C

T4C i T,C Radis de curvatura d'ambdds flancs en el punt de contacte
considerat (V. Fig. 6).

Aquesta distribucioé de pressions superficials es correspon amb un estat tensional en
la massa de la dent que presenta les seguents caracteristiques:

a) No hi ha tensions de traccid; sols hi ha tensions de compressio i de cisallament.

b) Les tensions de cisallament principals s6n maximes a una profunditat de z, =
0,8-an en la normal del punt de contacte, i formen un angle de 45° amb la super-
ficie; el seu valor és de 1, = 0,3-GH.

c) Les tensions de cisallament ortogonals orientades en la direccio paral-lela a la
superficie es troben e una profunditat de z,+ = 0,5-ay, | presenta dos valors ex-
trems: zot = +0,25-ay i Zort = -0,25-ap.

En considerar el moviment mutu dels dos flancs, I'esfor¢ de cisallament principal
esdeveé un esforg polsant en passar el flanc contrari per damunt d'ell (de 0 a 0.3 py i
altre cop a 0), mentre que els esforgos de cisallament ortogonals adquireixen un
caracter alternant (entre + 0,25-py i —0,25-py). S’admet que és la variacio total de la
tensié la que produeix la fatiga i no el valor absolut; per tant, cal considerar que sén
les tensions de cisallament ortogonals les responsables de les picadures profundes.

La teoria de Hertz, perd, no considera la influéncia de tres aspectes que la practica
ha demostrat que son importants:

— la presencia del lubricant
— les tensions creades pel fregament
— i la rugositat superficial.

El 1935, Way (ref. 40) va insinuar que les fissures que inicien les picadures es for-
men a la superficie, i que la pressio hidrostatica de 'oli empresonat en aquestes
fissures és el causant de la seva propagacio.

Aquest esquema va ésser completat per Wulpi a 1966 (Ref. 44 ): en les capes pro-
peres a la superficie es donen dos tipus de tensio de cisallament:

— Unes tensions de cisallament que tenen la mateixa direccio tant en la roda con-
ductora com en la conduida, i que soén causades pel rodament (segons la teoria
de Hertz).

— Unes tensions de cisallament que inverteixen el seu signe en passar pel punt d'en-
granament |, i que tenen sentits inversos en la roda conductora i en la roda con-
duida: son degudes al lliscament.

D’aixd en resulta que la fissuracio, quan es manifesta, pren orientacions diferents
segons la dent (conductora o conduida) i, per a una mateixa dent, segons la regi6
(el peu o el cap de la dent). La Fig. 7 déna les diferents orientacions possibles de
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les fissures, tal com se’n dedueix de la composicié de les diferents sol-licitacions en
presencia.

Tant en el peu de la dent conductora com en el peu de la dent conduida, la inclina-
cio de les fissures és tal que el contacte entre els dos flancs empresona I'oli dintre
d’ells, mentre que en els caps de la dent, tendeix a expulsar-lo. L’'experiéncia sem-
bla confirmar el diferent sentit en qué es propaga la fissura en la roda conductora
(del peu vers el cap), i en la roda conduida (del cap vers el peu). (V. Fig. 7).

4.2 TEORIA DE LA LUBRICACIO ELASTOHIDRODINAMICA

En aquestes ultimes decades s’ha anat desenvolupant una poderosa eina per a la
comprensié dels contactes lubricats: la teoria de la lubricacié elastohidrodinamica
(EHD).

Martin, al 1916 (ref. 29), havia estudiat el gruix de la pel-licula de lubricant que es
crea entre dues superficies en virtut del seu moviment relatiu (efecte hidrodinamic);
la comparacio dels resultats de la seva teoria amb els resultats experimentals obtin-
guts a base d’engranatges va ser un complet fracas. No va ésser fins que es van
prendre en consideracié simultaniament els efectes hidrodinamic i de deformacio
elastica de les superficies que es va obtenir una bona correspondéncia amb la reali-
tat; més endavant, s’hi ha introduit els efectes de les caracteristiques reologiques.
L’elaboracié d’aquesta teoria demana la resolucidé simultania de les equacions de
I'elasticitat i de les equacions que governen el comportament dels fluids: el procés
d’analisi ha estat llarg i hi han intervingut nombrosos investigadors. Entre ells podem
destacar Grubin (V. Ref. 25) i Pretrusevich (V. Ref. 33).

Els resultats teodrics actuals presenten les caracteristiques seguents:

— La pellicula de lubricant té un gruix practicament constant al llarg de tota la zona
de contacte i sols presenta un estrenyiment a la sortida (és el punt de minim gruix).

— La distribucié de pressions sobre la zona de contacte és bastant semblant a la
distribucié de Hertz; presenta, perd, una punta de pressido que es correspon al
punt d’estrenyiment de la pel-licula de lubricant.

La preocupacio principal d’aquesta teoria ha estat calcular el minim gruix de la pel-li-
cula de lubricant. La complexitat del calcul és tal, que sols ha estat possible obtenir
solucions de problemes particulars. A partir d’aquestes solucions, Dowson i Higgin-
son (Ref. 22) van establir una férmula empirica del gruix minim de la pel-licula, que
té la expressidé seguent:

HO =16 - Fnu-0,13 . Er0,03 . pC0,43 . (T]O 'V2)0'7 . 0(,00'6 (32)

on: hy = Gruix minim de la pel-licula de lubricant
Fno = Forca normal unitaria
E, = Modul d’elasticitat reduit
pc = Radide curvatura reduit
no = Viscositat "representativa” del lubricant
ap = Coeficient de pressio “representatiu” de la viscositat del lubricant
vy = Velocitat suma = lv4 + val

No obstant haver estat establerta aquesta formula per a casos de rodadura pura, les
experiéncies realitzades a base de discos mostren que la velocitat de lliscament Vgc
té molt poca influencia sobre el valor del minim gruix.
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Diverses investigacions recents utilitzen un parametre derivat de la teoria de la lu-
bricacioé elastohidrodinamica que sembla que tindra una gran importancia practica
en el futur: s"Tanomena "gruix relatiu de pel-licula" A, i és el quocient entre el gruix
minim de la pel-licula hg, i un valor gy que té dimensié de distancia, i que és funcio
de la rugositat de les superficies en contacte (alguns autors usen la rugositat total
R, i d’altres la rugositat R,). Aquest parametre té interés pel fet que pren en consi-
deracié simultaniament I'efecte del lubricant, les deformacions elastiques de les su-
perficies i la rugositat superficial (V. els treballs de Dawson; Ref. 16).

Tot i que la teoria de la lubricacié elastohidrodinamica sembla tenir un brillant futur, i
malgrat els primers estudis realitzats per Dawson i Higginson sobre la seva aplicacio
als engranatges (Ref. 22), en aquest moment encara no disposem d’'un metode de
calcul suficientment complert i elaborat per a poder-lo aplicar als engranatges d’una
manera general.

El gruix relatiu de pel-licula A pot ésser un bon index per a prevenir les picadures
superficials; no obstant, els resultats de la teoria elastohidrodinamica en quant a les
tensions de cisallament profundes no difereixen substancialment dels resultats de la
teoria de Hertz.

Per tot el que acabem de dir, preferim cenyir-nos als métodes de calcul avui dia
usats, basats en les tensions de contacte de Hertz.

4.3 ANALISI COMPARATIVA | DISCUSSIO DELS METODES ISO | AGMA

Analogament al calcul per a la prevencié de la ruptura de la dent per fatiga, ens tro-
bem davant de dos sistemes de calcul amb d’un Us estés, per a la prevencié de les
picadures: el donat per ISO i el donat per AGMA; tots dos prenen la maxima pressio
de contacte de Hertz py com a index de les tensions admissibles, i I'afecten de diver-
sos factors de correccid. Una expressié general per ambdoés sistemes podria ésser:

1 E K, -K
ﬂ'p_;'Fnu'Ko'Kd'Kf'Km'Kr'KvScﬁ'# (4.3)
On: oy = Esforgos de contacte a fatiga admissibles

Fno = Forga normal unitaria

E; = Modul d’elasticitat reduit

pc = Radide curvatura reduit

Ko = Factor de servei o factor de sobrecarregues
Kt = Factor de superficie

Ky = Factor de grandaria

Ky = Factor de dura da o de vida

Kn = Factor de relacio de dureses de pinyo i roda
Km = Factor de distribuci6 de carrega

K. = Factor de repartiment

Ks = Factor de seguretat

Ki = Factor de temperatura

Ky = Factor dinamic

El significat d’alguns d’aquests termes difereix en els métodes ISO i AGMA. Proce-
direm, doncs, a una analisi dels criteris que sustenten cada un d’aquests dos meéto-
des a fi d’arribar a establir la nostra propia base de calcul.

Tal com hem indicat anteriorment, desglossarem I'expressié (4.3) en dos factors: un
d’ells, el factor geomeétric incloura els aspectes que depenen fonamentalment de la
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geometria i I'altre, el factor de treball, incloura els termes restants. Ens dedicarem
preponderantment al primer.

4.3.1 TERMES QUE INTERVENEN EN EL FACTOR GEOMETRIC

Métode ISO: proposa prendre el punt d'engranament com a punt de calcul; justifica
aquesta eleccié dient que és precisament en la zona del punt d'engranament on
s’inicien les picadures. A més, ISO acorda afectar la carrega normal unitaria F,, d’un
factor de repartiment K;, que vol tenir en compte el repartiment de la carrega entre
dues parelles de perfils. El seu valor seria:

K - % (3.3.1)
on: ¢ = Coeficient de recobriment.
Métode AGMA: proposa prendre com a punt de calcul el punt més alt sobre el flanc
de la roda on hi ha encara un sol parell de flancs en contacte (punt de contacte unic;
punt B4. V. Fig. 5). No pren en consideracio cap tipus de repartiment de la carrega i
per tant adopta K = 1.

Discussio:

El prendre com a punt de calcul el punt d'engranament |, o el punt de contacte unic
B2, no condueix a excessives diferéncies en engranatges normalitzats. Les diferén-
cies augmenten per a reduccions grans i per a rodes de poc nombre de dents (les

tensions calculades segons el métode AGMA arriben a ésser un 10 % majors que
les calculades segons el métode ISO).

El que ofereix majors discrepancies és el factor de repartiment K;, sobretot per a
coeficients de recobriment € una mica elevats (V. grafic 1). Els valors d’aquest coefi-
cient adoptats per ISO semblen ésser un compromis entre els valors adoptats pels
francesos (Capelle, Henriot) i el valor unitat adoptat fins aleshores per la norma a-
lemanya DIN.

En la practica, rara és la vegada en que en el punt d'engranament | es pot repartir la
carrega entre dues parelles de flancs i, en tot cas, un coeficient de repartiment a-
doptat per ISO ens sembla molt optimista. En consequéncia, preferim el criteri d'AG-
MA ja que calcula la tensié en el punt més desfavorable de contacte unic B, en el
qual no hi ha discussié sobre un possible repartiment de la carrega.

Aquest és, doncs, el criteri que hem adoptat.

4.3.2 TERMES QUE INTERVENEN EN EL FACTOR DE TREBALL

a) Factor de durada Ky corregeix el valor de I'esforg superficial admissible de fatiga
quan la vida prevista per a 'engranatge és menor a 10’ cicles; la seva expressio
es dedueix d’'unes corbes de Wholer analogues a las de flexio a fatiga:

107 Y ,
Ky = N pera N, <10 (4.3.2)
0

on: No = Nombre de cicles de vida previstos

El valor de I'exponent ¢' donat pels diferents autors oscil-la entre 1/5 i 1/8.5
(aquest ultim valor és el donat per AGMA); per al nostre proposit prendrem un
valor mitja, tal com fa G. Henriot: ¢'= 1/6 (Ref. 26, pag. 374).
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b) Els factors de servei Ky, de distribucié de carrega Ky, i dinamic K,, tenen el ma-
teix significat que en el calcul per a la prevencié de la ruptura per fatiga (3.3.2).

c) Els restants factors (de relacié de dureses K, de seguretat K, de grandaria Ky i
de temperatura K;), tenen en compte aspectes molt particulars del disseny. Do-
nat el caracter del present treball, els assignarem el valor 1.

4.4 CRITERI DE CALCUL ADOPTAT, CONSEQUENCIA DE L’ANALISI ANTERIOR

Adoptem, doncs, com a criteri basic de calcul el proporcionat basicament per la nor-
ma AGMA 210.02.

Tenint en compte I'expressié de la forca normal unitaria F,, i el radi de curvatura
reduit en el punt de contacte unic B,, pg2 (V. Cap. 1), aixi com les simplificacions
indicades en la secci6 anterior, I'expressio (4.3) es transforma en la seguent:

1 1+ Pot E

. . LT 'Ko'Km'KVSUﬁ'KH
B-D 2.1m-py w,-cosa pg,

1 tanaana/c (4.4)
2
Pe: (1-9,)- o, -tan20(+2'—ﬂ-(2-go1 —-1)-tan a—(“)
Z Z

on: B = Amplada de contacte (m)
D = Distancia entre centres (m)
o = Angle de funcionament (rad)
u = Relacioé de transmissio
Z = Nombre de dents suma
@1 = Factor de cap de piny6
Pot = Poténcia transmesa (W)
o1 = Velocitat angular del piny6 (rad/s)
E: = Modul d’elasticitat reduit (N/m2)
on = Esforg de contacte admissible per fatiga (N/m?)
Ko = Factor de servei (AGMA 210.02, Taula 2)
Ky = Factor de durada per a les tensions de contacte (Ky

= (10"/No)"® per a Np < 10”; Ky = 1 per a No > 107)

Km = Factor de distribucié de carrega (AGMA 210.02, Tau-

la 1)
Ky = Factor dinamic (Ref. 26, pag. 341; Fig. VII-19: cal
prendre el valor invers del donat per la figura).
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5. CALCUL PER A LA PREVENCIO DE L’EXCORIACIO

Malgrat els anys que fa que s’estudia, i els esfor¢os que s’hi han dedicat, el feno-
men de I'excoriacié continua essent avui dia encara mal conegut.

Va apareixer com a problema a mitjans dels anys 20, en aplicar els grups d’engra-
natges hipoides en els eixos de darrera dels vehicles automobils (els engranatges
hipoides presenten una gran velocitat de lliscament). La descoberta, poc després, per
part dels técnics de lubricants, d’uns additius anomenats d”extrema—pressi¢" (additius
E—P) ha estat I'inica solucio practica d’aquest problema.

Més tard, i a causa de la continua tendéncia a utilitzar acers cada cop més resis-
tents a fi de poder transmetre majors carregues, ha anat augmentant el nombre de
casos d’engranatges rectes que s’han vist limitats per I'aparicié de I'excoriacio.

El fenomen de I'excoriacid no es produeix per un procés de fatiga com la ruptura i
les picadures anteriorment estudiades, siné que es presenta d’'una manera sobtada
qguan les condicions de funcionament arriben e uns certs valors critics; s’acompanya
de vapors i d’un notable augment de soroll.

Les zones més afectades son els caps i peus de les dents (contrariament a les pi-
cadures que apareixen inicialment en la zona del punt d'engranament), presenten
unes estries d’aparencga rugosa en el sentit de la velocitat de lliscament. El fenomen
acostuma a presentar major problema en les engranatges de grans moduls.

Es influit per nombrosos factors, entre els quals citarem: les pressions de Hertz, la
velocitat de lliscament, les caracteristiques del lubricant, les propietats del material i
I'acabat superficial.

Les darreres investigacions sobre la lubricacié elastohidrodinamica senyalen que,
per severes que siguin les condicions de funcionament (pressions de Hertz i veloci-
tat de lliscament) entre els flancs de les dents, persisteix una pel-licula de lubricant
hidrodinamica, ja sigui total, ja sigui parcial (interrompuda per les aspreses superfi-
cials), que separen ambdods flancs. A més, existeixen una capa limit i una capa d’o-
xid que protegeixen les superficies.

Per tel que s’arribi a produir el contacte entre els dos metalls verges, han d’ésser
destruides aquestes tres capes protectores.

Han estat concebuts nombrosos mecanismes per explicar el fenomen de I'excoria-
cio: alguns relacionats amb la viscositat o volatilitat del lubricant, altres relacionats
amb els efectes de cavitacio, altres amb diversos efectes quimics, etc.

Ara bé, de tots els possibles indexs per a preveure I'excoriacid, el més acceptat
(encara que no unanimement) ha estat la temperatura de conjuncio, o temperatura
assolida en la zona de contacte en virtut del calor generat per friccid. Aquest és el
criteri seguit pels dos métodes que analitzem e continuacio.

5.1 CRITERI PV D'ALMEN

La primera temptativa de donar un criteri quantitatiu per a la prevencié de I'excoriacio
va ésser realitzada per Almen el 1935 (Ref. 1). Va fer la consideracié que la tempera-
tura de conjuncio (causa de I'excoriacio) és proporcional al producte de la maxima
pressio de contacte (o de Hertz) i la velocitat de lliscament: aixi va néixer el factor PV.
Almen, després d’haver analitzat les condicions de funcionament de diversos engra-
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natges, uns que havien sofert excoriacié i d’altres que no, va arribar a la conclusié
que, a efectes de disseny, cal no sobrepassar el valor de 1.500.000 per al producte
PV mesurat en unitats angleses: (lliura/polzada®):(peu/segon); o també 3,1-10° (W/m).
Aquest ha esdevingut un dels criteris classics per a la prevencié de I'excoriacid.

Els valors més desfavorables d’aquest factor es presenten en els extrems de la linia
d’engranament, ja que és on existeixen les pressions de Hertz. més importants i les
velocitats de lliscament més grans. Les modificacions de perfil d’uUs comu avui dia
(la despulla de cap en particular), han disminuit notablement el perill d’excoriacio;
malgrat aixd, quan I'excoriacié es produeix, continua apareixent en les zones del
cap i del peu del flanc.

En aquesta situacio hi ha dues parelles de perfils en contacte i, per tant, és licit de
pensar en un cert repartiment de la carrega. Aixi, doncs, a més d’afectar el valor de
la potencia transmesa dels diversos factors correctors ja introduits en el calcul de la
ruptura i de les picadures (factor de servei Ky, factor de distribucié de carrega Ky, i
factor dinamic K,; V. 3.3.2), hauriem d’introduir un factor de repartiment K; que tin-
gués en compte aquest aspecte.

El criteri del factor PV d'Amen, un cop introduides les expressions de les pressions
maximes de Hertz PH i de la velocitat de lliscament Vg4 (V. Cap. 1), pot formular-se
de la seguent manera :

1

_ 2
rp (W) -9 —) Pot-w,-E. K, K_-K, K <PVZ (5.1a)

Enel punt A: — i
B2mu (1-¢) ¢
2
Enelpunt Ay . M (UHH)-0: 20 oy ) £ K .K_.K,.K <PVZ (5.1.b)
B 2mu (1-9,) 0
on: B = Amplada de contacte (m)
u = Relacié de transmissio
@11 @2 = Factors de cap de pinyo i roda (V. Cap. 1)
Pot = Potencia transmesa (W)
®1 = Velocitat angular del pinyo (rad/s)
E, = Modul d’elasticitat reduit (N/m?)
Ko = Factor de servei (V. secci6 3.3.2)
Km = Factor de distribucié de carrega (V. seccio 3.3.2)
Ky = Factor dinamic (V. secci6 3.3.2)
Kr = Factor de repartiment
PVaim = Valor maxim del producte PV admissible (W/m?)

Segons indica Henriot (Ref. 26, pag. 222), i segons hem pogut comprovar nosaltres
mateixos, el fet d’igualar els lliscaments especifics en els dos punts extrems del
segment actiu de la linia d'engranament A1 i Az equival també a igualar el valor dels
factors PV en aquests mateixos dos punts: s’obté aixi, un criteri per a situar el seg-
ment A1A; dintre de la linia d'engranament T1T,. En aquest cas, prenent una sola de
les dues expressions 5.1a o0 5.1b n’hi ha prou.

Diverses raons, entre elles les modificacions del perfil d’evolvent, van permetre
construir engranatges que funcionaven correctament en condiciona en qué el factor
PV era molt superior al predit per Aimen (sobretot quan la velocitat de lliscament
creixia). Aixo va dur a Almen i Straub (Ref. 37) a una revisio de la seva formula: van
establir un nou factor PVT que donava uns valors més uniformes, segons ells, per a
la més ampla gamma de velocitats de lliscament usades en aquell temps (uns 25
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m/s). P i V tenien el mateix significat que en el factor PV, mentre que T significava la
distancia del punt d'engranament | al punt de contacte C.

L’analisi dimensional ens mostra que el factor PV té dimensions de potencia per
unitat de superficie, mentre que el factor PVT té dimensions de potencia per unitat
de longitud. Al nostre entendre, la potencia transmesa per unitat de superficie pot
ser un indicador valid del calor generat pel fregament en aquell punt, perd, no la po-
tencia transmesa per unitat de longitud (factor PVT). A. més, el factor PV ens impo-
sa un limit inferior per a 'amplada de contacte B, mentre que el factor PVT ens im-
posaria un limit superior, cosa absurda.

Per tant, no anirem més enlla en I'analisi del factor PVT d'Almen.

5.2 TEORIA DE LES TEMPERATURES FLASH DE H. BLOK

H. Blok va recollir la idea que va guiar a Almen, segons la qual I'excoriaci6 és fruit de
la generacié instantania i localitzada de calor de friccio; a 'any 1937, H. Blok va publi-
car diversos articles (Ref. 7 i 8) que van configurar la "teoria de les temperatures
flash", la qual representa una elaboracié i major precisié de I'esquema d' Almen, aixi
com la proposta d’'un indicador per a I'excoriacié en forma d’increment de temperatura
(temperatura flash) enlloc de potencia transmesa per unitat de superficie.

El model de Blok podria establir-se de la seglient manera: analogament a la flama
gue es mou sobre una superficie en una soldadura, la zona de contacte (establerta
segons la teoria de Hertz) és una font de calor de fricci6 que es mou respecte als
dos flancs en contacte. El calor de friccié generat es reparteix entre les dues super-
ficies (reparticid que és funcio de les caracteristiques térmiques d’ambdds metalls i
de la velocitat dels flancs respecte la zona de contacte), no sense abans haver do-
nat lloc a una elevacio localitzada i de molt breu durada de la temperatura (tempera-
tura flash).

Estableix, a més, dues consideracions importants: no existeix cap salt de temperatu-
res entre les dues superficies en contacte, i el coeficient de fregament es manté
constant.

L’expressio donada per H. Blok per a l'increment instantani de la temperatura en el
cas en qué els dos materials presentin les mateixes caracteristiques, és (Ref. 12):

3
T, =o,62~bl~ F““p 2 Vie = Ve (5.2)
0 c
on: f = Coeficient de friccid
bo = Coeficient de contacte termic: b, = /k-5-C; k = Con-
ductivitat del calor; 6 = Densitat; i C, = Calor especi-
fic per unitat de massa. Per als acers d’us normal
oscil-la entre 1,2:10*i 1,6:10* N/(m.s""2-°C)
Fru = Forga normal unitaria (N/mg
E: = Modul d’elasticitat reduit (N/m*)
Pc = Radi de curvatura reduit en el punt de contacte C (m)
Vic i Voc = Velocitats tangencials dels flancs en el punt de

contacte C (m/s)

D’una manera analoga a quan hem tractat el factor PV d'Almen, els valors més des-
favorables de |la temperatura flash es presenten en els extrems de la zona activa de
la linea d'engranament A4 i Ap; igualment, doncs, també caldra afectar la forga nor-
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mal transmesa, pels diversos factors correctors anteriorment senyalats, inclos el
factor de repartiment K, (V. 5.1).

El 1939, H. Blok va enunciar el "Postulat sobre la constancia de la temperatura d’ex-
coriaci6 per a lubricants sense additius E-P" (extrema pressio) (Ref. 9), la qual cosa
venia a fer operatiu el concepte de les temperatures flash; aquest postulat estableix
que, per a prevenir I'excoriacié, cal que la temperatura de conjuncié o de contacte
T (suma de les temperatures flash T:i la temperatura de la massa de la dent Ty), no
ha de sobrepassar un determinat valor anomenat temperatura d’excoriacio Te, la
qual no depén de les condicions de funcionament:

Te=Ti-Tp < Tex

Aquest postulat ha estat motiu de nombroses controvérsies; diverses experiéncies
semblen confirmar-lo, mentre d’altres semblen contradir-lo. L’autor creu, no obstant,
en la seva correcci6 i atribueix les faltes de concordanca entre teoria i practica a
deficiéncies en els métodes d’experimentacié o a aspectes que no s’han tingut en
compte en el calcul (Ref. 12).

Un altre aspecte que ha suscitat discussions ha estat el fet d’aplicar la teoria de les
temperatures flash, establerta per al cas en qué hi ha contacte entre les superficies i
es pot assegurar la inexisténcia de salt de temperatura entre elles, a la prediccio
d’excoriacio, fenomen que, segons els recents estudis, es déna quan existeix enca-
ra una pel-licula elastohidrodinamica no menyspreable. H. Blok fa notar, perd, que
I'increment de la temperatura flash depén fonamentalment de la quantitat de calor
generat, i no de la distribucié d’aquest calor sobre la zona de contacte (Ref. 11 12):
aixd donaria peu a aplicar aquesta teoria als contactes lubricants sempre que s’a-
dopti un coeficient de friccio f adequat.

Alguns complexos calculs realitzats sobre pel-licules elastohidrodinamiques no iso-
termes semblen confirmar aquesta explicacio (Ref. 12).

P.M. Ku (Ref. 28) en la discussio d’un dels articles de H. Blok, diu, en primer lloc, que,
encara que es comprovi que la temperatura d’excoriacié no es manté constant, men-
tre es conegui la seva llei de variacio, la teoria de les temperatures flash continua es-
sent valida; per altra banda, creu que l'interés d’aquesta teoria resideix en I'estudi de
situacions on la interaccié quimica lubricant-metall-atmosfera és important, fet que
es dbna en I'excoriacio, i que és menys acusat en els lubricants sense additius que en
els lubricants amb additius. En els casos en que la interaccié quimica lubri-
cant-metall-atmosfera és negligible, la teoria de la lubricaci6é elastohidrodinamica
proporciona una bona aproximacié per a determinar les condicions en qué es passa
del régim de lubricacié elastohidrodinamica al régim de lubricacio limit.

Per altra banda, el gruix relatiu de pel-licula (V. 4.1) no sembla ésser un indicador
adequat per a preveure I'excoriacié (Ref. 5).

5.3 CRITERI DE CALCUL ADOPTAT

Si no tenim en compte I'efecte del repartiment de la carrega, els punts més desfavo-
rables des del punt de vista de la temperatura flash sén els extrems de la zona acti-
va de la linea d'engranament A i Az (V. Fig. 9). Per a coeficients de recobriment
alts, aquests punts continuen essent els més desfavorables encara que apliquem un
factor de repartiment de K. = 0.5 (repartiment a parts iguals entre les dues parelles
de flancs); per contra, per a coeficients de recobriment baixos, segons el coeficient
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de repartiment que apliquem, pot esdevenir critic el punt de contacte unic B4 (V. Fig.
9) enlloc del As.

Nosaltres pensem que cal ésser molt prudent en el moment d’atribuir un valor al
factor de repartiment, especialment quan tractem amb problemes de coeficient de
recobriment baix; en cas de dubte pensem que caldria analitzar la variacié de la
temperatura flash al llarg de la linea d'engranament.

De totes maneres creiem totalment justificat de prendre A1 i A, com a punts de cal-
cul, ja que, a més de presentar els maxims valors tedrics de la temperatura flash,
corresponen a les zones on la practica mostra que s’inicia I'excoriacio,

L’equacié (5.2), un cop introduides les expressions dels radis de curvatura reduits
en els punts A4 i Ay, aixi com les expressions de les velocitats tangencials de piny6 i
roda en aquests mateixos punts, es transforma en les seguents férmules:

punt Aq: 3 (5.3.e)
1+
f 4 [ u j \/(Pot~K0 K. K, K )PE, o —Ju-(1-9) [ tana
T =0,62-—- -YIRE| '
o 1B”-D w;, 4(1-9,)- o, cos’a
punt A2.: 3 (5.3.b)
1+pj
T —oex. falu ) (Pot-K, Ky K, K J-E, yu-p,—1-9,) [tana
"7 b, | B®.D? w, J(1-0,)- 0, cos’a
on: B = Amplada de contacte (m)
D = Distancia entre centres (m)
f = Coeficient de friccid
bo = Coeficient de contacte térmic (v. 5.2)
u = Relacié de transmissio
Pot = Poténcia transmesa (W)
E: = Modul d’elasticitat reduit (N/m2)
®1 = Velocitat angular del piny6 (rad/s)
o = Angle de funcionament (rad)
¢@1i¢@2 = Factors de cap de piny6 iroda (V. Cap. 1)
Ko = Factor de servei(V. 3.3.2)
Km = Factor de distribucié de carrega (V. 3.3.2)
Ky = Factor dinamic (v. 3.3.2)
Kr = Factor de repartiment

Definirem l'increment de temperatura admissible AT.,gm com la diferéncia entre la
temperatura d’excoriacio T, i la temperatura de la massa de les dents Ty:

ATagm = Tc—Tp (5.3 ¢)
Caldra doncs que es compleixi: T < ATagm

En tractar d’igualar les temperatures flash en els extrems de la zona util de la linia
d'engranament Aq i Az (Tra1 = Tia2), donades per les expressions 5.3a i 5.3b, hem
trobat que imposem la mateixa condicié que la igualacio dels lliscaments especifics i
dels factors PV d 'Almen, degut a la qual cosa no hi ha dubte sobre quin criteri elegi-
rem per determinar la zona activa de la linia d'engranament A1A,. A més, sols ens
caldra prendre una de les dues expressions 5.3a | 5.3b: la primera.
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6. ENERGIA DISSIPADA

6.1 INTRODUCCIO DEL CONCEPTE

El fregament entre els flancs de les dents produeix una dissipacioé d’energia en for-
ma de calor. L'estudi d’aquest fenomen presenta interés per dos motius:

a) Perqué ddéna informacio sobre el rendiment de I'engranatge, o sigui, permet sa-
ber quina és la fraccié d’energia que es transmet i quina és la que es dissipa. En
els engranatges rectes, els percentatges d’energia dissipada oscil-len general-
ment entre un 0,5 i un 3 % de I'energia transmesa.

b) Perquée ens permet predir 'escalfament causat per aquesta dissipacio, i poder
obtenir dades per el disseny del sistema de refrigeracié. Malgrat els alts rendi-
ments dels engranatges rectes, I'escalfament pot presentar un problema impor-
tant, ja que, degut a les grans poténcies que transmeten alguns engranatges,
I'energia dissipada en termes absoluts pot ser molt elevada.

Es practica habitual considerar un valor constant i promitjat del coeficient de friccio f,
en l'avaluacié de I'energia dissipada durant I'engranament (Ref. 23 i 26). No obstant,
vistos els resultats de la teoria de la lubricacié elastohidrodinamica, sembla més logic
de prendre unes altres bases de calcul on intervingui el fregament viscos del lubricant.

Un estudi dut a terme per D. Dowson i G.R. Higginson (Ref. 21) estableix, a partir de
la consideracié que existeix una pel-licula elestohidrodinamica completa entre les
superficies en contacte, un model molt simplificat per al calcul de I'energia dissipada
per un engranatge recte. Malgrat la simplificacié de I'esquema, és necessari un cal-
cul notablement laboriés; a més, molts engranatges funcionen sota condicions en
les quals solament es ddna una lubricacioé elastohjdrodinamica parcial o marginal, la
qual cosa indica que I'aplicacio de I'anterior model pot no ésser del tot adequada.

Hem preferit seguir, doncs, els sistemes convencionals ja que, en el present treball,
aquest és un aspecte complementari.
6.2 RENDIMENT INSTANTANI

L’estudi algebraic rigorés del concepte de rendiment instantani n; (poténcia trans-
mesa / poténcia d’entrada, per a un instant donat), condueix a la seglent expressio

(V. Fig. 10): 2
f~tana~(1+“) .
n=1 " (6.2 a)
(p+(1+go'+“]'f'tana '
o] g
on: ¢ = Distanciareduida del puntde contacte @~ IC
al punt d'engranament (V. Fig. 10) ¢= T.T,
f = Coeficient de fregament
o = Angle de funcionament (rad)
u = Relacio de transmissio

G. Henriot parteix d’'un esquema més simplificat (Ref. 26, pag. 442): en I'equilibri de
forces no té en compte els moments que exerceixen les forces de fregament sobre
ambdues rodes; aix0 el duu a una expressio més simple del rendiment instantani:

2
r]i=1—f-tana-(1+”) i

(5.2.b)

on els termes tenen el mateix significat que en el cas anterior.
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Segons hem comprovat, les diferencies numeriques entre ambdues expressions son
practicament insignificants; elegirem, doncs, la de G. Henriot, perqué en ésser el
rendiment una funcié lineal de ¢ resulta facil d’'integrar.

6.3 RENDIMENT MITJA

En un cas en qué hi hagués en tot moment una sola parella de dents en contacte (¢
= 1), el calcul del rendiment mitja no oferiria problema: caldria buscar el valor promit-
jat del rendiment instantani n; durant el pas d’una dent. Pero, a la practica els coefi-
cients de recobriment ¢ son sempre superiors a 1, gracies a la qual cosa existeixen
dues parelles de dents en contacte simultani en les zones extremes del segment util
de la linea d'engranament A1B1 i A;B..

Per a trobar el valor mitja del rendiment, G. Henriot calcula I'energia dissipada per
una sola parella de dents, sobre la qual considera aplicada la carrega total, en re-
correr tot el segment util de la linea d'engranament A1A,; aquesta energia dissipada
correspondria al pas de ¢ dents (V. Fig. 8).

Nosaltres pensem, pero, que aquesta estimacié és erronia, car en els segments ex-
trems A4B1 i A2B, de I'engranament, la carrega es repartira entre les dues parelles
de dents en contacte. En aquest punt, hem seguit les indicacions de G. Niemann
(Ref. 32, pag. 465), el qual proposa repartir la carrega a parts iguals entre els dos
contactes; I'energia aixi dissipada correspondria al pas d’'una dent (V. Fig. 8).

La diferéncia de resultats obtinguts segons els dos criteris ens sembla suficientment
important com per a incloure aquesta lleugera complicacié en el calcul. Les expres-
sions del rendiment mitja segons les indicacions de G. Henriot i G. Niemann son:

(1+p)* @2 +9!

G. Henriot n=1-f-tana- (6.3 a)
2- M P 0,
3
R
G. Nlemann n=1-f-tana- (1+u)" g (6.3.b)
4. M Py + Py
on: f = Coeficient de friccio
a = Angle de funcionament (rad)
u = Relacio de transmissié
@a = Factor d’acostament
¢r = Factor de retraiment
¢@acu = Factor d’'acostament de contacte unic
¢ = Factor de retraiment de contracte unic

(Veure el significat dels quatre ultims factors en la Fig. 8).

Donat que el valor a donar al coeficient de fregament canviara d’'un problema a un
altre, hem desglossat I'expressio del percentatge d’energia dissipada en un factor
de dissipacio DIS, i el coeficient de friccid f:

percentatge d’energia dissipada =1 - = f-DIS
(Dacu

| rcu |

2
+ Dreu

on: P+ @? +
2

DIS:tana-(1+“) .

2“ @, +(orcu

E.E. Shigley utilitza un concepte analeg al de factor de dissipacio: “mechanical advan-
tage” M, que és la inversa del factor de dissipacio DIS: M=1/DIS. (Ref. 23, pag. 14-15).
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SEGONA PART
OPTIMITZACIO PROPIAMENT DITA DE L’ENGRANATGE

7. PRIMERA ETAPA D’OPTIMITZACIO: REDUCCIO DEL NOMBRE
DE PARAMETRES INDEPENDENTS QUE DEFINEIXEN LA FORMA |
PROPORCIONS DE LA SECCIO FRONTAL DE L’ENGRANATGE

7.1 INTRODUCCIO

Segons hem vist en el Cap. 1, la geometria de I'engranatge recte pot ésser definida
a partir dels 13 parametres independents que reproduim a continuacio:

B = Amplada de pinyé i roda

D = Distancia entre centres

u = Relacié de transmissio

V4 = Nombre de dents suma

o = Angle de funcionament

@1i@2 = Factors de cap de pinyo i roda

Sc11Sc2 = Gruixos de cap de pinyd i roda

huct i hyez = Altures utils de cap d’eina de piny6 i roda

re1ife2 = Radis d’arrodoniment de cap d’eina de pinyo i roda

En els capitols dedicats a I'optimitzacié (del present en endavant) ens sera més util
de substituir els dos primers parametres (B amplada de pinyé i roda, i D distancia
entre centres) pels dos seguents:

Vv =B-D?
6=B/D
Aquests dos parametres que acabem de definir, determinen les i dimensions exteri-

ors de I'engranatge, mentre que els 11 restants en donen la configuracié de la seva
seccio frontal.

Parametre de volum de I'engranatge
Parametre de proporcio de I'engranatge

En aquest capitol ens proposem d’analitzar alguns criteris d’0ptims geomeétrics més
0 menys simples, que permetin establir determinades relacions entre els 11 parame-
tres que defineixen la seccio frontal de I'engranatge i, aixi, reduir el nombre d’inde-
pendents.

Reservem per al capitol proper (Cap. 8) I'estudi de I'optimitzacié dels parametres de
volum V i de proporcié 6 en funcioé de les condicions imposades pels diferents crite-
ris de prevencio dels deterioraments.

7.1.1 ALTURES MINIMES DE CAP D'EINA

Analitzem, en primer lloc, les altures de cap que cal donar a les eines. Per un costat,
convé que la cavitat del peu de les dents sigui el menys profunda possible, ja: que
aixi sera menys important el moment flector exercit per la forga de contacte; pero,
per altre costat, la cavitat de peu ha de permetre el pas del cap de la dent contraria.

A tal fi, hem fet que l'altura util del cap de I'eina generadora del piny6 sigui igual a
I'altura del cap de la roda, i viceversa; d’aquesta manera, assegurem que el perfil de
I'eina generadora del piny6 excloura en tot moment la dent del piny6 (ja que la ge-
nera), pero incloura la de la roda i el mateix raonament podem fer a I'eina de la roda
(V. Fig. 2). Aquestes igualtats anteriors s’expressen de la seglient manera:
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hum:hcz:ﬁ-( o8 —1]

2 | cosay, (7.1a)

_n _Z4i [ cosa
huc2 _hc1 - 2 [COSGM 1} (71 b)

En relacionar-nos hyc1 i hycz amb altres parametres coneguts, aquestes dues equa-
cions eliminen 2 parametres independents.

Nota: Aquestes dues condicions asseguren que l'eina talla una zona de perfil util en
el peu de la dent (entre P1 i P2 en la Fig. 2) major que el necessari (entre A¢ i Az en
la Fig. 2). Podriem pensar en reduir les altures utils de cap fi d’assegurar un perfil
util sols fins als punts A1 i Az; no obstant, hem comprovat que, en la majoria dels
casos, aquesta altura no era suficient per a deixar passar el cap de la dent contraria.

7.1.2 RADIS DARRODONIMENT MAXIMS DE CAP D’EINA

Sabem que el coeficient de concentracié de tensions millora (disminueix) quan el
radi d’arrodoniment de cap de I'eina augmenta. També podem comprovar que el joc
de fons de la dent augmenta amb el radi d’arrodoniment de cap d’eina.

Aquestes dues consideracions ens han portat a prendre el radi maxim d’arrodoni-
ment de cap d’eina; o sigui, aquell radi que permeti enllagar amb un sol arc de cir-
cumferéncia els dos flancs rectes de I'eina de cremallera:

S—Z—huc1 -tana
r, =2 (7.1.2 a)
¢ cosa

S—1—hu02 -tana
- 71.2b
°2 cosa ( )

Aquestes dues relacions eliminen també 2 parametres independents.

7.1.3 EQUIILIBRMENT DELS LLISCAMENTS ESPECIFICS

Segons hem vist en el Cap. 6, el fet d’equilibrar els lliscaments especifics en els dos
extrems de la zona activa de la linia d'engranament A4 i Ay, equival també a equili-
brar les temperatures flash en aquests mateixos punts Tia1 = Tia2; €n base a aquest
criteri s’obtenen els valors minims de la temperatura flash en les situacions més
desfavorables (punts A1 i Ap), alhora que permet situar la zona activa de la linia
d'engranament.

Aquesta condicié condueix a la seguent relacio entre els factors de cap:

—1 -1
L LI s BT (7.1.3 = 1.3 d27)
2 P4
Evidentment, aquesta expressio elimina 1 parametre independent.

7.1.4 JOC D'ENTREDENTS NUL

A fi de fer les dents el més resistent possibles, adoptarem els maxims gruixos de
dent: aixd esdevindra quan el joc d'entredents sigui nul. L’'equacié que tradueix
aquesta condicio és la seguent:
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S1+S2=7 (7.1.4 a)
o en termes de gruixos de cap:

S. +COSO, +S,, -0, =(M+Z-Eva-(Z,-Eva,, +Z, -Eva,, )-cosa (7.1.4 b)

Aquesta relacio elimina 1 parametre independent.

7.1.5 GRUIXOS MINIMS DE CAP

Un dels aspectes més interessants que intervenen en la configuracio del dentat de
'engranatge recte, és el de la determinacio dels gruixos de les dents de pinyé i ro-
da, fet del qual en depéen essencialment la resisténcia de les dents.

La normalitzacié actualment vigent resol aquest problema a base de repartir el pas
primitiu de I'eina en dues parts iguals, les quals corresponen al gruix de la dent de
I'eina de piny6 i al gruix de la dent de I'eina de la roda.

Si les dues rodes dentades son tallades sense desplagar I'eina, en resulta una resis-
téncia desfavorable de la dent del piny6 respecte de la dent de la roda, en raé de la
major curvatura del flanc del pinyd; els gruixos de cap resultats, generalment estan
suficientment allunyats del limit de punta com per a no presentar problemes.

Si el piny6 és tallat amb un desplagament positiu de I'eina (cas forga frequient), les
resisténcies de la dent del pinyd i la de |la roda tendeixen a equilibrar-se; no obstant,
pero, es corre el perill d’arribar al limit de punta de les dents, sobretot per a nombres
de dents petits.

En el present treball hem analitzat el problema des d’'un punt de vista més general,
ja que no hem pres I'angle de funcionament com un valor fixat per avancgat. A base
d’aquesta consideracio, hem pogut constatar que, per a un problema geométric
concret (relacio de transmissié u, nombre de dents Z, i coeficient de recobriment g,
fixats), 'angle de funcionament o augmenta tant en disminuir el gruix del cap del
pinyd com el de la roda o els dos conjuntament (cal tenir en compte que els gruixos
primitius han de complir la relacié 7.1.1 a); en consequéncia, els radis de curvatura
dels flancs augmenten, i la base de les dents es reforga, resultant aixi, una millora
de la resisténcia dels dentats als tres tipus de deteriorament que hem pres en con-
sideracié en aquest estudi.

Tanmateix, teniem el dubte de si calia relacionar els dos gruixos de cap de manera
que permetessin equilibrar les resisténcies dels peus de les dents de pinyé i roda.

A continuacié demostrarem que no: la solucié optima s’obté quan tant el gruix de cap
del piny6 com el de la roda tenen el minim valor admissible, malgrat que aixd condu-
eixi a engranatges desequilibrats des del punt de vista de la resisténcia a la ruptura, ja
que la resisténcia de la roda dentada més desafavorida en resulta millorada.

A fi d’il-lustrar el que acabem de dir, hem establert un grafic (V. Grafic 2) en que,
partint d’'un determinat engranatge (un = 0,125, Z = 300 i € = 2,0), amb els dos den-
tats (piny6 i roda) al limit de punta, hem anat augmentant gradualment el gruix de la
dent del pinyd, tot mantenint el gruix de la dent de la roda nul, (meitat esquerra del
grafic) i després, viceversa (meitat dreta del grafic). Els resultats es donen en ter-
mes dels factors geométrics que es defineixen en el capitol proper: hom constata
que els quatre factors geomeétrics GR1, GR2, GP i GE disminueixen en acostar-nos
a la situacio en qué els gruixos de cap esdevenen nuls sq1 = s¢2 = 0 (les variacions
estan donades en percentatges); hom també pot constatar que per aquesta mateixa
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configuracio obtenim el maxim angle de pressio o, tal com haviem apuntat anterior-
ment. En cas d’haver partit d’altres dades geométriques (relacié de transmissio,
nombre de dents, coeficient de recobriment, i adhuc uns gruixos de cap minims s i
Sq2 diferents entre ells i majors de zero), el resultat qualitatiu resta el mateix; per
tant, el problema queda remes a donar als gruixos de cap el minim valor admissible.

Des del punt de vista geométric és licit d’arribar al limit de punta de la dent; no obs-
tant, simples consideracions sobre la resisténcia de la punta (V. 3.5) obliguen a
prendre un cert marge. La practica habitual en el projecte d’engranatges, voreja
aquesta questid a base de recomanar un gruix minim de cap (en moduls); la biblio-
grafia que hem trobat sobre el tema és molt escassa: es redueix a unes quantes
recomanacions referents al perill d’'acostar-se al limit de punta quan s’empren des-
placaments positius importants en pinyons de poques dents, les quals no deixen tan
sols entreveure si son fruit d’estudis tedrics o de I'experiéncia. A continuacié es do-
nen dues de les recomanacions numeriques:

G. Henriot de 0,2 a 0,3 vegades el modul (Ref. 26, Pag. 235)
Dobrovolski i al. de 0,2 a 0,4 vegades el modul (Ref. 18, Pag. 293)

En els nostres grafics hem pres els valors minims de gruix de cap Mg. = 0.3 tant per
al pinyé com per a la roda, la qual cosa no ens sembla excessivament arriscat.

Aixi, doncs, els dos gruixos de cap queden reduits a un sol parametre: el gruix minim
de cap Mg; en consequéncia, hem eliminat 1 dels dos parametres independents.

Cal tenir en compte que I'eleccié del gruix minim que acabem de fer és fruit del nos-
tre desconeixement sobre el tema; és versemblant de pensar que un coneixement
meés concis del deteriorament de la punta de la dent permetés reduir els valors mi-
nims dels gruixos de cap de piny0 i roda a termes d’altres parametres geometrics de
I'engranatge i, aixi, eliminar 2 graus de llibertat.

7.2 PARAMETRES INDEPENDENTS: RESUM

Després de les successives reduccions de parametres independents que hem efec-
tuat en els apartats anteriors, els 13 parametres independents inicials queden redu-
its a 6.

D'entre els conjunts possibles n'hem elegit el seguent:

V = Parametre de volum de I'engranatge

6 = Parametre de proporcio de I'engranatge j
u = Relacio de transmissio

Z = Nombre de dents suma

€ = Coeficient de recobriment

Msc = Gruix minim de cap de piny6 i de roda

En el proper capitol s’estableixen noves relacions entre aquests parametres a través de
les condicions imposades pels diferents criteris de prevencié dels deterioraments.
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8. SEGONA ETAPA D’OPTIMITZACIO: CRITERIS PER A LA
CERCA DE LES DIMENSIONS EXTERIORS OPTIMES

8.1 INTRODUCCIO

Tal com hem anunciat en el capitol anterior, a continuacio tractarem de relacionar
els parametres de volum, V = B-DZ, i de proporcié, 6 = B/D, amb els restants para-
metres independents a través de les diferents condicions imposades pels criteris de
prevencié dels deterioraments, tot analitzant els criteris que ens permetran obtenir
una capacitat de carrega major o unes dimensions exteriors menors de I'engra-
natge, en base de donar una configuracié geométrica adequada del seu dentat. Aixi,
doncs, restaran finalment 4 parametres geometrics independents.

La carrega d’'un engranatge es pot expressar en termes de moment efectiu del piny6
Me1, mentre que les dimensions exteriors de I'engranatge es poden expressar en
termes de la variable de volum V. El problema d’optimitzacié es pot enunciar de du-
€es maneres:

a) Fixat el valor de la variable de volum V obtenir el maxim moment efectiu que pot
transmetre el piny6d Me.

b) Fixat el valor del moment efectiu que ha de transmetre el pinyé M1, obtenir la
solucio que exigeix un menor valor per a la variable de volum V.

Malgrat que els dos enunciats condueixen a les mateixes solucions optimes, hem

preferit raonar a partir del segon ja que és el problema més frequent a la practica.

8.2 LIMITACIONS IMPOSADS PELS DIFERENTS CRITERIS DE PREVENCIO
DELS DETERIORAMENTS

En aquest treball hem inclos I'estudi de la prevencié de tres tipus de deteriorament:

— Ruptura del peu de la dent per fatiga (Capitol 3)
— Formacio de picadures en els flancs de les dents (Capitol 4)
— Excoriaci6 (Capitol 5).

El criteri de calcul adoptat per a la prevencié de la ruptura de les dents per fatiga (V.
3.4) aplicat a cada un dels dos peus de les dents (pinyé i roda) en el punt més des-
favorable (punt de contacte unic B¢ per al pinyd, i punt de contacte unic B, per a la
roda), déna lloc a les dues condicions seguents:

Dent del piny6: VvV =B.D? >LR1 :L.ﬂ.z.yﬂ Y., (8.2 a)
Oy Ky 2-4

Dentde laroda: V=B-.D?>LR2=—Mer  THH 7.y v (8.2 b)
Opp Ky, 2-p

El criteri de calcul adoptat per a la prevencié de les picadures (V. 4.4), aplicat a ca-
da un del s dos flancs en el punt de contacte més desfavorable (punt de contacte
unic B;) condueix a dues condicions més:

Flanc del piny6 : tana (82c)

V=B-D?>LP1= Mo B, 1+ cosa
- o K, 2- . )
N g (1—(p1)-¢)1-tan20(+22ﬂ-(2-¢)1—1)-tana—(2znj
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Flanc de la roda:

V=B-D*>LP2 = ¢

M

tana
cosa

B 1+p

(8.2.d)

2

O K

2.1

2. . 2
we < H (1—(01)-(01-tan2a+22"~(2~(p1—1)~tana—[Zj

Finalment, el criteri de calcul adoptat per a la prevencié de I'excoriacié (V. 5.3), apli-
cat a un dels dos punts més desfavorables (concretament el punt A), déna lloc a
I'dltima condicié seguent:

4 3
B3D2>LE[(AT f b J .(Me1'Kr) Erwa
adm 0

on:

.[0,62 (

1
Ob1 1 Op2
GH1 | CH2

1+uj3_(\/¢_1—\/u-(1—¢1))4. tana
v o -(1-¢) cos’a
Amplada de pinyé i roda

Distancia entre centres

Relacio de transmissié

Nombre de dents suma

Angle de funcionament

Factor de cap de piny6

Moment efectiu del piny6

Velocitat angular del piny6

Esforgos admissibles de flexié (pinydé i roda)
Esforgos admissibles de contacte (piny6 i roda)
Modul d’elasticitat reduit

Increment de temperatura admissible
Coeficient de friccio

Coeficient de contacte térmic

(8.2.e)

(m
(m

)
)

(rad)

(Nm)
(rad/s)
(N/m)
(N/mg
(N/m
(°C)

)

(N/(m-s"?-°C))

Factors de durada de piny6 i roda (ruptura de la dent)

Factors de durada de piny6 i roda (picadures)
Factor de repartiment

Factors de concentracio de tensions de pinyo i roda

Factors de forma de piny6 i roda

Cada una de les quatre primeres expressions anteriors determina el valor minim
que pot prendre la variable de volum V sense que esdevingui el deteriorament cor-
responent.

Anomenarem:

LR1
LR2
LP1
LP2

Limit de volum de la ruptura del piny6
Limit de volum de la ruptura de la roda
Limit de volum de les picadures del piny6
Limit de volum de les picadures de la roda

La cinquena condicié determina un limit inferior per el producte B°D?, el qual no té
un significat immediat. Anomenarem simplement a:

LE

= Limit d’excoriacid
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Les cinc variables LR1, LR2, LP1, LP2 i LE depenen tant de les dades del problema
com de la configuracié del dentat; és a base de la modificacié d’aquest ultim aspec-
te que obtindrem l'optimitzacié de I'engranatge.

8.3 CRITERIS BASICS D'OPTIMITZACIO

Les limitacions imposades pels diferents criteris de prevencio dels deterioraments
sbn les seguents:

Ruptura / picadures: V= BD?2 V,, (8.3 a)
Excoriacio : B°D? > LE (8.3.b)

en les quals Vo, és el valor optim (minim) del major dels quatre limits de volum LR1,
LR2, LP1, LP2:

Vop = Min.Max (LR1, LR2, LP1, LP2) (8.3 ¢)
i LE és el limit d’excoriacié definit en I'apartat anterior.

Podem trobar-nos amb dos casos:

a) En primer lloc adoptem el valor optim del parametre de volum V,p; la condicio
imposada per I'excoriacié pot transformar-se en un limit inferior del parametre de
proporcio 6 = B/D; a fi de fer-la comparable amb les anteriors, transformarem el
producte B3D? de la segilient manera:

B3D2 = (BD2)5/3 . (B/D)4/3 = V5/3 . 94/3 (83 d)
d'on podem deduir que el limit imposat per I'excoriacié a la variable de volum és:
V=LE* /0% (8.3¢)

el qual no depén tan sols de les dades del problema i de la configuracio del den-
tat (tal com en els quatre limits anteriors), siné també de la variable 0. Aixd signi-
fica que, a base de prendre un valor de la variable de proporcio e suficientment
gran, sempre podrem aconseguir que el valor de la variable de volum V neces-
sari per a prevenir I'excoriacio sigui, com a maxim, igual al valor optim de la vari-
able de volum segons els criteris de ruptura i picadures: en d’altres paraules,
amb un parametre de proporcié 6= B/D suficientment gran, podem fer que
I'excoriacié no sigui critica. El valor minim necessari 6nmin, €l definim a base de la
igualtat entre el limit imposat per I'excoriacié a la variable de volum i el valor op-
tim de la variable de volum segons els criteris de ruptura i picadures:

LE*® / 0min™® = Vip (8.3 1)
d'on se’n dedueix que:
Omin = LE¥* / Vo, (8.3 g)

En aquest primer cas suposem que aquest valor minim del parametre de propor-
cio és perfectament compatible amb les exigéncies constructives del problema. Es
el cas que es presenta frequentment, i per al qual hem previst els grafics d’opti-
mitzacio.

En aquest primer cas, és util de fer la seguent transformacioé:

B . 4__Bb_ 8.3h
bMIdM (8.3 h)

gracies a la qual cosa, I'equacio V = BD? = Vop es transforma en:
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b-d?=1 (8.3 1)

qual és una hipéerbola cubica unica per a qualsevol problema (Veure la seva re-
presentacio en el Grafic 4). Tot punt d’aquesta corba comprés en la zona en qué
0 = Omin, constitueix una solucié valida del problema: sols cal afectar els valors de
b i d corresponents al punt elegit pel factor VO,D1/3 a fi d’'obtenir 'amplada B i la
distancia entre centres D reals.

b) En aquest segon cas també adoptem inicialment el valor optim del parametre de
proporcio; no obstant, suposem que raons constructives obliguen a prendre un
parametre de proporcido 6 menor que Omin; en aquest cas, I'excoriacio esdevé el
deteriorament critic, i cal prendre un valor del parametre de volum V major que
Vop (El Grafic 4 il-lustra aquest fet a base de calcular els valors de V a través de
I'expressio 8.3.e). Tal com podem comprovar, la solucié empitjora rapidament en
disminuir el valor de 0, per la qual cosa sembla recomanable d’evitar sempre que
sigui possible aquest tipus de solucions.

Pot donar-se el cas que se’ns imposi una distancia entre centres Dy que doni lloc
a una amplada B insuficient (B/D < 0min); la solucié d’aquest problema exigeix un
valor del parametre de volum major que I'0ptim; podriem seguir el seguent cami:

13
B*.DZ>LE don B2 LE (8.3])
0 D2
0

Atés que a través dels grafics d’optimitzacié (Veure Cap. 9) no obtenim LE, sin6
Omin | Vop, @ base de la relacio:

obtenim finalment:
043 . v 1" (8.31)
0

8.4 FACTORS GEOMETRICS | FACTORS DE TREBALL

Cada un dels quatre limits de volum LR1, LR2, LP1, i LP2, aixi com el limit d’excori-
acio LE, inclouen termes que depenen de la configuracié dels dentats de I'engranat-
ge (o sigui, del punt del camp d’existéncia sota consideracio), i termes que depenen
de les dades del problema.

i A fi de poder determinar quina és la influencia de la configuracié geomeétrica del
dentat sobre les limitacions dels diferents deterioraments, i poder estudiar aixi el
punt del camp d’existéncia que ofereix una millor solucid6 geométrica del problema,
hem pensat que era convenient d’agrupar aquests dos tipus de termes en dos fac-
tors diferents. Aixi, tindrem per a cada una de les cinc condicions de prevencio dels
deterioraments:

a) Un factor geomeétric que agrupa els termes que depenen de la geometria, el qual
sera variable al llarg del procés d’optimitzacio.

b) Un factor de treball que agrupa els termes restants, depenents de les dades del
problema, el qual sera constant al llarg del procés d’optimitzacio.

Passem tot seguit a definir cada un dels factors geométrics i dels factors de treball:
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Ruptura de la dent del pinydé: LR1 = GR1 - TR1

Factor geométric: GR1= 12+_5.z Y- Y, (8.4 a)
Factor de treball: TR1 = L (8.4 b)
O p1 'Kb1
Ruptura de la dent de la roda: LR2 = GR2 - TR2
i 1+
Factor geométric: GR2=—+-Z-Y,-Y (8.4 c)
2 . ” f2 c2
Factor de treball: TR2 = My (8.4d)
Op2 'sz
Picadures del flanc del pinyé: LP1 = GP - TP1
tana
Factor geométric: ~ GP1= ; cosa P
(8.4.e) (1—¢1)-go1-tan2a+;-(2-¢1—1)-tana—(;j
Factor de treball: TP1 = c'jvlm—'Er (8.4 1)
H1 "N HY
Picadures del flanc de la roda: LP2 = GP - TP2
Factor geométric: GP2 = GP1 = cas anterior
Factor de treball: TP1 = M (8.4 g)
Ohz ‘R

Excoriacié: LE = GE - TE
3 4
lo. — Ju-(1-
GE=0,1477-[1+”J e —yp-(129)))" tana (8.4 h)

M o-(1-0,) cos’a

4
Factorde trebal: ~ TE=|— | .(M_,-K ) -E, w2 (8.4.1)
ATadm 'bO ° " "

Factor geométric:

8.5 DELIMITACIO ENTRE ZONES CRITIQUES ALS DIFERENTS DETERIORA-
MENTS

En els punts del camp d’existéncia de I'engranatge en qué els dels limits de volum
s’igualen, podem afirmar que I'engranatge és igualment critic als dos deterioraments
corresponents; o sigui, el valor de la variable de volum V minim necessari per a pre-
venir els dos deterioraments, és el mateix.

Aixi, doncs, la comparacié entre diferents limits de volum ens permetra determinar
les diferents zones del camp d’existéncia de 'engranatge en qué és critic un deterio-
rament o un altre.

Aquest sera I'objecte dels propers apartats:

8.5.1 COMPARACIO ENTRE ELS LiMITS DE VOLUM LR1 I LR2

La igualtat entre els limits de volum LR1 i LR2 determina el limit de separacié entre la
zona critica a la ruptura del pinyo i la zona critica a la ruptura de la dent de la roda:
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LR1=LR2 otambé GR1-TR1 = GR2-TR2 (8.5.1)
A partir de les definicions seguents:

GRR = GR1/GR2 Relacié geométrica (ruptura piny6 / ruptura roda), funcié de
la geometria de I'engranatge

TRR = TR2/TR1 Factor de comparacié (ruptura pinyo / ruptura roda), funcio
de les dades del problema

podrem establir les seguents zones en el camp d’existéncia de I'engranatge:

si GRR =2 TRR Sera critica la ruptura de la dent del piny6 i determinant el
valor del limit de volum LR1 = GR1-TR1

si GRR =TRR Seran igualment critiques la ruptura de la dent del pinyé i la
de la roda; és equivalent de prendre els limits de volum LR1 o
LR2

si GRR = TRR Sera critica la ruptura de la dent de la roda, i determinant el
valor del limit de volum LR2 = GR2-TR2

Anomenarem d’'una manera simplificada LR (limit de volum de ruptura) al major dels
dos valors dels limits de volum LR1 i LR2; o sigui: LR = max. (LR1, LR2).
8.5.2 COMPARACIO ENTRE ELS LiMITS DE VOLUM LP11LP2

La igualtat entre els limits de volum LP1 i LP2 determina el limit de separacio entre
la zona critica a les picadures del flanc del pinyé i la zona critica a les picadures en
el flanc de la roda:

LP1=LP2 otambé GP-TP1=GP- TP2 (8.5.2)
A partir de la definicié seguent:

TPP =TP2/TP1 Factor de comparacié (picadures piny6 / picadures roda),
funcio de les dades del problema

podrem establir les seglients zones en el camp d’existéncia de I'engranatge:

si1=TPP Sera critica la formacio de picadures en el flanc del pinyo, i
determinant el valor del limit de volum LP1 = GP-TP1

si1=TPP Seran igualment critiques la formacié de picadures en el
flanc de la roda i en el flanc del piny6; és equivalent prendre
els limits de volum LP1 o LP2

si1<TPP Sera critica la formacio de picadures en el flanc de la roda, i
determinant el valor del limit de volum LP2 = GP-TP2

Anomenarem d’'una manera simplificada LP (limit de volum de picadures) al major
dels dos valors dels limits de volum LP1 i LP2; o sigui: LP = max. (LP1, LP2). Tam-
bé podem definir un factor de treball de picadures TP tal que sigui el major dels dos
valors TP1 i TP2; o sigui: TP = max. (TP1, TF2). Podrem establir finalment, que LP
= GP-TP.

La delimitacié entre la zona critica a les picadures del flanc del piny6 i la zona critica
a les picadures del flanc de la roda, sols depén de les dades del problema; d’ara
endavant, només parlarem de limit de volum de picadures LP i de factor de treball
de picadures TP.
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8.5.3 COMPARACIO ENTRE ELS LiMITS DE VOLUM LP I LR

Hi ha zones del camp d’existéncia de I'engranatge en qué hi ha major perill de for-
macio de picadures (és major LP que LR), i zones en qué és major el perill de ruptu-
ra (es major LR que LP).

Suposem en primer lloc, que és critica la ruptura de la dent del piny6 en front de la
de la roda (RR = CRR). En aquest cas, el limit de separaci6 entre la zona critica a la
formacio de picadures i la zona critica a la ruptura de la dent del pinyd, ve donat per
la seguent igualtat:

LP=LR1 otambé GP-TP =GR1-TR1 (8.5.3)
A partir de les definicions seguents:

GPR1 = GP/GR1 Relacié geométrica (picadures / ruptura pinyd), funcié de la
geometria de I'engranatge

TPR=TR1/TP  Factor de comparacio (picadures / ruptura pinyd), funcié de
les dades del problema

podrem establir les seglients zones en el camp d’existéncia de I'engranatge:

si GPR1 = TPR1 Sera critica la formacié de picadures, i determinant el limit
de volum LP =GP - TP1

si GPR1 = TPR1 Seran igualment critiques la formacio de picadures i la ruptu-
ra de la dent del piny0; és equivalent de prendre els limits de
volum LP o LR1

si GPR1 < TPR1 Sera critica la ruptura de la dent del pinyd, i determinant el
limit de volum LR1 = GR1 - TR1

En cas que la ruptura de la dent de la roda fos més critica que la del piny6 (GRR <
RR), seguiriem un raonament analeg, havent definit préviament, pero:

R2 = GP/GR2 Relacié geomeétrica (picadures / ruptura roda), funcié de la
geometria de I'engranatge

R2 = TR2/TP Factor de comparacié (picadures / ruptura roda), funcié de
les dades del problema

8.5.4 DETERMINACIO DEL VALOR MiNIM DEL PARAMETRE DE PROPORCIO

En l'apartat 8.3 hem establert la conveniéncia que I'excoriacié no sigui el deteriora-
ment determinat, ja que d’aquest fet se’n derivaria I'exigéncia d’un valor elevat del
parametre de volum. Aquesta condicid, suposant que ens trobem en el punt corres-
ponent a la solucido optima des del punt de vista de la ruptura i les picadures,
s’expressaria de la seguent manera:

Omin = LE¥*/Vo?*  on: LE=GE-TE (8.5.4 a)
p

Tal com comprovarem en el capitol 9, els grafics d’optimitzacié no ens proporciona-
ran valors de I'd0ptim del parametre de volum V,,, sind valors dels factors geomeétrics
o de les seves relacions.

Donat que V,p, segons els casos, pot identificar-se amb cada un dels limits de vo-
lum LR1, LR2 o LP, establirem les expressions per a cada un d’ells:
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a) Si GRR =2 TRR i GPR1 < TPR1, sera determinant la ruptura de la dent del piny?;
tindrem, llavors: Vo, = LR1.

LE 3/4 G E 3/4 TE 3/4
o = [ = s s = GERT-TER (8.5.4 b)

b) Si GRR £ TRR, i GFR2 < TPR2, sera determinant la ruptura de la dent de la ro-
da; tindrem, llavors: Vo, = LR2

LE 3/4 G E 3/4 TE 3/4
mn T R2%% ~ GR2%* TR2%

c) Si GPRI = TPRI, i GPR2 = TPR2, sera determinant la formacié de picadures; tin-
drem, llavors: Vo, = LP

LE 3/4 GE 3/4 TE 3/4
min Lp = GP% TP
Per analogia als casos anteriors, hem fet us de les seguents definicions:

= GER2 - TER2 (8.5.4 c)

= GEP - TEP (8.5.4 d)

3/4
GER1 :im Relacio geométrica (excoriacié / ruptura pinyo), funcié de
GR1 la geometria de I'engranatge
3/4
GER2 = GE Relacio geométrica (excoriacio / ruptura roda), funcio de la
5/4 -
GR2 geometria de I'engranatge
3/4
GEP :GL Relacié geométrica (excoriacié / picadures), funcié de la
5/4
P geometria de I'engranatge
3/4
TER1 = LSM Factor de comparacié (excoriacio / ruptura del pinyd), fun-
TR1 cio de les dades del problema
/
TER2 = TE™ Factor de comparacié (excoriacié / ruptura de la roda), fun-
TR2% ci6 de les dades del problema
TEP :ﬂ Factor de comparacio (excoriacié / picadures), funcié de
TP les dades del problema.

8.6 ANALISI DELS DIFERENTS FACTORS DE COMPARACIO
8.6.1 FACTORS DE COMPARACIO TRR | TPP
Aquests dos factors s’expressen de la seguent manera:

Me1
TR2 o0, K
TRR = =—b2__ b2 _Rg, -RK 8.6.1a
TR1 M., PP ( )
Oy 'Kb1
Me1 'Er
_TP2 _ 0w Ky o2 8.6.1b
P M, B, R GoTo
Opy Ky
GE3/4
on: GER1=——- = Relacio d'esforcos a flexio admissible s
GR1
GE3/4
GER2 = ——.- = Relacio d'esforgos de contacte admissible s
GR2
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GE3/4

GEP = P = Relaci6 de durada (ruptura)
TE3/4

TER1 = TR = Relaci6 de durada (picadures)

Segons la llargada de la vida, les relacions de durada RKy i RKy poden expressar-
se de la seglient manera (No = Nombre de cicles de vida):

9 pera N, <10’
RK, ={ "Ju-N,/10’ pera 107 <N, <107 /y
1 pera N,>10"/u
§/u pera N, <10’
RK, =1 &/u-N,/107 pera 107 <N, <107 /p
1 pera N,>10"/y

La representacio grafica de RKy, i RKy en funcié del nombre de cicles de vida Ny és:
RKb | Rk«

1 AT

B B L = ,/

On els valors de N4, By i Ho son funcié de la relacié d'engranament p i poden trobar-
se en la taula que donem a continuacié:

Taula 1
K N B, =1Q/H H, =6\/H 1/yH,
10 1,000 1,000 1,000
0,5 210 0,933 0,890 1,059
0,25 4-10 0,870 0,793 1,122
0,125 8-10 0,812 0,707 1,189

Veiem, doncs, que la variacidé que sofreixen els factors de comparacié TRR i TPP,
causada pels diferents valors que poden prendre els factors de durada, es mou din-
tre d’'un marge relativament estret: entre Bpi 1 el TRR, i entre Hy i 1 el TPP.
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Per equilibrar les resisténcies a la formacié de picadures en els flancs de piny6 i
roda, cal fer que TPP =1, o sigui:

TPP = Rop? - RKy = 1 (8.6.1 ¢c)

d'on se’n dedueix que:
1

Ro, =
H RK, (8.6.1d)
Per tant: 1 | ,
- — era N,<10
/—HO 1,\2/6 p 0
107 7 7
Ro, =19 12 pera 10" <N, <10"/p
H-N,
1 pera N,>10"/y

Comprovaren que tots ells sén valors compresos entre 1 i 1.19 (G. Henriot arriba a
unes conclusions analogues (Ref. 26, pag. 377).

En el calcul d’engranatges normalitzats, també pot establir-se una dependéncia en-
tre la relaci6é d’esforgos de flexié admissibles Roy, i la relacié d'engranament p, a fi
d’igualar les resisténcies a la ruptura de la dent del pinyd i de la dent de la roda. Els
valors de Roy, oscil-len entre 1 1,45. (Ref. 26, pag. 349).

En el nostre cas s’hauria de complir la seguent igualtat:
TRR =Ro," RK,=GRR obé Ro, = GRR / RK,

A base dels resultats obtinguts a través de I'ordenador, hem pogut comprovar que,
per a la major part del camp d’existéncia de I'engranatge (especialment en el que
podriem dir util), el factor geométric GRR pren valors inferiors a la unitat; en conse-
gueéncia, caldria, en general, prendre valors de la relacié d’esforgos a flexié Roy, tam-
bé inferiors a la unitat (o sigui, un material més resistent per a la roda que per al pi-
nyo) a fi d’equilibrar la resisténcia e la ruptura de pinyé i roda.

En conclusio:

— Seria convenient prendre un material d'igual o major resisténcia al contacte per al
pinyd que per a la roda a fi d’igualar el perill de formacié de picadures sobre els
flancs.

— |, per contra, seria convenient prendre un material en general més resistent a la
ruptura per a la roda que per al pinyo a fi d'igualar el perill de ruptura de les dents.

Donat que aquestes dues caracteristiques (resisténcia al contacte i resisténcia a la
ruptura) van més o menys lligades, no és probable poder trobar una parella de mate-
rials que compleixi les condicions anteriors. Pensem, doncs, que la millor solucié con-
sisteix en prendre el mateix material tant per al pinyé como per a la roda: Ro, = 1 i
RGH =1.

En aquest cas tindrem:

1. Peravides curtes (Ng < 107/ p):
Ruptura: en general és més critica la dent de la roda
Picadures: és més critic el flanc del pinyo
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2. Per avides llargues (No = 107/p):
Ruptura: en general, és més critica la dent de la roda
Picadures: sén igualment critics el flanc del pinyd i el de la roda.

8.6.2 FACTOR DE COMPARACIO TPR

En principi podriem distingir quatre factors del tipus TPR, segons utilitzéssim els
factors de treball TR1, TR2, TP1 i TP2; les definicions que en resultarien, aixi com
les seves expressions serien:

2
TPIRT = 1R __ O Ky (8.6.2a)
TP1 o,,K,, E,
2
TP2R1 = JR1 _ Ok Ki (8.6.2b)
TP2 o, K, E,
2
TP1R2 = 1R2 __ O Kiy (8.6.2¢)
TP1 o,,-K,,E
2
TP2R2 = 1R2 _ O Kip (8.6.2d)

TP2 o, K, E,

Totes elles sols difereixen en si es prenen les caracteristiques del piny6 o de la ro-
da; si suposem, tal com se’n desprén de I'apartat anterior, que el material del pinyé i
de la roda son el mateix, podrem adoptar un unic valor pels esforgos admissibles de
flexié op i un Unic valor pels esforgos admissibles de contacte oy; si, a més, les vi-
des son suficientment llargues, tots els factors de durada prendran per valor la uni-
tat; en aquest cas podrem adoptar una unica formula simplificada per aquest factor
de comparacio:

off

o, -E,
Quan exposem els resultats veurem que aquest factor és determinant en el moment
d’obtenir el valor optim del parametre de volum.

TPR =

(8 6 2e)

A fi de tenir una referéncia del valors que pot prendre el factor de comparaciéo TPR
en funcié de la qualitat i duresa de I'acer, hem obtingut els valors que exposem en
forma de taula, extrets de les recomanacions donades per les normes AGMA
220.02 i 210.02. Hem pres en tots els casos el valor del modul d’elasticitat reduit: Er
= 2,26-10"" N/m? (coeficient de Poisson v = 0.3).

Taula 2. Valors orientatius per al factor de comparacié TPR

Acers (duresa) op (N/m?) on (N/m?) TPR

Tremp total

200 Brinell 1,88-108 6,6:10° 0,0102
250 Brinell 2,23-108 7,9108 0,0124
300 Brinell 2,51-108 9,2:10% 0,0149
350 Brinell 2,72-108 10,5108 0,0179
400 Brinell 2,93-10° 11,8108 0,0210
450 Brinell 3,07-108 13,2-108 0,0251
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Carburitzats
55 Rockwell 3,80-108 13,8-10°8 0,0221
60 Rockwell 4,14-108 15,8-10°8 0,0257

8.5.3 FACTORS DE COMPARACIO TER I TEP

Analogament a I'apartat anterior, podriem determinar dues expressions per al factor
de comparacié TER, i dues per al factor de comparacié TEP; aquestes serien:

TE3/4 f ’ 3 5 9 5 6\1/4
TER =g =| o | Moy (B 05, K2 K3, ) (8.6.3a)
adm 0
TE™ Y s 5 o s oy
TER2 = g =| g | Mer (B2 0% K2 K, ) (8.6.3b)
adm “Mo
3/4 3 10 114
TEP1= 1 [ T M,, | EK K, - w (8.6.3¢)
TP1 AT, b, E:
3/4 3 10 174
TEP2- £ | T M, | 22 KO K, (8.6.3d)
TP2%* | AT, b, E:

Evidentment, si fem les mateixes suposicions en quant a materials i vides que en
I'apartat anterior, aquestes quatre expressions es redueixen a les dues seguents:

3
f
TER = (ﬁj 'Me1 (E? O'g K? (.L)? )1/4 (8639)
adm 0
f 3 0_10 1/4
TEP :(—AT - J M, (E_HzK? wf} (8.6.3f)
adm 0 r

El valor minim del parametre de proporcio Onmin, Sera proporcional a algun d’aquests
dos factors de comparacié; observem, doncs, que tant 'un com l'altre augmenten
quan:

— ElI moment efectiu del pinyé Me1 augmenta .(directament proporcional)
— La velocitat angular del pinyé ®; augmenta (segons la poténcia 3/2)
— Les caracteristiques resistents del material milloren.

Per contra, pot disminuir quan:

— L'increment admissible de temperatura AT.qsm augmenta (segons la poténcia 3);
aixo depéen essencialment de les caracteristiques i els additius del lubricant

— El factor de repartiment K; disminueix (major repartiment)

— El coeficient de friccié f disminueix (també segons la poténcia 3): aspecte que
depén essencialment del lubricant i de I'acabat superficial

Finalment, tant el coeficient de contacte térmic by com el modul d’elasticitat reduit
E:, son constants que no poden ésser modificades.
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9. GRAFICS D’OPTIMITZACIO | RESULTATS

9.1 GRAFICS D’OPTIMITZACIO

Segons hem explicat en el capitol anterior, el procés d’optimitzacié d’'un engranatge
consistira en trobar el valor minim que pot prendre la variable de volum (Vop), aixi
com el valor minim que podem donar a la variable de proporcié (6min) Sense que
I'excoriacié esdevingui determinant.

Per al primer aspecte cal conéixer els valors dels limits de volum LR1, LR2, LP1, i
LP2, i per tant, cal tenir informacié sobre els factors geométrics GR1, GR2 i GP.

Per al segon aspecte cal tenir informacio sobre els valors dels factors de comparacio
TER1, TERZ2, i TEP, aixi com sobre les relacions geomeétriques GER1, GER2 i GEP.

Tant els factors geométrics GR1, GR2 i GP com les relacions geomeétriques GER1,
GER2 i GEP so6n funcié de la forma del dentat i, per tant, de les quatre variables
geometriques independents:

n = Relacié de transmissio

Msc = Gruix minim de cap de piny6 i roda
€ = Coeficient de recobriment

Z = Nombre de dents suma

Les dues primeres d’aquestes variables seran sempre dades del problema i, per
tant, no seran susceptibles d’ésser modificades a fi de cercar I'0ptim; la tercera, el
coeficient de recobriment, sera sovint també una dada del problema, ja que en la
majoria de cassos la solucié millora quan el coeficient de recobriment disminueix
(evidentment no pot ésser inferior a un determinat e, imposat per I'enunciat del
problema). Aixi, doncs, és propiament el nombre de dents Z el que jugara el paper
primordial com a variable en el procés d’optimitzacié de I'engranatge (malgrat que
en alguns casos I'enunciat pot delimitar-ne un valor maxim Zmax).

— El factor geométric GP és generalment una funcié monotona decreixent de Z
— El factor geométric GR1 és sempre una funcié monotona creixent de Z

— El factor geométric GR2 és una funcio de Z bastant semblant a la GR1 per a nom-
bres de dents alts; no obstant, per a nombres de dents baixos passa per un mi-
nim i es fe decreixent.

Hem pogut constatar que per a la gran majoria de casos, la ruptura de la dent de la
roda és critica davant de la del piny6; en consequéncia, hem basat I'exposicié grafi-
ca dels factors i relacions geomeétriques en dos tipus de representacions:

a) Representacio GR2 (ordenades) — Z (abscisses), amb el coeficient de recobri-
ment en forma parameétrica. Damunt s’hi creuen les seguents families de corbes:

— Relacié geométrica GPR2 constant: limit entre la zona critica a la formacié de
picadures i a la zona critica a la ruptura de la dent de la roda.

— Relacié geométrica GER2 constant: permet de trobar el valor minim de la va-
riable de proporcié [Jmin, en cas que ens trobem en una zona critica a la rup-
tura de la dent de la roda.
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Relaci6 geométrica GRR constant: hem establert dues corbes: GRR = [l i
GRR = 1; limit entre la zona critica a la ruptura de la dent del pinyd i la critica
a la ruptura de la dent de la roda

V. Grafics 5, 8, 11 14.

b) Representacié GP (ordenades) — Z (abscisses), amb el coeficient de recobriment
en forma parameétrica. Damunt s’hi creuen les seglients families de corbes:

Relacié geométrica GPR2 constant: limit entre la zona critica a la ruptura de
la dent de la roda i la zona critica a la formacié de picadures.

Relacio geométrica GEP constant: permet trobar el valor minim de la variable
de proporcid 6min, €n cas que ens trobem una zona critica a les picadures.

Relacié geométrica GRR constant; hem establert dues corbes: GRR = "0 |

GRR = 1; limit entre la zona critica a la ruptura de la dent del pinyé i la critica
a la ruptura de la dent de la roda (V. 8.6.1).

Relacié geomeétrica GPR1 constant; en aquest tipus de grafic hem previst de
donar unes porcions dels limits entre la zona critica a la ruptura de la dent del
pinyd i la zona critica a les picadures. En cas d’ésser determinant la ruptura
de la dent del pinydé podriem obtenir la informacié necessaria a través
d’aquesta familia de corbes.

V. Grafics 6, 9, 12 15.

A fi de completar la informacié proporcionada per aquestes dues families de grafics,
hem establert un tercer tipus que respon a les seguents caracteristiques:

c) Representacié a (ordenades) — Z (abscisses), amb el coeficient de recobriment
en forma parameétrica. Damunt s’hi creuen dues families de corbes:

Relaciéo geomeétrica GRR constant; en aquest cas no es pretén delimitar cer-
tes zones del camp d’existéncia de I'engranatge, siné donar una informacié
del valor que pren GRR en tot el camp d’existencia estudiat.

Factor de dissipacié DIS constant; permet fer-se una idea del percentatge
d’energia dissipada i del rendiment de I'engranatge per a cada punt del camp
de I'existéncia.

v. Grafics 7, 10, 13 i 16.

9.2 CONSIDERACIONS SOBRE ELS PARAMTRES INDEPENDENTS

a) La relacié de transmissio varia d’'un cas a un altre i, per a cada valor concret cal-
dria, en principi, establir els calculs i representacions grafiques corresponents.
En el present treball hem elegit quatre valors de p esglaonats segons una pro-
gressio geométrica de rad 0.5:

u=1.
u=05=1/2
u=0.25=1/4
u=0.125=1/8

b) Seguint el raonament de 'apartat 7.1.5 hem establert un unic valor per a la grui-
xaria minima de cap Mg = 0,3.
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c) Per al coeficient de recobriment ¢, hem pres valors compresos entre 1 i 2 (esgla-
onats de décima en décima). Els valors de ¢ inferiors a 1 donen lloc a esgrana-
ments incorrectes, mentre que els valors superiors a 2 exigeixen un estudi apro-
fundit dels criteris de repartiment de la carrega entre dues o més parelles de
dents, punt sobre el qual no hem entrat deliberadament. Com a terme de refe-
réncia, cal tenir en compte que els engranatges normalitzats rarament arriben a
coeficients de recobriment superiors a 1,8.

d) Des del punt de vista practic sols sén possibles determinats valors enters per a
la variable Z; el tractament d’'una variable entera és, perd, més complex que el
d’'una variable continua. Malgrat que, en general, no és licit de resoldre un pro-
blema de maxims o minims d’'una funcié de variable entera a base de conside-
rar-la real, en el present treball aquest artifici no dura a error: en primer lloc, les
diferents funcions de Z (factors i relacions geomeétriques, angle de funcionament,
factor de dissipacio) presenten una gran simplicitat (la major part son monotones
i les que no ho sén, tampoc presenten canvis bruscs); i, en segon lloc, els optims
es troben en la majoria dels casos en la interseccid de dues funcions. Aixi,
doncs, podem precisar perfectament la variacio de la funcié en apartar-nos del Z
optim.

Per a petits valors de Z hem limitat les representacions grafiques a la interferéncia

de tallat; per a nombres de dents grans, hem establert un limit arbitrari, que, no obs-

tant, inclogui una zona del camp d’existéncia suficientment gran per a poder resol-
dre la majoria dels problemes.

9.3 UTILITZACIO DELS GRAFICS D’'OPTIMITZACIO

A fi de facilitar 'analisi dels resultats, partirem de materials de caracteristiques me-
caniques iguals per a pinyo i roda (questié ja recomanada en 'apartat 8.6.1); o sigui:

Op1 = Op2 = Op, OH1 = OH2 — OH (9318)

També hem suposat que la vida de I'engranatge és llarga, gracies a la qual cosa,
els factors de durada tindran per valor la unitat:

Kbt = Kp2 = Kyt = Kpz = 1 (9.3.1b)

(Aixd permet simplificar el problema, eliminar la casuistica de les relacions dels dife-
rents factors de durada, sense treure generalitat el problema).

En aquest cas podrem realitzar les seguents simplificacions:

Els factors de treball de ruptura de piny6 i roda sén iguals:
M

TR1:TR2:TR:0—91; Si TRR=1 (9.3.1¢c)
Els factors de treball de pibcadures de pinyd i roda son també iguals:
TP1:TP2=TP=%; Si TPP =1 (9.3.1d)
Sols existeix un factor de conparacié ruptura—picadures:
TPR1=TPR2=TPR = ocﬁE ;  Si TRR=1 (9.3.1¢)
b r
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Finalment, solament existeix un factor de comparacio ruptura—excoriacio, i un factor
de comparacio picadures—excoriacio:

a)

TE3/4

TER=TER1=TER2 = ——~ (9.3.1f)
TR5/4
TE3/4

TEP = TEP1=TEP2 = o7 (9.3.1g)

Per a la relacié de transmissio p = 1, les corbes GR1(Z) & =constant coincideixen
amb les corbes GR2(Z) ¢ = constant, i sobn monotones creixents, mentre que les
corbes GP(Z) E = constant sén monotones decreixents. La corba GPR1 = GPR2
= TPR separa la zona critica a la ruptura de la zona critica a les picadures; com
a consequeéncia del que hem dit, determina la linia d’6ptims. Evidentment, com
menor sigui el coeficient de recobriment, menor haura d’ésser el valor del para-
metre de volum V,, necessari.

RESUMINT: determinada la relacié de transmissio u = 1, un coeficient de reco-
briment minim emin, i un determinat material (el qual caracteritza el valor de
CPR), la solucié optima es troba en la interseccidé de la corba corresponent a ¢ =
emin i 1a corba GPR1 = GPR2 = TPR. La soluci6 tant pot ésser determinada a tra-
vés del grafic representaci6 GR1 = GR2 — Z com a través del grafic representa-
cio GP - Z.

Si ’hem determinada sobre GR1 = GR2 - Z, tindrem:

Vop = TR - GR1(op) = TR - GR2(op) (9.3.1h)
Si ’hem determinada sobre P — Z, tindrem:
Vop = TP - GP(op) (9.3.1i)

valors que han d’ésser coincidents.

Els casos corresponents a relacions de transmissié menors de 1 presenten dos
tipus de complicacions:

— En primer lloc, les corbes GR1(Z), € = constant i GR2(Z), € = constant no co-
incideixen; donat que més frequentment és determinant la ruptura de la dent
de la roda, s’ha pres com a representacio de treball la GR2-Z; s’ha inclos la
informacio necessaria referent a GR1 en la representacio GP-Z, a través de
les corbes GPR1.

— En segon lloc, les corbes GR2(Z), € = constant ja no son monotones creixents
en tota la seva extensio, sind que per a valors de Z baixos passa per un mi-
nim i es fa decreixent.

Per tant, cal parar esment en certs Aspectes nous en la interpretacioé de les gra-
fiques per als casos en que p és menor que 1:

La linia de minims my—m4o uneix els punts minims de les corbes GR2(Z) ¢ =
constant; A ma dreta de la linea de minims, les corbes GR2(Z), u = constant son
creixents: per tant, la interpretacié de les grafiques és analoga al de u=1 que
hem exposat anteriorment; ara perd s’haura de tenir en compte que les funcions
GR2(Z) no coincideixen amb les GR1(Z), € = constant.
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RESUMINT: La solucié optima la trobarem en la interseccié de la corba € = gmin
amb la corba GPR2 = TPR si GRR < 1 (0 GPR1 = TPR si GRR > 1); si aquestes
dues corbes no intersequessin (cosa que pot succeir quan son usats materials
molt resistents, i s’exigeixen coeficients de recobriment alts), aleshores la solucié
recomanada correspondra a la interseccio de la corba ¢ = g, amb la linea de
minims.
En determinats casos pot interessar d’obtenir solucions que exigeixin un menor nom-
bre de dents Z que el determinat per la solucié optima. Per a relacions de transmissio
altes (petites reduccions), recomanem de buscar algun punt Situat sobre la corba
GP(2), ¢ = constant, la qual cosa, degut al feble pendent d’aquestes corbes, no con-
duira, en general, a solucions gaire més voluminoses. Per a casos de relacio de
transmissié petites (grans reduccions) recomanem de seguir simplement la linia
GPR2 = TPR, que tal com pot observar-se a les diferents representacions, presenta
generalment unes extenses zones quasi horitzontals; en desplagar el punt vers valors
de Z menors, el coeficient ne recobriment augmenta (millora) fins a la linia de minims,
i més enlla torna a disminuir: no hi ha inconvenient en passar a ma esquerra de la
linia de minims sempre que se sigui conscient que els seus punts no constitueixen
solucions optimes. Per al cas de u = 0.125, atesa 'especial inflexié que sofreixen les
corbes GP(Z), € = constant per a nombres de dents baixos, es déna el cas que algu-
nes de les solucions optimes (quan s’usen materials no molt resistents, i s’exigeixen
coeficients de recobriment alts), es troben a ma esquerra de la linia de minims.

Els valors de la relacié geométrica GER2 donats per la representacio GR2-Z, i els
valors de la relaci6 geométrica GEP donats per la representacio GP-Z, permeten
obtenir una orientacio sobre el valor minim del parametre de proporcid Omin.

Un cop determinat el punt del camp I'existéncia que ens proporciona la solucié més
favorable, la representacio o — Z ens ofereix una informacié complementaria sobre
I'angle de pressié a i el factor de dissipacio DIS.

9.4 RESULTATS

L’explotacié a fons de totes les possibilitats d’analisi que comporten els grafics
d’optimitzacié comportaria molt d’espai. Nosaltres en ressaltarem, doncs, les carac-
teristiques més sobresortints.

A fi d’exemplificar el que direm d’ara en endavant, ens cenyirem als grafics corres-
ponents al cas de p= 0.25 (V. Grafics 11, 12, i 13).

Triarem tres materials:

acer al carbo, tremp total: ob = 2,50-108 N/m? TPR =0,015
(300 Brinell) on = 9,20-108 N/m? TRR =1

acer aliat, tremp total: op = 2,87-108 N/m? TPR = 0,020
(380 Brinell) on = 11,4108 N/m? TRR =1

acer fortament aliat tremp op = 3,08:108 N/m? TPR = 0,025
total: (450 Brinell) o = 13,2108 N/m? TRR =1

(En tots ells el modul d’elasticitat reduit val E, = 2,26-10"" N/m?)
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A continuacio oferim tres taules (una corresponent a cada un dels acers) que con-
tindran els valors del factor geomeétric P necessari per evitar el deteriorament de
I'engranatge, quan els coeficients de recobriment van augmentant entre 1i 2; la linia
d’optims corresponent se situa (segons la taula) sobre GPR2=0.015, GPR2=0.02 o
GPR2=0,025 (o GPR1=0.015, GPR1=0.02 o GPR1=0.025 si GRR>1). A partir del
moment en qué les linies descrites intersequen la linia de minims, els optims se si-
tuen sobre aquesta ultima. En cas d’haver de determinar valors sobre la representa-
cio GR2-Z, els traduirem en termes del factor geométric GP a ase de fer: GP (R2) =
GR2-TPR2.

De moment sén necessaries tres columnes: una pels coeficients de recobriment,
una altra per al nombre de dents, i una tercera per al factor geométric P.

A fi de poder-se fer una idea més clara de les variacions del parametres de volum
Vop en modificar el coeficient de recobriment ¢ o les caracteristiques del material
TPR, hem establert dos tipus d’index de referéncia:

— En cada una de les taules particulars, hem pres com a referéncia 100 el valor del
factor geomeétric GP per e € = 1 (columna A).

— |, per al conjunt de les tres taules, hem pres com a referéncia 100 el factor geome-
tric GP (¢ = 1) corresponent al valor del factor de comparaciéo TPR = 0.025, la mi-
llor de les solucions analitzades. En aquest index hem inclos també I'efecte de la
variacié del factor de treball TP degut als esforgos admissibles de contacte oy; 0
sigui, els indexs de la columna B permetran comparar directament entre si el valor
del parametre de volum necessari Vo, per a qualsevol cas de les tres taules.

Una sisena columna amb la relacié geométrica GEP (o la GER2 traduida a termes
de GEP a través de I'expressié GEP (ER2) = GER2-TER2/TEP) permetra calcular el
valor minim del parametre de proporcio Omin.

Finalment, dues ultimes columnes forniran una informacié complementaria consis-
tent en I'angle de pressidé a (el qual és important en el moment de trobar les reacci-
ons sobre els coixinets o rodaments), i el factor de dissipacio (el qual pot ésser de
gran interés en el moment de projectar el sistema de refrigeracio de I'engranatge).

Taula3 (u=0,25TPR = 0,025)

Zop GP A B GEP o DIS
126,5 11,57 GPR1 1,7-10* | 38,29 0,078
126,8 11,78 GPR1 25-10* | 35,86 0,078

1263 | 11,99 | GPR2 | 103,63 | 103,63 |3,810* | 3373 | 0,081
1235 | 1222 | GPR2 | 10561 | 10561 |5810* | 31,79 | 0,088
1195 | 1244 | GPR2 | 107,52 | 107,52 | 8,910* | 29,98 | 0,098
1150 | 12,65 | GPR2 | 109,33 | 109,33 | 1,4-10% | 28,28 | 0,110
100,0 | 12,87 | GPR2 | 111,23 | 111,23 |2,910° | 26,11 | 0,142
935 | 14,05 | me-my | 121,43 | 121,43 | 4,810° | 2424 | 0,168
1340 | 1537 | mymq | 132,84 | 132,84 | 4,810° | 2338 | 0,168
1145 | 1727 | mp-my, | 149,26 | 14926 | 4,6:10° | 2264 | 0,167
1260 | 19,05 | momy | 164.65 | 164,65 | 4,210° | 22,06 | 0,163
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Taula4 (u=0,25 TPR =0,025; TP (380 HB)/ TP (450 HB) = 1,340)

Zop GP A B GEP o DIS
1570 | 11,26 | GPR1 130,41 | 9,0110° | 38,553 | 0,062
1575 | 1146 | GPR1 | 101,77 | 132,72 | 1,4-10* | 36,16 | 0,063
158,7 | 11,66 | GPR1 | 103,55 | 13504 | 1,9-10* | 34,13 | 0,064
159,0 | 11,87 | GPR2 | 10541 | 137,47 |2,7-10* | 32,32 | 0,068
157,2 | 12,08 | GPR2 | 107,28 | 139,90 | 3,8-10* | 30,68 | 0,073
1540 | 12,28 | GPR2 | 109,06 | 142,22 | 5510* | 29,16 | 0,081
1485 | 12,48 | GPR2 | 110,83 | 144,54 | 8,2-10* | 27,69 | 0,092
1400 | 12,66 | GPR2 | 112,43 | 146,62 | 1,310° | 26,22 | 0,108
1250 | 12,84 | GPR2 | 114,03 | 148,70 | 2,6-10° | 24,47 | 0,137
1145 | 13,84 | me-my | 122,91 | 160,29 | 4,6-10° | 22,64 | 0,167
1260 | 1524 | mymy | 13534 | 176,50 | 4,2110° | 22,06 | 0,163

Taula5 (u=0,25; TPR=0,015; TP (300 HB)/ TP (400 HB) = 2,058)

Zop GP A B GEP o DIS
207,7 | 10,96 | GPR1 194,95 | 40-10° | 38,78 | 0,047
2095 | 11,15 | GPR1 | 101,73 | 198,33 | 58-10° | 36,47 | 0,047
212,0 | 11,36 | GPR1 | 103,65 | 202,06 |8,1-10° | 34,49 | 0,048
2150 | 11,56 | GPR1 | 10547 | 205,62 | 1,1-10* | 32,77 | 0,050
217,0 | 11,77 | GPR2 | 107,39 | 209,35 | 1,4-10* | 31,24 | 0,053
216,8 | 11,97 | GPR2 | 109,21 | 212,91 | 1,9110* | 29,85 | 0,057
2155 | 12,17 | GPR2 | 111,04 | 216,47 |2,6-10* | 28,56 | 0,063
212,8 | 12,37 | GPR2 | 112,86 | 220,03 |3,4-10* | 27,38 | 0,069
208,0 | 12,56 | GPR2 | 114,59 | 223,41 | 4,7-10* | 26,25 | 0,079
200,0 | 12,75 | GPR2 | 116,33 | 226,79 |6,8-10* | 23,13 | 0,091
190,0 | 12,90 | GPR2 | 117,70 | 229,45 | 1,0-10° | 24,00 | 0,105

De l'observacié de les taules anteriors es poden extreure diverses conclusions:

a) En primer lloc, la forta influencia de la resisténcia del material sobre el valor del
parametre de volum V,, necessari; aquesta influencia és més acusada per a co-

eficients de recobriment baixos que per a coeficients de recobriment alts.

b) Els diferents nombres de dents corresponents a les solucions optimes sén en
general elevats (el menor nombre de dents que apareix €s 95, que correspon a
Zy =19 i Z,. = 76); també podem observar que, com menor és la resisténcia del
material, majors son els nombres de dents necessaris per a la solucio optima.

c) El valor minim del parametre de proporcié (0min, proporcional a GEP), augmenta
notablement amb els coeficients de recobriment; rarament, doncs, presentaran
problemes d’excoriacié els engranatges que tenen coeficients de recobriment

baixos.
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d) L’angle de pressi6 a disminueix en augmentar el coeficient de recobriment ¢; per
altre costat, presenta petites variacions en funcio de la resisténcia del material.

e) Finalment, el factor de dissipacido DIS empitjora (augmenta) en augmentar el
coeficient de recobriment i la resisténcia del material; per a obtenir la fraccio
d’energia dissipada caldria multiplicar DIS pel coeficient de friccié f; els valors
d’aquest darrer s6n generalment inferiors a 0,1 i, per tant, el percentatge
d’energia dissipada no sol sobrepassar el 1,5 %.

Per acabar d’il-lustrar aquest tema, enunciarem un problema concret i el resoldrem
en base dels grafics d’optimitzacio:

Relacio de transmissid u =0,25
Coeficient de recobriment minim emn =1,7
Material usat (380 Brinell)
Esfor¢ admissible de flexi6 op =2,87-10° N/m?
Esforc admissible de contacte oy =11,4-102 N/m?
Modul d’elasticitat reduit E-  =226-10" N/m?
Increment de temperatura admissible ATagm = 100 °C
Coeficient de friccié mitja f =0,08
Coeficient de contacte térmic bo =14-10*  N/(m.s"?°C)
Poténcia transmesa Pot =47 kW
Velocitat angular del piny6 ®1 =200 rad/s
Transmissio amb xocs lleus Ko =1,25
Muntatge acurat Km =1,3
Qualitat d’acabat I' Ky =1,1
Vida Ilarga (No > 4107) Kb1 = sz = KH1 = KH2 =1
El moment efectiu que en resulta de les anteriors dades és:
M, = Pot-K, -K,, ‘K, 420 N'm
w,

Obtindrem a continuacio els diversos factors de treball i de comparacio:

Factor de treball de picadures

_ Me1 'Er
oy

(donat que hem reduit els restants factors geometrics a valors del factor GP, no ens
caldra trobar els restants factors de treball).

TP =7,3-10° m®

Factor de comparacio ruptura — picadures

2
Oy

TPR =

=0,02

Gb' r

Factor de comparacio excoriacid — picadures

TE® (20,459 siK, =1
TEP=—--= _
4,301 siK, =0,5

TP 5/4

(donat que hem traduit els valors de la relacié geométrica GER2 a termes de la re-
lacié geométrica GEP, no ens cal calcular el factor de comparacié TER).
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A base dels grafics d’optimitzacié per a u = 0,25, s’arriba a la solucié optima en el
punt Z = 140, en el qual li correspon un valor del factor geométric de picadures de
GP = 12,66.

El piny6 té 28 dents i la roda 112.
El valor optim del parametre de volum sera:
Vop = P-TP =12.66 - 7,3-10° =9.242:10" m®

El valor minim del parametre ne proporcié 6nmin, per al cas més desfavorable (K, = 1,
0 sigui, quan no existeix repartiment de la carrega entre dues parelles de flancs), és:

Omin = GEP-TEP = 0.0013 - 20.459 = 0.0266

el qual evidentment no presenta cap problema constructiu; nosaltres prendrem un
valor del parametre de proporcié major.

L’angle de funcionament és de
o = 26.22°
El percentatge de dissipacio és:
DIS-f-100 = 0,108-0,08-100 = 0.864
o sigui que el rendiment és superior Al 99 %.

Finalment, cal donar les proporciona concretes a I'engranatge; aquesta decisi6 es fa
en funcié de I'espai disponible, o de la configuracié del tren d’engranatges on va
inserit 'engranatge. Nosaltres, per a poder seguir amb I'exemple, prendrem el valor
0,2 per al parametre de proporcié 0; el grafic 3 mostra que, en aquest cas, la solucio
correspon a:

b=0,342 i d=1,710
La veritable magnitud d’aquestes dues distancies sera ( Vop' °=0,0947 m):

B=0.0333m 3.33cm
D=0.1665m =16.65cm

9.5 ANALISI COMPARATIVA ENTRE UN ENGRANATGE TALLAT PER UNA EI-
NA NORMALITZADA | UN ENGRANATGE BASAT EN EL PRESENT ESTUDI

Finalment, ens sembla d’interés de comparar els resultats obtinguts en el present
estudi amb els resultats que s’obtindrien a base d’eines normalitzades. En definitiva,
es tractara d’estudiar la disminucié del parametre de volum que podrem aconseguir
a base de les modificacions del dentat que hem introduit en aquest treball.

A fi de fer més correcte la comparacio, s’han seguit les seglents pautes:

a) Obviament s’ha partit del mateix enunciat i s’han aplicat les equacions dels dete-
rioraments elegides en els capitols 3, 4 i 5 als engranatges tallats amb eines
normalitzades.

b) S’han comparat engranatges del mateix coeficient de recobriment ¢; primer s’ha
procedit al calcul de 'engranatge tallat amb eina normalitzada, ja que no és pos-
sible elegir € en aquest cas; posteriorment, s’ha calculat I'engranatge no norma-
litzat segons el métode adoptat en el present estudi.
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c) No s’ha analitzat cap cas d’engranatge tallat amb l'eina desplagada; en primer
lloc perqué no hi ha un criteri unic per a desplagar I'eina; en segon lloc, perquée
les solucions optimes tenen lloc per a nombres de dents elevats, cas en qué els
desplacaments tenen poca importancia; finalment, el fet de desplacar I'eina con-
dueix a una disminucié del coeficient de recobriment ¢, la qual cosa, per a nosal-
tres, és també un empitjorament de la solucié.

d) La solucio optima per a rodes tallades amb eines normalitzades es troba també
en el punt en qué sigui igualment critica la ruptura que les picadures.

e) Finalment, es considera la normalitzacié de les eines en quant a les proporcions
i forma de la cremallera generadora, perd no quant a la discretitzacié del modul
(ja que aquest aspecte jugaria desfavorablement en les rodes normalitzades).

El terme de comparaci6 sera una eina de tipus normal segons la definicié que do-
nem a continuacié (Ref. 35, pag. 85):

Angle de pressio oo =20°
Altura de cap acn =1mg
Altura de peu app =1mg

Suplementdecap f, =0,25mp
Utilitzarem les expressions ja donades en el capitol 8 per als factors geomeétrics:
Factor geométric de ruptura

En les rodes normalitzades la ruptura del piny6é és més critica que la de la roda.

Cc

GR1:12+—“-Z-YM-Y1 (9.5a)
Y

on els valors del factor de forma Y i de concentracié de tensions Y. poden ésser
obtinguts a través de les figures IA i IB de la norma americana AGMA 220.02 (el
factor geometric de la norma correspon a 1/(Ys1,Yc¢1)).

Factor geomeétric de picadures

tana,
2
GP:21+” . cos‘a, _ (9.5b)
H (1—¢1)-¢>1-tan2a0+(2ﬂ]-(2-gp1—1)-tan0(0+(2ﬂj
Z Z
on el factor de cap ¢1 té per expressio:
2
oot 1 [Zi+3alMy | (9.5¢)
1+p tana, z,-C0sq,

Factor geométric d’excoriacié
3
—Ju-(1=
GE=O,1477-(1+HJ Ao (e tand, (9.5d)
M (1-9,) o cos " q,
on el factor de cap ¢1 té la mateixa expressio que en el cas de les picadures.

En quant als factors de treball i de comparacio, tenen el mateix valor tant per a
'engranatge tallat amb eines normalitzades com per a I'engranatge determinat se-
gons els metodes del present estudi; donat que sols ens interessa establir una com-
paracio entre els dos resultats, només sera necessari coneixer el factor de compa-
racio TPR.
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ANALISI D’'UN CAS CONCRET

Ens cenyirem a I'enunciat de I'apartat anterior excepte en el que fa referencia al co-
eficient de recobriment ¢; el factor de comparacio TPR resultant és:

TPR =0,02

La solucié optima s’obtindra també per a I'engranatge normalitzat quan la relacio
geometrica GPR = GP/GR és aproximadament igual a TPR = 0,02. Després de di-
versos temptejos s’ha arribat als resultats exposats en la seglent taula:

Taula 6
Comparacio eina normalitzada — eina no normalitzada

Z € 01 GP GE GEP a
Eina normalitzada 125 | 1,731 | 0,3113 | 17,29 | 0,0148 | 1,2-10°3 20°
Eina no normalitzada | 135 | 1,731 | 0,2970 | 12,72 | 0,0130 | 1,6:10° | 25,6°

Hom observa facilment que I'engranatge tallat per I'eina normalitzada necessita un
volum notablement major per a transmetre la carrega:

GPnorm. 17,29
GP no norm. 12,72

=1,36

O sigui un 36 % més de volum i de pes; o també, I'engranatge no normalitzat podria
transmetre un 36 % més de carrega amb el mateix volum del normalitzat.

El nombre de dents és una mica inferior en I'engranatge normalitzat; per contra,
'engranatge no normalitzat és més restrictiu en quant al valor minim del parametre de
proporcio (segons I'apartat anterior CEP=20,459, que implica Omin(nor.) =0,024 mentre
que Omin(no norm.)=0,032); aixd s’explica no perqué I'engranatge sigui pitjor des del
punt de vista de I'excoriacié (el factor geomeétric d’excoriacié és menor en I'engranat-
ge no normalitzat), siné perqué I'engranatge es carrega proporcionalment més degut
e la major resisténcia a ruptura i picadures. Finalment, hi he una notable diferencia
quant a I'angle de funcionament: els Optims per a engranatges no normalitzats sem-
blen correspondre sempre valors sensiblement superiors a 20°.
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10. CONCLUSIONS

A manera de resum exposarem rapidament els aspectes i resultats més notables
obtinguts en el present treball.

a)

El primer aspecte que interessa destacar és el fet d’haver pogut reduir el nombre
de variables independents de la geometria de I'engranatge a quatre. Probable-
ment, de tenir un coneixement més precis sobre el criteri de deteriorament de la
punta de la dent, aquestes variables es reduirien a tres: relacié de transmissio u,
coeficient de recobriment ¢ i nombre de dents Z.

En segon lloc, ens sembla interessant de destacar que, tant la prevencio de la
ruptura de les dents com la prevencio de les picadures sobre els flancs exigeixen
un valor minim del volum de I'engranatge (nosaltres el determinem a través del
parametre de volum V); la prevencio de I'excoriacié condueix a una limitacio infe-
rior del parametre de proporcié de I'engranatge 0: en definitiva, n’exigeix una
amplada minima.

En. tercer lloc, de totes les modificacions geométriques introduides en el present
treball respecte del dentats de les eines normalitzades, les que al nostre entendre
tenen major importancia son: 1. L’equilibrament dels lliscaments especifics (a-
quest concepte ja s’aplica en alguns casos en qué s'utilitza el desplagament de
I'eina; també és conegut el fet que equilibrar els lliscaments especifics equival a
equilibrar els factors PV d'Almen; no obstant, no teniem noticia que algu hagués
comprovat que també equival a equilibrar els valors de la temperatura flash T;de
H. Blok); 2. El partir dels gruixos de caps de dent i portar-los al valor minim ad-
missible (aquesta condicid és més o menys equivalent a fer I'angle de pressid
maxim; vist perd, des del punt de vista dels gruixos de cap, té 'avantatge que
permet una més facil atencio al deteriorament de punta de la dent).

En quart lloc, els engranatges de caracteristiques Optimes se situen en aquells
punts en qué la ruptura i les picadures sén igualment critics: les linies CPR cons-
tant determinen aquesta condicio; cal observar que, per a reduccions fortes (u
petits), existeixen extenses zones on aquestes linies sén practicament horitzon-
tals, la qual cosa indica que es pot triar la solucié optima sovint dintre d’'uns mar-
ges molt amples (depén del coeficient de recobriment ¢ i del nombre de dents Z
gue més convinguin).

En cinque lloc, cal destacar el paper important que juga el material i les seves
caracteristiques en el procés d’optimitzacié d’'un engranatge, ja que el factor de
comparacié TPR (depenent d’elles) és el que determina fonamentalment la linia
d’'optims sobre els grafics d’optimitzacio. A més, els resultats obtinguts sofreixen
grans variacions en modificar les caracteristiques del material.

En sisé lloc, cal destacar que, amb la nova geometria del dentat, podem acon-
seguir disminucions del volum de I'engranatge de l'ordre del 30 %. Cal també
observar que el métode proposat en el present estudi permet d’elegir voluntari-
ament el valor del coeficient de recobriment ¢.

Finalment, voldriem fer constar que, a través del nostre treball, el problema
d’optimitzar un engranatge recte ha quedat reduit fonamentalment al problema
de disminuir al maxim el valor dels gruixos de cap de les dents sense arribar al
deteriorament de la seva punta. Aquest darrer aspecte, del qual no en tenim
practicament cap informacio, pensem que exigeix un estudi suficientment detin-
gut com per constituir el tema d’un treball posterior; els seus fruits acabarien de
completar el present estudi, i potser n'obligarien a revisar algun aspecte.
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APENDIXS | BIBLIOGRAFIA

A1. FACTOR DE FORMA
A1.1 EXPRESSIO DEL FACTOR DE FORMA

En aquest apéndix tractarem de determinar I'expressio analitica dels parametres
que intervenen en la definicid del factor de forma. En el nostre cas es tracta del fac-
tor de forma corresponent al punt de contacte unic (punt més alt sobre el flanc de la
dent on hi ha encara una sola parella de dents en contacte), i que permet de calcu-
lar I'esfor¢ de traccidé maxim que es produeix en la seccié d’encastament (punt S)
quan es tenen en compte tant els esforgos de flexié causats pel component tangen-
cial de la forca de contacte, com la compressié originada pel component radial d’a-
questa mateixa forca (V. Fig. 11).

En aquest cas, les expressions dels factors de forma sén:
hy cosB, 1 sin6,
Sy Cosa s, cosd
h, cosB, 1 sinB,
g' cosa _Q' cosa

Pinyo: Yy=6- (A1.1a)

Roda: Y, =6- (A1.1b)

spisp = Gruixos de calcul de dent de pinyd i roda; corresponen a la seccio
d’encastament S-S' determinada per la parabola d’igual resisténcia.

h# i he, = Altures de calcul de pinyd i roda; estan compreses entre el vertex
de la parabola d’igual resisténcia V i la seccié d’encastament S-S'.

o = Angle de funcionament

01102, = Angles de calcul de piny6 i roda; sén els angles formats per la linia

d’accié de la forma i la normal a la linia de simetria de la dent.

Al.2 EXPRESSIO ANALITICA DELS PARAMETRES DE CALCUL

En I'explicacié que ve a continuacio ens referirem a la Figura 11, la qual mostra una
situacié molt particular de I'engranament entre I'eina cremallera i la roda que genera,
en qué coincideixen el punt de contracte eina—roda, i el punt de tangéncia de la pa-
rabola d’igual resisténcia (quan la for¢ga esta aplicada en el punt de contacte unic)
amb el peu de la dent: punt S. En aquest cas, es compleixen diverses condicions:

En primer lloc, la suma dels angles a4, B; iv1 és de n/2:

1)
G1+B1+V1:E (A1.2a)

En segon lloc, la tangent de 'angle 4 pot determinar-se gracies a les propietats de
la parabola:

SR s,/2 sy
NR 2-h,; 4-h,

tanp, = (A1.2b)

[, en tercer lloc, la tangent de I'angle y¢ és el quocient entre el valor del segment
N"N"i N’I. El valor de N’N’, pot calcular-se com la diferéncia entre el segment N"N’
(desplagament sofert per I'eina cremallera en un gir de I'angle a4 de la roda: N’N’ =
(Z4/2)-a.1'mp), i N'N és la meitat del pas primitiu. O, sigui:
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1 a, T
tang1 ZE'(Z1 7—5] (A12C)
Ver = huc1 —ley - sina (A1 2d)
Podem establir unes relacions analogues per a la roda:
m
a, +B, +V, =3 (A1.2e)
S
tanpB, = —2 _
B= 2 (A1.2f)
1 a, T
tany, =—| Z, - — —— A1.2
Y2 v, ( 1y 2) ( ¢)]
Ve = hch T sina (A1 2h)

Angles de calcul. L’expressio dels angles de calcul 64 i 0, és la seguent, segons es
despren de la Figura 11:

01 = Oleut — Pout (A1.2i)
02 = dlouz — Pouz (A1.2)

O sigui, sén les diferéncies entre els corresponents angles de contacte unic, oyt |
acu2, | €ls gruixos angulars de contacte Unic ¢cu1 | dcu2. LeS expressions d’aquests
angles poden trobar-se en el capitol 1.

Altures de calcul. L’altura de calcul de la dent del piny6é hyy podem descompondre-la
en tres parts, segons pot confirmar-se en la figura 11:

hi1 =VR=VI'+I'Q + QR

A base de les diferents definicions donades en el capitol 1 i al valor del parametre
Vet que s’acaba de definir, finalment podem expressar I'altura de calcul del piny6 de
la seglent manera:

h. = Z0.[008a  osq o] e iy -sinp Al.2k
" 2 {cosH, ") lcosy, : (Al-2k)
Analogament per a la roda:
h, _ %z [ cosa —cosa, |+ Ver +r,, |-sinpB, (Al.21)
2 | coso, cosy,

Seccions de calcul. El valor dels gruixos de calcul st i sr, sera dues vegades el valor
del segment RS. Aquest pot ésser calculat en base a restar al segment QI la projec-
cio sobre d’ell del segment SI:

Pinyo: Sf1:Z1-sina1—2-( Ver +re1j-cos[31 (AL.2m)
cosy,

Roda: sf2=22~sin0(2—2-[ Ver +re2j-sin82 (Al.2n)
cosy,

Atés que per a trobar els valors dels angles a4, B; i y1 cal coneixer els parametres de
calcul 061,h# i s¢ i, viceversa, haurem de procedir a base d’'un métode iteratiu en el
calcul.
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A2. FACTOR DE CONCENTRACIO DE TENSIONS

Tal com hem exposat en el capitol 3, I'expressio adoptada per al factor de concen-
tracio de tensions Y. és la donada per Dolan i Broghamer (Ref. 19), i adoptada per
la norma americana AGMA 220.02. Aix0 és:

J L
Pinyo: y_ —H+ (ij [ﬁ] (A2.a)
r.1‘1 hf1
s, ) (s,)
Roda: )
oda Y, =H+ [ij [ij (A2.b)
r'f2 f2
on: hgihp = Altures de calcul de pinyé i roda; les seves expressions son les ma-

teixes que en I'apartat A1.2.

si1isp = Seccions de calcul de pinyd i roda; les seves expressions son les
mateixes que en l'apartat A1.2.
reiirp, = Radis de curvatura de calcul de piny6 i roda; la mateixa norma AG-

MA indica que la seva expressio:
2
Fo=r el
Ttz 24y, (A2.c)

V2
My =l +——2—
2 = Te2 Z,2+v,, (A2.d)
Finalment, H, J i L sén tres parametres que depenen de I'angle pressid a. La horma
AGMA 220.02 proporciona la seglent taula extreta dels resultats de Dolan i Brogha-

mer:

Taula 7
H J L
14,5° 0,22 0,20 0,40
20° 0,18 0,15 0,45
25° 0,14 0,11 0,50

A fi de ter manejable aquesta taula, hem adaptat els valors d’aquests tres parame-
tres a sengles paraboles:

H =0.22738-a° - 0.27973:a. + 0.30536 (A2.e)
J =0.34109-0° - 0.72624-0. + 0.35194. (A2.f)
L = 0.28422-0% + 0.34972-0. + 0.29329 (A2.9)

Carles Riba Romeva. Tesi doctoral (memoria). ETSEI de Barcelona, 86




Estudi de la influencia de la configuracié geométrica dels dentats
sobre la capacitat de carrega dels engranatges rectes

Huc,

Huc,

PINYS (Z4)

Figura 11
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A3. PROGRAMA D’ORDINADOR

A3.1 CORRESPONDENCIA ENTRE ELS SiMBOLS DEL TEXT | ELS USATS EN
EL PROGRAMA D'ORDINADOR

Ordenador text
A o

A1 Olc1
A2 c2
ACU1 Olcu
ACU2 Olcu2
AL1 o
AL2 o2

B1 B1

B2 B
DIS DIS
D1 huct = he2
D2 huc2 = hey
E €

E1 So1
E2 So2
EC1 Sct
EC2 Sc2
EP GEP
ER1 GER1
ER2 GER2
EX GE
G1 Y1

G2 Y2
GAE 0a
GAU QPacu
GRE or
GRU Preu
H1 ht

H2 hs,

M 0

P GE
PR1 GPR1
PR2 GPR2
R1 leq

R2 le2
RF1 1
RF2 £7)

RR GRR
RUP1 GR1
RUP2 GR2
S1 Sf1

S2 Sfo

Vv Ev ()
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V1 Ev (1)
V2 Ev (o)
VE1 Ve1
VE2 Ve2

X1 01

X2 02

Y Mse
YC1 Yt
YC2 Ye2
YF1 Yt
YF2 Y2

Z Z

Z1 Z4

Z2 Z
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A3.2 LLISTAT DEL PROGRAMA D’'ORDINADOR

A continuacio reproduim el llistat del programa d’ordinador utilitzat en el present tre-

ball.

WN -
RN

16 71

18 60

22 70

28 50

FACOM 8052 FORTRAN -740601- V03 LO8

REAL M
READ (5,506) M,Y,E
DATA G,NUM,A,EXPO10,EXPO,PI,PI2,GRAD/.8,0,.6,.10000,.33333,
3.14159,A.6.28318,57.295/
WRITE (6,508)
WRITE (6,502) M,Y,E
FM1=M/(1.+M)
FM2=FM1/M
FM3=M*M
FM4=1.-FM3
NUM=0
Z=211.
DO 1000 MI=1,250
7=7-1.
Z1=Z*FM!
Z2=7*FM2
DO 500 L=1,100
IF (L-2) 50,60,70
RA=A
RF3=F3
A=A-.025
GO TO 50
IF((ABS(F3)),LT.1.E-4) GO TO 600
IF(ABS(F3-RF3),LT.1.E-7) GO TO 600
A9=F3*(A-RA)/(F3-RF3)
RA=A
RF3=F3
A=A-A9
S=SIN(A)
C=COS(A)
T=S/C
V=T-A
IF (M,EQ,1.) GO TO 3
EX1=E*PI2/(Z*T)
EX2=(2.*FM3-FM4*EX1)/FM4
EX3=-(1.+EX1)*FM3/FM4
X1=SQRT(EX2**2-4 *EX3)-EX2)/2.
GO TO 83
X1=.5+PI*E/(Z*T)
X2=X1/(FM3+FM4*X1)
T1=X1*T/FM1
T2=X2*T/FM2
A1=ATAN(T1)
A2=ATAN(T2)
Q1=C/COS(A1)
Q2=C/COS(A2)
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46 V1=T1-A1

47 V2=T2-A2

48 EC1=Y

49 E1=EC1/Q1+Z1*(V1-V)
50 E2-PI-E1

51 EC2=(E2+Z2*(V-V)*Q2
52 F3=EC2-Y

53 500 CONTINUE
54 600 CONTINUE

55 AB=(E-1.)*PI2/(Z*T)

56 X11=X1-AB

57 X12=X2-AB

58 TACU1=XI1*T/FM1

59 TACU2=XI2*T/FM2

60 ACU1=ATAN(TACU1)

61 ACU2=ATAN(TACU”)

62 ECU1=(Y/Q1+Z1*(V1-TACU1+ACU1))
63 ECU2=(Y/Q2+Z2*(V2-TACU2+ACU2))
64 Cl1=ACU1-ECU1/Z1

65 Cl2=ACU2-ECU2/Z2

66 GAE=X2-FM2

67 GRE=X1-FM1

68 GAU=XI2-FM2

69 GRU=XI1-FM1

70 D1=22%(Q2-1.)/2

71 D2=Z1*(Q1-1.)/2.

72 R1=(E2/2.-D1*T)/C

73 R2=(E1/2.-D2*T)/C

74 HO1=E1/2.+D1*T*R1*C

75 H02=E2/2.+D2*T*R2*C

76 VE1=D1-R1*S

77 VE2=D2-R2*S

78 G1=G

79 DO 200 J=1,30

80 IF (J=2) 151,152,153

81 152 RG1=Gf1

82 RFUN1=FUN1

83 G1=G1-.1

84 GO TO 151

85 153 AG1=FUN1*G1-RG1)/(FUN1-RFUN1)
86 RG1=G1

87 RFUN1=FUN1

88 G1=G1-AG1

89 151 AL1=VET*TAN(G1)+HO1)*2./21
90 B1=Pl/2.-G1-AL1

91 RR1=VE1/COS\G1)+R1

92 RS1=VE1 *TAN(G1 )/COS (G1)

93 S1-Z1*SIN(AL1)-2,*RR1*COS(B1)
94 H1=Z1*(C/COS(CI1)-COS(AL1))2.+RR1*SIN(B1)
95 YY1=S1/(4.*H1)

96 FUN1=TAN(B1)-YY1

97 IF(ABS(FUN1),LT,1.E-5) GO TO 201
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98 200 CONTINUE

99 WRITE (6,978)

100 978 FORMAT ( EXCES DE ITERACIONS 1')
101 201 G2=G

102 DO 300 K=1,10

103 IF (K=2) 251,252.253

104 252 RG2=G2

105 RFUN2=FUN2

106 G2=G2-.1

107 GO TO 251

108 253 AG2=FUN2*(G2-RG2)/(FUN2-RFUN2)
109 RG2=G2

110 RFUN2=FUN2

111 G2=G2-AG2

112 251 AL2=(VE2*TAN(G2)+H02)*2./Z2

113 B2=PI/2.-G2-AL2

114 RR2=VE2/COS(G2)+R2

115 RS2=VE2*TAN(G2)/COS(G2)

116 S2=72*SIN(AL2)-2.*RR2*COS(B2)
117 H2=22*(C/COS(CI2)-COS(AL2))/2.+RR2*SIN(B2)
118 YY2=S2/(4.*H2)

119 FUN2=TAN(B2)-YY2

120 IF (ABS(FUN2),LT,1.E-5) GO TO 301

121 300 CONTINUE
125 301 YF1=(6.*H1*COS(CI1)-S1*SIN(CI1))/(S1*S1*C)

126 YF2=(6.*H2*COS(CI2)-S2*SIN(CI2))/(S2*S2*C)

127 HF=-.227381*A*A-.279782*A+.305367

128 EXP1=.34107*A*A-.72624*A+.36194

129 EXP2=.284225*A*A+.349727*A+.293291

130 RF1=R1+VE1**2/(Z1/2.+VE1)

131 RF2=R2+VE2**2/(Z2/2.+VE2)

132 YC1=HF+((S1/RF1)*EXP1)*((S1/H1)**EXP2)

133 YC2=HF+((S2/RF2)*EXP1)*((S2/H2)**EXP2)

134 RUP1=(Z*VF1*YC1/(2.*FM1))

135 RUP2=(Z*YF2*YC2/(2.*FM1))

136 RR=RUP1/RUP2

137 F2=7*(1.-FM2*(C*C+M*Q1))/2.

138 P=(T/(C*C*(X1*(1-X1)* T*T+PI12%(2.*X1-1.)*T/Z-(-P12/Z)**2)))/(P12*A*FM1)

139 PR1=P*RUP1

140 PR2=P/RUP2

141 EX=.1477*T*(SQRT(X1)-SQRT(M*(1.-X1)))**4/(C*C*(1.-X1)*X1*FM1**3)

142 EP=EX**.75/P**1.25

143 ER1=EX**.75/RUP1**1.25

144 ER2=EX**.75/RUP2**1.25

145 DIS=(T/4.*FM1*FM2))*(GAE*GAE+GRE*GRE+ABS(GAU)*GAU+GRU
*GRU)/(GAE+GARU)

146 GA=A*GRAD

147 GA1=A1*GRAD

148 GA2=A2*GRAD

149 GB1=B1*GRAD

150 GB2=B2*GRAD

151 WRITE (6,507) Z,GA,RUP1,RUP2,RR,P,PR1,PR2,EX,EP,EH1,ER2,DIS,
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1 X1,GA1,E1,D1,R1,GB1,H1,S1,YF1,VC1,F1,XI1
2 X2,GA2,E2,D2,R2,GB2,H2,S2,YF2,VC2,F2,XI2

152 IF (NUM,EQ,20) WRITE (6,508

153 NUM=NUM+1.

154 IF (NUM,EO,21) NUM=0

155 IF (F2,LT,0.) GO TO 1

156 1000 CONTINUE

157 GO TO 1

158 502 FORMAT (/3F10.3/)

159 506 FORMAT (F5.3,F3.1,F3.1)

160 507 FORMAT (F10.0,3F10.3,4F10.5,4E10.3,F10.5,2(/F20,3,11F10.3))

161 508 FORMAT (1H1,5X,'Z",9X,'A",9X,'R1",8X,'R2',8X,'RR",8X,'P"',.9X,’PR1’,
A7X,PR2'7X,'E'\9X,'EP",8X,'ER1",7X,'ER2',7X,'DIS")

162 STOP

*** OPTIONS IN EFFECT ***

FORTRAN1 LIST,NOMAP,NOASTER,NODEBUG,NOSEQ,NONERW,
SYSIN,DECK,NOSTACK,EBCDIC
TRAP=00CE,OPT=0,WORK=20,ARRAY=256,TABLE=10

FT997 END OF COMPILATION ( FTMAIN ).

FUNCTION TAN(X)
C=COS(X)
IF (C,L,1.E-7) GO TO 6
5  TAN=SIN(X)/C
RETURN
6  WRITE (6,7)
FORMAT (* ANGLE RECTE’)
STOP 7777
END

OCoONOOOAPR,WN-=-

*** OPTIONS IN EFFECT ***

FORTRAN1 LIST,NOMAP,NOASTER,NODEBUG,NOSEQ,NONERW,
SYSIN,DECK,NOSTACK,EBCDIC
TRAP=00CE,OPT=0,WORK=20,ARRAY=256,TABLE=10

FT997 END OF COMPILATION ( TAN )
FACOM BOS2 LIED -740910-V02-L11
/PARA OUT=PROGRAM,ALL-MOD, USCALL

LIED OUTPUT RECORDS ARE 471
MAX ADDRESS 2AFF
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