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Introduccién

Se aborda en esta memoria, el estudio de familias diferenciables de parejas de ma-
trices, bajo la relacién de equivalencia de semejanza por bloques. Esto es, se considera
el espacio de matrices complejas M, = {(4,B) | A € Mpxn(C),B € Mnxm(C)},
y en él la relacién de equivalencia “semajanza por bloques” dada por (A,B) ~
(P~Y(A + BR)P,P~'BQ), donde P € GI(n,C), @ € Gl(m,C), R € Muxa(C).
Se trata de estudiar familias (A(t), B(t)) en dicho espacio que dependen diferencia-
blemente de un parametro ¢ que varia en una variedad diferenciable.

Las parejas de matrices, aparecen ya en los trabajos realizados por Kronecker ([17]),
sobre haces de matrices, es decir matrices de la forma A+ AB, con 4, B € M, xn(C).

En las 1ltimas décadas se ha reavivado su estudio por su relacién con la teoria de
sistemas dinamicos lineales. Un sistema lineal a coeficientes constantes viene repre-

sentado por ecuaciones del tipo
z(s) = Az(s) + Bu(s) 6  z(k+1)=Az(k)+ Bu(k)

donde z(s) son las variables de estado, u(s) las de entrada (o inputs), A la matriz del
sistema y B la de realimentacién. Dichas ecuaciones se corresponden obviamente con
las parejas de matrices (A4, B) € M, ¥ en esta correspondencia la “semejanza por
bloques” se interpreta como cambios de base en las variables de estado (matriz P) y
en las de entrada (matriz @), mds una realimenatcién adicional (matriz R).

En este contexto aparecen de forma natural familias (A(t), B(t)) como las objeto
de nuestro trabajo, asocia&as a familias de sistemas lineales. Asi (véase, por ejem-

plo, Hazewinkel [7]), estas familias se presentan en el estudio de perturbaciones de



sistemas, de sistemas con retardo, de incertidumbre en el valor de los parametros del
sistema, etc.

Dentro de este planteamiento general de estudio de familias diferenciables de parejas
de matrices, tres son los problemas que abordamos, y que constituyen respectivamente
el objeto de los capitulos 1, 2 y 3:

1- Forma canénica local de una familia de parejas de matrices: deformacién
miniversal

2- Semejanza por bloques global de clase C”: existencia de familias diferenciables
de bases de Brunovsky (que en cada punto reducen la pareja de matrices a su
forma candnica) .

3- Estratificacién del espacio de parejas de matrices segun sus invariantes discre-

tos. Diagramas de bifurcaciones de familias genéricas

En todo momento se ha evitado el uso de técnicas particulares, sélo aplicables a cada
problema concreto. Por el contrario, se ha pretendido utilizar técnicas mas generales
que permitan un tratamiento homogéneo de estos problemas, asi como su aplicacion
a otros de tipo semejante. Asi, incluimos una aplicacién de las técnicas utilizadas
en (1) al caso de las cuaternas de matrices, y de las de (2) a las familias de inversas
generalizadas.

Una referencia fundamental la constituye los estudios realizados por diversos au-
tores (Arnold [1},[2}, Gibson [20],{21],) para matrices cuadradas. Asimismo, son ya
conocidos algunos resultados parciales para el caso particular de parejas controlables
(Udilov [47], Tchon [45]). Con todo, como la descomposicién de un sistema en un
subsistema controlable y un endomorfismo no es directa, los resultados para el caso
general no se derivan de los de ambos casos particulares, sino que requieren un estudio

especifico.



1. Forma candénica local de una familia de parejas de matrices.

Siguiendo el planteamiento de Arnold, una herramienta fundamental para el estu-
dio local de familias (perturbaciones, regularidad de la estratificacién, bifurcaciones
locales,...) es disponer de una forma candnica diferenciable local para las familias
de parejas de matrices. De forma més-precisa, de una llamada deformacion versal:
familia de parejas de matrices tal que cualquiera otra es isomorfa a alguna de las
inducidas de ella mediante cambio de variables. Si ademads su dimension es la minima
posible (deformaciones miniversales) nos da una “representacion local” del espacio

de parejas de matrices.

Como antecedentes en este tema, destaquemos que Arnold [1], [2] obtiene formas
canénicas diferenciables locales para matrices cuadradas respecto a la relacién de
conjugacién. Aplicaremos esos resultédos al subsistema “incontrolable” del sistema
tratado.

En cuanto a parejas de matrices, Tannenbaum [43] describe formas canénicas lo-
cales, pero con respecto a la relacién de equivalencia cambio de base en el espacio de
estados, por lo que no son de aplicacién en nuestro caso.

Senalemos finalmente que, para la relacién de equivalencia aqui considerada, Udilov
[47] da una deformacién versal para el caso particular de parejas controlables y matriz

de realimentacion de rango maximo.

Por nuestra parte, en el capitulo 1, tales deformaciones miniversales son construidas
como variedades lineales minitransversales a las clases de equivalencia. Una primera
deformacién es obtenida como ortogonal a dichas clases, respecto a un producto es-

calar hermitico definido en (I1.1.2):

DEFORMACION MINIVERSAL “ORTOGONAL” (II.1.4).
Sea (A, B) € Mpm, una pareja de matrices. Entonces, una deformacién miniversal
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(ortogonal) de (A, B) viene dada por
(4,B) +{(X",Y")}

donde X € M,(C), Y € M,,xrn(C) recorren el conjunto de soluciones del sistema
AX -XA+BY =0
XB=0
YB=0

y X, Y* indican sus respectivas adjuntas.

Su descripcién explicita requiere la resolucién de este sistema de ecuaciones matri-
cial, que se detalla en el anexo.

En particular, contiene el mencionado resultado de Udilov [47].

A partir de una deformacién ortogonal, se obtiene otra “minimal” en el sentido
de que puede expresarse de la forma (4, B) + (X,Y), donde (X,Y’) es una pareja de
matrices de coeficientes variables, de los cuales los no nulos constituyen los parametros

independientes de la deformacién.

DEFORMACION MINIVERSAL “MINIMAL” (II1.3).

Sea (A,B) € My, una pareja de matrices, en su forma reducida de Brunovsky,
r = rangB, k; > ... > k, los indices de controlabilidad, y p = k; + ... + k,.
Entonces, una deformacion miniversal de (A, B) viene dada por (A,B)+ S, donde §

es la variedad lineal de M, definida por las parejas (X,Y)
-_ (X1 X; _(¥ Y
x=(x %) v=(& ¥

donde la particion por bloques corresponde a la de la forma de Brunovsky de (A, B),

y

() X!=0,X1=0



(ii) Todos los elementos de X? son nulos excepto los indicados por los pardmetros

p+1 n _p+1 n p+1 n
SRR S R NS TEREE L7 *S PEERRE.Y RS SEPES EEEEELD SRS e S U

(i) X2 es la forma candnica de Arnold [1]

(iv) Todos los elementos de Y;? son nulos excepto los indicados por los pardmetros

ka1 ki—1 | ki+ka+1 Ey+otkematket1 Eidodkeo1—1
y22 7-",y21 ,ysl 3 7""Jyr1 2 7"-7yr1 ! .
(v) Y3 es tal que
ky  _ ok kitke _ _ kitke _ N - P
Yrk1 = = Ym =Yppy ==Y ==Yy ==Y =0

(vi) Y7 =0

(vil) Todos los parametros de Y.? son arbitrarios.

Diversas consecuencias se siguen de la explicitacién de estas deformaciones miniver-
sales. Asi, la primera de ellas permite calcular (véase (11.3.1) y (I1.3.4)) la dimensi6én

de la drbita y del estabilizador de una pareja (A, B) cualquiera:

DIMENSION DE LA ORBITA Y DEL ESTABILIZADOR.
Sea (A,B) € Mnum una pareja de matrices, O(A, B) su drbita y Est(A,B) su

estabilizador. Obviamente:
dim O(4, B) = n* + nm — dimTO(A4, B)*
dim £st(A, B) = n? + nm 4+ m? — dim O(4, B)

Entonces, se tiene

dim TO(A,B)* = Y maz{0,k; — ki — 1} + r(n — p)+
1<1,j<r
+(m—-r)n—r)+

4 (01(0) + 302(X) + 503 () + ...
A
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donder,ky,..., k., p son como antes, Airecorre los valores propios de (A, B), y (01(}),

o2(A),...) es la caracteristica de Segre del correspondiente valor propio.

El célculo de dim £st( A, B) fue planteado por Tanemmbaum ([43], problema abierto).
Martin [7], lo resolvié para el caso de matrices completamente controlables y rang B
maximo. Nuestro resultado fue obtenido inaralelamente por Beitia, Gracia, Hoyos
[4]. Ambos fueron comunicados en “Encuentros de Anélisis matricial y aplicaciones”,
Valencia 1989.

La segunda deformacién miniversal, mas “sencilla”, permite estudiar los tipos de
parejas de matrices que aparecen en un entorno de una pareja dada. Algunos ejem-
plos son presentados en (IV.3). En particular, como coralario se deduce el siguiente

resultado obtenido por Willems [49].

ESTABILIDAD ESTRUCTURAL. (IV.1.3)
Sea (A,B) € Mum yr,k1 > ... > k, como antes. Entonces (A, B) es estructural-

mente estable si y sélo si r = min(n,m), y ky — k, < 1.

Remarquemos que las técnicas utilizadas son aplicables a otros casos. Como ejem-
plo en este sentido, se ha generalizado el resultado anterior al caso de cuaternas de
matrices (con respecto a la relacién de equivalencia natural que generaliza la equiva-

lencia por bloques entre parejas de matrices (V.1), [40]):

ESTABILIDAD ESTRUCTURAL DE CUATERNAS DE MATRICES. (V.4.3)

Sea (A,B,C,D) € Mum;p una cuaterna de matrices en su forma reducidé de Moli-

nari [40]:
Ay By 0 0
— Az {0 o0 o
4= Az , B= 0 B, 0
Ay 0 0 O
0 ¢, 0 O 0 0 0
g 0 0 O 0 0 I



Entonces (A, B,C, D) es estructuralmente estable (respecto a [40]), si y sdlo si
rang D = min(m,p) y
i) para m > p, si rang By = min(n,m — p) y la pareja de matrices (A, B) es
estructuralmente estable. .
ii) para p > m, sirang C; = min(n,p—m) y la pareja (éi ) es estructuralmente

estable.

2. Semejanza por bloques global de clase C".

La deformacién semiuniversal asegura la posibilidad de reducir localmente una fa-
milia diferenciable a una forma candnica, mediante una cambio de base asimismo
diferenciable. Pero ello no es posible globalmente, en general.

La existencia de bases globales diferenciables que reduzcan una familia a una forma
“mads simple” requiere hipdtesis adicionales sobre la familia considerada. Asi, para
matrices cuadradas tenemos resultados obtenidos por Philip-Thijse [41], Guralnick
[26], Gracia-Evard [10], en los que dan condiciones suficientes para la existencia de
bases diferenciables globales que reducen la familia de matrices a su forma de Jordan.

En nuestro caso, y para variedades de parametros contractiles, demostramos que
una condicién suficiente para ello es que los invariantes discretos de la familia per-

manezcan constantes:

EXISTENCIA DE CAMBIOS DE BASE GLOBALES (II1.3.1).

Sea M una CT"-variedad contractil, y (A(t), B(t)),t € M, una familia diferenciable
de parejas de matrices con invariantes discretos constantes. Entonces, existen P(t) €
Gl(n; C)), Q(t) € GI(m;C)) y R(t) € Mmxn(C)) dependientes diferenciablemente de

t € M tales que tales que

s (5 5,
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es una matriz de Brunovsky, para todot € M

Como muestra de que también en este caso las técnicas utilizadas permiten apli-
caciones en otros problemas similares, presentamos el estudio de la diferenciablidad
de una familia de matrices en que cada una de ellas es la inversa generalizada de

Moore-Penrose de las matrices de una familia diferenciable.

DIFERENCIABILIDAD DE LA INVERSA DE MOORE-PENROSE (IV.3).
Sea M una CT-variedad contréctil, y A(t), t € M, una familia diferenciable de

matrices con rango constante. Entonces:

(i) la inversa de Moore-Penrose A% (t) de A(t) es diferenciable
(ii) existen T(t) € Gl(m;C) y S(t) € Gl(n; C) dependientes diferenciablemente de

t € M, tales que

0 0

At =5 . 0 \]" 7!
(Idy O)T AS(Idk)] 0

Goberg-Lancaster-Rodman [21], hace un estudio de la continuidad de una familia de
inversas generalizadas de una familia de matrices continua con relacién a la “topologia
gap”, sobre la variedad grasmaniana. Al inicio del capitulo (1.6), se demuestra que
esta topologia es equivalente a la usual, por lo que el resultado anterior, engloba dicho

estudio.

3. Estratificacién de Brunovsky-Kronecker.

Se aborda finalmente una de las herramientas geométricas bésicas para el estudio
de los diagramas de bifurcaciones de familias genéricas de matrices: la estratificacién
del espacio de parejas de matrices en funcién de sus invariantes discretos, que de-
nominamos estratificacién de Brunovsky-Kronecker y que abreviamos diciendo BK-

estratificacion. Asi, con este lenguaje, la hipétesis del principal resultado del capitulo
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2 (que la familia de matrices tenga invariantes discretos constantes) puede expre-
sarse diciendo que la familia de parejas de matrices considerada esté contenida en un
estrato.

También en este caso los estudios realizados sobre matrices cuadradas constituye
el punto de partida (Arnold [1], [2], Gibson [19], [20]), si bien no son posibles gene-
ralizaciones directas.

Tchon [45], ha estudiado la estratificacién del espacio de parejas de matrices com-
pletamente controlables y con rango de la matriz B maximo, ‘caso particularmente
simple puesto que los estratos coinciden con las propias orbitas.

Los resultados fundamentales pueden resumirse en la siguiente forma:

ESTRATIFICACION DE BRUNOVSKY-KRONECKER.

(i) Los BK-estratos son subvariedades diferenciables del espacio de parejas de
matrices Mpm, (1.2.3).
(i1) Los BK-estratos son conjuntos constructibles, (1.2.5).
(ii1) Los BK-estratos son conjuntos conexos, (1.2.6).
(iv) La BK estratificacion verifica la condicién de frontera, (11.2.3).
(v) Sim =1, la BK-estratificacion verifica las condiciones de regularidad de Whit-

ney, (I1.2.2).

Remarquemos que la cuarta afirmacién se deduce de las f6rmulas de entrelazamiento

demostradas por Gracia-Hoyos-Zaballa [23].

En el apartado III, mostramos como los resultados obtenidos en el capitulo 1,
permiten la descripcidn local explicita de esta estratificacién asi como el célculo de
las dimensiones de los estratos.

Finalmente, mostramos mediante algunos ejemplos, como los anteriores métodos

pueden utilizarse para el estudio de diagramas de bifurcaciones de familias genéricas.
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Ademds de estos tres capitulos, y debido a que a lo largo de toda la memoria
haremos uso exhaustivo de ello, se han riecogido en uno previo el método de obtencion
de los invariantes, asi como de la forxr;a reducida de Brunovsky, de una pareja de
matrices, como caso dual del presentado por Ferrer-Puerta [14]. Se construye ademas,

una base en la cual la pareja de matrices adopta su forma reducida.

Por dltimo hacemos notar que cada capitulo estd dividido en secciones y que la
numeracion de cada capitulo es independiente de las de los otros capitulos, por esta
razon, al referirnos a un resultado anterior, entendemos que corresponde al mismo

capitulo salvo que se especifique el capitulo al que corresponde.
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Capitulo 0

Preliminares

Vamos a exponer en este capitulo, definiciones y resultados generales que se utilizan
a lo largo de esta memoria, relativos a la clasificacion de parejas de matrices, con
respecto a la semejanza por bloques. En particular, se describe una familia completa
de invariantes, y una forma reducida candnica de una pareja de matrices. Asimismo,
se dan métodos para el calculo de dichos invariantes y para la obtencién de cambios
de base que reduzcan la pareja de matrices a su forma canénica.

La semejanza por bloques, también llamada equivalencia por realimentacién o I'-
equivalencia, ha sido tratada, durante las dos ltimas décadas, por diversos autores y
de diferentes maneras: Brunovsky [2], en 1970, da un sistema completo de invariantes
y una forma reducida candnica para el caso en que la pareja de matrices es completa-
mente controlable. Estos resultados son extendidos por Goberg, Lancaster, Rodman
[21], a parejas de matrices cualesquiera, refiriendo el problema a equivalencia estricta
de haces. Zaballa [51], obtiene una forma reducida canénica para la I'-equivalencia
de parejas de matrices no completamente controlables, mediante transformaciones
elementales. Ferrer-Puerta [14], en 1992 dan un tratamiento geométrico del tema,
a través de la correspondencia entre parejas (vertiéales) de matrices y aplicaciones
lineales definidas sobre subespacios. Este tltimo trabajo es el que ha servido de base

para la confeccién de este capitulo.
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En el apartado I se estudia la clasificacién de las aplicaciones definidas médulo
un subespacio, respecto la relacién de iequivalencia natural que se corresponde con la
semejanza por bloques de sus matrices.ié En (1.1) se define esta relacién de equivalencia.
En (1.2) se muestra que el caso objeto de estudio es dual de de las aplicaciones definidas
en un subespacio tratado en [14], lo que permitird reducir a este caso numerosas
demostraciones. En (1.3) se aborda ya el teorema de clasificacién (1.3.6), y se describe
una familia completa de invariantes (I1.3.7). En (I1.4) se obtiene la forma candnica de
Brunovsky (I.4.1), a través de la construccién explicita de una base adecuada (bases de
Brunovsky). Finalmente, en (1.5) se presentan métodos de célculo de los invariantes,
tanto continuos (I1.5.5), como discretos ((1.5.2), (1.5.6)).

En el apgrtado (II) se trasladan los resultados del anterior a la clasificacion de
parejas de matrices. En (II.1) se define la semejanza por bloques (I1.1.2), y se observa
(I1.1.4) que se corresponde con la considerada en el paratdo (I). En (I1.2) se definen los
invariantes analogos a los considerados en (I). En (I1.3) se presenta la forma canénica
reducida de una pareja de matrices, y los teoremas de clasificacién, que resultan de

trasladar los obtenidos en (I).
I. Clasificacién de aplicaciones lineales definidas médulo un subespacio.

(I.1) Equivalencia entre aplicaciones lineales definidas médulo un subespa-

cio.

(I.1.1) Se denominan aplicaciones lineales definidas mddulo un subespacio las del
tipo f : X — X/W, donde X un espacio vectorial sobre C, y W un subespacio

vectorial de X,

(I.1.2) Para definir una relacién de equivalencia natural entre un par f : X —
X/W, f +: X! — X'/W' de tales aplicaciones, consideremos el conjunto H de

isomorfismos ¢ : X' — X tales que o(W') C W.

12



(I.1.3) Nétese que H # @ si y sdlo si dimX' = dimX y dim W' = dimW. Supon-

dremos, pues, en adelante dim X = n + m, dim W = n, fijos.

(I1.1.4) Si ¢ € H, se inducen de manera natural isomorfismos
G: X' W — X/W; §([']) = [p(v')]
bW W (") = oo

donde [a] significa “clase de equivalencia” en el espacio cociente correspondiente.
(1.1.5) Con ello podemos ya definir la anunciada relacién de equivalencia:

DEFINICION:

Con las notaciones anteriores, diremos que las aplicaciones f : X — X/W y
f'+ X' — X'/W' son equivalentes, y escribiremos f ~ f', si y sdlo si existe ¢ € H
tal que f o = g o f'. Esto es, tal que es conmutativo el diagrama

I [?
w— x L xw

(I.1.6) Obviamente, si W = {0} y f ~ f', entonces W' = {0}, y la relacién de

equivalencia se reduce a la habitual conjugacién entre endomorfismos.

(1.2) Dualidad con las “aplicaciones definidas sobre un subespacio”.

(1.2.0) Veamos que el estudio de las anteriores aplicaciones es dual de las “apli-
caciones definidas médulo un subespacio”. Esto es, aplicaciones lineales del tipo

g:Y — X, donde Y es un subespacio vectorial de X. (Véase, por ejemplo, [14]).

(I.2.1) En efecto si f : X — X/W es una aplicacién lineal de X en X/W, la
aplicacién dual de f, f* : (X/W)* —+ X*, es una aplicacién lineal de (X/W)* en
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X*. Y (X/W)* es canénicamente isomorfo al subespacio vectorial de X*: W ={we
X*, W C Kerw}. Reciprocamente, sit g es una aplicacién lineal definida sobre un
subespacio g : ¥ — X, donde Y C ’X , tenemos que ¢g* es una aplicacion de X*
sobre Y*. Puesto que Y* es candénicamente isomorfo a X*/ i/v', resulta que g* es una

aplicacion de las ahora consideradas.

Por otra parte, la definicién dada en (I1.1.5) no es mds que la version dual de la

equivalencia natural entre aplicaciones definidas en un subespacio.

(1.2.2) PROPOSICION.
Sean f: X — X/Wyf :X'— X'/W'. Consideremos las aplicaciones lineales
duales respectivas: f* : (X/W)" — X* y f'* : (X'/W')" — X'". Se tiene

f~f siysélosi  f™* ~ f*.

DEMOSTRACION:

Si f y f' son equivalentes, entonces dualizando el diagrama de (I1.1.5) tenemos

— f
W=X*/W* — X*

(P-l lzo
—~ File
W=X"/w" —— X'
asimismo conmutativo, y donde ¢* y @* son isomorfismos. Luego f'* ~ f*.
El reciproco se demuestra de forma andloga, teniendo en cuenta que el espacio

bidual de un espacio vectorial es canénicamente isomorfo al propio espacio, y que este

isomorfismo canénico, permite identificar toda aplicacién lineal con su bidual.

(1.3) Familia completa de invariantes.

(I.3.1) Dada f : X — X/W vamos a reducir su estudio al de un par de aplicaciones

“mas sencillas”, asociadas a ella de forma natural. Para ello, designemos por Wi, la
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imagen por f de W, es decir W; = f(W). Denotando por f la aplicacién restriccion
de f a W y por fi la aplicacién definida sobre el cociente, tenemos el diagrama

conmutativo

W — Wi

A d ~

x 1, xw=x

~N- ~

f
X/W ——  Xy/W,
donde las flechas verticales son las inclusiones y proyecciones naturales.

Obsérvese que la aplicacion f es, por construccion, exhaustiva, mientras que
f1 :Xl o X]/W] = Xg

es del mismo tipo que la aplicacion f, es decir, es una aplicacidn lineal definida médulo

un subespacio, pero con dim X; < dim X (salvo si W = {0}).

(I1.3.2) Con ello el siguiente resultado, aplicado reiteradamente nos proporciona un

conjunto completo de invariantes.

TEOREMA.
Sean f: X — X/W y f': X' — X'/W'. Entonces, f y f' son equivalentes, si y
sélo si

fi~fi 'y  rangf=rangf'
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DEMOSTRACION:

Observemos previamente que, dualizando el diagrama (I1.1.5), tenemos

/Wy L (xyw)”

Ahora bien
Xr=(X/W)' =W
Wi = X3 /W,

w* = X/W.

por lo que el diagrama queda de la siguiente forma

Wi — W wi*
|# |~ |7
W — X* w*

Nétese que Wy = (£*)~1(W).

Podemos, pues, aplicar [14], (1,4,3), obteniendo:
fr~f" siysélosi  ff~f7 y rangf*= rang f!
Aplicando nuevamente, (1.2.2) tenemos que
fi~f1 & A~hA

Y por la igualdad de rangos de aplicaciones duales, se tiene el resultado.

(1.3.3) Reiterando la construccién hecha en (1.3.1), tenemos definida una cadena de

aplicaciones definidas médulo un subespacio, mediante:
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Xip1 = Xi/Wi, Wi = ilWi),  firr 1 Xiyn — Xit /Wi

con el consiguiente diagrama

W; —~f—> Wit
I I
Xi ——fl—> X /W, = Xipa
I |
fis

Xip1 = X:’/Wi E— Xi+1/Wi+1 = Xigo
donde las flechas verticales son las inclusiones y proyecciones naturales respectiva-
mente, y fi es exhaustiva.
(1.3.4) Es obvio que existe s tal que:
W41 =0, en cuyo caso Xep1 = Xept, V€2 1,y fog1 : Xo1 — Xog2 = Xgy4q €8
simplemente un endomorfismo.
6

Wet1 = Xot1, €n cuyo caso X,42 = 0y fo4+1 es la aplicacién nula.
(1.3.5) Podemos, pues, definir los siguientes invariantes (a menudo llamados r-numeros):

DEFINICION:

Con las notaciones anteriores

Ty = dim W,’

(1.3.6) Sinotamos por Wy = W y W_; = X. Es inmediato demostrar

TEOREMA DE CLASIFICACION.
Sean f: X — X/W y f': X' — X'/W'. Entonces f y f' son equivalentes si y

solo si se verifica
i) s=3s'
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il) dimW; = dim W/, para -1 <i<s+1

i) fop1 ~ fls-{»-l

(1.3.7) CoROLARIO. (Familia completa de invariantes)

Una familia completa de invariantes de la aplicacién f : X — X /W, viene dada
por

i) El entero s y los enterosr, < ... < rp.

1) Los valores propios de f,1, ¥ para cada valor propio su caracteristica de Segre.
(1.3.8) En dicha familia de invariantes, los r-niimeros pueden sustituirse por su par-
ticién conjugada.

DEFINICION:

Dada f : X — X/W, llamaremos sus indices de Kronecker a los enteros

ky>...>k,
tales que r = rg y [k1,...,k,] es la particién conjugada de [ro,...,7s].

(I1.3.9) Los invariantes de Segre de f,41 los llamaremos simplemente invariantes de

Segre de f:

DEFINICION:
Dada f : X — X/W, decimos que A es un valor propio de f, y o()) su carac-
teristica de Segre, si y sélo si es un valor propio de f,41, con caracteristica de Segre

a(A).
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(I1.4) Matriz reducida de Brunovsky de una aplicacion definida moédulo un

subespacio.

(1.4.1) El conjunto completo de invariantes dado en (1.3.7), determina en bases con-

venientes una matriz reducida canonica.

PROPOSICION.

Sea f: X — X/W, ky > ... > ky, sus indices de Kronecker, Ay, ..., A los valores
propios de f y o(A1),...0(A:) las caracteristicas de Segre correspondientes a cada
valor propio. Existe una base en X adaptada a W, tal que si en X/W consideramos

la base inducida, la matriz de f en estas bases toma la forma

Nl El
N2 EZ
0
N, E,

J5

(0 1 0 ... 0 0\
0 0 1 ...0°0

con Ny= - ' € Mi,(C) paral<{¢<r

0 0 0 ... 01

\0o 0 0 ... 0 0/

E¢=(0 ... 0 1) €M, (C).

DEMOSTRACION:
Construimos una base de Brunovsky de la manera siguiente:

Tomemos secciones

0','-+1 : Xi+1 = X,’/W,’ — X,'
ol X1 =X/W —X
de manera que
Xi=W; @0, Xina
llamemos

0;=070...00
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entonces

Xi=Wi @0 Xip1 = W, @ 01 (Wit1 ® 012 Xig2) = ...
por lo que

X=Waa(W)®o:(W2)®...00s(Ws)® 0es1(Xs+1))

Y que, como sabemos, hay los dos casos:

1) Xop1 = Wep

i) Wit = {0}
Claramerte se tiene f : o;(W;) — #ai+1(W,-+1).
Empecemos por determinar la base para el caso i).

En 0541(Ws41) = os+1(Ker fs41) tomemos una base

s4-1 841
Wy Wy,

—1,_, s+1 -1, 8+1
En o,(W;) tomemos los vectores f~lmwi™ ,...,fT 7wl , ¥ completemos con

una base de o,(Ker f,) hasta obtener una base:

—1 g1 -1 s+1 s s
f 7rw1 ,...,f er’_’_law]""vwr,-—r,_l

siguiendo este proceso, obtenemos

sl a1
wiT, cny Wl
-1 a1 -1 1 & E
T hirwl™, O WL W ey We e
-1 -1, 241 -1_ 2 1 1
fTime T w7, b RWLy g W e Weimry
-1 -1 -1 e41 -1 1
fTinfT il f Tw T, .. e e e f W,y WL e Wropy

en que cada fila es una base de los espacios 044+1(Wst1),0s(Ws),...,01(W1), W, res-

pectivamente.
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Finalmente reordenamos la base de la siguiente manera: tomamos por columnas

los elementos de

w:+1 a+1

, ooy a1
-1 s+1 -1 41 & ]
fTimwl™T, vy T Wl Wy e Weyop
-1 —1,_, s+l -1_..2 1 1
f7in.f 7rw1+ y eee o f MWL g W] e Woy oy

y a continuacion la base tomada de W
-1_¢—1 -1_ s+1 -1_,.1
o m T mwyT e T TW W1y Wy

Es inmediato que, si tomamos esta base en X y en X/W la proyeccién de los
n — (r1 + ...+ re41)-primeros vectores de la base hallada, la matriz de la aplicacién
f: X — X/W es la deseada.

Con respecto al caso ii), construimos una base de
W @ GI(WI) @ ‘e @ aa(Ws)

de forma andloga al caso anterior. En 0441(X,41) tomamos una base vy,...,vr, 41,
que colocaremos justo antes de la base de W. Esta base es tal que su proyeccion sobre

Xs+1 es una base de Jordan para el endomorfismo fe41.

(1.4.2) Unamatriz como la dada en la proposicién recibe el nombre de forma reducida
de Brunovsky de f.
En general diremos que una matriz es de Brunovsky si es de la forma anterior.
Notese que identificamos las matrices de Brunovsky difiriendo en permutaciones de

los bloques de Jordan.

(1.4.3) De (1.3.7) se sigue inmediatamente:
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TEOREMA (CLASIFICACION).
Sea f: X — X/Wyf :X' — X'/]Y', una condicién necesaria y suficiente

para que f sea equivalente a f' es que coincidan sus formas reducidas de Brunovsky.

(I.5) Calculo de los invariantes.

(1.5.0) Damos en este apartado métodos de cdlculo de los invariantes de una apli-
cacién f : X — X/W a partir de su matriz (4, B) en una base cualquiera de X
adaptada a W. Omitimos las demostraciones, puesto que, como en los apartados

anteriores, basta reducirse por dualidad a los resultados en [14].

(1.5.1) Supongamos dim X = n + m, dimW = m. En una base cualquiera de X
adaptada a W, y tomando en X/W la base inducida, la matriz de una aplicacién
f:X — X/W serd de la forma (A B) con A € M,(C)y B € Muxm(C) con B

matriz de fijw en las bases correspondientes.
(I1.5.2) Los r-nlimeros pueden calcularse como sigue

PROPOSICION.

En las condiciones de (14.1), si p; = rang( B, AB,...,A*"1B), se tiene que

Tk—1 = Pk — Pk~1.

(I.5.3) Notese que s es €l entero para el cual la cadena de pi-niimeros estabiliza. Si

ps = n, se dice que f es completamente controlable.

(I1.5.4) Pasemos a calcular ahora los invariantes de Segre de f, a partir de la matriz

(A B). Veamos primero los valores propios.
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PROPOSICION.
Sea f : X — X/W y (A B) su matriz en una base adaptada a W. Se tiene que,

A € C es una valor propio de f si y sdlo si, existe un vector v € C™ tal que
Alv =0

Blv=0

(I.5.5) COROLARIO.
Sea f: X — X /W y (A B) su matriz en una base adaptada a W.
1) Si A € C es una valor propio de f, entonces A es valor propio de A. Esto es
rang (A — AI) < n.

ii) A € C es un valor propio de f si y sdlo si

rang (A — A, B) < n.

(I1.5.6) Si X € C es un valor propio de f (esto es, de f,+1), su caracteristica de Segre

es la particion conjugada de [n — v;,v3 — 14,...], siendo
vp = dim Ker(for1 — A5, k=1,2,..

Veamos como v puede calcularse a partir de la matriz (A4, B) de f en cualquier

base adaptada a W:

PROPOSICION.

Sea f: X — X/W y (A B) su matriz en una base de X cualquiera adaptada a
W. Entonces, si A € C es un valor propio de f los enteros vy anteriores vienen dados
por:

ve =n —rang(B,AB,..., A" 'B, (A= AI,)"), k=12...
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II. Clasificacién de parejas de matrices respecto a la semejanza por blo-

ques.

(IL.0) Hemos visto que la matriz de una aplicacién lineal f : X — X/W, en una
base adaptada a W es una matriz (A B). Ello permite trasladar el estudio de tales
aplicaciones realizado en el apartado anterior, al de las parejas (A, B) respecto la

relacion de equivalencia semejanza por bloques.
(I1.1) Semejanza por bloques.

(II.1.1) Obsérvese que los automorfismos de C* x C™ que aplican {0} x C™ en
{0} x C™ vienen definidos por matrices inversibles de la forma
(7 &)
R Q
donde P € GL(n,C), Q € GL(m,C) y R € Mmxa(C).

El conjunto de matrices de esta forma tiene estructura de grupo multiplicativo, y

lo denotaremos por G.
(II.1.2) Recordemos la definicién de semejanza por bloques entre parejas de matrices:

DEFINICION:
Sean A,A' € Mn(C) y B,B' € Mpxm(C). Se dice que la pareja de matrices
(A, B) es semejante por bloques a la pareja de matrices (A, B') si existen matrices

PeGL(n,C),Q € GL(m,C) y R € Mmxa(C) tales que

(A B')=P'(4 B)(z g)

(II.1.3) De la definicion anterior se deduce inmediatamente que (A, B) es semejante
por bloques a (A’,B’'), si y sélo si existen P € GI(n,C)y Q € Gl(m,C)y F €
M xn(C) tales que

(i) A’ =P~ (A+ BF)P
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(ii) B' = P-1BQ.

De hecho F = RP™L.

(I.1.4) El punto clave para poder transferir los resultados del apartado anterior es

la siguiente

PROPOSICION.
Sean (A B)y(A'" B')lasmatricesde f: X — X/Wyf :X' — X'/W'en
bases cualesquiera de X y X' adaptadas a W y W', respectivamente, considerando

en los espacios cocientes las bases inducidas. Entonces son equivalentes

i) f~f
ii) (A B) y (A’ B') son semejantes por bloques

DEMOSTRACION:

Basta tener en cuenta que la matriz en bases como las consideradas de un isomor-

fismo ¢ € H (1.1.1) es de G (I1.1.1).

Por lo que hablaremos indistintamente de parejas de matrices (A, B) y de matriz

(A B)de f: X — X/W en bases adaptadas a W.

(I1.2) Invariantes de la semejanza por bloques.

(I1.2.1) Los resulatdos de (I.1.1) sugieren la siguiente

DEFINICION:

Sea (A B)con A€ Myxn(C)y B € Mpxm(C)

1) Para k > 1 denotemos
pr =rang(B AB ... A*1B)

il) Sea s el menor entero tal que py41 = ps.

s
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iii) definimos los r-numeros de (A, B) T1,...,Ts, mediante
r0=po=rangBEr
e = pr41—pr para 0<k<s—1

iv) Sea (k1,...,k,) la particién conjugada de (ry,...,rs). Entonces los enteros

ki,...,k, son los llamdos indices de Kronecker de (A, B).

(I1.2.2) Obviamente ky + ...+ k, =ro+ ...+ 715 = ps.
(IL.2.3) Obsérvese que (A4, B) es completamente controlable si y sdlo si py = n.
(I1.2.4) Asimismo, (1.5.5) y (1.5.6) sugieren la siguiente:

DEFINICION:

Sea (A, B) con A € M,(C) y B € Myuxn(C).

i) llamaremos valores propios de (A, B) a los elementos A € C tales que
rang(A— A, B)<n.

it) Para cada uno de ellos, llamaremos su caracteristica de Segre a la particién

conjugada de (n — v3,v; — vs,...), donde

ve=rang(B AB ... A*7'B (A-\L.)Y).

(I1.3) Forma reducida de Brunovsky. Teoremas de clasificacién.
(I1.3.1) Segun (1.4.1), se tiene:

PROPOSICION.
Sea (A,B) con A € Mn(C) y B € Mpxm(C). Sea [ki,...,k,] los indices de

Kronecker de la matriz (A, B) y J una matriz de Jordan con valores propios y ca-
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racteristica de Segre correspondientes los determinados en (11.2.4). Entonces (A, B)
es semejante por bloques a la matriz de Brunovsky determinada por estos indices de
Kronecker y esta matriz de Jordan, y que notaremos de la forma
(5 2):(59))
0 J/)'\0 O
N

siendo N una matriz diagonal por bloques y cada Ng,1 < €< r,

Ny
E,

como en (1.4.1). La matriz E también es una matriz diagonal por bloques

y cada E;,1 < € < r como (1.4.1).

(I1.3.2) A dicha matriz de Brunovsky la llamaremos matriz candnica o forma re-
ducida de Brunovsky de (A, B). Obviamente es dnica salvo permutaciones en los

bloques de J.
(I1.3.3) De (1.4.3) se sigue:

TEOREMA.
Las parejas de matrices (A,B) y (A',B') con A, A' € M,(C) y B,B’' € My,xm(C),
son semejantes por bloques si y sélo si, tienen la misma forma reducida candnica de

Brunovsky.

(I1.3.4) Igualmente, de (1.3.6) se deduce:

TEOREMA.
Sea(A B)conA€ M,(C)yB € Mpxm(C). Una familia completa de invariantes
por la semejanza por bloques es
i) la particién (ro,r1,...) o equivalentemente (ky, ..., kr).
ii) los invariantes de semejanza. Esto es, sus valores propios, y las respectivas

caracteristicas de Segre.
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Capitulo 1

Forma candnica local de una familia
de parejas de matrices

Ya hemos senalado en la introduccién que una herramienta fundamental para el
estudio local de familias de parejas de matrices es disponer de una “forma canénica
local” de dichas familias.

La familia formada por las parejas de matrices reducidas de Brunovsky de la familia
dada no cumple este objetivo puesto que la reduccién de una pareja de matrices a.
su forma reducida de Brunovsky no es una operacién estable. Esto es, una pequena
variacion en los coeficientes de las matrices puede cambiar notablemente la forma de

la reducida de Brunovsky. Asi por ejemplo: sea

A1 0 0 0 0
0 A1 ...0°0 0
(AB)= | .coiiiiiiia N
0 0 O Al 0
0 0 O 0 A 0

pareja de matrices totalmente incontrolable.

Deformemos ligeramente, la pareja de la manera

A1 o0 0 0 0

0 A1 ... 00 0
(AB)=|| . ccoeviii. . ,

{10 0 O Al 0

0 0 0 0 A c



con £ > 0, tan pequefio como queramos. La forma reducida de Brunovsky de esta

nueva pareja de matrices es

01 6 0 0
0 01 ... 00 0
AB) =] e ,
0 0O 01 0
0 00 0 0 1

y observamos que es una pareja de matrices completamente controlable.

En general, la parte no controlable de una pareja de matrices, puede ser evitada por
pequenas deformaciones de ésta. En definitiva, la familia de reducidas de Brunovsky,
asi como la transformacién que pasa de la familia dada a su forma reducida, presentan,
en general, discontinuidades.

Se plantealpues, el problema de saber a que forma simple se puede reducir una fa-
milia diferenciable de parejas de matrices por transformaciones que dependan también
diferenciablemente de los parametros. Las llamadas “deformaciones versales” propor-
cionan una solucién satisfactoria, y constituyen el objeto de este capitulo.

Dedicamos el apartado (I) a presentar, aplicadas a nuestro caso, las técnicas de
Arnold [1], [2] para la obtencién de deformaciones versales como variedades transver-
sas a la clase de equivalencia. Empezamos haciendo en (I.1) un breve resumen sobre
la nocién de deformacion versal (1.1.3), concretandola en el caso que nos ocupa (1.1.4).
En (1.2) se interpretan las clases de equivalencia por la semejanza por bloques como
érbitas bajo la accién de un grupo de Lie (1.2.4), a partir de la cual se obtiene una
expresién explicita del espacio tangente a las mismas (1.2.7) que vamos a necesitar
posteriormente. Finalmente, en (1.3) abordamos la equivalencia entre versalidad y
transversalidad, dada por Arnold [1], para el caso de matrices cuadradas y la relacién
de equivalencia conjugacién, y que después Tannenbaum [43], demuestra de forma
mas general, para grupos de Lie que actiian sobre variedades diferenciables. En
(1.3.3) presentamos una demostracién en el caso particular que nos ocupa.

En el apartado (II) se obtiene una primera deformacién miniversal explicita, como
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ortogonal a la 6rbita (y por tanto, minitransversal). En (II.1) se plantean las ecua-
ciones (I1.1.4) para un cierto producto escalar al efecto (II.1.2). La resoluci6n de las
mismas se aborda en (I1.2), si bien los cilculos detallados; tras sucesivas descomposi-
ciones por bloques (11.2.3,4), se remiten al anexo; las soluciones asi obtenidas (II.2.5),
permiten explicitar la enunciada deformacién miniversal “ortogonal” (II.2.7). Como
una primera aplicacién, en (I1.3) se computa la dimensién de la deformacién obtenida
(I1.3.4), y por tanto la de la érbita y la del estabilizador (11.3.1) de una pareja de

matrices.

En el apartado (III) se obtiene una segunada deformacién miniversal (II11.3), que
denominamos “minimal” en el sentido precisado en (III.1). La mayor sencillez de
esta segunda deformacién miniversal, facilita las aplicaciones a las perturbaciones
locales contenidas en (IV). Asi, en (IV.1) se caracterizan las parejas de matrices
estructuralmente estables (IV.1.3). En (IV.2) se examina el tipo de modificaciéon que
aparece en la forma de Brunovsky segun se perturben unos u otros invariantes. Y en

(IV.3) se detallan algunos ejemplos significativos.

En el apartado (V), las mismas técnicas son aplicadas al caso de cuaternas de matri-
ces, como muestra de su generalidad. En (V.1) se presenta la relaciéon de equivalencia
considerada, tanto a través de transformaciones elementales (V.1.1), como mediante
la accién de un grupo de Lie (V.1.5), con lo que nuevamente las clases de equiva-
lencia se identifican como drbitas (V.1.6) y podemos especificar su espacio tangente
(V.1.7). En (V.2), para un producto escalar natural en el espacio de cuaternas de
matrices (V.2.3), se obtiene, las ecuaciones de la deformacién miniversal “ortogonal”
de una tal cuaterna (V.2.5), desglosidndose en sistemas elementales segiin los bloques
de su forma reducida (V.2.1). Finalmente, en (V.3) se aplican dichos resultados a
la determinacion de las cuaternas estructuralmente estables (V.4.3). asi como las

“estructuralmente estables respecto a los invariantes discretos” (V.4.4).
En este capitulo, cuando hablamos de funciones, variedades,.., diferenciables nos
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referimos a funciones, variedades,... de clase C*, 0 < k < oo.

I. Forma canénica diferenciable local y deformaciones versales.

(I.1) Deformacions versales.

(I.1.1) Designemos por M,,,, el conjunto de parejas de matrices Mp,(C) X My xm(C)
y sea (A, B) un elemento de dicho conjunto. Consideramos una “familia de parejas
de matrices”, es decir una pareja de matrices dependiendo de parametros que para
un valor prefijado de éstos, tenemos el elemento (A4, B) objeto de estudio. Si estos

parametros varian ligeramente del valor prefijado se habla entonces de deformaciones.

DEFINICION:
Sea (A,B) € Mum y A un entorno del origen en C?. Una deformacion de (A, B)

es una aplicacién diferenciable
w: A — Muyn
A — (A(A), B(A))
tal que ¢(0) = (A, B).
Al conjunto A lo llamaremos base de la deformacién ¢ y si A = (A1,...,A¢) € A,

diremos que cada A; es un pardmetro de la deformacién.

Llamaremos familia de deformaciones de (A, B), al conjunto imagen por ¢ de A:

{(A(A), B(A)}rea

(L1.2) Sea I un entorno del origen en C*¥, ¢ una deformacién de (4, B) como en

(I.1.1) y 6 : T — A una aplicacién diferenciable tal que 6(0) = 0.
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DEFINICION:

Llamaremos deformacidn inducida de ¢ por 6, a la aplicacién
p: T — Mpm

definida por 0*¢ = p 0 0, es decir, (8*¢)(p) = ©(0(n)), p€eT
y al conjunto {(A(6(n)), B(6(1)))}uer lo llamaremos familia de deformaciones de

(A, B) inducida de {(A(A), B(A))}xea por 6.

Del mismo modo, podemos hablar de deformaciones de los elementos del grupo G
definido en cap 0, (II.1.1): llamaremos deformacion de (; g) € G a una aplicacion

diferenciable de un entorno del origen A C C" en G

S (Z((Z)) Q?u))

Llamaremos familia de deformaciones de (; g) al conjunto
{76 o)}
R(p) Qw)

(I.1.3) De entre todas las deformaciones nos interesan aquellas “distinguidas”, en
el sentido de que el estudio de cualquier otra deformacién se pueda reducir al de
una de aquellas. De forma precisa, si cualquier otra es (globalmente) equivalente a
una inducida de la “distinguida”. Este tipo de deformaciones reciben el nombre de

versales.

DEFINICION:
Una deformacién de (A, B), ¢ : A — My, se dice que es versal (en 0), si para
cada deformacién de (A4, B), ¥ : ' — My, existe un conjunto abierto I'Y C T con

0 € I, una aplicacién diferenciable 6 : I' — A con 6(0) = 0, y una deformacién de
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IeG,v:T"—G,v(0)=I€gG, v(p) o (ZEZ; Q?u)) tal que para todo g € T 9(u)

[ . .
es equivalente por bloques, a la inducida de ¢ por 8, ¢(6(p)), es decir, si

(400, B) = P (A0, BOWN (1 o0 )+ weT

Y se dice miniversal si tiene el minimo nimero de pardmetros de entre todas las

deformaciones versales de (A, B).

(I.1.4) La nocién de versalidad, més concretamente la miniversalidad, nos permitira

dar de forma precisa la nocién de forma candnica diferenciable local.

DEFINICION:
Dada una pareja de matrices (4, B) € My, una forma candnica diferenciable local

es una familia miniversal de deformaciones de (4, B).

(I.1.5) Enlos apartados (II) y (III), construiremos familias miniversales de Brunovsky
por lo que tendremos descritas explicitamente formas candnicas diferenciables de una

cualquiera, ya que tenemos el siguiente

TEOREMA.

Sea (A(A), B(A)) una familia de parejas de matrices dependiendo diferenciablemente
del pardmetro A € U C C*. Fijado un A\¢ € U, consideremos la pareja de matrices
(A(Xo), B(Xo)) y sea (Aq, Bo) su forma reducida de Brunovsky. Entonces, existe una

familia diferenciable de matrices (zgj\\g Q?)\) ) , tal que

PO AMBON (F0) o) ) = (o B + EO), BON)

donde (A()), B(\)) es una deformacidn miniversal de (Aq, Bo) (por ejemplo, una de
las dadas en (II) o (III)).
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DEMOSTRACION:

Es inmediato a partir de la definicién de versalidad:

Sea (; g) € G tal que
P00, B00) () = (4o, B0

Consideremos ahora

P~1(A(N), B())) (2 g) = (A;()), B1(}\)), paratodo A el

por lo que tenemos una deformacién de la pareja de matrices (Ap,Bp). Por la
definicién de versalidad (I.1.3), esta deformacién viene inducida por una de versal

(Ao, Bo) + (A(p), B(p)) con (Z(u),ﬁ(p_)) como las dadas en (II) o en (III).
— ~1 Pi(X) 0
(A0 B ) = (RO (a0, Beo) ( 10 o0 )
= (A ((Aox Bo) + GO TN (1) o1))

de donde

BT EWBW) (F0) o)) = (e, Bo) + A6, BE()

por lo que

o (P, 5o g)) ( AP E
(4o, Bo) + (A(B(V), B6(V)).
Liamando P(A) = P- Py(A), Q(\) = Q- Qi(A), ¥ B(\) = R- Pu(\) + @ - RO\,

tenemos el resultado.

PO (AN B ( 73] gy ) = (osBo) + G, BEW)
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(I.2) La accién del grupo “realimentacién de estados”.

f

(I1.2.1) Recordemos que el grupo “realimentacién de estados” es el subgrupo G (definido

en cap. 0 (IL1.1)), del grupo lineal GI(n+m; C), formado por las matrices de la forma

P 0
R Q
donde P € Gl(n,C), Q € Gl(m,C) y R € Muyxn(C).

Nétese que G es un subconjunto abierto de M,,(C) X M (C) X Myxa(C), por lo

que G es una variedad compleja, de hecho un grupo de Lie.
(I1.2.2) Vamos a considerar la accién de G sobre Mpm,
a:GxM nm —? Mnm

definida por
((52) ) =ram (5 )

(1.2.3) Si fijamos el par (A, B), designamos por a(4,p) la aplicacién

(a,B): G — Mnm

wen(h 8)=((s 8)-40)

Claramente las aplicaciones a y a(4,p) son diferenciables. Ademas, se tiene que

tal que

tanto o como (4, p) son aplicaciones racionales.

(1.2.4) La accién definida por o permite ver las clases de equivalencia por la seme-
janza por bloques definida en cap. 0, (I1.1.2), como érbitas por la accién de un grupo
de Lie:

(A,B) ~ (A',B') siy sdlo si existe g € G tal que a4 g)(g9) = (4, B'),

Notaremos por O(A4, B), a las drbitas a4 p)(G),
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(1.2.5) El resultado que damos a continuacién es general, vilido para grupos alge-
braicos que actiian sobre una variedad y conocido como teorema de la érbita cerrada,
(ver por ejemplo, [43],[28]). Damos a continuacién una demostracién para nuestro

caso particular.

PROPOSICION.
Cada drbita O(A, B) es una subvariedad compleja de My, localmente cerrada

cuya frontera es union de drbitas de dimensidn estrictamente menor.

DEMOSTRACION:

Puesto que a4, p) es una aplicacion racional y G es obviamente un conjunto cons-
tructible, el teorema de Chevaley (ver por ejemplo [28] (4.4)) asegura que el conjunto
a(4,B)(G) = O(A, B) es también constructible. Por lo tanto O(A4, B) tiene un punto
no singular y teniendo en cuenta que la accién es transitiva sobre las drbitas, esto es:
dados dos puntos de la érbita existe un difeomorfismo de My, que aplica un punto
sobre el otro, se sigue que cada punto de la érbita es no singular, por lo tanto O(A, B)
es una variedad compleja.

Ahora bien, la accién « deja estable m, ya que:

Si(C,D) = nlz_’ngo (An, By), con (A,, B,) € O(A4, B), tenemos que, para todo g € G,
ae,py(g) = nlirgzo a(4,,B.)(9), ¥ oa,,B,)(9) € O(A,B). Por lo tanto O(A4, B) es
abierto en O(A, B), asi pues O(4, B) — O(A, B) es cerrado y de dimensién estricta-
mente menor que O(A4, B).

Puesto que O(A4, B) es estable por la accidn de a, ésta es unién de drbitas.

(I1.2.6) Denotamos por Est(A, B) al estabilizador de (A, B) por la accién de G; es

decir

Est(A, B) ={ (re)€Giemn (ng)=(4B)
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Est(A, B) es un subgrupo cerrado de g y la variedad homogénea G/Est(A,B) es
difeomorfa a la variedad O(A, B) de mainera que
dim O(4, B) = dim G — dim Est(A, B) =
=n? 4+ m? + nm — dim Est(A, B)
Es bien conocido (ver por ejemplo [28] (3.4.2)) que Est(A, B) es una variedad com-
pleja. En nuestro caso esto es obvio, ya que £st(A4, B) es la interseccion del conjunto

abierto G con la variedad lineal de soluciones del sistema

(A,B)P=(A,B)(Z g)

(1.2.7) Sea I el elemento unidad de G. Vamos ahora, a obtener de forma explicita la
diferencial do4,py,1, de a4,y en el punto 1.

Nétese que, puesto que G es un subconjunto abierto de My,(C)X My, (C)X Mpxm(C),
éste es su espacio tangente T1G. Sus elementos los designaremos igualmente como ter-

nas (P, @, R), siendo ahora P y @, no necesariamente inversibles.

LEMA.

Sea a4,B) : G — Mum la accidn definida en (1.2.3). Entonces su diferencial
da(a,p),1 en el punto identidad I € G, sobre un elemento cualquiera (P,Q,R) €
T1G = Mu(C) X M (C) x Myxm(C), viene dada por

da(s ). 1(P,Q,R) = ([4, P] + BR,BQ — PB).

DEMOSTRACION:

Calculamos a4, p) (I +e (P 0

R Q

P 0 I+4¢eP 0
«(4,B) (I+€(R Q))za‘“’( eR I+6Q)=

=(I+¢eP)"'(4,B) (I“:];P I+05Q> =

)) donde € € C es suficientemente pequeno.

I+eP 0 _
eR I+eQ )

=(A4,B)+¢((A,P)+ BR,BQ — PB)+€%(..) +...

:(I—5P+52P2—)(A7'B)<
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Entonces la aproximacion lineal es:

y puesto que « es diferenciable, se sigue el lema.

(1.2.8) COROLARIO.
l) Kerda(A,B),I N Q = é'st(A, B)
11) Imda(A,B),; = T(A’B)O(A, B)

DEMOSTRACION:

Es inmediato a partir de (1.2.6), si bien también es un corolario del lema anterior,

por ejemplo

Kerdags,5y = {(P,Q,R) € T1G | [A,P]+ BR=0,BQ — PB =0}
y esta condicidn es equivalente a

(A4, B) (g g) = P(4, B).

(I.3) Versalidad y transversalidad.

(1.3.1) Como ya hemos mencionado al inicio de este capitulo, la condicién de ver-
salidad admite una 1til caracterizacién geométrica, en términos de transversalidad.

Empezamos pues, recordando la nocién de transversalidad.

DEFINICION:
Sea N C M una subvariedad diferenciable de una variedad M. Consideremos una
aplicacién diferenciable ¢ : A — M, de otra variedad A en M. Sea A € A tal que

w(A) € N.
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Se dice que la aplicacién ¢ es transversal a N en ), si el espacio tangente a M, en

©(A) descompone de la manera:
Tgp()\)M = Imdgo,\ -+ T(p(,\)N

Y diremos que es minitransversal si dicha suma es directa.

(1.3.2) En esta situacién, es posible obtener trivializaciones locales de la variedad.
En nuestro caso, mediante la transversalidad obtendremos trivializaciones locales

a lo largo de las érbitas:

LEMA.

Sea ¢ : A = My, una deformacién de (A, B) minitransversal a la érbita O(A, B)
en 0, y V C G una subvariedad minitransversal a £st(A, B) en I. Entonces la apli-
cacion

B:AXV — Mum

s(n (R .g))=P~1<A</\),B</\>>(§ o)

es un difeomorfismo local en (0, I).

definida por

DEMOSTRACION:

El teorema de la funcidén inversa nos dice que 3 es un difeomorfismo local en (0, I),
si y sdlo si dB(o, 1) es un isomorfismo.

Puesto que dim (V x A) = n? + nm = dim M, es suficiente ver que df(o 1y es

exhaustiva. Ahora bien, por las condiciones impuestas a ¢, A and V' y (1.2.6), tenemos
dBo,n(To(A) x T1(V)) = dBo,1nTo(A) + dBo,nT1(V)

cuya suma no es necesariamente directa.
dBo,ryTo(A) = Imdypg
dBo,nTr(V) = Imdas = Ti4,p)O(A, B)
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luego

dBo,1n)(T(o,1y(A X V)) = Imdpo + T 4,8)0(4, B)

y por la transversalidad tenemos
dBo,ry(Munm) = T(a,8)(T(o,ny(A x V)

por lo que df( ) es efectivamente exhaustiva.

(1.3.3) Este lema permite caracterizar la versalidad a través de la transversalidad.
De hecho, esta caracterizacién es vélida en general, para variedades complejas sobre
las que actda un grupo de Lie, (ver, por ejemplo, [43], (V(1.2))). No obstante,
incluimos una demostracién de dicho teorema adaptada a nuestro caso, debido al uso

que vamos a hacer del mismo.

PROPOSICION.

1) Una deformacién ¢ : A — My, de (A, B) es miniversal en 0 si y sélo si es
minitransversal, en el origen, a la érbita O(A, B) por la accién de G.

2) Entonces, ¢ es de hecho, transversal a todas las drbitas de un entorno de

(4, B).

DEMOSTRACION:

1) Supongamos que ¢ es versal en 0. Hemos de demostrar que se verifica
Imdypg + T4, 8)O(A, B) = Mum
Tomemos (C, D) € My, y consideremos la deformacién de (A4, B)
P:C— Mum

definida por ¥(u) = (4, B) +-4(C, D).
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Puesto que ¢ es versal, se tiene que

P(u) = P7H(p)(A(8(1)), B(6(1))) (2% Q?u))

Calculemos dig; para esto decomponemos 7 como sigue:

1,6
12 (1, &) L Mo

con

F(1, ) = P() 7 (A(N), B(V) (283 Q?u))

Tenemos:

dipg = df(I,G)(O) : d(I, 6.)0 = df(o,o) : d(Ia 9)0

d(1,8) = (%ﬁ) - <dio)

f(p,0) = P(n)"(4, B) (ZZ% Q?ﬂ)> -
= (a(A,B) o g)(/,t),

siendo v : C — @G, tal que y(p) = (ZEZ; Q?ﬂ)) con g(0) = I, y oqa,B) la

aplicacién dada en (I.1.3)

d(f(p,0))o = day o dyg, y por (1.2.7) tenemos

of

——|  =([A,dP]+ BdR,B-dQ — dP-B)
911(0,0)

£(0,4) = (A(A), B(A)) = f2(A) = ¢(})
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dipg = (day o dvo, dpo) <d§0> = day o dyo + dipo 0 dby
Imdy C Imday + Imdypg

Reciprocamente, sea  : A — My, una aplicacién transversal a la érbita de
(A, B), tomemos V C G una subvariedad minitransversa a Est(A,B). Por el lema

(1.3.2), Mpum es localmente difeomorfa en (A, B), a A x V. Entonces, si
YT — Mpm

es una deformacién de (A, B), tendremos que si u es suficientemente pequeno

() =B (9(“)’ (283 Q?u)))

donde 8(p) = m B~ Y(p) y (;83 Q?,u)) = w1 4p(u), m1 y w2 las proyecciones

naturales sobre V' y A, respectivamente.

Luego (u), es equivalente (por bloques), a la deformacién inducida de ¢ por 6, es

decir, ¢ es versal.
2) Apliquemos nuevamente el lema (1.3.2). Puesto que 8 es un difeomorfismo

local, ¢ es transversal a todas las érbitas que cortan al abierto para el cual 8 es

difeomorfismo.

IT Primera deformacién miniversal (ortogonal).
(I1.1) Deformacién miniversal ortogonal

(IL.1.1) De (1.3.3) se deriva la siguiente técnica para obtener deformaciones miniver-

sales.
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COROLARIO.

Supongamos que tenemos definido un producto escalar hermitico en M,,,. En-

tonces y de acuerdo con la proposicién Y(I.3.3), la aplicacion
©:C?— Mum
definida por
Img = (4, B) + (T, O(4, B))*

es una deformacién miniversal de (A, B) en 0.

(I1.1.2) Corllsideremos en M,,, el producto escalar hermitico definido de la manera

DEFINICION:

Dados (4, B), (A', B') € Mum,
< (4,B),(A',B") >= tr((4, B) - (4', B')")

—t
donde (4', B')* = (%:—t) es la matriz adjunta de (4', B') y “tr” la traza.

(II.1.3) El siguiente lema nos proporciona una condicién practica, de obtencién de
(T(a,80(4, B))*.

LEMA.
Consideremos en My, el producto hermitico dado en (II.1.2), y sea (A,B) €
Myum. Se tiene:
(A, B") € (T(4,8)0(4, B))* siy sdlo si
[4,A”"]+ BB =0
A"B=0

BB =0
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DEMOSTRACION:
(A',B") € (T(4,3yO(A, B))* siy sélo si para cada (P,Q,R) € TiG = Mqn(C) x
Mn(C) X Mmxn(C)
(da(a,8),1(P,Q,R),(4",B")) =0

De (1.2.7) tenemos que, esta condicién es equivalente a

< ([4,P]+ BR,BQ - PB),(4,B') >=0

0 = (([4,P] + BR, BQ — PB),(4',B')) = t ([P, A] - BR, PB — BQ) (gf: )) =
= tr (([P,A]— BR)A'" + (PB — BQ)B'") =
= tr((PA— AP — BR)A'* +(PB—-BQ)B'") =
= tr(PAA"") — tr(APA") — tr(BRA'") + tr(PBB'") — tr(BQB'") =
= tr(AA"*P) — tr(A""AP) — tr(A"*BR) + tr(BB'" P) — tr(B'*BQ) =

= tr([4,A""]P — A”"BR+ BB'*P) + tr(-B'"BQ) =
_ (([AATI+BB" —-A"B P 0\ _,
= 0 -B*"B)°'\R @Q))T

Para todo (P,Q, R) € T1G = Mn(C) X Mpxm(C) X M (C). O, equivalentemente,

para todo (g g) € Mp4+m(C) ya que S no interviene en el calculo de la traza.

Y puesto que el producto escalar es definido positivo ha de ser

[4,A™] + BB —A"B\ _
0 _prp ) =0

(IL.1.4) Segun el corolario (II.1.3) y del lema (1.1.3) tenemos la siguiente
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PROPOSICION.

Consideremos My, con el product:o escalar definido en (I1.1.2) y sea (A,B) €
Mpm. Entonces, una deformacion m;'niversal (ortogonal) de la pareja de matrices
(A, B) viene dada por

(4,B) +{(X™,Y")}

donde X € M,(C), Y € M,,xn(C) recorren el conjunto de soluciones del sistema

[4,X]+BY =0
XB=0
YB=0

(I1.2) Descripcién de la deformacién miniversal ortogonal.

(II.2.1) Vamos a ver que, si (A4, B) estd en su forma reducida de Brunovsky es posible
describir explicitamente la deformacién miniversal de (4, B) que se ha obtenido en
(I.1) y en particular, calcular el niimero de pardmetros.

(I1.2.2) Recordemos que, segin hemos visto en el capitulo anterior (11.3.1), (A, B)

de Brunovsky tiene la forma diagonal por bloques siguiente

(53 5(29)

donde a su vez las matrices N, J, y E también son las matrices diagonales por bloques:

010 ...0
0 01 ...0
a) N = diag(Ny,...,Ny)y,con Ni= | ...ovnenion.. EM(C)1ZiLr.
0 00 1
0 0 0 0
Y suponemos que ky > ... >k,
A; 10 0
0 A 1 0
b) J = diag(J1,...,Js), con J; = ) ) . € M;(C),1<j<s
0 0 A
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E, '
E, _
c) E= . ,con E; =(0,...,0,1)* € My,;x1(C),1 <:<r.
E,
Designemos por p=ky + ... + kr
(I1.2.3) Con las mismas notaciones de (II.1.4), dividimos las matrices X e Y en
bloques, correspondientes a los tamafos de los bloques de las matrices A y B respec-
tivamente, (asi la matriz X} tiene el mismo tamafio que N y la matriz Y7!! tiene el
mismo tamaiio que E).
X} X 1> (Yl Y7
X = 1 2 , Y = 1 2
(X12 X3 P Yy
de manera que, el sistema de ecuaciones dado en el lema (II.1.3), se rompe en los

sistemas de ecuaciones siguientes

[N, X]]+ EY{ =0
JX? -X;N=0
XiE=0; (1) (1I)
X!E=0
Y{E =0

NX} -X}J+EY}=0 (IIl), VYZE=0 (IV), [J, X3 =0 (V).
Obsérvese que:
a) Y} es arbitraria
b) El sistema (I) corresponde, segin la definicién (I1.1.1) y la proposicién (I1.1.4),
a la deformacién miniversal ortogonal de la pareja de matrices (4, B) = (N, E) €
Mp(C) x Myx-(C), que es completamente controlable y rang B = r,
c) El sistema (V), corresponde a la deformacién miniversal ortogonal de la matriz

cuadrada J € M, _p(C) respecto la relacién de equivalencia conjugacién, dada

por Arnold (1], {2].

(I1.2.4) Si procedemos ahora a una nueva descomposicién en bloques de X}, X1, X7,
X2, Y}, YV}, Y2, Y2, que se corresponda con los de N, J, E, los sistemas anteriores

se reducen a sistemas del tipo-.; .
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t
NiX —XN;+EY =0 !

XEj=0% (1) (2)
YE; =0
NX-XJ;+EY =0 (3), YE; =0 (4), [J’X]=0 (5).

(11.2.5) El anexo contiene la resolucién de los cuatro primeros sistemas, que resu-

mimos en la siguiente

PROPOSICION.
Sean Sy, . ..., Sy los espacios de soluciones de los sistemas (1),...,(4), respectivamente.
Entonces
i) (X,Y) € S, siysdlosi
a)Sik;<k+1, X=0Y=0
B) Sik; > ki+2,

1 1 1
L TR 2 Th; —ki—1 0 0 00
0 =z} ... ... Zl zl .. 00
X = 1 Thj—ki-2  Tkj—ki-1 0 € My, xx, (C)
0 0 z! z} 0 0
1 kj —k;—1

ki+1
Y=(@..0z ... x}cj__k'.,l 0) € Mixx,;(C)

1) X€8S,siysilosi X =0
ili) (X,Y) € S; siy sdlo silos coeficientes de X y Y pueden obtenerse de z},. .., z}

por medio del siguiente conjunto de ecuaciones

zf = \xj ) ok = Ak ) yl = \f )
2 - -
z? =z} + Az} 2§ =21 4 agh? yh = 2% + Ak
¢ ( ¢
2 1 1 { k-1 k-1 1 k k
Ty =T + Azq ) T =z, + Az, ) Y =21 + Az )
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donde X = (27), Y =(yl),1<r <k, 1<s<l1
Hemos escrito k y | en lugar de k; and lj. Obsérvese que los parametros
zi,...z} son independientes.

iv) Y € S, siy sdlo si

Y=(y:ll cen ylch'—l 0).

(I1.2.6) Por lo que respecta al sistema (5), observamos que es el que corresponde a la
deformacién miniversal (ortogonal), para el caso de las matrices cuadradas estudiadas

por Arnold [1], [2] y resuelto por diversos autores, por ejemplo [17], [35].

(I1.2.7) Combinando (II.1.4), (I1.2.5) y (I1.2.6), obtenemos la descripcién buscada

de la deformacion miniversal ortogonal:

TEOREMA.

Sea (A,B) € Mup. Una deformacién miniversal (ortogonal) de (A, B) viene dada

por

(4, B) +{(X*,Y™)}

-1 1 1 y1
conX:(Al X2>, Y:<Y1 y:")y

0 X3 IR
z Z{ Ty 7
z} zr T}! Tr
y cada (Z},T}) como en (IL2.5), (i)
z ... Z¢ ... T¥
X=|: : W=\ :
zl ... Z¢ T ... T?

y cada (Z},T!) como en (IL.2.5), (iii)

I
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A Z3
X =1 :
Z, Zs
y cada Z} como [1], [2].
T} e
W= :
Tl Tm-r
y cada T} como en (IL.2.5), (iv)
Y} es libre.
(I1.2.8) EJEMPLO:
Sea (A, B) la pareja de matrices
(0100 \
0 010
0 0 01
0 0 00
A= 01 , B=
0 0
0
Al
\ y,

conn=9,m=4,r:3,k1=4,k2=2,k3=1,11=2.

De (I1.2.5) se sigue que (A', B') € (T(4,5)O(A, B))* si y sélo si es de la forma

[0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. o 0 0
, ——

A" =19 0 0

0 0 0

@  ad N

1 1 1

o Cc o

0
0

0

~3
8
Aay
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( 0 0 0 [ b))
0 0 w2 | b2
0 5 B | 8
0 0 0 0
B" = 0 0 0 | b
0 0 0 0
0 0 0 0
by a$ b ad Py b8
\4X a8 + X'af | 2t +XNal | af+Xa} | 82

donde hemos colocado a}, en lugar de @; ya que si a; es un pardmetro, también lo es

g

aj.

(I.2.9) A partir de (IL.2.7) es posible obtener explicitamente una base de (T( 4, 5)O(4, B))*:
una tal base estd formada por el conjunto de matrices (X*,Y*), con (X,Y) verifi-
cando (I1.2.7), obtenidas haciendo igual a 1 uno de los pardmetros y cero todos los

demas, para todos y cada uno de los pardmetros de la solucién general.

(IL.2.10) Ilustremos esta construccién sobre el ejemplo de (I1.2.8). Una base de
(T 4,B)O(A, B))* estd, entonces, dada por el conjunto de matrices obtenidas ha-

ciendo igual a 1, uno de los parametros y 0 todos los demds. Asi una base de

(T(a,B)O(A, B))' esté formada por:

((000000000(0000\
00 0 0 002000 0 00 0
00 0 0 0000 0 0 0 0 0
00 0 0 0000 0 0 00 0
(A,B)=]l0 0 o 0o o000 o0f,] 0 000
00 0 0 00000 0 0 0 0
00 0 0 00000 0 0 0 0
~ =2 =3 4
1Y% X 00000 ,\000)
\\o 1 2X 33 0000 0/ \4 0 0 0//
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(I1.3) Dimensién de la deformacién miniversal.
(IL3.1) Para calcular la dimensién de la deformacién miniversal bastara contar el

numero de parametros independientes de las matrices solucién.



De hecho, en el apéndice se recoge un calculo directo, sin necesidad de resolver
explicitamente los sistemas, vectorializando el sistema de ecuaciones (I1.1.4), y calcu-
lando su rango:

(I, @ A— A @ I,)vee(X) + (I, ® B)vec(Y) =0
(B' @ I)vec(X) =0
(B* @ I )vec(Y) =0
Por otra parte, en [3], [4] Beitia, Gracia y de Hoyos, calculan la dimensién del

espacio de soluciones del sistema de ecuaciones matricial

(4,8 (3 ) - X(42,52) = 0.0)

que para el caso particular en que (4;,B;1) = (42, B2) = (4, B), nos da la dimensién
del espacio tangente al estabilizador de (4, B).
Por lo que, utilizando la minitransversalidad
dim TO(A, B)* = n% + am — dim O(4A, B)
= dim Est(A, B) — m?
(I1.3.2) Empecemos contando el nimero de coeficientes independentes en las ma-

trices solucién de los sistemas elementales (1), (2), (3), (4) y (5) dados en (I1.2.4) y

obtenemos el

COROLARIO.
Con las mismas notaciones que en la proposicion tenemos que
(1) dim & = max {0,k; — k; — 1}
(ii) dim S =0
(iii) dim 83 =j
(iv) dim Sy = k; — 1

(I.3.3) Volviendo a los sistemas (I),...,(V), de (I11.2.3) y [1] tenemos
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PROPOSICION.

Sean ahora Sy, ...,Sy los espacios de soluciones de los sistemas (I),...,(V) dados en
(I1.2.3), entonces

(i) dim S1 = 3, ¢, j<, max{0,k; — ki — 1}

(ii) dim S;r =20

(iii) dim Syrrr =r(n — p)

(iv) dm S;jy =(m —r)(p—r)

(v) dimSy =3, (01(A) + 302(A) + 5oz (A) +...)
donde o1(A) > 02(A) > 03(A) > ... es la caracteristica de Segre correspondiente al

valor A y A recorre todo el conjunto de valores propios de J.

(I1.3.4) De ahi, obtenemos inmediatamente la

PROPOSICION.

La dimensidn del espacio base de la deformacion miniversal de (A, B) en 0 es

d = dim (T4 p)O(4, B))* = Z max{0,k; — k; — 1} + r(n — p)+
1<i,j<r

+m=r)n =)t
+ ) (01(A) +302(A) + 5oz (A) + ...
A
(I1.3.4) Asi en el ejemplo (11.2.4), tenemos -

dim (T(A,B)O(A, B))'l‘ = 17.

II1. Segunda deformacion miniversal “minimal”.

(III.0) Vamos a obtener una nueva deformacién miniversal de (A, B)

(A,B)+S
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“minimal” en el sentido de que puede ser expresada en la forma
d . 3
(A7 B) + Z/\i(Ez7Fz)
=1
donde (E?, F) son parejas de matrices que forman parte de la base canénica de M.
Esto es, con todos sus coeficientes nulos excepto uno, de valor unidad.

Dicho de otro modo, puede ser expresado en la forma
(4,B)+(X,Y)

donde (X,Y’) es una pareja de matrices de coeficientes variables, todos nulos excepto

precisamente d, que constituyen los pardmetros de la deformacién.

(II1.1) Una forma de obtener tales deformaciones “minimales” se recoge en la si-

guiente proposicién

PROPOSICION.
Sea (A,B) € Mpnm y (A}, B}), 1 <i < d, la base de (T( 4, 5yO(4, B))* obtenida de
(I1.2.9). Si(X,Y’) es una pareja de matrices con d coeficientes variables (que notamos

Aly...,Ad), ¥ los demds nulos, y tal que

tr((A",B") (if)) =X, 1<i<d

entonces (A, B) + (X,Y’) es una deformacién miniversal de (A, B).

DEMOSTRACION:
Recordemos que (A4, B) + S es una deformacién miniversal de (4, B) si y sélosi §
es un suplementario directo de T 4, g)O(A4, B) en M. Por tanto, basta comprobar

que

(X7 Y) ¢ T(A,B)O(A,B)
para todo Aj,...,Aq (no todos nulos).
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Y ahora basta recordar igualmente que (C, D) € Ti4,5)O(A, B) si y sélo si

tr(4°, BY) (D*) =0, 1<i<d

(II1.2) Parejas (X,Y) de este tipo, pueden obtenerse a partir de las de (I1.2.7),
evitando la repeticién de los pardmetros, esto es, escogiendo adecuadamente para cada
parametro un unico lugar de la pareja de matrices donde se conserve, y elimindndolo

de todos los demas lugares en que aparecia en la pareja de matrices original de (I11.2.7).
Ilustrémoslo sobre el ejemplo (11.2.8)

Si consideramos la pareja (X,Y’) con

-
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es facil comprobar que

8l

(A1, B1),(X,Y)) = (A2, B2), (X, Y)) =T}
(43, Bs),(X,Y)) =73 (A4, B4),(X,Y)) =T
{(4s,Bs),(X,Y)) =77 ((4s, Bs),(X,Y)) = %7
(A7, B1),(X,Y)) = 75 ((As, Bs), (X, Y)) = T
(A9, B9),(X,Y)) =73 ((410,Br0),(X,Y)) =75
{(A11, B, (X,Y)) = '!73 ((A12, B12),(X,Y)) =7

H

((A13, B13), (X, Y)) ((A14,B14),(X,Y)) =

=74
((A1s, B15), (X, Y)) (A6, B16), (X,Y)) =7

((A17,B17),(X,Y)) = "3

esto es, la pareja anterior, cumple la propiedad deseada.

(II1.3) En general se tiene el siguiente

TEOREMA (DEFORMACION MI\NIVERSAL “MINIMAL”).

Sea (A, B) una pareja de matrices, en su forma reducida de Brunovsky. Entonces,
una deformacidén miniversal de (A, B) viene dada por (A,B) + &, donde S es la
variedad lineal de M, definida por las parejas (X,Y)

X} X} Y} v,
x= (X2 A) Y= <Y1 %
con

(i) X1 =0,X}=0

(ii) Todos los elementos de X? son nulos excepto los indicados por los pardmetros

p+1 n _p+1 n p+1 n
(l?l "."ml’$k1+1""’xkl'*"l’."’xk1+---+kr-1+1"."xk1+---+kr—l+1'

(iii) X2 es la forma candnica de Arnold [1]
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(iv) Todos los elementos de Y son nulos excepto los indicados por los pardmetros

ka+1 ky~1 | ky+ka+1 ky+otkeootket+1 kidodkeoy—1
y22 a"°’y21 ’y3x 3 a""yrl 2 a"'ayrl ! N

(v) Y3} es tal que
ke 0 ok kiR _ — g k1tk2 T s R
Yrdb1 = FYm =Yrd] T T Ym = S Y T S Y T

(vi) ¥Z =

(vii) Todos los pardmetros de Y} son arbitrarios.

(II1.4) Un dibujo puede ayudar a representar esta deformacion. En la figura que
sigue cada segmento corresponde al conjunto de pardmetros. Recuérdese que los

segmentos verticales son cero si k; < kiy1 +1. Y todos los demas elementos son cero.

e

( l l \ /l[ | ——

| L=
........__..r__!_l --—,I.l._!.—.o_.
. ———l—l—-i- . -'—l"‘;—'
SRR AL R T o
RN =N —

| T —

l p—

dolh =L =

IV. Algunas aplicaciones a las perturbaciones locales.

(IV.0) Vamos a aplicar los métodos obtenidos para analizar las variaciones en la
forma de Brunovsky de una pareja de matrices cuando es sometida a pequefas per-
turbaciones. Caracterizamos en primer lugar las parejas cuyos invariantes no se ven

afectados.
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(IV.1) Parejas de matrices (estructuralmente) estables.

(IV.1.1) En general un punto de un espacio topoldgico se dice estable respecto a una

relacién de equivalencia si es un punto interior de su clase de equivalencia.

DEFINICION: ([49])
Sea E un espacio topoldgico, en el que se tiene definida una relaciéon de equivalencia.
Se dice que un punto a € E es estructuralmente estable con respecto a dicha relacion,

si existe un entorno de dicho punto formado por puntos equivalentes a él.

(Iv.1.2) Si la relacién de equivalencia viene dada por la acciéon de un grupo, un
punto serd estructuralmente estable si y sélo si su drbita es un conjunto abierto. Por

tanto:

PROPOSICION.
Una pareja de matrices (A, B) € My, es estructuralmente estable por la semejanza

por bloques, si y sélo si su deformacién miniversal es nula. O equivalentemente, si

dim O(4, B) = n? + nm.

(IV.1.3) Por consiguiente, (A4, B) € M, serd estructuralmente estable si y sélo si
es controlable, rang B méximo y sus indices de controlabilidad son iguales o difieren

en una unidad. Esto es:

CoroLARIO. (Willems [49])
Sean c y d enteros positivos, tales que n = mc + d. Entonces (A, B) es estructural-

mente estable si y sélo sir = min(n,m), ky =...=kg=c+1, kgy1=... =k, =c.
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DEMOSTRACION:

Si (4, B) es estructuralmente estable dim S = 0, por lo que, y segin la proposicién
(11.3.3)
i) dim 87 =3, o; <, max{0,k; —ki —1} =0
i) dim Syrr=r(n—p) =0
i) dim S;y =(m—r)(p—r) =0
iv) dimSy = >, (01(A) + 302(A) + 5o3(A) +...) =0
De (i), y teniendo en cuent# que ky > ko > ... > k, se deduce que si ¢ > j es
kj = ki o kj = k; + 1. Llamemos k; = ¢+ 1 y d el numero de veces en que k; = c+ 1,

por lo que tenemos

d+rc=p

Ahora bien, r # 0 de lo contrario p =0y n = > (01(Ai) + 02(X;i) +...) con \;
recorriendo todos los valores propios. En estas condiciones dim Sy # 0.

Al ser r # 0 de (ii) se deduce que p = n. Y ya finalmente de (iii) se deduce que
m = r en cuyo caso d+rﬁc= n,on =r en cuyo caso d +nc = n por loque ¢ =0
por lo tanto, también se tiene d + mc = n.

Reciprocamente, en estas condiciones y puesto que k; + ...k, = p se tiene p = n,
r = min(n, m), por lo que dim Sy = dim Sy = dim Sy = 0, ademas, puesto que de
t<jesk;=kjok; =kj+1sededuce que k; — k; —1 < 0 para todo ¢, j, es decir

dim Sy = 0.

(IV.2) Variaciones en la forma de Brunovsky por perturbaciones locales.

(IV.2.1) Cuando la pareja de matrices no es estable, podemos analizar las variaciones
en la forma de Brunovsky a través de las deformaciones miniversales antes obtenidas,
ya que dichas deformaciones miniversales cortan (transversalmente) a todas las 6rbitas

proximas a la de la pareja en cuestidn.
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En definitiva, bastara estudiar las modificaciones en las formas de Brunovsky al

variar los parametros de la deformacion.

Detallémoslo, estudiando la influencia de los parametros de (X,Y) en una tal

variacién, vamos a considerar separadamente la incidencia de los pardmetros segin

sean ellos de X7, Y1, Y3! o Y2, respectivamente.
(i) Si Y3 o Y7 son no nulos, es claro que
rang(B+Y)>r

por lo tanto el numero de bloques nilpotentes crece.

(i1) Supongamos que Y}! = 0 Y2 = 0, Y{! # 0. Esto significa que existe k; tal que
ki > ki4+1 + 2. Podemos suponer que

(A,B)+(X.,Y) = ((Ni 13,) (Eo I?,))

i+1ly Z =(0,...,0,21,...,2k-k;-1,0)". Entonces, si los indices de

controlabilidad de la pareja son k;, k;- es facil ver que

donde 7 =

k:»-—k;<k,'—-kj.

Es decir, si Y}! # 0 las diferencias k; — ki1 tienden a decrecer. En otras palabras, los

indices de controlabilidad tienden a diferir como médximo de 1.

(iii) Supongamos que Y = 0, X? # 0. Esto significa que existe parte no controlable

en la pareja (A, B). Suponemos pues que

e+ =((3 0).(%))

Entonces, el indice de controlabilidad de esta nueva pareja es k! > k; + 1. Esto es,

si X7 # 0 el tamafio de los bloques de Jordan decrecen.
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(IV.3) Ejemplos de diagramas de bifurcaciones.

(IV.3.1) Como hemos visto en el apartado anterior, el conocimiento de la defor-
macion versal de la pareja (A, B) nos permite investigar cudles son las posibles formas
reducidas de Brunovsky al perturbar (A, B). Tales posibles formas quedan reflejadas
geométricamente en el “diagrama de bifurcaciones”. Esto es, en la particién que re-
sulta de agrupar las parejas de matrices que tienen los mismos invariantes discretos,
pudiendo diferir en los invariantes continuos.

Veamos ahora mediante algunos ejemplos como a partir de la deformacién versal

podemos explicitar localmente dichos diagramas de bifurcaciones.

(IV.3.2) La “particién de Brunovsky” del espacio My, serd objeto de estudio de-
tallado en el capitulo III. Por el momento, nos basta sefialar que es la que resulta
de agrupar las parejas de matrices que tienen los mismos invariantes discretos, esto
es, los mismos indices de controlabilidad, el mismo nimero de valores propios, y las
mismas caracteristicas de Segre de los mismos.

Cada parte la denominaremos “estrato de Brunovsky”. Obviamente ser4 la reunién
de las orbitas cuyas formas reducidas de Brunovsky coinciden salvo en los valores de
los valores propios. |

Como deciamos, veremos en el capitulo III que esta particidn verifica las condiciones
generales de una “estratificacién”, y que, en particular, los estratos son variedades

diferenciables. Pero aqui nos limitaremos a describir algunos ejemplos.

(IV.3.3) La observacién fundamental es que, en virtud de (1.3.2), en un entorno de
una pareja (A, B) dicha particién es el producto cartesiano de O( A4, B) por la particién
analoga sobre la deformacién versal. Por tanto el estudio local de dicha particidn, esto

es, el diagrama de bifurcaciones, basta hacerlo sobre dicha deformacién miniversal.

(IV.3.4) Por otra parte, por homogeneidad del espacio M, a lo largo de las érbitas,
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bastard considerar parejas de matrices i(A, B) de Brunovsky.

(IV.3.5) Como ejemplo consideremos la pareja de matrices

0 0 0 1
(A,B) = 0 A 0],]0
0 0 u 0

con A # p.

Cuya deformacién miniversal (como (I1.2.3)) es

0 0 0 1
(A,B)-{—S:((m A+z 0 ),(0))
y 0 u+t 0

La matriz de controlabilidad de dicha pareja es
10 0
0 z (A+2)z
0 y (k+t)y

Por tanto (A4, B) + § es completamente controlable si y sélo si

z (A+2)z

y (u+t)y = oyt A= 2) £0

Notemos que, puesto que A # p, es p+t — A — z # 0 para valores suficientemente
pequefos de ¢, z. Luego la condicién de controlabilidad anterior equivale a zy # 0.
Obsérvese ademads que estas matrices corresponden a un mismo estrato, ya que, al ser
m = 1, se tiene un tinico indice de controlabilidad.

Analicemos ahora el caso zy = 0. Distinguiremos las tres posibilidades siguientes

a) £ =0, y # 0, entonces la pareja de matrices es

0 0 0 1
(A,B)+S=((o SO )(0))
Y 0 u+t 0

y es equivalente a



b) y =0, z # 0, entonces la pareja de matrices es

0
AB)+8= ]z
0

0 0
0 0
0 0 u+t

y es equivalente a

¢) z =y = 0, entonces la pareja de matrices es

0
(A4B)+S=|[0 /\+z
0

y es equivalente a

0 0 0 1
0 A+z 0 |,[o0
0 0 pu+t 0

pareja de matrices con los mismos invariantes discretos que la pareja de ma-

trices inicial.

En definitiva, vemos que los valores de 2, t sélo afectan a los valores propios de
la pareja de matrices perturbada, pero no a los invariantes discretos. Es decir, para
valores distintos de z, ¢ las correspondientes parejas de matrices pueden pertenecer
a Orbitas distintas, pero en cualquier caso de su mismo estrato. En otras palabras,
cada estrato es un cilindro, cuya generatriz contiene al plano zt.

Resumimos en la siguiente proposicién el resultado de la clasificacién

PROPOSICION.

Si (A, B) es la pareja de matrices

0 0 O 1
0 X 0]),10 ,
0 0 pu 0
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con A # u. Entonces su diagrama de bifurcaciones local es un cilindro cuya seccion

ki

es el conjunto de parejas de la forma

(GEE)

las cuales se estratifican segin el origen y los ejes del plano zy. Esto es, en la siguiente

()

y # 0, o bien ¢ # 0, y = 0, es equivalente por bloques a

0
) , (1 ) ) , con a valor préximo a A o p, respectivamente.
0

forma

(=2 on i en]
o O =
o = O

(1) Sizy # 0, es equivalente por bloques a ((

(ii1) Si z =y =0, es la pareja inicial.

(IV.3.6) Consideremos ahora la pareja de matrices

00 0 1
(A,B):((O A 1),(0))
0 0 A 0

cuya deformacién miniversal (como (11.2.3)) es

0 0 0 1
(A,B)+5=((x ' )(o))
¥y z A+t 0

La matriz de controlabilidad de dicha pareja es

1 0 0
0 =z Az +y
0 y zz+(A+1t)y

Por tanto (A, B) + S es completamente controlable si y sélo si

.7: Az +y

= zr? t— 12 .
v zz+ (A +)y zz* +azyt —y  #0
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es decir, para todo (z,y,2,t) € C* y que no pertenezca a la variedad
zz? +zyt —y® =0.

Si hacemos el cambio de coordenadas definido por

r=1u
t2
Z=w—'z
=v+u§

la ecuacidén anterior se transforma en

wWw -0 =0

que es el bien conocido paraguas de Whitney. Y en el exterior del cilindro de C*
obtenido moviendo dicho paraguas de Whitney a lo largo del eje ¢, las parejas co-

rrespondientes son completamente controlables. Como en el caso anterior, forman un

solo estrato.

2

Sea ahora u“w — v = 0 y ¢ cualquiera. Distingamos los siguientes casos:

a) u =v = w = 0, entonces la pareja de matrices es:

0 0 0 1
0 /}52 1 o
—— A+t 0
0 " +
y es equivalente a
0 0 0
0 A ¢ 1 1
T2 ]|
0 A+ = 0
0 + 3

0 0 0 1
0 A, 1o
—— A+t 0

w n +



y es equivalente a

0 0o 0 1
0 2A+t+2y/w 0 1o
0 0 2\ +t— 2w 0

c) Y ya por ultimo, sea u # 0 o v # 0 y w cualquiera

0 0 0 1
ut /\t2 1 , 0
v+u- w—— A+t 0

2 4

(GHEH)

con a valor propio de la pareja que depende de u,v,w,t y A

y es equivalente a

Resumimos en la siguiente proposicién el resultado de la clasificacion

PROPOSICION.

Si (A, B) es la pareja de matrices

{

Entonces su diagrama de bifurcaciones es un cilindro, de seccion el llamado “paraguas

OO O
Lo I C g e
> O
o

de Whitney”

wrw—v2=0

estratificado de la forma habitual, Esto es, por el origen y €l eje w. De forma precisa,

los estratos y las formas de las parejas correspondientes son los siguientes:

010 0

(1) 0 0 1}1,10 si wlw — v? #£ 0.
0 0O 1
0 0 0 1

(ii) 0 a 1],{0 si u=v=w=0,
0 0 a 0
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siu=v=0w#0

(iii)

siuvtw—v2=0,conu#0o0v#0

(iv)

OO oo Oo
o~ O fn @
Q OO otOoO o
O H O OO

V. Deformaciones versales de cuaternas de matrices.

(V.0) Veamos cémo las técnicas empleadas en el estudio de las deformaciones de
parejas de matrices pueden también aplicarse, por ejemplo, al de cuaternas de matri-
ces.

En particular, veamos que la estabilidad estructural de tales cuaternas presenta ca-
racteristicas distintas a las de las matrices cuadradas y a la de las parejas de matrices.
En efecto:

- para matrices cuadradas no hay ninguna orbita abierta, y el tnico estrato
abierto es el de las matrices genéricas (esto es, diagonalizables, con valores

propios distintos),

- para parejas de matrices, hemos visto que existen orbitas abiertas, y que los

unicos estratos abiertos son los formados por una sola de tales 6rbitas,

- para cuaternas, veremos en (V.4.4) que existen Orbitas abiertas, y también

estratos abiertos (formados por la unién no numerable de érbitas no abiertas).

(V.1) Equivalencia entre cuaternas de matrices.

(V.1.1) Designemos por M ,p, al conjunto de cuaternas de matrices

Mpxn(C) X Mpxm(C) X Mpxn(C) X Mpxm(C).
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Dicho conjunto es obviamente isomorfé!) a M5 4p)x(n+m)(C) por lo que escribiremos

los cuaternas de matrices indistintamente

A B
(A,B,C,D) o (C D).

En este conjunto tenemos una relacién de equivalencia (ver [40], por ejemplo)
que generaliza de forma natural la semejanza de matrices cuadradas y la semejanza
por bloques entre parejas de matrices; se admiten: cambios de base en el espacio
de estados, en el espacio de entradas, en el espacio de salidas, y las operaciones de

realimentacion y de inyeccién de salidas. De forma precisa:

DEFINICION:

Sean (4, B,C, D), (A',B',C',D") € Myump, decimos que son equivalentes si y s6lo si
(A',B',C', D') puede obtenerse de (A, B, C, D) mediante una o mas de las siguientes
transformaciones elementales

i) (4,B,C,D)~(PAP',PB,CP™',D)
i) (A,B,C,D) ~ (A,BV,C,DV)
iii) (A,B,C,D) ~ (A,B,WC, WD)
iv) (A,B,C,D)~(A+ BK,B,C + DK, D)
v) (A,B,C,D)~(A+JC,B+JD,C,D)

donde P € Gl(n,C), V € GI(m,C), W € Gl(p,C), J € Myxp(C), K € Mpxn(C).

(V.1.2) Es inmediato que esta relacién de equivalencia generaliza la semejanza por
bloques entre parejas de matrices. Esto es, si C = D = 0, entonces también C' =
D' =0, y las parejas (A, B) y (A’, B') son semejantes por bloques.

E igualmente, que generaliza la semejanza entre matrices cuadradas.

(V.1.3) Anélogamente al caso de la semejanza por bloques, esta relacién de equi-

valencia puede verse como inducida por la accién de un grupo en el espacio Mpmp.
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En efecto, sea Gl(n + p,C) x Gl(n + m,C), con la estructura de grupo dada por la
operacién

(91,92)0(9'1,9'2) =(919'1,9'292)

Consideremos G; C Gl(n + p,C) x Gl(n + m, C) definido de la forma

(G ) 9)
() CE ) (G o) (5 8))-
-((5 ) (3 éz)‘u 5) (3 5)
(7 @) (5 ) (e ) (E 0))-

_ P1P2_ —P1P2 1J2W2~ +J1W2 (Pl 1) 0
- 0 whaw, ! "\ =V, K, P2P 'y VOIRy, VW

P e Gl(n,C),W € GI(p,C),V € Gl(m,C)}

J € Mnxp(C), K € Mmxn(C)

Si no hay lugar a confusién a los elementos de Gy, los notaremos de la forma (P, V, W, J, K)
con P € Gi(n,C), V € Gl(m,C), W € Gl(p,C), J € Mpxp(C) y K € Mpuxn(C).

Notese que G es un subconjunto abierto de
M, (C) x Mn(C) x Mp(C) X Mpxp(C) X Mmxn(C)
por lo que es un grupo de Lie.

(V.1.4) Definimos una accién « del grupo G; sobre el conjunto de cuaternas de

matrices

DEFINICION:
o gl X Mnmp -—_ Mnmp
(evwam, (42)— (¢ w) (& 2) (% v)
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b rd - .
(V.1.5) Veamos que la relacién de eqm;valencm inducida por esta accién coincide con

la definida en (V.1.1). Esto es, que ?

(A4,B,C,D) ~(A",B',C',D") <« 3IP,V,W,J,K)eG tal que

BV, 1K), (48)) = (gii gi)

En efecto, basta observar que

a(( )(le,l,,,o o)) (PCA;’_‘I‘ ljDB)
a(( ) In,VI,,,O 0)) (é gt‘;)
a(( ) (Iny Im, W, 0, 0)) ( A WD)
a(( ),(In,Im,IP,O,K)) (gigg g)
a(( ) (PIm,I,,,J())> (A-i-CJC BEJp)

(V.1.6) Por consiguiente, la clase de equivalencia de una cuaterna ( é g) es su

orbita por la acciéon de a. Esto es, la imagen de G; por la aplicacién
a’(AB):gl—') Mnmp
C D
definida por
. P J A B P-1 0
(PV,W,J,K) — (o W) (c D) ( K V)

Notaremos por O(A, B, C, D) dicha érbita de (C D)

Al igual que en (1.2.5) se verifica
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PROPOSICION.
Las drbitas O(A, B,C, D) son subvariedades complejas de Mpmp, localmente ce-

rradas cuyo borde es unidén de drbitas de dimension estrictamente menor.

(V.1.7) Claramente la accién « ( AB es diferenciable. Como para parejas de ma-

cD
trices, necesitamos expresién explicita de su diferencial en el elemento unidad E de

gla da A B .
(¢5)
Como que G; es un abierto de Mp(C) X M, (C) X Mp(C) X Mpxp(C) X Mmxn(C),

tenemos

~ P € Ma(C)W € M,(C), V € Mm(C)
1o = {((Ig V{’)( I"I'D 3)) J:Mnxp(C), Z epme,,(cE) }

que si no hay lugar a confusién escribiremos:
(P,V,W,J,K) € Mp(C) x Mn(C) x Mp(C) X Mpxp(C) X Mpyxn(C).
Con esta notacidn, tenemos

LEMA.

Sea a4 g\ : G1 — Mump, la accién definida en (V.1.3). Entonces su diferen-

C D
cial da(A B\ , 8 el punto identidad E € G,, aplicada en un punto (P,V,W,J, K)

cbD)’
cualquiera del espacio tangente TgG; es:

da(A B) = (P A]+BK + JC,BV + PB + JD,~CP + DK + WC,DV + WD)
cD)’

DEMOSTRACION:

Hemos de calcular da(A B) E(P’V’W’ J,K), siendo E = ((I(.)n I(l) , (I(;l I(r)n))
cp)™
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el elemento neutro de G;. Para ello, calgzulemos

a(A B)(In 4 &P, I+ €V, I, + eW,eJ,eK) =
C D

_(I,+¢€P eJ A B\ [((I,+eP)? 0 _
- 0 IL,+eW)j\C D eK I, +eV )

— { Ua+ePYA(In+€P) ' +eJC(In+eP) ' 4+(Iy+eP)BeK+e2 JDK ((In+eP)B+eJD)(Im+eV))
- Up+eW)C(In+eP) '+ (Ip+eW)DeK (Iy+eW)D{I+eV)

Recordando que (I, + eP)™! = I — eP + €*P? + ..., se tiene que la aproximacién
lineal es:

A+¢e([P,A]+JC +BK) B+e(PB+JD+BV)\ _
\C+e&(~CP+WC+DK) D+¢DV+WD) )~

_(A B)+ ([P,A]+BI(+JC BV-&-PB-{-JD)

C D —-CP+ DK +WC DV +WD

y puesto que la accidén o ( AB ) es diferenciable, se tiene el resultado.
C D

(V.2) Deformaciones versales de cuaternas de matrices.
(V.2.1) De forma aniloga a (1.3.3), se demuestra

PROPOSICION.
Una deformacion ¢ : A — Mpmp de (A,B,C, D) es versal en 0, si y sdlo si es

transversal en el origen a la orbita O(A, B,C, D) por la accion de G;.

(V.2.2) Por lo que tenemos el siguiente

COROLARIO.

Supongamos que tenemos definido un producto escalar hermitico en Mymp. En-
tonces, una deformacién miniversal de la cuaterna de matrices (A, B, C, D) viene dada
por

(As 'B? Cv D) + (Y‘(A,B,C,D) O(A1 B; C? D))-L
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(V.2.3) Definamos pues, un producto escalar en Mppp.

DEFINICION:

Sea (4,B,C,D),(A',B',C",D') € M(nmp)

<(A,B,C,D),(A",B',C',D'") > =tr (AA"™) + tr (BB'"") + tr (CC'}) + tr (DD'") =
_u (4 B[4 BY
“Y\c p)\c D

et
. A B * A B Et —C‘—’t A D™
siendo (C' D') = (C” D’) = (ﬁt )=\ B* p*)
Claramente se verifican las propiedades de un producto hermitico. (De hecho, es el

producto escalar habitual en el espacio de matrices M(pn+p)x(nt+m)(C))-

(V.2.4) Explicitemos ahora (T(4,5,¢,0)0(4, B, C, D))t

LEMA.

Consideremos en Mpmp €l producto escalar dado en (V.2.2), se tiene
(4',B',C",D") € (Tia,B,c,0)0(4, B,C, D))*
si y sdélo si
[4,A”]+ BB - C""C =0)
A"B+C"D=0
B"B+D"D=0;
CA”™ + DB =0

CC'" +DD'" =0/
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DEMOSTRACION:

<( " <PVWJK>) (2 2))

[PA]+BK+JC BV +PB+JD\ (A B
—-CP+DK+WC  DV+WD ¢ D

([P,A] + BK + JC)A"™) + tx((BV + PB + JD)B'")+

Il

+tr((~CP + DK + WC)C"™) + tr((DV + WD)D'") =

= tr(PAA"” — APA"™ + BKA"™ + JCA™) + tr(BVB'* + PBB" + JDB"")+

+tr(~=CPC"™ + DKC"" + WCC"™) + tr(DVD'" + WDD'") =

= tr(AA"”"P — A AP) + tr(A""BK) + tr(CA"" J) + t=(B'* BV) + tr(BB"" P)+

+ tr(DB"*J) + tr(—=C'*CP) + tr(C'"*DK) + tr(CC""W) + tr(D'*DV) + tr(DD""W) =

N

[4,A"™]+ BB —~C""C A"B+C"D 0 P
= tr 0 BB+ DD 0 | K

CA'"™ + DB'™ 0 CcC™ +DD'"

P 0 J P R J
VIK V 0 = VIK V U
0 0 W M N W

ya que M, N R,U no intervienen en el cilculo de la traza.

Luego, por ser el producto escalar definido positivo

[A,A”*]+ BB'* —C""C A"B+C"D 0
0 BB+ DD 0 =0
CA™ + DB'" 0 cC'™ + DD

de donde el resultado.

(V.2.5) Segun el corolario (V.2.1), y el lema (V.2.4) se tiene el siguiente
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TEOREMA.
Consideremos Mupmp y sea (A,B,C,D) € Mpmp. Entonces una deformacion

miniversal (ortogonal) de la cuaterna de matrices (A,B,C,D), viene dada por la
variedad lineal

(A,B,C,D)+ {(X*,Y*,Z*,T")}

donde X € Myp(C), Y € Mpuxn(C), Z € Mpxp(C), T € Mmxp(C) recorren las

soluciones del sistema

[4,X]+BY — ZC = 0)
XB+2ZD =0
YB+TD=0}
CX+DY =0
CZ+ DT =0,

(V.2.6) Notese que esta deformacién miniversal contiene a las ya conocidas para
parejas de matrices y para matrices cuadradas. En efecto, si (4, B,C, D) = (4, B,0,0),

se tiene

[A,A"™]4+ BB'"" =0
AB=0
B"B=0
con C' y D' libres.

Si intersecamos dicha variedad lineal con la variedad lineal
C'=0
,
se obtiene la deformacién ortogonal de la pareja de matrices (A, B) obtenida en

(IL.1.4).
Igualmente, si (4, B,C, D) = (4,0,0,0) se tiene [A4, 4"*] = 0 con B, C', D' libres.
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. . . .
Si como antes, intersecamos esta vangdad lineal con

C'=0
D'=0

obtenemos la deformacién ortogonal de las matrices cuadradas dada por Arnold.

(V.2.7) EJEMPLO:
Sea (A, B,C,D) € Ms21, con

01000 0 0
000000 10
A=|0o 000 0f, B=|01
6000 0 0 0
00010 0 0
C=(0 0 0 0 1), D=(0 0)

Llamando

ay a, a; a; a
NEEEEE ISR
1 Y2 Y3 Y4 Ys

1

g
3 d]
Z=\]¢c |}, T={ 5,
t &

:

151

Entonces, una deformacién miniversal (ortogonal) de (4, B, C, D), viene dada por

(A4,B,C,D)+ {(X*,Y*,Z*,T*)}

con
0 0 0 00 0 0
0 6 0 00 0 0
X*=|l0 0 0 00, VY'=]00
@ @ @ 00 @
a; a: a 0 0 b b



Z*=(a@ & & 00), T'=(d &)

(V.2.8) En general, para obtener una descripcién explicita de la deformacién (V.2.5),
por la homogeneidad a lo largo de la érbitas, podemos reducirnos a cuaternas de
matrices en su forma reducida (ver [27], o [40]).

Sea pues, la cuaterna (A, B, C, D) en su forma reducida canénica

A1 B 1
A, 0

As 0

A 0

0 Ci 0 O 0 0 0
C=1(0 0 C; 0 D={0 0 O
0 0 0 O 0 0 I

donde (4,, By), (AL, C}) son parejas de matrices en su forma reducida de Brunovsky
y completamente controlables, (éﬁ %2 ) es una cuaterna con la misma parte con-
2

trolable que observable, A; es una matriz de Jordan.

(V.2.9) Si partimos ahora las matrices X, Y, Z, T de (V.2.4) segin los bloques de las
matrices A, B, C'y D,

Xl X} X} X] zl 7 z}
(xxxx ,_(zzz
v x xx x| 7z z z
Xt X} Xxi Xi zt 7 zi

v! v vy T T} T
v=(v v v V|, 7r=(0 7 T2
T TS

el sistema de ecuaciones que nos determinan dichas matrices se descompone en los

siguientes sistemas de ecuaciones independientes:
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A1 X] —X{A;+ BY]! =0
XllBl =0 (1)5

Y!B; =0

AiX) - X34, + BY) - Zic, =0} (2),

A X3 — X1As+ B)Y) —Z3C, =0
X31B2 =0 (3)7

YyB, =0

AiX] - X;As+ BiY}! =0} (4),

Ay XZ - X2A, =0
X?B, =0} (5),
Ci1X?=0
A X2 — X324y — Z2C, =0)
C1Z2=03 (6),

C1X2 =0)

A X3 — X2A3 — Z2Cy =0)

X2B, =0

} (7),
C1Z2=0
Ci1X2=0)

Ay X} - X2A4=0 .
CiX2=0
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A3 X} — XfAl + B, Y =0)
XfB] =0
(9),
Y?B; =0
CzX? - 0)

A3 X3 — X3As + ByY} — Z3C, = 0)
C,Z} =07 (10),

C2X23 = 0;

A3 X3 — X3A3 4+ BoYE ~ Z3Cy = 0)
C2X2=0
Y:;ZBZ =0 r (11)’

C2Z2 =0

X3B; =0)

AsX? — X3A, + BYr =0 12)
C: X2 =0

A Xt - X{A = 0} 3

XiB; =0
AsXy — X342 — Z{C1 =0} (14),

A X3 — X3As - ZiC, = 0} a5)

XiB; =0

AsX{ - XjA4=0} (16),
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ZY=0 YP=0 T!=0 Ti=0

Z2=0 Y§=0 T2=0 T3=0

Z3=0 YP=0 T¢=0 (17),

Zi=0 YP=0

y TE, T}, TZ, T2 libres.
(V.2.10) De entre todos estos sistemas observamos que
i) El sistema (1) es como (I) de (I1.2.3) resuelto en el anexo.
ii) El sistema (4) es como (III) de (II.2.3) resuelto en el anexo.
iii) El sistéma (13) es como (II) de (IL.2.3) resuelto en el anexo.
iv) El sistema (16) es como (V) de (I1.2.3) resuelto, por ejemplo en [17], o [35].
v) El sistema (6) es el sistema traspuesto de (I) de (II.2.3) resuelto en anexo.
vi) El sistema (8) es el sistema traspuesto de (II) de (II.2.3) resuelto en anexo.
vii) El sistema (14) es el sistema traspuesto de (III) de (II.2.3) resuelto en anexo.
viii) El conjunto de soluciones del sistema (5), es la interseccion del conjunto de
soluciones del sistema
A X? - X3 A1=0
XiB = 0}

que es como (II), con el conjunto de soluciones del sistema
Ci1 X% =0}

sistema traspuesto de (IV).
ix) El conjunto de soluciones del sistema (7), es la interseccion del conjunto de

soluciones del sistema

Ay X} - X2A3 - 22C, =0
C1Z2=0
Ci1X:=0
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xi)

xii)

que es traspuesto (I), con el conjunto de soluciones del sistema
X3B, =0}

que es como (IV).

El conjunto de soluciones del sistema (9), es la interseccién del conjunto de

soluciones del sistema

A3 X3 - X34, 4+ BYE=0
X3:B, =0
Y?B, =0
que es como (I), con el conjunto de soluciones del sistema

Co X} =0}

sistema traspuesto de (IV).

El conjunto de soluciones del sistema (12), es la interseccién del conjunto de

soluciones del sistema
AsX] — X3 A4+ BY? =0}
que es como (III), con el conjunto de soluciones del sistema
C.X; =0}

que es traspuesto del sistema (IV).
El conjunto de soluciones del sistema (15), es la intersecciéon del conjunto de

soluciones del sistema
Ay X5 — X343 — X5C2 =0}
que es traspuesto del sistema (III), con el conjunto de soluciones del sistema
X3B, =0}

que es como sistema (IV)
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(V.3) Estabilidad estructural.

e

(V.3.1) Vamos ahora a deducir de la deformacién miniversal de las cuaternas de
matrices, condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad estructural de dichas
cuaternas. Partimos de que, por la minitransversalidad de la deformacién obtenida

antes, se tiene inmediatamente

PROPOSICION.
Una cuaterna (A, B,C,D) € Mum; es estructuralmente estable por la relacién de
equivalencia definida en (V.1.1), si y sclo si el conjunto de soluciones del sistema

(V.2.3), se reduce al cero.

Vamos a determinar ahora los casos en que se da esta condicion.

(V.4.2) LEMA.

Consideremos M, n,, con la relacion de equiV-aIencia dada en (V.1.1). Es condicién
necesaria para que una cuaterna (A, B,C, D) € My, sea estructuralmente estable
que

rang D = min(m, p).

DEMOSTRACION:

Por la homogeneidad a lo largo de las érbitas, podemos suponer que la cuaterna
(A,B,C,D) € Mpump esté en su forma reducida, por lo que el sistema (V.2.3) queda
partido en los sistemas (V.3.2). En dichos sistemas vemos que T}, T}, TZ, TZ son

libres, y que sélo dejan de aparecer si D es de rango maximo.

(V.4.3) Supongamos pues, que rang D es maximo, esto es rang D = min (m, p), por
lo que hay tres posibilidades
1) m=p.
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En dicho caso, la forma reducida candnica de una cuaterna cualquiera es

Ay O
0 In

AR
El sistema de ecuaciones que define la deformacion miniversal ortogonal de esta

cuaterna se reduce al sistema (16)
AXE — X2A, =0)

que no es mas que la deformacién miniversal ortogonal de las matrices cuadradas por
la relacion de equivalencia conjugacion, dada por Arnold, por lo que es sabido que la

dimensién del espacio de soluciones es

> (01(5) + 302(6) + - .)

siendo (01(2),02(7),...) la caracteristica de Segre del valor propio A; de Ay.

Esta dimensién es minima (e igual a n), en el caso en que A4 es diagonal y con
todos los valores propios distintos.

2) m>p

En este caso rang D = p y la forma reducida canénica de uno de estas cuaternas es
A B
C D
con

D) A= ("‘(1)1 24), B= (% 8) C=(0 0,D=(0 I).
o bien
i) A=A;,,B=5B,,C=0,D=1,
El sistema de ecuaciones que define la deformacién miniversal ortogonal del primer
caso se reduce a los sistemas (1), (4), (13) y (16), que tal y como hemos dicho ante-

riormente, siempre tiene mds de una solucién.
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El sistema de ecuaciones que define lai§ deformacién miniversal ortogonal del segundo
caso se reduce al sistema (1), que no es? mas que la deformacién miniversal ortogonal
de la pareja de matrices (4;, B1) y que sabemos que es estructuralmente estable si y
sélo si rang By = min(n,m — p) y los indices de controlabilidad minimales.

)p>m

En este caso rang D = m y la forma reducida candnica de una de estas cuaternas

A B
C D
con
N o4 _ (A2 O _ {0 _({Ci 0O _ [0
4= a)e=(o) o= (5 o) o=(2)

o bien

ii) A=Ay, B=0,C=C,, D =1I,,

€s

El sistema de ecuaciones que define la deformacién miniversal ortogonal del primer
caso se reduce a los sistemas (6), (8), (14) y (16), que tal y como hemos dicho ante-
riormente, siempre tiene mas de una solucié;u.

El sistema de ecuaciones que define la deformacién miniversal ortogonal del segundo
caso se reduce al sistema (6), cuyo sistema traspuesto corresponde cton el que define
la deformacién miniversal ortogonal de la pareja de matrices ( éf) y que sabemos
que es estructuralmente estable si y sélo si rangCy = min(n,p — m) y los indices de
controlabilidad minimales.

Por lo que, podemos resumir en el siguiente

TEOREMA.

Una cuaterna (A, B,C,D) € My, es estructuralmente estable por la accion de
G1, si y sélo si rang D = min(m,p) y
i) para m > p, si rang B; = min(n,m — p) y los indices de controlabilidad de la
pareja (Ay, By) verifican la proposicién (IV.1.3).
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il) para p > m, si rangC7 = min(n,p — m) y los indices de controlabilidad de la

t
pareja (é?) verifican la proposicion (IV.1.3).
1

(V.4.4) Hemos observado que en el caso en que m=p, ninguna cuaterna de matrices
es estructuralmente estable. Pero en el caso en que rangD = m = p, si J es diagonal
con todos los valores propios distintos, las cuaternas de matrices que podemos hallar
en un entorno de la dada, son equivalentes a una, evidentemente con rangD = m = p,
y la matriz J también diagonal con todos los valores propios distintos. Es decir, en un
entorno de una cuaterna de ese tipo, todas las cuaternas tienen los mismos invariantes
discretos, aunque no asi los invariantes continuos. En otras palabras, una cuaterna de
ese tipo no seria interior a su érbita, pero si interior a su estrato (definido de forma
analoga a (IV.3.3)).

En definitiva, si definimos una cuaterna (A, B, C, D) “estructuralmente estable por
g1 con respecto a los invariantes discretos” como aquella que admite un entorno

formado por cuaternas teniendo sus mismos invariantes discretos, podemos enunciar

TEOREMA.
Una cuaterna (A, B,C, D) € Mump es “estructuralmente estable por G con res-

pecto a los invariantes discretos” si y sdlo si:

i) o bien es estructuralmente estable,

ii) o bien rangD = m = p, y es equivalente a una del tipo (g IO ), donde D

es una matriz diagonal, con todos los valores propios distintos.
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Anexo

[A,X]+BY =0
Estudio de la ecuacién matricial YB=0
XB=0

Pretendemos ahora estudiar y resolver el sistema de ecuaciones matricial

[4,X]+BY =0
YB=0
XB=0

con A, X € M,(C), B € Mpxm(C)yY € Myxn(C), obtenido en (11.1.4) al construir
la deformacion miniversal ortogonal de la pareja de matrices (A, B). Segun hemos
visto, la descripcidon de una base del espacio de soluciones, nos es necesaria para
la construccién de una deformacién miniversal de la pareja de matrices (A4,B) €
My,(C) X Mpxm(C), que es uno de los objetivos centrales de esta memoria.

Los problemas que tratamos en este capitulo son, por una parte el estudio de
la dimension del espacio de soluciones y por otra, la descripciéon de dicho espacio.
Por supuesto, dando una base del espacio de soluciones, tenemos su dimensién. Sin
embargo veremos como es facil dar dicha dimensién directamente, haciendo uso del
producto de Kronecker [32], [35], inicialmente llamado producto directo, cuya nocién

surge de forma natural de la de producto directo en teoria de grupos finitos, y del
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}
operador vectorializador [32], [35], Mac Duffee [35], usa ya estos conceptos para

estudiar la ecuacién A1 XB; + ...+ A, XB, = C.

En el apartado (I) se aborda el primero de dichos problemas, En (I.1) presenta-
mos un breve resumen de las nociones antes mencionadas, esto es, del producto de
Kronecker (I.1.1) y del operador vectorializador (I.1.3), asi como de las relaciones
entre ambas (1.1.4) y de sus propiedades que vamos a utilizar (1.1.5), haciendo notar
que pueden ser demostradas facilmente (I.1.7) haciendo uso del producto tensorial
de aplicaciones lineales. En (I1.2), se aborda ya la dimensién deseada, remitiéndonos
primero a parejas de Brunovsky (I.2.2), transformando a continuacidn el sistema ma-
tricial en uno vectorial mediante las técx-licas del apartado anterior (1.2.3), y haciendo
finalmente transformaciones por bloques a la matriz del sistema resultante, primero
para reducirla a dos bloques diagonales (1.2.4) y después para calcular el rango de

cada uno (1.2.5,6), lo que completa el cdmputo buscado (1.2.7).

En el apartado (II) se resuelve explicitamente el sistema. Para ello en (IL.1) se
descompone en § sistemas independientes. Remarquemos que el quinto es de la forma
[X, J] = 0, ecuacién matricial estudiada por diversos autores y en distintos contextos.
Ya en 1885 Cayley [42] hizo una discusién de la ecuacién matricial AX = X B sola-
mente para cuaterniones. De hecho han sido estudiadas las ecuaciones mas generales
AX -YB =Cy AX — XB = C. Roth en 1952, [42] da una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de soluciones. La solucién de esta ecuacién (que aparece
en diversos textos, por ejemplo Gantmacher [17]), nos da el subespacio director de
la variedad lineal de la deformacién miniversal ortogonal de la matriz J dada por
Arnold [1}, [2]. Los otros cuatro se resuelven explicitamente en (I1.2) a (IL5), y las
soluciones se recopilan en (I1.6). Notemos que el primero de tales sistemas es andlogo
al inicial, pero la pareja de matrices es completamente controlable, con la segunda de

rango maximo.
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I. Dimensidn del espacio de soluciones.
(I.1) Producto de Kronecker y operador vectorializador.

(I.1.1) Recordemos que si A = (aj-) € Mnxm(C)y B € Mpxy(C), se definen sus
productos de Kronecker por la derecha y por la izquierda respectivamente como las

matrices (a;A);: y (bj-B ); . Como sélo haremos uso del primero, adoptamos la siguiente:

DEFINICION:
Sean A = (a;) € Muxm(C) y B € Myx4(C), el producto de Kronecker por la

derecha (o simplemente producto de Kronecker), de A por B, A ® B, es la matriz

a}B alB ... al,B
a}B diB ... 4),B

A®B=| . .| € Mapxmg(C)
atB a}B ... anB

(I.1.2) Delas muchas propiedades que verifica este producto (ver [32]), caben destacar:

1) (A+B)@C=(ARC)+(B®C)

2) A®(B+C)=(A®B)+(A®C)

3) (A®B)®C=AQ(B®C)

4) (A®B)'=A'® Bt

5) Si A€ Gl(n;C)y B € Gl(p;C), entonces AQ B € Gl(np;C)y (A®B)™! =
A'@ B!

6) Si A€ Muxm(C)y B € Mmxn(C), existe un matriz de permutacién
P € Myxm(C) tal que B® A = P(A® B)P

7) rang(A ® B) = rang(A) - rang(B).

(I.1.3) Asociados al producto de Kronecker, pueden definirse distintos operadores
vectorializadores que transforman una matriz A cualquiera en un vector fila o vec-

tor columna, bien sea colocando las filas de la matriz, una a continuacién de otra,
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bien colocando las columnas de dicha% matriz, una a continuacién de otra, o bien
trasponiendo estos vectores fila o columna. En esta memoria vamos a adoptar la

siguiente

DEFINICION:
Sea X = (m;) € M,xm(C), denotemos z; = (zi,...,z¢)paral < i <nala
i-ésima fila de la matriz X. Definimos el operador vectorializador, que notaremos por

vec, de la forma

vec: Muyxm(C) — Mpmx1(C)
X —(z1 22 ... zn)

Esta aplicacién es, obviamente, un isomorfismo.

(I.1.4) Veamos ahora la estrecha relacién que existe entre este operador vectoria-

lizador y el producto de Kronecker

PROPOSICION.

Si A€ Myxm(C), X € Mnxp(C) y B € Mpxq(C), entonces

vec(AXB) = (B' ® A)vec(X)

(I.1.5) Esta proposicién y su corolario, van a ser clave para el calculo de la dimension

del espacio de soluciones del sistema matricial que nos ocupa.

COROLARIO.
Con las mismas notaciones se tiene
1) wvec(AX) = (I, ® A)vec(X)
2)  wvec(XB) = (B'Q® In)vec(X)
3) vec(AX + XB)=((I, ® A) + (B' ® In))vec(X).
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(1.1.6) Las propiedades descritas del producto de Kronecker, pueden demostrarse
directamente (ver por ejemplo [32]), o también haciendo uso del producto tensorial

de aplicaciones lineales y de su descripcion matricial:

matrizde fi1® ... fm =41 ®...Q A,
(Para esta nocién, ver por ejemplo [33]). En efecto, para 1 < i < m, sean Ej, F; es-
pacios vectoriales, f; : E; — F; aplicaciones lineales, y {ut,..., u;',‘,} y {vi,..., v;‘_ }s
bases de los espacios E; y F; respectivamente, y A; las matrices asociadas a las apli-

caciones f; en estas bases. Considerando en ®:’;1 F; la base
{u}1 ®...0u ,ji €{l,...,pi},t = 1,...,m}

en la que los vectores estdn ordenados lexicograficamente y en @, F}, la base
{v,lCI ®...0v ki€ {l,...,q},i= 1,...,m}

en la que también, los vectores estan ordenados lexicogréficamente. Entonces la matriz

de fi ® ... ® fm en estas bases, es
B=4,®...0 An,

Donde A; ®...® A, es el producto de Kronecker que ha sido definido en el apartado
(I.1.1) independientemente de cualquier consideracién acerca de aplicaciones lineales.
Marcus [37] vol II, calcula invariantes de la aplicacién f ® g, para el caso en que f

¥ g son endomorfismos, en funcién de los invariantes de f y g.

(1.1.7) La observacién anterior permite deducir las propiedades del producto tenso-
rial de matrices de las propiedades andlogas del producto tensorial de aplicaciones
lineales. En particular, es posible dar una demostracién particularmente simple de la
proposicién (1.1.4). En efecto, sea v : L(E,F) — (E® F***)* el isomorfismo natural
definido por

W)z ®w) = w(f(z)
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donde z € E, w € F* y los espacios vectoriales son de dimensién finita. Se tiene

entonces la !

PROPOSICION.
SiE, F, G, H son espacios vectoriales de dimension finita, f € L(E,F) g € L(F,G)
y h € L(G, H) se verifica la igualdad

v(hgf) = v(g)(f ® k")

donde h! es la aplicacién dual de h.

DEMOSTRACION:

Para todo z € E, w € H* se tiene ‘

(v(9)(f ® k*))(z ® w) = v(g)(f(z) ® h'(w)) =
h{(w)(gf(z)) =
w(hgf(z)) =

=v(hgf)(z @ w)

Noétese que la proposicién (1.1.4) es la traduccién matricial de la proposicion ante-

rior.

(I.2) Dimensién del espacio de soluciones.

(1.2.1) Consideremos el siguiente sistema matricial

[A,X]+BY =0
YB=0
XB=0

con A, X € M,(C), BE Mpxm(C)eY € Mpxn(C).
[A, X] denota el corchete de Lie de A y X, es decir, [4,X] = AX — X A.
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Nos proponemos tal y como hemos dicho, encontrar la dimension del espacio de

soluciones de dicho sistema.

(1.2.2) Empezaremos viendo que podemos restringirnos al caso en que la pareja de

matrices (A B) esta en su forma reducida de Brunovsky.

PROPOSICION.

Sean § y S los conjuntos de soluciones de las ecuaciones matriciales

[4,X]+ BY = 0)

YB=0; (%)
XB = O;
Y
[A1,X] + B1Y =0
YB; =0} (%)
XBl = 01
respectivamente.

Si (A B),(A1 B1) € Mu(C) X Myxm(C) son equivalentes por la relacién de equi-

valencia semejanza por bloques, definida en el capitulo 0, (I1.6.1). Es decir, existen

PeGL(n;C), Q € GL(m;C) y R € Mmxn(C), tales que

(4 B) = P~(4; By) (

Entonces, se tiene que

p:8§— 8§

P 0
R Q

ORISR

es un isomorfismo y por lo tanto dimS = dim S.
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DEMOSTRACION:

Sea Xo, Yo es solucién del sistema (*) comprobemos que
X, = PX P, Y: = RXo P! + QYo P!

es solucién del sistema (*%).

Por ser Xy, Y solucidn del sistema (*), tenemos
[4,Xo]+ BY; =0
2B =0 (1
XoB=0
Sustituyez;do en (1), las matrices A y B, por su expresién en funcién de 4; y By

tenemos

[P7*A,P+ P 'BiR, Xo] + P7'B1QYy =0
YoP7'BiQ =0

XoP'BiQ =0

Desarrollando tenemos que el sistema se expresa de la forma
A1PXoP7! 4+ BiRXoP™! = PXoP7'A, — PXoP'ByRP™! + BiQY, P! =0
QYoP'B; =0
Py XP'B; =0

De la tercera ecuacién de este ultimo sistema, se desprende que
PXoP7'ByRP™' =0RP™' =0
por lo que la primera ecuacién queda
APXoP™' — PXoP7'A; + Bi(RXoP' + QYo P 1) =0

llamando

X, =PXp! Yy = RXP ' 4+ QYP!
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y sustituyendo queda
[A1,X1]+ B1Y1 =0

Y1B, — RP7'X,B; =0
“X1B; =0
pero RP~1XB; = RX¢P~'B; = RP"'PXoP7 1B, =RP'=0
Por lo que finalmente tenemos
[A1,X1]+ B1Y1 =0
1B, =0
X1B; =0

X, =
y<Y1>65'

Sélo queda ver, pero es obvio, que ¢ es lineal y biyectiva.

(1.2.3) Pasemos ya a efectuar el computo de la dimensién del espacio de soluciones

del sistema.
Sea (A B) € Mp(C) X Mpuxm(C), que por la proposicién (1.3.2), podemos considerar

que esta en su forma reducida de Brunovsky, es decir y segin la notacién dada en el

(5 3):(5 )

con k; > ... > k, sus indices de controlabilidad, )y,...,As; sus valores propios y

capitulo 0 (I1.3.1) es

a(Ai) = (o1(Ai),- .-, 0e;(A:)) la caracteristica de Segre para cada valor propio A;. Al

igual que en el cap 1, (I1.2.2), llamaremos p = k; +... + k.

En primer lugar veamos que gracias a las herramientas dadas en I, nuestro sistema
de ecuaciones matricial es equivalente a uno vectorial, por lo que el célculo de la
dimensién del espacio de soluciones del sistema que nos ocupa se remite al calculo de
la dimensidn del espacio de soiuciones de un sistema de ecuaciones lineal, bastandonos

pues averiguar el rango de la matriz del sistema.
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LEMA.

vee(Xo) es solucién del sistema
vec(Yy)

1
In®At—A I, I,®B (vec(X))z 0
B*'® I, 0 0
0 B'&l, vec(Y) 0

DEMOSTRACION:

Xo, Yy es solucién del sistema (1.2.1),si y sdlo si <

Aplicando a las tres ecuaciones del sistema (1.2.1) el corolario (I.1.5),
(In®@ A— A'® L,)vec(X) + (In ® B)vec(Y) =0
(B' @ I,)vec(X) =0
(B* ® Im)vec(Y) =0
que a su vez equivale a la ecuacidn vectorial

I.RA-A'®I, I,®B .
®B‘®I ® o (vec(x))z(o)_
0 " Bl vee(Y) 0

(I.2.4) Para simplificar notaciones llamaremos A, a la matriz del sistema:

I,eA-A'®I, I,®B
A= B'®I, 0
0 B'®I,,

como dimS = n? + nm —rang A, el célculo de la dimensién de S se reduce al célculo
del rango de la matriz A.
(I1.2.5) Empezaremos viendo qué forma tienen los cuatro bloques no nulos de esta

matriz.

El primer bloque I, ® A — A' ® I,, es la matriz diagonal por bloques siguiente

o \

\ o)
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con

A 0 0 0 0
I, A 0 0 0
0 -I, A ... 0 0
Ci= : : - : - | € My (C)
A 0
-I, A
y
A—- NI, 0 0 0 0
-'In A—- )\iIn 0 0 0
0 —T, A—- NI, 0 0
D;; = . :
0 0 0 . A- NI, 0
0 0 0 e —TIp A—- )\ 1T,

I,, ® B también es una matriz diagonal por bloques

By 0
( 0 B2) e anxnm(c)

con

B .
' B
Bl = -, € anxmp(c)

B, = . € Mn(n—p)Xm(n—p)(C)'
Finalmente

Bt®In = (Igl g) € MnanZ(C)

F
B'®In = ( " 8) € Myt senm(C)

con F; matriz diagonal por bloques

/ Fi
Fl = | T € Mrn-XnP(C)
Flr
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yFi=(0 ... 0 I,,)eMn,m,c,.(C)1

.
3
4

- . . !
F, también es una matriz diagonal por bloques

F
F2 = S Mrmep(C)
FZr

yF2i:(0 ... 0 Im)EMmeki(C).

Tenemos pues que la matriz del sistema es

C 0 By 0
0 D 0 B,
R 0 0 0
A= 0 0 0 O
0 0 F O
0 0 0 ©O

que haciendo transformaciones elementales por bloques es equivalente a

C B, 0 0
FF 0 0 0
-0 2 0 0 _(Al 0)
“lo 0o B, D| L0 A,
0 0 0 O©
6 0 0 O

&
ooy

C B
conA;j=| F 0 vy A; =
0 F

por lo que

)

rang A = rang A = rang A; + rang A,

oo

Pasemos pues a calcular los rangos de las matrices A; y As.

(1.2.6) LEMA.

Con las notaciones anteriores

rang A, = Z(n ki+m-+ro+...+rg—2)

=1
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DEMOSTRACION:

Segitin hemos visto en (1.2.5) y partiendo la matriz B; en bloques segun los tamanos

de C;

Bi,
B,

Blr

By =

tenemos que la matriz A; tiene la forma

&

A,y

€ Mnk,-xmk;(c)
B

-Blr

FZr/

que por transformaciones elementales por bloques (permutaciones de bloques), se

transforma en

(Cl B
Fn 0
0 Fu

B12

0
Fi,

Blr

'/
F2r

matriz diagonal por bloques, en que todos los bloques son del mismo tipo, variando

a lo sumo de tamano. El rango de dicha matriz es la suma de los rangos de cada

bloque, por lo que calcularemos genéricamente el rango de uno de estos bloques.
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Sea pues

C; B
Ali= Fli = A B
Fai I, A B

\ L)

haciendo transformaciones elementales por bloques (al k; — 2 bloque fila le sumamos

A-veces el k; — 1 bloque fila, a la matriz resultante hacemos, al k; — 3 bloque fila le

sumamos A-veces el k; — 2 bloque fila, y asi sucesivamente), hasta obtener la siguiente

matriz:
0 0 0 0 B AB ... A%—2R A"“IB\
(—I,, 0 0 0 0 B ... Ax—3p Ak-—2p
0 -=I, 0 0 0 0 .. Ax—4pB Ak-3B
0 0 ... =I, 0 0 0 B
0 o ... 0 I, 0 0 ... 0 0
\0 0 ... 0 0 0 0 .. 0 I, /

y ya finalmente, podemos reducir el tltimo bloque colunma obteniendo una matriz

equivalente
( 0 ... 0 0 B AB ... Ak—2B 0\
-I, 0 ... 0 0 0 B ... Ax3B 9
o ~-I, ... 0 0 0 0 ... A%“B 0
Agi ~ 3 L : ) 3 . .
0 0 ... =I, 0 0 O 0 0
0 0 ... 0 I, 0 0 0 0
\o o0 .. 0 0 0 0 N,

cuyo rango es facilmente calculable

rangAy; = n - k; +m +rang (B, AB, ..., AF-2B) =

=n-ki+m4ri+ro+... g

y por lo tanto

rang A; = ZrangoAu = Z(n “ki+m4rg +f2 + .o+ TE—2)

i=1 i=1
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tal y como queriamos probar.

(1.2.7) Pasemos a calcular rango A, = rango(B; D).

LEMA.

Con las notaciones de (1.2.5), tenemos

rang Ay = pn — p?* + (n — p)? — Z(al(i) +302(1) + ... + (2L — 1))oy, () =

n®—n }: ki — Z(al(i) +302(3) + ... + (2l — 1))oy,(?)

DEMOSTRACION:

Partiendo la matriz B; en bloques B;j, correspondientes a los bloques D;;, tenemos

By Dy,
que mediante permutaciones de columnas pasa a ser una matriz diagonal por bloques
By Dyy ; H;;
Byt Dq: Hyy
en que cada bloque tiene la forma
.B _‘In
Hij = Bi;jDij = L
B —‘In A - }\gIn

y rang(B; D) = > rangH;;.

Analicemos la matrices Hj;; teniendo en cuenta la forma de la matriz A = (N J)

v la de la matriz B = (E 0 ), y partiendo la matriz identidad segin los bloques de

0 0
I
A I, = ( 1 R tenemos
2
E000..00N=-NI; 0 0 0 0 0 0 0
0000..00 0 J-XI, 0 0 0 o 0 0
DO0EO0..00 —I 0 N-=XI, 0 0 o 0 0
Hij=]o0000..00 o0 Sy 0 J=X\ 1 0 o 0 0
0000.. E0 0 0 0 0 - 0 N=XI; 0
0000..606 0 0 0 0 0 —I, 0 J=Al



. . ' .
que mediante transformaciones elemntales por bloques, vemos que es equivalente a

KL,
£o= (0 rc%,-)

siendo

E N -\

. E -I; N - \I,
Kij = N
E -I; N-X\I
y
J — X\l
) -1 J = Ailp
K:ij = R

—.[2 J— )\iI2
Se tiene rang H;; = rang’@,— + rang ’C?j :

Obviamente rang K}; es méximo
rang Kj; = (k1 + ... + kr)(0(%))

Y la matriz IC?J- no es mas que un bloque de I ® J — J' ® I, que es la matriz

correspondiente al sistema
(I, ®J~J'® L)vec(X) =0

que es a su vez equivalente al sistema JX — X J = 0, del cual conocemos la dimensién
del espacio de soluciones (ver por ejemplo [17]).

Por lo tanto

rang(B; D) = Zpai(j) +rang(I®@J —J'®1I)
i

=pn—p'+(n-p)° - Z(m(i) +302(0) + ... + (2 = 1))ou,(?)

(I1.2.8) Combinando los resultados de (1.2.5), (1.2.6), y (1.2.7) obtenemos
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PROPOSICION.

dimS=n2+nm—(2(n-k,~+m+ro+...+rk,._2))

=1

—(pn—p* +(n-p)° - Z(Ul(i) +302(8) + ... + (2l = 1))ou, (7))

I1. Solucidén del sistema de ecuaciones.
(I1.1) Descomposicién del sistema.

(II.1.1) Si bien resolveremos el sistema para el caso en que la pareja de matrices
(A B), esta en su forma reducida de Brunovsky, debido a que sélamente hacemos uso
de este caso, por (1.2.1), sabemos que conocida la solucién para este caso tenemos la
solucién para cualquier pareja de matrices equivalente a ella, previo conocimiento de

la matriz de paso de una a su equivalente.

(II.1.2) Sea pues (A B) € M,(C) X Myuxm(C), en su forma reducida de Brunovsky,

es decir y segun capitulo 0 (I1.3.1)

("))

Resolveremos el sistema partiéndolo en sistemas independientes y resolviéndolos
por separado. La particién a hacer es segin los bloques N;, Jg, E;. Al igual que
hemos hecho en el cap 1 (II.2.3), empezamos sin embargo, haciendo una primera

particion segun los bloques N, J y E, y las correspondientes particiones en las matrices

(X X} (v v
X‘(X% xz) Y=y v

incognitas

con X! € M,(C), Y}! € Mrxp(C).
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Nos queda el sistema partido en cinco sistemas independientes a saber

[N, X{]+ EYy =0

JX}-X}N=0
XE=0p 1 II
X!E=0
YIE=0
NX}-X;J+EY, =0} 1II Y?E=0} IV

[J.X31=0 V

Notamos que el primero de ellos es como el general pero para parejas de matrices
completamente controlables con rang B = m. Y el tltimo es el sistema JX? — X2J =
0 resuelto, como ya hemos comentado por diversos autores, por ejemplo [16] [35].

Notamos también que Y3? no interviene en el sistema, por lo que es libre.
(I1.2) Resolucién del sistema 1.

(II.2.1) Pasemos ahora, a resolver el sistema I, es decir

[4,X]+BY =0
XB=0
YB=0

que, tal y como hemos dicho, corresponde al sistema inicial para el caso en la pareja
de matrices (4, B) € M,(C) X Mpxm(C), en su forma reducida de Brunovsky, com-

pletamente controlable y rangoB = m < n. Es decir, A y B son diagonales por

bloques:

N, €1

A= , B= .
N, €m
con
01
0 1 0
N; = € My, (C), ei= | ! | € My, x1(C).
0 1 1
0
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siendo k; > k2 > ... > kn, los indices de controlabilidad de la pareja.

Partamos las matrices incégnitas X e ¥ en bloques correspondientes a los bloques

de Ay B:

X! X} ... XL Y! v ... Y}
o X.f X22 _Xf,, oy Yf Y2 ... Y2
xpoXp ... Xp LD L &

‘con X} € My, xk;(C)y in € Mixk; (C).

Por lo que el sistema de ecuaciones queda

N X} —XIN, + EY} ... NiXL-XLNn.+EY} )
e e =0
Np X — XNy + EnY™ ... NpXP — XPNp + En Y™,

X1E X0Em
.................... =0
XME X" Enm
YE, Y1En
.................... =0
Y™ E, Y3 Em J

Obsérvese que X;E; es una matriz columna, formada por la dltima columna de Xj.

Y que Y} E; es una matriz columna, formada por la dltima columna de Y.

(I1.2.2) Acabamos pues, de partir el sistema en m? sistemas independientes a saber:
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N1 X{ — X{Ny + E;Y} = 0) N XY — X! Np + E Y} =0)
XiE =0y, X E,.=0},
Y!E; =0, YIE, =0]
No X% — XNy + B, Y2 = 0) NpX2 — X3 N, + E2Y2 =0)
X:E, =03, X2En=0},
Y?E, =0) Y2E, =0)
NmX{" = X"Ni + EnY" =0) NpX™ — XNy + ERY, =0
X"E; =0}, ... XmEm=0},
Y™E =0 Y™"E, =0

Todos estos sistemas, son del mismo tipo diferenciandose a lo sumo en el tamaio

de las matrices.

(I1.2.3) Es decir, genéricamente, tenemos que resolver el sistema

NiX-XN, + E;Y =0

XE; =0
YE, =0
con
0 1
0 1 0
N; = €M, (C) v E; = 0 € My, »1(C)
0 1 1
1

Para simplificar notaciones, escribiremos p = k1 y ¢ = k.
De dicho sistema se distinguen dos casos ¢ > p+ 1y ¢ < p+ 1, que pasamos a

analizar.
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(I1.2.4) Supongamos primero que ¢ > p + 1.

1 .1 1
T} T3 ... I,
1.2 2
] 2 ... =z

Sean X = L2 1 lyY=(nr y2 .- Yg)
P P P
A S

Teniendo en cuenta la forma de las matrices Ny y N, el sistema se describe de la

manera
2 2 1 2 1 2 1 2 1
Ty x5 — T3 —T3 ... Tp—Tp_y - xq—xq_l\ )
3 3 2 3 2 3 2 3 2
............. e e e e et e e =0
P P p—1 _p p—1 p p-1 p_ P}
z] zb— b zi — zh oo @h -7, .. T Tq
P P P
y] y2_x1 y3 —$2 . e yp—.'tp__l “ae yq—"xq_l)
1
xq\ 4
72
q
. |=0
Y
Tyq
yq=0J
de donde se obtienen las igualdades siguientes
2 _ 3 __ 4 _ o .
Ti=ay=z3=...=z, 1 =yp =0
3 __ 4 __ 5 _ o _ _
T] =Ty =T33 =...=Tp_5 =Yp-1=0
P =zl =y =0
1 T Ty =Y =
P__ . _
7 =y2 =0
y1 =0
1 2 .3 _ _ P _
$1—$2—$3—...—$p—yp+1
1.2 .3 _ o _
1 .2 .3 . R _
ZTg—p—1 = Ty—p = Tyg—p+1 o E T2 T Yg-1
1 .2 3 P _
Tg—p = Lg—p+1 = Tg—p+2 FFTe1 = Yq
1 _ — .3 — P
Tg—p+1 = Lg—pt2 = Tg—p+3 = --- = Iy
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1 _ 2 — P
T, =z, = —:z:q—O
yq:()

De las que se desprende que la matriz X es una matriz triangular superior y que los
elementos que ocupan los lugares correspondientes a las ¢ — p— 1 diagonales paralelas

a la diagonal principal son iguales y las p + 1 restantes son nulas

1,1 ] 1
zj :IJ? :c:; e mg—p—l 1 0 0 0 0
0 z7 z e Tgp_g Tg_p_y 0 0 0
1.1 1 1
0 0 0 z7 z3 Tg—pz Tg—p—1 00

es decir, es una matriz rectangular, triangular superior de tipo Toeplitz.

La matriz Y es tal que

(I1.2.6) Sea ahorag < p+1.

Al igual que en el caso anterior y teniendo en cuenta la forma de las matrices Ny y

112



N, el sistema se describe de la manera

de donde se obtienen las igualdades siguientes:

2 _ 3
Ty =Ty
3 _ 4
Ty =%

W

T

we

I
3]
NG

Ty =Y2 =
y1 =0
x{zx%
2} = 22
.
2l = 22
yq—O

De las que se desprende que tanto la matriz X como la matriz Y son matrices nulas.

2 2 1 2 1
/3’1 Ty — T3 T35 — T
3 3 2 3 2
21 Lo — I3 T3 — Ta
q q g-—1 q g=-1
Iy T — I T3 — T3
P P p=—1 P p—1
P P
\yl Y2 — I3 Yz — Ty

_ nqt1
S =Ty

=0

qt+2 _
q =0

e =X

fl
o
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(I1.3) Resolucién del sistema II.

(I1.3.1) Resolvamos ahora el sistema II:

JX-XN=0
XB=0
Jl Nl El
conJ:( ), N=< ) sz(
Jt Nm Em
0 1
0 1 0
y Ni= € My, (C), e; = 0 € Mi;x1(C)-
1

Partiendo la matriz incégnita X, en bloques correspondientes a los bloques de J y

N respectivamente:

X oxt o..o X)L
Xz X2 ... X%
X = . . .
Xy X5 ... X
con XJI € Ml;xkj (C).
El sistema de ecuaciones queda
J1 X! — XIN J1 XL — X! N, )
.................................... =0
Js X7 — X7 Ny Js X3 — X N
X1E, X! B, ’
................... =0
X;E, X.Em J
(I1.3.2) Quedando pues, el sistema partido en s - m sistemas, a saber:
IhXP - Xin =0} Jh X - X! N, =0}
X'E =0 Xy Em=0
Js X; — X{N; :0} Js X — X N =0}
XfEl =0 XysnEm =0
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(I1.3.3) Por lo que genéricamente tenemos que resolver

JX-XN=0
XE=0
A1 0 0 0
0 A1 ... 00
conJ =] ...l € M,(C),
0 0 O A1
0 0 O 0 A
010 00
0 0 1 0 0
N=| ..o, € M,(C),
0 00O 01
0 0 O 0 O
0 i z} Ty
z? 22 z?
E = € My (C)y X 172 7 | € Mpxqe(C)
1 b b zh

(I1.3.4) Notamos que, el conjunto de soluciones § de dicho sistema es
S:Slﬂ{X=(xj-)|z}I=...=m§=0}

siendo S; el conjunto de soluciones de la ecuacién matricial JX — XN = 0, resuelta
en diversos libros clasicos de Algebra lineal, ver por ejemplo [17], [34]; v {X = (z3) 1
Ty = ... = zP = 0} es el conjunto de soluciones del sistema XE = 0. Describamos
pues S;.

Si A es no nulo el sistema JX — XN = 0 tiene una tunica solucién, evidentemente

idénticamente nula, por lo que § = {0}. Supongamos pues que A = 0, en cuyo caso

el conjunto de soluciones & es:

Sip=gq
zl 1 1 1 1
i T2 T3 Tp-1 To
1 1 1 1
0 =z =z Tp_g Tp_y
0~ 0 O ] xl
0 0 O 0 rl
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Sip<ygqg

0 0 Zg_pt1 Tg—py2 Ty-pts x:}—l “q
0 0 0 Tg_pt1 Tg-pt2 Tg—2 Tg—1
............................................. SRRRIIELREEE
0 0 0 0 0 Ty_pt1 Tg—pt2
0 0 0 0 0 0 m;_p_{_l
Sip>gq

rl ) 2l Tl oz \

0 z} x;_z 37417—1

0 0 0 rl zl

0 0 O 0 i

0 0 O 0 0

\ 0 0 o0 0 0 )

Notamos que, para cada p y ¢, la matriz solucién X es una matriz triangular

superior de tipo Toeplitz.

Intersecando ahora con {X = (z%) | z;, = ... = 2} = 0}, es decir, el conjunto de
matrices de la forma: L 1
xé xg :cg_l 0
x= | 2% 22 T,y O
PP P
Ty T, T,y O

resulta que § = {0}, es decir la matriz X es la matriz idénticamente nula.

En definitiva tenemos que S = {0}, independientemente del valor de A.

(I1.3.5) Por tanto X? = 0.

(I1.4) Resolucion del sistema III.

(I1.4.1) Resolvamos ahora el sistema III:
NX -XJ+ BY =0}

que al igual que en los sistemas I y II partimos las matrices incégnitas X e Y, en

bloques correspondientes a los de J y N, siendo éstas las matrices diagonales por
bloques, como las dadas en I y II.
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Tenemos pues

X X3 ... X Wy ... v
. X2 X22 X2 v Yf }?2 Yj}
xr oXp ... Xm Yy v .Y

con X; € MkiXIj(C) y in € Mlxk,- (C)
Por lo que el sistema de ecuaciones, queda de la forma

(N1X11~X11J1+E1Y11 leg-ng,+E1}gl)

..........................................................

NpXM — XPJ) + EnY™ ... NpX™—X™J, + EnY™

(I1.4.2) Hemos partido el sistema en ms, ecuaciones independientes a saber

NMX! -X{Hh+EY! =0} ... NX!-XM,+EY}!=0}

Np X" - X" Jy + E Y™ =0} Np X7 - XJ+ EnY," =0}
Todas estas ecuaciones matriciales son del mismo tipo, diferenciandose a lo sumo en

el tamano. Por lo que, genéricamente, tenemos que resolver

NX - XJ +EY =0}

con
01 0 00
001 ...00)

N=| . € M,(C),
000 0 1
00 0 00
A 10 0 0
0 A1 ...0 0

T=| o € M,(C),
00 0 Al
0 0 0 0 A

E= : € MPX1(C)v

-
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] =z} g
2 2 2 | ;
X= [T % o 1 e Mye(C)
b b ... 2P
Y=(yn ... yq)€ Mixg(C)

Teniendo en cuenta la forma de las matrices N, y J, la ecuacion matricial, se

describe de la manera:

2 1 2 _ 1 1 2 _ 1 1
zy — Azg x5 — T — ALy To—Tgg — AT

3 2 3 2 3 _ .2 2

zi — Az} x5 — 12 — Az} T, — Ty — ATy
......................... e
P p—1 . p_ _p-1 p—1 P Pl ypp—1
z] — Azy zp — ] — Az zh — ) — Az]

P p P P
Y1 — Az Y2 — T] — Az . Yg— Tyy — AZ]

(I1.4.3) . De donde e inductivamente, se obtienen las igualdades siguientes:
¥ = Xz}

zf = MW7 1g]
_ 1

y1 = My

23 =zl + A\zd

3 = 2 z] + A\azl)

zh = (p— )N "2z + AP 1z]
y2 = pN 7z + Nz,
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p—1 —a P—1\,,- p—1\,,_
zh = ( 3 1) AP ”"wa,_(a,,q-l) +...+ ( 1 )/\p 2””411*1 + ( 0 )’\p 'z
P —a p—'l - P“‘l -
( )/\p PQ+1$;_(apq_2) 4+ ...+ ( 1 )Ap lfB};-l + ( 0 )Ap 1:“zfll

stendo a;; = min (4, ), ap; = min(p, j), ai; = min(i,q) y apy = min (p, q)

(I1.5) Resolucién del sistema I'V.
(IL.5.1) Por tltimo, resolvamos el sistema IV:
YB=0

con B como antes y Y € Mp—rxp(C), de facil resolucién, pero que también partiremos
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para mayor sencillez de escritura. Sea pues

vy ooy
yo | ¥ oY
vi vz ... YR
con Y;; € Myxk; (C).
Por lo que el sistema resulta
................... = 0.
Y E, YPE,,

(I1.5.2) Al igual que en los dema3s sistemas, la ecuacién matricial ha quedado partida

en s - m ecuaciones independientes y observamos que en este caso, las ecuaciones son

lineales. Por lo que, genéricamente, sélo hay que resolver

YE=0
0
conY = (y; Yyo)y E=

1
(IL5.3) Porlo que YE =y, = 0 y el conjunto de soluciones de dicha ecuacién es

Y=(y1 ... yg-1 0).
(I1.6) Descripcién del conjunto de soluciones del sistema.

(I1.6.1) Finalmente tenemos resuelto el sistema de ecuaciones (11.2.1), cuya solucién

€s:

X1 Xl) (YI Yl)

X= 1 2 Y= 1 2

(% % P ¥
con
xu ... oxn
y Xf]’ como en (11.2.3)
Xim . xim
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v |
y Y{} como en (I1.2.3)
Yim
X3s
y XZ}]' = (z4b) como en (I1.4.3)
X370
v
y Yzlji = (Yap) como en (11.4.3)
Y5
Y121
: y Y;‘;’ como en (I1.5.3)
Yi,

X3 como [1]

Yy es libre.
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Capitulo 2
Semejanza por bloques global de clase CT

Ya hemos hecho notar en la introduccién al capitulo anterior que la familia formada
por las reducidas de Brunovsky de una familia diferenciable de parejas de matrices no
es, en general, diferenciable. Y que tampoco existe, en general, una familia diferencia-
ble de cambios de base que transforme cada pareja de la familia dada en su reducida
de Brunovsky. En este capitulo vamos a dar condiciones suficientes para que exista
una tal familia diferenciable de cambios de base. Esto es, para que existan familias

de matrices inversibles (zgg Q(() t)) con t € M, tales que

(PO AOB0) (£ oy ) = (a0, Ba(t)

siendo (Ao (t), Bo(t)) la forma reducida de Brunovsky de (A(?), B(t)) paracadat € M.
Concretamente, probaremos que una condicién suficiente para ello es que la familia
dada tenga los invariantes discretos constantes, y que la variedad M sea contractil.
La herramienta clave para ello va a ser el estudio de las familias diferenciables de
subespacios vectoriales de dimensién constante. En primer lugar, se demuestran las

siguientes dos caracterizaciones de la diferenciabilidad de una tal familia:

i) Existencia de bases locales diferenciables.
ii) Representacién local como imagen de un subespacio fijo por una familia de

isomorfismos.
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Y en segundo lugar la globalizacién de estas propiedades si la variedad de parametros
es contractil.

Para este estudio, consideraremos dichas familias de subespacios como aplicaciones
diferenciables en la variedad grasmaniana, y sobre ella fibrados principales de bases y
de transformaciones. Presentaremos todo ello en un apartado previo. Por otra parte
probaremos que la topologia habitual sobre la grasmaniana coincidé con la llamada
métrica gap.

Finalmente, y como muestra de ia posibilidad de aplicacién de estas técnicas en
otros ambitos, estudiamos la diferenciabiliad de la familia de inversas de Moore-
Penrose de I;na familia de matrices dada.

Como ya hemqs dicho, el apartado (0) estd destinado a fijar notaciones, y a presentar
la topologia (0.2) y la estructura diferenciable (0.4) de la grasmaniana, asi como
diversos fibrados principales sobre ella (0.5.6).

En el apartado (1) se presenta la llamada métrica gap (1.2), y se prueba que la
topologia métrica que define, coincide con la habitual de la grasmaniana (1.6).

El apartado (II) contiene el estudio de las familias diferenciables de subespacios de
dimension constante. En (II.1) se prueban las dos caracterizaciones antes expresadas
de la diferenciabiliadad de una tal familia (II.1.2), y se aplican a algunos ejemplos
que necesitaremos en lo que sigue (I1.1.5,6). En (I1.2) se demuestra que dichas carac-
terizaciones pueden extenderse a toda la variedad de pardmetros si ésta es contractil
(I1.2.2), aplicandolo en particular a los ejemplos aludidos (II.2.5).

En el apartado (III) se aborda el objetivo central del capitulo. En (III.1) se prueba
la diferenciabilidad de los valores propios, tanto de matrices cuadradas (II1.1.2), como
de parejas de matrices (II1.1.5). En (III.2) demostramos con nuestras técnicas el resul-
tado ya conocido de existencia de bases de Jordan diferenciables globales para familias
diferenciables de matrices de tipo de Jordan constante, supuesto que la variedad de

parametros es contractil (III.2.1). Bajo esta misma hipétesis, en (III.3) probamos
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el resultado andlogo de existencia de familias de bases de Brunovsky de parejas de
matrices (II1.3.1), que constituird nuestro objetivo principal.

Finalmente, en el apartado (IV) las técnicas anteriores se aplican para probar que
dada una familia diferenciable de matrices de rango constante, la familia de inversas
de Moore-Penrose es asimismo diferenciable, y puede obtenerse mediante operaciones

matriciales diferenciables si la variedad de pardmetros es contractil (IV.3).

0. La variedad grasmaniana Grg p.

(0.0) Vamos a fijar las notaciones relativas a la variedad grasmaniana que usaremos
a lo largo de este capitulo. A menudo se considera en Grg n, la topologia inducida
por la llamada métrica gap, (ver por ejemplo, [21]). En el préximo apartado vamos

a probar que de hecho, estas dos topologias son equivalentes.

(0.1) En lo que sigue, (e1,...,€,) es la base canénica de C", y Grg,, €l conjunto
de todos los subespacios de dimensién k de C". Si v;,...,v, son vectores de C",
denotaremos [vy,...,v,] al subespacio generado por ellos.

Denotaremos por Id a la aplicacién identidad, y por Idy a la k-matriz identidad.

En este contexto entendemos por variedad diferenciable, una C"-variedad, 0 < r <
oo. También, entendemos por aplicacién diferenciable entre dos variedades diferencia-
bles una aplicacidén de clase C”™ con 0 < r < oo. (Si bien, todo ello es vilido también,
para el caso r = 0).

M, «(C), al igual que en los anteriores capitulos, es el espacio vectorial de matrices

con n filas y k columnas, y a valores en K.

|| |2 es la norma usual en M,xx(C) definida por: ||Al2 = ||(a)i ;|2 = ,/Zi,j(a{)z

M i es el subconjunto abierto M, xx(C) formado por las matrices A tales que

rangA =k, k < n.
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Onxk es el subconjunto compacto dé M. . formado por las matrices A tales que
A*A = Idg, con A* = Zt.
Gl(k; C) es el grupo lineal de matrices no-singulares de M (C).

(0.2) Sid= (a;)i?%ﬁ € My xk(C), denotamos por a; al vector columna (a},...,a})*
IS

of C", 1< j <k,y[ai,...,ax] el subespacio vectorial generado por estos vectores

ayy...,0k.

Consideramos la aplicacion 7 : M}, , — Gri,n definida por

W(A) = [al,...,ak]

Si 7(A) = L, decimos que A es una representacion matricial del subespacio L.
La topologia Grassmann habitual en Gry,,, es la topologia final con respecto a 7.

Con ello Gy, es un espacio compacto.

(0.3) Para definir las secciones locales de 7 que usaremos en lo que sigue, introduci-
mos las siguientes notaciones.

Sea A € Mpxix(K). Si I = (¢1,...,%) es una familia de enteros tales que 1 <
i1 < ... <1 < n, notamos por Af la submatriz de A formada por las filas iy,..., 2.
También, por I° denotaremos a los indices de las filas restantes, y por A ala
submatriz de A formada por estas filas, en el mismo orden.

Con ello definimos las aludidas secciones locales como sigue:

Vi={Ae M,’:);k | det AT #£ 0}
Ur =n(Vr) C Grin
or: Uy — V;
definidas por las condiciones

woor = Id, (O'I(L))I = [d}
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esto es, fijado I, o7(L) es la tnica representacion matricial A de L tal que Al = 14,

Si B € V] es una representacion matricial de L € Uy cualquiera, entonces:

or(L) = or(n(B)) = B(B")™

(0.4) A partir de las anteriores secciones locales, una familia de cartas locales (Ur, 1)1
de la estructura diferenciable ordinaria de la variedad grasmaniana Gri,, viene dada
por:
¢
@r:Ur — Mn_gyxk, con ¢i(L)=(orL)’
esto es, si A es la nica matriz tal que m(4) = L y AT = Idy, entonces (L) = AP

es la submatriz de A obtenida eliminando las filas 1, ..., 2.
(0.5) Igualmente, usando las secciones locales de (0.3), es facil probar que
T My — Gri,n

es un fibrado diferenciable.
De hecho es un fibrado GI(k; C)-principal respecto a las Gi(k; C)-acciones sobre

M . ¥ Gri.n X Gl(k, C) definidas respectivamente por:

A-P=AP

(L,P)P' = (L, PP

(0.6) Para cada L¢ € Grg,, fijo podemos considerar la aplicacién

7' : Gl(n,C) — Grin

7'(S) = SL,
Esto es SLg es el subespacio 7(SA) donde A es una representacién matricial cualquiera
de L.
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Esta aplicacién define también un fibrado sobre Gri », cuyas secciones locales estan

definidas como

o7 : Uy — Gl(n,C), o7 =srooj

donde s; : Vi — 7!"—1(2/{]) estd definida por
s;(A)=(4|B), B =0, B"' = Id,_4

Si denotemos por H la fibra de Ly, esto es, el subconjunto de Gi(n; C) formado por

las matrices que dejan Ly fijo:
H=n""Lo)={H € Gl(n)| HLy = Ly} =
(2 9)ircaimacan-b)

se trata de hecho, de un fibrado H-principal con respecto las acciones sobre Gl(n; C)

y Gri n X H respectivamente
S-H=_S5H,

(L, H)H' = (L,(H") ).

I. La métrica gap.
(1.1) Empecemos recordando la nocién de distancia gap entre dos subespacios [21].

DEFINICION:

Dados L, L' € Gri n, la distancia gap entre estos dos subespacios es
O(L, L) = ||y — Oy ||

donde II;,II;/ son las proyecciones ortogonales sobre L y L' respectivamente, y la

norma || | es

17 = suplED — o 15

=0 ||zl =1
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para algin endomorfismo f de C™.

De hecho, © puede definirse entre subespacios de dimensiones distintas. Pero la
siguiente proposicién demuestra que ||II;, — II1/|| = 1 para cualquier pareja de sube-

spacios L, L' con dim L # dim L'.

(I.2) Recordemos algunas propiedades de la métrica gap

PRrROPOSICION ([21]- 13-1).
SiL,L' € Grin
1) ©(L, L'y = maz( sup d(z,L'), sup d(z,L)), donde d(z,L') = inf|z — y||
A
2) O(LL, ') = ©(L, L)
3)O(L,L")<1

OL,LY<1esLnL*t=LtnL'={0}esCr=Lo Ll =LtaL

(I.3) Nétese que si denotamos por Bl'(L) (respec. Bj(L)) la bola abierta (respec.
cerrada) de radio 1 y centro L, la propiedad (3) de la anterior proposicién puede

escribirse como sigue:

BI(L) = Grk,n

Bi(L)={L' € Gry,/C"=L'® L*}
(I.4) Podemos interpretar geométricamente los conjuntos abiertos por la topologia

habitual, U definidos en (0.4):

PROPOSICION.

Los abiertos Uy, definidos en (0.4), quedan caracterizados por

Ur ={L € Gryn/C" =L@ [e;,,.. .,65k]’L} = Bi([€iy,---5€ix))
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donde (e;,...,epn) es la base candnica de C",

La demostracion es evidente.

(L.5) Para demostrar que la topologia inducida por la métrica gap es equivalente a

la topologia grassmann. Vamos a necesitar el siguiente resultado:

PROPOSICION.

Sea f un endomorfismo de C™, y A su matriz en la base canénica de C™. Entonces:

£l < lAllz < v/rang f|£]

(1.6) Con ello podemos ya demostrar:

TEOREMA.

La topologia en Gry, , inducida por la métrica gap coincide con la topologia grass-

mainin.

DEMOSTRACION:
Denotamos por (Grin)gr ¥ (GTk,n)gap respectivamente, el espacio Grg, con la
topologia grassmann y con la topologia inducida por la métrica gap. Puesto que

(GTk,n)gr €s compacto, es suficiente probar que
Id : (Gri,n)gr — (GTh,n)gap

es continua, o equivalentemente, que la aplicacién

i Onxk - (Grk,n)gap

definida como la restriccién de 7 a @, xk, es continua.
Sea A,B € O,xk. Denotamos por A, (respec. B,) al endomorfismo de C" cuya

matriz en la base candnica es A (respec. B).
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Si L = 7(A) y L' = 7(B), las matrices de las proyecciones ortogonales Il y I
en la base canénica de K™ son AA' y BB! respectivamente. Tenemos:
O(7(4),T(B)) = O(L,L') = |y — T/ || = | AaA; — BaBall =
= [|4a(Aq — B2) + (4a — Ba)Be|l < [l 4allll4; — Boll + 1 4a — Bellll B2l <
< ||4llz|A = Bllz + |14 = Bllz|| Bll2 < 2Vk| A~ Bll2

Esto implica que 7 es gap-continua.

IT. Familias diferenciables de subespacios.

(I1.0) Vamos a considerar familias diferenciables de subespacios de dimensién cons-
tante. Esta es, aplicaciones de clase C” de una variedad diferenciable en Grg . En
particular, esto incluye familias continuas de subespacios, que han sido tratadas por
[21] desde el punto de vista de la métrica gap. (Que, y como hemos probado en (I), es
equivalente la continuidad respecto la topologia usual de grasssmann o la continuidad
respecto la métrica gap). |
Vamos a demostrar, dos caracterizaciones locales de la diferenciabilidad de una tal

familia:

i) La existencia de bases locales diferenciables.

i1) La representacién local como imagen de un subespacio fijo por una familia

diferenciable de transformaciones invertibles de C".

Veremos también, que estas propiedades locales pueden extenderse a toda la variedad

de parametros si ésta es contractil.

(I1.1) Caracterizaciones locales de familias diferenciables de subespacios.

(IL.1.1) Sea M una variedad diferenciable.
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DEFINICION:

Una familia de k-subespacios de C™ parametrizados por M es una aplicacién

L:M— Grip.

Si esta aplicacién es diferenciable, esto es C7(0 < r < o0), escribiremos £ €
Dif(M,Gri. ).

An3logamente, escribiremos Dif(M, Gl(n; C)), Dif(M, Mnxm(C)), Dif(M,C"),
etc., para indicar familias diferenciables de matrices inversibles, de matrices, de vec-

tores, etc., parametrizados por M.

(I1.1.2) TEOREMA.
Sea M una variedad diferenciable, y £ : M — Gry,, una familia de subespacios
parametrizados por M. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) L€ Dif(M,Gri,n).
i1) Para cada to € M existe un entorno abierto Wy, de to en M, y k aplicaciones
v; € Dif(Wy,,K™), 1 <i <k, tales éue {vi(?),...,vk(t)} es una base de L(t)
para todo t € Wy,.
i) Para cada to € M existe un entorno abierto Wy, de ty en M, y una aplicacion

Si, € Dif(Wy,, Gl(n; K)), tales que L(t) = St,(t)L(to), para cadat € Wy,

DEMOSTRACION:

1) & ii)

Supongamos que se verifica i). Sea U tal que L(to) € Uy, y Wy, = L1 (Ur). Para
obtener ii), es suficiente tomar v1(%),. .., vi(t), los vectores columnas de o;(£(t)) para
cada t € Wy,.

Reciprocamente, sea A(t) la matriz que tiene vy(t),...,vi(¢) por columnas. En-
tonces, A € Dif(Wy,, M 1),y L=70Aen Wy,.

1) & iii)

132



Anslogamente si se verifica i), sea U tal que L(to) € Ur y Wy, = L71(U;). Entonces
tomemos S(t) = o4(L(t)) ¥ St,(t) = S(t)(S(to))™! para cada t € W,,.

El reciproco es inmediato en virtud de (0.1.5).

(I1.1.3) OBSERVACION:  En la anterior demostracién hemos utilizado los dos fibra-
dos definidos en (0.4) y (0.5) sobre Gr,». De hecho, es ficil demostrar la equivalencia

i) & iii), por lo que para demostrar el teorema basta uno cualquiera de los fibrados.

Asi 1i) = iii), se demuestra de la siguiente forma: sea A(¢) la matriz formada
por la base {vi(t),...,vx(t)} de L(%), y sea I un conjunto de indices para el cual
rang A(t)! = k. Consideremos S(t) = (A(t)|B) siendo Bf = 0y B = I,y
definamos Sy, (t) = S(¢)(S(to))?

(I1.1.4) DEFINICION:
En las condiciones anteriores, decimos que la familia de funciones v;,...,vx €

D(M,K™) es una base local diferenciable de la familia L.

(I.1.5) Como aplicacién tenemos la siguiente:

PROPOSICION.
Sean L; € Dif(M,Gr; »), 1 <1 <2, dos familias de subespacios tales que L,(t) C

L2(t) para todo t € M. Entonces, existe una familia L € Dif(M,Gri,—k, n) tal que

Lo = L4(t) L L(2) para todo t € M.

DEMOSTRACION:

Escribamos k = k3 — k;. Definimos £: M — Gry,, por
- L(t) = La(t) N Lao(2)

Puesto que C" = £,(t) ® L1(¢)1, es claro que dim £(t) = k y £;(t) N L(t) = {0}, V¢

133



Para demostrar la diferenciabilidad de £, aplicamos (I1.1.2-(ii)). De acuerdo con
esto, si tg € M existe una base local diferenciable vi,...,vi, € Dif(W,C") de £,

Y wi,...,wk, € Dif(W},C") de £;. Eliminando de la familia

(‘Ul(to), e ,’Uk1 (to), ‘wl(to), e ,’wkz(to))

los vectores wj(tp) que dependen linealmente de los precedentes, obtenemos una base

(Ul (to)a eey Uk, (tO)’ Wy, (tﬂ)’ ey Wy (tO))
de La(to). Ehtonces, en algin entorno Wy, de tq,

V1), vk, (2)y w5y (), - s Wi, (2))

es una base de L,(t). Si aplicamos Gram-Schmidt a esta familia, obtenemos
@1(2)s -+, Ok, (8), 5, (1), - W5, (2))

tal que w; ,...,w;, es una base local diferenciable de L.

(I1I.1.6) EJEMPLOS.

1) En particular, si £ € Dif(M,Grx,n), entonces L+ € Dif(M,Grn—,n)

2) Si A€ Dif(M,Mp,xm(K)) es tal que rang A(t) = k para todo t € M, entonces
localmente podemos escoger k columnas de A(?) tales que formen una base de
Im A(t). De donde, Im A € Dif(M,Gri ).

3) En las condiciones de (2) y puesto que Ker A(t) = (Im A(t)*)*, tenemos
Ker A€ Dif(M,Gr,—x),n)

4) De los ejemplos anteriores, se sigue que si £y € Dif(M,Gri, »), Ly €
Dif(M,Gri,n) y dim (£1(¢) + £2(¢)) = k para todo t € M, entonces
L1+ Ly €Dif(M,Grin) vy LiNLy € Dif(M,Gri, +ky—k,n)-
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(I1.2) Propiedades globales para un espacio de parametros contractil.

(I1.2.0) En lo que sigue, supondremos que M es una variedad real contractil de clase

CT. Por lo que podremos hacer uso del resultado fundamental siguiente.

PROPOSICION  [15].
Si M es una variedad real contréctil de clase C", cualquier C"-fibrado principal

sobre M es trivial.

(I1.2.1) OBSERVACION:  Para fibrados principales continuos, Husemoller (ver [29]
(p- 52, 10.3) y (p- 48, 9.2)), demuestra que son triviales sobre cualquier espacio
topoldgico paracompacto contractil. Luego, el siguiente teorema se verifica bajo estas

condiciones.

(I1.2.2) Si M es una variedad real contréctil, las propiedades dadas en (I1.1.2) pueden

globalizarse:

TEOREMA.
Sea M una CT-variedad real contréctil, y L € C™(M,Gry. ), entonces:
1) Existen k aplicaciones v; € C"(M,C"), 1 <i <k, tales que
{vi(t),...,vk(t)} es una base de L(t) para cadat € M.
ii) Existe una aplicacién § € C"(M,Gl(n;C)) y un k-subespacio L € Gr,, tal
que

L(t) =S(t)L, paracada te€M

En particular, L(t) = §(t)S(to)~ L(to), para todo t,ts € M.

DEMOSTRACION:
i) Puesto que (M}, ;,m,Gri ) es un Gl(k; C)-fibrado principal ((0.5.2)), el fi-
brado (L*(M,.),L*n, M) inducido por pull-back sobre £, es también un GI(k; C)-

nxk

fibrado principal. De donde, y en virtud de (11.2.0) el fibrado es trivial, por lo que,
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existe una seccién global @. Por consiguiente, tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo

C
LA Mgxr) — Moy

fol I

M —5 Grin
Entonces, es suficiente tomar v1(t),...,vx(t) los vectores columna de £(7t).
ii) La demostracién es andloga a la dada en 1), usando el fibrado (0.6.6) en lugar
del fibrado (0.5.2): B
£2(Gl(n)) —— Gl(n)
(;c'(w')l l«
M —Z Gra
Entonces, tomando S = £ 0,y L = le1,-...,ex], donde (e1,...,en) es la base

canonica de C", se tiene el resultado.

(I1.2.4) OBSERVACION: tal y como hemos observado en (II.1.3), es posible de-
mostrar directamente i) & ii), es decir usando solamente uno de los fibrados por lo
que sélo uno de ellos es necesario: |

i) = ii) Por el ejemplo (I1.1.6.1) y por i), existen vky1,...,vn € C"(M,C")
tales que (vi41(t),...,vn(t)) es una base de L£(¢)* para todo ¢ € M. Entonces,
es suficiente tomar L = [ey,...,ex] y S(t) matriz invertible que tiene por columnas
v1(t), .., vk (t), vk 41(2), - - -, Un(t).

it) = 1) Sea (vY,...,v?) una base cualquiera de L, entonces v;(t) = S(¢)(v?),1 <

¢ < k verifica ii).

(I1.2.5) EseMPLO:  De (IL.1.5) y (I1.2.3), tenemos que si M es una variedad contractil
y L € C"(M,Gr;n), 1 <1 <2, tal que £4(t) C L2(t) para todo t € M, entonces
existen vy,...,ux € C"(M,K"), con k = ko — k;, tales que:

Lo(t) = L1(t) B [vi(t),...,vi(t)], paratodote M
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III. Semejanza global de clase C".

(II1.0) Finalmente vamos a aplicar los resultados anteriores a la construccién de
bases de Brunovsky globales diferenciables para una familia diferenciable de parejas de
matrices teniendo tipo de Brunovsky constante. Como paso previo, lo vamos a aplicar
a la construccién de bases de Jordan globales diferenciables para una familia dife-
renciable de matrices cuadradas, teniendo tipo de Jordan constante, parametrizada

sobre una variedad contractil.
(I1I1.1) Diferenciabilidad de los valores propios.

(ITIL1.1) Sea M una CT-variedad y A € C"(M, M,(C)), esto es, A(t) es una familia

de n-matrices cuadradas complejas, parametrizadas por t € M, y de clase C".

DEFINICION:

Se dice que la familia A(¢) tiene tipo de Jordan constante si el numero de valores
propios distintos y la lista de tamafios de los bloques de Jordan correspondientes a los
diferentes valores propios es independiente de t. Es decir si A(t) pertenecen al mismo

estrato de Segre, para todo t.

(II1.1.2) PROPOSICION.
Sea M una C"-variedad simplemente conexa, y A € C"(M,M,(C)) con tipo de
Jordan constante. Entonces:
i) existen A1,...,As € C"(M,C) tales que A\ (t),...,As(t) son los s distintos
valores propios de A(t), para cadat € M.
i1) las multiplicidades algebraicas respectivas my,...,m, de estos valores propios

son constantes.
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DEMOSTRACION:

Para i) ver por ejemplo [30] (.5.13.a, p.134). Entonces, ii) se sigue de la semicon-
tinuidad de las multiplicidades de las raices de un polinomio parametrizado continua-
mente (como en [10] (2.1)).

De hecho, la existencia de s funciones Aj,..., A, continuas dando los distintos va-
lores propios de A es trivial. Entonces, la forma canénica de Arnold de una familia
diferenciable de matrices ([1]) demuestra que Ay,..., A, son de clase C” y con multi-

plicidades localmente constantes.

(II1.1.4) Sea M una CT-variedad y (4,B) € C™(M, Myp,), esto es, (A(t), B(t)) es
una familia de parejas de matrices complejas, parametrizadas por ¢t € M, y de clase
cr.
Se dice que la familia (A(t), B(t)) tiene tipo de Brunovsky constante
1) si los indices de controlabilidad son los mismos para todo t € M.
ii) si el ntimero de valores propios distintos y la lista de tamafos de los bloques
de Jordan correspondientes a los diferentes valores propios de la pareja de

matrices, es independiente de ¢,

Es decir si (A(t), B(t)) pertenecen al mismo estrato de Brunovsky para todo t.

(II1.1.5) PROPOSICION.
Sea M una CT-variedad simplemente conexa, y (A, B) € C™(M, My, (C)) con tipo
de Brunovsky constante. Entonces:
i) existen { funciones Ay,..., s € CT(M,C) tales que A1(t),...,Ae(t) son los £
distintos valores propios de (A(t), B(t)), para cadat € M.
i) las multiplicidades algebraicas respectivas my,..., m; de estos valores propios

son constantes.
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DEMOSTRACION:

Basta aplicar (II1.1.2) a las aplicaciones fst1,: : Wot1(t) — Wet1(t), definidas en
cap. 0 (1.3.3), y tener en cuenta que tener tipo de Brunovsky constante es equivalente
a:

1) las dimensiones de W;(#) son independientes de ¢.

i1) la familia de endomorfismos fs41,¢ pertenece al mismo estrato de Segre.

De hecho, la forma canénica local de una familia diferenciable de parejas de matrices,
demuestra que las funciones Ay, ... A, son de clase C” y con multiplicidades localmente

constantes.

(II1.2) Semejanza global de clase C™ para familias C"(M, M,(C)).

(II1.2.0) El siguiente teorema ha sido demostrado por R.M. Guralnick: el punto clave
es que moédulos proyectivos finitamente generados sobre el anillo de C"-funciones sobre
M son libres; luego, [26] (5.5(c)) puede ser aplicado.

La demostraciéon de [26] (6.1) para el caso continuo usa la correspondencia entre
fibrados vectoriales y médulos proyectivos finitamente generados, y la trivialidad de
los fibrados vectoriales continuos sobre un espacio contrictil [29] (p.29,4.8); entonces,
el caso diferenciable se deduce utilizando un teorema de aproximacién.

Desde nuestro punto de vista geométrico, aplicamos (11.2.3) para construir bases
globales diferenciables de los subespacios que aparecen en la descomposicién de Jor-
dan usual. De hecho, el caso local puede deducirse directamente de la descripcién
geométrica de una familia de subespacios en (I1.1), y la globalizacién se sigue de la

trivialidad de los fibrados principales diferenciables (11.2.1).

(I11.2.1) Supongamos ahora que M es contractil, por lo que puede aplicarse (11.2).
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TEOREMA.

Sea M una CT-variedad contractil, y A € C™(M, M,(C)) con tipo de Jordan con-
stante. Entonces, existe S € C™(M,Gl(n;C)) tal que
S(t)"1A(t)S(t) es una matriz de Jordan, para todo t € M

DEMOSTRACION:

Sean Ai,...,As ¥y mq,...,m, como en la proposicién (III.1.4). Consideremos las

familias de subespacios
Li(t) = Ker(A(t) - \i(t)[)", 1<:<s, te€M

claramente, para cada t € M, dim L;(t) = m;, y vectores de los distintos subespacios

son linealmente independentes. Por lo tanto
C'"=Li()®D...0Ls(t), teM

Ademds, las familias £;(¢) son de clase C" (ver (II.1.6)). Entonces, y en virtud de
(I1.2.2) existen bases globales de L£i(t) de clase C'". Si P(t) es una matriz que tiene

por columnas estas bases £1(t),...,L;s(t), obtenemos que P € C"(M, Gl(n)), y
At) = Pty AR)P(?) = diag(Fr (1), .., Fo(1))

donde A; € C"(M, M, (C)), y Ai(t) tiene un tnico valor propio A;(t). Ahora, es

suficiente aplicar el siguiente lema.

(IT1.2.2) LEMA.

Sea M una C7-variedad real y contractil, A € C"(M, M,(C)) con tipo de Jordan
constante, y A € C"(M,C) tal que A(t) es un valor propio de A(t) de multiplicidad
m para cada t € M. Entonces, existe una C"-familia de bases Jordan de la .famih'a

de subespacios Ker (A(t) — A\(t)I)™.
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DEMOSTRACION:

Es suficiente adaptar la construccién estandar de cadenas de Jordan, por recurrencia
sobre su longitud, en orden decreciente. El punto clave es que (I1.2.5) nos asegura la

existencia de una C"-familia de generadores de las nuevas cadenas en cada paso.

Luego, sea

T(t) = A() — Mt)I
N;(t) = Ker T(t)
nj = dim N;(t)
para cada t € M, 1 <j < n. Sea « tal que
Nl(t) C Ng(t) c...C Na(t) = Na+1(t) = ...= Nn(t)
En virtud de (II1.2.5) existen v1(¢),...,Vn, —n,_,(t) de clase C” tales que
Na(t) '-'-'Na_l@[’Ul(t),...,'l)na_na_l(t)], te M

Como en el caso estandar, es facil probar que

V1{t)s -3 Vng—nass (8, T(E)(02(2)); - s T(E)(Vng —nass (2))

son linealmente independentes. Por consiguiente, y de nuevo (II1.2.5) nos asegura la

existencia de vn, —n,_,+1(t), ..., VUn._,—n,_,(¢) de clase CT tal que
Nac1(t) = Nazz(t) @ [TE)(01 (), - -, T(E)(0na—nays ()]
@ [y —naci+1(t)s - -+ s Vg1 —na, ()]
Siguiendo este camino obtenemos una familia de bases de Jordan de clase C™ de N4(2).

(II1.3) Bases de Brunovsiéjr de clase C" para familias C"(M, M, ).

(IT1.3.1) Vamos a construir bases globales diferenciables de Brunovsky.
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PROPOSICION.

Sea M una CT-variedad real y contractil, y (A,B) € C™(M, Mym) con tipo de
Brunovsky constante. Entonces, existen P € C™(M, Gl(n; C)), Q € C™(M,Gl(m;C))

vy R € C"(M, M;,xn(C)) tales que

Py 40,20 (1) oty )
es una matriz de Brunovsky, para todot € M

DEMOSTRACION:

Es suficiente adaptar la construccién de la base de Brunovsky dada en cap 0,(1.4.1).

Las familias o;(W;) son de clase C". En 0441(Wsy1(t)), tomemos wit(t),..., wf;‘:lx (1),
base global, que existe por ser 441(Ws41(2)) de dimensién constante.

En o4(W,(t)), tomemos la base

wi(t),...,wg, _q,,, (), Twit(e), ..., f! 7rwd+l ()

con wi(t),... ’wa,—-d,“(t)v base global de o4(Ker f,), que existe por ser éste de
dimension constante.

Con respecto a los vectores f~1rwit(¢),..., f! wwd"'l (t), puesto que
Tl 03+1(W3+1(t)) ——— X/W

es inyectiva, (0s41(Ws41(t), estd contenido en un complementario de W, para todo
t). Se tiene que los vectores Twit!(¢),.. ﬂ'w:,'H (t) son linealmente independientes.
Finalmente 0,41(Wst1) = Ker(os41(Ws41(t)) — mosr1(Wesa1(t))) @ F y f :
F — 710,41(Ws41(t)) es biyectiva.
Por lo que respecta a los vectores de la base que describen la parte no controlable
de la aplicacién

fios41(Xot1) — 1001 (Xot1)

es un endomorfismo y podemos aplicar (II1.2.1).
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IV. Inversas generalizadas diferenciables de familias diferenciables de ma-

trices.

(IV.0) Dada una familia diferenciable de matrices A € Dif(M, Myxn(C)), definida
sobre una variedad de pardmetros M, vamos a aplicar las técnicas obtenidas en (II), al
estudio de la existencia de una familia diferenciable de matrices X € Dif(M, Mpxm(C))

tal que para cada t € M, X(t) es una inversa generalizada de A(%).
(IV.1) Recordemos primero la nocién de inversa generalizada.

DEFINICION:

Dada A € Mpxn(C), se llama inversa generalizada de A a una matriz X €

M, xm(C) tal que .
AXA=A

XAX = X
Si ademas verifica
(X4 =XA
(AX)* = AX

la inversa generalizada es tinica y es la llamada inversa de Moore-Penrose.

(IV.2) Dadauna familia A € Dif(M, My x.(C)) matrices, llamaremos inversa gene-
ralizada de dicha familia a la familia X : M — M, «»(C) tal que, para cada t € M
la matriz X(t) es una inversa generalizada de A(¢). Si ademds, para cada t € M la
matriz X(t) es la inversa de Moore-Penrose A*(t) de A(t), diremos que la familia
X : M — M, xm(C) es la inversa de Moore-Penrose de la familia A, y la notaremos
por At

(IV.3) Nos preguntamos ahora, bajo que condiciones podemos afirmar que la familia

At es diferenciable. .
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TEOREMA.

Sea A € Dif(M, Mpyxn(C)) de rango constante, se tiene
i) la Inversa de Moore Penrose es diferenciable
1i) si ademds la variedad M es real y contréctil, puede ser obtenida de A mediante

operaciones matriciales diferenciables:

0

0
At =8 . 0\~ T-1
(Ide 0)T AS(Idk)] 0

donde T € Dif(M, My (C)), S € Dif(M, M,(C)).

OBSERVACION:  Otras familias locales diferenciables de inversas generalizadas pueden
ser obtenidas si no exigimos la ortogonalidad de S y T y que seran globales si M es

una variedad real contractil.

DEMOSTRACION:

Puesto que la familia es de rango constante rang A(t) = k para cada ¢t € M, por

(I1.1.6) tenemos '
Im AeDif(M,Gri,m)

Ker A €Dif(M,Grin—k),n)
por lo tanto, Vtg € M existe tho entorno de 5 en M tal que
(z1(t)y. .., 2n-k(t))

es una base diferenciable de Ker A(t) para todo t € W}, y Vo € M existe W},
entorno de g en M tal que
(y1 (8- - yx(?))
es una base diferenciable de Im A(t) para todo t € W} .
Obviamente, A* es una familia diferenciable de matrices con rang A*(¢t) = k cons-
tante para cada t € M, luego, como antes Vi, € M existe W?o entorno de ty en M
tal que

(ke1(t),- -+, ym(2))

144



es una base diferenciable de Ker A*(t) = (Im A(t))* para todot € W}, y Vi € M

existe Wi, entorno de tp en M tal que

(xn-k—{-](t), cevy :L'n(t))

es una base diferenciable de Im A*(t) = (Ker A(t))* para todo t € W.

Sea ahora W;, = N{_, W;, entorno de ¢, en M, sobre este entorno tenemos que

(y1(®)y -y () yrr1(B)s - oo ym(2))

es un base diferenciable de C™.

Sea T'(t) la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores de esta base
con respecto la base candnica de C™,

En este entorno Wy,
(z1(t),---, xn~—k(t), Tn—k+1(t);- -, Tn(?))

es un base diferenciable de C".
Sea S(t) la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores de esta base
con respecto la base canénica de C”™.

La matriz de la aplicacién A(t) en estas bases es

(3 A°o(t)) = T ()A()S(t)

Observamos que Ag(t) es la matriz en las bases (zn—k41(t), ..., zn(2)) ¥y (1 (2), - - ., yx(t))
de la aplicacién

(Ker A)Y — Im A

restriccion de A(t). Para cada t_€ W,, es invertible y diferenciable.

Consideremos la matriz

o

(ato 0)
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que es la matriz de la aplicacion lineal
cm" —C"
yi(t) — Ag(t)y; (1) Yi=1,...,k
y;j(t) — 0 Vi=k+1,...,m

expresada en las bases

(yl (t)’ LR yk(t)? Yk+1 (t), s aym(t))

(z1(2)y -y Tnek(t), Tn—k+1(t), ..., zn(t))
de C™ y C" respectivamente. Y que en las bases candnicas C™ y C" es
0 0\ r—1/p _
50 43 o) T O =X0)

La familia X (¢) asi definida es diferenciable en W,, y para cada t € W,, es (por

construccién) una inversa generalizada de A(t). Comprobémoslo:

AB)X(B)A(t) =
T(t)(o A°(t)> l(t)S(t)< A g)T-l(t)T(t)(O AO(t))s-l(tj=

= T() (é 8) (g A"()(t)) S7(t) =
= T@) ( 0 A°(t)) ST1(t) = A(t)

X()AG)X(E) =
s (1 o) T 0T0 (5 ) 5700 (42 o) T 0=

=505 1) (' )70

= S(t) (A;?(t) g) T1(t) = X(2).
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Por lo que, localmente, existen familias diferenciables de inversas generalizadas.
Si ortonormalizamos por Gram-schmidt las bases (y1(2), ..., ¥&(), Yyk+1(2), - . -, ym(t))

vy (1), -y 2n—k(t), Tn—k+1(2), ..., zn(t)) de C™ y C" respectivamente, obtenemos

(yl (t)’ (R ’yk(t), gk—{-l(t)a s v-y_m(t))

(T1(8)s- - 1 Tn—k(t), Tr—k41(t), - - -, Tn(?))
de las que (Tn—k+1(t),...,Zn(t)) es una base de (Ker (t)A)1 y (7,(t),...,Yx(t)) esuna
base de Im A(t), por lo que podemos repetir la construccién anterior pero trabajando
en estas nuevas bases, obteniendo una familia diferenciable de matrices X (), que para

cada t € Wy,, X(t) es la inversa de Moore-Penrose. Comprobémoslo:

(X@)A@)" =

(w0l o3 40
= (50 (s 0) (5 *5)s70)
=(S(t)(g 2)5-1@))*:
7@y (g 7)ser=
=S(t)( A;q(t) g) T-l(t)T(t)(g AOO(t))S"l(t)z)((t)A(t)
(A()X (1) =
(o3 )0, o) -
(o3 ) (ko o)
(s Y -
=@ (g 0) @) =
T(t)(o AO(”) 1(t)5(t)< A2 g)T’l(t)zA(t)X(t).
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Puesto que para cada t € M la inversa de Moore-Penrose At (t), existe y es tinica
resulta que la familia X = A% es diferenciable y localmente puede ser obtenida por

operaciones matriciales, para ello basta tener en cuenta que

Ao(t)™! = [( Idy 0)T(t)"'A(t)S(t) (ng>] -1

Si el espacio M es real y contractil las familias de matrices S y T son globales, por

lo que globalmente toda la familia puede ser obtenida por operaciones matriciales:

0 0
At =5 ‘1 0 )T“
(4 oyzuas(2)
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Capitulo 3

Estratificacion de Brunovsky-Kronecker

El estudio realizado sobre las perturbaciones locales de parejas de matrices (cap.
1 (IV)), nos ha llevado a considerar la particién del espacio Mpm, én subconjuntos
o estratos, formados por parejas de matrices con el mismo tipo de Brunovsky. Nos
proponemos ahora, estudiar la “regularidad” de dicha particion.

La particién inicial del espacio M, en clases de equivalencia no verifica la condicién

de finitud local. En efecto, dada la pareja de matrices

01 0 0
(A,B) = 6 0 04,1 € Majz;
0 0 1 0

consideremos, una bola centrada en este punto y radio ¢ > 0 cualquiera. Para cada

0 < 6 < g, la pareja de matrices

01 0 0
00 0 |,|1]])eBAB)e)c M
00 1+6/ \o

pertenece a una 6rbita distinta. Por lo que, esta bola (cualquiera) corta a una infinidad

de drbitas.
De ahi la conveniencia de una nueva particién que agrupe en cada “estrato” las
orbitas que tengan los mismos invariantes discretos, aunque difieran en los conti-

nuos. Tendremos asi una particién localmente finita (de hecho, finita), en que cada
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estrato serd reunién (no numerable) de érbitas. La denominamos “estratificacién de

Brunovsky-Kronecker” o simplemente BK-estratificacion.

Veremos en primer lugar que el apelativo de “estratificacion” es correcto puesto que
cada estrato es una variedad diferenciable. A continuacién estudiaremos las condi-
ciones de regularidad de la estratificacién. Finalmente consideraremos la estratifi-
cacién inducida por la de Brunovsky-Kronecker en el espacio de parametros de una

familia genérica de parejas de matrices.

El apartado (0) contiene un breve resumen de los conceptos y resultados acerca
de las estratificaciones que van a utilizarse en este capitulo. En (0.1) se recuerda
las condiciones de regularidad de Whitney (0.1.2) y el teorema de Whitney sobre
existencia de puntos que las verifican (0.1.6). En (0.2) se define la llamada “condicién
de frontera” (0.2.2) y se dan condiciones para que se verifique (0.2.3,4). En (0.3) se
relacionan algunas técnicas de obtencién de estratificaciones de Whitney a partir de
otras: producto cartesiano (0.3.1), interseccién (0.3.2,3), antiimagenes (0.3.4). En
(0.4) se da un criterio de regularidad parala estratificacién “imagen” de una estra-
tificacién de Whitney. En (0.5) se recogen las propiedades de homogeneidad que en
cierto sentido motivan la definicién de Whitney. En (0.6) se presenta la estratificacion

de Segre del espacio de matrices cuadradas, que vamos a necesitar posteriormente.

El apartado (I) estd dedicado a la definicién de los BK-estratos, a probar que se
trata efectivamente de variedades diferenciables, y a estudiar algunas otras de sus
propiedades. En (I.1) se define el simbolo de Brunovsky-Kronecker de una pareja de
matrices (I.1.1), a través del cual se agrupan en BK-estratos, las parejas de matrices
(I.1.3).‘ En (I.2) se demuestra que dichos estratos son efectivamente variedades dife-
renciables (1.2.3) y se obtiene su dimensién (1.2.4), a base de reducir el problema a la
interseccion del estrato con una variedad I' transversal a las érbitas (1.2.1). El punto

clave estd en la seleccién de I', de forma que permita tener una descripcién apropia-

da de su interseccién con los BK-estratos: en nuestro caso tomamos la deformacién
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miniversal “minimal” obtenida en (cap 1, (II1.3)), con lo que el resultado se sigue de
-la descripcién de dicha interseccién y de la regularidad de los estratos de Segre. En
(I.3) se presentan otras propoiedades de los BK-estratos: son constructibles (1.3.1),

conexos (1.3.2), invariantes por la traslacién segin (1d,0) (1.3.3).

En el apartado (II) se estudian las propiedades de regularidad de la BK-estratifica-
cién. Aligual que hemos hecho para el estudio de la regulariadad de los BK-estratos, el
primer paso es la reduccién, mediante la trivializacién local dada en (cap 1, (1.3.2)),
a la estratificacién inducida sobre la interseccién con la variedad T' anterior. Pero
ahora esta estratificacién inducida no es una estratificacion de Segre, por lo que no
podemos concluir simplemente usando los resultados de [19] para matrices cuadradas.
Estudiaremos previamente, en (II.1), el caso particular de los estratos llamados “sim-
ples” (I1.1.1), los cuales verifican una propiedad de homogeneidad (II.1.2) que permite
aplicar el teorema de Whitney para probar que la BK-estratificacién es Whitney re-
gular sobre dichos estratos (II.1.3). A partir de ahi, en (I.2) se prueba que, para
m = 1, la BK-estratificacion es Whitney r.egular (11.2.2): como antes hemos expuesto,
podemos reducirnos a la interseccién de la BK-estratificacién con la subvariedad T’
seleccionada (II.2.1); y esta estratificacién inducida en T, gracias a la descripcién
explicita que tenemos de la misma, podemos relacionarla con un producto cartesiano
de estratificaciones sobre estratos simples, si m = 1. Finalmente, hacemos observar

que se verifica la condicién de frontera, cualquiera que sea m (11.2.3).

En el apartado (III) se consideran los diagramas de bifurcaciones inducidos por la
BK-estratificacion en el espacio de pardmetros de una familia genérica. En (IIL.1) se
precisah estas definiciones. En (II1.2) se relacionan, para algunos casos particulares,
los estratos que aparecen en el diagrama de bifurcaciones de una familia genérica:
eétratos de codimensién 0 (I11.2.3), estratos en familias de hasta 4 parametros para
m =1 (II1.2.4),... Finalmente, en (II1.3) se determinan los diagramas de bifurcaciones

para familias de hasta 4 pardmetros y m = 1.
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0. Estratificaciones de Whitney.

Empezamos haciendo un breve resumen sobre los conceptos y resultados acerca de

las estratificaciones que vamos a utilizar en este capitulo, ([8], [20], [34]).
(0.1) Estratificaciones de Whitney.

(0.1.1) DEFINICION:

Sea M una variedad diferenciable y V' un subconjunto de M. Una estratificacion
de V es uina particion X, de V en spibvariedades diferenciables, llamadas estratos.
Supondremos siempre estratificaciones localmente finitas, esto es, tal que, para cada

punto p € V, exite un entorno &« C M que corta sélo a un ndimero finito de estratos.

(0.1.2) Definimos ahora las condiciones de regularidad de Whitney, para el caso en
que la variedad M es un subconjunto abierto de R", y que podremos generalizar a

una variedad diferenciable cualquiera.

DEFINICION:

Sea M un subconjunto abierto de R", X, Y subvariedades (disjuntas) diferencia-
bles, de M,y z € X NY. Se dice que Y es Whitney regular sobre X en z cuando se
verifica lo siguiente.

Si (zx), (yx) son sucesiones en X e Y respectivamente, tal que lilrcn Ty =T =
lil:n Yk, la sucesién de espacios tangentes Ty, Y converge hacia un subespacio T C R"
(con la topologia grasmaniana de subespacios vectoriales de dimensién ¢ de R") y la

sucesién de rectas [z — y] converge hacia L C R" (con la topologia grasmaniana de

subespacios de dimensién 1), entonces L C T'.

(0.1.3) El siguiente lema nos permitird generalizar esta definicién.
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LEMA.
Sean M, M' dos subconjuntos abiertos de R*, X, Y C M y X', Y' C M’ subva-

riedades diferenciables y z € X NY. Supongamos que existe un difeomorfismo
f:M— M

tal que X' = f(X), Y' = f(Y). Entonces, Y es Whitney regular sobre X en z, si y

sélo siY' es Whitney regular sobre X' en z' = f(z).

(0.1.4) Con ello (0.1.2) se generaliza a variedades diferenciables M cualesquiera

DEFINICION:
Sea M una variedad diferenciable y sean X, Y C M dos subvariedades.
i) Siz € XNY, se dice que Y es Whitney regular sobre X en z si y sélo si para
cualquier carta local ¢ : 4, — R" de M en z es ¢(Y) Whitney regular sobre
p(X) en (z).
ii) Sea X NY # 0. Decimos que Y es Whitney regular sobre X si lo es en cada

puntoz € X NY.

(0.1.5) Podemos ya dar la definicién de estratificacion regular en el sentido de Whit-

ney.

DEFINICION:
Sea M una variedad diferenciable, V C M, y ¥ una estratificacién de V. Decimos

que es Whitney regular, si cada estrato ¥ de & es Whitney regular sobre cualquier

otro estrato X tal que X NY # §.

(0.1.6) Whitney y Thom, démuestran que los conjuntos semialgebraicos admiten
estratificaciones de Whitney. Aqui, sélo necesitamos el siguiente resultado, conocido

como teorema de Whitney
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TEOREMA DE WHITNEY.
Sean X, Y subvariedades diferenciables constructibles de R™, tales que X NY # §.

Entonces, existe algin punto z € X, tal que Y es Whitney regular sobre X en x.

(0.2) Condicién de frontera.

Veamos que si una estratificacién es Whitney regular y sus estratos son conexos, la

frontera de cada estrato es unién de estratos de dimensién inferior.
(0.2.1) Veamos en primer lugar esa relacién entre las dimensiones de los estratos.

PROPOSICION (Mather).

Sea M una variedad diferenciable, X eY dos subvariedades tales que Y es Whitney

regular sobre X en z € X NY. Entonces

dim X < dimY.

(0.2.2) Sea M una variedad diferenciable y ¥ una estratificacién de M.

DEFINICION:
Decimos que X verifica la condicion de frontera si para toda pareja de estratos X,
Y tales que X NY # { se tiene

XCY

(0.2.3) Veamos ya el teorema anunciado.

TEOREMA (Thom, Mather).
Sea M una variedad diferenciable, ¥ una estratificaciéon de un subconjunto V y
X,Y dos estratos de T tales que X NY # 0. Si Y es Whitney regular sobre X y X

" es conexo, entonces

XCY.
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(0.2.4) Finalmente veamos como a partir de una estratificacion Whitney regular,

podemos obtener otra que satisfaga la condicién de frontera.

PROPOSICION (Gibson, Wirthmiiller).

Sea M una variedad diferenciable, V. C M un subconjunto localmente cerrado,
¥ una estratificacion Whitney regular de V. Consideremos £°, la particion de V
en las componentes conexas de cada estrato X € ¥. Entonces £° es también una

estratificacion Whitney regular de V que satisface ademds la condicion de frontera.

(0.3) Generacién de estratificaciones de Whitney.

(0.3.0) Vamos a ver ahora algunas técnicas de construccién de estratificaciones de

Whitney a partir de otras: producto cartesiano, interseccién, antiimagenes (ver [20]).

(0.3.1) Empecemos por el producto. Sean Li,... X, estratificaciones de los subcon-
juntos Vi,...,V, de las variedades diferenciables Mj,..., M,. Consideremos sobre
Vi x ... x V, la estratificacién ¥; X ... X X, cuyos estratos son producto cartesiano

de estratos: X; X ...x X; con X; € L;paral<j<n

PROPOSICION.
En las condiciones anteriores, si las estratificaciones X; de V; son Whitney regulares
para cada 1 <1 < n, entonces ©; X ... X L, es una estratificacion Whitney regular

de Vi x...xV,.

(0.3.2) Sea X una estratificacién de un subconjunto V' de una variedad diferencia-
ble M. Sea ahora # C M un subconjunto abierto y consideremos sobre V N la

estratificacion ¥y cuyos estratos son. X N para cada X € X.
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PROPOSICION.

En las condiciones anteriores, si £ es una estratificacion Whitney regular de V,

entonces Ly es una estratificacion Whitney regular de V. NU.

(0.3.3) Si en vez de un abierto Y C M, se considera una subvariedad N C M
cualquiera, sus intersecciones X N N con los estratos X de ¥ no seran en general
variedades diferenciables. Si lo serdn si se exige que N sea transversa a todos los
estratos de L. Si la estratificacién ¥ es Whitney regular, la transversalidad a uno
solo de los estratos nos asegura la transversalidad a los estratos préximos. Ademas,

en tal caso dicha estratificacién local es asimismo Whitney.

PROPOSICION.
Sea ¥ una estratificacion Whitney regular de un subconjunto V de M variedad
diferenciable. Sea N una variedad transversa a un estrato Xo € ¥ en un punto

zg € Xo. Entonces, existe un entorno U(zo) C M tal que

i) N es transversa a X NU(zg), para cada estrato X € X.
ii) La estratificacion Yy, N N sobre V NU(zg) N N cuyos estratos son X N

U(zo) N N para cada estrato X € ¥, es Whitney regular.

(0.3.4) Los apartados anteriores son casos particulares de estratificaciones de Whit-
ney obtenidas por antiimagenes de una ¥ dada a través de una aplicacion transversa
a todos los estratos de T, cuando dicha aplicacién es la simple inclusién. Veamos
ahora la generalizacién a una aplicacién transversa cualquiera.

Sea ¥ una estratificacién de un subconjunto V' de una variedad diferenciable M.
Sea ahora, M' otra variedad diferenciable y f : M’ — M transversal a cada estrato
X de . Se induce una estratificacién f~!(Z) sobre V' = f~1(V) de la manera

siguiente: los estratos son X' = f~1(X), con X estrato de .
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PROPOSICION.

En las condiciones anteriores, si & es Whitney regular, entonces f~1(X) también

es Whitney regular.

(0.4) Regularidad de la estratificacion “imagen”.

(0.4.1) Vamos a necesitar también el siguiente criterio de regularidad para la estra-

tificacién “imagen” de una estratificacién de Whitney

PROPOSICION.

Sean, respectivamente ¥, ¥’ estratificaciones de subconjuntos V, V' de variedades
diferenciables M, M'. Supongamos que existe un difeomorfismo f : M — M' que
conserva estratos (es decir, que para cada X € ¥ existe X' € ¥/ tal que f(X) Cc X'),
¥ una pareja Xy € X, X) € ¥, tal que f(Xo) = X|. Se tiene que, si £ es Whitney

regular sobre Xy, entonces ' es Whitney regular sobre XJ. .

DEMOSTRACION:

Por (0.1.3) podemos suponer que f es la identidad. Supongamos pues M = M',
V=V Xp=X,yX CX' paratodo X € Ty X' € ¥’ adecuado.

Sea ahora, x € X§ N X!, z/, una sucesién de puntos de X} y ¥/, una sucesién de
puntos de X ambas convergentes hacia zj. Supongamos que la sucesién de espacios
tangentes T,y X converge hacia un espacio T' y que la sucesién de rectas [z], — y;,]
converge hacia un espacio L'. Hemos de comprobar que L' C T".

Puegto que la estratificacion ¥ es localmente finita los puntos de la sucesién y),
se encuentran en un numero finito de estratos Xj,...,Xk, por lo que existe una
subsucesion y;(n) contenida en un estrato X;. Consideremos la subsucesion x;( n) de

! .
z, y tenemos: -

!
To(n) — To

ytlr(n) — .’B:)
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con zj € Xo = Xj.
Tomando una subsucesion de Tyl( )X ; sl es necesario, podemos suponer
on

Ty Xi—T

;(n)
(existe ya que la variedad grasmaniana es compacta)

Puesto que X; C X tenemos que T' C T".

Por otra parte tenemos que [z} ) — Y, )] — L.

Ahora bien, teniendo en cuenta que ¥ es Whitney regular sobre Xo en zyes L' C T,

y por tanto L' C T".

(0.5) Homogeneidad y regularidad.

(0.5.1) El teorema que damos a continuacién, justifica la definicién de estratifica-
ciones de Whitney: “to decompose a variety into a disjoint union of strata each of

which consits of equally bad points”, ([34]).

TEOREMA (Thom-Mather).

Sea ¥ una estratificacion de Whitney de un subconjunto V' de una variedad diferen-
ciable M. Entonces, para todo z, x’. pertenecientes a la misma componente conexa del
estrato X; de T, existe un entorno U(z) en V, un entornoU'(z') y un homeomorfismo

local

¢ Uz) — U(")
que conserva estratos, es decir
o: XiNU(z) — XiNnU(z")
que es un homeomorfismo para cada 1.

- (0.5.2) Reciprocamente, se dan condiciones de regularidad de Whitney, en el caso

en que los estratos verifican hipdtesis de homogeneidad.
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PROPOSICION.

Sea ¥ una estratificacion sobre un subconjunto V de una variedad diferenciable M.
Supongamos que para todo X € ¥ y para todo z,z' € X, existe un difeomorfismo
local que aplica uno en el otro, y que conserva estratos.

Entonces, ¥ es una estratificacion Whitney regular.

(0.6) Ejemplos.
(0.6.1) Como ejemplo trivial de estratificacién Whitney regular tenemos la particién
del conjunto de matrices My xm(C) en subconjuntos cada uno de los cuales formado
por todas las matrices que tienen el mismo rango, Obviamente hay un nimero finito
de estratos.

La estratificacién obtenida verifica las condiciones de regularidad de Whitney ya
que los estratos son las érbitas por la accién de un grupo de Lie Gl(n; C) x Gl(m; C)

sobre el conjunto de matrices.

(0.6.2) Como ejemplo no trivial, de estratificacién de Whitney y debido al uso que
haremos de ella, destacamos la estratificacién por el simbolo de Segre, del conjunto
de matrices cuadradas M, (C).

Sea A € M,(C) y sean \i,... )\, sus valores propios. Recordemos que el simbolo
de Segre de A viene dado por
os = (0s5(1),...05(s))
donde o(z) es la caracteristica de Segre del valor propio A; para cada 1.
DEFINICION:

Llamaremos estrato de Segre, y lo notaremos por Es(os), al conjunto de todas las

matrices A que tienen el mismo simbolo de Segre o.
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Notaremos por Eg(A) al estrato al cual pertenece la matriz A.

Nétese que hay un ntimero finito de estratos dos a dos disjuntos y que U,; Es(0s) =
M,(C).

Gibson en [19], demuestra que esta particidén es una estratificacién y que verifica

las condiciones de regularidad de Whitney.
I. Estratificacion de Brunovsky-Kronecker.
(I.1) Los estratos de Brunovsky-Kronecker.

(I.1.1) Dada una pareja de matrices (A, B) € My, sean
ky>ky2>...2k

los indices de controlabilidad de la pareja y sean Ay,...,A; sus valores propios, y

a(1) = (01(1),02(1), )

o(s) = (01(s), 02(s), . ..)

las caracteristicas de Segre asociadas a los valores propios Aj,...,A,. Podemos
suponer que 01(z) > 02(i) > ..., para cada 1 < i < 5. Escribiremos

k=(ki,....,ks), p=ki+...+ke vy & =01()+02()+....

DEFINICION:

Con las anteriores notaciones, llamaremos simbolo de Brunovsky-Kronecker, que
abreviaremos diciendo BK-simbolo de la pareja (A, B) y notaremos por o, al conjunto
formado por los indices de controlabilidad y la caracteristica de Segre de cada valor
propio:

o=(k,o(1),...,0(s)) =
= ((k1y. .., kr), (01(1),02(1),...),(01(2),02(2),...),. .., (01(s), 02(s),...))
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(1.1.2) En general, un simbolo de Brunovsky-Kronecker (o abreviadamente un BK-

simbolo) es una familia o de enteros positivos de un tipo, tal que
kit ..+ ke+ Y oi()+...+ ) oi(s)=n
J 3
Supondremos ky > ... > k,, 01(i) > 02(1) > ... paral < <s.

(I.1.3)  Un estrato de Brunovsky-Kronecker agrupa todas las parejas de matrices con

un mismo BK-simbolo.

DEFINICION:

Dado un BK-simbolo o, el estrato de Brunovsky-Kronecker asociado E(c), es el
subconjunto de M, formado por todas las parejas de matrices cuyo BK-simbolo es

ag.

Notaremos por E(A, B), el estrato al cual pertenece la pareja de matrices (A, B).

(I.1.4) Obviamente, si ¢ # o' entonces E(c) N E(¢') =0 y UsE(0) = Mam. Esto
es, los BK-estratos forman una particién finita de M,,,. En el préximo apartado

veremos que de hecho es una estratificacién, esto es, que los estratos son variedades

diferenciables.
DEFINICION:
Denotamos por ¥ = U,E(0) esta particién, que llamaremos estratificacion de

Brunovsky-Kronecker o simplemente BK-estratificacion.

(1.1.5) " Obsérvese que la particion del espacio M, en orbitas no es una estratifi-
cacidn, puesto que, si bien estas son variedades deferenciables, no verifica la condicién
de finitud local exigida. De hecho, si consideramos V' el subconjunto formado por
parejas de matrices completamente controlables, la particién en 6rbitas si es una

estratificacion en el sentido de la definicién (0.1.1).
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(I.2) Regularidad de los estratos.

(I1.2.1) Ya hemos dicho que consideraremos la variedad I' = (4,B) + {(X,Y)},
obtenida en (capl, (IIL.3)). En el capitulo 1. (IV.2.1) hemos estudiado la intersecciéon

I'Nn O(4, B), de donde se deduce

PROPOSICION.
Siguiendo las mismas notaciones que en el capitulo 1, (IV.2.1):
i) Si(X,Y) # (0,0), entonces (A, B) + (X,Y) no pertenece a la érbita O(A, B).
ii) (4, B)+(X,Y) pertenece al estrato E(A,B) siy sélosi X} =Y =0,y J+ X3

tiene el mismo simbolo de Segre que J.

(1.2.2) Como hemos anunciado, reducimos el problema a probar que I' N E(A, B) es

regular:

LEMA.
Sea (A,B) € Mupm, O(A, B) sudrbita, E(A, B) su estrato, y I la variedad transver-
sal a la drbita considerada en (1.2.1). Entonces, en un entorno de (A, B), E(A,B) es

una subvariedad regular en (A, B) si y sélo si E(A,B)NT lo es.

DEMOSTRACION:

Supongamos que E(A,B) es regular en (A4,B). Puesto que I' es transversal a
O(A4, B), es también transversal a E(A, B). Por lo tanto, E(A,B) NI es regular en
(A, B).

Reciprocamente, supongamos que E(A,B) NT es regular en (A, B). Teniendo en

cuenta la trivialidad local dada en el lema (1.3.2) del capitulo 1, tenemos
E(4,B)= B(E(4,B)NT,V)

localmente en (A4, B). Por lo tanto, E'(A,B)‘es regular en (A, B).
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(1.2.3) Finalmente, teniendo en cuenta la particular forma de E(A, B) N T descrita

en (1.2.1), tenemos:

TEOREMA.

Los BK-estratos son subvariedades diferenciables de M.

DEMOSTRACION:

Sea (A, B) € Mpm, O(A, B) su érbitay E(A, B) su BK-estrato. Hemos de probar
que E(A, B) es regular en (4, B). |

Por la homogeneidad a lo largo de las 6rbitas, podemos suponer que (4, B) esta en

su forma reducida de Brunovsky:

amn=((Y 9)(5 1))

Por el lema (1.2.2), es suficiente probar que E(A, B)NT es regular en (A4, B), donde
I es la variedad particular descrita en (1.2.1) y obtenida en el capitulo 1. Se sigue de

(1.2.1), que E(A, B)NT esta formada por las parejas de matrices de la forma

((F 27x) (5 0))

tales que J + X2 tienen el simbolo de Segre de J, o equivalentemente, tales que J 4+ X2
recorre el estrato de Segre, que notamos tal y como hemos mencionado en el ejemplo
(0.6.2), por Es(J) de J.

Por lo tanto, la aplicacién ¢ : Mp_4(C) — M,,,, definida por

_ N 0 E 0
“o=((3 2) (5 5))
es un embebimiento tal que

¢(Es(J)NTs(J)) = E(4,B)NT

Gibson en [19] demuestra que los estratos de Segre son regulares. Recordemos que

I's(J) es una variedad lineal transversal a la érbita de Segre de J, y por lo tanto
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también transversal a Eg(J) en J. Por lo que, Es(J)NT's(J) es regular en J, y por

consiguiente E(A, B)NT es regular en (A4, B), como queriamos probar.

(I.2.4) La construccién anterior permite también obtener la dimensién de los es-

tratos:

PROPOSICION.

Sea (A,B) € Mum, O(A,B) su drbita y E(A,B) el estrato al cual pertenece.
Entonces

dim E(4, B) = s + dim O(4, B)

donde s es el numero de valores propios distintos de (A, B).

DEMOSTRACION::

Basta tener en cuenta que
dim E(A,B) — dim O(A, B) =

=dim(E(4, B) NT) = dim(Es(J) N Ts(J)) = s.

(1.2.5) Asi por ejemplo, respecto a los BK-estratos de menor dimensién puede afir-

marse:

COROLARIO.
No hay BK-estratos de dimension 0 (puntos aislados). Los de dimensién 1 son los

del tipo E(\I,,,0).

164



(1.3) Otras propiedades de los BK-estratos.

(1.3.1) PROPOSICION.

Los BK-estratos son conjuntos constructibles.

DEMOSTRACION:

Sea E(o) el BK-estrato correspondiente al BK-simbolo ¢ = (k,01,...,0,). Con-
sideremos el conjunto C) = {(A\1,...,s) | \i # A;} C C?, dicho conjunto es un
abierto de C°. Por lo que es un conjunto constructible.

Para cada (Af,...,A,) € C), sea B(0;(A1,-..,),)) la pareja de matrices de
Brunovsky de BK-simbolo o y valores propios Aj,...,As. Finalmente, consideremos

la aplicacién ¥ : G x C®) — M, definida por
¢(93 (/\l, sy ’\8)) = a(g,B(a; ()‘17 vy )‘s)))

Obviamente, G x C(*) es un conjunto constructible en Cnitnmim? C?, ¢ es una
aplicacién racional, y %(G x C®)) = E(e), por lo que, y de acuerdo con el teorema

de Chevalley [28], E(c) es un conjunto constructible.

(1.3.2) Puesto que la aplicacién ¢ : § x C* — M,,,, definida en la demostracién
del teorema anterior, es continua, el conjunto G x C) s conexo, y la imagen de un

conjunto conexo por una aplicacién continua es un conjunto conexo, tenemos:

PROPOSICION.

Los BK-estratos son conjuntos conexos.

(1.3.3) Finalmente, seflalemos que la accién de C sobre el conjunto M,,,, definida

por

(\(4,B)) — (A+ I, B)

conserva BK-estratos:
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PROPOSICION.

Sea E(o) un BK-estrato, (A,B) € E(c) y A € C. Entonces:
i) p es un valor propio de (A, B) si y sélo si -+ A es un valor propio de (A+ A1, B).
ii) (A+ A\, B) € E(o).

DEMOSTRACION:

1) De acuerdo con la caracterizacién dada en el capitulo 0 (II.2.4), x es un valor

propio de (A, B) si y sdlo si
ra.né(A —ul,B) < n.
Y obviamente, esto es equivalente a
rang ((A+ M) — (p+ X)) <n.

ii) Para ver que (4, B) y (A + AL, B) tienen los mismos indices de controlabilidad,

es suficiente probar que
rang(B,AB, A’B,..., A’B) = rang(B,(A+ AD)B,...,(A+ \I)'B)

para cualquier 1 < j < n. Y esto es consecuencia de que (A + AI)’ B es una combi-

nacién lineal de B, AB, ..., A’ B, para cualquier j:

(A+AM)VB = (é)AfB + G)AAJ’-IB +.o+ (J, i 1) N=14Bi-1 4 (3) MBI

y por tanto
rang(B,(A+ M)B,(A+ M)?B,...,(A+ M) 'B,(A+ M\)’B) =

=rang(B,AB,(A+ M)?B,...,(A+ A\[))"'B,(A+ M)'B) =

=rang(B, AB, AB, ..., Ai"1B (A + \I)B) =
=rang(B,AB,A’B,...,A”"'B, A’B)
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para cualquier 1 < j < n, (de hecho V1 < j).

Finalmente, para ver que (4,B) y (A + A, B) tienen el mismo simbolo de Segre y
puesto que el primer indice de controlabilidad ya hemos visto que es el mismo para
ambas parejas, es suficiente probar que

rang(B, AB,...,AF7IB (A - uIY) =

=rang(B,(A+ AB,...,(A+ ADF 1B ((A+ M) — (u+ NI)?)
para cualquier 1 < 7 < n:

rang(B,(A+ A)B,...,(A+ XD 1B (A+ M) — (u+ N IP) =
=rang(B,AB,..., AR 1B (A+A)— (p+ A\ =
=rang(B, AB,..., A" 'B,(A+ (A —u—NI)) =

=rang(B, AB,...,A" 1B (A — uI)’)

para cualquier 1 < j < n.

II. Propiedades de regularidad de la BK-estratificacién.
(I1.1) Regularidad sobre estratos simples.

(II.1.1) Tal y como hemos dicho, vamos a probar primero la regularidad de Whitney

de la BK-estratificacién sobre los estratos llamados simples.

DEFINICION:
1) Una pareja de matrices (A, B)' € M, m se llama simple si tiene a lo sumo un
_sélo valor propio.
i) Decimos que un estrato E(c) es simple si todos sus elementos son simples, es

decir, si o = (k,0(1)) (0 o = (k)).

(I1.1.2) Los estratos simples verifican una particular propiedad de homogeneidad,

que en cierto sentido es el reciproco de la proposicién (1.3.3):
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PROPOSICION.
Sea E(0) un estrato simple. Para cualquier (A,B),(A’,B') € E(0), existe un

difeomorfismo f de Mym, que conserva estratos, y tal que: f(A,B) = (4, B').

DEMOSTRACION:

Si o = (k), es trivial, ya que los estratos son orbitas.

Si o = (k,0(1)), sean A, X' los valores propios de (A, B) y (A', B') respectivamente.
Entonces, por la proposicién (1.3.3) tenemos que la pareja de matrices (4+(A'—A)I, B)
es semejante por bloques a (A’, B'). Por lo tanto, existe go € G tal que (4',B') =
a(go, (A + (X = A), B)).

Definamos ahora f : M, — M, de la siguiente forma
fXY) = a(go, (X + (N = M1, Y))

Estd claro que dicha aplicacién verifica las condiciones requeridas.

(I1.1.3) El teorema de Whitney asegura que cualquier estrato de una estratificacion
constructible localmente finita tiene un punto Whitney regular. Por lo tanto, cualquier
estrato E(o) tiene un punto (A4, B) tal que & es Whitney regular sobre E(c) en
(A,B). En el caso particular en el que E(c) es simple, la anterior propiedad de
homogeneidad implica que todos los puntos de E(c) son Whitney regulares. Por

consiguiente tenemos:

LEMA.

La BK-estratificacion ¥ es Whitney regular sobre cualquier BK-estrato simple.

(I1.2) Regularidad de la estratificacién para el caso m = 1.

(I1.2.1) Vamos a ver como podemos restringir el estudio de la regularidad al de la

estratificacion inducida.
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Dado (A, B) € My, sea I la variedad lineal definida en (3.1), y consideremos la

estratificacidon inducida

ENT =U(E(c)NnT)

en un entorno suficientemente pequeiio de (A4, B). Nétese que esta bien definida puesto
que I' no es sélo transversal a O(A, B), sino también a cada érbita suficientemente
proxima (A, B) (capitulo 1.(1.3.2)), y por lo tanto a cada BK-estrato suficientemente

préximo a (A, B).

LEMA.

Con las mismas notaciones, ¥. es Whitney regular sobre E(A, B) en (A, B) si y sélo

si ¥NT es Whitney regular sobre E(A,B)NT en (A, B).

DEMOSTRACION:
La condicién necesaria se sigue de (0.3.3)

Para ver que es suficiente, usamos de nuevo el difeomorfismo
E(o)=p(E(e)NT x V)

localmente en (A, B). Obviamente, si Us(E(0)NT") es Whitney regular sobre E(A, B)N
I en (A, B), la estratificacién producto Us(E(o)NT x V) es también Whitney regular
sobre E(A,B)NT x V en (A, B). Y, el difeomorfismo antes referido 3, concluye la

demostracion.
(I1.2.2) Finalmente, podemos ya abordar el teorema principal:

TEOREMA.

Sim =1 la estratificacién de Brunovsky-Kronecker es Whitney regular.
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DEMOSTRACION:

Sea (A,B) € Mpm, O(A, B) su 6rbita y E(A, B) su estrato. Probaremos que ¥
es Whitney regular sobre E(A4,B) en (A, B). Sea I' la variedad lineal definida en
(1.2.1), y denotemos por el mismo simbolo el entorno de (A4, B) donde el isomorfismo
B definido en cap. 1 (1.3.2) se verifica. Entonces, y de acuerdo con (I1.3.1), es suficiente
probar que Z N T es Whitney regular sobre E(4,B)NT en (A4, B).

Por la homogeneidad a lo largo de las érbitas, podemos suponer que (A4, B) esta en

su forma reducida de Brunovsky:

wm=((3 2).(2)

J = diag(Jy,...,Js), como en cap 0,(I1.3.1).
Nétese que N tiene un tinico bloque nilpotentey E=(0 ... 0 1)" € Myx:1(C).

Consideremos las parejas de matrices:

(Ai, B;) = ((](;, 2) , (g)) €M; = Mp15,(C) x M(p+5,)x1(C)

paral <:<s. Y sean ¥;,...,X%, las BK-estratificaciones de los respectivos espacios
de matrices My,..., M,. Si denotamos por E;(A;, B;) el estrato de (4;,B;) en %,
0 <: < s, estamos en las condiciones del lema (I1.1.3), por lo que se sigue que %; es
Whitney regular sobre E;(A4;, B;)NTI'; en (A, B;), dondeT';,...,T son las variedades

lineales respectivas definidas como en el capitulo 1, (IV.2.1):

n=em+ (o xg0) (0))} 1595

Como antes, denotamos por el mismo simbolo I'; los entornos de (A4;, Bi) donde
los correspondientes isomorfismos definidos en cap 1 (1.3.2) se verifican, esto es las
estratificaciones inducidas ¥; N T;, 0 < ¢ < s, estan bien definidas. De hecho, de
acuerdo con (II.2.1), &; N T'; es Whitney regular sobre E;(A;,B;) NT; en (4;, Bi),

0<1<s.
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Ahora, consideremos el difeomorfismo

p:1x...xT'y —7T

(G 2)(5) - (& 1)(5))-

N o0 0 E
1 x: H 0 0
X, 0 ... H, 0

donde X; = X2(i) y H; = Ji + X3(:), 1 <i < s
Sabemos por (0.3.1) que Il = (3, NT'1) x ... x (£s NT) es una estratificacion que

es Whitney regular sobre el estrato
(El(Al,Bl) N F]) X... X (ES(AS,B‘;) N P,,)

en ((Ai,B1),...,(As, Bs)). Por lo tanto, y puesto que ¢ es un difeomorfismo, para
finalizar la demostracién es suficiente demostrar que ¢(II) es una subestratificacion
de T NT localmente en (A, B). Es decir, que dados dos puntos

(% 2)(0),.. » 7= (e a)(5))

<& = . . 9 © = !, !

X: H; 0//1<ics X'i H J'\0O 1<i<s

pertenecientes a un mismo estrato de II, entonces sus imdgenes ¢(z), ¢(z') pertencen
al mismo estrato de T NT, siempre que ellos esten suficientemente préximos a (A, B).

Para probar esto, vamos a ver que los indices de controlabilidad y los simbolos de
Segre de ¢(z) y ¢(z') son los mismos.
(i) Para probar la primera afirmacién es suficiente demostrar que si escribimos

o(z) =(C, D)

N 0 0 E
c- | X Hi 0 D= 0
PR i ‘

y ¢(z') = (C', D),
N o0 0 E
o - | Xt Hi 0} p- 0
X0 :



entonces

p; = rang(D,CD,...,C?"'D) =
=rang(D,C'D,...C" 'D) =0}, 1<j<n.
Un simple célculo demuestra que r; = 7';- = j para 1 < j < p. Luego, podemos
suponer j > p.

Si denotamos por Y; la primera columna de la matriz X;, 1 < < s, es facil ver que

E NE ... NN'E 0 0 ... 0

0 0 ... 0 Y HY, .. H¥m
pj; = rang . . . :

o 0 .. 0 Y, HY, .. HY,

donde { =7 —p—1.

Notamos que, puesto que z y 2z’ pertenecen a un mismo estrato, se tiene Y; = 0 si
y sélosi Y] = 0. Por lo tanto, si ¥; = 0 para 1 < ¢ < s es obvio que p; = p; para
p+1 < 7 < n. Luego, supongamos ahora que Y; # 0 para algin ¢. Renumerando, si
es necesario, podemos suponer que Y; # 0 (por lo que Y/ # 0) paral < <t, ¢ < s.

Luego p; < pj+1 < pj + 1, en vistas a probar que p; = p} para s < j < n es
suficiente probar que si j es el primer indice tal que pj = pj_1, el indice j es también
el primero que verifica la propiedad con respecto a p}.

Luego, sea j = s + £+ 1 el primer indice tal que

Pj = Pj-1

Entonces, existen ar, 0 < k < £ — 1, verificando
HiY, HEY, v; 0
: + ap—y +...4ap =
HY, HEY, i 0
P(z)=ap+...+ ar—1zt7! + ot
es el polinomio minimo del vector
Y;
Y=1:
Y;
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con respecto la matriz

H = diag(H;,...,Hy).

Sea ahora, ¢;(z) el polinomio minimo de H;, y ¥i(z) el polinomio minimo de Y,
con respecto H;, para 1 < 7 < t. Veamos ahora, que ¢(z) = 91(z)... ¥(z). De
hecho, puesto que @;(H;)(Y;) = 0 se tiene que 9;i(x) | pi(z) para 1l < i < ¢, de
manera que m.c.d(i(z),Yx(z)) = 1 si i # k. Por otra parte, puesto que ¥(Y) = 0,
tenemos ¥(Y;) = 0; por lo que, ¥i(x) | ¥(z) para 1 < ¢ < ¢. Consecuentemente,
¥1(z) ... P(z) | Y(z). Reciprocamente, es ficil ver que ¥1(H)... p(H)(Y) = 0, de
manera que Y(z) | Y1(z)...¥(z), y la igualdad se verifica.

Ahora, si denotamos m; = grado ¥;(z) es obvio que
L=mq+...4+my.

Pero m; es el menor entero tal que

o (E NE ... NTE 0 0 . 0 ) _

TR o o0 ... 0 Y HY: ... H™Y:)~
B E NE ... N'E 0 0 ... 0 B .
=rnglog o0 ... 0 Y, HY; .. Hmoly)TPtm

. N o0\ (E N 0\ (E
Por lo tanto, y teniendo en cuenta que ((Xi Hi) ) ( 0 )) y ((X{ H:) ’ ( 0 ))

pertenecen a un mismo estrato, se sigue que el polinomio minimo de Y; (primera

columna de X) tiene también grado m;, i = 1...¢. Por consiguiente, el grado del
Y
polinomio minimo de Y' = ( :

: ) es miy + ...+ my = £ por lo que queda probada
Y',

la primera afirmacion.
(ii) Ahora debemos probar que el simbolo de Segre de ¢(z) y ¢(2') son los mismos.

Primeramente, remarcamos que g es un valor propio de ¢(z) = (C, D) si y sélo si

es un valor propio de ((:;V I:(;) , (?)), para algin 1 < ¢ < s. Par ver esto, es

~ suficiente tener presente la caracterizacién dada en el capitulo 0 (I1.2.4):

g es un valor propio de  ¢(z) = (C,D) siysdlosi rang(C — pl,D) < n;
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por lo que rang(( N 0))(E)) = p, significa que rang (( X; H; — pI)(0)) < é;, para

algun 1 < ¢ < s; por lo tanto rang ((N;.’J H. 0 HI> (gl)) < p+4i, de manera
1 T

que p es un valor propio de N0 E . Y reciprocamente.
X: H; 0

Por o ¢ ¢ N 0 E N 0 E esté
or otra parte, puesto que X; H;)'\o y X', H';J'\0 n

en el mismo estrato, existe un valor propio ' de la segunda pareja de matrices con
la misma caracteristica de Segre que la del valor propio u. Como acabamos de ver,
¢’ es también un valor propio de ¢(z'). Entonces, probaremos que p y p' tienen la

misma caracteristica de Segre:

A partir de cap 0(IL.2.4) basta probar que v; = v} para todo j, siendo
v; =rang(B, AB,...,AR""1B (A — uI)?)

en nuestro caso

ENE..NPF"'E 0 0 .. 0 Ne—ul J
6 6 ... 0 Y, HYi ..HY X1 Hy—pl
v; = rang . =

0 0 .. 0 Y,HY,..HY, X, H,—pl

ENE.. NPFEo o .. @

0 0 .. 0 Y, HY; .. Hn

=rang .
0 0 .. 0 Y,H.Y... HY,
(N=—pIy

XU(N—=pI) "' (Hy—pI) Xy (N=pI)Y " 24 4 (Hy—p D) =1 Xy (Hy—pI)

X (N—oplY = (H = u ) X o (N=p 1Y = 2 4 (Ho—p ) "1 X, (H,—ply

=614 ...+ bicy + big1 + b5+
crane (B NE ... NPTUE 0 .. 0 (N-upl A
8lo o ... o Y ... BV Xi Hi-ul) ]~
=61+ ...+ 8i—1 + big1 + b5+
trang(E NE ... NPTE 0 .. 0 (Nl 7\
E\o o ... o v ... BH'W\ xt H-u)]|~
ENE..NP'E 0 o0 = 0 N—pl J
0 0 .. o0 Y HY .. H'W X, Hi{-ul
0 0 .. o Y HY .H'Y \ X " Hl-pl



v la demostracién del teorema queda terminada.

(I1.2.3) Como los BK-estratos son conexos (1.2.6), del teorema anterior y (0.2.3) se
sigue que la BK-estratificacién verifica la condicién de frontera, para m = 1. De hecho
de (4.7) y (5.6) de [23] se sigue que la condicién de frontera se verifica para cualquier
valor de m. Asimismo, de [3] se deduce que los estratos que forman la frontera de

uno dado tienen dimensién estrictamente menor que la de éste. Se tiene por tanto:

PROPOSICION.

La frontera de todo BK-estrato esta formada por estratos de dimension estricta-

mente inferior.

II1. Diagrama de bifurcaciones.
(IT1.1) Familias transversas y diagramas de bifurcaciones.

(II1.1.1) Sea ¢ : M —> My, una familia diferenciable de parejas de matrices,
parametrizadas por ¢t € M.
Si E(c) es un estrato de I, y ¢ es transversa a E(c), entonces ¢ ~!(E(c)), es una

subvariedad de A, de la misma codimensién
codimprp ™ (E(0)) = codimu,,,, E(0).

Si ¢ es transversa a todos los estratos de I, entonces Uy ~!(E(c)) es una estra-
tificacion de A, cuyos estratos tienen la misma codimensién que sus imagenes en ¥ y

que se .denominan diagramas de bifurcaciones de . Esto es:

DEFINICION:
Sea ¢ : M — M, una familia diferenciable de parejas de matrices transversa

a la BK-estratificacién ¥. Llamaremos diagrama de bifurcaciones a la estratificacion

de M segun los BK-simbolos de ¢(%), t € M.
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(II1.1.2) A menudo se consideran excluidos los estratos de codimensién nula. Con

ello, el diagrama de bifurcaciones de ¢ ' M — M, sera la anterior estratificacion
i

restringida al subconjunto de M de parametros t tales que p(t) no es estructuramente

estable (ver [1], o [2]).

(II1.1.3) Observamos que, por el teorema de transversalidad de Thom, las familias

anteriores pueden considerarse “genéricas” en el siguiente sentido:

TEOREMA. (Thom)
En el espacio de las familias ¢ : M — My, diferenciables, las transversas a la
BK-estratificacion ¥ forman un subconjunto denso. Si X verifica las condiciones de

regularidad de Whitney, entonces dicho conjunto es abierto.

(II1.2) Estratos genéricos.

(ITI1.2.1) Tal como se ha hecho notar en (III.1.1), la codimensién de los estratos de
un diagrama de bifurcaciones coincide con la de los correspondientes BK-estratos. Por
tanto, de (1.2.4) se deducen los estratos que aparecen en un diagrama de bifurcaciones

de una familia ¢-parametrizada, asi como su dimensién.

(II1.2.2)  Asi, en una familia genérica ¢ : M — M., sélo se darén parejas de

matrices cuyo BK-simbolo o verifique:
codim E(o) < dim M

En particular, si se designa por o(¢) el BK-simbolo de ¢(t), el estrato de codimensién

maxima es

{t € M| codim E(o(t)) = dim M}
Estos serdn los tipos de parejas de matrices que se dardn para valores aislados de
te M.
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(II1.2.3) En el estrato de codimensién minima se daran los tipos estables o genéricos

de la familia:

PROPOSICION.

En el diagrama de bifurcaciones de una familia genéricay : M — M, el estrato

de codimension 0 es el abierto formado por los t € M tales que ¢(t) es de tipo ((n)).

(II1.2.4) Listemos, por ejemplo, los otros tipos de parejas de matrices posibles en

familias genéricas con pocos parametros, para el caso particular m = 1.

PROPOSICION.
Sea ¢ : M — M1 una familia genérica de matrices, y designemos por{ = dim M.

Ademds de las parejas de tipo ((n)) (ver (II1.2.3)), pueden darse también:

i) para £ = 1: parejas de matrices del tipo ((n — 1),((1))), en puntos aislados,

1) para £ = 2: parejas de matrices del tipo anterior en dimension 1, y parejas de
matrices del tipo ((n — 2),((1),(1))) en los puntos singulares de dicha curva,

iil) para ¢ = 3: parejas de maktrices de los dos tipos anteriores en dimension 2 y
1 respectivamente, y parejas de matrices del tipo ((n — 3),((1)(1)(1))) o bien
((n —2),((2))) en puntos aislados, |

iv) para { = 4: parejas de matrices de los tres tipos anteriores en dimensidon
3, 2 y 1 respectivamente, y parejas del tipo ((n — 4),((1)(1)(1)(1))) o bien
((n —3),((2)(1))) en puntos aislados.

(I11.2.5) Observamos que en general la parte de Jordan de cualquier pareja de ma-
trices que se de en un estrato de codimensién £ es de tamaiflo inferior o igual a ¢,
¥y que tiene exactamente este tamafio si J es diagonal con todos los valores propios

distintos. De hecho, este resultado es general
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PROPOSICION.
Sea ¢ : M — M1 una familia genérica de parejas de matrices.

Parejas de indice de controlabilidad k(< n) sdlo puede darse en estratos E' del

diagrama de bifurcacines de M tales que
n—Fk <codimyE' <(n—k)+(n—k)-1

Ademas:

1) las unicas parejas de indice de controlabilidad k; que pueden darse en estratos
de codimensién n — k; son aquellas cuya parte de Jordan es génerica es (dia-
gonalizable, con todos los valores propios distintos)

i1) las tnicas parejas de indice de controlabilidad ky que pueden darse en estratos
de codimensién (n — k;)? 4+ (n — k1) — 1 son aquellas cuya parte de Jordan es

una matriz escalar (diagonal con un sélo valor propio).

DEMOSTRACION:

Basta tener en cuenta (1.2.4), y capitulo 1, (I1.3.4) para tener la expresién de la

codimensién de un estrato

codimpr E' =n — ki + 3 (01(4) + 302(i) + ... — 1)

(II1.2.6) Por ejemplo, las matrices del tipo (A\[,,0) € My se dan en puntos aislados
de familias genéricas con n? 4+ n — 1 pardmetros. Y no se dan genéricamente para un

numero menor de parametros.
(IT1.3) Diagramas de bifurcaciones locales.

(I11.3.1) Dada una familia genérica ¢ : M — My,,, para el estudio local en un
punto t € M de su diagrama de bifurcaciones la observacion clave es que podemos re-
~ ducirnos a las estratificaciones I'NY siendo I la subvariedad que define la deformacién

miniversal construida en el cap 1 (III) y reférida en (1.2.0).
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En efecto, por la homogeneidad del espacio a lo largo de las 6rbitas, podemos
suponer (A4, B) = ¢(t) en forma de Brunovsky. Y en segundo lugar al ser I' miniversal,
la aplicacién ¢ : M — M,,,,, debe factorizar por una @ : M — I" submersiva.

Maés ain, si (4, B) es no controlable (de Brunovsky), obsérvese que los vectores de

O(A, B)* tangentes a E(A, B) vienen dados por parejas de matrices de la forma
g p

(" 2)-(0))

Ml

siendo

J =
Asl

Por tanto, en el estudio local de I' N ¥ podemos reducirnos al subespacio de parejas
de matrices con traza de cada X2(7) nula, para cada 1 < ¢ < s.
Como antes, veamos algunos ejemplos de diagramas de bifurcaciones locales para

m =1 y bajo numero de parametros.

(I11.3.2) Familias con 1 sélo parametro
Come hemos visto en (II1.2.4), ademads de las parejas de matrices estructuralmente

estables, sélo pueden aparecer (en codim 1) puntos aislados del tipo ((n — 1),((1))),

(" )-(D)

N € M, _,1(C) nilpotente,
0

E=| | € Mun_1yx1(C),

es decir, de la forma:

siendo

Una representacion local en uno de estos puntos es

ERIH)
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X = (.’L' 0 ... 0) & Man—lQC)-
f
En efecto, la matriz de controlabilida"Ld es

E NE ... N"2E 0
0 0 0 z

cuyo rango es n si y sélo si z # 0. En tal caso, la pareja de matrices es controlable,

y por tanto, estructuralmente estable.

(111.3.3) Familias con 2 parametros
Segin (II1.2.4), en codimensién maxima (puntos aislados) apareceran parejas de
matrices del tipo ((n — 2))((1),(1))).

En un entorno de estos puntos el diagrama de bifurcaciones vendra dado por
N E
X « ,1 0
Y B 0

N € M,_2(C) nilpotente,

siendo

0
E = 0 € M(n—Z)XI(C)7

1
X=(z 0 ... 0)€ Mixnz(C),
Y=(y 0 ... 0)€ Mxn—2C).

La matriz de controlabilidad es

E NE ... N*“3E 0 0
0 0 0 T ar
0 0 0 y By

Por tanto

1) su rango es n si y sélo si zy # 0, en tal caso la pareja de matrices es comple-
tamente controlable.

i) surangoesn—1siy sélosi z =00 y =0, en dicho caso la pareja de matrices

es del tipo ((n — 1),((1))).
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ii1) su rango es n — 2 si y sdlo si z = y = 0, en tal caso pareja de matrices es del
tipo ((n — 2)((1)(1)))-

En resumen, se tiene

PROPOSICION.

El diagrama de bifurcaciones local de una familia genérica 2-parametrizada de pare-
Jas de matrices de M, es del tipo zy = 0, con su estratificacion de Whitney ordinaria.

Estas singularidades son del tipo zy = 0, con la estratificacion de Whitney ordinaria.

(II1.3.4) Familias con 3 pardmetros

Segun (II1.2.4) en codimensiém méxima apareceran parejas de matrices de los tipos

((n = 3)((1),(1),(1))) ¥ ((n = 2)((2)))-

En un entorno de los puntos aislados del tipo ((n — 3)((1),(1),(1))) el diagrama de

bifurcaciones vendra dado por

N E
X « 0
Y B 't 0
VA 0% 0
_ siendo
N € M, _3(C) nilpotente,
0
E= O € M(n-—-3)>(1(c)7 -
X -
X=(z 0 ... O‘)E Mixn-3(C),
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Y=(y 0 ... 0)€Mxns3(C),
!

Z=(z 0 ... 0)€ Mixn-3(C).
La matriz de controlabilidad es
E NE ... N*™E 0 0 0
0 0 0 z azr o’z
0 0 0 y By B
0 0 0  z vz 7%

por tanto

i) su rango es n si y sélo si zyz # 0, en tal caso la pareja de matrices es comple-
tamente controlable.

il) surangoesn—1siysdlosiz=0,yz#00y=0,2z#002=0,zy#0y
en tal caso las pareja es del tipo.((n — 1),((1)))-

ill) surangoesn—2siysélosiz=y=0,2#00zx=2=0,y#0,0y=2=0,
z # 0, en tal caso la pareja de matrices es del tipo ((n — 2),((1),(1))).

iv) surangoesn — 3 si y sélosi ¢ =y = z = 0, y en tal caso es una pareja de
matrices del tipo ((n — 3)((1),(1),(1))).

En un entorno de los puntos aislados del tipo ((n — 2)((2))), el diagrama de bifur-

(< 2)2)

N € M,_>(C) nilpotente,
0

E= 0 EM(n—é)xx(C),

caciones vendra dado por

siendo

1

X:(.’I: 0 ... O)EMIXn—l(C)’
Y=(y 0 ... 0)€ Mixn-1(C),
La matriz de controlabilidad es .
E NE ... N"3E 0 0
0 0 0 r ar+y
0 0 0 Yy zr4ay
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por tanto

2z —y? # 0, en cuyo caso la pareja de matrices es

1) su rango es n si y s6lo si z
completamente controlable.
ii) surangoesn —1siysélosi z2z—y? =0z # 0 0oy # 0, y en dicho caso la
pareja es del tipo ((n — 1),((1))).
ii1) su rango es n — 2 si y sélo si o bien z = y = 0, z # 0 en cuyo caso la pareja de

matrices es del tipo ((n — 2),((1),(1))). o bien z =y = z = 0, en tal caso la

pareja de matrices es del tipo ((n — 2)((2))).

En resumen, se tiene

PROPOSICION.
Sea ¢ : M — M. una familia genérica 3-parametrizada. Su diagrama de
bifurcaciones local en ¢ € M puede ser
i) del tipo zyz = 0 (ejes coordenados de C?)
ii) del tipo 22z — y? = 0 (paraguas de Whitney)
con sus estratificaciones de Whitney ordinarias, segin la pareja ¢()) sea res- pecti-

vamente del tipo ((n — 3)((1)(1)(1))) o bien del tipo ((n — 2)(2)).

(I11.3.5) Familias con 4 pardmetras
Segin (II1.2.4) en codimensién maxima apareceran parejas de los tipos ((n —
4)7 ((1)’ (1)’ (1)’ (1))’ Y((n._ 3)a ((2), (1)) '
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En un entorno de los puntos aislados del tipo ((n—4), ((1), (1),(1),(1)), el diagrama
f

de bifurcaciones vendra dado por

N E
X « 0
Y B ,1 0
Z ¥ 0
\% 6 0
siendo
N € M,_4(C) nilpotente,
0
E = 6 € M(n—4)><1(c)v
1
X=(z 0 ... 0)€ Myxn—4(C),
Y=(y 0 ... 0)€ Mixn-4(C),
Z=(z 0 ... 0)€ Mixn-4(C),
V=_(v 0 ... 0)€& Mixn-a(C).
La matriz de controlabilidad es
NE ... N*3E 0 0 0 0

0 I ar o‘r o’z
0 y By By By
0 z Yz v

0

E
0
0
0
0 v Sv %v v

OO OO

por tanto
1) su rango es n si y sdlo si zyzv # 0, en cuyo caso la pareja de matrices es

completamente controlable.
ii) surangoesn—1siysélosiz=0,yzt#00y=0,zzv#002=0,zyv #0o0
v =0, zyz # 0, en dicho caso la pareja de matrices es del tipo ((n — 1),((1))).
i) surangoesn—-2siysélo,si‘m=y:O, 2t # 00z =2z=0,yv #0, 0
r=v=0yz#00y=2=0,zv#0,0y=v=0,zz#00 2=v =0,

zy # 0, en cuyo caso la pareja de matrices es del tipo ((n — 2),((1),(1))).
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iv) surangoesn—3siysdlosiz=y=2=0,v#0o0z=y=v=0,2#0
oz=z=v=0,y#00y=2=v =0,z # 0, en cuyo caso la pareja de
matrices es del tipo ((n — 3),((1),(1),(1))).

v) surango esn —4 si y sélosi ¢ = y = z = v = 0, en cuyo caso la pareja de
matrices es del tipo ((n — 4)((1),(1),(1),(1))).

En un entorno de los puntos aislados del tipo ((n — 3)((2),(1))), el diagrama de

bifurcaciones vendra dado por

N E
X o 1 0
Y v « 1 0
Zz B 0
sitendo
N € M,_3(C) nilpotente,
0
E = 0 € M(n-3)x1(C),
1
X = (.’L‘ 0o ... 0) € Mlx,-,..;;(C),
Y=(y 0 ... 0)€ Myxn_3(C),
Z=(z 0 ... 0)€& M;xp,—3(C).
La matriz de controlabilidad es
E NE ... N 3E 0 0 0
0 O 0 r oar+y or+2ay+vz
0 O 0 y wvz+ay 2ovr+vy+a’y
0 0 0 z Bz B2z

por tanto
i) su rango es n si y sélo si (z2v — y?)((a — B)? — v)z # 0, en cuyo caso la pareja
de matrices es completamente controlable.

ii) Observamos que en un entorno del origen (o — 8)? — v # 0, por lo que basta

considerar (z%v — y?)z # 0. El rango es n — 1 si y sélo si z2v — y* = 0, pero

z #0o0y#0 paratodo vy z # 0y en dicho caso la pareja de matrices es del
tipo ((n —1),((1))).~
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iii) su rango es n — 2 si y sélo si o b;ien z=y=0,2v #0, en cuyo caso la pareja
de matrices es del tipo ((n — 2),5((1),(1))), obienz=y=v=0,2#0yen
tal caso la pareja de matrices es.del tipo ((n — 2),((2))),

iv) surangoesn —3siy sélosiz =y =z =0, v # 0 en cuyo caso la pareja de
matrices es del tipo ((n — 3),((1),(1),(1))),

v) surangoesn —4, siysélosiz =y =z =v = 0, en cuyo caso la pareja de

matrices es del tipo ((n — 4)((2),(1))).

En resumen, se tiene

PROPOSICION.
Sea ¢ : M — M, una familia genérica 4-parametrizada. Su diagrama de bifur-
caciones local en t € M puede ser
i) del tipo zyzv = 0 (ejes coordenados de C*)
ii) del tipo (z%v —y*)z =0
con sus estratificaciones de Whitney ordinarias, segin la pareja ¢(t) sea res- pectiva-

mente del tipo ((n — 3)((1)(1)(1))) o bien ((n — 2)(2)).
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