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O. Introduccié

- 0.1. Igualtats difuses.

Les relacions d’indistingibilitat en el context de la teoria de conjunts di-
fusos van ser introduides per E. Trillas [Trillas, E. (1982)] per tal de donar una
estructura matematica capa¢ d’unificar els conceptes d’igualtat de diferents bran-

ques del coneixement.

La determinacié d’una igualtat és essencial en tota teoria perque equival al

problema de discernir els objectes dels quals tracta.

La seva necessitat, i la importancia de ’eleccié entre diferents possibilitats,
prové del fet que permet classificar en el context de la teoria; i classificar és un
dels processos més importants del coneixement, doncs permet relacionar, estruc-
turar, generalitzar, abstraure, trobar lleis generals, etc. No és concebible, de fet,
un coneixement cientific que no pfecisi d’una igualtat que permeti classificar els

objectes del seu estudi.

Borges ho il.lustra perfectament en el segiient paragraf de Funes, el memo-

r10s0, Ficciones:

”Este, no lo olvidemos, era casi incapaz de ideas generales, plato-
nicas. No sélo le costaba comprender que el simbolo genérico perro abar-
cara tantos individuos dispares de diversos tamanos y diversa forma; le
molestaba que el perro de las tres catorce (visto de perfil) tuviera el
mismo nombre que el perro de las tres y cuarto (visto de frente)... Sospe-
cho... que no era muy capaz de pensar. Pensar es olvidar diferencias, es

generalizar, abstraer.”



Com a primera aproximacié al concepte d’igualtat, es pot partir del

Principi d’identitat dels indiscernibles de Leibnitz [Hirsch, (1982), Sacristén, M.

(1976)):
"Dos objectes sén identics en un univers de discurs donat, quan els
dos comparteixen el mateix conjunt de propietats considerades en aquest

univers”.

Noti’s el relativisme d’aquest principi: objectes idéntics en un univers poden
ser diferents en un altre.

Fixat un univers, pero, que en aquest context és un conjunt d’objectes i un
conjunt de propietats que aquests poden verificar o no, sense cap altre possible
matitzacid, el principi implica que la relacié ”ser idéntic” és una relacié d’equivalén-
cia. En particular satisfa la propietat transitiva:

Si A1 B d’'una banda i B i C' d’'una altra son objectes idéntics en un univers
donat (la qual cosa escriurem com A = B i B = (), aleshores A i C' també sén
ideéntics (A = C).

Esadir(A=BiB=C)=>A=C.

De fet aquesta és la primera nocié comuna dels Elements d’Euclides:

"Dues coses iguals a una altre cosa, també son iguals entre si”.

En moltes situacions reals, pero, en 'univers de discurs els objectes no nece-
ssariament verifiquen (o no) una propietat de forma categorica, siné que en general
la satisfan només en un cert grau o nivell. (Pensem en les propietats ”ser alt” o
"ser ric”).

Aixi les propietats en aquests casos passen a ser conceptes difusos i com

consequeéncia el mateix ocorre amb el Principi d’identitat:
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No es pot parlar d’objectes identics (o diferents), siné que cal introduir un

grau de similitud entre ells.

D’aquesta manera la igualte'it.'es torna un concepte difds.

1

Per tant, un model d’iguz;lltat util en diferents camps del coneixement ha
de basar-se en la idea d’indistingibilitat, doncs en una teoria dos elements es
consideren iguals si s6n indistingibles a un cert nivell. Les relacions d’equivaléncia
icllz‘aussiques s6n massa rigides per modelitzar aquest tipus d’igualtat i d’aqui la
necessitat d’introduir les relacions d’equivalencia difuses.

L’as de relacions difuses no és per tant una rentincia al rigor i exactitud, siné
que és un enriquiment voluntari, necessari i natural del concepte d’igualtat, que
en permet un estudi més precis 1 real.

Jaen 1901, H. Poincaré [Poincaré, H. (1943)] es va interessar per aquest tipus
de qiiestions: Planteja que en el moén fisic (real) igual vol dir indistingible, doncs
quan s’afirma que dos objectes sén iguals, I’anic que es pot assegurar és la impossi-
bilitat de distingir-los. Aquesta consideracié porta a la paradoxa que dos objectes
A, B poden ser iguals (indistingibles), I'objecte B pot ser igual (indistingible) a

C, perdo A i C poden ser diferents (distingibles). Es a dir: es pot donar la situacié:
A=B 1 B=C(C, pero A#C.

Per tant H. Poincaré afirma la no transitivitat de la relacié d’igualtat en el mén
fisic.

La no transitivitat de les relacions d’igualtat no és un fenomen estrany i1
exclusiu del mén fisic, siné que es dona en les més variades arees del coneixe’me‘nt.
(Citem, com exemple, la sinonimia a la Lingiiistica). .

Aquest tipus de consideracions pérten aE. Tfi]las a donar la segiient definicié:
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Definicié 0.1.1. (Trillas). Donat un conjunt X, univers de discurs, un generador

d’indistingibilitat en X és una aplicacidé
E:XxX—->1L

tal que satisfa
0.1.1.1. E(z,z) > A
0.1.1.2. E(z,y) = E(y,z).

0.1.1.3. E(z,y) * E(y,2) < E(x, 2).

qualsevol que siguin z,y,z en X i on (L, <) és un conjunt parcialment ordenat,
(L, *) un semigrup i A € L un element distiﬁgit de L.

En models probabilistics, possibilistics, en ’estudi de logiques multivaluades
1 en altres contextos que es veuran més endavant, L és l’interval unitat amb
I’ordenacié usual 1 s'imposa la compatibilitat entre 1’ordenacio i I'operacio *. Es

fa interessant per tant estudiar el seglient tipus d’operadors d’indistingibilitat:

Definicié 0.1.2. (Trillas). Donada una t-norma T i un conjunt X, una T-indistin-

gibilitat en X és una aplicacié E : X x X — (0, 1] que satisfa, per tot z,y,z de X
0.1.2.1. Reflexivitat E(z,z) = 1.
0.1.2.2. Simetria E(z,y) = E(y,z)."
0.1.2.3. T-transitivitat T(E(z,y), E(y,2)) < E(z, 2).

Reflexivitat i simetria semblen propietats naturals a imposar a una estructura
que modelitzi el concepte d’equivaléncia difusa.

La transitivitat és la propietat més delicada i mereix un comentari: Si s’inter-

preta E(z,y) com el grau de similitud o grau de relacid entre els objectes z,y, es

vol un llindar minim per E(z, z) coneguts E(z,y) i E(y,z) doncs no és raonable
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suposar, per exemple, que donats tres objectes el primer i el segon d’una banda 1
el segon i el tercer d’una altra siguin molt similars i, en canvi, el primer 1 el tercer

siguin molt diferents. Aquest llindar ve donat per la condicié 0.1.2.3.

En un altre context, i recordant que les t-normes s’usen per modelitzar la
conjuncié en logica multivaluada, es pot donar una segona interpretacié a 0.1.2.3.:
Si interpretem E(z,y) com el valor de veritat de la proposicié p(z,y) : ”z i y sén

similars” és a dir E(z,y) = v(p(z,y)), aleshores 0.1.2.3. afirma que:

v((p(z,y) Ap(y,z)) — p(z,z)) = 1.

Perque les relacions d’indistingibilitat siguin tils per a modelitzar diferents
igualtats, convé flexibilitat a ’hora de determinar el llindar minim en la transi-
tivitat. Aixo s’aconsegueix amb l'eleccié de la t-norma T (o més en general, de

P'operacid * en 0.1.1.3).

Aquesta eleccié és doncs el que caracteritza els diferents tipus d’igual-
tat 1 fa que les relacions d’indistingibilitat es puguin utilitzar en diferents con-

textos.

En aquest sentit cal recordar que si es tria la t-norma producte s’obtenen les

relacions probabilistiques estudiades per K. Menger [Menger, K. (1951)].

K. Menger va introduir aquestes relacions en el context dels espais metrics
probabilistics i E(z,y) s’interpret?t aqui com la probabilitat de considerar z 1 y
indistingibles.

Si es tria la t-norma de Lukasiewicz s’obtenen les semblances (likeness)
d’E. Ruspini [Ruspini, E. (1977)] usades ampliament en problemes de raonament
alg)roximat i tractament de la incertesa. La seva aplicacié es basa en que estan

relacionades amb metriques classiques com veurem més endavant.
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Si es tria la t-norma Minim s’obtenen les similituds de L. Zadeh [Zadeh,
L.A. (1971)]. Les similituds sén usades en Taxonomia perque estan intimament
relacionades amb arbres jerarquics: Donada una similitud E, la relacié classica 7z
esta relacionat amb y si, i només si E(z,y) > o” déna una particié, coneguda com
I'a-tall de E, i per tant els a-talls de les similituds son relacions d’equivaléncies

classiques.

D’altra banda, és facil provar que una relacié classica és una relacié d’equiva-
léncia si, 1 només si, és una T-indistingibilitat per qualsevol t-norma T'. Les rela-
cions d’indistingibilitat, per tant, generalitzen i engloben les relacions d’equivalén-

cia classiques.

A tota relacié d’equivaléncia classica R se 1i pot associar la distancia discreta
d = 1— R de manera que s’estableix una dualitat entre ambdds conceptes. Aquesta
dualitat es manté entre les relacions d’indistingibili'tJat 1 un tipus de métriques
generalitzades [Trillas, E., Alsina, C. (1978)] anomenades S-métriques. Els re-
sultats obtinguts en I’estudi de les relacions d’indistingibilitats i de les S-metriques
es poden dualitzar de manera que quedin enriquits semanticament. En particular,
es pot aplicar la intuicié geometrica que proporcionen les S-metriques a l'estudi

de les relacions d’indistingibilitats.

Les relacions d’equivaléncia classiques donen lloc a particions i d’aqui prové
la seva utilitat per a classificar. Reciprocament, tota particié té una relacié
d’equivaléncia associada. Perque una relaci6é d’igualtat difusa sigui util per a clas-
sificar, cal que se li pugui associar una particié difusa. D’altra banda sorgeix el
problema reciproc: com ha de ser una particié difusa perqué tingui associada una

.relacié d’indistingibilitat de forma natural.

En aquest sentit destaquem els treballs de J. Jacas i L. Valverde (per exemple
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[Jacas, J., Valverde, L. (1990)] on es caracteritzen aquest tipus de particions, es

defineix que vol dir classificar respecte d’una S-meétrica i es completa aixi el segiient

triangle
T-indistingibilitats
S-metriques ~ ———— m-particions
0.2. Generacio i representacié de relacions d’indistingibilitat. Estat previ a

aguesta memoria.

Hi ha basicament dos métodes de generar relacions d’indistingibilitat: via

Max-T i via el Teorema de Representacio:

a)

b)

Per a la generacié via Max-T es parteix d’una relacié reflexiva i simeétrica
1 es calcula la seva clausura T-transitiva (veure capitol 1). El fet de partir
d’una relacié reflexiva i simetrica fa que aquest metode sigui util en processos
d’aprenentatge i, en general, en estructures on les dades es representen
mitjancant una matriu de dissimilitud.

Un aspecte positiu del meétode és la continuitat: petites distorsions en les
dades distorsionen poc la T-indistingibilitat obtinguda.

Tanmateix, la implementacié d’aquest metode, d’una banda requereix un gran
nombre de calculs i memoria i d’una altra provoca el problema, no desitjat en

general, del ”chaining” (veure capitol 2).

En [Valverde, L. (1985)] es demostra un Teorema de Representacié de

T-indistingibilitats que déna un meétode per a generar-les. A grans trets, el
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Teorema estableix que tota familia de subconjunts difusos d’un conjunt X
genera de forma nafcural una T-indistingibilitat en X i, reciprocament, que
tota T-indistingibilitat es pot generar d’aquesta manera.

La primera part del Teorema déna un métode per a generar T-indistin-
gibilitats que necessita menys calculs 1 memoria que ’anterior 1 que és es-
pecialment 1til en el reconeixement de formes: si interpretem una familia
de conjunts difusos com els graus d’adequacié dels elements a determinats
prototipus, ens permet generar una T-indistingibilitat a partir d’aquests
graus d’adequacié.

D’altra banda el Teorema també permet generar T-indistingiblitats a partir
de relacions reflexives 1 simetriques: Si R és una tal relacid, en un conjunt X,
podem considerar la T-indisintibilitat RY generada per les columnes de R, és
a dir per la familia (R(z,-))zex. RY es pot considerar com la clausura de R

en el context del Teorema de Representacid.

El fet que tota T-indistingibilitat es pugui generar mitjangant una familia de
conjunts difusos fa el Teorema especialment util per a emmagatze-
gament d’aquestes relacions: Si una relacié pot ser generada per un nombre petit
de conjunts difusos, sera més economic emmagatzemar aquests conjunts que no

pas la seva matriu.

Donat que diferents families poden generar la mateixa T-indistingibi-
litat E, és convenient introduir la definicié de dimensié de E [Jacas, J. (1987)]
com el minim dels cardinals dels indexs de les families que generen E. Una familia

indexada amb un conjunt de cardinal la dimensié de E es diu un sistema minimal

de generadors o una base de E.

Sorgeix el problema de determinar la dimensié i una base d’una T-indistingibi-
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litat donada.

En aquest sentit en [Jacas, J. (1988)] es caracteritzen les T-indistingi-
bilitats unidimensionals quan T és una t-norma arquimediana o el Minim i es
troben algorismes facilment implementables per a la determinacié d’una base en

aquest ultim cas.

També es fa un estudi del conjunt de generadors d’una T-indistingibi-

litat algebraicament i topologicament [Jacas, J. (1987)].

0.3. Aportacions de la memoria.

Aquesta memoria es proposa aprofondir en 'estudi de l.’estructura de les rela-
cions d’indistingibilitat.

Esta dividida en cinc capitols, el primer dels quals conté les definicions i
propietats basiques de les T-indistingibilitats, les S-metriques i la seva dualitat via

ternes de De Morgan.

Al capitol 2 s’estudien les relacions d’indistingibilitat a través del producte
Max-T.

Es prova en primer lloc que el conjunt de relacions difuses d’un conjunt
donat, amb aquest producte, té estructura de semigrup topologic ordenat i

es treuen consequencies d’aquest resultat.

L’obtencié de T-indistingibilitats com a clausures T-transitives de relacions
reflexives 1 simetriques produeix el conegut chaining: element mél_t ”allunyats”
entre si en un principi, poden acabar en una mateixa classe d’equivaléncia. Aqui
s’aprofitara aquest efecte per a definir el grau de pertinenga d’un element a una
classe i el grau de consisténcia d’una classe calculant la ”distancia mitja” dels

seus elements.



Les diferents justificacions teoriques que es donen generalment del producte
Max-Min 1 de les clausures Min-transitives es basen en la Teoria de grafs o en
clausures de relacions classiques. Aquestes justificacions sén dificilment general-

itzables a altres t-normes.

Donada una relacié difusa reflexiva i simétrica R en un conjunt X, el valor
R(z,y) es pot interpretar com el grau de proximitat entre = i y i aquest és un
concepte topologic. Explotant aquest fet es defineixen uns conjunts d’entorns que

donen a X l'estructura d’espai Vp.

En aquest context, els productes Max-T s’identifiquen amb operadors de
clausura d’aquest espai.
Aquesta aproximacié topologica als productes Max-T en déna una

justificacié teorica i en permet una millor comprensid.

Els resultats del capitol es dualitzen per a permetre 'estudi de les relacions

de dissimilitud i les S-metriques via el producte Min-S.

El capitol 3 estudia les T-indistingibilitats i les S-metriques a través del Teo-

rema de Representacié de L. Valverde.

Identificant els conjunts difusos d’un conjunt X de cardinal n amb punts de
[0,1)", es déna una interpretacié geomeétrica al conjunt de generadors d’una
T-indistingibilitat E, que permetra determinar una base i la dimensié de £

si T és una t-norma arquimediana.

La interpretacié geometrica és especialment senzilla en els casos en que la t-
norma és la t-norma de Lukasiewicz o el producte. En el primer cas el conjunt de
generadors és la part d’un prisma continguéa en [0,1]" i en el segon la part d’una
piramide de vértex l’origen de coordenades continguda en [0, 1]". En ambdos casos

es pot trobar una base formada amb punts de les arestes, 1 el seu calcul es redueix
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basicament a la resolucié d’un sistema d’inequacions lineals especialment senzill.

Aquests resultats, junt amb els de [Jacas, J. (1990)] per similituds, clouen
practicament el problema de determinar una base i la dimensié d’una T-indistingi-

bilitat (i, dualment, d’una S-métrica).

D’altra banda es demostra un Teorema de Representacié (analeg al de
L. Valverde) per métriques classiques (tota métrica classica es pot generar
per una familia de funcions reals 1, reciprocament, tota familia de funcions reals
genera una metrica). Té per tant sentit parlar també de bases 1 dimensions de
metriques classiques i es demostra que la metrica derivada de la norma 1 a R?
és bidimensional, la métrica derivada de la norma oo a R™ és n-dimensional i la

metrica euclidea a R™ (n > 2) té dimensid infinita.

Es déna la segiient interpretacié geométrica de la dimensié d’una S-

metrica (dualitzable a T-indistingibilitats i generalitzable a métriques classiques):

Si m és una S-metrica en un conjunt X, la dimensié de m és el minim n € N

tal que X és isometric [Trillas, E., Alsina, C. (1978)] a un subconjunt de [0, 1]™.

Aquesta interpretacié geometrica justifica el nom de dimensio.

Per raons d’economia en ’emmagatzement, convé que la dimensié d’una T-
indistingibilitat sigui baixa. Es demostra que si E és una T-indistingibilitat (T-
arquimediana) definida en un conjunt X de cardinal n, aleshores la dimensié de
E és menor o igual que la part entera de Ezﬁ 1 aquesta fita és assolible per cada
n € N. |

Aquest resultat també val, per dualitat, per S-metriques 1 per

metriques classiques.

Cal fer esment que [Wolfe, (1967)] va demostrar (en un altre context i amb

meétodes diferents) que la dimensié d’una metrica classica esta afitada per n — 2.
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El resultat d’aquesta memoria millora aquesta fita considerablement.

Tanmateix, ﬂlzﬂ es un nombre molt gran. En moltes situacions, com per
exemple en el cas en que la T-indistingibilitat s’hagi obtingut per clausura Max-
T d’una relacié reflexiva i simetrica, es pot veure que en general la dimensié és

considerablement menor.

Escrivint explicitament les condicions que ha de complir la clausura T-transi-
tiva E d’una relacid reflexiva i simetrica s’explicita el conjunt de generadors de E i
a partir d’aqui s’obté un nou metode per calcular la clausura T-transitiva,
que-alhora en determina una base. Ultra les seves aplicacions practiques, aquest
metode té 'interés teodric d’apropar les dues formes basiques de generar T-indis-
tingibilitats.

Per tltim, es demostra que una T-indistingibilitat £ en un conjunt X (T-
arquimediana) determina una relacié de betweenness en X en el sentit de K.
Menger. El cardinal d’aquesta relacio esta intimament lligat a la dimensié de E.

En [Jacas, J. (1988)] es demostrAa. que E és unidimensional si, i només si, la
relacié de betweenness és total; és a dir, si el cardinal de la relacid és 2(?)

La determinacié d’una fita inferior al cardinal de les relacions de between-
ness determinades per T-indistingibilitats resulta ser equivalent a la resolucié d’un
problema combinatori obert de P. Turan [Turdn, P. (1954), Erdés, P. (1981)].
Aquesta equivaléncia es prova a través de formulacions geomeétriques del problema.

D’aquesta maﬁera s’obre una nova via geometrica per a resoldre un problema
que prové de la teoria d’hipergrafs i que ha estat profusament atacat, sense exit,

des de la seva formulacié.

Al capitol 4 es defineixen els Morfismes de métodes de classificacié com

a eines per poder comparar-los i relacionar-los.
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Sien un conjunt X tenim dues classificacions, sembla interessant tenir algun
metode per a comparar-les. D’altra banda si els conjunts X,Y estan relacionats
entre si, sembla natural també suposar que classificacions en X i en Y també ho

estiguin.

Aquests raonaments han portat a la necessitat d’introduir els morfismes

d’aquest capitol.

D’altra banda, els productes Max-T generen metodes de classificacid que es

veura que estan relacionats per morfismes quan T < T".

Les particions dun conjunt X associades a T-indistingibilitats
(M, -particions) donen en general tantes classes (clusters) com elements de X. Si
bé aquest fenomen és justificable des del punt de vista teoric, és lluny de la idea
intuitiva de particid.

En el capitol 5 es tracta de la qliestié de reduir coherentment el nombre de
clusters mitjancant la introduccié de relacions d’indistingibilitat no necessariament

reflexives.

En aquestes relacions, el valor E(z,z) es pot interpretar com el grau de

coheréncia de z.

D’altra banda, si considerem un a-tall de £ amb a > E(z,z), resultara que
z no quedara recobert. Per tant E(z,z) es pot interpretar també com el grau

d’existéncia de z.

Per tal de poder generar aquest tipus de relacions es demostra un Teorema
de Representacié de T-indistingibilitats no necessariament reflexives analeg al
de L. Valverde.

Al dualitzar una T-indistingibilitat no necessariament reflexiva, s’obté una
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