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2. T-indistingibilitats via Max-T. S-metriques via Min-S.

2.1. Introduccid.

El producte Max-T, T una t-norma, és un dels meétodes meés usuals de

generar T-indistingibilitats i aqui sera analitzat des d’aquest punt de vista.

En la seccié 2.2. és donen les principals propietats del producte Max-T. En
particular el conjunt Rx de relacions difuses en un conjunt X amb l'operacid
Max-T és un semigrup topologic i ordenat.

Calcular la clausura Max-Min d’una relacio reflexiva i simétrica es equivalent a
fer el single linkage dels seus a-talls. L’efecte de cadena -chaining- que produeix
aquest metode és considerat en general com no desitjable. En la seccié 2.3. en
canvi, s’aprofitara aquest efecte per a definir el grau de pertinenga d’un objecte

a una classe i el grau de consisténcia d’aquesta.

El producte Max-Min té justificacions teoriques (via teoria de conjunts o
teoria de grafs, per exemple) que dificilment es poden generalitzar per a justificar
el producte Max-T amb T arbitraria. A la seccié 2.4. es donara una aproximacid

topologica natural al producte Max-Min que es generalitzara al producte Max-T.

Els productes Max-T queden identificats en aquest context amb operadors de
clausura en espais de tipus Vp [Schweizer, B.; Skl_ar, A. (1983)].

D’aquesta manera es t€ una aproximacio topologica que déna substracte teoric
al producte Max-T.

El producte Min-S és dual al producte Max-T com es fa pales a la secci6 2.5.
on es dualitzen els principals resultats de les seccions anteriors.

Els productes Max-T i Min-S donen lloc a metodes de classificacié subdom-

inants que seran estudiats i relacionats al capitol 4, després d’introduir els mor-
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fismes de métodes de classificacié.

2.2. Producte Max-T. Propietats.

En aquesta seccié es ddéna la definicié 1 principals propietats del producte
Max-T. Si Rx és el conjunt de relacions difuses en un conjunt X, aleshores Ry té
estructura de semigrup ordenat i topologic amb l'operacié Max-T. El subconjunt
de relacions reflexives 1 simétriques Bx és un subsemigrup de Rx. L’associativitat
permet definir el producte n-éssim d’una relacié R, que convergeix o s’estabilitza,
en el cas en qué R és de By, en la seva clausura transitiva RT. La continuitat del
producte Max-T assegura que petites variacions en les dades d’una relacié donen
lloc a petits canvis en els seus productes i en especial en la seva clausura transitiva,

si és de By.

Definicié 2.2.1. Donada una t-norma T, el producte Max-T, M or N de dues

relacions difuses M, N en un conjunt X és la relacié en X definida per

(M or N)(z,y) = ng(T(M(:c, z),N(z,y)) Vz,y € X.

Sigui Rx el conjunt de relacions difuses en X.

A Rx definim la distancia d del suprem:

Definicié 2.2.2. VM, N € Ry

d(M,N) = sup [M(z,y) - N(z,y).
z,yeX :

Lemma 2.2.3. d és una distancia en Rx i per tant (Rx,d) és un espai metric.

Demostracié. El suprem de distancies és una distancia (Lema 3.6.2). |
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Teorema 2.2.4. Sigul T una t-norma i Rx el conjunt de relacions difuses en el

conjunt X. Rx amb el producte Max-T té estructura de semigrup topologic i

ordenat.
Demostracié. Es conseqiiéncia de Pestructura ([0, 1], T):

a) associativitat:

(M o (N o P))(:c,y) = ng(T(M(xaz)a(N o P)(Zay))) =

= sup ( (M(z, 2), sup(T(N(Z t), P(t,y))))
zeX

= sup (sup(T(M(w,Z),T( (2,1), P(t,))))

)
)
)
)

= sup (sup(T(T(M(:v z), N(z,1)), P(t,y)))
z€X

i

= sup (sup(T( (M(z,z2),N(z,1)), P(t,y)))
teX \zeX

= sup (T(sup(T(M(z.2), N(a, ), P(t.1)) =

teX z€X
= sup (T((M o N)(z,1), P(t,y))) = (M o N) o P)(z,y).

b) element neutre: La relacié identitat I(z,y) = 6.

c) continuitat: Com que T esta definida en un compacte, aleshores T és uni-

formement continua. Per tant es té

Ve > 0 36 > 0tal que Ym,n,a,b € [0,1]

Max(Jm — al,|n — b]) < 6§ = |T(m,n) — T(a,b)| < e. (%)

Volem demostrar que donades dues relacions A, B de Rx es compleix

Ve > 0 36 > 0tal que VM,N € Rx
Max(d(M — A),d(N - B))<é=d(MoN,AoB) <.
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Donada una € > 0 agafem una é > 0 que satisfaci (*):

dMoN,AoB)= Sup fg)g(T(M(w, z), N(z,y))) — zsg)g(T(A(x, z), B(z,y)))

< sup sup |T(M(z,z2),N(z,y)) — T(A(z,2), B(z,y))| <e.
z,y€X z€X

d) monotonia: M < M', N € N' = MoN < M' o N' Es conseqiiéncia

immediata de la monotonia de T'. =

Corol.lari 2.2.5. El conjunt Bx de relacions reflexives i simétriques en X és un

subsemigrup topologic ordenat de Rx.
Demostracié.  Trivial. ‘ [ ]

Proposicié 2.2.6. Un isomorfisme f de t-normes f : ([0,1},7) — ([0,1],T"), in-

dueix un isomorfisme f : (Rx,Max —T) — (Rx,Max -T").

Demostracié. Donada A € Rx definim f(A):
(W) (@) = f(Ay) VeyeX
(f(Aor B))(z,y) = f(Aor B)(z,y) =
= f(sup(T(A(Iv Z)’ B(Z, y)))) =
zeX
= sup(f(T(A(z, z), B(z,y))) =
z€X ;
= fg)lg(T'(f(A(% 2)), f(B(z,y)))) =
= jgg(T'((f(A))(w, z2),(f(B)), (2,9))) =
= ((f(A)) o (f(B)))(z,y)-m

Donada ’associativitat del producte Max-T es pot, definir per cada n € N la

poteéncia n-éssima d’una relacié M:

My=MoMo...oM.

n vegades
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Proposicié 2.2.7. Donat n € N aplicacié

RXHRX

M — M7
és continua 1 creixent.
Demostracid. Es consequeéncia de 2.2.4. ]

Definicié 2.2.8. Sigui M una relacid reflexiva 1 simeétrica en X i T una t-norma.

La clausura T-transitiva (6 T-clausuré.) MT de M és

MT = sup MZ.
neN

Si X és finit, de cardinal s, aleshores es pot demostrar que

MT =  sup M}
n€{1,2,...,s} )

D’altra banda M7 és una T-indistingibilitat i si E és una T-indistingibilitat

tal que M < E < MT, aleshores E = M7T.

Proposicié 2.2.9. La T-clausura és una aplicacié continua i creixent.

Demostracié. Es composicié d’aplicacions continues i creixents. [ |

Les seglients proposicions i corol.laris sén trivials, perd importants. Al capitol

4 tindran una interpretacio en el context del Cluster Analysis:

Proposicié 2.2.10. Si T, T’ sén dues t-normes tals que ' < T' i M, N relacions en

X, aleshores

MOTNSMOTIN

32



Corol.lari 2.2.11. Si T < T", aleshores MT < MT"

Si M < N, aleshores MT < NT.
" Tenint en compte que T' < Min, per qualsevol t-norma T.

Corol.lari 2.2.12. MT < pMin

2.3. Clausura Max-T.

Definici6 2.3.1. - Sigui M una relacié difusa reflexiva i simeétrica en un conjunt X

i a€{0,1]. La relacié classica R, en X definida per
tRyy si,inoméssi M(z,y) >«

és una relacié reflexiva i simetrica i1 per tant dona lloc a un recobriment de X que

s’anomena ’a-tall de M.

Cém és habitual identificarem una relacié amb el recobriment que indueix.

"En aquest cas R, amb l'a-tall.

Lemma 2.3.2.
(1) @ > B = o-tall de'M més fi que S-tall de M.
(i1) O-tall de M = {X}.

(iii) M > N = a-tall de N més fi que a-tall de M.

Demostracié. Trivial. : B |
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En general, si R és una relacié classica reflexiva i simeétrica en un conjunt X,
la clausura transitiva R de R es defineix com la menor relacié d’equivaléncia en X

que conté R.

Si X es finit, R es pot calcular pel métode de single linkage:

Definicié 2.3.3. Sigui R una relacié reflexiva i simétrica classica en X. Dos el-

ements a,b de X direm que estan relacionats per single linkage (respecte R) i
escriurem z Rb si, 1 només si, existeix una cadena zg, zy,...,z, d’elements d’X tal

que z9 =a, z, =biz, Rz;, 1=1,2,...,r.

Es clar que R és la clausura transitiva de R.

Sén ben coneguts els segiients dos importants Teoremes:

Teorema 2.3.4. Sigui M una relacié difusa reflexiva 1 simeétrica en X. M és una

similitud (i.e. M = MMi“) si, 1 només si, Va € [0,1] 'a-tall de M és una particié

(i.e. Ry és una relacié d’equivaléncia).

Teorema 2.3.5. Sigui M una relacié difusa reflexiva i simeétrica en X, o € [0, 1].
La clausura transitiva de ’a-tall de M coincideix amb 'a-tall de la clausura via

Max-Min (MM™) de M.

Demostracié. [Defays, D. (1975)). u

Per tant, calcular la clausura Max-Min d’una relacio difusa reflexiva i simetrica

M equival a efectuar single linkage de tots els a-talls « € [0,1] de M.

El procés de single linkage produeix 'anomenat efecte cadena que moltes ve-
gades es considera no desitjable ja que elements en principi "molt allunyats” entre

si, mitjangant una cadena "cauen” en la mateixa classe d’equivaléncia. Aquest
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efecte s’aprofitara aqui per a definir la distancia a nivell o entre dos elements d’X

i la longitud {((M) d’una relacié M.

Donada una relacié reflexiva i simétrica M en X, la seva longitud permetra
caracteritzar el menor r € N tal que My, =M Min

Fins al final de la seccié, X sera un conjunt finit de cardinal n.

Definicié 2.3.6. Sigui M una relacié difusa reflexiva i simetrica de X. Donat

a€[0,1]i a,b de X definim
minim{r € N | 3z¢,z;,...,2z, € X amb 7y = q,
vYala, b) = , g, =b i M(zi—1,2;)>ai=1,2,...,r}, siaRyb
n+1, altrament

Yo ens medeix el grau de relacié o concatenacié de dos elements a nivell a.

Proposicié 2.3.7. Donat « € [0, 1], l’aplicacié
do: X xX >R

(a3 b) - da(a7b) = 7a(a> b) -1

és una distancia no necessariament separadora.

Definicié 2.3.8. Donat « € [0,1]

1

deg_(a,b) = { Yala,b)’
0 ’ altrament

si Ya(a,b) <n+1

es dira el grau de relacié d’aib de X a nivell a.

Propietats 2.3.9.

(i) 0 < dego(a,b) < 1

(ii) degy(a,a) =1
(i11) deg,(a,b) = deg,(b, a)
(iv) deg,(a,b) = 1 si, i només si, M(a,b) > «

(v) a > B = deg, < degg
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Demostracid. Trivial. ]

En particular, donats a 1 M, deg, és una relacié difusa reflexiva i simeétrica

en X.

Donats una relacié difusa reflexiva i simetrica M en X, « € [0,1] i un element
a € X, sigui @ la classe d’equivaléncia de R, a la qual pertany a. Anem a definir el

grau de pertinenga d’un element a la seva classe i el grau de consisténcia d’aquesta:
> degy(a,b)

bea
#a

de pertinenga de a a la seva classe.

Definicié 2.3.10. pq(a) = on #a és el cardinal de a 1 es dira el grau

Es clar que si 0 < po(a) < 11 per tant p, és un conjunt difas de X.

Z:_pa(b)
bEa

#a

Definicié 2.3.11. cq(a) = es dira el grau de consisténcia de la classe

a.

El Teorema 2.3.4. es pot reescriure de la segient manera:

Teorema 2.3.12. Sigui M una relacié difusa reflexiva i simeétrica en X. Les

segiients afirmacions sén equivalents:

(1) M és una similitud (i.e. M = MMin),
(ii) Ya € [0,1] po = 1.

(iii) Vo €[0,1]ca = 1.

i

Les definicions i propietats exposades fins ara en aquesta seccid es generalitzen
a t-normes arbitraries:
L’associativitat d’una t-norma T permet definir T'(a3,asg, ..., ay):
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Definicié 2.3.13. Donada una t-norma T, es defineix T(a) = a Va € [0,1] i per

n 2> 2 recurrentment

T(a1,as,...,a,) = T(a1,T(az,...,a,))Vas,as,...,a, € [0,1].

Definicié 2.3.14. Sigui M una relacié difusa reflexiva i simetrica en X. Donat

a € [0,1]a,b € X i una t-norma T definim

minim{r € N | 3z¢,21,...,2, € X amb 2 = a,z, = b1 si existeix
T T(M(zg,z1), M(21,22),...,M(z;_1,2,)) 2 @}, una tal
Yo (@, d) .
«cadena.
n+1, altrament .

P_roposicic') 2.3.15.

(i) dI =~ — 1 és una distancia no necessariament separadora en X.

(i) a > B = dl > df
(i) T>T = d¥ <dT
Demostracid. Trivial. ' [ ]

Teorema 2.3.16. M és una T-indistingibilitat si, i només si, yX(a,b) =lon+1

Va,be X, Va € [0,1].

Demostracié. =) Si Ja,b € X amb vI(a,b) # 1, n + 1, aleshores 3¢ € X amb
v m(a,c) = 2. Si calculem M%, aleshores 72 y2(a,¢) = 1. Perd MZ = M.
Contradiccié.

<) Si M no és una T-indistingibilitat, aleshores M% # M i per tant Ja,b € X
amb M(a,b) < M2(a,b) = a.
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Per tant 73’M(a, b)=2+#1,n+1. | ' [ |
D’altra banda 7, ens permetra trobar una cota al menor enter r tal que

1 ce e, . . ) N .
M, = Myt per M reflexiu i simétrica, és a dir a la ”distancia” de M a la seva

clausura Min-transitiva.

Definicid 2.3.17. Sigui M una relacid difusa reflexiva i simétrica en X. (M) =

0sz1€>§( {7al(a, b) # n + 1} es dira la longitud de M.
Oa’E[O,l]

Lema 2.3.18. Donat a € [0,1], si M{; (a,b) > a i My (b,c) > «, aleshores

+
My (a,¢) > a.

Demostracié. M7 (a,c) = sup, e x(Min(MP(a, z), M9(z,c)) >

> Min(MP?(a,b), M1(b,c)) > «a. u

Teorema 2.3.19. Donada una relacié difusa reflexiva i simetrica M en X, sigui p el

menor natural tal que 27 > I(M). Si r és el menor natural tal que M, = My},

aleshores r < p + 1.

Demostracid. Si a,b € X estan relacionades per single linkage a nivell a € [0,1] 1

Yo(a,b) = k, es té una cadena z¢, z1,. ..,z d’elements de X amb z¢ = @,z = b1
M(a,z1) 2 a, M(z1,22) > a,...,M(zr-1,0) > a.
Pel lema 2.3.18

M (a,29) > o, M (22,24) > @, ..., Mig, (Th—2,b) > @, sik és par

MI%/Iin(aa 172) 2 a, MK/Iin(‘T?’x‘i) Za,... 1M1%/Iin($k—37xk—1) 2 a,
M (zk—1,b) > @, si k és impar.
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Per tant, si [(M) = k és par, aleshores I(MZ; ) < % i

si (M) = k és impar, aleshores {(MZ;) < %ﬂ

Inductivament i tenint en compte que {(Myy;,) = 1 s’obté el resultat. |

Exemple 2.3.19. Sigui X = {a1,a2,a3,a4,0a5,a6} 1 M la relacié difusa reflexiva 1

simetrica en X donada per la segiient matriu:

[\

1 0,5 0,94 0,
0,5 1 0,33 0,
0,94 0,53 1 0,

0,19
0,38
0,2
0,15
5 1

0,14

> 00
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\.O
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Per a = 0,8, degy vé donada per la segiient matriu:

D08=

’

N O = O
S OoCO O O
W= O = O
= O = O
o OO OO
— O W O

+

{z1, 23,74, 26} és una classe d’equivalencia de Ry s.

Els graus de pertinenga d’aquests elements sén:

po,s(z1) = 34;5 = 0,875
posles) = 22 = 0,70
Pos(zq) = §4—5 =0,875
po,s(ze) = 2’4£ =0,70

El grau de consistéencia d’aquesta classe a nivell 0,8 és

0,875+ 0,704+ 0,875+ 0,70
co,8({z1,23,74,26}) = 4 ; =0,791.
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D’altra banda, {z1,%3,24,26} també és una classe d’equivaléncia de Ry s i

es té

po,es(wl) = Po,es(ﬂfa) = P0,8(934) = Po,s(xe) = co,8({z1, z3, 336}) =1

2.4. Aproximacié topologica al producte Max-T.

Si M és una relacié difusa reflexiva i simétrica en un conjunt X, per cada
parella p,q de X M(p,q) es pot interpretar com el grau de similitud o proxi-
mitat entre p i ¢. De fet, és la interpretacié que és déna quan es fa servir M per

a classificar els elements de X.

Donat que el concepte de proximitat és topologic és natural donar una
estructura topologica a X através de M. Aquest punt de vista permetra identificar

els productes Max-T amb operadors de clausura d’uns certs espais de tipus Vp.

Donada una relacié difusa reflexiva 1 simetrica M en un conjunt X, si inter-
pretem M(p,q) com el grau de proximitat entre p i ¢, p,¢ € X, fixat un nivell
a € [0,1] és natural identificar els elements p,q de X tals que M(p,q) > a. Aixo

porta a definir els entorns d’un punt p de X de la seguent manera:

Definicié 2.4.1. Donat a € [0,1] fixat, per cada h € (0,1] Ng(h) és I'entorn de p

donat per

Ng(h)={q€ X | M(p,q) > a — h}

Es trivial provar que si U,V sén entorns de p, aleshores existeix un entorn W
de p tal que W C U N V. Per tant X té 'estructura d’espai Vp [Schweizer, B.,
Sklar, A. (1983)].
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Proposicié 2.4.2. L’estructura definida a X és una topologia per cada a € [0, 1]

si, 1 només si, M és una similitud.

Demostracié. Hem de veure que si ¢ € Ng(h), aleshores existeix A’ € [0,1]
tal que N C NJ(h). Si agafem h' = h, si £ € NZ(h), aleshores M(z,p) >
Min(M(p, ¢), M(g,z)) 2 Min(a — h,a — h) = a — h i per tant z € NJ(h). |

En el context de la teoria dels espais Vp definim el concepte de contigiiitat.

Definicié 2.4.3. Donat A C X, p € X és contigu (a nivell a) a A si, i només si,

existeix q¢ € X tal que M(p,q) 2 a.

El concepte de contigiiitat permet definir una clausura de Cech C* en el

conjunt P(X) de les parts de X:

Definicié 2.4.4. C®: P(X) — P(X) ésl'aplicacié que a cada subconjunt A de X

li assigna el conjunt C°(A) d’elements contigus a A (a nivell o).

Propietats 2.4.5. Donats A, B de P(X) i a,a' € [0,1]

24.51. C*(0) =10

2.4.5.2. C*(AU B) = C*(A) U C*(B)
2.4.5.3. A C C*(A)

2.4.54. AC B = C°%(A) C C*(B)
2455, C*(A) = | C*({p))

pEA
2.4.5.6. a > o' = C%A) C C¥(A)

Demostracié. Standard. _ [ ]

41



Els conjunts A C X tals que C*(A4) = A4 es diuen C*-tancats.
Per tal de construir una topologia en X definim un operador de clausura C§

de Kuratowski en P(X):

Definicié 2.4.6. C% : P(X) — P(X) és I’aplicacié que a cada subconjunt A de

X 1i assigna el conjunt Cg(A) interseccié de tots els conjunts C*-tancats que

contenen A.

Propietats 2.4.7. Donat A € P(X)

2.4.7.1. M és similitud si, i només si, C* = C% Va € [0, 1]
2472. ACC*A) CcCg(A)

2473, (C*)"(4) C CF(A), on (C*)*(4) = C(C(...C*(A4)))

-—
n vegades

2.4.74. C2(A) = {z € X | In € N tal que € (C*)"(A)}.

Demostracid.

2.4.7.1 és conseqilencia de la Proposici6 2.4.2.

2.4.7.2 1 2.4.7.3. sén trivials

2.4.7.4 Sigui M = {z € X | 3n € N tal que z € (C*)"(4))}
(i) M C C#(A): si x € M, aleshores existeix un n € N tal que T €
(C*)*(A)iper 24.73. z € C§(A).
(i1) C$(A) C M: N’hi ha prou de veure que M és C'*-tancat, que és
conseqiiencia immediata de 2.4.5.3. |

De la proposicié 2.4.7.4 es dedueixen les seglients proposicions:

Proposicié 2.4.8. Sigui X finit de cardinal s. Aleshores

(C*)"=C% sin>s.
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Proposicié 2.4.9. Donats p,q € X, o bé Cg({p}) = C%({¢q}) o bé C%L({p}) N
Cx({a}) =0.

Per tant C'% defineix una particié en X. Si R és la relacié d’equivaléncia en

X associada a aquesta particid es té

Proposicié 2.4.10. R és la relacié d’equivaléncia obtinguda per single linkage a

nivell a de 'a-tall de M.

Proposicié 2.4.11. Donats n € Nip,q € X,

.

Mytin(P,¢) = inf {a € [0,1] | ¢ € (C*)"({p})} .
Aquestes proposicions, en especial I’ltima, donen una aproximacié topologica
al producte Max-Min identificant-lo a clausures de Cech, que es generalitzara tot

seguit al producte Max-T amb T una t-norma arbitraria.

Donada una relacié difusa reflexiva i simeétrica M en un conjunt X, una t-

norma 7 i un nivell « € {0, 1], per cada n € N es pot definir la seglient aplicacié:

C%’n : X — P(X)

p— C3™(p)
on C%’n(p) = {¢ € X | Jzo,21,...,2n € X tal que 29 = p,zn = ¢

1 T(M(-TO,:BI),M(SE],CCQ), s 7M($n—1,wn)) 2 O[}
En particular C3' (p) = {g € X | M(p,q) > a}.

L’aplicacié C7" definida en X es pot extendre a una aplicacié en P(X) de

forma usual:

Definicié 2.4.12.

C™: P(X) - P(X)

A- ™A = orm(p)
PEA
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Es facil de provar que C;" satisfa les propietats 2.4.5. En particular C3™ és
un operador de clausura de Cech en ’espai Vp definit en X pels entorns {N » tpex-

D’altra banda, si T = Min, aleshores C7" = (C*)".

També és facil de provar una proposicié analoga a la 2.4.8.:

Proposicié 2.4.13. Si X és finit, de cardinal s, aleshores

1 .
CF" = C%’"+ , sin>s.

La seguient Proposicié relaciona els productes Max-T de relacions reflexives i

simetriques amb operadors de clausura d’espais Vp:

Proposicié 2.4.14. Sigui M una relacié difusa reflexiva i simétrica en un conjunt

X. Donatsn € N1i1p,qg € X,

Mz (p,q) = inf{a € [0,1] | ¢ € C7"({p})}.

2.5. Producte Min-S. Dualitat.

El producte Min-S, S una t-conorma, de relacions difuses és un concepte dual

al producte Max-T com s’exposara en aquesta seccio.

El conjunt Rx de relacions difuses en un conjunt X, amb el producte Min-S
adquireix estructura de semigrup topologic ordenat i si (T, S,¢) és una terna de
De Morgan, aleshores hi ha isomorfia entre (Rx,Max —T') i (Rx,Min —S) com es

deduira de la dualitat existent entre els productes Max-T i Min-S.

Tot el tractat en aquest capitol pel producte Max-T es pot dualitzar al pro-
ducte Min-S i1 en aquesta seccié només s’indicara els resultats més importants

d’aquest procés de dualitzacio.
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En particular, aixi com el producte Max-T permet generar T-indistingibilitats
a partir de relacions reflexives i simeétriques, el producte Min-S genera S- métriques

a partir de relacions de dissimilitud.

Definicié 2.5.1. Donada una t-conorma S, el producte Min-S M os N de dues

relacions difuses M, N en un conjunt X és la relacié en X definida per

(M os N)(z,y) = inf (S(M(y,2), N(z,y)) Vz,y € X.

inf
z€X

Proposicié 2.5.2. Dualitat. Donada una terna de De Morgan (7T, S,¢) i dues

relacions difuses M, N en un conjunt X, se satisfan les seglients igualtats:

(5) (M or N) = (M) o5 p(N)
(i) ¢(M o5 N) = (M) or p(N) :

Demostracié. (de (i))
P(M o N)(z,y)) = ¢ sup(T(M(z, 2), N(z,y))) =

= sup(cpS(LpM(J?, Z)’ (pN(Z, y))) =
zeX

(S(eM(z,2),oN(z,y)) = (pM o5 oN)(z,y).m

inf
z€X
Conseqiiéncia directa d’aquesta dualitat és el segiient Teorema:

Teorema 2.5.3. Sigui S una t-conorma i Rx el conjunt de relacions difuses en

el conjunt X. Rx amb el producte Min-S té estructura de semigrup topologic 1

ordenat.
Demostracié. Es dual del Teorema 2.2.4. |

Corol.lari 2.5.4. El conjunt C(X) de relacions de dissimilitud de X es un sub-

semigrup topologic ordenat de (Rx,Min —S5).
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De fet noti’s que si (T, 5, ¢) és una terna de De Morgan, la proposicié 2.5.2.
implica que (Rx,Max —T) i (Rx,Min —S) sén semigrups topologics ordenats iso-

morfs.

Donada ’associativitat del producte Min-S, es pot definir

Mg ZMOSMOS.-.OSM,REN,MERX-

s

n vegades

que déna lloc a una aplicacié continua en Ry.

*

Definicié 2.5.5. La clausura S-transitiva m?® d’una relacié de dissimilitud m en

X és
m?® = inf mj.
neN
Si X és finit, de cardinal s, aleshores m® = inf ml.
me(1,2,...,s}

m?® és una S-meétrica en X 1si m' és una S-metrica tal que m > m' > m?,

aleshores m' = m?.

Proposici 2.5.6. L’aplicacio
C(z) - C(X)

m — m’

és continua.

Donat « € [0,1] a-tall d’una relacié de dissimilitud m en un conjunt X és

la relacié R, en X:

zR,y si,inoméssi m(z,y) < a.

R, és una relacié classica reflexiva i simeétrica i la seva clausura transitiva esta
lligada a la clausura Min-Max de m com s’explicita en els dos seguents Teoremes

duals dels 2.3.4 1 2.3.5.
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Teorema 2.5.7. Sigui m una relacié de dissimilitud en un conjunt X. M és una

ultrameétrica (i.e., m és una Max-meétrica) si, i només si, Va € [0,1] 'a-tall de m

és una particié (i.e., R, és una relacié d’equivaléncia).

Teorema 2.5.8. Sigui m una relacié de dissimilitud en X i o € [0,1]. La clausura

transitiva de ’a-tall de m coincideix amb 1’a-tall de la clausura Min-Max de m.

D’altra banda, les relacions de dissimilitud també donen lloc a espais Vp:

Definici 2.5.9. Si m és una relacié de dissimilitud, en un conjunt X, fixat o €

[0,1], per a cada h € (0,1] ng(h) és I'entorn de p € X donat per

ny(h) = {g € X | m(p,q) < a+h}.

Aquests sistemes d’entorns donen a X D’estructura d’espai Vp.
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La dualitat entre relacions reflexives i simétriques i relacions de dissimilitud

déna lloc als seglients Teoremes:

Teorema 2.5.10. Sigui (T, S,¢) una terna de De Morgan. Sigui M una relacié

difusa reflexiva i simeétrica en X i m la relacié de dissimilitud en X dual (i.e.,
m = @ o M i, per tant, M = ¢ om). Fixat a € [0,1] ’espai Vp determinat
per M amb els entorns N;* i I’espai Vp determinat per m amb els entorns ny ()

coincideixen.

Demostracid.

Ny (h) = {q € X|M(p,q) > o — h}

={ge X |poM(p,q) < p(a—h)}
i com que p(a — h) > p(a), si A’ = p(a — h) — p(a)

Ny (h)={g€ X | m(p,q) < ¢(a) + h' = ng(*(h')

Per tant cada entorn de p via M també és un entorn de p via m. Analogament es

prova que cada entorn de p via m és un entorn de p via M. g |

Definicié 2.5.11. Amb les notacions anteriors, donat A C X, direm que p és

contigu a A (a nivell «) si, i només si, existeix ¢ € X tal que m(p,q) < a.
Les clausures ¢® i ¢ es defineixen com a 2.4.4. 12.4.6. es té el seglien Teorema:

Teorema 2.5.12. Amb les notacions anteriors ¢ = C“’(.O‘), Cg = C'If-(a) .

En particular,

Corol.lari 2.5.13. m}, . (p,q) = sup{a € [0,1] | ¢ € (c*)*{p}}

Les clausures C7'" també es poden dualitzar per tal de caracteritzar els pro-

ductes Min-S per clausures d’espais Vp:
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Definicié 2.5.14. Donada una t-conorma S, es defineix S(a) = a Va € [0,1] i per

n 2> 2 recurrentment
S(al,az,...,an) = S(al,S(ag,...,an))Val,az,...,an - [0,1]

Definicié 2.5.15. Amb les notacions d’aquesta seccid, fixat n € N es defineix

g™ X - P(X)
p— 5" (p)
on cy'*(p) = {g € X | zo,21,...,2, € X tal que 79 = p, 2, = ¢ i

S(m(zo,z1),m(z1,22)s .., M(Tp=1,Za)) < a}.

Les aplicacions ¢}'® s’extenen a clausures definides en P(X).

Teorema 2.5.16. Amb les notacions anteriors

c(:,n — C;(a)sn
En particular,

Corol.lari 2.5.17. m?(p,q) = sup{a € [0,1] | ¢ € <™ ({p})}.

Els productes Min-S queden per tant relacionats amb operadors de clausura

d’espais Vp.
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