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4. Morfismes de Meéetodes de Classificacid.

It next will be right

To describe each particular batch:
Distinguishing those that have feathers, and bite,
From those that have whiskers, and scratch.

Lewis Carroll The Hunting of the Snark

4.1. Introduccid.

Per tal de classificar els elements d’'un conjunt X es poden usar diferents
metodes. Cada metode genera, en general, una classificacion diferent en X. Quina
és la millor? Evidentment no es pot donar una resposta objectiva a aquesta pre-
gunta 1 només experts poden contestar-la usant aspectes extra- teorics tals com
I’experiéncia i la intuicié.

Tanmateix, tant des dels punts de vista teoric com practic és 1til i interessant

-

comparar i relacionar diferents métodes de classificacid.

D’altra banda, si X,Y sén dos conjunts i els seus elements estan classificats
segons sengles metodes, és natural esperar alguna relacié entre aquest metodes en

el cas que els elements de X 1Y també ho estiguin.

Per tractar aquestes qilestions, en aquest capitol s’introdueix el concepte de
morfisme de meétodes de classificacio en el context de la Teoria de Classificacié

introduida per [Jardine, N., Sibson, R. (1977)].

En particular els productes Max-T i Min-S generen meétodes de classificacio i
es veura en quins casos es té un morfisme entre ells. D’aquesta manera es donara

una nova interpretacio a resultats del capitol 2.

Els recubriments difusos estan intimament relacionats amb relacions reflexives
i simétriques i en particular amb T-indistingibilitats.
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Es provara que el conjunt de recubriments difusos minimals simetrics en X
és un reticle isomorf al reticle de numerically stratified clusterings de X. Els mor-
fismes de meétodes de classificacié donaran lloc per tant a morfismes de recubri-

ments i a morfismes de relacions reflexives i simétriques i de T-indistingibilitats.

4.2. Morfismes de Métodes de Classificacid.

Comencem donant la definicié de métode de classificacié de [Jardine, N.,
Sibson, R.(1977)].

Donat un conjunt X, C(X) sera el conjunt de relacions de dissimilitud de X
i ©(X) el conjunt de relacions classiques en X reflexives i simétriques. E(X) C

(X)) sera el conjunt de relacions d’equivaléncia en X.
Tota relacié R de £(X ) genera un recubriment {4;};es de X i reciprocament.

Quan convingui identificarem una relacié R de £(X ) amb el recubriment que

genera en X.

Definicié 4.2.1. Un numerically stratified clustering o arbre indexat en un

un conjunt X és una aplicacié
c:[0,1] — E(X)
que satisfa:

4.21.1. A< XN = ¢(X) Ce(N)
4.2.1.2. ¢(A) = X x X si A és suficientment gran.

4.2.1.3. Donat X € [0, 1], existeix § > 0 tal que ¢(A + 8) = ¢(A).
Si la imatge de c esta continguda en E(X), es diu que ¢ és un dendograma.
Si ¢(0) = {(z,z) |z € X}, es diu que ¢ és separador.
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NSC (X) és el conjunt d’arbres indexats de X.

Definici6é 4.2.2. Un metode de classificacié en X és una regla que assigna a cada

relacié de dissimilitud en X un arbre indexat. Es a dir: una aplicacié
D:C(X) — NSC(X).

Donada una aplicaciéo f : X — Y entre dos conjunts X, Y definim dues

funcions, ambdues denotades per f*:

Definicié 4.2.3.

fr0Yy) — C(X)
m — f*(m) = mo(f x f)
fr5(Y) — 5(X)

R — f*(R) ={(a,b) € X x X | (f(a), f(})) € R}
Lema 4.2.4.
4.24.1. VR € X(Y) card R < card f*(R)
4.2.4.2. Si X,Y s6n conjunts finits, aleshores f és bijectiva si, 1 només si, VR €

2(Y) card R = card f*(R)

42.4.3. Si X CY i f és lainclusid, aleshores R C f*(R) VR € £(Y)
4244. Sif: X =Y ig¢g:Y — Z, aleshores (go f)* = f*og*.

Demostracié. Standard. [ |

La Definicié 4.2.3. es pot generalitzar:

Definicié 4.2.5. Donada f : X — Y definim f*:

fr: NSC(Y) — NSC(X)
c:[0,1] — Z(Y)— f*(c):[0,1] — Z(X)
t—cft) — t — f*(c(t))

101



Es una comprovaci6 standard que f* esta ben definida (i.e. f*c € NSC(X))
ique(gof)*=frog"

Si f és bijectiva direm que c1 f*c son isomorfsisi X C Y 1 f és la inclusié, -
direm que f*c és un subarbre indexat de c.

Hi ha una bijeccié natural T entre C(X) i NSC(X) definida per

C(X) -5 NSC(X)
m — Tﬁ;t :10,1] — Z(X)
t — {(a,d) € X x X | m(a,b) < t}.

La inversa T~1 vé donada per

cx) ¥ Nse(x)

T lce—c¢

on T~ 1c(a b) = 1nf{t € (0,1] | (a,b) € c(t)}.

Proposici6 4.2.6. Donada una aplicacid f : X — Y, el segient diagrama com-

muta:

C(Y)/// C(X)
NSC'(Y) ————»/NSC(X)
Demostracié. Sigui m € C(Y)
Per un costat
Tf*m=Tm(f x f):[0,1] — E(X)
t — {(a,0) € X x X [ m(f(a), f(b)) < ¢}

Per I'altre costat

Tm: [0,1] — Z(Y)
t—{(pg) €Y xY [ m(p,g) <t}
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f*Tm = {(a,) € X x X | (f(a), f(b)) € Tm} = {(a,b) € X x X | m(f(a), £(8)) <

t}. ] [}
Anem a donar unes definicions d’inspiracié metrica [Trillas, E., Alsina, C.

(1978)] que generalitzarem més tard a meétodes de classificacié:

Definici6é 4.2.7. Donats m € C(X), m' € C(Y), una aplicacié f : X,m — ¥, m/

direm que és una homometria (respecte m,m’) si, i només si, m = f*m/.

-

X xX s [0,1)
/
[fxf///
Y xY m'

Definicié 4.2.8. Donatsc € NSC(X), ¢’ € NSC(Y), unaaplicacié f : X,¢c - Y, ¢

direm que és una homometria (respecte ¢,c') si, 1 només si, ¢ = f*¢’

[0,1] > 3(Y)

ol yd /
c 2(X)
Lema 4.2.9. Si c¢ és separador, aleshores f és injectiu.

Demostracié. Siguin a,b € X tals que f(a) = f(b)
{(a,0) € X x X} = c(0) = £*¢'(0) =
={(a,0) € X x X | (f(a), f(0)) €'(0)} > a=b.m

Exemple 4.2.10. Un exemple interessant d’homometria és el seguent:

Donat ¢ € NSC(X) definim la relacié d’equivaléncia ~ en X:

a~b si,inoméssi, (a,b) € c(0).

Sigui X = X/ ~.
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Definim ¢ € NSC(X) de la segiient manera:

¢:[0,1] — Z(X)
t —¢(t) = {(@,d) | (a,b) € c(t)}.

Es comprova que € esta ben definit (i.e. € € NSC’(Y) isip: X — X ésla projeccié
canonica, aleshores ¢ = p*¢).

En efecte p*c(t) = {(a, b) | (@, b) € €(t)} = ¢(t).

Per construccid, ¢ és separador. Per tant, donat ¢, sempre podem construir
un ¢ separador, de forma canonica, que coincideix amb ¢ llevat d’'una homometria.

Per exemple, si X = {a,b,¢,d} i c € NSC(X) estd donat per .

{a,b},{c},{d}, sit<0,3
c(t) =< {a,b,c},{c,d}, s10,3<t<0,7
{a,b,¢,d}, sit>0,7

aleshores X = {a,¢,d} on @ = {a, b}, = {c}, d={d} i

{a},{¢},{d}, sit<0,3
&(t) = ¢ {a@,c},{c,d}, s 0,3<t<0,7
{a,z,d}, si t>0,7

Una homometria bijectiva direm que és una isometria.

Definicié 4.2.11. Donada ¢ € NSC(X),

H(X,c) és el semigrup d’homometries f: X,¢c — X ¢

J(X,c) és el grup d’isometries f: X,c — X, c.

Es una comprovacié standard que la composicié d’homometries és una ho-
mometria i per tant que H(X, c) és un semigrup; i que la inversa d’una isometria

és una isometria i per tant que J(X, ¢) és un grup.

Proposicié 4.2.12. Donats ¢ € NSC(X) 1 ¢ € NSC(Y), si X,ci Y, sén

isometrics, aleshores H(X,¢) ~ H(Y, ).
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Demostracié. Sigui f: X — Y la isometria.

Definim
F:H(X,c) — H(Y,c)

o — fopof!
~ Es comprova que F esta ben definida i d’altra banda F és un morfism de
semigrups, perque

F(poy)=fopopofl=fopoftofopof ! =F(p)oF(s).

Per simetria és un isomorfisme.
f—l

X &~— Y

y" lF(v’)
f

X ——— Y

Corollari 4.2.13. Si X, ¢, Y, c' sén isométrics, aleshores J(X,¢) ~ J(Y,¢').

Moltes vegades, d’una classificacié interessa només ’arbre i no ’arbre indexat.

Aixo porta a les seguents definicions:

Definici6 4.2.14. Donats m,m' € C(X) direm que X, m, X, m' sén semblants si,

i només si, 3F : [0,1] — [0, 1] monotona creixent tal que m' = F om.

X x X L [0,1]

(Es clar que si 3F, aleshores F(0) = 0)

Definicié 4.2.15. El conjunt de les imatges d’un arbre indexat ¢ € NSC(X) es

dira ’arbre de c.
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Definicié 4.2.16. Donats ¢,c¢' € NSC(X) direm que X, ¢, X, ¢’ sén semblants si,

i només si, 3F : [0,1] — [0,1] mondtona creixent tal que ¢/ = co F

1
[+

mu// /%2u)
j” // .
[0,1] c

Lema 4.2.17. Amb les notacions anteriors, I’arbre de ¢’ esta contingut en el de c.

Demostracid.

d(t) = c(F(t)).m

Es a dir: els nivells de ¢ varien respecte dels de ¢ i fins i tot pot faltar-ne” algun.

Aixo s’evita quan F és bijectiva. En efecte:

Lema 4.2.18. Si F':[0,1] — [0,1] és monotona i bijectiva, aleshores preserva els

. arbres:
Demostracié. ¢'(t) = ¢(F(t)) i com que F és bijectiva, ¢'(F~1(t)) = (). n

Es clar que la relacié en NSC(X) : ¢ ~ ¢ si, i només si, tenen el mateix arbre
és una relacié d’equivaléncia.

Siuna F : [0,1] — [0, 1] preserva tots els arbres, aleshores F' ha de ser bijectiva.
Per tant, per la proposicié 4.2.18. ~ queda caracteritzada per: ¢ ~ ¢’ si, 1 només

si, 3F monotona creixent bijectiva: [0,1] — [0,1] amb ¢’ =co F.

Proposicié 4.2.19. Siguin ¢,/ € NSC(X). Si ¢,¢’ sén semblants, aleshores

H(X,c) C H(X,c).

Demostracié. Sigui f € H(X,c). Aleshores ¢ = f*c (1)
com que c és semblant a ¢’, aleshores 3F amb ¢ = co F (2)

¢ =@ co F =) freF = f*¢ i per tant f € H(X, ). -

106



Corollari 4.2.20. Sic,c’ € NSC(X) sén semblants, aleshores J(X,c) C J(X,c').

Corollari 4.2.21. Sic,c’ € NSC(X) tenen el mateix arbre, aleshores
H(X,c) ~H(X, )
J(X,c)~J(X,c)

Demostracié. 4.2.18., 4.2.19. i 4.2.20. [ |

Les nocions d’homometria i semblanga permeten definir morfismes entre ma-

trius de dissimilitud i entre arbres indexats:

Definicié 4.2.22. Siguin m € C(X)im' € C(Y).

Un morfisme ¢ : (X,m) — (Y, m') és una parella ¢ = (f,F) amb f : X - Y i

F :[0,1] — [0, 1] monotona creixent tal que Fom = f* om.

[0,1]

Wz

[01

Definicié 4.2.23. Siguinc € NSC(X)ic' € NSC(Y). Un morfisme ¢ : (X,¢c) -

(Y,c') és una parella ¢ = (f,F) amb f: X - Y i F:[0,1] — [0,1] monodtona tal

que f*oc' =coF.

[0,1] ;—_——+ $(X)
7
0,1] ——72 5(x)

En les Definicions 4.2.22 1 4.2.23, ;
a) si X =Y 1f=j, ¢ és unasemblanga.
b) si F' = j, ¢ és una homometria.

c) si F, f sén bijectives, direm que ¢ és un isomorfisme.
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Els morfismes acabats de definir donen lloc a morfismes de métodes de clas-
sificacid. Aquests morfismes, pero en determinats contextes sén massa rigids i
els direm estrictes. Suavitzant les definicions tindrem morfismes menys rigids que

semblen més adequats per a relacionar métodes de classificacié:

Definicié 4.2.24. Sigui D, D' métodes de classificacié en els conjunts X,Y respec-

tivament. Una homometria estricta entre (X, D) i (Y,D') és una aplicacié
f:X—>Ytalque Do f*= f*oD' ,
D
C(X) ——— NSC(X)
R
f‘ / f‘

cy) —— 2, ox)

Si f és bijectiva es diu que és una isometria.

Definicié i Proposicié 4.2.25. H(X, D) denotara el semigrup d’homometries

de D J(X,D) denotara el grup d’isometries de D. H(X,D) i J(X,D) sén

efectivament un semigrup i un grup respectivament.

Demostracié. Anem a veure, més general, que la composicié d’homometries és

una homometria. Es conseqiiencia del fet que (go f)* = f*og™

Si f:(X,D)—(Y,D")ig:(Y,D')— (Z,D") sén homometries, aleshores
(1) Do f*=f*oD'i
(2) D'og*=g*0 D"

Do(gof)*=Dof*og*=f*0oDog* = f*og*oD"o(gof)*oD"iper
tant go f : (X, D) — (Z,D") és una homometria. |

Una propietat molt 1itil d’un metode de classificaciéo D és que no depengui de

Pordre en que es tenen els elements de X. Aixo és equivalent a dir que J(X, D)
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sigui el conjunt de totes les permutacions, o aplicacions bijectives, de X. A [Jar-

dine, N., Sibson, R. (1977)] aquesta propietat s’anomena M2.

Proposicié 4.2.26. Si D, D' sén metodes de classificacié en X,Y respectivament

isometrics, aleshores H(X,D) ~ H(Y,D') i J(X,D) ~ J(Y,D'). En particular

les isometries conserven la propietat M2.

Demostracié. Sigui f: X — Y la isometria.

Definim
F:H(X,D) — H(Y,D")
o — F(p)ofopoft
Es comprova que F esta ben definida i és un morfisme com a 4.2.12. |

Definicié 4.2.27. Siguin D, D' dos métodes de classificacié en X, (X, D és sem-

blant estrictament a (X, D) si, i només si, 3F : [0,1] — [0, 1] mondtona creixent

tal que Domo F = D'om Vm € C(X).

0,1] —2" 5(X)
NG / -
F //Dm

[0,1]

Proposicié 4.2.28. ¥m € C(X) arbre de D'm esta contingut en el de Dm.
Si F' es monotona. i bijectiva, aleshores els arbres de D'm de Dm coincideixen.
Demostracio. 4.2.171 4.2.18. u

Juntant les definicions 4.2.24 1 4.2.27 es té la seguent:
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Definicié 4.2.29. Siguin D, D’ meétodes de classificacié en X, Y respectivament.

Un morfisme estricte ¢ : (X,D) — (Y,D') de meétodes de classificacié és
una parella ¢ = (f,F)amb f: X - Y i F: [0,1] — [0,1] monotona creixent tal

que

Do f*(m)o F = f*(D'm) .Vm € C(X).

C(X) —2— NSC(X)
Df*(m)
f*(m) Df*(m): [0,1] —— Z(X)

7
cY)y ——— NSCY) J/
m D’ Dm:  [0,1] —22 n(v)
En la definicié anterior,
a) SiX =Y 1 f=j, ¢ és una semblanga.
b) Si F = j, ¢ és una homometria.

c) Si F, f sén bijectives direm que ¢ és un isomorfisme.

Convé suavitzar les definicions 4.2.24, 4.2.27 1 4.2.28.:

Definicié 4.2.30. Siguin D, D’ dos metodes de classificacié en X,Y respectiva-

ment. Una homometria entre (X, D) i (Y, D’) és una aplicacié f : X — Y tal

que

f*D'm(t) C Df*m(t) Vm e C(Y), Vt eA[o, 1].

Definicié 4.2.31. Siguin D, D’ dos métodes de classificacié en X. (X, D) és sem-

blant a (X,D’') si, i només si, 3F : [0,1] — [0,1] monotona creixent tal que
DmF(t) C D'm(t) Vm € C(X), Vt € [0,1].
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La relacié ”ser semblant” és una relacié de preordre en el conjunt de métodes
de classificacié de X i la relacié ”ser estrictament semblant” es una relacié d’equi-

- valéncia en el mateix conjunt.

Definicié 4.2.32. Siguin D, D’ métodes de classificacié en X,Y respectivament.

Un morfisme de métodes de classificacié ¢ : (X, D) — (Y, D') és una parella

¢=(f,F)amb f: X - Y iF:[0,1] — [0,1] monotona creixent tals que

DfmF(t) C f*D'm(t) Vme C(Y)Vte [0,1].

Exemple 4.2.33. Donada una aplicacié f : X — Y 1 un arbre indexat ¢’ en Y,

existeix un unic arbre indexat ¢ en X tal que (X,c) 1 (Y,c') sén homométrics

estrictes 1 per tant homomorfs estrictes.

En efecte: Definim ¢ = f*oc’. Per tant es poden transportar les classificacions

de Y a classificacions de X.

Exemples 4.2.34. Donada una t-conorma S, 1 n € N, 'aplicacié

C(X) — C(X)

m — mj

composta amb ’aplicacié T (Proposicié 4.2.6.) déna lloc a un meétode de classifi-

cacié que denotarem D7 .

Si S, S’ sén t-conormes amb S < S', n < n'iSL és el métode de classificacié

obtingut per la clausura Max-Min, (i.e. single linkage) es té el segiient diagrama
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commutatiu de morfismes de metodes de classificacio:

4.3. Classificacions i recubriments difusos.

A la secci6 anterior hem vist que hi ha una bijeccié natural T entre el conjunt
C(X) de relacions de dissimilitud en X i el conjunt NSC(X) d’arbres indexats en

X. Defet C(X)i NSC(X) tenen estructura de reticle i T és un isomorfisme de

reticles.

El conjunt RS(X) de recubriments difusos simetrics minimals de X (Definicié
4.3.2.) també té estructura de reticle i trobarem isomorfismes P i L de reticles

que faran commutatiu el seglient diagrama

NSC(X) —> RS (
g \ (/Y /
C(X)
D’aquesta manera els arbres indexats s’identifiquen amb recubriments difusos

i els meétodes de classificacié de [Jardine, N., Sibson, R. (1977)] estudiats a la seccié
anterior s’identifiquen amb metodes per a obtenir recubriments.

Un arbre indexat fixa ’atencid en quins objectes estan relacionats en els de-
terminats nivells i per tant dona una lectura horitzontal. En les particions, en
canvi, donat un objecte podem saber quins graus de relacié té amb els altres i es

té per tant una lectura vertical de ’arbre indexat.
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Una familia de recubriments difusos especialment interessant i profusament
estudiada en [Valverde, L. (1985), Jacas, J. (1987), Jacas, J., Valverde, L. (1990)],

sén les m, ,-particions.

En aquesta seccié es veurad que les m, ,-particions es corresponen amb S-

-

metriques via L 1 amb arbres indexats particulars via P.

Definicié 4.3.1. Sigui X un conjunt. Un recubriment difiis de X és una familia

de conjunts difusos de X {¢; }:er tal que

Supci(z) =1 VzeX 1 Supe(z)=1 Viel.
i€y z€X

Definicié 4.3.2. Un recubriment difis {c;};e; de X és minimal si, i només, si

VZ'EIC,'¢ U cjonLi:{j€I|c]~=c,-}.
Jel-L;

Definicié 4.3.3. Una particié difusa de X és un recubriment {¢; };cr de X tal que

les médules dels ¢; (la medula d’un conjunt difis h de X és el conjunt d’elements

z € X tals que h(z) = 1) donen una particié classica.
Lema 4.3.4. Tota particié difusa és un recubriment minimal.

Demostracid. Donat ¢ € I, sigui z € X amb ¢;(z) = 1. Donat que les medules

sén particions, ¢;j(z) # 1 Vj ¢ L; i per tant c;(z) < ¢i(z) Vj ¢ L;. =

Proposicié 4.3.4. Si {c;}ier és un recubriment minimal de X i C' = {¢|c = ¢; per

alguns ¢ € I}, aleshores card C < card X.

Demostracid. Contrareciproca: Suposem card C' > Card X. Donat z € X existeix
c € C tal que ¢(z) = 1.

113



Escollim un ¢ € C amb ¢(z) =11 el denotem c,.
Com que card C' > card X, existeix ¢ € C' que no és del tipus ¢;, z € X.

Es té ¢(y) < U c.(y) =1Vy €Y ipertant {c;}ics no és minimal. n
reX

Corollari 4.3.5. Els recubriments minimals de X es poden reindexar amb els

elements de X (Es a dir: es poden considerar del tipus {c, },ex (amb possiblement

cz = ¢y 1 & #y))i de tal manera que c,(z) =1Vz € X.

A partir d’ara suposarem que els recubriments minimals estan indexats com

en el corollari anterior.

Definicié 4.3.6. Un recubriment minimal {c;},ex de X és simétric si, 1 només

si, cz(y) = cy(z) Vz,y € X. RS(X) denotara el conjunt de recubriments simetrics

(minimals) de X.

Definicié 4.3.7. [Valverde, L. (1985)] Sigui ¢ una negacié i S una t-conorma. Es

defineix la S-meétrica ms o, en [0,1] : m, ,(a,b) = 5(p Max(a, b) | ¢ Min(a,b)). Un

recubriment {c;};ex simeétric en X és una m, ,-particié si, i només si

Ms,o(cz(y), €z(2)) < pey(2)

Corollari 4.3.8. Les m, ,-particions sén recubriments difusos minimals simetrics.

Els conjunts C(X), NSC(X) i RS(X) tenen estructura natural de reticle:
Donades m,m’' € C(X) definim m V m' i m A m' de la segiient manera:
(m vV m')(z,y) = Max(m(z,y),m'(z,y))

(m Am)(z,y) = Min(m(z,y), m(z,y))

Donats ¢,¢' € NSC(X)
(cvV)(t)=c(t)UC ()

(cA)t) =c(t)Nc(t)
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Donats {c;}zex, {ch}rex .
{ezteex V{cz}eex = {c7}zex  on  cf(y) = Max(cs(y), c2(y))
{eztrex AMcr}eex = {Fleex  on c(y) = Min(cx(y), ¢z (v))

Amb aquestes definicions és clar que 'aplicacié T : C(X) —» NSC(X) de la
seccié anterior és un ‘isomorﬁsme de reticles. Fixem una funcié de negacié ¢.

Anem a definir isomorfismes entre RS(X) 1 NSC(X) 1 C(X):

Definicié 4.3.9.
NSC(x) £ RS(X)
¢S {ediex amb  cu(y) = plinf{K(,y) € (1))
la inversa P! vé donada per |
{es}oex T e:[0,1] — E(X)

t — {(z,y) | v(cuy)) <t}

Definicié 4.3.10. *
C(X) -5 RS(X)
m -5 {ea}aex  amb  ey(y) = p(ml,y))
La inversa vé donada per |

-1

{eedrex Eom on  m(z,y) = ¢(ca(y))

Es clar que tant P com L sén isomorfismes de reticles i es té el segient

diagrama: p
NSC(X) —— RS(X)

NG

C(X)
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Teorema 4.3.11. Les m, ,-particions d’un conjunt finit X es corresponen amb

les relacions m de C(X) que sén S-metriques via L i amb els arbres indexats

c € NSC(X) tals que (z,y) € c(t), (y,2) € c(t') = (z,2) € S(c(t), c(t")) via P.

Demostracié. Es clar que via T les S-metriques es corresponen amb els arbres

indexats que cumpleixen la condicié de 'enunciat del Teorema.

Per tant n’hi ha prou en veure la correspondencia entre m, ,- particions i
S-metriques via L:

Sigui m una S-métrica. Hem de veure que {c;};ex és una m, ,-particié on
Caly) = p(m(z, ), é a it mq(cs(y),ea(2)) < mly, 2).

-‘Per (2.2.5) de [Valverde, L. (1985)] aquesta desigualtat és equivalent a
S(m(y, z), Min(m(z,y), m(z, 2))) > Max(m(z,y), m(z, 2))

Cas 1): m(z,y) < m(z, 2):
S(m(y, 2), Min(m(z,y), m(z, 2))) = S(m(y, z), m(z,y)) 2
> m(z,z) > Max(m(z,y), m(z, 2)).
Cas 2): m(z,2z) > m(z,y) és andleg al cas 1)
Sigui {c.}sex una my ,-particié. Anem a veure que m és una S-métrica, on
m(z,y) = ¢(c(y)):
Es té m; o(¢m(z,y), o(m(z, 2)) < m(z,y) és a dir
$( Max(om(z, y), om(z,2)) | @ Min(pm(z, ), m(z, 2))) < m(y, 2)
S(Min(m(z,y), m(z, 2)) | Max(m(z,y),m(z, 2))) < m(y, 2)

1 per (2.2.5) de [Valverde], aquesta desigualtat és equivalent a

* S(m(y, z), Min(m(z,y), m(z, z)) > Max(m(z,y), m(z, 2))
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Cas 1) Si m(z,y) > m(z,z), * es transforma en

S(im(y, z),m(z,z)) > m(z,y)

Cas 2) Si m(z,y) < m(z,z), * es transforma en

S(m(y, z), m(z,2)) 2 m(z,y)

1 per tant m és una S-metrica.
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