Capitulo 5:

ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA
MODELOS CONSTITUTIVOS DE DANO

En el capitulo 3 se ha presentado el célculo no lineal de sensibilidades desde una perspectiva
tedricay general. Posteriormente, en el capitulo 4 se han particularizado las expresiones del andlisis
de sensibilidad para modelos constitutivos de elastoplasticidad, y en el apartado de ejemplos se
han detectado problemas de incapacidad en la prediccidn de cargas Ultimas, asi como dificultades
en la extrapolacion de resultados entre estructuras que estén bajo un régimen de comportamiento
distinto. En este capitulo, se analiza la estrategia de calculo pararealizar un andlisis de sensibilidad
suponiendo que el comportamiento del material se asemeja a un modelo de dafio y se da respuesta

aalguno de los problemas planteados anteriormente.

5.1 ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA EL MODELO DE DANO

L os aspectos tedricos y numeéricos del modelo de dafio empleado en este trabajo se detallan en el
anexo 5.1, a final de este capitulo. En este apartado se procede al célculo de las expresiones de
sensibilidad de formas para una estructura que estuviera construida con un material que cumplalas

condiciones de dicha formulacion constitutiva.

5.1.1 FORMULACION DE LASEXPRESIONES

Supuesto €l Principio de los Trabajos Virtuales como expresion energética general que conduce a
una ecuacion de equilibrio entre las fuerzas internas de deformacién y las fuerzas externa aplicadas,

y supuesta la consiguiente discretizacion en elementos finitos del problema, se obtendria:

a oOB'(1- d)DBudv=Q f 511
elem

demy
y en formade sistemamatricial:
K(uu=f 512
donde la dependencia no lineal del problema viene caracterizada por el pardmetro de dafiod . La

ilustracion 5.1 muestra gréficamente el sentido fisico de la ecuacién de equilibrio.
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fuerzas

u desplz

llustracion 5.1: Equilibrio secante

Si se aplica el método de diferenciacion directa DDM solo sera necesario derivar la ecuacion
superior de equilibrio 5.1.2. Por consiguiente, sabiendo que la rigidez total del sistema es la
contribucién aditiva de todos y cada uno de los elementos de lamalla, se puede derivar la expresion
integral particularizada para cada uno de los elementos tal y como se hizo en el capitulo 2. Téngase
en cuenta que en el andlisis de formas se debera derivar el recinto de integracion del elemento, pero
no presenta especial dificultad porque se pueden aprovechar los conceptos relativos a la

integraci 6n isoparamétrica que también se formularon alli.

Por |o tanto, siendo  una variable de disefio y para un estado equilibrado de carga desplazamiento,

setendria:
o d . o d
— 1- d)DBudVv =g ——f 513
daandqvg L-d) e|aemdq
Suponiendo que se deriva para un Unico elemento i soparamétrico:
d .t
— oB'(1- d)DBulddV, =
dqvo
dB! dd
0——(1- d)DBulJdV, - oB'=—DBuJdV, +
L Vo - 0B 3 DBUMAV,
° 4D ° 4B 514
0B (1- d)=—Bu|JdV, + 0BY(1- d)D——u|JdV, +
v, dg v, dg
d d|J
oB!(1- d)DB—u|JdVO+ oBY(1- d)DBquVO
] dq V. dq

En laigualdad superior 5.1.4 se observa que la mayor parte de las expresiones son parecidas a las
gue se obtenian en €l andlisis lineal y por lo tanto no merecen mayor comentario, en cambio otras

como la segunda integral en concreto, presentan la particularidad de derivar el parametro de dafio

interno de la ecuacion constitutiva

Sabiendo que en € modelo se define el pardmetro de dafio como, ver anexo 5.1:
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t* Ag;i-LQ
d=1- Te te 515
Se puede obtener su derivada segun laregla de la cadena:
dd _1d ﬂd dA ‘ﬂd dt
516

dq fq Adg Tt dg
En dicha expresién |la variable de disefio no aparece explicita, por lo tanto el valor de la primera
derivada es nulo. Por otro lado, laformulacion consideraque el pardmetro A de A5.1.48 depende de
la longitud caracteristica del elemento, por lo tanto ante una modificacién de forma la longitud

caracteristicadeberiavariar y, por lo tanto, dicho término derivado no serianulo.

Obteniendo:
to
1 U,m o
TA t 8 t * @
y también de A5.1.48 se deduce que:
da 22 dl
—=_=1 ¢ 518

dqg  2G:E- 1dq
donde la Ultima derivada, en base a que A5.1.45 y A5.1.46 relacionan € volumen del punto de
integracion con lalongitud caracteristica, se expresa segun:
dI _ 1 dy
—_ 2\/— dq 519
La derivada del Jacobiano de la transformacion se definié en e capitulo2 formula 2.3.36. Sin
embargo, puede afirmarse que, en general, para mallas minimamente densas la variacion en dicho

término sera despreciable.

A continuacion se derivael Ultimo término de 5.1.6:

dd _1d dt 5110
dg ~ ft dg a
1. Laprimeraderivadaparcial conduce alaexpresion:
to
1d _af,  AB AT
=¢- +t—e ¢ 5111
it &2 1o

2. El cdculo delasegundaexpresion es mas complejo ya que ladependenciano es explicitay por
lo tanto es necesario aplicar de nuevo lareglade la cadena sobre la norma de tensiones A5.1.18.
Por consiguiente:

dt ¢ Tt ds?

— = 5112
dg 91 st dqg



5.4 Andlisis de sensibilidad para modelos constitutivos de dafio

Entonces se deben derivar estos dos nuevos términos, el cdlculo de laprimera derivada parcial

conduce:
¢ 0
é 3 u ? e u
ﬂte =4n- 1) ﬂre é_ (sf)zu+‘?(1+r(n- 1)) ol U 5113
fis; é fsiViz 0 € o GZlZI
e a (Si) u
e i=1 8]
y sabiendo que
T 1 &8, 0 S|g(s$9 3 | \0 u
Ts? o Ozgi:J g2 T2 5 gJ=1<SJ g(sg )é e
A sil”
ej:l 4]
donde
g (sp) 1
r_el o (s 2[5 + 5115

El segundo término de laderivada si que es explicito. Notese que las tensiones principal es
dependen de | as cartesianas seguin unas férmulas conocidas y éstas Ultimas son funcién dela
variable de disefio. En funcidn de esa dependencia se desarrollar a continuacion la expresién
5.1.12 parareorganizar adecuadamente los términosy obtener unaformulacion lo més sencilla
posible.

Entonces:

dt it [‘ﬂs ds, 9s¢ds, sy dt, 1

- X+ +.. .+ +

dg fsiifs, dq s, dq Tt,, dq‘é

°ed edt, ¢

Tt 1ﬂs ds, 8,08 LTS, yx.y+ 5116
fs3i s, dq ‘ﬂsy dq Tty dq%

Tt 1fs5ds, fsids, ~— fssdt,d

- + oo+ \

fs3;f¥s, dg 9s, dq fit,, dqg

Si se desarrollalaexpresion anterior y se obtienen todos |os productos, el resultado es el

siguiente:
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dt _ fit Ysids, Tt fssdt,, s
dg 9s; Ys, dq fs7 Mt,, dq
it Ys3ds, it fsdt,,
S Hoot—g +
fs5 s, dq fis; Tt,, dqg
it ‘ﬂsgdsXJr N it fs;dt,,
s 9s, dq fs3 Tt, dqg
Se puede reagrupar la expresion de la siguiente manera:
d_t:ae‘ﬂte s3] N ‘ﬂte 1s5 N ‘ﬂte ‘ﬂss(:stX N
dg &fsifs, Ts:fs, TsiTs,o dg
F i + 5118
2ft g, T Tsp Mt fs50dt,
&fsy Mt, Ts; Mt, Ts;ft, g dg

51.17

En consecuencia, considerar el término que se busca como producto de dos vectores segun la
siguiente notacion, parael primero:
:'}'ae‘ﬂt ﬂSf+ It ‘ITS§+ it 7s39
Tgﬂsfﬂsx 1s5 Tsx 75§ Tsxg
Mt Isf Tt 1s5 Mt 9s§0
e taee e +,
s Tsx 1s5Tsx 1s5Tsxp
®qt ‘ﬂsf+ Tt TsS N 1t ﬂsggy
&1t Myz TS5 Mty s Ttyzay,

qitt

51.19

y parael segundo:

ids dt,, i
dst=j{—=% | «coeeeneenn | LY 51.20
i dq dq Eﬁ
De manera que:
dt
— =1t ds 51.21
dg
Ahorayatodos |os términos son conocidos dado que:
ds, dD B du
ds = =—Bu+D—u+DB—/— 5122
d dqg dqg dqg

Obsérvese que €l término de las incdgnitas (en negrita) aparece en laexpresion que se ha
deducido:
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OI—t-'ﬂt‘d—DBu+'ﬂttDﬁu#ﬂttDBd—UI 5123
dg = dg dg dq .

Ahora si que se esta en condiciones de calcular la derivada 5.1.10, que originalmente se buscaba.
Por lo tanto, si seintroducen dichas expresiones en la ecuacién 5.1.10, se obtiene:
dd ﬂd
dg

y entrando en laexpresion integral correspondiente, lasegunda de5.1.4:

dB dud
t—B +Mt'D—u+Mt'DB—= 1.
a?n fit' Do+t DB 5124

dd . 1d dB dud
B'—DBulJdV, = ‘ﬂt Bu+D—u+DB——=DBu|(JdV, =
VoB aq N oB g— aq a5 N

¢}

Td dD_ ¢
O%B“ﬂtt—unuDBu|J|dV +
Vo

Jgd _& . dB U
Voﬂ_tB & qu ugDBuU [gdv, +

(‘)MBteﬂt ‘pp Ul
v

51.25

uu
DB V,

La dltima integral contiene el término incognita que interesa calcular. Entonces, cuando se
introduzca dicha expresién en la ecuacion derivada del equilibrio 5.1.4 aparentemente se obtendra

un sistemano lineal donde sera necesario iterar de alguna manera pararesolverlo.
Sin embargo, si se desarrollala expresion integral introduciendo todos |os términos que intervienen
en el producto de matrices y vectores, asi como la relacién de dimensiones que tienen entre ellos,

se observa que se puede hacer una permutacion y obtener lo siguiente.

Llamese a

D=9t'DB 51.26

y sabiendo que:
s, =DBu 5.1.27

Entoncesla Ultimaintegral se convierte en:
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Bt[‘ﬂt DB] DBuj|dV, = oth —se|J|dV =
5128
OMB s¢D [av,
v, Tt dq

De manera que ahora du/ dq aparece como un término aislado y agrupable con las expresiones

anteriores. Recapitulando se obtiene:

t
d%(‘)Bt(l- d)DBudV, = od—s (1- d)DBuldV, -

V V

o o

. d tdD
oﬂ—tB 'n quuDBquV -

<

. 7d dBu
oﬂ—tBeﬂt D jqUDBu uldldV, -

<

51.29

OTITT_? Bt[D Bu]['ﬂt D B] —[JadV, +
VO

BY(1- d)d—DBu|J|dVO+ oB!(1- ol)DEu|J|dv0 +
dx v dq

[ [

OB'(L- d)DBg—:|J|dVO+ OB (L- d)DBuﬂdv

Y vV, dq

[

Por lo tanto, si se definen las siguientes matrices:

Ks=a 0B'(1- d) DBV,
elemv0
5130

elem

-8 ol g [pBy|[1t D EJHIAY,
Ot

y €l vector de pseudocargas como:

t
=39 3 (\)d—B(l d)DBulJav, - @t‘i—s UDBuaV,

elem dq demv dq

Jgd dBu dD
oﬂ—tB e‘ﬂt quuDB ulJdv, +Vo'3 (1- d) aq BulJdV, 5131

Vo
- dB - dy

+ OB (1- d) Dd—qu|J|dVO+ OB'(1- d)DBu aq dv,
v, A

En formamatricial se podriaexpresar el sistema como:
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du_
dg

Donde aparece la matriz secante del sistema de equilibrio acompafiada de otra matriz derivada y de

[Ks(u) - K,(u) f 5132

un término de pseudocargas que l6gicamente serd distinto del que aparecia en el sistema lineal.
Comparando dicha expresién con la formula 3.2.4 que proponian Ryu et al. en el capitulo 3, parece
que de formaintuitiva se podria establecer unarelacion donde | as respectivas matrices serian:
Ks =K
5133
K b » W u
En realidad no se ha sido capaz de establecer dicha relacién porque la naturaleza de las matrices es

completamente distinta, por lo tanto se concluye que laformulacion es diferente.

Por lo tanto, a través de 5.1.32 se ha conseguido una expresién secante para calcular las
sensibilidades sin necesidad de acudir a un esgquema incremental como el que se necesita para
resolver la ecuacion de equilibrio. Con esto se desmiente la creencia errénea segun la cua la
sensibilidad de todo material dependiente de la historia debe calcularse a través de un
procedimiento incremental @ mismo tiempo que se obtiene € equilibrio. Nétese que €
planteamiento secante es una ventaja porque calcula la sensibilidad en el momento del equilibrio
que interese, sin necesidad de ir actualizando la informacion en cada incremento de carga
equilibrado. Esta estrategia puede evitar |os errores que suelen acumular los métodos incremental es

oiterativos.
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Algoritmo 5.1 Analisis de sensibilidad con un modelo de dafio

Resolucion de laecuacion
deequilibrio
Ku=+%

Formacion de lamatrices
secante y derivadaen la
posicion de equilibrio

Ko(u) v Ko (u)

Formacion la pseudocarga
f5131

Resolucion del sistemay
obtencion de la sensibilidad

[Ko(u) - Ko(u) %ﬂ*

5.1.2 ANALISISCRITICO DE LASEXPRESIONES

A un incremento de carga dado, y habiendo convergido, parece que el problema esta
satisfactoriamente resuelto, y que se estaria en condiciones de utilizar la informacion de las
derivadas para predecir el comportamiento de la estructura, o para evaluar la variacion de una
restriccion. En particular, el conocimiento de la sensibilidad daria la pauta de comportamiento de la
variable desplazamiento y, por lo tanto, se podria extrapolar su valor con una aproximacion de
orden uno y predecir cdmo va a comportarse una estructura ante la modificacion de unavariable de

disefio. Véase lailustracion 5.2.

d
u(q + Dq) = uq) + d—: Dq 5.1.34
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fuerzas

duidg

fa

Uq Ug+dg

desplz

Ilustracion 5.2: Extrapolacién dela

respuesta

Sin embargo, existe un conjunto de gemplos donde las hip6tesis anteriores ponen en duda el

planteamiento del problema:

Nétese que, a priori, no se conoce como va a afectar la
modificacion de las variables de disefio al comportamiento
estructural. No se sabe si la alteracion de laforma va a aumentar
la capacidad resistente de la estructura o, por €l contrario, va a

disminuirla. En particular, en los casos para los cuales la

fuerzas

analisis clasico

fa

dezeable

capacidad resistente disminuya, ni siquiera va a tener sentido Uq desplz

intentar calcular las sensibilidades de los desplazamientos a

Ilustracion 5.3: Extrapolacion

carga dada porque si € nivel de fuerzas es excesivo para la imposible

estructura modificada, la extrapolacién horizontal a carga dada conducira a puntos donde no

estadefinido el equilibrio.

fuerzas

fa

Uq desplz

Ilustracion 5.4: Existe mas de una posicion de
equilibrio

descarga?

En otros casos, para una posicion de
equilibrio de fuerzas en la estructura
original resulta que la estructura
modificada puede tener mas de una.
Por consiguiente, no es tan evidente
en qué situacion se colocaria la

extrapolacion, ¢/Rama de carga o de

Por otro lado, un tipo de andlisis interesante consiste en ser capaces de intentar extrapolar €l

valor de la carga Ultima. En €l caso opuesto a primero ejemplo, es decir, que una modificacion

de la forma aumente la capacidad resistente de la estructura, una extrapolacién a carga

constante desde la estructura original jamas podra proporcionar la posicién del nuevo maximo

de la curva fuerza-desplazamiento. Es evidente que este hecho exige conocer la variacion
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simulténea en las direcciones de fuerzas y desplazamientos, y por lo tanto, ser4 un objetivo

imposible si sdlo se dispone de informacién sobre el comportamiento de |os desplazamientos.

fuerzas

dezeahble

analisis clasico

fa

Ug desplz

Ilustracion 5.5: Extrapolacion de la carga

maxima

Finamente, sefialar que en el capitulo anterior se habia observado que en los modelos
elastoplasticos, a pesar de tener endurecimiento y ser capaces de llegar siempre a una posicion
de equilibrio a carga dada, en algunos problemas estructurales no se obtenian buenas
extrapolaciones de comportamiento porgue el régimen de trabajo entre las estructuras original y

modificada eradiferente.

Llegados a este punto se observa que existe una problematica comin en todo este conjunto de
objeciones. para ciertos tipos de andlisis en régimen no lineal, no es suficiente conocer la
variacion de las variables incognita en la ecuacion de equilibrio, es decir los desplazamientos,
también es necesario conocer la variacion de las fuer zas.

Se podria considerar que la variacion de las fuerzas ya esté calculada en la formulaci6n precedente
y que, en consecuencia, se puede extrapolar utilizando lainformacion del término de derivacién de

lasfuerzas, esdecir definir lo siguiente:

f(q+ Du) =f(q) +=Dag 5135

Sin embargo, sélo en ocasiones muy particulares se estard en condiciones de redlizar la
extrapolacion segiin 5.1.35. Exactamente en |os casos para |os cuales las fuerzas se expresen como

funcion explicita de lavariable de disefio, lailustracion 5.6 muestra ambas situaciones.

Sl
q q
caso 1 caso 2

Ilustracion 5.6: Posibles casos de
relacion entre fuerzasy variable de

disefio
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En el primer caso se podra construir unaexpresion explicita que permitala derivacion de las fuerzas
en funcién de la variable de disefio. Pero en el segundo caso no, a pesar de que existe una clara
relacion entre la variable de disefio y las fuerzas, simplemente piénsese que un cambio de seccién

aumentalainerciaaflexiény, por tanto, la capacidad portante de la estructura.

A lavistadetodo €ello, en el apartado siguiente se formulard una propuesta de solucién general que
permita resolver las cuestiones planteadas, empezando por el problema del ablandamiento que es

motivo de este capitulo.

5.2 REFORMULACION DEL PROBLEMA DE SENSIBILIDAD

En primer lugar, es necesario sefialar que los modelos no lineales con ablandamiento, como el dafio
o ciertas formulaciones elastopl asticas, presentan problemas en la propia resolucién de la ecuacion
de equilibrio. Como se ha visto en la ilustracién 5.4, obviando la cuestion de la extrapolacion de

resultados, para determinados valores de la solicitacion existe més de una posicion de equilibrio.

Ciertamente, en el ablandamiento, a partir de un cierto instante se produce una pérdida de la
capacidad portante de la estructura y, en esas condiciones, es imposible seguir aumentando la
solicitacion del sistema. En cambio, los desplazamientos si que pueden seguir aumentando y
permitir asi, la existencia de nuevos puntos de equilibrio en la curva. En consecuencia, el andlisis
clésico, basado en el incremento de la solicitacion®, no permite llegar a soluciones més alla de la
carga maxima de la estructura y por €llo, en los problemas con ablandamiento, se lleva a cabo €l
andlisis del comportamiento estructural utilizando estrategias de control de desplazamientos
(longitud de arco). El método de lalongitud de arco permite obtener puntos de equilibrio alo largo
de la curva fuerza-desplazamiento y se fundamenta en exigir d mismo tiempo: e equilibrio
estructural del sistemay una condicion sobre el valor de los desplazamientos. Dicho método se

encuentra descrito con detalle en el anexo 2 al final de este capitulo.

En este trabajo se propone que el andlisis de sensibilidad se lleve a cabo a longitud de arco
constante en lugar del andlisis clésico redlizado hasta ahora, a solicitacién constante. Este
planteamiento tiene la ventaja que no presupone cual va a ser lavariacion en la capacidad portante

delaestructuray serd ademasconsistente con laformulacién del andlisis de equilibrio.

! No se va a trabgjar la metodologia del desplazamiento impuesto porque carece de interés dada su
aplicabilidad limitada y, ademés, porque es reproducible con una adecuada definicion de lalongitud de arco.
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Por lo tanto, se realiza laderivacion de las ecuaciones que comporta lalongitud de arco, la ecuacion

deequilibrio A5.2.1y lacondicién sobre el control de desplazamientos A5.2.2:

d d
d—q[KSu] =a[| f]
—g(ul)=

Esto conduce &
 Qu  d df  dKg
-f—=-1—- u
dq dqg dg dq
d
dg _,
dq

521

522

523

524

De las expresiones superiores aparece como término conocido la derivada de la matriz secante de

rigidez. En cambio, otros son completamente nuevos, como la derivada de la condicién de arco, o

una nueva pseudocarga. A continuacion se desarrollan los nuevos miembros de las ecuaciones

5.2.3 y posteriormente se conjuntaran con |os términos cal culados en el apartado 5.1.1.

El vector de pseudocargas se modificara segln la expresion siguiente:

mw o df
farco a f+l a A
ﬂ dem elemdq
t

a (‘)d—B (1- d)DBulJdV, - @EBeﬂtt—DBuDBUIJIdV -
elemy, dq Voﬂ q

qd _é  dBu dD

011T ‘e quuDBu|J|dv +03 (- d)aBuIJdV +
V, Vo

< dB . dJ

‘(1- d) D——uldldV, + OB' (1- d)DBu——aV,
V?B( ) aq Vd3 (1-d)D 9

Se reescribe la expresién usando |a notacion siguiente:

£ —Eéf £,

arco 1‘|’ den

La condicion de arco también se deriva aplicando laregla de la cadena se obtiene que:

d Y9, flgdu Tgdi
%Y =g “qudg T T

525

526

527
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En general, nunca existird una dependencia explicita de la condicién de arco respecto de la variable
de disefio asi que la primera derivada parcial normalmente sera nula y un razonamiento parecido

puede hacerse para el Gltimo sumando que, en general, nuncavaaexistir.

Para los casos que se contemplaban en A5.2.3-4 se obtienen las siguientes expresiones en la
derivacién de la condicién de arco:

Control de desplazamiento de un nodo:

% =0pb % =0 528
dq dq
Control esférico:
99_4p éu.%:o 529
dq . ' dg

Con las expresiones obtenidas en 5.2.1, 5.2.2, 5.130 y 5.2.6 se obtiene una estructura de ecuaciones

relativamente comoda. Nétese que el término incognita que contienedl /dd puede ponerse en el

primer miembro, con las magnitudes desconocidas, y ademas, la condicion de derivada del control
de desplazamientos es lineal con respecto a las incognitas. Pero en caso de escoger otras
condiciones de control de desplazamientos se puede obtener una estructura extremadamente
complicada, incluyendo términos altamente no lineales. Si se opera un poco y siguiendo la notacion
de 5.1.42 se obtiene™

&K, - Ky - fii du/dqu

5210
§dg/dg 0 Hd /dg ?3

Desarrollando un poco la expresién matricial 5.2.10 para ambas condiciones de control sobre los
desplazamientos se obtiene:

Control de desplazamientos en un punto:

¢ Ke-Kp - fidydgu_if,,,0
8) Ny 0 uu‘:dl /dq —% 5211

Control esférico:

: |
& - u, 0dd/agyT >212
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Sin embargo, se observa que el sistema de ecuaciones en ninguno de ambos casos es simétrico y,
por |o tanto, resolver el sistema directamente puede exigir un alto coste computacional. Se propone
una estrategiaiterativa para obtener la solucién de forma més econémica.

Simplemente se trata de ensayar un valor paradl /dqy resolver un sistema simétrico con todas

las ventgjas que conlleva, modificando posteriormente dicho valor en funcion de la verificacion de

la condicion derivada del arco.

[Ks(u)- KD(u)]g—:: f;w(dl /dq) 5213
dg _
aq - 0 52.14

En general, solo es necesario un par de iteraciones para hallar un valor satisfactorio de la condicién
derivada de la longitud de arco dado que la ecuacion que la gobierna 5.2.8-9 tiene una expresion
lineal con respecto a las derivadas. El esguema de funcionamiento del método de andlisis de

sensibilidad con longitud de arco se describe en el algoritmo 5.2 que aparece en la pagina siguiente;

2 Kleiber et al. (1996)[K1] estudiando un problema de no linealidad geométrica y con un planteamiento
incremental de la sensibilidad deduce una expresion similar, pero dada la diferente naturaleza del problema, los
términos tienen un sentido compl etamente diferente.
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Algoritmo 5.2 Andlisis de sensibilidad con un modelo de dafio y longitud de arco

Resolucion de laecuacion
deequilibrio
Ku=|f

Formacion de lamatrices
secantey derivadaen la
posicion de equilibrio
Kg(u) v Kp(u)

valor inicial cualquiera de(dl /dq),,

Formacion de la pseudocarga f6 525

Resolucion del sistemay
obtencion de la sensibilidad

[Ks(u)- KD(u)d—:=f6

Verificacion de la condicion S
derivadadearco 5.2.809
(dg/dg)

No

otro valor de(dl /dq)i

Formacion de la pseudocarga ff 525

FIN

Resolucion del sistemay
obtencién de la sensibilidad

[Ks(u)- KD(u)]g_::f?

| S
Veificacion de la condicion
derivadadearco5.2.809

(dg/ag),
|

Técnicas de minimizacién unidimensional
Con:
(i /da), (d o/da), (dl /da), (dg/da),
Se hala un nuevo velor de
(dl /aa).,

8
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Del algoritmo 5.2 se deduce que la estrategia del andlisis de sensibilidad tiene un coste minimo. En
el apartado 5.1.1 yase vio que € calculo de la sensibilidad también tiene natural eza secante como la
ecuacion de equilibrio; por lo tanto, una vez llegados al equilibrio se obtiene, en un sélo paso, la
sensibilidad en ese punto y no es necesario acumular de forma incremental los resultados como
sucedia con la elastoplasticidad. Esto quiere decir que se puede resolver el problema estructural

con la ecuacion de equilibrio hasta el nivel de carga/desplazamiento deseado y, unavez alli, calcular

de unasolavez |lasensibilidad de la estructura.

La estrategia del andlisis de sensibilidad a través del control de desplazamientos descrita
anteriormente es facilmente generalizable a la mayor parte de problemas no lineales, en concreto
todos aquellos para los que la posicion de equilibrio es Unica, es decir, donde no se producen

bifurcaciones.

A través de la estrategia descrita se estard en condiciones de realizar la doble extrapolacién, en
desplazamientos y en fuerzas, y predecir e comportamiento estructural no lineal ante

modificaciones de forma segln la aproximacion siguiente:

u(q + Dq) = u(q) + g—: Dq 5215
d
I (q+ Dq) =1 (q) +aDq 5216
P
AN
|
Au

u

llustracion E5.7: Ahora si que se estara en

condiciones de extrapolar correctamente

En consecuencia, la posibilidad de simular cualquier problema estructural, incluyendo elasticidad y
elastoplasticidad, y poder extrapolar el comportamiento tanto en fuerzas como en desplazamientos

ofrece una metodol ogia general para calcular la sensibilidad en problemas no lineales.

Sin embargo, todala potencia del cal culo secante s6lo sera aprovechable si la ecuacion constitutiva

permite dicha posibilidad. En cualquier otro caso serd necesario utilizar un método incremental
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como €l descrito en elastoplasticidad para evaluar la sensibilidad al mismo tiempo que se equilibra

laestructura.

El método de andlisis de sensibilidad con longitud de arco descrito permite resolver €l problema de
la extrapolacion de cargas Ultimas y de la existencia de mas de una posicion de equilibrio,

soluciones inal canzables mediante el andlisis clasico de sensibilidad a carga constante.

En el Apéndice 5.1 se muestran diversos ejemplos de aplicacion del andlisis de sensibilidad en

estructuras con materiales que cumplen el model o de dafio.
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ANEXO 5.1: LOS MODELOS CONSTITUTIVOS DE DANO

A lo largo de este anexo se desarrolla la formulacion tedricay las técnicas numéricas que requiere

un modelo de dafo.

A5.11 GENERALIDADES

Se sabe que la simulacidn numérica, mediante elementos finitos, del comportamiento constitutivo
de un material fisurable es un problema que todavia no ha encontrado una solucion definitiva. En el
caso del hormigén en particular, existen numerosos modelos constitutivos basados en diferentes
pautas de comportamiento® que pueden clasificarse en cinco grandes grupos: Elasticidad lineal y
no lineal, plasticidad con ablandamiento, teoria endocrénica de la plasticidad vy, finamente,

fractura. Dado que la sensibilidad de los modelos elésticos lineales y no lineales, y la de los
model os endocrénicos conducen a expresiones explicitas conocidas (véase capitulos 2y 3), y dado
que el tema de la elastoplasticidad ya ha sido tratado en el capitulo 4 se planted abordar b
sensibilidad de los modelos de fractura. De todos los model os de fractura posibles se escogieron
los modelos constitutivos de dafio porque se usan extensamente en el cdlculo con elementos
finitos del comportamiento de rocas, metales, materiales cerdmicos y compuestos y, en particular,

del hormigén, uno de los materiales més usados en las obras de ingenieria.

En términos generales, los model os de fractura se basan en considerar que el comportamiento no
lineal del hormigon se debe principalmente a fendmeno de lafisuracion. Todo el mundo sabe que a
someter al hormigdn a un estado tensional donde se producen tracciones, inmediatamente aparecen
microfisuras internas en las conexiones intergranulares debido a la baja resistencia que presenta el

material ante este tipo de solicitacion. El aumento del estado tensional facilita que lafracturainterna
vaya creciendo hasta degenerar en una fisura externa apreciable. Por |o tanto, el comportamiento
del material vendra determinado segln se esté en uno de los dos estados posibles siguientes:

Eléstico antes de lafisuracion o fracturado después de lafisuracion.

Segiin Chen®, en e mundo de los elementos finitos los modelos de fractura se pueden clasificar
seguin tres grupos:
Modelos segun la mecanica de fractura cléasica basada en la elasticidad lineal. En este caso €l
inicio de la fracturay su posterior evolucién es funcién de unos coeficientes de intensidad de

tensiones K, , K, , K ,, dependiendo del modo bésico de fisuracion®.

% El lector interesado encontrara un estupendo estado del arte en Oller [O1].
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Modelos de fisura discreta que pretenden trazar una trayectoria de la fisura segun las
conexiones internodal es.

M odel os de fisura distribuida que consideran que |a fisura se desarrolla disipando la energia de
fractura en un punto del material. En este caso, en oposicion a los anteriores, la fisura no
aparece como una discontinuidad fisica apreciable en €l cuerpo sino que su presencia se
detecta por una degradacién del médulo el astico en ciertos puntos. Cuando esto sucede se dice

que €l modelo localizalafractura.

fisura fisica fisura distribuida
nodos separados  elementos dafiados

Ilustracion 5.8: Diferentes planteamientos de fractura

A5.12 EL MODEL O DE DANO

En términos coloquiales, se puede decir que el modelo de dafio intenta reproducir la pérdida de
rigidez del material debida a lafisuracion, evaluandola a través de uno o variosescalares, llamados
parametros de dafio, que ponderan convenientemente el tensor constitutivo eléstico. El grado de
conveniencia de dicha aproximacion genera distintas formulaciones, pero todas tiene una cosa en
comun: Existe una superficie limite que acota la existencia del dafio y una funcién que modifica la
cantidad de dafio que se produce seglin una norma del estado de tensiones. Esto significa que el
comportamiento del material es dependiente de la historia, en el sentido que guarda en memoria el

nivel de dafio anterior (irrecuperable) y lo modifica segin el nivel tensional actual.

La ecuacion constitutiva del model o de dafio mas sencillo de un sélo parametro se escoge como:

s =[1- d]De A5.11
siendod una funcién escalar que depende de una normade tensionesy, por lo tanto, de la energia
de deformacion. Para este caso, la curva de comportamiento tension deformacion es la que aparece
en la ilustracién 5.9. Noétese que en fendmenos de carga se produce una degradacién del
comportamiento mientras que en descarga se mantiene lineal, con un nuevo maédulo eléstico cuyo

valor es proporciona alamagnitud de la degradacidn que hasufrido el material.

4 W.F. Chen. Plasticity in Reinforced Concrete. 1982 Mc Graw Hill.



Andlisis de sensibilidad para modelos constitutivos de dafio  5.21

£

Ilustracion 5.9: Comportamiento tenso-defor macional del material

degradable

Delailustracion 5.9 se destacan dos cosas, en primer lugar que el modelo constitutivo de dafio se
caracteriza porgue en la posicion de equilibrio se consigue definir una matriz secante, nétese que
dicha matriz reproduce el comportamiento del material en la rama eléstica de carga y descarga. En
segundo lugar, se debe resaltar que el fendmeno del ablandamiento solo puede ser seguido através
de una deformacién impuesta o, aternativamente, gracias a una estrategiaincremental-iterativa con

control de desplazamientos, también conocido como longitud de arco.

FORMULACION DEL MODELO

Existen diferentes enfoques relativos a la definicion de los model os de dafio, por ejemplo Carol et
al.(1994) [C1] consideran que los modelos de dafio corresponden a una teoria de degradacion
elastica que puede relacionarse como un modelo evolucionado de la elastoplasticidad®. En este
trabajo se utiliza el enfoque de Lubliner et al. 1989 [L1] basado en consideraciones energéticas.
También se pueden encontrar mas detalles sobre el modelo que se presenta en Oliver et al. 1990

[O2] y Cerveraet al.[C2].

Definiciones energéticasy formulacion de la ecuacion congtitutiva.

En todo material sano que se somete a un estado tensional, aparece un campo de deformaciones
como respuesta estructural ala solicitacién externa. Durante el proceso de deformacion del cuerpo
se libera una energia interna de deformacion que equilibra el trabajo que las fuerzas externas
invierten en provocar dicha deformacién. En general, los materiales sanos se comportan bajo la
hipétesis de la elasticidad lineal para pequefias deformaciones y entonces, se puede definir el

trabajo interno de deformacion en un cierto instante como:

5 Se recomienda D.R.J. Owen and A.J. Fawkes. Engineering Fracture Mechanics: Numerical Methods and
Applications. 1983. Pineridge Press.

6 Seglin los autores!’it seems appropiate to devote new efforts to establish a unified theory of elastic
degradation that brings elastic degradation models to a similar degree of development as their elastoplaticity
counterparts.’ En la definicion del modelo, € articulo ‘borrows concepts and terminology from the well-known
flow theory of pladticity.’
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1
ye=ze D:e A5.12

Para simular |a degradacion del material y, en consecuencia, la pérdida de su capacidad portante, se
puede suponer que el material va a absorber s6lo una parte proporcional de toda la energia elastica
gue deberia, por consiguiente se puede definir |a energia de deformacién en el caso de existenciade

dafio como:
y =(1- d)y, A5.13

Donded es una variable interna de la formulacion (pardmetro escalar de dafio) que sera definida
posteriormente, pero que siempre debe ser positiva y menor que 1. Nétese que a medida que
creced a material se le supone cada vez més débil y en el limite, cuandod valga 1, seraincapaz de
resistir ningun tipo de solicitacion. En mlabras sencillas, se puede decir que en un estado
equilibrado tension-deformacion, el material degradado necesariamente debe deformarse mas que el
elastico. Porque al estar dafiado, una parte de la energia se pierde en aumentar su dafio, mientras

gue otra parte se convierte en energia de deformacion que equilibrala solicitacion externa.

zona
elastica

zona no
elastica

£

Ilustracion 5.10: Las energias de defor macion, elasticay

de dafio

Toda ecuacién constitutiva se reduce a establecer una relacién entre las tensiones y las
deformaciones que puede soportar cierto material, y una de los maneras posibles de formular dicha
expresion es a través de un planteamiento energético. Al realizar la deformacion se moviliza una
energiay por lo tanto, en el problema, se debe exigir el cumplimiento de la inecuacién de Clasius-
Planck [M1] para procesos termo-mecanicos desacoplados. Utilizando la parte mecanica de la
misma, y aprovechando la definicion de la energia de deformacién que se ha hecho en A5.1.3, se
obtiene que la disipacion energéticaen el cuerpo es:

jT—ye:é- %d 30

Para que se cumpla dichainecuacién frente a una variacion arbitraria de la variable libre, tensor de

g=s:é- A5.14

deformaciones € , necesariamente deben exigirse dos condiciones simultaneas:
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1. Enprimer lugar:
1
S - —y =0 A5.15
Te
de donde se deduce que:
_ ye_ .
s =(1- d)-==2=(1- d)D:e=(1- d)s, A5.16
Te
2. Ensegundo lugar, como d>0 por definicion de lavariable internade laformulaci én:
)l
LA £0 A5.17
1d
demaneraquede A5.1.3 sehadla:
iy
— = A5.1.8
ﬂ d y e
En consecuencia se deduce que el incremento en la disipacion energética sera:
g=dy, A5.19
g
incremento
de dizipacion
T AW,
dizipacta
recuperakle
{1-d)we
£

Ilustracion 5.11: La energia de

deformacion en el modelo

de dafio

Superficie limite de degradacién.

En el apartado anterior se ha definido una relacion constitutiva a partir de unas consideraciones

energéticas. Se deducia que las deformaciones y tensiones se relacionaban mediante una variable

de dafio, variable interna de la formulacion, que ponderaba la aproximacion eléstica. En el modelo es

necesario definir una superficie limite que informe del estado actual de la variable, y por lo tanto,

saber si se esta en comportamiento eléstico o con dafio. Matematicamente, la superficie de

degradacion es una funcion de discontinuidad en el espacio de tensiones, y tiene una relacién

directa con la superficie de fluencia que se definia en elastoplasticidad. Aprovechando dicha

analogia con la plasticidad, la funcién de degradacion se puede utilizar como criterio umbral de

existencia de dario.
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En consecuencia, se desea definir una funcién de degradacion, segin la cual el estado tensional
siempre deba estar en su superficie o en su interior, tal y como se enuncia en la teoria de

plasticidad:
F(t,m = G(t)- &(m A5.1.10
Dondet debe ser una norma escalar de las tensiones yIT un pardmetro de consistencia que

depende de las propiedades del material.

Varias funciones son posibles, pero se escoge en particular [O2]:

t* A?L- t_g
G(t) =1- t—e to A5.1.11
y anal ogamente se define lafuncion de endurecimiento como:
& 0
m, A m?
G(m=1--2€ ¢ M A5.1.12
m

De las expresiones superiores A5.1.11 y A5.1.12 se observa queG es una funcion monétona

creciente y que se mueve en €l intervalo [0,1], n6tese que coincide con |os mismas acotaciones que
debe tener la variable de dafio. Asimismo, se definet” como el valor umbral delanormaescalar de
tensiones y M, como el valor limite del dafio obtenido de la condicion de consistencia. Finalmente

se define A como un parametro que depende de las propiedades mecénicas del material y cuya

expresion se deducira més adelante. La analogia con plasticidad sigue siendo evidente donde la

primera funcién G(t ) corresponderia a uno de los criterios de fallo, Tresca, Von Mises, etc. y la

segundaG(n’) serialaley de endurecimiento del material.

Suponiendo que inicialmente se incrementa el estado tensional hasta llegar a un valor limite donde
seiniciael dafio, se cumple:
m=m,
G(m,)=0

Por lo tanto, como el estado tensional no puede estar fuera de la superficie de degradacion,

A5.1.13

necesariamente se debe cumplir que:

F(t ,m)) =0 A5.1.14

En consecuencia:

Ql-O:

t
« Agl
t-te°® tP=g A5.1.15



Andlisis de sensibilidad para modelos constitutivos de dafio  5.25

Launicaformade cumplir estaigualdad es através de la exigencia:
t=t A5.1.16
Por consiguiente, una forma muy simple de definir e limite de degradacion sera a través de la
expresion:
F(t,m,) =F(t,t')=t-t" =0 A5.1.17
De donde se deriva quet* =m,y por lo tanto el parametro umbral de consistencia del material

corresponde a un valor maximo admisible de la norma de tensiones.

Norma escalar detensiones

El modelo necesita una norma de tensiones, de manera que dado un estado tensional triaxial real se
pueda calcular una tensién equivalente de comparacion que evallie e términot de la superficie
limite definida anteriormente en A5.1.10. Lailustracién 5.12 pretende dar un ejemplo sencillo de la

idea de comparacion en un estado plano de tensiones.

a Narma ce
%y Ty 2| tensiones oy

superficie
de dario

Ilustracion 5.12: Criterio uniaxial de comparacién

Nuevamente el planteamiento es equivalente al que se daba en plasticidad a definir un criterio de
fallo segun las expresiones de Von Mises, Tresca, etc. como se ha comentado anteriormente. En

caso de dafio se define lanorma escalar de tensiones de la siguiente forma:

t=[1+r(n- 1)]\/(3?)2 +(s8)" +(s3)’ A5118
siendo:

4 <S:>
i=1 |Si

o {sn)=3lse b

|

A5.1.18 his
comp __

ST

trac

Dondes ¢ = Dees la aproximacion elastica de las tensiones yS fson las tensiones principales

elasticas de dicho tensor. Por lo tanto, la norma de tensiones representa una longitud ponderada

del tensor de tensiones en un espacio euclideo. En el factor escalar de ponderacidn, interviene la



5.26 Andlisis de sensibilidad para model os constitutivos de dafio

relacién N que hay entre las maximas tensiones que soporta el material acompresiony atraccion, de
esta manera se tiene en cuenta el desigual comportamiento que pueda tener, segun esté trabajando
en uno u otro estado de solicitacion. Finalmente el término I' se ocupa de saber si en el estado
tensional actual predominalatraccion o lacompresion.
Para aclarar conceptos, se analizan dos casos simples que permiten comprobar la correcta
definicién de las expresiones:

Caso uniaxial de traccion (tension positiva) supuesto que sellegaal limite:

s®=s;p t=ns;} A5.1.19
seguin el criterio de comparacién A5.1.17:

*

Ft.m)=t-t =0 A5120
en consecuencialatension umbral seré:
t'=nsf=f, AB.1.21

Caso uniaxial de compresién (tension negativa) supuesto que sellegaal limite:

s®=s;bh t =s; A5.1.22
en el criterio de comparacion:
F(t ,m,):t- t'=0 A5.1.23
y se obtiene que:
t"=s=f A5.1.24

Por consiguiente, se definira de forma natural el valor umbral de la norma como la maxima tensién

admisible a compresion:

t =™ =f A5.1.25

Evolucion delavariable dedafio

Finalmente es necesario definir la evolucién de la variable de dafio. Anteriormente se ha comentado
gue a medida que crece la degradacién, al material le cuesta cada vez més generar energia de
deformacion que equilibre las solicitaciones, por lo tanto el valor ded debeir cambiando amedida

gue el dafio aumente en la estructura.

Se define laley de evolucién de lavariable de dafio como:

d = 171

A5.1.26
qt

S endo<r"r> = %[m+ |nﬂ
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En la expresion A5.1.26 & términoIT juega el papel del multiplicador pléstico |. gue apareciaen la

formulacién de la elastoplasticidad. Por su parte, la derivada parcial representa la direccién de
crecimiento de la superficie limite respecto de las tensiones de comparacion. De manera que,
conceptualmente, la variable internad tiene su analogia con la variable interna que aparecia en la

deformacion elastopléstica del capitulo 4:

t
d» (‘:“epudt A5.1.27
0

Si se considerala superficie de degradacién defini da anteriormente:
F(t,M=c(t)- g(m =0 A5.1.28

y se establece una variacién de la misma, se obtiene la condicion de consistencia de la formulacién

que fisicamente exige que el estado tensional no salgaal exterior de lasuperficie limite:
E(t,m = &(t)t - &(mm=0 A5.1.29
y por lacondicién en el inicio de la degradacién:
Gt)=clm , d&t)=¢(m A5.1.30

se deduce que:
t=rnm A5.131

En consecuencia, la variacién en la norma de tensiones definira la variacion en el parametro de

consistencia.

Por otro lado, se ha definido la norma escalar de tensiones en A5.1.18, y se sabe que las tensiones

dependen de las deformaciones, por |o tanto se puede aplicar lareglade la cadenay obtener:

t :Eé A5.1.32
Te
Finalmente y utilizando |as expresiones A5.1.26-32 se obtiene:
L TF(E) /e \ T6(t)
d=(t)——=(—:16)—— A5.1.33
(®) It Te 1t

Como ilustracion del comportamiento general de laley de lavariable interna se van analizar los dos

estados posibles del problema, solicitacién frente acargay frente a descarga:
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Caso de carga: Suponiendo que se entraen degradacion y que el estado tensional sesitllaen la

F(t.m=0
d=(f)%t(t)b 4 -alt) A5.1.34

Caso de descarga: Suponiendo que el estado tensional entraen el interior de la superficie de

F(t,n’)<0
t<0b d=0b d=cte

Cabe recordar que la variable internad necesariamente debe siempre crecer y estar acotada entre

superficie limite.

degradacion

A51.35

[0,1], y ahora aparece con claridad porque se habia escogido lafuncién G(t ) con esa expresion un

tanto extrafia A5.1.11-12. Por lo tanto, en general se puede definir laley de evolucién de lavariable

de dafio como lafuncién siguiente:

O:

gﬁ_t

—

7]

t" A
d=1- Te A5.1.36

El parametroA

Es sabido que el célculo numérico de la solucién siempre serd una aproximacion a valor real
desconocido, pero dicha aproximacion sera tanto mejor cuanto mas correcta sea la definicion del
modelo discreto. Hasta ahora se han evaluado todos los términos del modelo de dafio
independientemente de la discretizacion con elementos finitos que se tenga, pero para calcular €l
valor del parametro A es necesario referirse alamalla de trabajo. La evaluacion del parémetro A se
calculara a partir de los requerimientos energéticos que sean necesarios para provocar una

fisuracion en €l material.

Supuesto un proceso uniaxia de traccién donde se lleva la pieza a rotura, se define la energia

necesaria parafracturar el material como energiadisipadareal:

Oreal = Arotura Gf A5.1.37

Donde G; es |a energia de fractura por unidad de &rea, una propiedad del material que se obtiene

mediante ensayos de laboratorio. En los ensayos, se llevan hasta la rotura una serie de probetas y
se calcula el trabajo que se ha necesitado para provocar la separacion fisica de las mismas, tal y

como muestra graficamente lailustracion 5.13.
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F

A rotura #

Ilustracion 5.13: Ensayos deroturay energia

disipada

Por otro lado se habia definido la disipacion del modelo en A5.1.9, y substituyendo el incremento

en lavariable internapor su expresion segun la definicién de A5.1.34 se obtiene:

g=y.d :ye%t(t)t A5.1.38
Si se supone un proceso uniaxial de traccién y empleando las expresiones A5.1.18 bis entonces se
tiene que:
eb si=Ee b r=1 A5.1.39
y lanormaescalar de tensiones de A5.1.18 se convierte en
t =ns; A5.1.40
Cuando se evalGlala energia €l astica de deformaci6n se obtiene:

1 _ 1 2 1t
ye—EetEet _E(Sf) =SE A5.141

y por lo tanto, ladisipacién total del modelo en este caso sera:

¥ ¥ 2

g=Cpdt = c‘;é(t)zt—dt =
; *

2
. n°E

(‘jzt—d G(t) = A5.142

¥
Glt) -
2n°E ( )t,

Con lo que finalmente y tras substituir la funcién G(t) por su valor rea de A5.1.11 e integrar, se
obtiene la expresion de la energia que se disipa en un punto dafiado del material durante el proceso

de degradacion:

l;l A5.1.43
H L
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Llegados a este punto es |6gico exigir alaforma discreta del

@6 i =0 modelo que la cantidad de energia disipada en toda la
A wre € estructura sea equivalente a la que se obtendria en la
c realidad. Por lo tanto, la suma de las energias de disipacion
= en el volumen de todos los puntos de integracion de los

elementos dafiados, tiene que ser equivalente a la energia

Ilustracion 5.14: Energia discreta ; ; .
disioad real que se obtendriaen el érea deroturadelamalla. El dibujo
isipada
5.14ilustrael razonamiento.

En consecuencia, setiene que:

dem
Odiscreta = a Qo dv; A5.1.44
i

Por consiguiente, se debe exigir que se verifique que:

Oreal = Ydiscreta AS.145
Supuesta la malla con elementos finitos suficientemente regulares y suponiendo que todo el

elemento se dafia se puede expresar la disipacion de lamanera siguiente:
— —~13
discreta = 9V =9gl¢ A5.1.46
dondelC es lalongitud caracteristica del el emento finito, por gjemplo el valor del lado del elemento

gue en el caso de dos dimensiones serialaraiz de su dreay en tres dimensiones la raiz cubica del
volumen. M as detalles sobre estos conceptos se pueden encontrar en [O2] y [C2].

Para esa malla dafiada, |a disipacion real se evaluariaen funcion del area de rotura del elemento:

Oreq = G 12 A5.147
Substituyendo las expresiones A5.1.43, A5.1.1.46 y A5.1.47 y utilizando la igualdad A5.1.45 se
deduce que”:
2l f
A=—Cc1t A5.148
2G{E- 1

Se podria proceder andlogamente con un estado puro de compresion y entonces se observaria que
la fractura en compresion genera la misma expresion del parémetro A , por lo tanto el modelo queda

correctamente definido paratodos | os estados tensional es.

Ladisipacion energética

7 La ecuacion de |a disipacion energética A5.1.43 siempre tiene que tener un valor mayor o igual que cero, por
lo tanto se observa que e pardmetro A tiene que cumplir la misma condicién. Este hecho impone una
restriccidn, en general holgada, sobre lalongitud caracteristica mini ma|C de los elementos finitos de lamalla que

puede deducirse de la ecuacion A5.1.48.
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Para verificar €l correcto comportamiento del modelo es necesario evaluar |a disipacion energéticay

compararlacon laenergiade fracturareal liberada, tal y como se ha explicado en €l punto anterior.

En A5.1.38 se ha definido un incremento de energia disipada como:

1G(t)
fit

Por lo tanto se deben calcular 10s distintos términos de la expresion superior:

g=y.d=y ,——t AB5.1.49

1. Laenergiaelésticaasociadaes:
1
Y= Ee: D:e A5.150

2. Laderivadadelafuncion G(t) es

1G _¢é  tAut’ af—

— =alt+—y € A5.151
it & T e
3. Lavariacién enlanorma detensiones es:
ft .. .. M.
= + A5.152
t ‘ﬂs‘jsl ‘ﬂsgsz ﬂsgsg
Se definen previamente | as siguientes expresiones que luego se utilizaran:
e e
1. fst) 1, son(s?)
1 e 1
—— =9igSs; , A5.153
Is¢ ds:) s 27 2
r 1 Qe siglse)og, # X u
i ?ﬁsﬁgg Gik=1 b | k:1 H
k=1
it
€
1
é u
. é a
t € r|e oY al+r(n-1))s?y
ﬂe:dn )ﬂ as? U+§( (3 Vst A5.155
si @ TsiVia ' g € s o U
€ as; u
e et 8

Por lo tanto, ahora se estara en condiciones de evaluar la energia disipada por el modelo en cada

punto donde exista dafio.

A513LA IMPLEMENTACION NUMERICA

El modelo constitutivo define la relacion tensién-deformacién en un punto del sélido. Laresultante
de las fuerzas tensional es internas debe equilibrar la solicitacion externa. En la discretizacién de los

elementos finitos los estados tensional es se eval lan en los puntos de integracion de los elementos
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delamalla. Por lo tanto, después de hallar los desplazamientos se calcularan |as tensiones segun el
algoritmo 5.3.

El sentido fisico de dicho algoritmo serefleja en lasiguiente figura:

llustracién 5.15: Modificacién del estado
tensional

0.=DBu

@

&

Algoritmo 5.3 comportamiento constitutivo de un modelo de dafio

Conocido u
Prediccion déstica
S=DBu

Cédculodelanormat A5.1.18
y de t A5.1.52-55

it£o S
ORj{

Lt FIN

o

Dado A A5.1.48
seevala d A5.1.36

Modificacion de tensiones
s=(1-d)se
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ANEXO 5.2: EL METODO DE LA LONGITUD DE ARCO

Una de las estrategias comunes de resolucion de problemas en los que el estado de cargas puede
ocupar mas de una posicién de equilibrio, tal y como sucede en los ablandamientos o en la no
linealidad geométrica, es el método de lalongitud de arco.

En pocas palabras, se puede decir que la estrategia de resolucion mediante longitud de arco
consiste en ir construyendo la curva de comportamiento de la estructura exigiendo el equilibrio

estructural y una acotacion sobre el valor de los desplazamientos.

Se reescribe la ecuacion de equilibrio de problema segun:
Ko(u(l))=1f A52.1
acompariada de la condicién del control de desplazamientos:
g(ul))=0 A522
Notese que la condicién de control g( u) sobre |os desplazamientos introduce una restriccion en el

problema, por €ello a simple vista parece que existiran méas ecuaciones que incognitas. Pero al
considerar el parémetro de arcol como desconocido, se aumenta en un grado laincertidumbre con

lo que el problema sigue siendo determinado. Para mas detalles puede consultarse Crisfield (1991)
[C3].

Esto significa que el nivel de solicitacion de la estructura se convierte en una incognita, mientras
gue algin desplazamiento, o combinacion algebraica de desplazamientos, se convierte en

determinado.

El tipo de restriccién que se impone sobre los desplazamientos puede ser muy variado y en la
formul acién se han considerado |os dos més comunes:
Control de desplazamiento en un punto: en este caso se impone el desplazamiento| en un
Unico nodo de la malla paran pasos de carga. Esta estrategia se suele utilizar para controlar la

apertura de lafisuracién en unazonade la estructura.
glu)=u -n=0 A5.23
Control esférico: en esta ocasion se impone la condicién| como una norma de los

desplazamientos de un grupo de nodos de la malla. En general, suelen ser todos alavez con lo

cual se obtiene un control global dela estructura.

olu =4 uz- nl?=0 A5.24
k
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El parémetro de arcol se obtiene en funcién de la condicién sobre los desplazamientos segin el

siguiente procedimiento. Supuesta una aproximacion de primer orden del desarrollo de la condicién

se define:
dg
g(u(l +DI)) = g(u(l )) +DI 5 -0 A5.25
Siendo, en general:
dg_s 19y,
d - aI u Tl Ab5.2.6

Despejando el incremento del pardmetro arco de la expresién A5.2.5, y haciendo uso de A5.2.6 se

puede escribir la siguiente ecuacion:

g(u(1))

D =-—e——<— A527
3 To Ty,
i ﬂui T”
A continuacion se particularizalaexpresién A5.2.7 en los casos contemplados previamente:
Control de un desplazamiento, derivando A5.2.3 setiene:
il .
19 _ 0 s itk
ﬂUi A5.2.8
fig - -
—=1 g i=k
fu,
y derivando respecto del pardmetro arco la ecuacion de equilibrio A5.2.1 setiene que:
fu
—=f A5.2.9
1

en consecuencia, la derivada coincide con el desplazamiento total para un valor unitario del

pardmetro arco. Por |o tanto, se obtiene finalmente que:

D =-—+-+~—+ A5.2.10
u(d)

Control esférico, derivando laexpresién A5.2.4 se obtiene:

Tg_

2U; A52.11
T '

y apartir de A5.2.7 se puede expresar:

2B u(l)uld A5.2.12
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Llegados a este punto se esta en condiciones de presentar un esquema del funcionamiento del
control de desplazamientos para ser implementado en una estrategia incremental iterativa de

resolucion del problema:

Algoritmo 5.4 Funcionamiento de la longitud de arco

Resolver € sistema
acargatotal | =1
Kutot =|f

Bucle incrementa de fuerzas
D =Dl g
li=li-a+ D

Bucleiterativo (iie convergencia

Resolucion sistema
KDy =1 f - 3Blsdv
V

Actualizacion desplazamientos
Ui+1 = i +Duj
!

Exigenciadela
condicién de arco
D ;A5.2.10,12

modificacion de:
desplazamientos: Uj 4 =U; + Dy, + Dl Uor

nivel defuerzas: | ;1 =1; +D ;

Evauacion del residuo
Criterio de convergencia

4| Disipacion delafuerza
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