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Capitulo 1

Descripcion del problema.
Objetivos.

Tradicionalmente, la pulvimetalurgia se ha definido como la produccién de compo-
nentes a partir de polvos metélicos sin pasar por el estado fundido. En la actualidad
esta definicién es excesivamente restrictiva, ya que se trata de una técnica versatil
empleada en la produccién de componentes metdlicos y no metélicos. Estd especial-
mente indicada en el caso de materiales de elevado punto de fusién, metales duros
o de la elaboracién de piezas con porosidad controlada como cojinetes o filtros. Son
éstos los casos que han propiciado el desarrollo de esta técnica de fabricacién, més
que las razones econémicas o los requisitos energéticos del proceso.

Inicialmente, la pulvimetalurgia era empleada en la elaboracién de piezas que
eran muy dificiles o imposibles de obtener por otros medios con la tecnologfa exis-
tente. Ejemplo de ello era la elaboracién de componentes de elevado punto de
fusién como el Wolframio, cuya demanda en la elaboracién de ldmparas eléctricas
incandescentes motivé un avance significativo en el desarrollo de la pulvimetalurgia
[33]. También era empleada cuando se deseaba conseguir unas propiedades dificiles
de obtener por otros métodos. Sin embargo, actualmente la pulvimetalurgia es una
técnica de uso corriente y con una aplicacién creciente. Ello es debido a la capacidad
de producir piezas complejas de forma rdpida y simple, con unas tolerancias muy
ajustadas que reducen considerablemente la necesidad de maquinados posteriores,
haciendo de ella una técnica econémicamente competitiva. Ademsds, las mejoras en
la calidad y composicién de los polvos, el empleo de mejores prensas y hornos junto
con una gran variedad de tratamientos post-sinterizados han permitido en numero-
sas ocasiones obtener piezas con unas prestaciones preferibles a las conseguidas con
métodos tradicionales.

En contrapartida, no todas las geometrias ni tamanos son susceptibles de poder
ser fabricados con esta técnica. Y de ser factible, en ocasiones resulta necesario

»
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2 CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA. OBJETIVOS.

efectuar mecanizados posteriores [46]. Otra limitacién importante son los elevados
costes de matricerfa, siendo s6lo amortizables en la produccién de grandes series.
Ademds, la calidad del producto acabado mejora con la presién aplicada, hacién-
dose necesario el empleo de prensas de gran capacidad. No obstante, la resistencia
mecénica suele ser inferior a la de las piezas macizas. Otra de las desventajas de la
pulvimetalurgia es el elevado coste del polvo empleado como materia prima.

Hoy dfa, la produccién de la pulvimetalurgia va destinada principalmente a la in-
dustria automovilistica, seguida muy de lejos por la industria aerondutica, eléctrica,
electrénica, armamentistica, maquina herramienta, etc.

1.1 Proceso industrial.

En lineas generales, la elaboracién de una pieza consiste en dar a la mezcla de polvo
la forma deseada y posteriormente dotar a la pieza de las propiedades mecdnicas
finales, existiendo para ello diversos procedimientos. No obstante, salvo ligeras va-
riantes el proceso de fabricacién se subdivide fundamentalmente en cuatro etapas:
la elaboracién y preparacién del material, la compactacién, el sinterizado y en de-
terminados casos la ejecucién de operaciones suplementarias.

Preparacién del material.

Aparte de la composicién quimica, las caracterfstica bésicas del polvo son el tamaifio
de la particula, la distribucién de tamaiios, la forma de la particula y la superfi-
cie especifica de las mismas [46]. Estas propiedades estdn intimamente ligadas al
procedimiento utilizado en su obtencién. Existen diversos métodos de produccion,
pudiendo ser estos mecdnicos, quimicos, electroliticos o por atomizacién. La elec-
cién de uno u otro dependerd de las propiedades requeridas para el polvo, las cuales
marcardn su comportamiento durante el proceso de fabricacién y las caracteristicas
finales del producto acabado. En la figura 1.1 se muestran distintas morfologfas
tipicas de materiales pulverulentos.

Las partfculas muy finas e irregulares proporcionan grandes superficies de con-
tacto que favorecen los enlaces entre particulas pero dificultan la fluidez del polvo.
Por otro lado, las particulas de forma esférica tienen una buena fluidez, facilitan-
do el movimiento del polvo de unas zonas a otras, sin embargo generan menores
superficies de contacto entre particulas.

Otro aspecto a tener en cuenta es la mezcla de polvos de distinta granulometria,
morfologfa y composicién. En este sentido, la mezcla es un importante proceso que
implica m&s de un constituyente. La homogeneidad de las propiedades del compacto
dependerd en gran medida de la uniformidad de la mezcla.
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Figura 1.1: Morfologfas correspondientes a materiles pulverulentos: (a) Esférica, (b)
redondeada, (c) angular, (d) acicular, (e) dendritica, (f) irregular, (g) porosa, (h) frag-
mentada.

Compactacién.

La compactacién es una etapa intermedia dentro del proceso de fabricacién pero de
especial importancia. Su finalidad es consolidar €l polvo en la forma deseada, darle
el grado de porosidad requerido y proporcionarle la resistencia adecuada para su
manipulacién. La capacidad para producir componentes con la forma y dimensiones
apropiadas dependen en gran medida de este proceso, marcando la viabilidad eco-
némica de esta técnica de fabricacién. En particular, la pérdida de homogeneidad
produce distorsiones en la forma de la pieza durante el sinterizado, llegando en casos
extremos a provocar la fractura del compacto. Por ello, las pautas de disefio estan
principalmente definidas por la homogeneidad de las propiedades del compacto asf
como por las dimensiones finales del mismo, teniendo en cuenta cualquier cambio
dimensional que resulte de procesos posteriores como el sinterizado.

En lineas generales, las técnicas de compactacién pueden clasificarse en técnicas
de conformado sin presién y técnicas de conformado con presién. El primero es
empleado para conseguir piezas altamente porosas como filtros o ldminas porosas
para electrodos. Bdsicamente consiste en sinterizar el polvo sin més compactacién
que la conseguida por la gravedad o la vibracién, obteniendo piezas poco densas y
resistentes. Las técnicas de conformado con presién son las méds comunes. En ellas,
la aplicacién de presién puede efectuarse en frio o en caliente. Durante la compac-
tacién en caliente, la consolidacién y el sinterizado se realizan de forma simultdnea,
mejorando la compresibilidad del material y las prestaciones del producto acabado
[40], al tiempo que se aumentan las dificultades técnicas y los costes. Este tipo
de prensado suele ser empleado en la elaboracién de piezas muy duras de carburos
cementados o metal duro. Por contra, la compactacién en frio vinicamente persi-
gue la consolidacién del polvo, siendo éste el proceso més frecuente en la industria.
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Figura 1.2: Secuencia de compactacién: (a) Llenado, (b) Prensado, (c¢) Expulsién.

De entre todas ellas, el presente trabajo se centra exclusivamente en el proceso de
compactacién en frio por troquel o compactacién uniaxial.

En la figura 1.2 se muestran las etapas usuales que intervienen en la compacta-
cién uniaxial en frio. La aplicacién de presién se consigue mediante el movimiento
adecuado de los punzones, cuya secuencia de movimientos tiene una influencia direc-
ta en las propiedades del producto final. Bédsicamente, el proceso consiste en: llenar
la cavidad o cdmara de compactacién con polvo, consolidar el material mediante
aplicacién de presién, y posteriormente proceder a la expulsién del aglomerado. Las
prensas utilizadas para tal fin pueden ser mecdnicas o hidrdulicas. La diferencia
entre ambas radica en que las primeras permiten controlar el desplazamiento de los
punzones (control en desplazamiento), mientras que las segundas permiten controlar
la presién aplicada por los punzones (control en fuerzas).

La densificacién de material se produce durante el prensado. La distribucién de
densidades en el compacto resultante es una de las propiedades maés titiles, indicando
la calidad del prensado y determinando el comportamiento del material durante las
etapas posteriores. Como regla general, la densidad del polvo en verde aumenta con
el incremento de presién, la compresibilidad del polvo, la disminucién de la dureza
y resistencia de las particulas y con la reduccién de la velocidad de compactacién.
Asf mismo, el incremento de la presién de compactacién o la densidad del compacto
favorecen el aumento de la resistencia de éste. Por otro lado, la homogeneidad de
las propiedades (entre ellas la densidad) depende principalmente de factores como la
friccién polvo-matriz, la geometria de la pieza, la fluidez del polvo, la secuencia de
compactacién y la velocidad de prensado, entre otras. La capacidad de encontrar una
secuencia de compactacién que, teniendo en cuenta estos factores, permita obtener
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una distribucién uniforme de densidades marcard en gran medida la viabilidad de
emplear esta, técnica de fabricacién.

Sinterizado.

El resultado de la compactacién es un conglomerado fragil con una resistencia su-
ficiente para su manipulacién, pero que en ningin caso posee unas prestaciones
mecdnicas aptas para su uso ingenieril. El sinterizado tiene por objeto incremen-
tar dichas prestaciones mecdnicas hasta un nivel aceptable. Se trata de un proceso
fisico-quimico que se lleva a cabo elevando la temperatura del aglomerado.

La soldadura entre particulas se produce por difusién atémica, razén por la que
la temperatura de sinterizado es inferior a la temperatura de fusién del material
base, siendo en algunos casos considerablemente menor. Ello permite el uso de
hornos més simples y reduce las necesidades energéticas considerablemente. Sin
embargo, el polvo es una mezcla de distintos componentes, alguno de los cuales
puede fundir durante el sinterizado dando lugar a lo que se denomina sinterizado de
fase liquida. La formacién de una fase liquida facilita la difusién, y con ello el proceso
de sinterizacién, no obstante el incremento de liquido puede generar deformaciones
indeseables de la geometrfa. El aumento de la densidad incrementa la superficie de
contacto entre particulas, favoreciendo el sinterizado. Asf mismo, el aumento de la
temperatura y el tiempo de exposicién son las variables ambientales que tienden
también a favorecer el sinterizado.

Normalmente el proceso se desarrolla en hornos de atmésfera controlada, la cual
se consigue en numerosas situaciones a partir de los gases residuales procedentes de
la combustién del carburante (frecuentemente gas natural o propano).

Existe un gran interés en conocer los mecanismos que intervienen en el sinte-
rizado, siendo ésta una de las dreas de investigacién que la pulvimetalurgia tiene
abiertas.

Operaciones suplementarias.

En algunos casos, la pieza después de sinterizada es sometida a procesos adicionales
con la finalidad de mejorar alguna de las propiedades o modificar las dimensiones.
Ejemplo de ello es el presionado final de represién, que consiste en comprimir la pieza
sinterizada efectuando un trabajo en frio con la finalidad de aumentar la densidad y
mejorar las propiedades mecdnicas. También se utiliza para afinar las dimensiones
en piezas de tolerancia mas fina.

Una alternativa mds eficiente pero mds costosa es el presinterizado. En ella, el
sinterizado se interrumpe a una temperatura intermedia, donde el compacto presenta
una buena maquinabilidad. Un caso especial es el forjado-sinterizado, que se aplica
cuando se pretende aumentar la densidad y cambiar significativamente la forma de
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la pieza. En ocasiones, el resinterizado posterior incrementa considerablemente las
propiedades mecanicas, pudiendo ocasionar un encogimiento de la pieza.

En otras ocasiones se efectia un reprensado en frio, conocido por calibrado,
con la finalidad de corregir las dimensiones y no con la intencién de mejorar las
prestaciones mecdnicas.

Al igual que las piezas obtenidas con otras técnicas, las piezas sinterizadas son
susceptibles de ser sometidas a tratamientos térmicos con la finalidad de modificar
sus propiedades.

Otro proceso es el infiltrado que consiste en rellenar los poros superficiales con
otro metal de més bajo punto de fusién como el plomo. Otra variante es la impreg-
nacién, técnica similar en la que los poros superficiales se impregnan de materiales
orgénicos como aceites o ceras. Estos procesos reducen el riesgo de absorber elemen-
tos corrosivos en manipulaciones posteriores, mejoran la capacidad de maquinado y
las propiedades antifriccionales.

Adicionalmente, se pueden efectuar diversas operaciones para completar la ma-
nufactura de las piezas sinterizadas, como el maquinado, cizallamiento, esmerilado,
pulido, etc. No obstante, conviene que estos procesos sean los mfnimos posibles,
puesto que incrementan considerablemente los costes de produccién.

Limitaciones en el diseno.

Las posibilidades geométricas de las piezas producidas son enormes, aunque la etapa
de compactacién impone unas severas limitaciones. Algunas de estas limitaciones
pueden apreciarse en la figura 1.3. Aunque el tamano de las piezas a compactar
supone una limitacién, esta es salvable con el uso de prensas de mayor capacidad.
Otra restriccién, técnicamente mds compleja de solventar, es consecuencia directa
de la geometria de la pieza. La fluidez de los polvos es limitada, haciendo que las
esquinas, las zonas esbeltas y las zonas de la cdmara de compactacién inicialmente
vacfas pueden ser dificiles de llenar durante la compactacién, resultando regiones
menos densificadas. También se deben evitar las paredes delgadas y las esquinas
afiladas en la cdmara de compactacién por las heterogeneidades que generan y el
riesgo de fractura que conllevan durante la expulsién.

La expulsién del aglomerado también supone una limitacién sobre la geometria
de la pieza. Las acanaladuras y los orificios transversales a la direccién de prensado,
los conos invertidos y los roscados impiden la expulsién del compacto y deben hacerse
por maquinado.

Otro aspecto a evitar son las formas esbeltas y bordes afilados en los punzones, ya
que tienden a romperse incrementando los costes de mantenimiento. La elaboracién
de piezas con tolerancias de precisién también requiere un mayor mantenimiento de
los utillajes, ya que el desgaste sufrido por éstos obliga a reemplazarlos con mayor

»
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Figura 1.3: Recomendaciones de disefio para la fabricacién de piezas sinterizadas.

frecuencia.

En muchas ocasiones, las piezas poseen unas caracterfsticas geométricas que
impiden su obtencién directa a partir de la compactacién, generando un producto
semiacabado que debe ser corregido posteriormente por maquinado.

1.2 Compactaciéon uniaxial en frio.

Como se aprecia en las figuras 1.2 y 1.4, el proceso de compactacién estd compuesto
por cuatro etapas: llenado de la cavidad o cdmara de compactacion, transporte de
cdmaras, prensado y expulsién. La tolva de alimentacién se coloca sobre la parte
inferior de la cdmara de compactacién y se procede a llenarla completamente de
polvo con ayuda de la gravedad. Posteriormente, se procede a enrasar a nivel con la
cara superior de la matriz, eliminando la porcién de polvo rebosante. Acto seguido,
la tolva se retira y los punzones superiores se desplazan para cerrar la cdmara de
compactacién y proceder al prensado.

Como se aprecia en la figura 1.4, en numerosas ocasiones resulta técnicamente
imposible llenar toda la cdmara de compactacién durante la operacién de llenado,
quedando ésta vacia en su parte superior. El relleno de esta zona se efectia con el
movimiento de los punzones y la matriz, afladiendo una etapa adicional al proceso.

En cualquier caso, como ya se mencioné en el apartado 1.1, el objetivo de la
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Cargador
N

Figura 1.4: Etapas del proceso de compactacion: (a) Cd4mara inicial abierta, (b) Llenado-
enrasado de la cdmara inicial, (c) Cierre de la cdmara inicial, (d) Cdmara final.

fase de la compactacién es obtener un compacto de dimensiones apropiadas y con
una distribucién de densidades lo mds uniforme posible. Ello se consigue aplicando
sobre los punzones una secuencia adecuada de movimientos. No obstante, dicha
secuencia estard fntimamente relacionada con la geometria de la cdmara inicial,
siendo ésta otro pardmetro de disefio independiente de especial relevancia cuando
resulta imposible llenar la cdmara de compactacién.

Descripcién de la fase de transporte de cdmaras y transferencia. En nu-
merosas ocasiones, €l llenado de la cdmara, inicial es un problema complejo que puede
influir considerablemente en la secuencia de prensado y en las propiedades finales del
compacto. Existen numerosas geometrias en las que la cdmara inicial queda parcial-
mente llena, siendo necesario redisenar la cdmara y el movimiento de los punzones
para conseguir llenarla. Esta secuencia se puede efectuar con la intencién de mover
simplemente el polvo de unas zonas a otras sin compactarlo, proceso denominado
transporte de cdmaras, o efectuando una compactacién en determinadas regiones
con la intencién que se transfiera polvo desde la zona prensada a la zona vacfa,
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proceso denominado transferencia. En la practica ambos procesos producen una
compactacion local del material. No obstante, un criterio para distinguir ambas se
obtiene en funcién del volumen de la cdmara de compactacién. Impidiendo el movi-
miento relativo entre los punzones que estdn en contacto con la zona sin rellenar, el
volumen de la cdmara de compactacién se mantiene constante durante el transporte
de cdmaras. Por contra, durante la transferencia el volumen se reduce.

Normalmente, el transporte de cdmaras se efectiia bajando los punzones superio-
res y la matriz junto con los punzones inferiores mds elevados. Por contra, durante
la transferencia se mantienen fijos los punzones inferiores al tiempo que se bajan los
punzones superiores y la matriz.

Descripcién de la fase de prensado. Durante la fase de prensado se produce
la densificacién del material en todas las regiones de la cdmara de compactacion.
Generalmente, la frontera entre el transporte de camaras y el prensado es difusa,
resultando imposible identificar cuando termina una y comienza la otra. Lo mismo
puede decirse de la transferencia. Un criterio l6gico es definir el inicio de la fase de
prensado cuando la cdmara de compactacién se ha llenado completamente, lo que
puede suceder estando muy avanzada la compactacién. Esto indica la imposibilidad
de separar la fase de transferencia/transporte de cdmaras de la fase de prensado,
obligando a disefiar ambas fases de forma conjunta.

1.3 Objetivo de la tesis.

Como ya se ha mencionado anteriormente, es conocido que uno de los principales
problemas asociado a la fabricacién de piezas sinterizadas se debe a la pérdida
de homogeneidad en las propiedades del compacto obtenido durante la etapa de
compactacién. Por ello, es primordial encontrar una secuencia de compactacién
apropiada durante la fase de disefio que haga factible la produccién de la pieza. Es
en este entorno donde la simulacién por ordenador estd empezando a ser empleada
con la finalidad de ser una herramienta complementaria que ayude a encontrar la
secuencia de compactacién 6ptima con el mfnimo mimero de pruebas experimentales,
ayudando a reducir de esta forma los costes del proceso.

Actualmente, la investigacién destinada a la simulacién numeérica de los procesos
de compactacién se centra principalmente en la etapa de prensado. Sin embargo,
existen numerosos casos practicos en los que antes de prensar es necesario efectuar
un movimiento previo de los punzones con la finalidad de reubicar el polvo para lle-
nar al cdmara de compactacién. Este proceso, denominado transporte de cdmaras
o transferencia, puede ser relevante tanto para definir la secuencia 6ptima de com-
pactacién como para, predecir correctamente la distribucién final de las propiedades
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del compacto.

El objetivo principal de la tesis se centra en la ampliacién y mejora de la si-
mulacién numérica de la fase de compactacién de pulvimateriales, considerando
adicionalmente las etapas de transporte de cdmaras y transferencia, con la finalidad
de facilitar y mejorar el desarrollo y disenio de los procesos de compactacién. La
tesis forma parte de una linea de investigacién de mds largo alcance destinada a
la simulacién numérica de todo el proceso de fabricacién. En este sentido, el tra-
bajo desarrollado incorpora el estudio de nuevas etapas que intervienen durante la
compactacién, aumentando el realismo de los procesos de compactacién simulados.

Con este propdsito, se deben desarrollar unas lineas de trabajo como partes
complementarias del objetivo final:

e Formulacién de un modelo constitutivo capaz de simular de forma conjunta
la fase de transferencia/transporte de cdmaras y la fase de prensado. En lo
posible, el modelo propuesto deberd ampliar o integrar el modelo desarrollado
en el estudio de la fase de prensado por considerarlo vdlido para describir el
comportamiento del pulvimaterial durante la etapa intermedia/final del pren-
sado. En caso contrario, el nuevo modelo a desarrollar deberd proporcionar la
misma calidad de respuesta durante estas etapas.

e Implementacién del modelo numérico, contemplando la posibilidad de repro-
ducir movimientos sin compactacién.

e Ampliacién y mejora del cédigo informético desarrollado para el estudio de la
fase de prensado. Siendo claramente previsible la necesidad de desarrollar una
estrategia de remallado automa4tico.

e Validacién de la herramienta propuesta.

1.4 Contenido de la tesis.

Se presenta un modelo numérico que permite estudiar conjuntamente las etapas
de transferencia/transporte de cdmaras y de prensado. Para la consecucién de tal
objetivo, la tesis se estructura en siete capitulos que son brevemente presentados a
continuacién.

En el capitulo 2 se hace una breve descripcién de los modelos empleados hasta la
fecha para la simulacién numérica del proceso de compactacién. También se exponen
brevemente las limitaciones que presentan estos modelos y que podrian marcar las
directrices de trabajo en un futuro inmediato.

En el capitulo 3 se desarrolla la formulacién matemética del modelo numérico
propuesto. En primer lugar se hace una presentacién de la cinemdtica en la que

»
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se desarrolla el problema. También se formula el modelo constitutivo propuesto,
haciendo especial énfasis en la superficie de fluencia, la regla de flujo, las variables
de endurecimiento y la disipacién, siendo éstas desarrolladas de una forma genérica.
Posteriomente, se presenta el modelo aplicado en esta tesis para el estudio del proceso
conjunto de las etapas de transferencia/transporte de cdmaras y de prensado, siendo
este modelo un caso particular del modelo genérico comentado previamente. El
capitulo se completa con tres anexos en los que se desarrolla con detalle el algoritmo
de retorno a la superficie de fluencia y el tensor constitutivo tangente (tanto para
el caso general como para su particularizacién), asf como la demostracién de otros
detalles de interés. ‘

En el capftulo 4 se presenta la implementacién numérica del modelo propuesto,
formulando las ecuaciones que gobiernan el problema en su forma débil. El plan-
teamiento se realiza en base a la formulacién estdandar de Galerkin y la formulacién
mixta de tres campos, destinada al estudio de problemas incompresibles. También se
expone la problemdtica y la solucién adoptada en la implementacién de los términos
adicionales procedentes del modelo de friccién. El capitulo se completa con un anexo
donde se desarrolla detalladamente los términos de la matriz tangente que deben ser
implementados, tanto en la formulacién de Galerkin como en la formulacién mixta.

En el capftulo 5 se describe una estrategia de remallado automédtico que permi-
te eludir las distorsiones generadas por el empleo de una formulacién lagrangiana.
En la primera parte del capitulo se describen las modificaciones a realizar sobre las
ecuaciones cinemadticas y sobre la ecuacién constitutiva, con objeto de desarrollar
una formulacién del tipo lagrangiano actualizado. También se efectuan las modifica-
ciones oportunas sobre la forma débil del problema, tanto en la formulacién conven-
cional de Galerkin como en la formulacién mixta. En la segunda parte del capitulo
se presentan los componentes que integran la estrategia automatica de remallado
propuesta para los procesos de compactacién.

En el capitulo 6 se presentan ejemplos numéricos del proceso de compactacién.
El capitulo se subdivide en dos partes. En la primera se describe los pardmetros
que caracterizan al modelo numérico. Mientras que en la segunda se presentan los
resultados numéricos obtenidos con el modelo propuesto para distintos ejemplos.
Los dos primeros ejemplos estudiados son sencillos y conciernen sélo a la fase de
prensado. La finalidad de estos ejemplos es verificar el modelo constitutivo y jus-
tificar el empleo de algunas herramientas numéricas. Los ejemplos restantes estdn
destinados a estudiar la influencia de la transferencia y el transporte de cdmaras en
los procesos de prensado.

Finalmente, en el capftulo 7 se presentan las conclusiones del estudio, sugiriendo
las lineas futuras de investigacién.
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Capitulo 2

Antecedentes.

El mayor conocimiento y las mejoras efectuadas en el proceso de fabricacién han pro-
piciado la elaboracién de piezas cada vez mds complejas y con elevadas prestaciones
a unos costes competitivos. Dentro de esta dindmica de innovacién y desarrollo,
en los tltimos anos ha habido un creciente interés en modelar el proceso con la
finalidad de realizar disefios por ordenador y reducir al maximo los tradicionales
métodos de prueba y error. En este sentido es fundamental modelar el pulvimate-
rial adecuadamente para posibilitar unos resultados cuantitativamente aceptables.
No obstante, debido a la variedad de materiales y la complejidad de su compor-
tamiento, la especificacién, cuantificacién y validacién de los modelos constitutivos
a partir de los resultados experimentales constituye todavia un problema delicado
pendiente de solucién.

Un importante requisito en la modelizacién de los pulvimateriales es la viabilidad
para determinar los pardmetros que intervienen en su definicién. Los modelos pro-
puestos deben ser calibrados y validados a partir de ensayos experimentales. Desde
un punto de vista practico, debe haber un equilibrio entre la cantidad de pardmetros
utilizados y la calidad de la respuesta suministrada por el modelo. Cuanto mayor sea
el nimero de pardmetros requeridos para definir el modelo mayor, serd la cantidad
de informacién necesaria para determinarlos, aumentando el nimero y la compleji-
dad de los ensayos. Aspecto este que dificulta su implantacién en la industria. En
este sentido, los ensayos pueden ser clasificados en dos categorias: ensayos para la
calibracién de modelos y ensayos para la definicién de modelos. Los primeros son
ensayos pensados para ser aplicados por la industria, como por ejemplo el ensayo de
compresién simple o una compactacién uniaxial de simple efecto. Estos ensayos de-
ben ser sencillos y baratos, capaces de suministrar la minima informacién necesaria
para determinar los pardmetros que definen el modelo. El segundo tipo de ensayos
se realiza con la finalidad de definir las caracteristicas que debe poseer el modelo
constitutivo, siendo normalmente desarrollados por grupos de investigacién. Suelen

»
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ser costosos y complejos (bien por el andlisis que implica o por la complejidad técni-
ca que supone llevarlos a cabo). Este tipo de ensayos también pueden ser empleados
para validar la respuesta suministrada por el modelo.

Los modelos constitutivos presentados en este capitulo han sido pensados para
simular la fase de prensado y la expulsién a lo sumo, obviando la fase de transferen-
cia.

2.1 Modelos para la compactacién de pulvimate-
riales.

Con el objetivo de comprender y modelar el comportamiento de los pulvimateriales
se han propuesto numerosos modelos constitutivos. En lineas generales, los mode-
los matemaéticos empleados para la simulacién numérica de pulvimateriales pueden
ser clasificados en funcién de la escala en que el problema sea analizado, esto es,
a escala microscépica (modelos microscépicos) y a escala macroscépica (modelos
macroscopicos).

Los modelos microscépicos analizan el comportamiento de cada particula y su
interaccién con las particulas vecinas [2][3][25][51][59][69][96][108][113]. El objetivo
de estos modelos es predecir el comportamiento de las particulas a nivel microscépico
durante parte o todo el proceso de compactacién con la finalidad de pronosticar las
propiedades macroscépicas del material o reproducir alglin comportamiento caracte-
ristico de éste. No obstante, estos modelos tienden a reproducir el comportamiento
del polvo mis cualitativamente que no cuantitativamente, normalmente debido al
empleo de aproximaciones excesivamente simplistas como, por ejemplo, considerar
que las particulas tienen una geometrfa simple (una esfera o un elipsoide) o un
tamaio considerablemente mayor al real. En la practica, estos modelos no son ade-
cuados para simular procesos reales tanto por la calidad de los resultados obtenidos
como por el coste computacional requerido en la simulacién de casos précticos.

Los modelos macroscépicos analizan el comportamiento de las particulas en su
conjunto, tratando los poros homogéneamente y considerando al polvo como un
medio continuo [1][22][39]. Para ello, los pardmetros microscépicos que definen el
comportamiento del polvo no se tienen en cuenta directamente, sino que son englo-
bados en un conjunto de variables macroscépicas medibles que deben ser calibradas
experimentalmente. Del mismo modo, el comportamiento del pulvimaterial se re-
produce a nivel macroscépico quedando oculto aspectos como el incremento de las
superficies de contacto entre particulas, el movimiento relativo entre ellas, etc.

Recientemente se estdn empleando una tercera categoria de modelos, modelos
multinivel, que combinan los modelos microscépicos con los modelos macroscdpicos
basdndose en la teorfa de homogeneizacién. Bésicamente, estos modelos estudian el
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comportamiento de pulvimaterial a nivel microscépico en los puntos de integracion,
mientras que el equilibrio del medio se estudia a nivel macroscépico como un medio
continuo. En esta categorfa se encuentran los modelos que asumen una periodicidad
en su estructura interna, como el propuesto por Tsumori et al. [112] para la com-
pactacion en caliente, que suponen la existencia de unidades estructurales conocidas
por celdas y que en conjunto generan una estructura periédica en el entorno de los
puntos de integracién del modelo macroscépico. En este caso, el comportamiento del
material depende de la propia configuracién de la celda y de la ecuacién constitutiva
de sus integrantes. Otro punto de vista es el utilizado por Ransing et al. [38][91]
que proponen analizar a nivel microscépico unos cientos o miles de particulas, cada
una de ellas discretizada y modelizada como un medio continuo, en una pequeia
vecindad del entorno de los puntos de integracién del modelo macroscépico.

2.1.1 Modelos fenomenolégicos macroscépicos.

Establecer un modelo constitutivo que describa las caracteristicas cambiantes del
pulvimaterial durante las distintas etapas de un proceso tipico de compactacién es
un problema dificil atin abierto. Las propiedades varfan considerablemente de unos
tipos de polvos a otros en funcién de la composicién, la proporcién de componentes,
la morfologia de las particulas, la granulometria, etc. Esto unido a la evolucién tan
notable en sus propiedades durante el proceso hace que la definicién de un modelo
general sea extremadamente complejo.

Los modelos fenomenoldgicos macroscépicos suponen una simplificacién del mo-
delo general habiendo sido ampliamente utilizados con éxito en la simulacién de
procesos de compactaciéon. En los dltimos afios se han desarrollado numerosos y
diversos modelos propiciados por el desarrollo de la informética y de herramientas
numéricas como es el Método de los Elementos Finitos. Una caracteristica comiin de
todos ellos es el empleo de la teorfa de la plasticidad, quedando caracterizados por
una superficie de fluencia, una ley de endurecimiento y una regla de flujo. Algunos
de estos modelos son modificaciones de modelos inicialmente propuestos para ma-
teriales porosos, mientras que otros provienen de modelos formulados inicialmente
para materiales friccionales, de aquif su clasificacién en modelos de materiales po-
rosos y en modelos de materiales friccionales. Por otro lado, el desarrollo de la
compactacién puede ser cuantificado de alguna manera por medio del incremento de
la densidad. Por esta razén, ha sido generalizado el uso de la densidad como varia-
ble de endurecimiento, lo que implica que fenémenos como la difusién se consideran

despreciables.

»
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A |

Figura 2.1: Superficie de fluencia tipica correspondiente a un medio poroso dibujada en
el plano p — ¢ (siendo p = —11/3 y ¢ = V/3J2).

Modelos porosos.

Los modelos basados en materiales porosos son generalizaciones de la superficie de
fluencia de Von Mises en los que la porosidad se tiene en cuenta introduciendo un
término adicional correspondiente al primer invariante de las tensiones I;. General-
mente, sobre todo en el caso de materiales metdlicos, estos modelos buscan degenerar
en la superficie de Von Mises cuando el material alcanza la densidad teérica.

En este sentido, se han desarrollado diversos modelos para el andlisis de sélidos
porosos como los propuestos por Kuhn y Downey [63], por Shima y Oyane [97] o
por Green [42] que han sido referencia obligada de numerosos modelos posteriores.
La superficie de fluencia correspondiente a estos modelos puede ser representada por
medio de la ecuacién:

p=AJ+BL2-Y?=0 (2.1)

donde I; es el primer invariante del tensor de tensiones, J» es el segundo invarian-
te del tensor desviador de tensiones y A, B, C e Y? son pardmetros dependientes
del material que definen la evolucién de la superficie de fluencia en funcién de la
variable de endurecimiento. En el espacio de tensiones principales (espacio de Haigh-
Werstergaard), esta expresién corresponde a un elipsoide centrado en el origen de
coordenadas. Sin embargo, esta superficie de fluencia puede ser ficilmente genera-
lizada para tener en cuenta el caso en que el elipsoide no estéd centrado en el origen
del eje de presiones. Considerando esta posibilidad, un grupo mayor de modelos
pueden ser englobados dentro de la superficie de fluencia descrita por la expresién:

p=AJh+B(I;-CP?-Y?=0 (2.2)
La forma, general de esta superficie se puede ver en la figura 2.1. La ecuacién (2.2) es

aplicable a un gran mimero de modelos constitutivos empleados para la simulacién
de procesos de compactacion, donde la eleccién de la regla de flujo y la ley de
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Figura 2.2: Evolucién tipica de los pardmetros del material ¢(n) y f(n).

endurecimiento junto con la evolucién de las variables A, B, C' e Y? marcan las
diferencias entre los distintos modelos.

Dentro de esta categorfa puede incluirse el modelo propuesto por Abouaf [1],
donde los coeficientes A, B, C e Y? son pardmetros dependientes de la densidad re-
lativa que es considerada como la variable de endurecimiento. En el modelo original
estos coeficientes se definen como:

A=3c(n) ; B=f(n) ; C=0 ; Y’=7, (2.3)

siendo &, es el limite de fluencia del material base, mientras que la evolucién de los
coeficientes ¢ y f se describen en la figura 2.2. Obsérvese que cuando la densidad
relativa alcanza la densidad teérica n = 1 entonces ¢ = 1 y f = 0, degenerando la
superficie de fluencia (2.2) en la superficie de Von Mises.

En principio, este modelo puede ser empleado tanto en procesos de compactamén
en frio como en procesos de compactacién en caliente, donde ha sido ampliamente
empleado [9][11][22][27](52][56][93][94][118]. Ya que la ecuacién constitutiva corres-
ponde a la de un modelo hipereldstico, bajo la hipétesis de pequenas deformaciones
elésticas, que considera tanto el problema térmico como el problema mecdnico. La
energfa libre correspondiente al modelo se expresa en funcién de las deformaciones
eldsticas de Green-Lagrange, la temperatura y las variables de endurecimiento que
en este caso es la densidad relativa. El tensor velocidad de las deformaciones in-
eléasticas d? se obtéene a partir de un potencial viscopldstico ¢ que depende de las
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tensiones, de la densidad relativa y de la temperatura. Un potencial viscopléstico
de uso frecuente viene definido por la expresién:

= H’;—(f}l (3c(n) 2 + f(n) %)™ (2.4)
donde A y n son respectivamente el coeficiente y el exponente correspondientes a
una ley potencial empleada para describir la relajacién de sélidos viscosos.

Aryapour y Stutz [4] modificaron este modelo con la finalidad de considerar
aquellos procesos en los que la compactacion se produce conjuntamente con el in-
cremento de la temperatura y de la presién, en cuyo caso la deformacién ineldstica
se compone de una parte pldstica y otra viscopldstica.

Otra variante de la ecuacién (2.2) es el modelo propuesto por Shima y Oyane
[97], también empleado por Bagaviev et al. [5], Iankov [50], Koller y Massinger [58] y
Lippmann et al. [70] entre otros. En este caso, se emplea una regla de flujo asociada
y se utiliza también la densidad relativa n como variable de endurecimiento. La
definicién de los pardmetros A, B, C e Y? de la ecuacién (2.2) correspondiente a
este modelo estdn dados por

. |
A=3 ; B=—— ; C=0 ; Y?’=(y"3,)° 2.5

donde f se define como f(n) = 5(1—_171)—,,,, mientras que a, m y n son pardmetros carac-
terfsticos del material y G, el limite de fluencia del material base. Krishnaswami y
Trasorras [61] sugieren una evolucién distinta para el pardmetro f con una constante
material adicional, en particular f = aﬁ;}%—)ﬁ.

Uno de los inconvenientes de este modelo es que no reproduce correctamente el
comportamiento del pulvimaterial a traccién.

Otro modelo que ha servido de referencia en los procesos de compactacion es el
modelo Cam-Clay desarrollado en mecénica de suelos. La superficie de fluencia de
este modelo usualmente viene representada por la expresién' [28]{92]:

¢p=0¢"+M (p—po) p—p1)=0 (2.6)

donde p y q estan relacionados con los invariantes tensionales por medio de las rela-
cionesq=+3Lyp=—I; /3, mientras que M, po y p1 son pardmetros del material.
En la figura 2.3 se tiene una interpretacién gréfica de esta superficie. La ecuacién
(2.6) es completamente equivalente a la ecuacién (2.2), donde los coeficientes A, B,

1Esta expresién se ha generalizado para que el inicio de la elipse no coincida con el origen de
coordenadas. No obstante, el modelo original puede recuperarse simplemente haciendo p; = 0.
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Figura 2.3: Superficie de fluencia correspondiente al modelo Cam-Clay

C e Y? se evalian como:

2 ’ 2
A=V3 ; B=MT ; C=%(po(n)+p1(n)) ; Yi=-M? (@%—pl—@
(2.7)
Las deformaciones plésticas se determinan utilizando una regla de flujo asociada,
mientras que la variable de endurecimiento utilizada es la densidad 7.
Como se aprecia en la figura 2.3, una caracteristica del modelo Cam-Clay es que
a la izquierda del punto critico (punto méximo de la superficie situado sobre la linea
de falla) se producen dilatancias, lo que produce una disminucién de la densidad
y, en consecuencia, una contraccién de la superficie de fluencia. Esta circunstancia
hace que los puntos situados a la izquierda de la linea de falla tiendan hacia el punto
critico por contraccién de la superficie de fluencia.
Doremus et al. [32] utilizan una modificacién del modelo Cam-Clay propuesta
por Hiiggblad [45] en la que la linea de falla es una curva que tiende asintéticamente

a un valor méximo ¢n.x con el aumento de la presién:
9c = Gmax (1 - e—)\pc) (2.8)

donde gmax ¥ A son pardmetros caracteristicos del material. La superficie de fluencia
se define a través de las ecuaciones (2.2) y (2.7) teniendo en cuenta que py = 2p. y
p1 = 0. Su representacién gréfica se muestra en la figura 2.4.

A pesar que la superficie de fluencia de este modelo se puede representar por
medio de la ecuacién (2.2), esta superficie no degenera en la superficie de fluencia
de Von-Mises ya que p; permanece fijo.

Coccoz et al. [24], basdndose en observaciones experimentales sobre la dilatancia
producida en determinados procesos de carga compresivos, decidieron utilizar este
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Figura 2.4: Modificacién del modelo Cam-Clay para compactacién de polvos.

modelo al tiempo que propusieron una modificacién del mismo. Bdsicamente, permi-
ten una cierta cohesién y utilizan una linea de falla curva que tiende asintéticamente
a un valor maximo ¢n.c. En particular, esta linea se define como:

A
Mo p.
Pe = —%KP In ,:1 — (—n—) } (e = Qmax tanh (_(]_O_?L) (2.9)

nmax max

donde K,, A, y M, son pardmetros caracteristicos del material, mientras que el
centro de la elipse p. y su mdximo ¢, se relacionan con los coeficientes definidos en
(2.7) por medio de las relaciones:

dC C
M= D1 =pc—q— Po = 2p. — p1 (2.10)

dpc; M;

Combiene destacar que la superficie de fluencia de este modelo si degenera en la
superficie de fluencia Von Mises.

Tanto el médulo de Young E como el coeficiente de Poisson v se consideran
dependientes de la densidad.

Posteriormente, Mosbah y Bouvard [75], proponen otra variante del modelo Cam-
Clay donde también utilizan una linea de falla curva al tiempo que permiten evo-
lucionar el inicio de la elipse p; con la densidad. La peculiaridad de esta variante
es que la definicién y calibracién de la superficie de fluencia se realiza de forma
simultdnea a partir de dos ensayos: una compactacién axial de una pieza cilindrica
donde se miden las tensiones axial 0¢ = ¢4(n) y radial ¢¢ = 0%(n) medias durante
todo el prensado, y otro correspondiente a un ensayo de compresién simple donde
se mide la tensién limite 0% = o¢(n) del conglomerado para distintos valores de la
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densidad. Durante toda la compactacion el estado tensional estd sobre la superficie
de fluencia, verificando la ecuacion:
2
¢=A(0t =09’ +B(0?+22-C) —1=0 (2.11a)
donde se ha considerado que el coeficiente Y2 es la unidad Y? = 1. Asf mismo, la
deformacién plastica radial €2 es nula durante todo el proceso, de donde se deduce
la ecuacion:

‘?‘ (62— o?) +2B (0% +20¢ - C) =0 (2.11b)

Por otro lado, en el ensayo de compresién simple se alcanza, la superficie de fluencia
para la tension axial o¢:

¢:§0§2+B(0’;——C’)2-1:O (2.11¢)
Los coeficientes A, B y C correspondientes a la ecuacién (2.2) se determinan resol-
viendo el sistema de ecuaciones formado por (2.11a-c) para cada valor de la densidad.
También en este caso, tanto el médulo de Young E como el coeficiente de Poisson v
se consideran dependientes de la densidad.

Otro modelo cuya superficie de fluencia es un caso particular de la ecuacién (2.2)
es el modelo empleado por Weber y Brown [115]. La superficie de fluencia propuesta
estd fundamentada en la superficie propuesta por Kuhn y Downey [63], definiendose
como:

6(1—n? , . 3n? _
A=1 ; B=22"T) . o_¢ . y2=2T 5 2.12
’ 2+ n? 212 (2:12)

donde 7, es la resistencia del material que se evalia a través de la ley de endureci-

miento:
—_ P /P
Ty = So (2—-6 ¢ /60)

siendo € y sy la deformacién microscépica plastica equivalente y la resistencia ini-
cial de la matriz respectivamente. Los valores iniciales determinados para el polvo
metdlico Hoeganaes MH-100 son & = 0.1237 y G, = 51.3 MPa. Por tanto, el
modelo emplea la densidad relativa n y la deformacién pléstica equivalente P como
variable de endurecimiento. Se asume flujo asociado para la formulacion del mode-
lo, si bien reconocen que puede ser facilmente generalizado para tener en cuenta el
caso no asociado, teniendo en cuenta que este debe degenerar en el flujo asociado
cuando se alcanza la densidad tedrica. Por otro lado, médulo de Young se considera
dependiente de la densidad.

Un inconveniente de este modelo es suponer la misma resistencia a traccién que
a compresion, lo que estd en contra de las observaciones experimentales.

»
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Otra variante de este modelo es la propuesta por Cante [15] y Oliver et al. [83].
En particular, consideran la resistencia del material 7, como un valor constante e
igual al limite de fluencia del material base. Mientras que los parametros A, B, C
e Y2 empleados son:

1<1“772>a 2 2("7"770>b—2

A=1 ; B=- ; C=0 ; Y=-(——)7 (2.13)
9\2+n? 3\1-—n, v

donde a y b son constantes caracteristicas del material y n, la densidad relativa
inicial.

El modelo empleado por Barata y Martins [7] también estd entre los modelos
cuya superficie de fluencia tienen la forma de la ecuacién (2.2). Esta superficie fue
inicialmente propuesta por Doraivelu et al. [31]. Su definicién viene dada a través
de los coeficientes A, B, C e Y2 como:

A=2+4+1n% B:%(l—nz) ; C=0 ; Y=(2"-1)5; (2.14)

donde G, es la resistencia del material para la densidad teérica. Un inconveniente de
este modelo es que carece de sentido para densidades relativas menores a 77 < 1/4/2,
puesto que la resistencia del material se vuelve negativa Y2 < 0. Adems4s, supone
la misma resistencia a traccién que a compresién, estando en contra de las obser-
vaciones experimentales. La variable de endurecimiento utilizada es la densidad,
mientras que la regla de flujo empleada es una regla de flujo asociada.

Kumar y Ashok [64] utilizan el modelo empleado por Hwang y Kobayashi [49] en
la compactacién de polvos metélicos. Los pardmetros A, B, C e Y2 correspondientes
a la superficie de fluencia (2.2) dependen de la densidad relativa y se determinan
como:

2 2y 1272
30 —1(3‘;277 )o :' Y2 = B
(2.15)
donde a(n) = en®In(1+1n,—n) y B(n) = %1132’ siendo ¢ y n constantes materiales
y 1. la densidad relativa critica (n, < n;).

Otro tipo de modelo es el empleado por Brekelmans et al. [12]. Este modelo fue
anteriormente utilizado para polvos cerdmicos por Park [86]. Los pardmetros A, B,
C e Y? correspondientes a la superficie de fluencia dependen de la densidad relativa
pléstica 1P (densidad permanente después de la descarga local) que es la variable de
endurecimiento, y se definen como:

A=1 : B= (f(_gﬁ) ; ngd(n”)—zf-dn”) v <f(np)d(n”) ;:(n”)))
2.16

A=2+47" ; B=%(1~772) : C’=a+[

»



2.1. MODELOS PARA LA COMPACTACION DE PULVIMATERIALES. 23

qi

> M

7

Figura 2.5: Superficie de fluencia asimétrica correspondiente al modelo propuesto por
Sava.

donde ¢(n?) < 0 representa la cohesién, d(nP) > 0 la presién hidrostética de den-
sificacién y f(n?) > 0 la razdén entre los ejes de la elipse. Estos pardmetros se
determinan calibrando tres curvas:

-
P

() = c+yd(nP) (2.17a)
_ ” \*_

d(P) = d [(1— nﬁm) 1] (2.17b)
— _ Wp_ﬂfm' c

f*) = fit(f2 fl)—__n?nw—ﬂfni (2.17¢)

stendoc; <0,v<0,d; >0,8<0, fy >0y fa > 0 constantes caracterfsticas
del material. Por otro lado, las deformaciones pldsticas se determinan utilizando
una regla de flujo asociada. Mientras que los pardmetros eldsticos se consideran
linealmente proporcionales a la densidad relativa pléstica nP.

Hasta ahora, la superficie de fluencia de todos los modelos presentados son elipses
que pueden ser representadas por medio de la ecuacién (2.2). Sin embargo, existen
evidencias experimentales que indican que la superficie de fluencia no es simétrica
[88], alejéndose de la forma eliptica sugerida en los modelos anteriores. En este
sentido, Sava [95] propone un modelo en que la superficie de fluencia es asimétrica:

¢p=dat+k(lhi—a)"(L-0"=0 (2.18)

donde k, n y m son pardmetros del material, mientras que a > 0 representa el valor
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m#ximo que puede alcanzar el primer invariante en un estado hidrostético de trac-
cién y b < 0 el valor mfnimo que puede alcanzar el primer invariante en un estado
hidrostédtico de compresién. La tnica variable de endurecimiento considerada es
la densidad relativa pldstica P que corresponde a la densidad relativa permanente
después de la descarga local. Por otro lado, las deformaciones pldsticas se determi-
nan utilizando una regla de flujo asociada. En particular, para el polvo metdlico
ensayado, los pardmetros k, n y m son constantes caracteristicas del material y los
pardmetros a y b se determinan a partir de la densidad relativa pldstica n? como:

In7P — Innf)™

0 = ot (Innp)ql") (2.19a)
InnP — lnn?)P?

b= ant (1nnp)"’20) (2.19b)

donde a4, 5;, 71, @2, B2 ¥ Y2 Son constantes caracteristicas del material. En la figura
2.5 se aprecia la forma de esta superficie de fluencia y su evolucién con la densidad
plédstica. Esta superficie necesita tres ensayos para ser calibrada: una compactacién
axial, un ensayo de compresién simple y una compresién isostética.

Los pardmetros eldsticos, en particular el médulo de Young, se consideran varia-
bles en funcién de la densidad relativa plédstica n?.

Modelos friccionales.

Un gran nimero de modelos utilizados en la simulacién de procesos de compacta-
cién estdn pensados para reproducir el comportamiento del material a densidades
relativamente altas. En algunos casos, estos modelos consideran el mismo compor-
tamiento a traccién que a compresién, lo que supone una limitacién importante
en la simulacién de determinados procesos. En este sentido, existen evidencias ex-
perimentales indicando que el comportamiento del pulvimaterial a bajas presiones
hidrostéticas se asemeja mds al comportamiento descrito por materiales granulares
[13], resultando més apropiado el uso de este tipo de modelos en estos casos. Este
comportamiento se ha observado para distintas morfologfas en un amplio rango de
densidades, siendo este rango mayor cuanto més esféricas son las particulas. Dentro
de los modelos aplicados a la simulacién de procesos de compactacion, la categoria
de modelos que tiene en cuenta este comportamiento corresponde a los modelos de-
nominados modelos friccionales. Estos modelos suelen ser variaciones de modelos
inicialmente propuestos y empleados en mecdnica de suelos.

Los modelos friccionales consisten esencialmente en una superficie de fluencia
muiltiple compuesta por una superficie de falla propia de materiales granulares, como
la superficie de Mohr-Coulomb o de Drucker-Prager, y una superficie de cierre o cap
que caracteriza el proceso compresivo del material.

,
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Figura 2.6: Superficie de fluendia del modelo Krieg.

Una versién excesivamente simplista de este tipo de modelos es el modelo Krieg
para hormigén celular propuesto por Bandstra et al. [6] como una primera apro-
ximacién para modelar polvos metdlicos. La superficie de falla es una superficie
parabdlica mientras que el cap lo forma una superficie plana normal al eje hidros-
téatico que se desplaza en funcién de la variable de endurecimiento. Estas superficies
se definen como:

a a
¢ = J2+(a0+—31[1+—93[12) =0 (2.20a)
1
Py, = — <511+f) =0 (2.20Db)

donde ay, a; y as son constantes que caracterizan el material y f la mdxima resisten-
cia a compresién que depende de la deformacién volumétrica, considerada como la
variable de endurecimiento. La forma de esta superficie se representa graficamente
en la figura 2.6. ,
Dentro de este tipo de modelos, Trasorras et al. [110] emplean un modelo com-
puesto por una superficie de Drucker-Prager modificada ¢; y una superficie eliptica
descentrada como cap ¢,. En ambas superficies se supone una regla de flujo aso-
ciada, mientras que los pardmetros eldsticos se consideran constantes. Este modelo
fue originariamente propuesto por DiMaggio y Sandler [30] para modelar suelos
granulares. La superficie de fluencia se define por medio de las ecuaciones:

¢1(I1,J2) = \/J_2+’Yeml+911—a=0 (2.21a)
¢o(I1, Jo, K) = Jo+ R (I - L(K))* - R (X(K) — L(K))? = 0(2.21b)

»
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Figura 2.7: Superficie de fluencia para el modelo cap.

donde a, B, v y 6 son pardmetros materiales, R es el cociente entre el radio mayor y
el radio menor de la elipse, X = X(K) es el valor de I en la interseccién de ¢, con
el eje hidrostdtico, L = L(K) es el centro de la elipse en el eje de presiones y K es la
variable de endurecimiento que DiMaggio identificé con la deformacién volumétrica
pléstica ? (intimamente relacionada con la densidad pléstica 7?), proponiendo la
ley de endurecimiento:

K= 65 =W (1 - eD(X(K)_XO)) (222)

donde W, Xy, X y D son pardmetros caracteristicos del material. La superficie
@, se trunca con otra superficie fija I; = T para limitar el valor a traccién a un
valor considerado como la tensién de fractura. Por otro lado, el cap intersecta a
la superficie ¢; en su punto médximo. En ambos casos la interseccién se produce
formando una esquina como puede apreciarse en la figura 2.7.

Uno de los inconvenientes de este modelo es que la elipse crece con la variable de
endurecimiento K manteniendo la relacién entre sus radios constante. Al permane-
cer el factor de forma constante, la deformacién volumétrica pléstica € no tiende a
un valor limite a medida que se incrementa la presién hidrostdtica, contradiciendo
las observaciones experimentales. A fin de evitar estos problemas, Krauss et al. [60]
efectuaron mejoras en el modelo permitiendo el endurecimiento de la superficie de
falla ¢; y la evolucién del factor de forma de la superficie ¢, con la variable de en-
durecimiento K. Ademsds, consideraron los pardmetros eldsticos dependientes de la
densidad. Otras versiones de este modelo también han sido aplicadas por Chtourou
[23] y Oldenburg [79][80].

Otra variante es el modelo propuesto por Khoei y Lewis [53][54][55][66] compues-
to por una superficie de Mohr-Coulomb como superficie de falla ¢, y una superficie

»
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Figura 2.8: Superficie de fluencia del modelo propuesto por Khoei y Lewis definida en el
plano p — /J; siendo p = —1I; /3.

eliptica como cap ¢,, considerando una regla de flujo asociada en ambas superficies.
La forma de estas superficies vienen dadas por las expresiones:

¢, = %Il sing + 1/J cos§ — \/%sinﬁsinqﬁ— ccosgp =0 (2.23a)

I 2 ¢ \?

2 1

= —_ - -_ —_ == 2~

¢2 Jo+ M ‘:( 3 Gc> (O’c tan¢> :l 0 (2.23b)
siendo 6 = —3 sin™" ——3—32@.]‘23]-%5 el angulo de dilatancia que depende del tercer in-

variante de las tensiones desviadoras J3 [28], ¢ la cohesién interna, ¢ el dngulo de
rozamiento interno, M la pendiente de la superficie de Mohr-Coulomb en el espacio
p — /J2 y 0. es la tensién critica que viene definida en términos de la deforma-
cién volumétrica pldstica €2, que es la variable de endurecimiento considerada. La
representacién grafica de la superficie de fluencia se muestra en la figura 2.8.

La evolucién del centro de la elipse definida por ¢, se define en términos de la
tensién critica o, como:

0. si o.<0
L_{ 0 si 0,20 (2:24)

donde la tensién critica o se define como:

0. = Oge /X (2.25a)
. . . . —-l
E': _ { & st é&,0 oc<—3L1 y 0.<0 (2.25)

0 en otro caso

»
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Figura 2.9: Superficie de fluencia correspondiente al modelo empieado por Coube.

donde o y X son pardmetros que dependen del material.

En la figura 2.8 se aprecia que la interseccién de ambas superficies se produce
en el maximo de la elipse definida por el cap ¢,. Bajo esta condicién, para que
la deformacién volumétrica pldstica €f tienda a un valor limite, se hace tender la
superficie de Mohr-Coulomb a la superficie de Von-Mises. Ello se consigue haciendo
evolucionar la cohesién interna ¢ y al ¢ dngulo de rozamiento interno durante la
compactacién. No obstante, este procedimiento permite estados hidrostéticos a
traccién excesivamente elevados, recuperando una de las principales desventajas
que presentaban los modelos de materiales porosos.

Otro modelo, propuesto Coube [25], considera una superficie de fluencia com-
puesta bdsicamente por una superficie de Drucker-Prager como superficie de falla
¢, v una superficie eliptica como cap ¢,. Estas superficies se definen como:

¢ = V3 Jz+§tanﬂ11 —-d=0 (2.26a)
¢y = 3R J,+ % (I — 3pa)® — R2(d + patan §)2 = 0 (2.26b)

siendo d y (8 dos pardmetros caracteristicos del material que representan la cohesién
y la friccién interna, R el pardmetro del material que controla la excentricidad del
cap y p, una funcién de la variable de endurecimiento que controla la posicién del
cap. Estos pardmetros pueden identificarse gréficamente en la figura 2.9.

Por otro lado, para evitar que la superficie de fluencia permita estados tensionales
con una componente desviadora o una componente hidrostédtica a traccién excesiva-
mente grandes, la superficie de fluencia se trunca con la superficie de Von Mises y
con una superficie plana normal al eje de presiones en el lado de las tracciones. La
superficie resultante se muestra gréficamente en la figura 2.9.
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La variable de endurecimiento considerada es la densidad relativa pléstica 7 (o
lo que es completamente equivalente, la deformacién volumétrica P), mientras que
la ley de endurecimiento considerada estd dada por la expresién:

P —e1p?
=l —w(1-e lpa) (2.27)
s
siendo W, ¢; y ¢; pardmetros caracterfsticos del material.
La evolucién de los pardametros R, d y 3 se determina en funcién de la variable
de endurecimiento como:

R = D=t g (2.28a)
1+(nﬂ§)
d = doe™" 7 (2.28b)
Y4
tanf = by — begln L (2.28¢)

m

donde Ry, Ro, 72, k, bo, beg, do ¥ deq son constantes caracteristicas del material.
Mientras que la evolucién del pardmetro p, se obtiene a partir de un ensayo de

compresién axial:
—0, — Rdy/1+ 5%
: o (2.284)

1+ Rtanp 1+§}%

siendo o, la tensién axial medida en el ensayo.

La regla de flujo propuesta es una regla de flujo asociada para ambas superficies,
aunque también considera el caso no asociado para la superficie de Drucker-Prager,
reduciendo la componente esférica de la direccién del flujo pldstico por considerar que
el caso asociado produce una dilatancia excesiva e irreal. Adicionalmente, considera
variables los pardmetros elésticos.

Marais y Mitchell [73] propusieron una superficie de fluencia similar pero con
una regla de flujo no asociada. La superficie de fluencia estd compuesta por una
superficie de Drucker-Prager como superficie de falla ¢, y una elipse como cap ¢,,
las cuales se formulan como:

¢ = J2+%tanﬁf1 ~k=0 (2.29a)
1 03 2 2 2

¢ = ht+-(+) (L-3C1)"-C5=0 (2.29b)
9\,

donde B(n), k(n), C1(n), C2(n) y Cs(n) son pardmetros dependientes de la densidad
relativa que es considerada la variable de endurecimiento. La interpretacién gréfica
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Figura 2.10: Superficie de fluencia y potencial pldstico correspondiente al modelo em-
pleado por Marais y Mitchell.

de estos pardmetros se muestra en la figura 2.10. Su evolucién viene definida por
las expresiones:

B=a+bp+cn® ; k=dyf ; Ci=gn" ; Co=je™ ; C3=CitanB—k

(2.30a)
siendo a, b, ¢, d, f, g, h, j y m constantes materiales. En el modelo propuesto,
el déngulo B disminuye con la densidad relativa hasta anularse teéricamente cuando
el material se densifica completamente, degenerando en la superficie de Von Mises.
Esta procedimiento presenta los mismos inconvenientes que se comentaron para el
modelo de Khoei y Lewis [53][55].

La interseccién de ambas superficies se produce en el punto méximo del cap,
aunque en el modelo original empleado por Watson y Wert [114] admiten un punto
de interseccién distinto. Adems4s, en el modelo de Watson y Wert suponen una regla
de flujo asociada. Esta consideracién implica que el punto interseccién de ambas
superficies no tenga una direccién de flujo tnica, razén por la que proponen emplear
una regla de flujo no asociada en la superficie de falla. En particular, para definir
la regla de flujo proponen los potenciales pldsticos:

1
g = J+ § (Il — 301)2 tan G (2.31&)

1 2 03 2
92 = S+ (L =3C)" (= (2.31b)
9 C,
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2.2. DEFICIENCIAS DE LOS MODELOS MACROSCOPICOS ACTUALES.
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Figura 2.11: Superficie de fluencia dependiente del tercer invariante ¢ = ¢(J3). La
resistencia a traccion es inferior que la resistencia a compresion.

2.2 Deficiencias de los modelos macroscépicos ac-
tuales.

Los modelos constitutivos presentados en el apartado 2.1.1 son aproximaciones ma-
temadticas de la realidad. Por un lado, un modelo general capaz de tener en cuenta
todas las variables fenomenolégicas que intervienen de alguna manera en el proceso
serfa extremadamente complejo, resultando dificil si no imposible operar con este
modelo. Por otro, la informacién suministrada por los ensayos es limitada. La for-
mulacién de un modelo constitutivo practico debe tener en cuenta estos aspectos,
considerando sélo las variables mds relevantes que intervienen en el proceso y que
puedan ser evaluadas experimentalmente de una forma relativamente sencilla. Sin
embargo, llegar a esta, solucién es un problema dificil que todavia permanece abier-
to debido al comportamiento complejo de los pulvimateriales. En este apartado se
pretende sefialar algunas de las posibles limitaciones efectuadas sobre los modelos
que podrian ser relevantes en la caracterizacién del material, bien por ser dificiles
de cuantificar, bien por la dificultad que entrafia considerarlas. No obstante, su
incorporacién tiende a incrementar el nimero de pardmetros que debe ser calibrado,
por lo que su inclusién o no en el modelo deberfa ser una solucién de compromiso
entre la importancia del fenémeno y su dificultad para evaluarlo y calibrarlo.

Un primer aspecto, que empieza a ser considerado por algunos autores que tra-
bajan con modelos microscépicos [25][96], es el efecto del tercer invariante del tensor
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desviador de tensiones J3;. En general, el efecto del tercer invariante se ha desprecia-
do, aunque su influencia real resulta bastante desconocida. En este sentido Mosbah
et al. [76] han efectuado un estudio experimental por considerar que este término
podria ser importante durante la descarga, cuando la tensién axial pasa a ser de
traccién. En este caso, la influencia del tercer invariante J; hace que la resistencia
a compresién, que es el valor calibrado experimentalmente, difiera de la resistencia
a traccién sobreestimdndolo como se muestra en la figura 2.11. Esta posibilidad
ha sido sugerida mediante simulaciones numéricas por Mosbah y Boubard [75]. No
obstante, los resultados experimentales obtenidos no son concluyentes debido a la
dispersién de las mediciones, haciéndose necesario un estudio mds profundo.

Por otro lado, hay autores que sostienen que la densidad por si sola no puede de-
finir la evolucién de la cohesién [13]. Considerando que durante la compactacion se
crean enlaces entre particulas que incrementan la cohesién, pero que también se pro-
ducen deformaciones que destruyen dichos enlaces (sin ser deformaciones dilatantes
necesariamente), sugieren la posibilidad de utilizar una variable de endurecimiento
independiente para la cohesién distinta de la densidad. Ademds, sugieren la posi-
bilidad que esta variable no dependa de toda la deformacién sino inicamente de su
historia més reciente.

En cuanto a la regla de flujo, es muy frecuente considerarla asociada. No obs-
tante, en el caso de materiales friccionales esta regla conduce a una dilatancia irreal
sobre la superficie de falla, haciéndose necesario el empleo de una regla de flujo no
asociada. Por otro lado, evaluaciones experimentales de los potenciales plésticos
(considerando a la densidad como variable de endurecimiento) efectuadas Pavier y
Dorémus [88] muestran un comportamiento dispar entre la superficie de fluencia y
el potencial pldstico en las proximidades del eje de presiones. Este comportamiento
supone aplicar una regla de flujo no asociada en esta zona, posibilidad que no ha
sido contemplada por ninguno de los modelos presentados en el apartado 2.1.1.

Por otro lado, ensayos triaxiales efectuados por Shima et al. [98] muestran para
algunos tipos de pulvimateriales una forma céncava de las lineas de isodensidad en
las proximidades del eje hidrostdtico. Habitualmente se escoge la densidad como
variable de endurecimiento, en cuyo caso las lfneas de isodensidad coinciden con
la superficie de fluencia. Sin embargo, considerar céncava la superficie de fluencia
tiene graves inconvenientes al perder la unicidad de la proyeccién sobre la superficie
de fluencia. Shima et al. [98] sostienen que considerar la densidad como tnica
variable de endurecimiento es insuficiente para definir la evolucién de la superficie
de fluencia, proponiendo anadir una nueva variable de endurecimiento que tenga
en cuenta el proceso de carga y modificar al menos uno de los pardmetros de la
superficie de fluencia. De esta forma, modificando el proceso de carga es posible
obtener curvas de isodensidad céncavas a partir de superficies de fluencia convexas.
Con la finalidad de concretar, proponen modificar el limite de fluencia del material
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base 7, correspondiente al modelo propuesto por Shima y Oyane [97], en funcién
de la deformacién equivalente o, = K € que viene dada por la expresién:

E= n"_l\/g dev(e) : dev(e) + (f &v) (2.32)

Los modelos constitutivos presentados en el apartado 2.1.1 han sido pensados
para reproducir bésicamente la fase de prensado. Bajo esta consideracién, las me-
diciones realizadas para la calibracién de los modelos suelen efectuarse cuando el
compacto tiene cierta solidez para su manipulacién. Esto implica que la calibracién
se efectiie en un rango de densidades elevado, lo que no entrana grandes problemas
durante la simulacién de la fase de prensado. Sin embargo, es sabido que los mecanis-
mos que marcan el comportamiento del polvo (reacomodamiento de las particulas,
deformacién plastica y fractura de las mismas) son distintos a bajas densidades que
a altas densidades, por lo que los resultados de las mediciones dificilmente son extra-
polables. En este sentido, d isefiar un modelo para simular la fase de transporte de
cdmaras implica que éste deba ser calibrado a bajas densidades, haciéndose necesario
modificar los ensayos a otros més apropiados.
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Capitulo 3

Formulacion del modelo
constitutivo.

En este capftulo se presenta un modelo matemdtico destinado a la simulacién de
procesos de prensado y transporte de cdmaras. El modelo constitutivo se centra en
la teorfa de medios continuos aplicada a medios que sufren grandes deformaciones
plésticas, limitdndose al caso de procesos puramente mecdnicos desde el punto de
vista termodindmico.

En primer lugar, se realiza una breve exposicién de la cinemdtica en la que se
desarrolla el modelo. Por otro lado, la densidad es una variable de vital importancia
en los procesos de compactacién, tanto para caracterizar el modelo como por ser
una variable de gran interés desde el punto de vista industrial. En este sentido, la
densidad estd fntimamente relacionada con las variables cineméticas a través de la
ecuacién de continuidad, razén por la cual se describe en este apartado.

Posteriormente, se plantean las ecuaciones constitutivas que definen el modelo
tanto en el caso pldstico como en el caso viscopldstico. Para ello se formulan las
variables que describen el proceso, la condicién de fluencia y las leyes de evolucién
de una forma general. Se propone un modelo genérico capaz de reproducir una gran
variedad de modelos particulares, ya sean existentes en la actualidad o completa-
mente nuevos, y que son utilizados para la simulacién de procesos de compactacion.
La superficie de fluencia se considera tinicamente dependiente del primer y segundo
invariante tensorial ademds de las variables de endurecimiento. La regla de flujo
utilizada no se limita dnica y exclusivamente al caso asociado sino que se considera
también el caso no asociado. En ambos casos se llega a una integracién cerrada de la
ecuacién constitutiva. A partir de aquf, se propone un modelo concreto para simular
conjuntamente las etapas de transporte de cdmaras y de prensado. Sin embargo, la
formulacién de este modelo se realiza, particularizando el modelo genérico.

Finalmente, se describe la integracién de la ecuacién constitutiva que se expone

.
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de una manera genérica, dejando para los anexos A2 y A3 una descripcién detallada
de la misma.

Una simulacién realista del proceso de compactacién debe tener en cuenta las
interacciones del polvo con su entorno. Es bien conocido que la friccién del polvo
con las paredes del molde influyen notablemente en las propiedades finales de la
pieza. Por esta razén, en la seccién 3.4 se propone un modelo destinado a describir
este fenémeno.

3.1 Cinematica.

La descripcién de las deformaciones que sufre el medio se halla inmersa en la ci-
nemdtica de grandes deformaciones. Para su formulacién, se define 2 C R"dim
(ngim = 2,3) como la configuracién de referencia del material que se desea com-
pactar, considerdndose a €2y como un conjunto abierto y acotado que representa al
grupo de partfculas que constituyen el material. Si [0,7] C Ry es el intervalo de
tiempo durante el cual se realiza el proceso de compactacién, la deformacién del
cuerpo viene representada por la aplicacién ¢ : §2 x [0, 7] — R™im. De forma que
la posicién de cualquier particula X € € en un instante ¢ € [0, T)] est4 dada por la
ecuacién de movimiento x = ¢(X,t). En este contexto, la configuracién deforma-
da del cuerpo en el instante ¢ viene definida por el conjunto de puntos del espacio
Qt = (p(QO, t)

A partir de la ecuacién de movimiento se define el campo de desplazamientos
U(X,t) como:

UX,t) =e(X,t) - X
Por otro lado, el tensor gradiente de deformacién F(X, t) ests dado por la expresién:
IU(X,t)

9p(X,t)
X = I+ —ax (3.1)

fn el que a_ug}@ = GRAD U(X, t) es el tensor gradiente material de desplazamien-
0s.

Dado que durante la compactacién se producen deformaciones eldsticas y pldsti-
cas, se supone valida la descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de defor-
maciones F, introducida por Kréner [62] y desarrollada por Lee y Liu [65] y Mandel
[72] entre otros. La descomposicién considera que para cada punto del espacio
X € §); en el instante ¢ € [0, T existe una vecindad O, contenida en la configuracién
(2, tal que es valida la descomposicién:

F(X, t)=

F(X,t)= F(X,t) - F*(X, ¢) (32)
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en el que el tensor F¢(X,t) corresponde a la parte eldstica y FP(X,t) a la parte
pléstica.

Hipétesis 3.1 Durante el proceso de compactacion se producen prin-
cipalmente deformaciones pldsticas, siendo las deformaciones eldsticas
pequenas en comparacion con ellas. Bajo esta consideracion, la distin-
cion entre las configuraciones intermedia y deformada es despreciable,
por lo que se acepta la hipétesis que FP = F y F¢ =~ 1.

En la configuracién de referencia €2y, se definen el tensor derecho de Cauchy-
Green C y su componente plédstica C? como:

Cr(X,t) = FP (X,t)-G-F(X,t) (3.3b)
donde g y G son el tensor métrico en la configuracién espacial e intermedia respecti-

vamente. A partir de las expresiones (3.3a-b) se definen los tensores de deformacién
de Green-Lagrange:

E(X,{) = —;-(C(X,t)—G) (3.42)
EY(X,) = %(C(X,t)—C”(X,t)) (3.4b)
BP(X,t) = %(C”(X,t)—G) (3.4c)
B(X,t) = EX,t)+EP(X,t) (3.4d)

siendo G el tensor métrico en la configuracién material, E el tensor de deformacién
total, E¢ corresponde al tensor de deformacién eldstico y EP al tensor de defor-
macién pldstico. Conviene destacar como las definiciones (3.4a-c) conducen a la
descomposicién aditiva de la deformacién de Green-Lagrange E.

De forma angloga, se definen en la configuracién espacial €2, €l tensor izquierdo
de Finger b™! y su componente eldstica b¢”™ como:

b7l(x,t) = FT(p7l(x,1),t)-G -F o l(x,1),t) (3.5a)
b(X,t) = F (7 (x,1),1) - G- F (97 (x,8),1) (3.5b)

de donde se deducen el tensor de deformacién de Almansi total e, su componente
eldstica e® y su componente pléstica e? como:

o e(x,t) = %(g——b“l(x,t)) (3.6a)
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ef(x,t) = %(g—be”‘(x,t)) (3.6b)
P(x,t) = %(be”l(x,t)-b-l(x,t)) (3.6¢)
e(x,t) = €°(x,t)+eP(x,t) (3.6d)

Anslogamente a lo que sucedfa en la configuracién material, las definiciones (3.6a-c)
conducen a la descomposicién aditiva de la deformacién de Almansi e.

Las ecuaciones (3.4d) y (3.6d) muestran la conexién entre la descomposicién
multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones y la descomposicién aditiva
del tensor de deformaciones en su parte eldstica y pldstica, la cual fue formulada
previamente por Green y Nagdhi [41], Sidoroff [99], Kleiber [57] y Simo y Ortiz [103].

A través de los operadores pull-back ¢*(-) y push-forward ¢.(-) es posible rela-
cionar los tensores espaciales con los tensores materiales. De la aplicacién de estos
operadores sobre las definiciones (3 3a-b), (3.4a-c), (3.5b-b) y (3.6a-c) surgen las
relaciones:

C=¢'(g)=F'-g F g=¢,(C)=FT.C.F!
CP = ¢*(be~l) =FT.pbe' .F be! = $.(CP) = FT.Ccp.F-!
G=¢'(b")=FT.b~".F bl=¢,(G)=F7T.G F!

E=¢(e)=FT.e-F e=¢,(E)=FT.E.F! (3.7
E®=¢*(e®) =FT .e*-F e =¢,(E)=FT.E -F!
EP = ¢*(e?) =FT .e? . F e =¢,(EP)=FT.Er.-F!

En la configuracién de referencia 2y, las derivadas de los tensores de deformacién
se calculan directamente a partir de las derivadas temporales por tratarse de una
configuracién que permanece fija:

E (X,?) Qggf’—q (3.82)
E (X,t) = —a-}fg—(’jl (3.8b)
E (X,t) = ?Eéf—’t)— (3.8¢)

Sin embargo, la configuracién espacial 2, evoluciona durante el proceso, por lo que
la derivacién de los tensores espaciales se calculan a través de una derivada objetiva.
Teniendo en cuenta las relaciones (3.7) y (3.8a-c) se obtiene:

d = Lu(e) =4, (%%) (3.92)
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& = Lo(e®) = o (ag) (3.9b)
& = Lo(e?) =4, (%E;i'i) (3.90)

en el que Lv(-) es el operador que corresponde a la derivada de Lie, la cual es una
derivada objetiva que se define como Lv(:) = ¢, (@5{’(—2)

La combinacién de las ecuaciones (3.4d) y (3.6d) con las definiciones (3.8a-c) y
(3.9a-c) conducen a la descomposicién aditiva del tensor velocidad de deformacion:

E = E +E (3.10a)
d = d°+d? (3.10b)

Densidad relativa.

Una de las variables més importantes, si no la mas importante, desde el punto de
vista industrial durante la etapa de compactacion es la densidad. Su distribucién
dentro de una pieza tiene una influencia notable en las propiedades mecénicas finales.
Es por esta razén que cualquier cédigo de compactacién debe simular la densidad.
En un material poroso como el que se considera, es posible realizar mmiltiples
definiciones de la densidad como se describe a continuacién. Para todo punto del
espacio x € £2; se delimita una vecindad O, C £, la cual contiene una cantidad de
masa ém y ocupa un volumen év. Este volumen lo compone el volumen que ocupa
la parte sélida v, junto con el volumen de vacios §v,. Se define la densidad aparente
del polvo en el punto x como la densidad del material teniendo en cuenta los vacios:

om om
)= —=——— 3.11
pl%t) v bvs + buy (3.11)
Por otro lado, se define la densidad tedrica del polvo en el punto x como la densidad
méxima que teéricamente puede alcanzar el polvo, en otras palabras, la densidad

del material eliminando los vacios:

om
pH(x,t) = o (3.12)

La densidad relativa se define como el cociente entre la densidad aparente y la
densidad teérica: (x1)
X,
n(x,t) = x1) (3.13)
La densidad aparente depende del material que constituye el polvo, de la forma
de los granos y de su empaquetamiento. Sin embargo, la densidad tedrica estd de-
terminada por el material que constituye el polvo, mientras que la densidad relativa
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estd determinada por la forma de los granos y su empaquetamiento pero no por el
material que lo constituye. Desde este punto de vista, resulta interesante observar
que es indistinto utilizar la porosidad en lugar de la densidad relativa. La porosidad
¢ se define como el cociente entre el volumen de vacios y el volumen de la parte
sélida ¢ = 2. En base a esta definicién, es inmediato establecer una relacién entre

ambas variables: 1

1=Tva
Sea wy = @p(wy,t) C 2 un subdominio arbitrario que define un volumen mate-
rial. La ley de conservacién de la masa establece que la masa del subdominio w;

permanecerd invariable durante todo el proceso [0,7]. Esta ley se traduce en una
ecuacion de continuidad que, en su forma lagrangiana, estd dada por [111]:

(3.14)

po(X)
Xt) = —— 3.15
donde py(X) = p(X,0) es la densidad aparente inicial. Dividiendo a ambos lados

de la ecuacién (3.15) por la densidad tedrica p* se obtiene una forma alternativa de
la ecuacién de continuidad en funcién de las densidades relativas:

1o(X)
X)) = ——— 3.16
donde 775(X) = 7(X,0) es la densidad relativa inicial. Anélogamente, la ley de
continuidad en su forma espacial se escribe como:

1 (x,t) = —n(x,t) tr (d(x, 1)) (3.17)
siendo d el tensor gradiente velocidad de deformacién definido en (3.9a).

Observacién 3.1 La hipétesis 3.1 junto con la descomposicidn aditiva
del tensor velocidad de deformacion (8.10b) permiten relacionar de for-
ma aproxrimada la densidad relativa con las deformaciones pldsticas a
través de la ecuacion de continuidad y del tensor velocidad de deforma-
cion pldstica:

n=-ntr(d) = —ntr(dP) (3.18)

hipdtesis 3.1

3.2 Modelo constitutivo.

A continuacién se realiza una descripcién de las ecuaciones constitutivas que definen
el comportamiento del pulvjmaterial durante el proceso de compactacién. Para ello
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se describen los elementos que definen el modelo constitutivo como la energfa libre,
la condicién de fluencia, las leyes de evolucién, etc. Posteriormente, se impone
sobre el modelo la segunda ley de la termodindmica a través de la desigualdad de
Clausius-Duhem.

3.2.1 Modelo elastico.

Se considera que la respuesta eldstica corresponde a la de un material hipereldstico.
Para ello, se supone que el estado local termodindmico se encuentra definido por
las variables E°,Z,G, T que corresponden respectivamente al tensor de deformacién
eldstica, al vector de variables internas, al tensor métrico y a la temperatura definidas
en la configuracién intermedia. Admitiendo que la parte mecédnica se encuentra
desacoplada de la parte térmica, la densidad de energia libre de Helmhontz puede
escribirse como:

Y =9%(E,EG) (3.19)
Adicionalmente se realiza la hipétesis que la energia libre puede descomponerse en
su parte elédstica y pldstica:

E = Ee(Eeva) + {[)‘P(‘g’ a) (320)

La energfa libre se puede definir en la configuracién de referencia aphcando el ope-
rador pull-back desde la configuracién intermedia sobre las variables E°, 2 y G:

¥ = U(E¢, CP, E) = Ue(E¢, CP) + U?(2, CP) (3.21)

De forma andloga, aplicando el operador push-forward desde la configuracién in-
termedia sobre las variables E° y &, se obtiene la energfa libre en términos de la
configuracién deformada:

B =1p(e®, b, €) = ¥°(e%, b= ) +9P(€,b°7) (3.22)

A partir de aqui, el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoft S se determina

como [71]: oue(E?,CP)

= 23
S Q9 OFe (3 )
mientras que el tensor de tensiones de Kirchhoff = se obtiene como:
ef e be‘1
T::d)*(S):FSFT:QO______aw (e’ — ) (324)

Oee

Teniendo en cuenta la hipétesis 3.1, que considera que las deformaciones eldsti-
cas son muy pequefias, la energfa libre eldstica puede definirse directamente en la
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configuracién deformada mediante la funcién:
e et e[ e 1
(e, b )zw(e)zg(e—e”):c:(e~—ep) (3.25)
0

donde ¢ = A1 ® 1 + 2uI es el tensor constitutivo eldstico en la configuracién defor-
mada, A y p son los coeficientes de Lamé. En este caso, el tensor de tensiones de
Kirchhoff se obtiene a partir de las ecuaciones (3.24) y (3.25):

T=c:(e—eP) (3.26)

En cuanto a la energfa libre pldstica definida sobre la configuracién deformada, la
hipétesis 3.1 permite realizar la simplificacién:

YP(€,b°) = YP(€) (3.27)

3.2.2 Modelo plastico.

El comportamiento del polvo durante el proceso de compactacién, el cual engloba
la fase de transferencia y de prensado, se simula a partir de un modelo pléstico.
El modelo distingue entre un estado eldstico y uno pldstico. El estado eldstico
reproduce el comportamiento eldstico de los granos. Por contra, el estado pléstico
reproduce las deformaciones pldsticas de los granos, el movimiento relativo entre
ellos y la pérdida de vacios.

Evolucién del dominio eldstico.

En la formulacién del modelo pldstico se definen unos criterios de fluencia los cuales
limitan el espacio de tensiones al lamado conjunto de tensiones admisibles:

E, = {(7,%,9) € Sx Ry xR™ | ¢, <0 para todo a} (3.28)

siendo 7 las tensiones de Kirchhoff, 77 y q las variables de endurecimiento, n, la
dimensién del vector q y ¢, el conjunto de superficies de fluencia simples que definen
la condicién de fluencia. En los procesos de compactacién, E_ se considera un
conjunto cerrado aunque al final del proceso puede degenerar en un conjunto abierto.
El dominio eldstico se define como el interior del conjunto E. :

int(B,)={(7,7,9) € SXxR. xR™ | ¢, <0 para todo o} (3.29)

Mientras que la frontera del conjunto E_ define la condicién de fluencia en el espacio
de tensiones:

OE, = {(7,7,q) € Sx Ry xR™ | ¢, =0 para algun a} (3.30)
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El dominio eldstico evoluciona a medida que avanza el proceso de compacta-
cién. Esta evolucién se realiza a través de las variables de endurecimiento que, como
puede verse de la ecuacién (3.28), son de dos tipos diferentes. En primer lugar se
considera la variable de endurecimiento 7, la cual no es una variable interna puesto
que depende tunica y exclusivamente de la densidad relativa. Es habitual en los
procesos de compactacién considerar la densidad como variable de endurecimien-
to. En segundo lugar se tiene el vector de variables internas de endurecimiento q
definido en el espacio de tensiones. Este vector se relaciona a través de las leyes
de endurecimiento con un vector de variables de endurecimiento & definido en el
espacio de deformaciones. No obstante, sobre estas leyes se realiza la hipétesis que
la variable de endurecimiento en tensiones ¢; es funcién tnicamente de la variable
de endurecimiento en deformaciones ¢;:

q; = Qz‘(fi) (3-31)

En particular, la ley de endurecimiento est4 dada por:

P (& S

a=-28) _ R (3.32)
0¢;

Por otro lado, las variables internas de endurecimiento consideradas son escalares y,

por tanto, independientes de la configuracién en que se representen.

Condicién de fluencia.

La condicién de fluencia con que se trabaja es una superficie miltiple compuesta por
cuatro superficies simples, las cuales se intersectan entre si formando esquinas. Los
{ndices que identifican cada una de las superficies simples definen un conjunto que
denotaremos por Jy, el cual estd integrado por cuatro elementos Jy = {01,1,2,02}.
La formulacién de la superficie de fluencia se realiza a través de los invariantes
tensoriales, pero considerando el efecto del tercer invariante despreciable:

b0y = o (I; — Agr) (3.33a)
¢ = Avh+Bi(L+K)*+Ci/J+ Dy (I — An) — Y2 (3.33b)
by = Asdo+ By(Iy + K3) + Con/Jo + Do (I + Agz) — Y#  (3.33c)
G2 = —bo2 (11 + Ag) (3.33d)

Los términos I; y Jo son el primer invariante y el segundo invariante desviador del
tensor de tensiones de Kirchhoff 7. Los coeficientes 6y y 6po tienen la finalidad de
incluir o excluir las superficies ¢y, y ¢, respectivamente de la condicién de fluencia.
Para ello toman el.valor 0 en caso de excluir la superficie o 1 en caso de incluirla.
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Los pardmetros Ao, A1, A2, Age, Bi, Ba, C1, Ca, D1, Do, Y € Y caracterizan
la superficie de fluencia correspondiente y son dependientes exclusivamente de las
variables de endurecimiento.

Las superficies ¢y, y ¢g2 no se definen libremente. En particular, la superficie
®o no es independiente de la superficie ¢;, ya que se impone que ambas intersecten
al eje de presiones en el mismo punto. Una condicién similar se aplica sobre las
superficies @y, y ¢o. Estas condiciones conducen a las relaciones:

Y2 = By (Adn + Ki)? (3.34a)
Y? = By(Ap - K»)® (3.34b)

La finalidad de las superficies ¢, y ¢, €s evitar las singularidades que tienen lugar
en la interseccién del eje de presiones con las superficies ¢; y ¢, como consecuencia
de cortar al eje en un angulo oblicuo o de una regla de flujo no asociada. Por contra,
las superficies ¢y; ¥ ¢go deben desactivarse si los vectores de flujo definidos en el eje
de presiones son linealmente dependientes de los vectores de flujo de las superficies
¢1 Y by

La superficie de fluencia miltiple definida en la ecuacién (3.33a-d) pretende ser
una superficie general capaz de englobar como casos particulares distintos modelos
utilizados en la simulacién de procesos de compactacién. Ello no implica que todas
las superficies simples que definen la superficie general sean utilizadas ni que todos los
términos definidos en la expresién general estén presentes en un modelo particular.
Por otro lado, la restriccién que se exige en la definicién del modelo particular es la
convexidad de la superficie de fluencia multiple.

La superficie de fluencia es un escalar y, por tanto, independiente de la configu-
racién en que se represente. Sin embargo, es posible formularla indistintamente en
términos de variables espaciales o en términos de variables materiales dependiendo
de la forma como se calculen los invariantes I; y J,. Estos invariantes escritos en
funcién de las variables espaciales definen la superficie de fluencia en la configuracién
espacial y se calculan como:

L tr{(v)=7:g (3.35a)
1
Jy = 5 |dev ()|I? (3.35b)
siendo dev () = 7 — %tr ()g~!. Andlogamente, los invariantes escritos en fun-

cién de las variables materiales definen la superficie de fluencia en la configuracién
material y se calculan como:

I, = TR(S) (3.36a)
1
» 2 = 5[DEV(S)ll¢ (3.36b)
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donde S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, y los operadores
TR (S), DEV (8S) junto con la norma | DEV (S)||; se definen como:

TR(S) = S:C (3.37a)
DEV(S) = S—-%TR(S)C“I (3.37b)
IDEV (S)|Z = DEV (S)Y DEV (S)* CiC; (3.37c)

Leyes de evolucién.

Para completar el modelo, es preciso definir la regla de flujo de las deformaciones
plasticas y las leyes de evolucién de las variables de endurecimiento. Estas leyes
caracterizan la irreversibilidad del proceso.

La evolucién de la deformacién pléstica estd dada por la regla de flujo conocida
como regla de Koiter [105][101] aplicada al caso de grandes deformaciones:

Lo(e?) =) Ao Mo (7,7, Q) (3.38)

a=JI¢,

donde ).\a es el pardmetro de consistencia pldstico y m,, define la direccién del flujo

pldstico para la superficie & € J4. Los pardmetros de consistencia A, deben satisfacer
las condiciones de Kuhn-Tucker:

A0, ¢o(T7,q) <0, A do(rHa)=0 Vael, (3.39)

Las cuales tienen consecuencias fisicas inmediatas. La primera condicién exige la
irreversibilidad de las variables pldsticas, la segunda asegura que el estado tensional
pertenezca al conjunto de tensiones admisibles E,, y la tltima congela la evolucién
pldstica durante el estado eldstico. A estas condiciones debe afiadirse la condicién
de consistencia: '

;\aéa (77,9)=0 Vael, (3.40)

Esta condicién determina el valor de los pardmetros de consistencia A,. Por otro
lado, el tensor m, se define a partir de un potencial pldstico como:

_ 0G,(7,7,9)
m, = 5n (3.41)

Un caso particular, aunque frecuente, es el denominado flujo asociado, el cual se
obtiene haciendo coincidir el potencial plédstico con la superficie de fluencia. Aunque
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en este trabajo, la regla de flujo no se limita exclusivamente al caso asociado, se
consideran unicamente las reglas de flujo obtenidas de la siguiente forma:

m, = 0O, Mge, + 0, Mesf, para a € {1,2} (3.42a)
m, = %f_—"‘ para a € {01, 02} (3.42b)

donde @, y (3, son dos coeficientes que se suponen constantes, Mge,, ¥ Mesy, S€
calculan a partir del flujo asociado:

_ 100y _,
Mesp, = 3 (67’ g >g (3.43a)
04
mde,,a = ——aT —l’?[lesfQ (343b)

El caso de flujo asociado se recupera tomando @, = 1 y B, = 1. El célculo de las
direcciones de flujo m, se lleva a cabo en el anexo A2.

Con respecto a las variables de endurecimiento, se consideran dos leyes distintas
dependiendo de la naturaleza de la variable. Dada una particula X € €2y en un
instante de tiempo t € [0,7], la ley de endurecimiento de la variable (X, t) se
calcula a partir de la cinemética a través de la expresion:

7 (X,t) = Hy(n) <i (X, 1) > (3.44)
donde Hz(n) es la funcién unitaria de Heaviside definida como:
_ [0 sin<y
o) ={ § 5057 (3.95

Como se muestra en el anexo Al la ley (3.44) puede ser integrada de forma cerrada.
Segiin el lema A1.4 esta ley es equivalente a tomar 7j(X, t) como la densidad relativa
méxima que ha alcanzado la particula X durante la compactacién:
A(X, £) =max [7(X, )] (3.46)
T€[0,t)

La definicién (3.44) es 1itil en la determinacién de la matriz tangente. Sin embar-
go, su aplicacién directa para el cdlculo de la variable 7] en el caso discreto genera un
error de integracién debido a la discontinuidad de dicha ecuacién. Este error puede
ser eliminado fdcilmente a través de la expresién (3.46), la cual permite calcular
directamente la variable 7 en cualquier instante.

La variable 7] presenta una importante ventaja desde el punto de vista de coste
computacional ya que su cdlculo no implica determinar el estado tensional ni, en

consecuencia, conocer previamente el multiplicador pldstico A, para todo o € J.
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Observacién 3.2 Si el proceso de carga es mondtono, entonces la evo-
lucion de la variable de endurecimiento 7 coincide con el de la densidad
relativa durante todo el proceso (X, t) = n(X,t) Vt € [0,T]). Por otro
lado, si el proceso de carga no es mondtono, entonces la densidad relativa
puede decrecer por dos razones:

e Si se producen deformaciones eldsticas de cardcter dilatante durante
la descarga.

e Si se producen deformaciones pldsticas de cardcter dilatante. En
particular, combinando las ecuaciones (3.9c), (3.18) y (3.88) se
tiene que:

nm—ntr(d?) = = Y Ao tr(m,) (3.47)

a=.]I¢,

de donde se deduce que los términos tr(m,) > 0 provocan deforma-
ctones pldsticas dilatantes.

Bajo esta consideracion, tomar la densidad relativa como variable de
endurecimiento produce softening durante la dilatacion, mientras que la
variable de endurecimiento 7] congela la superficie de fluencia.

La evolucién del vector de variables internas € estd dada por una ley asociada
para el caso de superficies de fluencia muiltiples:

. ) n
E:Z /\a %(;‘(,17), Q) (3.48)

OzE.U¢

Disipacién plastica.

Hasta ahora, se han definido los elementos que integran el modelo constitutivo.
No obstante, debe comprobarse que dicho modelo verifique la segunda ley de la
termodindmica, la cual se satisface de forma automitica si se demuestra que la
disipacién pléstica DP es positiva. La representacién de la disipacién en su forma
material est4 dada por la expresién:

DP=—py T +S:E >0 (3.49)

Sustituyendo las ecuaciones (3.21), (3.23) y (3.32) en la ecuacién (3.49) se puede
reescribir la disipacién como:

OVAE)  pr OTNE), §=S:E +q-£ >0 (3.50)

P — —_—
D'=0s —5g: e
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En esta ecuacién, las variables E y E estdn definidas a través de las leyes de evo-
lucién en su forma material. Sin embargo, las derivadas de las variables internas de
endurecimiento son objetivas y no dependen de la configuracién en que se represente
por tratarse de escalares. Por otro lado, la regla de flujo (3.38) en su forma material
estd dada por:

Epzz)\a Ma(S7ﬁ’ q) (351)

acly

donde M,, es el pull-back de la direccién de flujo pldstico espacial m,, representada
como M, = ¢"(m,) (ver anexo A2). Introduciendo las ecuaciones (3.51) y (3.48)
en la expresién de la disipacién (3.50) se tiene:

D=3 A (S:Ma+q-é%) >0 (3.52)

acly o
En general, es posible encontrar un proceso de carga tal que para la superficie 8 se
cumpla que A,# 0si @ = By A\y= 0 si a # 3. Por esta razén, para que la disipacion

sea positiva en cualquier proceso debe verificarse la desigualdad (3.52) para cada
superficie por separado:

Ao (S:Ma+q-%%1) >0 Vael, (3.53)

Ansdlogamente, es posible plantear esta desigualdad en términos de variables espa-
ciales aplicando el operador push-forward ¢,(-) sobre las variables materiales:

Ao (T:ma—f-q-%%ﬁ> >0 Vael, (3.54)

3.2.3 Tensor elastoplastico tangente.

La derivada objetiva del tensor de tensiones T se relaciona con la derivada objetiva
del tensor de deformaciones e a través del tensor elastoplédstico tangente c? referido
a la configuracién espacial:

L,(T)=c%: L, (e) (3.55)
donde se ha usado la derivada de Lie como derivada objetiva. El tensor c? se calcula
derivando la ecuacién constitutiva (3.26):

L,(t)=Ly(c): (e—e€P)+c:(L,(e) — L, (")) (3.56)

Aplicando la derivada de Lie sobre el tensor eldstico y haciendo el doble producto
con las deformaciones eldsticas, el primer término de la ecuacién (3.56) se puede

escribir como:
E,(c):(e—€P)=a:L,(e) (3.57)
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donde el tensor a se escribe como:
(@) = —2n 1 tr () + 67 ()] -
-2/J, [gik (ee)jl +gil (ee)jk ( e)zk ggl +( ) ggk] (3.58)

El célculo del segundo término de la ecuacién (3.56) se obtiene aplicando la condicién
de consistencia pldstica (3.40). Para ello, se definen los conjuntos Jaam ¥ Jae: como:

Jum = {a€lslge (v7,0) =0} (3.502)
Joa = {0 €Juam |0 (7,7,0) = 0} (3.59b)

De la definicién de Jo y de la ecuacién (3.40) se deduce que Ao 0 para todo

a € Juo, y que Xaz 0 para todo a ¢ J,s. Por tanto, aplicando la condicién de
consistencia sobre cada elemento de J, y utilizando la regla de la cadena se tiene:

.0 PO,
Go= ¢ L (7)) + (’% 7+ 5{; ;"‘Lv(g) 0 Va € Ju (3.60)

Combinando (3.60) con las ecuaciones (3.32), (3.38), (3.48), (3.44) y haciendo uso
de las expresiones:

Lv(g) = 2 Lv(e) (3.61)
n = —ngt:Lv(e) (3.62)

se obtiene el multiplicador plédstico para todo a € Jg:

A= > Ga[,< P : (c+a) — Hy(n) na(’;a -1+26%> : Lv (e) (3.63)

ﬂéJact

donde la matriz G se calcula como:

_ 8¢a . N agéa =5 8¢3
Gop = 5, C: B ‘K (&) - Va,B € Jou (3.64)
Sustituyendo (3.38), (3.57) y (3.63) en (3.56) se deduce el tensor elastopldstico tan-
gente:

c”? = (c+ a) Z Go(c:mg)® <% :(c+a)— HA(77)77——(-6—7C—'g_1 +2—= B(bg )

ﬂEJact aT
; (3.65)
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3.2.4 Modelo plédstico particular.

En el apartado anterior se ha presentado un modelo general destinado a la simulacién
de procesos de compactacién. Particularizdndolo se pretende reproducir una gran
variedad de modelos destinados a la simulacién de dichos procesos. Con ello se
consigue obtener un modelo concreto de una forma répida y cémoda, facilitando el
desarrollo de otros nuevos. Concretamente, en este apartado se propone un modelo
para la simulacién de procesos de compactacién, obtenido a partir del caso general.

Evolucién del dominio elastico.

La evolucién del dominio eldstico se realiza a través de una tnica variable de endu-
recimiento 7j(X, t), la cual depende exclusivamente de la evolucién de la densidad
relativa. Bajo esta consideracion, el término pléstico de la energfa libre definido en
(3.22) es nulo:

YP(€) =0 (3.66)

Condicién de fluencia.

La condicién de fluencia considerada en el presente trabajo para la simulacién de los
procesos de compactacién, se obtiene de simplificar la superficie de fluencia miltiple
(3.33a-d) de la siguiente forma:

o = L —An (3.67a)
¢ = Ci1v/Jo+ Dy (I — An) (3.67b)
¢y = Ao+ Bolf - Y7 (3.67¢)

en la que los coeficientes de la superficie se definen como:

Ao =3 tcm? Aoz =71(7)
Cy=1 Ay =2
Dy = @\}1—6@ By =2 (%%)2
(3.68)

Adicionalmente, se debe de afadir la condicién (3.34b) que para el modelo conside-

rado se reduce a la expresién:
YZ = ByA, (3.69)
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Figura 3.1: Condicién de fluencia.

El conjunto J,, formado por las superficies simples que definen la condicién de
fluencia (3.67a-c), es un subconjunto del caso general definido por Js = {01,1,2}.

La condicién de fluencia, representada en la plano p — ¢, se muestra en la figura
3.1, en el que p = —& y ¢ = v/3J;. Como se aprecia en la figura 3.2, la superficie
¢, representa el cono en el espacio de Haigh-Werstergaard, donde el pardmetro c(7)
corresponde al radio de la base del cono en el plano octaédrico que pasa por el origen
del espacio, y ¢ es el dngulo que forma el cono con el eje de presiones. Se trata de
una superficie caracteristica de materiales friccionales conocida como superficie de
Drucker-Prager [28]. Experimentalmente se ha mostrado que este tipo de superficies
reproducen el comportamiento de los pulvimateriales de una forma mds apropiada
a bajas tensiones hidrostdticas [13]. Por otro lado, r1(7) y 72(7) son los radios de la
elipse definida por ¢, en el plano I} — v/J;. En el espacio de Haigh-Werstergaard
la superficie ¢, representa un elipsoide centrado en el origen. Esta superficie fue
inicialmente propuesta por Kuhn y Downey [63], empleada por G.G. Weber y S.B.
Brown [115] y modificada posteriormente por J.C. Cante [15][18][19]. En esta tesis,
los cambios realizados conciernen bésicamente a la forma y evolucién de la superficie
durante las etapas iniciales y finales de la compactacién.

Observacién 3.3 No debe confundirse los pardmetros c y ¢ con la co-
hesion € y el dngulo de friccion interna ¢ definidos en los modelos de
Mohr-Coulomb. Aunque ambos pardmetros no son independientes de los
definidos por el modelo de Mohr-Coulomb, su relacién no es inica y re-
quiere alguna condicion adicional [84]. En concreto, si se considera que
la superficie ¢, circunscribe a la superficie de Mohr-Coulomb, entonces
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Figura 3.2: Superficie ¢, en el espacio de Haigh-Werstergaard.

los pardmetros de ambas superficies se relacionan a través de las expre-

siones:
_ 2\,/6 cos E
3 —sin 5
singﬁ
¢ = arctan 2v/2 —_—
. 3 —sin ¢

Pero si se considera que la superficie ¢, estd inscrita en la superficie de
Mohr-Coulomb entonces la relacion de dichos pardmetros estd dada por:

_ 2/6 cos 5
3 + sin (}f
¢ = arctan (2\/§ ~—S£1¢—~)
3+sin ¢

La superficie ¢, tiene especial relevancia durante la fase de transferencia, en las
etapas iniciales de la fase de prensado y durante la expulsién de la pieza en la matriz.
La superficie ¢, tiene espectal relevancia durante la fase de prensado.
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Figura 3.3: Evolucién de la superficie de fluencia vs la variable de endurecimiento 7.

En la figura 3.3 se representa la evolucién de la superficie de fluencia (3.67a-c)
en el plano p— ¢g. Su evolucién depende de la evolucién de la densidad a través de la
variable de endurecimiento 7} definida en (3.46). Inicialmente, cuando el valor de la
variable de endurecimiento toma el valor de la densidad inicial del material (7] = 7,),
la superficie de fluencia tiene un dominio eldstico muy pequetio, el cual contiene al
origen del plano p—gq. El reducido tamanio del dominio se traduce fisicamente en una
incapacidad de resistir tensiones sin que el material sufra deformaciones irreversibles.
A medida que la densidad aumenta, crece la variable de endurecimiento 7j y con ella
el dominio eléstico, lo que significa un incremento de la resistencia del material. No
obstante, la resistencia a compresién y traccién crecen de forma desigual, siendo
considerablemente mayor su resistencia a compresién que su resistencia a traccién.
Finalmente, a medida que la densidad tiende a la densidad teérica, la superficie de
fluencia tiende a una superficie de Von-Mises truncada por el lado de las tracciones
a través de la superficie de Drucker-Prager. En este caso, el material se comporta
como un metal en procesos de compresién, pero como un material fragil en procesos

de traccién.

A medida que avanza el proceso de compactacién, se producen incrementos de
densidad que conllevan a incrementos de la resistencia a traccién. Fundamental-
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mente, la capacidad del material para resistir tracciones depende de la superficie ¢,,
la cual estd representada por una recta en el plano p — q. Se considera que la fric-
cién interna del material permanece fija durante el proceso, con lo que la pendiente
permanece invariable. Sin embargo, se considera que se produce un incremento de
la cohesién con el aumento de la variable de endurecimiento 7 (ver figura 3.4) que,
al no variar la superficie su pendiente, implica un desplazamiento de la superficie
hacia la izquierda.

A A
L n N;

Figura 3.4: Evolucién de la cohesion vs la variable de endurecimiento 7.

I, la
A A A A A A
L n Ny M, n Ny

Figura 3.5: Evolucién de los radios de la superficie ¢,.

Por otro lado, el aumento de la densidad también produce un incremento de la
resistencia a compresién del material. Este incremento de resistencia es controlado
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A A A
M, n P

Figura 3.6: Coeficiente de forma ¢ de la elipse definida por la superficie ¢,.

por la superficie ¢,, la cual describe una elipse en el plano p — ¢ cuyos radios se
representan en la figura 3.5. Otro pardmetro significativo es el coeficiente de forma
¢ que controla el relacién entre los radios de la elipse y, por tanto, controla su forma.
Este pardmetro, representado en la figura 3.6, estd definido por la expresién:

- () - ()

donde 7, es el radio de la elipse en el eje ¢ y 7, es el radio de la elipse en el eje
p. Observando las figuras 3.5 y 3.6 es posible clasificar el comportamiento de la
superficie ¢, a medida que avanza el proceso de compactacion:

Zona de baja densidad. Tiene lugar para densidades préximas a la densidad inicial.
De la figura 3.5 se observa que la superficie crece lentamente en esta zona,
provocando que el dominio eldstico sea pequeno. Sin embargo, de la figura 3.6
se observa que la forma de la superficie cambia rdpidamente. Inicialmente, el
radio de presiones es mucho mayor que el desviador, haciendo que la superficie
sea muy estirada. A medida que aumenta la densidad, los radios tienden a
igualarse muy rdpidamente y, por tanto, la superficie tiende hacia una forma
circular.

Zona de densidad intermedia. Es la m&ds amplia de todas y se extiende hasta
densidades préximas a la densidad tedrica. La evolucién de la superficie se
caracteriza por aumentar rdpidamente sus radios sin alterar significativamente
su forma, lo que implica un crecimiento considerable del dominio eldstico con
la densidad.
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Zona de alta densidad. Tiene lugar para densidades préximas a la densidad tedrica.
En esta zona, la superficie crece y cambia de forma simultdneamente. El radio
de presiones crece con la densidad de manera asintética al contrario del radio
desviador que lo hace de forma limitada, de aquf que la elipse degenere en el
cilindro de Von Mises, en cuyo caso, el dominio eldstico no estd acotado.

Hay autores que prefieren definir directamente el coeficiente de forma ¢ [15](83].
Sin embargo, el comportamiento del polvo es muy poco sensible a variaciones de
este pardametro, lo que complica la calibracién del modelo y hace desaconsejable
esta forma de proceder. En este sentido, es preferible definir la evolucién de los
radios de la elipse y a partir de ellos obtener el coeficiente de forma.

Leyes de evolucién.

La evolucién de la deformacién plédstica definida en (3.38) se particulariza a través
de las direcciones de flujo m,. La regla de flujo considerada se representa gréfica-
mente en la figura 3.7. En particular, se considera una regla de flujo puramente
desviadora (@; = 1 y B; = 0) para la superficie de Drucker-Prager ¢,, y una regla
de flujo asociada (@; = 1y B, = 1) para el caso de la superficie ¢,. Bajo estas
consideraciones, las direcciones de flujo se reducen a las expresiones:

my = g (3.70a)
_ 1 dev (1)

m = (Ve 550) e (3:700)

my; = Asdev(T)+2Boig (3.70c)

Con respecto a la variable de éndurecimiento, se considera la ley de endureci-
miento correspondiente a la variable 7] dada por las ecuaciones (3.44) y (3.46).

Observacién 3.4 Para valores de 7j préximos a la densidad relativa ini-
cial ny y para valores de 1) prérimos a la densidad relativa final n;, se
tiene que el radio de presiones rp de la superficie ¢, es mucho mds gran-
de que su radio desviador r, (esto es un coeficiente de forma ¢ < 1).
En esta situacion, la regla de flujo asociada implica que la componen-
te esférica del flujo sea nula o despreciable en una amplia region de la
superficie ¢y (ver figura 3.8).

Disipacién pldstica.

La comprobacién de la segunda ley de la termodindmica se realiza a través de la
desigualdad (3.54) deducida para el caso general. Teniendo en cuenta que la tnica
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Figura 3.7: Regla de flujo.

-

i
i
-
i

Figura 3.8: Regla de flujo sobre la superficie ¢, cuando el coeficiente de forma verifica

que 0 < (K1
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variable de endurecimiento es 7j, esta desigualdad se reduce a:

deTim, >0 Vael, (3.71)

Sustituyendo en (3.71) las direcciones de flujo (3.70a-c) se llega a las desigualda-
des:.

/.\01 11 Z 0 (372&)
MOV > 0 (3.72b)
o (2454, +2B,I7) > 0 (3.72¢)

Las desigualdades (3.72b) y (3.72c¢) se verifican automdticamente ya que, segtn la
definicién (3.68), los coeficientes C; > 0, A, > 0y By > 0. Por otro lado, de la
aplicacién de las condiciones de Kuhn-Tucker sobre la superficie ¢,; se deducen las
condiciones:

o Si I < Am —— ¢01 <0 y /'\01=O
o Si I]_ > AOl - ¢01 =0 y A()1> 0

Sin embargo, si I; < 0 entonces Ag; I; < 0. La dnica forma de evitar que el término

A1 17 sea negativo es que Agi= 0, lo que se consigue imponiendo que Ag; > 0.
Por tanto, la desigualdad (3.72a) se verificard si Ag; > 0, la cual es una condicién
razonable puesto que equivale a suponer que la cohesién del material sea no negativa.

3.2.5 Modelo viscoplastico.

Al contrario de lo que sucedia en el modelo pldstico, en el modelo viscopléstico el
estado tensional (7,7, ¢) puede estar fuera del conjunto de tensiones admisibles E.,
lo cual implica una modificacién de las leyes de evolucién. Al haberse definido en el
modelo constitutivo una superficie de fluencia mmiltiple, se aplica una regularizacién
de Duvaut-Lions. En este caso, la ley de evolucién de las deformaciones irreversibles

estd dada por:

Lo(e?) = %c’l (r—7) (3.73)

donde 7 € (0, 00) es un pardmetro conocido como tiempo de relajacién, y T corres-
ponde a la solucién del modelo rate-independent o inviscido.
En el caso de las variables internas q, se postula la ecuacién de evolucién:

" 4=-2(a-9) (3.74)
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donde q corresponde a la solucién de la variable interna en el modelo inviscido.

Es interesante destacar que la variable de endurecimiento 7j no se ve alterada
en el caso del modelo viscoplastico, ya que su evolucién depende de las variables
cinemdticas y no del estado tensional. Asi, puede representarse la solucién del
caso inviscido a través del operador proyeccién como (7,7,q) = P(7,7,q) siendo
P_:S xRy x R™—0E, el operador proyeccién.

El orden de magnitud del estado tensional en las etapas iniciales de la compac-
tacién es muy diferente al de las etapas finales. Por esta razén, se ha considerado la
posibilidad de permitir que el tiempo de relajacién evolucione durante la compacta-
cién 7 = 7(7), lo que permite penalizar en mayor o menor medida la violacién de la
condicién de fluencia en virtud de su tamaiio.

3.3 Integracion de la ecuacién constitutiva.

El objetivo de la integracién de las ecuaciones constitutivas es la determinacién de
las variables internas y las variables dependientes a partir de las variables libres.

La integracién se realiza de forma incremental en el tiempo para los puntos
correspondientes a la cuadratura del elemento lo que implica una discretizacién del

intervalo de tiempo de interés. Sea [0,7T] = U [tn, tns1] una discretizacién cualquiera

del intervalo de interés. Suponiendo, para toda particula X € €2y, conocido el campo
de desplazamientos AU, .y : Q¢ — R™im en el incremento de tiempo [t,, t,.1) y las
variables {¢,,, E,7,,, €, } en el instante ¢, la integracién de la ecuacién constitutiva
consiste en determinar las variables {¢, .1, Eb 1, Tp11,€ny1} €n el instante £ni1.
Una vez conocidas, el resto de variables quedan automaéaticamente determinadas,
incluidas las variables espaciales las cuales se calculan a través del operador push-
forward ¢7(+) evaluado en el instante #,,;.

La integracién numérica se lleva a cabo de la forma usual mediante un algoritmo
predictor-corrector. Para ello, la ecuacién constitutiva se formula en la configuracién
material y su integracién se realiza en dos partes. La primera es una prediccién
eldstica, la cual congela las variables irreversibles como la deformacién pldstica de
Green-Lagrange y el vector de variables internas £. La segunda es una correccién
plastica, la cual relaja el estado tensional solucién de la prediccién eldstica hasta
verificar las condiciones de Kuhn-Tucker. La resolucién secuencial de ambas equivale
a resolver el problem’a original.
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Determinacion de las variables cinematicas.

Conocido el campo de desplazamientos AU, en el instante ¢,.;, la ecuacién de
movimiento se actualiza de la forma:

Son—i—l(x) = ‘pn(X) + AUTH-I (375)

A partir de la ecuacién de movimiento (3.75) se obtienen las relaciones:

Fri1(X) = Fo(X)+ GRAD (AU, (X)) (3.76)
Bon(X) = 3 (FI(X) Fana(X) - G) (3.77)
M1(X) = &E%’S (3.78)

Una vez actualizado el gradiente de deformaciones F,,.; y teniendo en cuenta las
relaciones (3.7), la deformacién E, 4, se puede poner en su forma espacial a través
del operador push-forward aplicado en el instante ¢,,,1:

€nt1 = ¢?+1(En+1) = F'r:}—‘l . En+1 Fn+1 (379)

Conviene mencionar aqui que la variable de endurecimiento 7 se calcula directa-
mente a partir de la ecuacién (3.78), ya que tnicamente depende de las variables
cinemdticas. Asf, como se muestra en el anexo Al, la variable 7),,, ; se calcula como:

n >y si An <1
M1 = Max {nn+1’ ﬂn} = { %’:+1 si %n > nr:: (380)

Algoritmo predictor-corrector.

La actualizacién de la deformacién pldstica se realiza a partir de la ecuacién (3.51)
discretizada:
Eb, =Ef + > AxtMpt (3.81)

a€ly

donde AN'*! se define como AN = Atniy As (tns1) v las direcciones de flujo
en su forma material M2 (las cuales se definen en el anexo A2) evaluadas en el
instante t,,,. La aplicacién del operador push-forward ¢7* (-) a ambos lados de la
ecuacién (3.81) permite calcular la deformacién pléstica en su forma espacial:

b = vt (BR) + Y ANmIH (3.82)

a€ly
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donde ¢7*! (EP) se calcula aplicando del operador push-forward en el instante t,:
ot (BE) =F 1 -EL - Foy (3.83)

Se define el predictor eldstico congelando el flujo plastico (AA*™ = 0 para todo
a € Jy) durante el incremento de tiempo [t,, tni1]:

el = ¢ (ER) (3.84a)
ririal o, (en+1 —eﬁf{”) (3.84b)
i = & (3.84c)
QY = q.=-K'(EnY) (3.84d)

Por otro lado, se define el conjunto de superficies activas trial como:

n+1 n+1/__trial trial

trzal {a S ‘H¢ | ¢ (Tn~|~1>'r}n+1a qn+1) > 0} (385)
Este conjunto determina si las variables internas evolucionan o no. En particular,
si JP+l = 0 se tiene un incremento eldstico ya que el predictor eldstico es un estado
admisible. En este caso, el predictor eldstico se convierte en la solucién del sistema,

ial . . . L

esto es (+),,; = ()riy. Por contra, si Jit} # 0 se tiene un incremento pldstico
ya que se viola al menos una condicién de fluencia, lo que implica una violacién de
las condiciones de Kuhn-Tucker (3.39) y, por tanto, una evolucién de las variables
internas.

Utilizando las ecuaciones (3.26), (3.82) y (3.84b), las tensiones se pueden escribir

como:
—c- (e p — -trial ntl . ontl
Tpe1 =C: (en+1 ~eb,)) =T — E AN e my (3.86)

a€ly

Las variables internas de endurecimiento se calculan a partir de la expresién
(3.48):
10¢5t"

3.87
aCIn+l ( )

Enr =Emd + D AN

a€J¢

La variable de endurecimiento en tensiones se obtiene evaluando la ley de endureci-
miento (3.32) en el instante ¢,1:

Qn+1 = -K' (§n+1) (3.88)

Las ecuaciones (3.82), (3.86), (3.87) y (3.88) definen el corrector pldstico. Las de-
formaciones pldsticas, las tensiones y las variables internas son incégnitas a las que
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se deben afiadir los multiplicadores pldsticos AN**!. Para su evaluacién se deben
incluir ademds las condiciones de Kuhn-Tucker (3.39) en su forma discreta:

o (Trits a1y Anr1) < 0 (3.89a)
AN >0 (3.89b)
A}‘Z+1¢2+1(7n+17ﬁn+1aqn+1) =0 (389C)

que deben verificarse para toda o € J,. La solucién del sistema formado por (3.82),
(3.86), (3.87), (3.88) y (3.89a-c) se realiza a través de un algoritmo del tipo Predictor-
Corrector aplicado al caso de superficies de fluencia miltiples. Para ello, se define

el conjunto de superficies activas J*;! como:
Z»;l {a € ‘U I ¢ +1(T'n+1177n+1’qn+1) = O} (390)

En principio, este conjunto es desconocido y su determinacién requiere de un proceso
iterativo, el cual finaliza cuando se verifican las condiciones de Kuhn-Tucker para
toda o € Jy.

Observacion 3.5 Violar una condicion de fluencia en la prediccion elds-
tica (o € J*FL) no implica que esta restriccion esté activa (o € Jih!

Sin embargo, aunque es frecuente que el conjunto J*5! solucion esté con-
tenido en el conjunto J), en general, las definiciones (3.90) y (3.85)

trial?

no implican que J24' C Jptl. Esto es fdcil de comprobar con un ejemplo

como el que se muestra en la figura 3.9
Dado un conjunto Jthl( > la determinacion de los multiplicadores pldsticos AN
implica resolver un sistema de ecuaciones no lineal:

Ry, (Ao, ANTTY, A,\"+1 M) =4 = 0 siael¥'  (3.91a)
ANITY = 0 siag¢glJi!  (3.91b)

T k43 a¢2+1
Re (€nsr) = & — €10 — D AN 50e— = 0 (3.91c)

acly

donde las ecuaciones (3.82), (3.86) y (3.88) estdn definidas de forma implicita. La
resolucién de este sistema de ecuaciones se lleva a cabo de forma iterativa, des-
acoplando el sistema (3.91a-b) del sistema (3.91c), dada su distinta naturaleza, y
resolviéndolos alternativamente en cada iteracién. En particular, el rango del siste-
ma definido por (3.91a) coincide con el mimero de elementos de J%! (en la prictica
no mds de tres ya que si int(E;) # 0 entonces @« = 01 y @ = 02 no pueden ser
elementos de J* simulténeamente). Mientras que (3.91c) es un sistema diagonal

de rango ng, siendo n, la dimensién del vector de variables de endurecimiento Qnsl-
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a

Figura 3.9: Ejemplo de retorno a una superficie de fluencia convexa en el que .H;‘j;l Z
.Ug;-’;l. En particular, Jgﬁl = {a} y J2%! = {a,b}.

El sistema de ecuaciones no lineal (3.91a) se resuelve de forma iterativa, en la
que la solucién de cada iteracién estd dada por la ecuacién:

ORA(AXNE) )

-1
. (k)
IS } RA(AN4 (3.92)

k41 k
) - axt - |
donde AX,4; es el vector multiplicadores plasticos con componentes AA**! en las

que o € JZ;‘;l(k), Rx(AMX,+1) es el vector de términos independientes cuyas compo-

nentes son los residuos Ry (A, ;) tales que o € J:;l(k), y %ﬁ—‘) es la matriz

de coeficientes. Teniendo en cuenta que por definicién de la superficie de fluencia
D1 = Dppy (Trs1(ANni1), Toss, Qo1 (AAny1)), la matriz de coeficientes se calcula
derivando (3.91a) respecto al vector de multiplicadores pldsticos A, 11:

[8RA(AASZ)_1)} 0ty Oran | 00 daun

- : ,B eIt (3.93
DA | T Ot 0BT Ba DAy PP B

No obstante, la complejidad del algoritmo se centra en el cédlculo de esta matriz

ya que implica evaluar previamente las derivadas B‘Z’;‘Z*ﬁ y 66:;5‘:1’ las cuales son

desconocidas a priori. Su determinacién se lleva a cabo derivando las ecuaciones
(3.86), (3.87) y (3.88), llegando al sistema de ecuaciones:

ntl  An+l OTniy . m7t!
( Al AL ) NV _ ( —¢:my Pyres ) (3.94)
’ Oqn+1 - Y (k) —-——--¢g ‘
AR ALY )\ A )

q
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. 3 M b 6 n 6 Xi
en el que las incégnitas son las derivadas 5 AT/\Jil Y3 :A,Til Los coeficientes AT,

ALY ALy ABF! estdn dados por:

n+1 _ n+1 amg+1 5
AR = T+ ) ANe: o (3.95a)
ae']]act (k) i
a n+1
Al = Z A)‘g?;;) 8m (3.95Db)
— Un+1
a€d 5
An—H — Z A)\n K//(E(k)l)% (395(:)
2 nr aQn+187-n+l
aE.]Izj;l(k)
AT - 1 Y ANERED) (3.95d)
s aqn-%laqn-H
aLdger (k)

Combinando las ecuaciones (A2.3a-d) y (A2.4a-d) junto con (3.94) y las definiciones

(3.95a-d) es posible despejar analiticamente las derivadas ;Z/\"gﬁl y a?;gji. Un

desarrollo analitico y detallado del calculo de estas derivadas se describe en el anexo
A2

Por otro lado, las variables internas de endurecimiento £ 11 aparecen de for-
ma implicita en la matriz de coeficientes (3.93), lo que implica que el sistema de
ecuaciones (3.91¢) no esté realmente desacoplado del sistema de ecuaciones (3.91a).
Por este motivo, para cada iteracién de la ecuacion (3.92) se resuelve el sistema de
ecuaciones (3.91¢) de forma independiente. A partir de los multiplicadores plasticos
AN dados por la ecuacion (3.92) en la iteracién (k), los cuales se considerardn
fijos, se resuelve el sistema de ecuaciones (3.91¢). Este sistema, que en general serd
no lineal, se resuelve aplicando iterativamente la ecuacién:

s o IR (E(k)(j))

k 1 k £ ) k

g _ g [PRAEN] p gon (3.96)
a£n+1

donde &, es el vector de variables internas de endurecimiento en deformaciones,

Re(§,,.1) es el vector de residuos definido en (3.91c), y ?-I-%ié—-i‘;i) es la matriz de

coeficientes que se calcula teniendo en cuenta las ecuaciones (3.87) y (3.88):

ORg (& Jf)) 0 Gy S #(6)()
N AN G D KR 3.97
8£n+l (XEZ.M a(k) 8(1n+laqn+1 ( -+ ) ( )

En base a la suposicién realizada sobre la ecuacién (3.31) esta matriz es diagonal,
por lo que calcular su inversa es inmediato.
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Observacién 3.6 La variable de endurecimiento 7] no aparece en la ma-
triz de coeficientes (8.98) ya que por su naturaleza esta variable no de-
pende de los multiplicadores pldsticos AN, Es mds, esta variable es
conocida a priori a partir de la ecuacion (3.78), lo cual supone una ven-
taja desde el punto de vista de coste computacional puesto que no implica
resolver una ecuacion adicional.

El algoritmo empleado para la integracién de la ecuacién constitutiva se resume
en la cuadro 3.1.

Matriz tangente consistente.

El algoritmo presentado en el cuadro 3.1 es susceptible de ser linealizado de forma,
exacta, lo que conduce a una expresién cerrada de la matriz tangente consistente
c? .. Esta matriz relaciona la variacién de las tensiones con la variacién de las
deformaciones en el instante ¢,,;. Dicha relacién viene dada por la expresién:

d‘l’n.,_l = Cff{-l : de,H_l (398)

Al igual que en el caso continuo, su célculo se obtiene derivando la ecuacién
constitutiva (3.86) junto con la ecuacién (3.82) en el instante t,41:

dTni1 = (C+ anp) s depn— D d(ANE) cimH— 3= ANtHe: dm?t

a€lact QE.“Z;IZI
(3.99)
donde se ha tenido en cuenta la relacién (ver lema A3.3.1 en el anexo A3):
de: (enp1 —€h,q) = any1 @ degyr (3.100)

siendo a,;; un tensor de cuarto orden descrito en el anexo A3. Este tensor depende
uinicamente de las deformaciones elédsticas y de las constantes elasticas del material

Ant1 = ant1(€ni1 — €n4y).
La variacién de los multiplicadores plésticos d (AX2*") se calculan derivando la

condicién de fluencia ¢2 (7441, Mps1; Any1) = O para toda a € Jih:
o ¢n+1 b ¢n+1 o ¢n+1 o ¢n+1
0=degp™ = 22— 1 drpp + =2—d7) 21 d 2 dg (3.101
¢a aTn+1 T+l + aﬁn-}-l M1 iy 3Qn+1 An+1 + ag g ( )

donde el término dg estd dado por la expresién dg = 2 de,y1, €l término d7,
se calcula a partir de la ecuacién (3.99), dgn41 se obtiene derivando las ecuaciones
(3.87) y (3.88):

+1 =S 3¢"+1 +1 ol 8¢n+1
danii=— Y dANYK (€,1) 52— > ANPKI(E, .d< a)
+1 = ( ) ( +1) 8q11,+1 a€J2$1 (E +l) 6qn+1
(3.102)

R Q_Ct
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Célculo del predictor eldstico.

trial trial

qtriail =q, = _R (gtmal)

n

1 +1

T = {0 €3 | 627 (T A, o) > 0}

Verificacién de la condicién de fluencia.
SI J*tL = ) ENTONCES

trial
. (')n+1 ( Z‘iall
SI NO
1. Célculo del conjunto Jact (k)*

I = {o e Ts | SR ANE) > 0y Xz, # 0}

2. Célculo del multiplicador pldstico Az\gf:'ll).
CAXEED — para Vo ¢ JZ:;l(k)
k k Ry (AN -
CANERD — AN [%ﬁa} “Ra(AXY)) para Vo € JnE,

3. Calculo de la variable interna de endurecimiento &,, +11)

3.1. Célculo del residuo Re (€, k+1) J))

'Rs( ﬁl)m) _ 5%1)() il _ Z AN (k+1)a¢%§iim
3.2. SI “R.E (gﬁ[ﬁ”“’) [ > TOL ENTONCES

BT _ g0 {0&;25%)“’)}_1 ((£E5D0))

“IR A (3.1)

3.3. Calculo de la variable interna de endurecimiento
k+1 ("
any) = —R(€)
3.5. Verificacién del conjunto Jactl(k)
- SL AN (k+1) < 0 para algun a € ngl(k) ENTONCES IR A (1)
4. Céleulo del residuo Ry (AXEAY).
k+1
- R (A ?1::.11)) ¢$er1 )
5.  Verificar convergencia.
sI [R,\ (A/\Sfl”) < TOL ENTONCES

o elrial n+1 1
T =T~ S AN e mlt
a€ly

trial n+1 0¢"+1
* £n+1 — Sn+1 + Z A)‘ 8qn+1
» a€ly

- FIN

6. IR A (1)

Cuadro 3.1: Algoritmo de retorno para el modelo pléstico.

para el valor AASZ;”.
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Como se describird detalladamente en el apartado A3.3.2 del anexo A3, el término
di,41 estd dado por la expresién:

ANy = —Ha, (Tni1) T g™ denp (3.103)
En el sistema de ecuaciones formado por (3.99), (3.101) y (3.102) aparecen como

incégnitas d(AN!), dmP*t y d(%}i)' Si se derivan las direcciones de flujo m?*?

. nt1 . . . .
y las derivadas %_1 en el instante £, ; se obtiene el sistema de ecuaciones:

aq".+
n+1 n+1 +1 +1
(A(mm) A(mQ)> (drr::_l ) _ (B?m) ) - depp1— Z (C?m)a)d(A)\nH)
n+1 n+1 n - +1 n+1 o
Ay A J\a(5e2) ) T\ B acrrin \Claja
(3.104)

donde los elementos de la matriz de coeficientes ATYL, ALYl AR y ATT
los vectores de términos independientes B?;)l, BE‘(;;I, C?;l")l y C?(;'il se determinan
en el apartado A3.2 del anexo A3. Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.104) se

obtienen las incégnitas dmg+1 y d(‘l’gﬁ) en funcién de las deformaciones de,.; ¥

Jan+1
de la incognita d(AN):

dmit = L den— 30 Hinapd(ANT)  (3.1052)

(e (m)a
pert!
Y . —n
d<0z +1> = HyLdena— D Higoed(AN™) (8.105b)
n ,BEJZ:;I

donde las matrices ITI?;;a, ﬁ?;;(ll : ﬁ?:;)laﬁ y ﬁ?;;iﬁ se definen en el apartado A3.2

del anexo A3. X
Teniendo en cuenta que la ecuacién (3.101) se verifica para toda a € e,

y(comEiII;éndola con las ecuaciones (3.105a-b) se despeja el multiplicador pléstico
d(AXT):

1 6¢n+1 6¢n+1 8¢n+1
AN =S (T 22 4 apa) — Hy 1y gt 42200 gt
) ‘Be‘n%tl( ﬁ ) 67-1),—{-1 ( +1) ??“ﬂrh}-l aﬁn—‘-l g v 8g B

donde la matriz G" y el tensor H™*! se definen como:

Cop =Gop'~ ZA)\’Y (m ¢ Himyyg + Ot K (£n41) - Higyys
’YE.]I”+1 n n

act

n+1 n+1
n+-1 — § : n+1 a¢a . . ~n+1 8¢a 41 ~n+1
He +1A)\[i (aTn+1 1€ Himyp + OCnt1 K (&ni1) - Higys

ﬁe-“:cz




68 CAPITULO 3. FORMULACION DEL MODELO CONSTITUTIVO.

donde G"“
a¢n+1 a¢n+1 ~ ¢n+1
n+l 2] . . n+1 o nt1
Gag = ot cermyth 4 s ‘K (€ne1) - Er Vo, 8 € JMEY (3.107)

en el que el término G,g evaluado en el instante ¢,1 se defini6 en la ecuacién (3.107)

para el caso continuo.
Combinando las ecuaciones (3.98), (3.99), (3.105a-b) y (3.106) se despeja la
matriz tangente consistente c;’, ;:

ch =(c+an)— Y Ao HYE, -

acl™i!
n+1 n+1 Hont!
_ ——-n+1) ( —-n+1>® 8¢5 '(c+ ¢ -1 ¢ n+1
: : ans1)—Hy Ny m=—g +2——-H
,ﬁgﬂ’”;(l ) (67’”” ! i " O og ?
(3.108)

donde el tensor M*"" se define como:

~=n+ n 1'_"”"l

Ma n+1 Z A )\ + m)ﬂa

5€Jn+l

act

Observacién 3.7 Cuando At,.1 — 0 se puede ver fdcilmente que
AN — 0, MY — m2t, Het — 0 y Gay — GL. De
aqut es fdcil comprobar que la matmz tangente consistente c.-, dege-
nera en el tensor elastopldstico tangente del caso continuo, el cual esta

definido por la ecuacion (8.65).

Un desarrollo detallado de la matriz tangente consistente se realiza en el anexo
A3.

Integracién del modelo viscopldstico.

El algoritmo del modelo viscopldstico de Duvaut-Lions requiere la aplicacién previa,
del algoritmo presentado en el cuadro 3.1para el caso pldstico durante el intervalo
[tn, tnt1]. Conocida la solucién del caso inviscido, la discretizacién de la ecuacién
(3.73) en su forma material est4 dada por:

At _
Efy =EP+— ':1 Erl1 ¢ (Sni1 — Sns) (3.109)
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donde E,,; es el tensor eldstico escrito en la configuracién material, §n+1 es la
proyeccién del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff sobre la superficie de
fluencia S,.; = P(S,41), y donde el incremento de tiempo estd dado por At =
tni1 — tn. Aplicando el operador push-forward ¢7(-) sobre la ecuacién (3.109) se
obtiene la deformacién viscopldstica para t,,1 en la descripcién espacial:

% L] At'!'l. —_ —
eni = ¢ (BFY) + __7_:_+1_1_c Y (Tugr — Tnt) (3.110)
n+

donde, al igual que en el caso inviscido, ¢7** (EU) se calcula aplicando del operador
push-forward en el instante ¢,,, sobre la deformacién viscopldstica en el instante t,,:

mH (EP) — FoT P FoL (3.111)

Siguiendo el paralelismo con el caso plastico, se define el predictor eldstico con-
gelando las variables viscopldsticas durante el incremento de tiempo considerado

[tnatn+1]:
en = ¢t (EY) (3.1122)
rial . (en+1 —egi§'°’) (3.112b)

Sustituyendo las ecuaciones (3.110) y (3.112b) en (3.26) se obtienen las tensiones en
el instante ¢,41:

Atn—%-l

Tn+1

trial

Tpnt1 = C (en+1 - e:),ﬁ.l) =T+l + (Tn+1 — ?TH-I) (3113)

Donde es inmediato calcular las tensiones 7,,; a partir del predictor eldstico 7%

y de la solucién del modelo inviscido 7,4, utilizando la ecuacién:

trial

Tot1 = (1 = Unp1) 70047 + OntaTrn (3.114)

siendo 1,41 un pardmetro adimensional definido como:

1 .
Bpg = —r (3.115)
1 + Atn-:l

Andlogamente, las variables internas de endurecimiento en tensiones se calculan
discretizando la ecuacién (3.74) en el intervalo de tiempo [t,, t,+1], obteniéndose:

trial

Ant1 = (1 = Fni1) Gy + Fnt1Gns (3.116)

donde q!7%% est4 definido en la ecuacion (3.84d) y G, es la solucién de las variables
internas de endurecimiento en el modelo inviscido. El célculo de la variable interna
de endurecimiento en deformaciones se calcula a partir de la ley de endurecimiento
definida en (3.32):
» 5 —1
§n1=K" (an+1) - B
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e Cilculo de la solucién pldstica (7,7, q).
- Ver algoritmo cuadro (3.1).

e Calculo de la solucién viscopldstica:
T4l = (1 - ﬁn%—l) szr—ﬁ + Q9n+17-n+1
G = (1- n+1) A + 9ng1Gp
ey = b, (BP) + Dnrc™ : (T2 — 7o)

’ €n+1 = K -I(Qn-l-l)

Cuadro 3.2: Algoritmo de retorno para el modelo viscopléstico.

Observacién 3.8 De las ecuaciones (3.114) y (3.116) se puede ver que
st T — 0, entonces se recupera el modelo pldstico, Thy1 — Tne1 ¥
Qn+1 — G,ypq- No obstante, actualizar las deformaciones viscopldsti-
cas utilizando la ecuacion (8.110) genera inestabilidades numéricas para
valores de T pequerios. Sin embargo, sustituyendo la ecuacion (8.114) en
(8.110) permite obtener una expresion alternativa que evita este incon-

ventente:
el ) = ¢, (BP) +npic™ : (7hiY — Tnpa) (3.118)

El algoritmo empleado en la integracién del modelo viscopldstico se resume en
el cuadro (3.2).

Matriz tangente consistente viscopldstica.

Al igual que en el caso pldstico, la matriz tangente consistente c;,'*; en el caso visco-
pléstico relaciona la variacién de las tensiones con la variacién de las deformaciones
en el instante ¢,,,;. Dicha relacién viene dada por la expresién:

drpe1 = coF) s depy (3.119)

Su célculo se obtiene derivando la expresién (3.114), en la cual se debe tener en
cuenta que el tiempo de relajacién se considera dependiente de las variables de
endurecimiento 7,41 = T(7,,41):

dTper = (1 - ?9n+1) d‘?':fiall + Onp1dThgr — (Tf:«iall - ?n+1)d29n+1 (3—120)

La variacién de la tensién pléstica d7,,1 estd dada por las ecuaciones (3.98) y
(3.108). La variacién de la tensién trial estd dada por la expresién (ver apartado
A3.3.1 del anexo A3): .
dririd = (c+afi%) : denys (3.121)
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donde se ha tenido en cuenta la relacién (ver lema A3.3.1 en el anexo A3):
rial
de: (en+1 - eﬁli ) aril : depi (3.122)

donde el tensor ef:_:f " se definié en (3.84a) y al"i es un tensor de cuarto orden que
depende unicamente de las deformaciones eldsticas trial y de las constantes eldsticas
afrial = afrid(e, ., — ,:Ha ). Este tensor se describe en el anexo A3.

Por otro lado, teniendo en cuenta la ecuacién (3.103), la variacién del tiempo de

relajacion se realiza a través del pardmetro di,,; como:

T -
dfnsr = A(t 1) g2 o () M@ s denss (3.123)

Combinando las ecuaciones (3.119), (3.121) y (3.123) se obtiene la matriz tangente

consistente viscopldstica c;

cpty = (1= Yni1) (c+ alliy) + Ipsrcihy — A?l 92 Hy M (T~ Tn1) @87

(3.124)

Observacién 3.9 Si 7 — 0 para V7, entonces T () — 0 y 9 — 1,
lo que implica que la matriz tangente conszstente vzscoplastzca degenere
en la obtenida para el modelo pldstico ¢y — ¢ 7 ;.

3.4 Modelo de friccion.

Un aspecto adicional a tener en cuenta es el comportamiento del polvo cuando
interactua con su entorno. En este sentido, hay que tener presente las fuerzas de
friccién, que describe la resistencia al deslizamiento del polvo respecto a las paredes
del molde. Este fenémeno tiene una influencia notable en las propiedades finales del
compacto, por lo que debe ser tenido en cuenta si se quiere modelar correctamente
el proceso, incrementando de esta forma la complegidad de el analisis.

El modelo de friccién considerado es un modelo de friccién dindmica del tipo
Northon-Hoff, el cual se caracteriza por considerar la dependencia de la friccién
respecto a la velocidad relativa entre el polvo y la pared del molde [22][52][18][19)].
Su representacién matemdtica estd dado por la expresion:

r = —y(n) sign(V5) IV’el <ty > (3.125)

donde p, es el coeficiente de friccién dindmico, ty y tr corresponden respectivamente
al esfuerzo normal y tangencial que el polvo realiza sobre la superficie de contacto,
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N : N N\
n n n,

[o]

Figura 3.10: Evolucién del coeficiente de friccién dindmico vs densidad relativa.

V¢ es la velocidad relativa entre el polvo y la pared, y « es un coeficiente que
controla la no linealidad de la velocidad. En particular, se ha considerado el caso

en que o = 1.

Observacion 3.10 El empleo de un modelo de friccién dindmica impli-
ca una dependencia del tiempo t en los resultados, independientemente
del modelo constitutivo empleado para el polvo. Concretamente, esta de-
pendencia tiene lugar en la ecuacion (3.125) por medio de la velocidad

de compactacion.

La naturaleza de las fuerzas friccién producida por cuerpos que estan en contacto
es extremadamente compleja. Existen numerosos factores que afectan a la friccién
como son los materiales que intervienen en el proceso, la morfologfa, la granulome-
tria, la rugosidad de las superficies del molde, la temperatura de trabajo, la velocidad
de carga, etc. El modelo considerado supone una simplificacién del problema gene-
ral al englobar todos estos factores dentro de un dnico pardmetro, concretamente el
coeficiente de friccién dindmico u,, que debe ser determinado experimentalmente.

Por otro lado, en el transcurso del proceso de compactacién se alteran los fac-
tores microscépicos que caracterizan a la friccién y que son englobados dentro del
coeficiente de friccién dindmico py. Por esta razén, es de esperar que este coeficiente
evolucione durante el proceso [89][87][37][116], y en particular lo haga en funcién de
las variables que miden el avance del proceso, esto es, las variables de endurecimien-
to 77 y q. De hecho, existe una evidencia experimental que muestra la dependencia
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del coeficiente de friccién respecto de la densidad, por lo que se ha considerado en
caso en que fiy = f4(7).

No obstante, hay que tener presente que el coeficiente de friccién dindmico p,
no depende unica y exclusivamente del pulvimaterial empleado, sino que también
depende de los elementos de matriceria, del proceso considerado y de las condiciones
en se lleva a cabo. La alteracién de cualquiera de ellos modifica el comportamiento
del coeficiente p,; y, por tanto, su calibracién.

Tipicamente, los materiales pulverulentos a bajas densidades presentan un co-
eficiente de friccién elevado que disminuye paulatinamente con el aumento de la
densidad. Este comportamiento queda claramente reflejado en la figura 3.10, la cual
muestra la dependencia del coeficiente de friccién dindmico p; con respecto a la
densidad a través de la variable de endurecimiento 7. La justificacién de tal com-
portamiento reside en el incremento de la pelicula de lubricante sobre las paredes del
molde y en la reduccién de la rugosidad superficial de las particulas que integran el
polvo [10]. El primero se debe a fenémenos de difusién en los que el lubricante tiende
a silir del interior del pulvimaterial como consecuencia de la reduccién del volumen
de vacfos. El segundo se debe al pulido sufrido por las particulas que componen la
superficie del compacto durante la deformacion.
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Anexo Al

Evolucion de las variables de
endurecimiento.

La finalidad de este anexo se centra en dos objetivos. En primer lugar, demostrar que la ecuacién
(3.44) puede ser integrada de manera cerrada y en el que la integracién es precisamente la expresién
(3.46). En segundo lugar, desarrollar unas relaciones discretas a partir de las ecuaciones (3.44) o
(3.46) que sean ttiles para la implementacién del modelo.

Al.1 Modelo continuo.

La evolucién de la variable de endurecimiento 7 en el instante t € [0, 7] estd definida a través de
la expresién:

ﬁt= Hg, (ne) <n,> (A1)
siendo Hy(n) la funcién unitaria de Heaviside definida por:
- n_J O sin<y
o ={ § 3051 (AL2)

Es posible expresar la evolucién de esta variable de una forma diferente integrando la ecuacién

(Al1.1):
e = max [n,] (AL3)

El objetivo de este apartado es demostrar que la ecuacién (A1.3) equivale a integrar la expresién
(A1.1). Para ello, admitida la definicién (Al.1), se deducen los siguientes lemas:

Lema Al.1 La funcién 7, = 7j(t) es mondtona creciente.

DEMOSTRACION: Sean t1,t; € {0, T'} dos instantes tales que t; < t2. Por la ecuacion (Al1.1)

se tiene que:
f,=Hy_(n,) <n,>>0 V7 €[0,T] (Al.4)

de donde se deduce que
ta |
T =T = [ Ardr 20 (AL5)
1

7
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Y por tanto, 7j,, <7, 0

Lema A1.2 Sean t,ts € [0,T) dos instantes tales que para ty < ta se tiene que Hﬁq (m,) =0y
H,, (my,) =1, entonces existe un t* € [t1,t2] tal que G = Ny

DEMOSTRACION: Por definicién de la funcién unitaria de Heaviside Hy(n) y por el lema
Al.1, se tiene que:

b Hﬁgl (ntl) =0 = ﬁtl > ntl
oHy, (n,)=1= 7, <my, p=> M <0, <my, VT E [t1,18] (AL.6)
b ﬁtl < ﬁf < ﬁtz VT € [t11t2]

Por otro lado, se define la funcién f(t) como:

f@)=n -1, (ALT)

De las ecuaciones (A1.6) y (A1.7) se obtienen las condiciones:
ftty) = ny —m, <0 (Al.8a)
f(tQ) = 7]:2 - ﬁtg —>— 0 (A1‘8b)

Al ser f(t) continua en [t1,t2] (ya que 7, y 7, son continuas), por el teorema del valor intermedio
de Bolzano 3t* € [t1,ts] tal que f(t*) = 0, lo que implica que T« = 7. O

Lema A1.3 Sea el intervalo [0,t]. Si%y =ny y Hy,(n,) =1 entonces 7j, = 1,.

DEMOSTRACION: Se escoge un to de la siguiente forma:

e SiHj (n,) =1 para Vr € [0,t], se toma tg = 0.

e Si 3r € [0,t] que verifique H;_(,) = 0, por el lema Al.2 3t* € [r,t] tal que 7. = n;..
Teniendo esto en cuenta, se toma el valor ty = t* que verifique que A7 € [to,t] tal que

H; (n,) =0.
En cualquier caso, tal y como se ha definido to, H;_(n,) = 1 para V7 € [to,t] con 7,, = 7y,.
Por otro lado, por ser H_(7,) = 1 se tiene que 'ﬁ,=<7’1,> >1,, de donde se deduce:

=i = [ dedr= [ <iar> [Tiar=n,-n, (AL9)
pero como 7,, = 1,,, la ecuacién (A1.9) se reduce a:
Ny 2m, (AL.10)
Por definicién, si Hy,(n,) = 1 se tiene que:
e <my (A1.11)

La dnica posibilidad de verificar la condicién (A1.10) y (A1.11) simultdneamente es que 7, = 7,.0

Lema Al.4 Sea el intervalo [0,t] tal que 7y, = n,, entonces 7, = m[%:ﬁ] -]
7€l0,
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DEMOSTRACION: Sea 7 € [0, ] entonces

«SiH; (1,) =0 = 7, >n, _
«SiHy (n)=1 = 7. =7, (lemaAl3) | — Ir 27 (AL12)

Por otro lado, por el lema Al.1 se tiene 7, > 7, que combindndola con la desigualdad (A1.12) se

deduce que:
N =2n, V70,1 (AL13)

O

Al1.2 Modelo discreto.

La ecuacién (Al.3) en su forma discreta para el instante ¢,4 estd dada por:

an-%l = max {7711+1;77n,77n—17’")772,771y770} (A114)
Es fécil ver que esta ecuacién se puede escribir de una forma alternativa mds préctica como:
1 = MaX {7, 11,70} (A1.15)
Utilizando la definicién de maximo max {a, b} = {a+tltle=tl Ha=bl v de la funcién de Macaulay < a >=
‘-’—%{ﬂ, se puede reescribir la ecuacién (A1.15) de una forma alternativa como:

Mgt = Tpt <Tpyy — 7 > (A1.16)

A partir de estas ecuaciones, se estd en disposicién de deducir el siguiente lema para el caso discreto:

Lema A1.5 Si7,,, = max {nn+1,ﬁn} entonces la funcidn unitaria de Heaviside verifica la iqual-
dad H‘ﬁ,,,.;q ("7n+1) = H?]n (nn-}-l)'

DEMOSTRACION: Para cada valor de las variables #,, ¥ 7,41, la variable 7,,,, est4 definida
a través de la ecuacién (A1.15). El lema se demuestra calculando la funcién unitaria de Heaviside
Hs ., (0nt1) ¥ H, (7,,41) para cada combinacién de las variables 7),, ¥ 7,41

1. Sin,,; > 7, entonces la variable 7j,,,, estd dada por:
ﬁn+1 = max {nn+1’ﬁn} = 77n+1 > ﬁn

Por definicién de la funcién unitaria de Heaviside se tiene que:

 Tppr =Ty = Hap, (Tpy) =1 } — —H. A1.17
e 7, < NMpyr = Hj, (77n+1) =1 77n+1(77n+1) T (nn+1) (A1.17)

2. Sin, ., =1, entonces la variable 7, ; est4 dada por:
ﬁn-{-l = max {nn-f-l’ﬁn} =Myl = ﬁn

Por definicién de la funcién unitaria de Heaviside se tiene que:

b ﬁn-{*l =Myt = H/ﬁn+1 (Wn+1) =1 } — H- = H- Al.18
d ﬁn = 77n+1 = H?)n (nn-i—l) =1 7)"+1(nn+1) ’r],,(nnJrl) ( ) )
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3. Sin, 1 <17, entonces la variable 7, ; estd dada por:

ﬁn+l = max {nn-&-l’ﬁn} = ﬁn > Mpst

Por definicién de la funcién unitaria de Heaviside se tiene que:

b ﬁn+l > Npp1 — H7I,.+1(77n+1) =0 } == Ha = Hs Al1.19
® My >nup = Hy (0,4,) =0 s (1) =B, () )

Por tanto, para cualquier combinacién de las variables 7, y 7,,4; se tiene que Hp " (Mpyr) =
Hiy, (M41)- D
La utilidad del lema A1.5 estriba en que al ser la funcién de Heaviside una funcién discontinua,
en el caso que 7,4, = 7,41, podria suceder que H; . (7,41) = 0 como consecuencia de un error
de tipo numérico. Sin embargo, el cilculo de H; (7,,4;) elude este problema. En particular, este

lema es utilizado en el cdlculo de la matriz tangente.



Anexo A2

Calculo del corrector plastico.

El objetivo de este anexo es realizar una descripcién detallada del corrector pléstico. Concreta-
mente, en la seccién 3.3 se mostré como el algoritmo predictor-corrector requerfa solucionar un
sistema de ecuaciones no lineales dado por (3.89a-c). La resolucién iterativa de este sistema de
ecuaciones conduce a la definicién de las matrices de coeficientes (3.93) y (3.97), cuyo célculo se
desarrolla detalladamente en este anexo.!

A2.1 Calculo del caso general.

Como ya se mencioné en la seccién 3.3, los multiplicadores pldsticos AX, 1 y las variables internas
de endurecimiento g, se determinan desacoplando el sistema de ecuaciones (3.89a-c). En este
apartado se desarrollan las matrices de coeficientes definidas en (3.93) y (3.97), necesarias para
resolver el sistema de ecuaciones de forma desacoplada.

A2.1.1 Direcciones de flujo.

El primer paso en la resolucién del corrector plastico es la evaluacién de las direcciones de flujo de
las deformaciones pldsticas, las cuales estdn dadas por las expresiones (ver (3.42a-b) y (3.43a-b)):

m, = @, Mye,, + EW me,f, para vy € {1,2} (A2.1a)
o
m, = —3%1 para v € {01,02} (A2.1b)

siendo los tensores Mgy, ¥ Myey.,:

I
Mesf, = é‘ (aT ‘g ) g (A223)
0
Myey., = aqj:/ = Mesf., (A22b)

1Por simpicidad en la notacién, y salvo indicacién expresa, se suprimirs durante todo el anexo
la referencia al instante t,,41.

79
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Como se desprende de las ecuaciones anteriores, el célculo de las direcciones de flujo m,, se obtiene
a partir de las derivadas de la superficie de fluencia (3.33a-d) con respecto a las tensiones 7:

% = b6ig (A2.3a)
%— = Aidev(7)+2B; (I +K1)g+-\%01”g%g;” +Dig (A2.3b)
%?;—2 = Azdev(r)+2B: (L + K2)g + Jﬁcziigz—ggﬂ +Dyg (A2.3c)
%i% = —bg (A2.3d)

Combinando estas ecuaciones con las expresiones (A2.1a-b) y (A2.2a-b) se obtienen las direcciones
de flujo en la configuracién espacial:

mpyy = 81g (A2.4a)
— 1 =
m; = 0 (\/éAl Jo + EC&) n+ 5, (281 (Il +K1) + Dl) g (A2.4b)
m; = a3 (\/§A2 Jo + "l"CQ) n - -,52 (232 (Il +K2) -+ DQ) g (A2.4C)
V2
Moy = —92g (A2.4d)

donde n es un tensor unitario definido en la configuracién espacial:

dev (7)
n= ——-= (A2.5)
lidev ()|
Aplicando el operador pull-back ¢*(-) sobre las ecuaciones (A2.4a-d) se obtienen las direcciones
del flujo plastico My en su forma material:

Mo = 6,C | (A2.62)
M; = & <\/§A1 Ja + %01) N +El (231 (I1 + Kl) +- Dl) C (A2.6b)
M, = @ (\/§A2 Jo + "\}_—502) N+ ,_32 (232 (Il + Kg) -+ D2) C (A2.6C) A

My, = -6,C (A2.6d)
donde N es un tensor unitario definido en la configuracién material:

DEV (S)

pEVE)L, (A2.7)

N=C.
Anslogamente, la determinacién de la ley de evolucién de la variable de endurecimiento q
implica evaluar las derivadas de la superficie de fluencia (3.33a-d) con respecto al vector de variables

internas q. Concretamente, en el caso de la variable interna de endurecimiento i-esima ¢;, estas
derivadas se calculan como:

Obor _ _p 940 (A2.82)
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5] 0B oK oD
—6%1. = (II—AOJ,) <(I1+2K1+A01)8fq:+2316—q}+67ﬁ1.)
O0A JA
—f—h@}l + Jzaa—? +(2B1 (Aoy + K1) = D) — 2 (A2.8b)
o 0K 8D
quzz = (Il + Aog) <(I1 + 2Ky — A02) + 285 aqf + 6%2) +
0As acC 0A
+Jg—= aq Jo—= aqj (D2 — 2B, (Aog - KQ)) quz (AQSC)
8@02 6A02
Yo _ _ &d
9. 62 B0 (A2.8d)

Disipacion plastica.
Una vez conocidas las direcciones de flujo m., y las derivadas %’L, conviene hacer un paréntesis
en este punto y desarrollar las desigualdades derivadas del segundo principio de la termodindmica

para la disipacién pldstica. Como se vio en la seccién 3.2.2, la disipacién pléstica serd positiva si
se verifica la desigualdad (ver (3.54)):

: é]
Ay (T:m7+q-—(-9%7-> >0 Wyelds (A2.9)
Sustituyendo las ecuaciones (A2.4a-d) en la desigualdad (A2.9) se obtiene:
0, ,\01(11 ¢’°1>> 0 (A2.10a)
- v 3¢1
A a1(2A1J2 o) \/J—z) + ﬂl(QBl (I + K1) I + Dy 11 +ar 520 (A2.10b)
y | = = 6¢2
o a2(2A2J2 + 02\/J2) + ,6'2(232 (I + K») I + Dy 11 ta 5220 (A2.10¢)
—0, Aoz(ll +q- —ﬁ) >0 (A2.10d)

donde % estd dada por las ecuaciones (A2.8a-d).

A2.1.2 Ciélculo de los multiplicadores plasticos.

En este apartado se desarrolla la matriz de coeficientes (3.93) de una forma préctica para su
implementacién.

En lfneas generales, las variables internas y la variables dependientes en el instante t,..; se
obtienen a partir del predictor eldstico. Por la forma en como se ha definido la condicién de
fluencia, resulta conveniente calcular el estado final a partir de los invariantes tensionales y las
variables de endurecimiento.

El punto de partida es el cdlculo de las tensiones, el cual se lleva a cabo a partir de la ecuacién
(3.86). Si se sustituye en esta ecuacién las direcciones de flujo dadas en (A2.4a-d) se tiene:

r = Ttrial —_ 91A’\01 - 02A)\02+ Z ﬁ,y (QB,Y (11 -+ Kny) + D-y) A)\,y:' c:g-—
y=1,2
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_ [ Z \/2_'077 (2A7\/72+ C’,,) A)W] c:n (A2.11)

¥=1,2

Por otro lado, es f4cil ver que ¢ : n = 2un y que ¢ : g = 3kg~! donde k es el médulo
volumétrico, el cual se define a partir de los coeficientes de Lamé como & = i’\-'g—z"i Teniendo en
cuenta estas igualdades, si se aplica el operador dev(-) a ambos lados de la ecuacién (A2.11) se
llega a expresidn:

/Jérial ntriel — [(1 +2p Z ?)ZyAH,A)\?) Vdatp Z a.,CL,AA{’ n (A2.12)
v=1,2 r=12

De la cual se deduce la direccién y la magnitud de retorno de la parte desviadora en funcién del
predictor eldstico:

n = n'd (A2.13)
vV Jg = l:\/ Jztrz'al — U Z &,C’VA/\.,} (A214)
v=12

donde el pardmetro « se define como:

1
TTro s w40,
Y

=1,

(A2.15)

Anglogamente, si se aplica el operador tr(-) a ambos lados de la ecuacién (A2.11) se demuestra
que:

I = ,62 [I{rial — Ok (GIA)\OI — @ AXga+ Z B’Y (ZB'yK7 -+ D’y) A)W)J (A216)

v=1,2

donde el pardmetro 8 se define como:

1

T 1418k Y B,B AN
T=12

(A2.17)-

B

A partir de las definiciones (A2.15) y (A2.17) se obtienen las derivadas de los pardmetros o y
respecto a los multiplicadores plasticos AA,:

da 2 — 1 8q
—_ = - e 2.1
73w 2ua (ﬁém agApbypg + A BA/\.,) (A2.18a)
op 2 i o) dq
= - B* —— A21
AN, 18k( (531,2 ﬂ355675 + DA, (A2.18b)

donde §,p=1siy=0y d,5=0si *y # B. Los pardmetros A* y B* estan definidos en la seccién
A2.3 al final del anexo.
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La derivada de J respecto al multiplicador pldstico A), se obtiene a partir de las ecuaciones
(A2.14) y (A2.18a):

0> Q;La\/J_z [ Z Qg (2Aﬁ\/j;+ Cﬁ) 5—,5 -+ (2:&*\/72-{* @*) . b—qu- (A2.19)
Y

AN, e

donde el pardmetro 6;; 41 estd definido en la seccién A2.3 al final del anexo. Consecuentemente,
la derivada de \/J2 se obtiene de forma inmediata a partir de (A2.19):

8\/J—2 _ ~. ~. dq
AN, = he L;z a5 (245V/ T2 + Cp) 645 + (2A* V% +C )- BAY (A2.20)

De forma andloga, a partir de las ecuaciones (A2.16) y (A2.18b) se obtiene la derivada de I;
respecto a los multiplicadores pldsticos:

or —-
a/_\.i = —9kB |61 (01) — 026 (02)+ Z B (2Bs(I1 + Kg) + Dg) 6,5+
v B8=1,2
D * Lo * i * 8q
+(2 (B + Ri)+D ) s ] (A2.21)

donde 6,01y = 1 si ¥ = 01 y 64(01) = O si v # 01, andlogamente, Oy2) =18ty =02y by02)=0
si v # 02. Los pardmetros D* y ﬁ}' estdn definidos en la seccién A2.3 al final del anexo.

Conviene recordar aqui que las incégnitas que aparecen en (A2.14) y (A2.16) para el cdlculo

de los invariantes \/J2 e Iy son los multiplicadores plésticos AM, y las variables internas de en-

durecimiento q, las cuales aparecen de forma implicita a través de los coeficientes que definen la

superficie de fluencia. No es el caso de la variable de endurecimiento 7} que ya es conocida a partir

de la cinemética. La derivada de q respecto al multiplicador pléstico A\, se obtiene derivando la

ley de endurecimiento (3.88):
9q
OAMN, 6A/\

Por otro lado, las variables internas de endurecimiento en deformaciones £ se calculan a partir de
la expresién (3 87), donde si se sustituye la regla de flujo dada en (A2.8a-d) se llega a la expresién:

(A2.22)

E=¢"" L AL +B(L)}+CVI+ (2?{1 + f)) L+K,+B-Y-T (A2.23)

en la que los coeficientes K ﬁ 6 ﬁ ﬁl, Rg, ﬁ T e Y se definen en la seccién A2.3 al final del
anexo. Sin embargo, desarrollar la ecuacién (A2.22) requiere derivar la ecuacién (A2. 23) lo que
implica que se ha de derivar previamente los coeficientes A, B, C, D, K1, Ko, H, T e Y respecto
al multiplicador pldstico AM,. La derivada de estos coeﬁmentes estan dadas por:

a:‘i 8A1 6142 —_ 6q
9a%, = aqntaq e tA gaN (A2.24a)
8B 8B 9B -
- s ¥) Oa (A2.24b)

9AxN, = Bq T aq B Ak
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ac i, |, 90, _bq_

95n = q ot gt C g, (A2.24c)
?’9%% - 653 St 63?12572 +D- 32—?\7 (A2.24d)
aagl., N 2;2 (aa—?KﬂJrBﬂaa—?) 830+ Ku azi (A2.24e)
%I% = ;1:2 Kg (?ﬂK"”B"aa )57[3-& (K1 + Kap) - ai_i (A2.24f)
5%}% = (83401& +Ao1aaDl) 41 + <a(;4q02D2 +A028£12) Sy2 +

' 621, (A2.24g)
5?}; - Qgﬁ‘sﬂ * aaY2 bt Y af\()l\ (A2.24n)
5—2—% = 6 6{;4015 (o) + 25 8:94 Sy02) + T - a?&v (A2.24i)

final del anexo. Sustltuyendo en (A2 22) la derivada de la ecuacién (A2. 23) y haciendo uso de las
ecuaciones (A2.24a-i) se llega al sistema de ecuaciones:

a —_ LaRid
'é‘&(i_ =-Q 71 K"(€) - (Porb(o1) + P1641 + P2b2 + Posbooz)) (A2.25)
"
definiéndose la matriz de coeficientes Q como:
Q=1+K'(¢) P, (A2.26)

donde la matriz P est4 dada por:
Pq= (A-4uaA @A) o+ (B-36kpBe B*) (1) - paCoC +
+ [6—2ua (K®6*+6®K*)] VI: - 9kp (D +2R:) ® (D" +2R}) +
+[2K1+'D'-18kﬂ(2(1§®12;+ﬁ1®}§*)+f3 D +D®B*)]Il+
+ (Ko +Kp)+H-Y-T (A2.27)

Los vectores del término independiente Pg1, Py, Py y Pos se definen en la seccién A2.3 al final del

anexo.
Sustituyendo la igualdad (A2.25) en las ecuaciones (A2.19), (A2.20) y (A2.21) se obtienen las
derivadas de los invariantes tensionales con respecto a los multiplicadores pldsticos:

aJ: -
8A;,, = —2uen/Jy | ) @p (2Aﬂ\/J_2+Cﬁ) byp=

pL1,2
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- (2vRA" + &)-Q-R'©-P, (A2.28a)
NIz _
AN, — THe L;:g ap (2Aﬂ\/*72 + Cﬁ) Ovp
- (2\/723* + 6*) Q1K) PW] (A2.28b)
oI _
A L = —9kB 618,01+ Z Bg (2Bs(11 + Kp) + Dg) 645—
AN, =,
— 626,02) — (2 (B + R;) + b7).Q K- P.,] (A2.28¢)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (A2.25) y (A2.28a-c) la matriz de coeficientes (3.93) se ob-
tiene derivando los residuos (3.91a) de las superficies que pertenecen a Jq.t con respecto a los
multiplicadores plasticos:

gﬁ?f, = & (ai’; - §§§—‘) (A2.29a)
% = A ai])\ +[Dy + 2By (I + K1) ai;\ + Cla‘/J_Q + J268AA,\1., +

+ (L + Ky)? 68A; +2B,; (11+K1)aaA"f\1 Jz(;’A(’} +

+ (I —Aor) aixD,\l - Dy gﬁf\‘ - ;Ayf (A2.29b)
%2: = Azaaj + [D2 +2B2 (I + K3)] Bi)l\ +C'ga\/T2 +J26('Z1/\2,, +

+ (I + K,)* ;’A; + 2B, (I + Ko) 8?5\2 Al BZC; +

+ (11 +Ao1) 663"’7 + D, gﬁf\i - aaAYi (A2.29¢)
%AT": = b (a%l,\l'; + fﬁii) (A2.20d)

Por definicién, los coeficientes Ag, Bg, Cg, Dg, Kz e Yﬂ dependen tnica y exclusivamente de
las variables de endurecimiento 7 y q. Por tanto, haciendo uso de la regla de la cadena y de la
ecuacién (A2.25), la derivada de estos coeficientes respecto a los multiplicadores plésticos AX estd
dada por la expresion:

) __30) oo
=-——2.Q7 - K -P A2.30
SAr =32 Q" K'©)P, (A230)

Las ecuaciones (A2.29a-d) permiten determinar la matriz de coeficientes (3.93). Una vez
conocida esta matriz se estd4 en disposicién de aplicar la ecuacién (3.92), la cual, aplicada de
forma iterativa segun el algoritmo descrito en el cuadro (3.1), permite conocer los multiplicadores
pldsticos AM. s
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A2.1.3 Caélculo de la variable interna de endurecimiento.

Como se indicé en el algoritmo del cuadro 3.1, el célculo del multiplicador plastico AX no estd
desacoplado del cédlculo de la variable interna de endurecimiento &. Sin embargo, la determinacién
de ambas variables se lleva a cabo de forma desacoplada, resolviendo el sistema de ecuaciones
(3.91¢c) para cada iteracién de (3.92). A partir del multiplicador pldstico AX obtenido de (3.92)
se resuelve el sistema de ecuaciones (3.91c) aplicando de forma iterativa la ecuacién (3.96). El
objetivo de este apartado es desarrollar la matriz de coeficientes definida en (3.97), la cual debe
ser calculada en cada iteracién de (3.96).

Considerando el multiplicador plastico A fijo, la derivada de las ecuaciones (A2.15) y (A2.17)
respecto las variables internas de endurecimiento en tensiones q estd dada por:

dex

— = —2ua’A* 2.31
3a 2uacA (A2.31a)
op 28

- = 18k * A2.31b
G = —lskeB (A231b)

donde los coeficientes A* y B* estan definidos en la seccién A2.3 al final del anexo. Anélogamente,
teniendo en cuenta las ecuaciones (A2.31a-b) y derivando las expresiones (A2.14) y (A2.16) respecto
al vector de variables internas de endurecimiento q, se obtienen las derivadas de los invariantes
tensionales:

38_{1% = —2ua/7; (2VHA" + C) (A2.32)
3{\9/(172 = —pa(2/FA" + &) (A2.32b)
g_g = —9kB [2 (§*11+K;)+ﬁ*] (A2.32c)

donde, al igual que antes, los coeficientes 6"‘, D~ y R{ estdn definidos en la seccién A2.3 al final

del anexo.
Por otro lado, derivando la expresién (A2.23) y teniendo en cuenta las ecuaciones (A2.32a-c),
(A2.43a-i), y (A2.44a-j), la derivada del vector de variables internas £ respecto al vector q estd

dada por:
g_fi = Diag (K - 4;&(;&1 & K*) Jo + Diag (ﬁ - 36k’ﬂ]§ ® ﬁ*) (11)2 +
+Diag(6 — 2uo (K ®C*+Co K*)) V2 - uaDiag(a ® 6*) -+
+Diag[2K1 +D - 18k8 (21?3@{(; +2K,9B*+BeD*+D ®1§*)] I+
+ Diag[ﬁm +Kp) — 0k (13 n 2121) ® (ﬁ* + 212;) +H-Y- T] (A2.33)
donde el operador Diag(-) representa a la matriz formada por los términos de la diagonal y se
define como:

. Ai‘ sii=7
{Dlag(A)}ijz{ 0JP Sii#_‘f?

Teniendo en cuenta la definicién (A2.27), la expresién (A2.33) se puede reescribir de la forma:

o6 8 9, \ _ .
% = 3q (g A,\.,a—q) = Diag (Pq) (A2.34)
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Si se deriva el residuo definido en (3.91¢) con respecto a las variables internas de endurecimiento
£ y utilizando la regla de la cadena junto con las ecuaciones (3.88) y (A2.34) se deduce que la matriz
de coeficientes definida en (3.97) est4 dada por:

‘98—1:5 = 1+R"(€) - Diag (Py) (A2.35)

Resulta interesante la similitud entre la matriz %r;i y la matriz Q definida en (A2.26). No

obstante, la matriz 63%‘— es una matriz diagonal como consecuencia de la condici6én {3.31), lo que
implica que el cdlculo de la ecuacién (3.96) sea relativamente sencillo. Por contra, la matriz Q
es una matriz llena debido a que no se consideran desacopladas las componentes del vector de

variables internas de endurecimiento q en la definicién de la condicién de fluencia.

A2.2 Simplificacién del modelo general.

En la seccién A2.1 se ha desarrollado el célculo de las matrices de coeficientes definidas en (3.93)
y (3.97) para el modelo general. En este apartado, el célculo se realizard para el modelo particular
propuesto en la seccién 3.2.4. Sin embargo, en lugar de calcular el corrector plastico para el modelo
particular, se simplificaran los resultados obtenidos en la seccién A2.1.

La condicién de fluencia esta definida en (3.67a-c) y (3.68). Conviene recordar que en este
modelo la superficie de fluencia no depende de la variable de endurecimiento q:

¢, =¢,(r.1) Vyels (A2.36)

siendo J, = {01,1,2}. De aquf que las derivadas de los coeficientes que definen la condicién de
fluencia sean nulas:
OAsg  8Bs  98Cs 0Dy  OY}

DA\, ~ DBN, ~ 0AN, ~ OB, ~ A, — 0 VAreds (A42.37)

va que, utilizando la regla de la cadena, la derivada de estos coeficientes est4 dada por la relacién

a() _ 8() _oq
8AA, — Bq BAN

El cilculo del estado tensional se lleva a cabo a partir de los invariantes tensionales, los cuales
se ponen en funcién de los invariantes tensionales del predictor eldstico. Para ello se determinan

los pardmetros a y 3 definidos en (A2.15) y (A2.17) respectivamente:

1
o = m (A238&)
g = — 1 (A2.38b)

14+ 18kBaAXs

Sustituyendo estos pardmetros en las ecuaciones {A2.14) y (A2.16) se obtienen los invariantes
tensionales:

VI = « [\/Jé”"” - ,uC’lA)qJ (A2.39a)

’ L = BP[Ire - 9kANg] (A2.39b)
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A partir de las ecuaciones (A2.28a-c) se obtienen las derivadas de los invariantes tensionales
respecto a los multiplicadores pldsticos AAy para el modelo particular:

8
2 = _2uaTs [01571 +24, \/J—ga,,z] (A2.402)
BAN,
NAN
Ta /\j - —pa [01571 +24, \/.72572] (A2.40D)
oL
3AAT = -9k [5(01)7 + 232[1612} (A2.40c)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (A2.40a-c), la matriz de coeficientes (3.93) se obtiene derivando el
residuo (3.91a) de las superficies que pertenecen a J,;. En particular, simplificando las ecuaciones
(A2.29a-d) se tiene:

ORy, _ 0L
Ax = B (A2.41a)
ORv, oL . . 0VT%

- = Digax *Oigan (A2.41b)
6R,\2 = Aj 01 + 2By 14 onL (A2.41C)

BAN, 8AN, BAN,
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A2.3 Definiciones.

Definicién de los pardmetros K*, ﬁ*, 6*, D* y KI:

A* = ali)—‘f;mﬁaz%a,\z (A2.42a)
B* = El%AA1+Ez%AA2 (A2.42b)
c* = EI%—%A/\H—EQ%%EA)\Q (A2.42c)
D* = Elaa—l;lmﬁﬁz%%mg (A2.424)
K: = B (%—%K1+Bl%) DA + B, (%—%’-Kg-}-Bz%—?) A, (A2.42¢)

_~ A A A~

0A; 0A

A o 2 g2
A = 3q Al + 39 Adg (A2.43a)
s _ 0B OB,
B = JlAM+5IA% (A2.43b)
-~ 103} 8C, )

_ 43
C 9q AX + 3q Adg (A2 4 C)
PN 9D, dD,

- 22 et 43
D aq AN + 8q A)g (A2 4 d)

K, = (3—311(1 + Bla—l-{—l) AX + (%K2 + Bﬁ-jﬁ> AXg (A2.43¢)
0q dq Jq dq
Kg = K le-l(l -+ 231?-{'(l Al + Ko 8—32—1{2 + 21328‘—[{Z Al (A243f)
oq oq oq 9q

. OAg; D, 8Ag2 8D,

- _ A, 201 g2 2.43
H (Bq Dy + Apr aq)A/\l-i-(aq Dy + Ag2 8q>A/\2 (A2.43g)
- oY} Y2
Y = —a—(i—A)\l + 'ﬁa—A)\z (A2.43h)
= 0,220, + 6,242 0, C (A2.43i)
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Definicién de los coeficientes A, B, C, D, K1, Ko, Koo, H, Y y T

A= %AA; + %AM
B= %A/\l + %A’\Z
C= (‘;Z—g;m g gz Ag
D= %Axl + gq%“;mz
- 3 (e Sl U0 P
Ko = 231%1%%m +2B, aaKz 8;@ Ay
Koo = 0212 K, ((’) 8q 6;(? 8;((; +26;f; aaB'Y +2Bn,gzq§;)A)\7
A== (G 3;’;1 T g e )+
(G e e e e Mg
Y= g;g;ml + gz?qmz
T = 913 Aoty 926 Aoz 5,

dqdq dqdq

(A2.44a)
(A2.44b)
(A2.44c)
(A2.44d)

(A2.44e)

(A2.44f)

(A2.44g)

(A2.44h)
(A2.44i)

(A2.44j)
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Definicién de los vectores Po1, Py, Py y Pos:

- P A
Py = -6 [Qk,ﬁ (2}311 +2RK, + D) + 68;‘} (A2.45a)
Py = Ptz +Pupn()? + Pyzn Ve + Pyl + Py (A2.45b)
Py = Puyeda+ Puzy(l))? + P/ J2 + Pupeli + Pays (A2.45¢)
- o A
Py, = 0, [Qkﬂ (2311 +2K, + D) - 8&;’2} (A2.45d)

siendo los pardmetros P,)1, F(7)2, Pz, P(I?)Q, P P(\/j;)Q, Pyt Pny2s Peyy Pzt
0A,

Poyi = g~ dpo, A, A (A2.462)
aB N
Puzy, = aqnzl - 36k48,B,B (A2.46b)
ac. A
Pty = g~ 2oy (4,6 +C,R) (A2.46c)
8B 0K,\ 8D
Payy = 2 (a_q’yK’r + B’y‘g(f') + '8_(; -
~18k4B, [2 (K,B +R,) + B,D + D, B (A2.46d)
0B, oK1\ OYE [dAn oD,
= 1 - - D geny
Py K < Bq K, +2B, 5q ) aq 9q + Ao q
—no@,C1C — 9kGB, (D1 +2B:1Ky) (D + 2f<1) (A2.46¢)
0B, 0K,\ 0YP  [0Ap 8D,
= == - D g2 L
Pray2 K < a K> +2B; 3q ) q + q 0? + Ag2 74

~ 10T CoC — 9k6B, (D2 + 2B2K>) (ﬁ + 2f<1) (A2.46f)
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Anexo A3

Calculo del tensor constitutivo
tangente.

El objetivo de este anexo es desarrollar una expresién para el tensor constitutivo tangente en el caso

en que Jgjgl # . En la seccién A3.1 se obtienen algunos resultados necesarios para la formulacién

del tensor constitutivo tangente continuo descrito en la seccién 3.2.3 . Posteriormente, se formula
el tensor constitutivo tangente consistente para el caso discreto. En particular, en la seccién A3.2
se desarrolla este tensor de una forma compacta. Sin embargo, esta formulacién es ttil para
comprender los términos que intervienen en el tensor pero es inapropiada para su implementacién
numérica. Con esta finalidad, en la seccién A3.3 se desarrolla este tensor con una formulacién ma&s

efectiva para su implementacién.

A3.1 Tensor constitutivo tangente continuo.

Como se mencioné en la seccién 3.2.3, el tensor elastopldstico tangente se obtiene a partir de la
derivada objetiva del tensor de tensiones de Kirchhoff:

L,(r)=Ly(c): (e—eP)+c:(Ly,(e) — Ly, (e’)) (A3.1)

En esta seccién se deduce el primer término de la ecuacién (A3.1) en el que aparece la derivada
del tensor constitutivo eldstico L, (c). El resultado se muestra en el siguiente lema:

Lema A3.1 El producto doblemente contratdo entre la derivada del tensor constitutivo eldstico
L, (c) y las deformaciones eldsticas e® se obtiene a partir de la igualdad:

L,(c):e®*=a:L,(e) (A3.2)
siendo € el tensor de deformaciones eldsticas e = e — e? y en el que el tensor a se define como:
(a)ijk’ = -2) [IUH tr (e®) +gY (ee)kl] -

2 [g* (V" + g% ()F + () 7' + ()" o] (A3.3)

»
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DEMOSTRACION: Por definicién, la derivada de Lie del tensor constitutivo eldstico L, (c)
estd dada por:

L@ =s. (54 @) (A3.9)

Por tanto, el primer paso es escribir el tensor constitutivo eldstico en la configuracién material
aplicando el operador pull-back ¢*(-):

B = [ () = (F7)% (B71)°, (F ), (B 7 (A3.5)
donde E es el tensor constitutivo eldstico formulado en la configuracién material:
E=XC'®C ! 4 2ulca (A3.6)
definiéndose el tensor Ig-1 como:
o™ = 3 [(€7)™ (E)" + (¢ (c)"] (A37)
Derivando el tensor constitutivo eldstico material E se tiene:
E=AG +2ulc- (A3.8)
donde el tensor G se define como:
G=CeCl+Clec (A3.9)

y donde ’
] = ) e e

+% {(C"l)ad (C™)* +(c™)™ (C_l)bc} (A3.10)

. . -1
Por otro lado, teniendo en cuenta que C = 2 E, la derivada temporal C  se obtiene a partir
de la expresién C™1.C = 1:
-1 -1
C =-21' g .c (A3.11)

Sustituyendo las ecuaciones (A3.9), (A3.10) y (A3.11) en la ecuacién (A3.8) y aplicando el operador
push-forward ¢, (-) se tiene:

i .\ ikl ) ijkl
Lo @I = Ao (6)]7 +20 [, (io-)]
= =2 [L,, (e)9 g + g7 L, (e)li -
241 [Lo (@)™ ' + g Lo ()" + Ly (&) g7* + g7 Ly (e)*] (A3.12)
Desarrollando el doble producto L, (c) : e® se tiene que:
Ly(c):e°=a:L,(e)
donde el tensor a se define:
(a)ijkl — _9) [Iijkl tr(e°) 4 g¥ (ee)kl] _
~2u [g% ()" +4% ()* + () g7 + () 7]

»
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A3.2 Tensor constitutivo tangente. Formulacién
compacta.

En esta seccién se desarrolla el tensor constitutivo tangente discreto de una forma compacta. Una
formulacién detallada del cédlculo de este tensor se deja para la seccién A3.3.

La determinacién del tensor constitutivo tangente se desarrolla a partir de la relacién entre las
tensiones de Kirchhoff y las deformaciones eldsticas de Almansi en el instante t,4+1:

Tntl1 =C: (en+1 - e,z“) (A313)

En el que el tensor constitutivo tangente consistente c;”, ; se obtiene de relacionar la variacién de
las tensiones con la variacién de las deformaciones en el instante ¢,,41:

dTn+1 = C den+1 (A314)
Por tanto, derivando la ecuacién (A3.13) se Ilega a la expresion:
drny1 =dc: (eny1—€h ;) +c: (depyr — dell ) (A3.15)

Teniendo en cuenta el lema A3.2 que se formulars posteriormente en la seccién A3.3.1, la ecuacién
(A3.15) se reduce a la expresién

d?’n+1 = (C + an+1) : den+1 —C: deth (A316)

siendo el tensor a,;:
(ans1) ™ = —2A[I r (ef,,) + 9 (e510) "] -
; 1 jk ik il
—Qu[gtk(egﬂy +gen)’ + (95-&1)1 9+ (efr)’ ]k} (A3.17)
Por otro lado, la regla de flujo de las deformaciones pldsticas descrita en la configuracién
material estd dada por la ecuacién:

Ep

=EP + ANV A3.18)
n+1 n « «

a&ly

Teniendo en cuenta que el multiplicador plédstico A,\g“ es nulo en el caso de las restricciones
no activas a ¢ J*1!, la derivada de la ecuacién (A3.18) y la aplicacién posterior del operador
push-forward ¢, (-) sobre las variables materiales conducen a la expresién:

debyy = Y d(AANF)mIT+ > AN dmpt (A3.19)
acli} aelgl!
Sustituyendo la ecuacién (A3.19) en (A3.16) se tiene que:
drnt1 = (C+ anq1) : depi1— Z d(ANZT) ¢ : miH - Z ANe:dmPtt (A3.20)

S vt aclld!

En el segundo término de la ecuacion (A3.20) aparece la variacién de los multiplicadores pldsti-

cos d (A)\Z‘H), los cuales se calculan derivando la condicién de fluencia ¢2 (7541, Tpt 1, Ant1) = 0
para toda a € Jit!:

n+1 741
®

a¢n+l n+1 " 8¢a
_— ¢ m 1 dqpe1 + og 1 dg (A321)

1dTnyr +
6Tn+1 " aﬁn+1

0= d¢n+1 dﬁn+1 +
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donde dTn41 se calcula a partir de la ecuacién (A3.20), mientras que dqn41 se obtiene derivando
la ecuacién:

ani1 = —K (€,41) (A3.22)
cuya derivada estd dada por la expresién:
dni1 = =K (€ni1) - d€ni (A3.23)

y en el que el vector de variables internas de endurecimiento en deformaciones £,,,; se calcula
como:

Oda

trml n+1%%Ya

E Ao 2

£n+1 n+1 + = A 6qn+1 (A3 4)
a€ly

de donde se deduce que la derivada del vector de variables de endurecimiento estd dada por la
ecuacién: o
ot ody
— n+l1y YYao n+1 [
A= > dANT) 095", >ooant d(a—) (A3.25)

aell! Qa1 iy Antt

act

Sustituyendo la ecuacién (A3.25) en (A3.23) se llega a la expresion:

n+1y g7 3¢Z+1 n+1g" 6¢n+1
dgner == dAN) K (€,01) - > ANTK (€np) - d g (A4320)

aclt} vy

act

Por otro lado, dn),,,, y dg estdn dadas por las expresiones:

dg = 2de 4 (A3.27a)
Jﬁn+1 = _Hﬁ" (nn+1) nn+1 g~1 . den+1 (A327b)

en el que se ha tenido en cuenta la ley de endurecimiento (3.44) evaluada en el instante ¢,4; y el
lema A1.17 del anexo Al.
Las ecuaciones (A3.20), (A3.21), (A3.26) y (A3.27a-b) forman un sistema de ecuaciones en el

que d(A)\Z“), dm?*t!y d(g—z‘?) aparecen como las incégnitas del sistema. La determinacién de
n+1
dm?t! d(g—zm) para todo a € J?}! se lleva a cabo derivando las direcciones de flujo (A2.4a-d)

y las ecuaciones (A2.8a-d) en el instante ¢,,41:

amn+1 amn+1 amn+1 amn+1
dm™*t! = tdTnd1 + =2l + =—2—: d + —2—:d
O0Tn41 T 1 0qny1 At Jg &
a¢n+l ) 8¢ a¢n+1 a¢n+1
d < = —— e dT +—T2 . .d 4+ —T% . dg+
(3‘1n+1 O0Tn410An+1 " 840 1+10dn41 An+1 0g 9qn+1 8
a¢n+1 dA
aﬁn+laqn+l 1

que combindndolas con las ecuaciones (A3.20), (A3.26) y (A3.27a-b) se llega al sistema de ecua-
ciones:

Anr:xln An+1 dmn+1 Bn+1 Cn+1
(A(n+1) A"+1))(d(—a¢"il)) (Bgz—%)l):de"‘*‘l_' > (cfz':)la)d(A/\Z“) (A3.28)

(qm) {qq) Idn+1 {a) acrit \ (e
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donde la matriz de coeficientes A™t!se define como:

+1 ] 1 O
[A(mm)_ By = bpy I+ AN) 3—1_“: ic (A3.29a)
1 m7tt
n+l _ 19y
[A(mq)_ by = AN Bgun K Ean) (A3.29b)
p 2 g+1
n+1 — n+1 . 9
[A(Qm)_ sy = AN Ggiomin © (A3.29c)
2 +1
[ n+1] = 6[3 1+A,\n+1_6_¢g__..._ .K”(g ) (A329d)
(aq) 4, v 7 On+10Q11 n+1

para toda 8,y € J%%!. El vector de términos independientes se define como:

. Bm“"'l ) Sm7H1 m”>1
Bl =L (c+a™) —Hy (May1) st g L+ 2—2 A3.30a
[Bin], = g ¢ (e alit) = B, () mun s 5 (A3.300)

; 2 gyn+1 n+1 2 i+l
[Bn+1 - 0°dp (e +atmie) —Ha (Mne1) Tnss 9°¢5 g1 95

@ g 0Qn4+10Tn41 i Tnint nt aqnﬂ@ﬁnﬂ 0qn+10g
(A3.30b)

_ amn+l mn+1 — a¢n+1

crtl|l =—f oomttl4— K b A3.30
[ (m,y)- 8 aTn-{-l c m’y + aQn+1 (£'n,+1) aqn-i—l ( C)

_ a2¢n+1 32¢n+1 s a¢n+l
ol =~ 8 oomrtly——"B R ke A3.30d
[ @M]g " 8qn10Tnt1 K 04n+10qn+1 (€nta) 0dnt1 ( )

n+1
para toda B € J21!. A partir del sistema de ecuaciones (A3.28), las incégnitas dm2+! y d(%:—l-)

se ponen en funcién de las deformaciones de, 1y y de la incégnita d(A)\ZH) como:

dmZtt = HEH cdenyi— Y Himapd(AAZ) (A3.31a)
geini?
d(g¢z+1> — ﬁ?;;clx:den+1—- Z ﬁ?;;;ﬁd(A)\Z"'l) (A3.31b)
dn+1 pernd!
donde se define:
d _ n+1 n _ n+1
Hi b, = 21([A<$m>]aﬂ‘[3($§J ﬂ+[ ,,l,q)]aﬂéa[Bgl]ﬂ) (A3.32a)
Beld
~ r._ n+1 n _ n+1 n
HJ. = Z“(_A(qlm)]aﬁ: [B] ﬁ+[A(qlq>]ag [B(;;l]g) (A3.32b)
BeIZL:
=n r.o_ n+1 n _ n+1 n
H{myap = Zﬂ(hA(,,l.m)]M : [c(;;,)]ﬁ [A(,}lq)]m [C(‘%L) (A3.32¢)
vEILS
—n roo_ n41 n _ n-+1 »
H{gap = 2( 'A(qlm)]mz[C(;é)L-}—[A(qlq)]M [C@%L) (A3.32d)

'Ye‘uaﬂ
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Sustituyendo las ecuaciones (A3.20), (A3.26), (A3.27a-b) y (A3.31a-b) en cada una la condi-

ciones de persistencia activas (A3.21) se llega a un sistema de ecuaciones que permite despejar la

derivada del multiplicador pldstico d{AX3*") para toda o € Jo%":

daxg™)=>" (_G'"H)_l 05" ((c+afriel) —Hy n 0¢5" =g+ 2—— 0% - H3™ ) (A3.33)
: Begntt of OTni1’ nt e n+13A n+1 Og A ’
donde se define
—Ty —=n a¢n+1 Eg ] —=n+1
Gog =G5 A,\"+1( cerH s+ 2P R, -H A3.34a
§+1 OTni1 (m)v8 Ont1 3 +l) (a)v8 ( )
;) n+1 - 7+1 1 .
HH = Z A)\n+1 (6? tc: H?;)lﬁ gz ‘K (€,41) H?;;;,) (A3.34b)

ﬁe-ﬂnct

en el que el término GT}" est4 definido por la ecuacién (3.107) evaluada en el instante ¢,.41.
Sustituyendo las ecuaciones (A3.20), (A3.31a) y (A3.33) en (A3.14) se obtiene la matriz tan-
gente consistente c;, ;:

ep trzal n+1 n+1
cn+l C + an+1 Z AA H(m)a -

a€lact
n+1 n+1
n+1 '_"+1 ¢ﬁ trial a¢ -1 a¢ﬂ n+1
- G, c+ay H; n, +2——-H
,ﬁez.!a(ct ) ( ) (31.n+1 ( 1)~ Hy, o 3ﬁn+1g g 8
(A3.35)
donde el tensor K/I_ZH se define como:
M, = -3 A,\"“_?nﬁ)‘ﬁa (A3.36)

ﬁejact

A3.3 Tensor constitutivo tangente. Modelo gene-
ral.

El objetivo de esta seccién es desarrollar en detalle el tensor constitutivo tangente con la finalidad
de ser implementado numéricamente. Su deduccién se lleva a cabo a través de los invariantes ten-
sionales, formulando el resultado en la configuracién espacial. El procedimiento para su obtencién
consiste en realizar los cdlculos en la configuracién material y posteriormente llevar el resultado a
la configuracién espacial a través del operador push-forward ¢71(-).

A3.3.1 Linealizacién del predictor eldstico.

El predictor eldstico, definido por las ecuaciones (3.84a-d), describe el proceso puramente eldstico
al tiempo que constituye el punto de partida para el célculo del proceso elastopldstico. De aquf la
necesidad de linealizar el predictor gldstico durante el cdlculo del tensor constitutivo tangente. La
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linealizacién de este estado no depende de la condicién de fluencia, por lo que esta parte es comuin

a todos los procesos pldsticos.
La linealizacién de la ecuacién (3.84b) implica derivar el tensor eldstico cuyo resultado se

resume en el siguiente lema:

Lema A3.2 La derivada del tensor eldstico ¢ respecto al tensor de deformaciones e, 1 se obtiene
a través de la expresion:
dc:ej ;= apng; idepy; (A3.37)

siendo e}, cualquier tensor de deformacion y donde el tensor an41 se define como:
(8n+2)7 = <20 [ tr(ef ) + 97 (e042) "] -
ik fow NI il e NIk
~2n [ () + 0% (e) ™+ () "+ () ] (4339)

DEMOSTRACION: El tensor eldstico ¢ se puede escribir en la configuracién material a través
del operador pull-back ¢}, ,,(-):

[En 1] = [Bhsa(c )]abcd = (Fai1)"; (Fn+1) (Fain)% (F;-il-l)dz ek (A3.39)
donde el tensor =41 estd dado por:
Ent1 = ACpt ® Criy + 2uIgt] (A3.40)
siendo el tensor IgH!:
5] = 2 [(0nt)™ (Caty)™ + (Cad)™ (Cah)™] (As.1)
Derivando el tensor &, se tiene:
dZni1 = A dGpiy + 2p dIEH (A3.42)

donde el tensor dG+1 se define como:

y en el que
n abed - bd - ac — bd
gt = 2[(dCak)™ (Crty)™ + (G ™ (dC7i)™] +
- ad — bc _
+3 [(aczh) ™ (0t + (Ci2)™ (d07h) "] (A3.44)

Por otro lado, teniendo en cuenta que dC,,+1 = 2dE,, +, el término dC,“;}_l se obtiene derivando
la expresién C,}; - Cpy1 = 1t

dC 1, = —2C3, -dE - Coyy (A3.45)
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Sustituyendo las ecuaciones , (A3.43), (A3.44) y (A3.45) en la ecuacién (A3.42) y aplicando el
operador push-forward ¢7+(-) se tiene:

[de]7 = At dGn-}-l)]”M o [+ ( dI’g‘;})]ij“
—2A [den+19 +9”de£i’+1] -

—2p [den+ ¢ + g** del} 11 et + gildeﬁ-l} (A3.46)
Desarrollando el doble producto dc : e}, ; se llega a la expresién:
dc:ep ) =apy) ideny
donde el tensor a,; se define:
(any1)7¥ = —2a [I”“ tr(el,,) + ¢° (enﬂ) ] -

2 o™ (ha) "+ 8% (Eha)™ + (han) * 7 4 () " ]

0
Escribiendo la ecuacién (3.84b) en la configuracién material se tiene:
Sty = Bnt1: (Bnyr — E) (A3.47)

donde E, 41 es el tensor constitutivo eldstico escrito en la configuracién material. Derivando la
ecuacién (A3.47) respecto al tensor deformacién E,, 4 se obtiene la expresién:

dS;T_f_%l =dEp41: (En+1 - Eﬁ) +Ep41 1 dE (A3.48)
Esta ecuacién se puede escribir en la configuracion espacial mediante el operador push-forward
)

trial

dririal = de: (en+1 -eb ) ) +c:depyr (A3.49)

donde el primer término estd dado por el lema A3.2 tomando el tensor de deformaciones e}, ; =

trial trial

e, =e€py1—¢e +1 » mientras que el segundo término ya estd directamente en funcién de den 1.
Por tanto, la ecuacién (A3.49) se puede reescribir de la forma:

izt = (o +alif) - den (43.50)

siendo el tensor afTiet:

ria rie Kl
(@i R 2)\[1”'“ tl’( o ‘> + 9" ( nt+1‘) } -

) triat\ JL ) triat\J! etrisl etrial il
“2/4[.0*(954—1 ) +9'[(eg+1 ) +( €h+1 ) g +( ) g ] (A3.51)

Linealizacién del primer invariante trial.

La determinacién del primer invariante del tensor de tensiones trial en términos de las variables
materiales estd dada por;

Ifrist = et g = PrtI(Sirial) g (Cpgr) = ST Crpt (A3.52)
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Derivando respecto a las deformaciones E,,+1 y teniendo en cuenta que dCp 11 = 2dE, 4+ se tiene:

dItrial — dsf:":'l;l . Cn+1 + QS:;{%I : dEn+1 (A353)

1n+1

Esta ecuacién se puede reescribir en funcién de las variables espaciales aplicando el operador push-
forward ¢77'(-) a cada una de las variables materiales:

difriel = driig g+ 27 s deata (A3.54)

Sustituyendo la ecuacién (A3.50) en {A3.54) se obtiene:

dIfrel = Piig : denga (A3.55)
donde se define el tensor P! como:
P =g (c+ally) + 2 (A3.56)

Linealizacién del segundo invariante trial.

La norma del tensor desviador de tensiones trial en funcién de las variables materiales se calcula
como:

ria 2 riq ria
Hdev(‘rflﬂl)” =dev(riie) r g dev(riid) - g
= v (DEV(STIY)) : ¢21(Cnya) - o2 THDEV(STIY)) - 627 (Crpr)
= DEV(Si4!) : Cpy1 - DEV(STiY) . Cpia (A3.57)

de donde se define el tensor desviador del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff como:

) , 1 )
DEV(Sifi%) = S - 5 (S414': Cat1) Cihy (A3.58)
La norma de este tensor se define como:
IDEV(S74)||%, = DEV(SE3Y) : Cuty - DEV(STEY) - Crpa (A3.59)

De las ecuaciones (A3.57) y (A3.59) se deduce que el segundo invariante de las tensiones trial
escrito en funcién de las variables materiales estd dado por: :

Jtrial — 1

griel = 5 IDEVSTD e (A3.60)

Derivando la ecuacién (A3.58) respecto al tensor E, ;1 se llega a la expresion:
ria i 2 - ria I ria.
d (DEV(Slel)) =dsyig - gcnil ® Sﬁz+1l 1dEny — ‘3‘Cn41-1 ® Crs1 : dSIHY +
2 ; _ -
+3 (Strial: Cpy1) Crty - dEptr - Coly (A3.61)
donde se han tenido en cuenta las igualdades:

an+1 == 2d}En+1
’ dC;}rl = _2C;—!{1'dE‘n+l'C;~§-l
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (A3.61) y (A3.58) y la simetrfa de los tensores Cy11 y DEV(Siiah),

la derivada de la ecuacién (A3.60) respecto al tensor E, ; estd dada por:

dJEi® = [Cpyy - DEV(STIY) - Cpya ¢ dSIG + 28178l . Cpryq - DEV(SHIY)] : dEn1  (A3.62)

2n+1
Esta ecuacién se puede reescribir en funcién de las variables espaciales aplicando el operador push-
forward ¢7**(-) a cada una de las variables materiales:

aJ3el = [dev(riih) : driiy + 271 - dev(7i39)] : den (A3.63)

Sustituyendo la ecuacién (A3.50) en (A3.63) se obtiene:

dJiriel = J7ig - denga (A3.64)
donde se define el tensor Ji7i%! como:
Jirial = dev(riie!) : (c +aliy) +27iet - dev(ririg (A3.65)

Una forma alternativa de presentar el segundo invariante es a través de su rafz cuadrada

Jirial. Su derivada estd dada por:

- 1 1 :
trial — _ trial
dy/Jgiel = = T dJgre (A3.66)
n+1

Sustituyendo las ecuaciones (A3.64) y (A3.65) en (A3.66) se tiene:

d Jérial = js:j_‘il i dentl (A367)

n+1

donde se define el tensor Ji% como:
n+1

~ 1 , ) ) )
Iy = 7o [ntrial : (c+alfid) + 2riridt . nirid!] (A3.68)
tri?l)

;: dev(r
donde ntriet = ntll
e n+1 ldev(.’_;r_’z_z;l
trial

Linealizacién del tensor unitario desviador n}%.

El tensor unitario desviador de las tensiones trial estd definido por la relacién:

trial _ dev(rﬁfﬁl (A3 69)
" [ldev(rin)] '
Por definicién, el denominador del tensor unitario desviador n!7/4' depende del segundo invariante
de las tensiones frial, cuya variacién ya se ha calculado en la seccién anterior. Sin embargo, el
numerador lo constituye un tensor desviador que también es necesario derivar.
Reescribiendo la ecuacién (A3.61) en funcién de las variables espaciales a través del operador
push-forward $?+1() se obtiene la ecuacion:

d (dev(ririgh) = [1 - %g“l ® g] cdriiel + % [(vtrid  g) I-g ' @ TiY] s dent1  (A3.70)
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Sustituyendo las ecuaciones (A3.50) y (A3.56) en (A3.70) se obtiene:
d (dev(Tiriah)) = A% i depys (A3.71)

donde se define el tensor AfTi4! como:
) . 2 . 1 )
AL = (c+aliy) + 5 (7Y 1 g) I- gg T ® PILY (A3.72)

Por otro lado, teniendo en cuenta que dev(7i%) = , /2J§:’_ff ni7iel la derivada de dev(r!7i%
respecto al tensor e,+; se puede calcular como:

d (dev(ririah)) = y/2J8rie dn¥7i4! + V2niTis dy/Jgrial (A3.73)

2nt1 2n+1

Combinando las ecuaciones (A3.67), (A3.70) y (A3.73) se llega a la expresién:
10, 1 riQ i, ria
dntriat =_—-[ trial _\/antrial @ i +1’]  denti (A3.74)
/ Jtrml
n+1
A3.3.2 Linealizacién de la variable de endurecimiento 7, ;.

A partir de la ley de endurecimiento (3.44), se relaciona la derivada de la variable de endurecimiento
741 con respecto a la derivada de la densidad relativa 7,,,; como:

Ay = Hy, [, (Mg 00 (A3.75)

Por otro lado, la derivada de la densidad relativa se calcula a partir de la ley de conservacién de

la masa (3.16) escrita de la forma:
2

2 o

Derivar esta ecuacién implica calcular la derivada del determinante de un tensor de segundo orden,
la cual se obtiene a partir de siguiente resultado [43]:

D(A;U) = a% (det(A+¢U))| =det(A)A™T:U VYUEeT (A3.77)
¢=0
siendo el tensor A un tensor de segundo orden A € T en el que 7 es el conjunto de todos los
tensores de segundo orden. De aquf se deduce que:
adet(CnH)
8(jn+1
Por tanto, derivando (A3.76) y haciendo uso de la regla de la cadena junto con la ecuacién
(A3.78) se llega a la expresion:

= det(Cr41)CTy (A3.78)

a'7n+1 1 -1
3Corr —5M+1Cris (A3.79)

donde la, derivada de la densidad relativa respecto a las deformaciones se obtiene como:
st = —Mp1Cntr # A1 (A3.80)

Sustituyendo esta expresién en (A3.75), aplicando el operador push-forward ¢2(-) a cada una de
las variables materiales y teniendo en cuenta lema A1.5 se obtiene:

» dﬁn—}—l = _H?ln (nn+1)nn+1g_l : den+1 (A381)
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A3.3.3 Linealizacion del estado tensional.

La linealizacién del estado tensional se obtiene a partir de la linealizacién del predictor eldstico
y de la variable de endurecimiento 7, ;, las cuales son conocidas en este momento. En lineas

generales, los pasos a seguir son:!

o Célculo de la derivada del vector de variables internas de endurecimiento en tensiones: dq,+1

e Cilculo de la derivada de los multiplicadores pldsticos a partir de la condicién de persistencia:
dAM 11

e Célculo de la derivada de los invariantes tensionales: dJyt! y dIp+

o Cdlculo de la derivada del tensor de tensiones: d7,+1

Linealizacién de las variables de endurecimiento q,;.

El punto de partida es la linealizacién de los pardmetros a y 8. Para ello se derivan las definiciones
(A2.15) y (A2.17):

da = —2ua’® ( Z a, A, dAN,) + f\}“’ di+ A*- dq) (A3.82)
v=1,2

g = -18k8° ( > B,B,dA),)+ B dij+ B dq> (A3.83)
y=1,2

donde los pardmetros A* y B* se definieron en las ecuaciones (A2.42a-b) del anexo A2, mientras

que K% y ﬁ% estdn definidos en la seccién A3.6 al final de este anexo.
A partir de aquf, es facil obtener la derivada de los invariantes tensionales. Derivando la
ecuacién (A2.14) y haciendo uso de la ecuacién (A3.82) se tiene:

dl; = —2uan/Tz [ > G (24, T2+ Cy) dAN,) + (2R3 VT + 8 di+

~v=1,2

+ (28" VT + ¢) -qu +a? [ngm' — 2 ( v aycyAM) d JgrialJ
y=1,2

(A3.84)

donde el pardmetro C* se defini6 en la ecuacién (A2.42c) del anexo A2 y el pardmetro 6,:; estd
definido en la seccién A3.6 al final de este anexo. La derivada de +/J; se obtiene de forma inmediata
a partir de la ecuacién (A3.84):

/T = —W[Z &y (24,772 + Cy ) ddN) + (2R5V/ 72 + C; ) di+

v=1,2

+ (2;&*\/72 + 6‘*) . dq] + ady/ JErial (A3.85)

1Por simpicidad en la notacién, y salvo indicacién expresa, en esta seccién se suprimird la
referencia al instante ¢,,4;. .
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De forma ansloga, la derivada de I; se obtiene derivando la ecuacién (A2.16) y combindndola con
la expresién (A3.83):

dIl = —Qkﬁ [01 d(A)\m) + Z B,y (237 (Il + K~/) + D'y) d(A)w) - 92 d(A)\OZ) +

y==1,2
+(2(B; +Ri;) +D;) di+ (2(B*+R1) + D) dq] + pdrtriel
(A3.86)
donde los pardmetros D* y KI se definieron en las ecuaciones (A2.42d-e) del anexo A2, y los
pardmetros D} y Ki; estdn definidos en la seccién A3.6 al final de este anexo.
La linealizacién del vector de variables de endurecimiento g se obtiene derivando la ley de

endurecimiento (3.88):
dq=-K"(¢)-d¢ (A3.87)

En el que la derivada del vector de variables internas de endurecimiento en deformaciones £ se
calcula a partir de la expresién (A2.23):

g=¢tral  AJy + B (L) + CVip + (2R1 + ﬁ) L+K,+H-Y-T (A3.88)

las ecuaciones (A2.43a-i) del anexo A2. Las derivadas de estos coeficientes estdn dadas por:

dA = ?(%d(A/\l) + %d(m?) +A; di+A-dq (A3.89a)
B = Zaan)+ 2dar) + B, di+B-dg (43.89D)
dC = %C%ld(A)\l) + %—Cq’zd(A/\z) +Csdij+C-dq (A3.89c)
D = %ﬂqld(A/\l) + %’?&%d(mz) +D; dj+D-dq (A3.89d)
_ OB, 0K, = = '
‘o= Y (—5;&, + 8.5 ) ) + iy a1+ Ky - da (A3.89)
_ Ba 0K, = =
dK; = Z K, (-%——Ka + 2BQ-—) dAN) + (K21ﬁ + Kzgg) dn +
a=1,2 qd aq
+ (Km +K22) -dq (A3.891)
3 aAm 8D1 aAoz 8D2
dH = —( aq Dy +A01 aq)(KA)\l)'i‘( 3(] D2+AO2 6q)d(AA2)+
+H; dij + H - dq (A3.89g)
dY = ZodAN)+ 5 dAN)+ Y5 dij+Y -dq (A3.89h)
~ 9An 9Ap2 dAMoz) +T5 di + T - dq (A3.89i)

dT = 91_8;1._d(A)\01)+92 aq
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donde A, B, C, D, K;, K21, K22, HY Y T se definieron en las ecuaciones (A2.44a-j) del anexo
A2, mientras que A,,, B,,, C D3, Kln, Km,,, K22m ﬁ,,, Y TA estdn definidos en la seccién
A3.6 al final de este anexo.
Derivando la ecuacién (A3.88) y combindndola con las ecuaciones (A3.87), (A3.89a-1) y (A3.120a-

j), se obtiene la derivada del vector de variables internas q en funcién de las derivadas del multi-
plicador plastico d{A),), de la variable de endurecimiento d7 y de los invariantes dJ3™e, d/JEie!
y d Ifriali

dq=Q'.P (A3.90)

donde la matriz Q es la misma matriz que la definida en la ecuacién (A2.26) del anexo A2 y en el
que el vector de términos independientes P se define como:

=-K"(©) Y P,dAN,) + Py dij + PydJfre + P g dy/ 9 +P), dl"“") (A3.91)

v€Je

donde los vectores Pg1, P, Ps y Pgs se definieron en las ecuaciones (A2.45a-d) del anexo A2,
mientras que los vectores Py, Pj,, P /5= y Py, estdn definidos en la seccién A3.6 al final de este
anexo.

Linealizacién de los multiplicadores plasticos.

La linealizacién de los multiplicadores plésticos correspondientes a las superficies activas se obtienen
a partir de la condicién de persistencia. Légicamente, para el caso de superficies no activas se tiene:

d(A)"Y) = 0 VIY ¢ -]Iact (A392)

Teniendo en cuenta que en el instante ¢, la condicién de fluencia verifica que ¢, = 0 para toda
¥ € Jaet, la condicién de persistencia se formula como:

d¢, =0 Yy € Jact (A3.93)
Utilizando la regla de la cadena, la condicién de fluencia se deriva de la forma:
0 8 0 0
do, = ¢"’ dJ ¢“’ d\/ + =1 ¢”’ d11 + ;j’ dn + ad;’ -dq (A3.94)

donde se ha considerado que el término —aa%" - dg estd definido implicitamente a través de los

términos %%sz, -;%—;d\/jz- y %‘;lldfl. Aplicando la ecuacién (A3.94) para todas y cada una
de las superficies activas y teniendo en cuenta las ecuaciones (A3.84), (A3.85), (A3.86), (A3.90)
y (A3.91), se llega a un sistema de ecuaciones en el que las incégnitas son las derivadas de los
multiplicadores plésticos. Invertido este sistema de ecuaciones se tiene:

dAN,) = - Z (G,yg)‘.l (G;}ﬁdﬁ +Gy, ﬁdJ%rial +G 7 54 Jirieb + G, gdft”al) (A3.95)
ﬂe‘uact

donde la dimensién del sistema coincide con el nimero de superficies activas. Aplicando la condicién
(A3.93) sobre la superficie v € J,.¢ y redefiniendo términos se llega a la expresién:

Z G d(DXg) + G;‘,ﬂdA +Gy, ngzt”al + G\/—-ﬂd\/ Jt”al + G, ﬂdltrml 0 (A3.96)
ﬁeJact
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de la cual se obtienen la matriz de coeficientes G5 y los pardmetros Gy 4, G, 4, G35 4 G1,
correspondientes al vector de términos independientes. Estos coeficientes estdn definidos en la
seccién A3.6 al final de este anexo.

Sustituyendo la ecuacién (A3.95) en (A3.90) y (A3.91), se obtiene la derivada del vector de
variables de endurecimiento q en funcién de la derivada de la variable de endurecimiento 7 y de
los invariantes tensionales trial:

dq=Hy-di + Hy, - dJf7 + H - - dy/ JErel + Hy, - dIi7e (A3.97)

donde los pardmetros Hy, Hy,, H /- y Hj, estén definidos en la seccién A3.6 al final de este
anexo.

Linealizacién del tensor de tensiones 7,.;.

El tensor de tensiones 7 se puede descomponer en su parte esférica y desviadora:
; 1
T = V2y/Jontricl 4 ghg"l (A3.98)

donde se ha tenido en cuenta la relacién (A2.13) en la que n = n*"iel, La derivada del tensor de
tensiones se obtiene derivando la ecuacién (A3.98):

dr = V20" %d\/J; + V/2y/Jodntie 4 -;-g—ldfl - ;Ilde (A3.99)

El primer y tercer término se calculan a partir de la derivada de los invariantes v/J; y I, los cuales
se calculan a partir de las ecuaciones (A3.85), (A3.86}, (A3.95) y (A3.97):

d\/Jy = ua(mii\/j; + éi)dﬁ+ a[l + ;4(22&:‘/—\/5; + 6:‘/—)](1 Jgrial 4
+uo(2R3,1/T5 + €3, ) dsiret + pa (2R3, /75 + €1, ) aririe (A3.100a)
dI, = 9k (2B31, + K3 + Dy ) di + 9k (283, 1 + K3, + D3, ) gt +
+9k3 (213:/7;[1 +K7 -+ ﬁj/J—z) dy/ Jirial
+8 [1 +9k (287, 1 + Kj, + f);l)] drtriet (A3.100b)
donde los coeficientes A* BA C* D* KA Jz’ B}2, }2, ¥ K}2, \/—, C\/T’ *
K* Vs A} T B}l, (%): T D; Y K 7, estdn deﬁnldos en la seccién A3.6 al final de este anexo.

En el instante ¢,,1, la variacién de las tensiones se relaciona con la variacién de las deforma-
ciones totales a través del tensor constitutivo tangente consistente c®?:

dr =c*? : de (A3.101)

Combinando las ecuaciones (A3.64), (A3.67), (A3.55), (A3.74), (A3.81), (A3.100a), (A3.100b),
(A3.99) y (A3.101) se obtiene el tensor constitutivo tangente como:

c?? = AoAlTial + ntrial ( A"g 'f"A Jtrml + A Jtrwl + A; Ptrzal)
._.BOI + g-l ® (—B;,g_l + BJ2Jtrial + B\/jz_Jtrml + Bh Ptrml) (A3.102)

»
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donde se definen los coeficientes:

Ja

A, St (A3.103a)
Ay = V3Hj (magn)uon (28517 + C;) (A3.103b)
An = Voo (2.1}2 Iz + 6}2) (A3.103c)
Ag = V2 [(a—,lj—é‘% ) — po (2&32¢E+ 6’32)] (A3.103d)
A = Vua (27;}, VT + 6;1) (A3.103¢)
B, = §11 (A3.103f)
By = 3Hy (n,.)k6n (2B3h +K; +Dj) (A3.103g)
By, = 3kB (2%3211 +K + 1532) (A3.103h)
Byy = 3kB (2}5:/311 + Ko+ 15;‘,3) | (A3.103i)
B, = p B)— +3k (215;111 + K;l + 13;1)] (A3.103;)

A3.4 Tensor constitutivo tangente. Particulari-
zacién modelo general.

Al igual que se hizo con el corrector pldstico, en este apartado se linealizard el estado tensional
simplificando el célculo realizado para el modelo general (seccién A3.3.3).2

Para todas las superficies activas v € J,, la linealizacién de los multiplicadores plésticos se
obtienen a partir del sistema de ecuaciones (A3.95):

dAAy == D (Gyp) (G;, g + G, pdJET + G /3= pdy [ JEre + G gdq”al) (A3.104)
BEJact ’

donde los coeficientes correspondientes a la superficie ¢, se obtienen a partir de las ecuaciones
(A3.121a-c) y (A3.122a-d):

Gororn = -—9k6 (A3.105a)

Go1o2 = —18kBByIh (A3.105b)
% aAOl

G?}Ol = —*18kﬂB;)Il - —aﬁ‘- (A3.105C)

Gron = B (A3.105d)

2Por simpicidad en la notacién, y salvo indicacién expresa, en esta seccién se suprimird la
referencia al instante t,,;.
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en el que Go11 = Gy 01 = G /7701 = 0. Andlogamente, a partir de las ecuaciones (A3.125a-c) y
(A3.126a-d) se obtienen los coeficientes de la superficie ¢;:

Gion = —9kBDy (A3.106a)
Gi1 = —paCt (A3.106b)
Gi2 = —2uaAyCi\/Jz —18kBB, D11, (A3.106¢)
Gy = —18kﬁDlBA'~Dla§,§1 (A3.106d)
Gz = o (A3.106¢)
Gn1 = BD: (A3.106f)

siendo el coeficiente G 7, 1 nulo. De forma similar, a partir de las ecuaciones (A3.127a-¢) y (A3.128a-
d) se obtienen los coeficientes correspondientes a la superficie ¢,:

Ga01 = —18kBB:I4 (A3.107a)
G21 = —2paACi\Je (A3.107b)
G2o = —4uaAlls — 36kBBE (I1)? (A3.107c)
Gh2 = (%%-iifikﬁBzB)(1'1)2-%):;i (A3.107d)
Gr2 = a°A; (A3.107¢)
G m2 = —2u0®A;C1AM (A3.107f)
Grn2 = 206B (A3.107g)

Una vez determinados estos coeficientes, se estd en disposicién de conocer el tensor constitutivo
tangente a partir de la ecuacién (A3.102):

c? = AoAtrial + ntrial ® (_ ?]g—l + AJ2Jtrial 4 A\/j;jtrial + 'AII Pt'rial) _
—~B,I+ g—l ® (—'B;‘]g_l + BJZJtrial + B\/j;j'trial + By, Ptrial) (A3108)

donde los coeficientes A,, Az, A, A 7, An, Bo, By, By, B /7; ¥ Br, coinciden con los definidos
en las ecuaciones (A3.103b-j) para el caso general. No obstante, la particularizacién del modelo se
lleva a cabo a través de los coeficientes (A3.120a-t), los cuales estdn dados por:

5= A2 ﬁg (G2p) "' Gy Cr=0C BEZ (G1p)™" Gai
Ay, =4y ¥ (Gap) ' Gup Cr,=C ¥ (Gip) ' Gup
—~ ﬁejact 1 —~ ﬁéJact -1
A’:/E=A2 ﬁgu: (G2p) G\/j];ﬁ C’:/J_zzcl [35: (G1) G\/j;ﬁ
K‘;! = A2 Z (G2ﬁ)~1 GI1 8 a}x — Cl Z (Glﬁ)«l G]l 5
~. B€lact —1 ~ B€Jace . (A3109)
By=B: ¥ (G2p)'Gys—B; Kij= 3 (Guup) ' Gip
- BElact _ - BEJact -

%=Be ¥ (Gap) ' Gup KS = > (Gup)” Gunp
- 6€.llac: 1 ﬁejact
B:/EZBQ Ez:ﬁ(Gzﬁ) G\/‘_];ﬂ 2 ﬁezt(GOIﬂ) G\/Eﬁ
B}, = B; ﬁez.v: (G2p)"' G, KI, 62 (Gorp) ™' Gr,

act act

»
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yenelqueD};: —D —D, =0.

A3.5 Tensor constitutivo tangente. Modelo vis-
coplastico.

En este apartado, se calcula el tensor constitutivo tangente del modelo viscoplastico, €l cual se
obtiene corrigiendo los coeficientes definidos en las ecuaciones {A3.103a-j). Sin embargo, las co-
rrecciones realizadas son independientes de la particularizaciones que se realicen sobre el modelo
pléstico, por lo que estas correcciones tienen cardcter general.

En el modelo viscoplastico, el tensor de tensiones 7,41 se puede escribir en funcién de los
invariantes tensionales como:

1 ,

Tarr = 3 (CPVHTA + VT ) g7 + VR (G + P T )ty (As110)
donde T? :7; *1 son los invariantes tensionales de la solucién inviscida, y los coeficientes (77,
Gty C"+1 estan dados por:

=gt =19, ‘ (A3.111)
G =T =Y (A3.111b)
siendo ¥,41 € [0,1] un pardmetro adimensional definido como:
1
Fng1 = (A3.112)
n 1+ ng:+i

La dependencia de los coeficientes "'“ "“ "H 2+ respecto a la variable de endurecimiento
p ) Y y p
7,41 hace que la derivada de estos coeﬁmentes no sea nula En concreto, esta derivada se calcula

como: ,
d¢itt = Ci(Mny1) Mgy parai=1,2,3,4 (A3.113)

siendo las derivadas C;(ﬁnﬂ):v

N ! aﬁn-{v—l (nn-f—l)

- = = = A . 4
Cl(nn+1) C3(77n+1) 65’)\”_’_1 At 79"-}-1 ( 3.11 a‘)
LEPPN ! aﬁnﬁ-l T (T’n+1)
C2(nn+1) <4(77n+1) 8ﬁn+l Atn+1 n+1 ( )

en el que la evolucién del tiempo de relajacién 7 en funcién de la variable de endurecimiento 7,
se supone conocido.
Por otro lado, derivando la ecuacién (A3.110) se llega a la expresién:

1 3 T - : “F ria.
rss = G T, 7 V(oI e fTa) i+

n+1

1 1 7 - 1 &3 ria.
+§(C1dlfmal +Godhn), 87 + \/i(gzz VA5 + Cyy d-]'-’) n;{ +

n+1

1 ) - - - )
+3(G I + G, dg‘1+\/§((3 Jém‘+<4\/«fz) dn;iy (AS.115)

n+1
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Desarrollando esta ecuacién y haciendo uso de las ecuaciones (A3.64), (A3.67), (A3.55), (A3.74),
(A3.81), (A3.100a), (A3.100b), (A3.101) y (A3.113) se obtiene el tensor constitutivo tangente
como:
ciﬁ_l =Agpn+lA:1rrlll+n$1T-{z}il® (__A%pg—l +A3§Jtrial+A%3triul+A?fPtrial)n+l -
vpntl - vp L — ia vp Jiria v ria
~BF L+ g7 @ (~BygTt + Byl 4 B _Jiriel 4 BiPpt l)n“ (A3.116)

. . £ . nt1
donde las correcciones sobre el modelo pldstico se llevan a cabo a través de los coeficientes AP

wpFl L ppntl ontlondd n+1 ntl o ppntt ypntt i

AT AT AT A B ey B
Agpn+l — Cgﬂ_l +<Z+1A2+1 (A3117a)

ppntt n+l sn+l ! trial T
A?, = (g A;; - \/iHﬁn(nn—!-l)nn-*-l Cay/ 3% + Gy VJ2 (A3.117b)

n+l1
A g ' (A3.117¢)
n 2 ‘

ng +1 — <g+1Bg+1 . gg?i-lIfztfll (A3.117f)
van+l _ (‘"'H'B’H'l _ lHA ( ‘ ) gl Itrial + C,T (A3 117 )
7 - 2 i 3 Mnt1)nt1 |\ S141 271 n+l ' &
stnﬁ-l _ C3+1332+1 (A3.117h)
opntl n+1pn+l i
BT o gt (A3.1171)

vpnt! n n 1. :
By = GHBEt + §C1+1 (A3.117j)
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A3.6 Definiciones.

Definicién de los pardmetros K* C* D* y K’{ﬁ:3

K% = alaaél A/\1+a2%{1\2A)\2 (A3_118a)
B; = ﬂlaalilA/\ﬁﬁzaBz Al (A3.118b)
6% = al%gml +52%€3A>\2 (A3.118c)
D; = B 0D A,\1+ﬂ2aD2 A2 (A3.118d)
=, _ 8B oK OB oK

K = ﬂ1< —= K1 + Bi— 6"1>A)\1 ﬁz( 3ﬁ2K2+Bz 6A2>A)\2 (A3.118e)

Definicién de los vectores Py, Py, P 7y Pp,:

Py, =d’A (A3.119a)
Pyp=a [é — 2u0A (@ C1AM + EzczA/\2)} (A3.119b)
P, =0 (21311 +D+ 2121) (A3.119¢)

- (K?, — 410k ® K;,) Jotl g (EA, —36kB ® ;,) (1)? - paC @ Gy +
+(C;— 2ua(R® & + €@ R3) ) vz — 96(D + 2Ry o (D + 2R, +
+ [2Ki; - Dy - 1868(2(Bo R, + K1 ©B;) + Be Dy + Do B; )| n +
+ (Ko + Kazy) + Hy — Y5 — T (A3.119d)

3Por simpicidad en la notacién, y salvo indicacién expresa, en esta seccién se suprimirs la
referencia al instante t,4;.
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Definicién de los pardmetros X;,, ﬁ;,, 6;,, ﬁﬁ, Kﬁ,, Kz;,, ﬁ’ﬁ, 7;, Y T,A,:

8% A,

%A,

Ay = 34 8AA>\1+8 8AA,\

B, = g{;—%a,\ +§§im2

C, = %A)\ ggimg

D; = gzg,l\A/\1+ggiA/\2

Koy = 23135{’ 6§1A,\ 2323;{23;;2/_«.&
+23732§A>A)\

Y; = gz};liAA1+gzg‘iAA2

T; = 01‘9 Aot a5, +923 Aoz p y,

aqdn

dqdn

(A3.120a)
(A3.120b)
(A3.120c)
(A3.120d)

(A3.120e)

(A3.120f)

(A3.120g)

(A3.120h)
(A3.120i)

(A3.120))
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Definicién de los pardmetros Go; 4 para v € Jact correspondientes a la superficie 01:

Goon = —9861—Po-Q1-K'(¢) -Po
Gor1 = —9kBB.10:1 (2By (1 + K1)+ D1) -Pp -Q 71 K”(ﬁ) -Py
Gorz = —9kBB,01(2B; (I + K2) + D2) —Po; - Q1K' (8)- Py

Goroz = 9kB0,6; —Por - Q™' -K'(¢) - Poy

(A3.121a)
(A3.121b)
(A3.121¢)
(A3.121d)

Definicién de los pardmetros Gjo1, Gs,01, G /7701 ¥ G1, 01 correspondientes a la superficie 01:

0 > o aA o
Gio1 = —91[9kﬂ(2B%11 + 2K‘1‘7A’ + D%).*. 01]

an
Gro1=—Po-Q71-K'(€) Py,

Gymor = ~Poi- Q7 -K'(¢) - Py
Gro1 =86 —Pp - Q1K' (&) Py,

Definicién de los pardmetros Gog para v € Jae correspondientes a la superficie 02:

Gozor = 9kB6,0; - Ppz-Q 1K (€)-Po

Goz1 = 905162281 (I + K1) + D1] = Poa - Q71K (¢
Gozz = 9kBB402[2B2 (I + K2) + Do) —Po2 - Q7' - K" (¢
Gozor = —9kB63 - Pos-Q 1-KR"(€£)-Po

—Po1-Q"1'K €)-P

)
)

P,

P,

n

(A3.122a)

(A3.122b)
(A3.122¢)
(A3.122d)

(A3.123a)
(A3.123b)
(A3.123c)
(A3.123d)

Definicién de los pardmetros Gyo2, G102, G /7702 ¥ G1, 02 correspondientes a la superficie 02:

~ _ .\ 04 e
Gioz = ez{gkﬁ(zB;,Il +2K}; +D;3)— aﬁ”]— PpxQ 1K' (&)P
Gror = —-Pp2-Q1-K'(¢) Py,
G\/J_202 = _P02'Q_1 'K (g) 'P\/E
Gror = —B62-Pg-Q - K'(¢)-Py,

G

(A3.124a)

(A3.124b)

(A3.124c)

(A3.124d)

De la forma como se ha definido la condicién de fluencia, las superficies ¢y, y ¢g, no pueden estar
activas simultdneamente, lo cual significa que los coeficientes Goy 01 ¥ Gozo2 pueden considerarse
nulos a pesar de haberlos definido en las expresiones (A3.121a) y (A3.123d) respectivamente.
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Definicién de los pardmetros Gy, para v € J,; correspondientes a la superficie 1:

Gro1 = —9kB6, 2B, (I, + K1) + D1) - P, - Q1 - K'(¢) - Poy (A3.125a)
G11 = —4paa, A2J, — 36k8B, B? (1)) — 36k0B, By (2B K, + D) I, —
—4poh A1 C1V/ Tz — poay C3 — 968, (2B K, + D1)° —
-P;-Q 1. K'(¢) P, (A3.125b)
Gi12 = —4paidiy Ay AgJy — 36kBB, By Ba (I1)? — 2uat; (A1Ca + A2Ch) /U —
—18kfB; [B1 (2B2 K3 + D2) + B2 (2B1 K + D1)} I1 — padaC1C2 —
—9kBB, (2B K + Dy) (2B2Ka + D2) —P1 - Q™1 . K" (£) - Py (A3.125¢)
Gioz = 9802 [2B, (I, + K1)+ D1) - P - Q1 - K" (&) - Py (A3.125d)

Definicién de los pardmetros G31, Gs,1, G /7;1 ¥ G 1 correspondientes a la superficie 1:

0A; ~, 0B, = 2
Gﬁl = (—a-,\n— - 4/¢aA1A;]> Jo + (7\7]— - 36]6,831]3;’) (I]) +
aCy ~. ~, 8B, K,
+ <F’ﬁ— - 2u0 (Alcﬁ + ClAﬁ)) VI + K (TnKl + 2B1—8-ﬁ_) -
N+ fo* aBl 3K1 0D,
~9kB (2B1 Ky + Dy) (D + 235 ) + [2 ('%Kl + BI%-) + 5
—18%8 (D, B} + BiD; + 2B, (KiBj + f(l?,))] I - paCi & -
Y2 (8D dA o
-—8?1 - (%‘Am +D173%’—1) -P,-Q1 K (&) P; (A3.126a)
Gr1 = oA -P;-Q 1. K'(¢) Py, (A3.126D)
G = «a (Cl —2uady Y 5707A,\7) -P,-Q - K'(§)-P (A3.126¢)
v€1,2

G = BRBI(L+K)+D]-P,-Q'-K'(¢) Py, (A3.126d)
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Definici6én de los pardmetros G, para v € J,c: correspondientes a la superficie 2:

Ga01 = —9kB61 [2By (I1 + K2) + Do) = P2 - Q™1 - K" (£) - Py (A3.127a)
Ga1 = —4pody A1 Az — 36kB, B1B: (Ih)? — 2pac (A1C2 + A2C1) v/ o —
—18kBB, [B1 (2B2 K3 + D2) + By (2B1 K1 + D1)] I) — paic; C1Cs —
—9kBB, (2B1 Ky + Dy) (2B:Ka+ D3) — P, - Q1 - K" (8) - P, (A3.127D)
Ga2 = —4padi, A3J, — 36kBB,B2 (I)? — 36kBBy By (2ByKa + Do) I ~
— 40y Ay Car/ T3 — poidiaC2 — 9B, (2Bo Ky + Do)* —
-P,-Q1-K'(¢) Py (A3.127¢)
G202 = 9kB85 (2B, (I + K3) + D2] - Py - Q™1 - K (¢) - Pye (A3.127d)

Definicién de los pardmetros Gg2, Gi,2, G /772 ¥ G, 2 correspondientes a la superficie 2:

0A 0B 5

oC: PN ~ 0K
+ (——2 -~ 2o (AzC,i, + CzA’*ﬁ)) V2 + Koy (—KQ +2By—— 3ﬁ2) -

a7
o 8D, 0B, 8K
—9kf (2B2 Ky + Ds) (D;, +2K1,~;) { 5 +2< o Ko+ Bt )

—18kg (Dgﬁ,i, + B,D% + 2By (Kzﬁ,ﬁ, + K’{ﬁ))] I — poCyCs —

Y2 (8D dAoz Ly

—71;_ (73?21402 + D=2 7 )—PZ-Q L.K'(¢) Py (A3.128a)

Grn2 = a*4,-Py-Q7 1. K'(€)- Py, (A3.128b)

Gz = a (Cz—?uaAz > ayc,,AM) ~-P,-QL.K'(€) P p (A3.128¢)
v€l1,2

Gr: = BERBa(I1+K)+D)—Py-Q1-K'(¢) Py, (A3.128d)
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Definicién de los pardmetros Hy, Hy,, H /57 y Hyy:

H;

~ 11

Q71K (€)-

o~ 11

-Q1-K ()

"

-Q7-K'(@©) (

17

o
—Q7R(g)-

Z (Gvﬁ)_l G5pPy — P?I)

7V:B€EJact

> (Gyp) ' GrppPy—Py,

V:B€Jact

Z (G'vﬁrl G\/J_gﬂP'Y - P\/E

v,8€I7 4}

> (Gyp)T G Py - Py,

v.BET;H}

|
)

)

(A3.129a)

(A3.129b)

(A3.129c¢)

(A3.129d)
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Definicién de los coeficientes 11%, ﬁ%, 6;7, ﬁ%, I~($}, 11}2, ]§f,2, (NI}Q, 15}2, R:}z, A\/—, Bi/—,
D* K A’;l, ;v C1. D1, vy K

\/"“) \/'—,
Ar = Y Y @4,(Gyp) ' Gap— A" Hy — A3 (A3.1300)
’Yzlrzﬂe-“act
Ay, = S Y 5,4,(Gyp) G- AT H,, (A3.130b)
7“12[3&3(1“
A’:/jg = Z Z Of-y G\/j;ﬂ‘-A H\/—‘ (A3.130C)
7“12ﬂ€Jact
A;l = Z Z a’YA’Y(G‘Yﬁ)—lGhﬁ_K*'HI: (A3~130d)
7:112,36-“1101
By = S Y B,By(Gyp) " Gas—B* H; - By (A3.130¢)
v=1,2 B€Jact
EL = Z z (Gap)~ GJzﬂ_ﬁ*'HJg (A3.130f)
7“12[’6]0”
YEo= . Y ByBy(Gyp) Gy —BHyy (A3.130g)
¥=1,2 B€Jact
ﬁ;x = Z Z ﬂ*y GIlﬂ'—B HI1 (A3130h)
¥==1,2 B€Jact
~* iy -1 Ai At .
7o Z Z 0,Cy (Gyp)” Grp—C"-Hy - C3 (A3.1301)
'Yzllzﬁejact
T (A3.130j)
7=1925€‘ﬂact
YE T 2 2 @Gy (Gy) Gy -CH g (A3.130k)
7zlv2ﬁ€-lla.ct
Ch = > 2 &0y (Gy) ' CGrp—C-Hy (A3.1301)
7—12ﬁ€jact
Dy = > 3 B,Dy(Gyp)7' Gyp-D*-H; -Dj (A3.130m)
‘y—lzﬁejact .
~.*Iz = Z Z (Gyp)™ GJgﬁ—ﬁ*~HJ, (A3.130n)
’7—‘12ﬂ€-]]act
VE = Z Z B7D7(G7ﬂ)‘lG\/£ﬁ‘ﬁ*'H\/7; " (A3.1300)
¥=1,2 B€Jact
f);1 = z Z G- D" Hy, (A3.130p)
'7"12ﬁ€l[act
7= 2 Z Z ﬂBK( 7[3)_ ﬂﬂ_K;‘Hﬁ“f(;a +
v=1,2 B€Jact
+ 3 (01(Gorp) ™ - 62(Gazp) ™) Gag (A3.130q)

BEJact

»
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Ky, = 2(}: > ByBrkK, ((Gw)'l)'lam-ﬁz-nh>+

v=1,2 B€Jact
+ Z (91 (Gorp) ™! — 02 (Gow)-l) Grp (A3.130r)
66-“0«::
IA{t‘/’fi = 2 (Z Z BBy K, (Gyp) ™ Gyrmp— K} H\/:];) +
’7”—‘1’2 ﬁe-uacc
+ Z (91 (Gmp)_l - 92 (Gogﬂ)-l) G\/Eﬁ (A3.1308)
BEJact
Kj, = 2 Z Z B,ByKy (Gys) ' Gr, s — K} -Hp, | +
7:172 ﬁEJact
+ Z (91 (Gog) ™" — 62 (Gow)”l) G (A3.130t)
ﬂEJact

donde los coeficientes 131*, ﬁ*, 6*, ]3*, R’{ se definieron en las ecuaciones (A2.42a-¢) del anexo A2.
Los coeficientes G g, Gy, Gy, 8, G /7753 ¥ Gr1, g estén definidos en las ecuaciones (A3.121a-d),
(A3.122a-d), (A3.125a-d), (A3.126a-d), (A3.127a-d), (A3.128a-d), (A3.123a-d) y (A3.124a-d). Y
los coeficientes Hyp, H,, H, 77 y Hy, estdn definidos en (A3.129a-d).
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Capitulo 4

Discretizaciéon por elementos
finitos.

El objetivo es conocer el comportamiento del pulvimaterial durante las etapas de
transferencia y prensado. A partir de la ecuacién de movimiento (X, t) es posi-
ble conocer cualquier propiedad del medio, por lo que su determinacién equivale
a conocer como se comporta el pulvimaterial durante la compactacién. Por tanto,
el problema se reduce a determinar la ecuacién de movimiento ¢ que verifique la
ecuacién constitutiva (presentada en el capitulo 3) y la ecuacién de equilibrio junto
con las condiciones de contorno (las cuales serdn presentadas en este capitulo).

Una vez planteadas las ecuaciones del problema se procede a su resolucién nu-
mérica. Para ello, debido a la no linealidad de las ecuaciones su resolucién se lleva a
cabo de forma incremental, por lo que el problema se reduce a determinar la ecua-
cién de movimiento ¢, ,(X) en una secuencia de instantes ¢n+;. En particular,
conocida la solucién en el instante de tiempo %,, la determinacién de la ecuacién de
movimiento ¢ se realiza siguiendo un esquema implicito en el que se resuelven las
ecuaciones por el método de los elementos finitos en el instante ¢,,1.

El punto de partida para la resolucién numeérica por el método de los elemen-
tos finitos es la formulacién débil del problema. En primer lugar se presenta la
discretizacién de la forma débil por el método de Galerkin. Es una metodologia
convencional que funciona bien en la mayorfa de los casos, ya que describe correcta-
mente el comportamiento de sélidos compresibles como los pulvimateriales. De he-
cho, la caracteristica principal de los materiales pulverulentos es su compresibilidad.
Sin embargo, existen determinadas situaciones en las que se pretende reproducir
procesos incompresibles que pueden degenerar en problemas numéricos, por lo que
también se presenta una formulacién mixta del problema.

Finalmente, se presenta la linealizacién de la forma débil del problema y se
deducen los términos que integran la matriz de rigidez del problema discreto.

121
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4.1 Formulacion de Galerkin.

4.1.1 Formulacién continua.

La resolucién del problema consiste en determinar la ecuacién de movimiento (X, t)
que, ademds de satisfacer localmente la ecuacién constitutiva presentada en el ca-
pitulo 3, verifique las ecuaciones de equilibrio junto con las condiciones de contorno.

Continuando con la notacién del capitulo 3, ; = (2, t) representa el cuerpo
deformable en el instante ¢. Por otro lado, la frontera del cuerpo €2, se denota como
0€2;. Dependiendo de la condicién de contorno impuesta, la frontera se subdivide
en dos tipos diferentes. Asf 0,.€2; C 0€2; denota la porcién de frontera sobre la que
prescribe el vector de tensiones (condicién de Neumann) y 8,€: C 92, denota la
porcién de frontera sobre la que se impone la ecuacién de movimiento (condicién de
Dirichlet). Por otro lado, se asume que 8,2, N0, = 0 y que 8., U 8,2, = 0%.

El primer paso en la resolucién del problema por el método de los elementos
finitos es plantear la ecuacién de equilibrio y las condiciones de contorno en su forma
débil. Por otro lado, la ecuacién de equilibrio se plantea para el caso cuasi-estdtico
puesto que las aceleraciones que sufre el cuerpo durante las fases de transferencia y
de prensado son despreciables. Representando a b(x,t) como el campo de fuerzas
volumétricas aplicadas sobre el cuerpo £2;, la formulacién local de la ecuacién de
equilibrio y de las condiciones de contorno planteadas en la configuracién espacial
en el instante ¢ estdn dadas por las expresiones[111][34]:

div(T) +pgb = 0  en (4.1a)
-n = t end. (4.1b)
p(x,t) = ®  en 0, (4.1¢)

donde n es el vector unitario normal al contorno 92, en sentido saliente, t es el
vector de tensiones impuesto en la regién del contorno 0.€2; y © es el valor de la
ecuacién de movimiento sobre la regién del contorno 9,€2;. Alternativamente, las
ecuaciones (4.1a-c) pueden plantearse en la configuracién material como:

DIV(P)+p,B = 0 en (4.2a)
P-N =1t end.M - (4.2b)
p(X,t) = @  en 0,8 (4.2¢)

donde B(X,t) = B(¢}(x,t),t) = b(x,t) es el campo de fuerzas volumétricas, N
es el vector unitario normal al contorno en la configuracién de referencia 9 (ver
figura 4.2), el cual se describe como 92 (X) = 9Q(p71(x, 1)) = I (x).

Antes de plantear la formulacién débil de la ecuacién de equilibrio, conviene
realizar algunas definiciones previas. A partir de la condicién de contorno de Diri-
chlet formulada en la configuracién de referencia €y (4.2c), se define el espacio de
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configuraciones espaciales C como [100][104]):
C= {cp € [H(S%)]™™ | det(GRAD(¢)) >0 y  @lp0, = ?ﬁ} (4.3)

Adicionalmente, se define el espacio de funciones de prueba ¥V como el conjunto de
desplazamientos independientes del tiempo que superpuestos sobre la configuracién
deformada Q; = ¢(£2,t) verifiquen la condicién de contorno de Dirichlet en el
instante ¢:

V={ne[H(Q)]™" | n(X)=0 paraX €9,Q} (4.4)

Por definicién, los elementos del espacio V se definen sobre la configuracién defor-
mada y pueden ser referenciados en la configuracién material o en la configuracién
espacial. En particular, la ecuacién (4.4) referencia a los elementos del espacio V
en la configuracién de material. No obstante, haciendo uso de la ecuacién de movi-
miento ¢, es posible referenciarlos sobre la configuracién espacial €2, mediante un
cambio de variables. A

A partir de las ecuaciones (4.1a-c), la definicién (4.4), utilizando el producto
interno L2(€2p) y el teorema de la divergencia, se llega a la forma débil de la ecuacién
de equilibrio que puede expresarse como la suma de dos términos G** y G¢%t:

G(p,m) = G™(p,m) ~ G (p,m) =0 Yy eV (4.5)

El término G**! representa el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas cons-
tituidas por las fuerzas volumétricas y las fuerzas de contacto:

G=Hp,m) = / poB - ndQ + / t(p) - mdl (4.6)
v Q0 8- 0
Mientras que el término G** representa el trabajo virtual realizado por las fuerzas
internas. El integrando de este término es un escalar y, por tanto, no depende
de la configuracién en la que se represente. Su célculo en funcién de las variables
espaciales estd dado por la expresién:

G(p,m) = / o) V(e (7)

Qp

Dada la objetividad del integrando de G*™ respecto a la configuracién, una formu-
lacién equivalente expresada en términos de las variables materiales viene dada por
la expresion:

G™(p,m) = /

[ P(y): GRAD(m) d2 = /Q F() - S(p) : GRAD(n)dQ  (4.8)
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donde el tensor P y S representan el primer y segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff respectivamente. Ambos tensores se relacionan como P = F - S. Por otro
lado, el tensor gradiente espacial V(n) = %’i se relaciona con el tensor gradiente
material GRAD(n) = %(L a través del tensor gradiente de deformaciones F':

GRAD(n(X)) = V(n(x,?)) - F (4.9)

Una vez aqui, el problema, se reduce a encontrar la ecuacién de movimiento ¢, € C
que satisfaga la ecuacién (4.5). Sin embargo, en este punto aparecen dos opciones.
Se debe elegir entre hacer uso de la ecuacién (4.7) y, por tanto, platear el problema
en términos de las variables espaciales. O por el contrario, utilizar la ecuacién (4.8) y
plantear el problema en funcién de las variables materiales. En principio, declinarse
por una u otra opcién es indistinto, puesto que no supone diferencias importantes
ni la implementacién ni en el coste computacional.

4.1.2 Discretizaciéon del modelo.

La aproximacién por el método de los elementos finitos [119][48] implica realizar
una subdivisién del cuerpo en subdominios no solapables. Sea Qff = UZ;IQ(()e) una
discretizacién del cuerpo deformable en la configuracién de referencia, en el que n,
es el mimero de elementos y n, el nimero de nodos correspondientes'. Asociado a
esta discretizacion, se define el espacio C* como[100]:

Cch = {(ph eC| ot e[C(@Nm v @Hgw € [P’“(fo’)]} (4.10)

donde P* representa el espacio de polinomios completos de orden k£ > 1. Por defi-
nicién, C" es un subespacio de dimensién finita del espacio de configuraciones espa-
ciales C* C C. Adicionalmente, se define V* C V como el espacio de las funciones
de prueba asociadas al espacio C*:

Vh = {nh eV ntelC(Nm v ntlow € [P’“(Q((f))]} (4.11)
En el instante de tiempo t,41, esta discretizacién conduce a una aproximacion

de la ecuacién de movimiento " € C", la cual se obtiene interpolando el campo de
desplazamientos nodales:

pX O~ HX =D NP (412)

! Por simplicidad en la notacién y salvo mencién expresa, en lo que resta de capftulo se suprimird

la referencia al instante de tiempo ¢,,4;.
[



4.1. FORMULACION DE GALERKIN. 125

donde las funciones NV, son las funciones de forma y fﬁz es la ecuacién de movi-
miento correspondiente a los nodos. Por otro lado, segiin el método de Galerkin, la
aproximacién de los elementos correspondientes al espacio de funciones de prueba
se realiza de forma similar a la ecuacién de movimiento (4.12):

n(X) % 7 (X) =3 Ny(X)a! (4.13)

El gradiente material de las variables ¢" y n" se calcula a partir de las ecuaciones
(4.12) y (4.13) respectivamente, llegando a la expresiones:

GRAD(¢") = ) GRAD(N,)@; (4.14)
p=1

GRAD(n") = ) GRAD(N,)7, (4.15)
p=1

Teniendo en cuenta que la ecuacién de movimiento aproximada " pertenece al
espacio de configuraciones espaciales ¢"€C y que el desplazamiento 1" pertenece
al espacio de funciones de prueba n"€V), la discretizacién de la forma débil de la
ecuacioén (4.5) se obtiene a partir de la ecuacién de movimiento ® (4.12) y del campo
de desplazamientos n" (4.13). En particular, sustituyendo las ecuaciones (4.6), (4.7),
(4.8), (4.9), (4.12), (4.13) y (4.15) en la ecuacién (4.5) se llega la expresién:

np
Gle" ") =) [F"(e") —F(eM)] My =0 i, talque 7| =0
L

Qo
(4.16)
donde F;,"‘ y F;“ representan al vector de fuerzas internas y el vector de fuerzas
externas que actian sobre el nodo p en la configuracién deformada. El término F;"“
se calcula a partir del trabajo virtual de las fuerzas externas (4.6) como:

p=1

Fit(eh) = | NopBd+ [ NEH)ar (4.17)
o™ 8

Sin embargo, al igual que sucedfa para el trabajo virtual de las fuerzas internas

G™, el vector de fuerzas internas Fi** se puede calcular en términos de las variables

materiales o en términos de las variables espaciales. Usando las expresiones (4.7),

(4.9) y (4.15) se obtiene el vector F3* en funcién de las variables espaciales:

Fint(ioh) = /ﬂ (") - VN, dQ (4.18)
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Anélogamente, combinando las ecuaciones (4.8) y (4.15) se obtiene el vector FJ* en
funcién de las variables materiales:

Fint (") = / F(¢") - S(¢") : GRAD(,) 92 (4.19)

Qp

No obstante, las ecuaciones (4.18) y (4.19) no corresponden a la forma espacial y ma-
terial del vector de fuerzas internas. En realidad se trata de dos modos distintos de
calcular el mismo vector. Fisicamente, el vector de fuerzas internas F** representa
la fuerza que las tensiones ejercen sobre unos puntos especificos de la discretizacién
del cuerpo. Concretamente, dado que los desplazamientos admisibles n*€V se defi-
nen en la configuracién deformada, el vector de fuerzas internas F™ representa la
fuerza aplicada sobre los nodos de la configuracién deformada. Se trata, por tanto,
de un vector espacial que puede ser calculado utilizando indistintamente variables
espaciales (4.18) o utilizando variables materiales (4.19).

Adoptando notacién matricial y teniendo en cuenta que la ecuacién (4.16) debe
verificarse para todo n*€V", esta ecuacién se puede reescribir como [100]:

Fres(goh) — Fint(soh) __ Fext((ph) =0 (4'20)

en el que F° representa la fuerza residual o desequilibrada que actia sobre los nodos
de la discretizacién. La ecuacién (4.20) establece que, para que exista equilibrio, la
fuerza externa que actian sobre los nodos debe ser igual a la fuerza que ejercen las
tensiones sobre los nodos.

4.1.3 Modelo de friccion.

Como se aprecia de la ecuacién (4.17), el vector de fuerzas externas Fé% se des-
compone en una parte volumétrica y otra correspondiente a las fuerzas de contacto.
Mientras que el célculo del término volumétrico no entrana ninguna dificultad, el
término correspondiente a las fuerzas de contacto merece algunos comentarios adi-
cionales.

Antes de especificar las fuerzas de contacto conviene precisar el mecanismo por el
que se produce el contacto. El cuerpo deformable estd confinado a una regién cerrada
del espacio denominada cdmara de compactacién. Por otro lado, la geometria y
la evolucién de la cdmara de compactacién depende de los elementos mecénicos
que integran el molde como los punzones, el noyo o la matriz y de sus respectivos
movimientos. Cada uno de estos elementos definen un conjunto M; C RY™ que
representan la regién del espacié ocupada por el i-ésimo elemento del molde en el
instante ¢ € [0, 7] (ver figura 4.1). El molde M se define como la unién de cada uno

de estos elementos M ='G1 M;, mientras que la frontera del conjunto M representa
i
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\
AN NN

7N Mj\

Figura 4.1: Delimitacién de la camara de compactacién y dominio del cuerpo deformable.

a las paredes del molde 0M que delimitan la cdmara de compactacién. Una vez en
este punto, se define la funcién indicador g : R4¥™ — R como [117][102]:

gx) >0 VxeM (4.21a)
g(x) = 0 VxeoM (4.21b)
gx}) < 0 VvVx¢M (4.21c)

La caracteristica principal de esta funcién es que permite determinar si un punto del
espacio x € R4™ pertenece a la cdmara de compactacién (g(x) < 0) o no (g(x) > 0).
De aquf que la cdmara de compactacién M* se defina como:

M = {xeR¥™ | g(x) <0} (4.22)

La regién del espacio ocupada por el cuerpo deformable se caracteriza por estar
recluida en la cdmara de compactacién €2, C M*.

En particular, simular las etapas de transferencia y prensado implica subdividir
el contorno del cuerpo deformable en dos categorias. Por un lado, la porcién de
contorno que estd en contacto con las paredes del molde 9€2|,, C 8 y, por otro,
la porcién de contorno integrada por las particulas de la superficie del cuerpo que
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=>

t=0 t>0
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L‘X

Figura 4.2: Contacto entre una particula de la frontera del cuerpo deformable X € 0§2,
y el contorno rigido en el instante ¢ € [0, T].

no estdn en contacto con las paredes del molde 9|, C 0. A esta iltima se la
denomina superficie libre. En el instante ¢, estas porciones de contorno se definen

comao:

Mlyy = {X €0 | g(p:(X)) =0} (4.23a)
0|, = {X €| g(e(X)) <0} (4.23b)

A partir de estas definiciones se comprueba fécilmente que 0|, N 0|, =0 y
que 08|, U 0|, = €. Como se aprecia en la figura 4.2, un punto del contorno
del cuerpo deformable X € €2y puede pertenecer en un instante al contorno 9|,
y en otro instante pertenecer al contorno 9€|,,, y viceversa. '

La condicién de contorno de la superficie libre corresponde a la condicién de
Neumann 0|, C 0,€2. En concreto, no se ejercen esfuerzos sobre la superficie
libre, lo que implica que el vector de tensiones t se considera nulo. De aquf que para
la superficie libre, el término correspondiente a las fuerzas de contacto estd dado
por:

/ Nt(e")dl =0 : (4.24)
|,

Evidentemente, en este caso no tiene sentido hablar de fuerzas de friccién.
Por otro lado, las paredes del molde OM se consideran rigidas. Por lo que los
puntos del contorno del cuerpo en contacto con la pared 9|, tienen impedido el
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desplazamiento en la direccién normal. En realidad solo tienen impedido uno de los
sentidos, puesto que se impide que dichos puntos penetren en el molde pero se les
permiten que se despeguen, en cuyo caso, la fuerza normal de contacto se considera
nula £y = 0 y por ende, la fuerza de friccién es nula r = 0.

El modelo de friccién se desarrollard para los puntos del contorno en contacto
con las paredes del molde que no intentan despegarse de la pared (X € 9|,
para t € [t1,t2]). Este caso equivale a considerar el problema en que se impide todo
movimiento relativo con respecto a la pared del molde en la direccién normal, es
decir, equivale a considerar la condicién de contacto activa (g(x) = 0).

Siguiendo la metodologia empleada por Cante [15] para la fase de prensado, el
calculo de la fuerza normal se lleva a cabo por imposicién del desplazamiento relativo
entre el contorno y la pared en la direccién normal. Para ello, se realiza la hipétesis
que la fuerza externa normal que actia sobre un nodo del contorno es igual a la
fuerza interna normal que actia sobre dicho nodo. Bajo esta hipétesis, haciendo
uso de las ecuaciones (4.17) y (4.20) y multiplicando por el vector unitario normal
de sentido saliente 1, en el instante ¢ (ver figura 4.2), se llega a la expresién:

Firt(e") = ( / N,t(o") dF)- (") = (F;"t(so") - / NypoB dQ)- 1, (")
80| 0 2

(4.25)

Por otro lado, el desplazamiento en la direccién tangencial es desconocido. En

este caso, la fuerza tangencial se evalda a partir de la fuerza normal haciendo uso

de un modelo de friccién [26]. Una aproximacién posible para el célculo de la fuerza

de friccién sobre el nodo del contorno p se obtiene aplicando el modelo de friccién
dindmica del tipo Northon-Hoff (3.125) a nivel nodal [22]:

24

<F > (4.26)

o~
rel

FE™ = —py(n,) sign(VE') Vg

En este caso, la velocidad relativa evaluada en el nodo p se obtiene ficilmente deri-
vando la ecuacién de movimiento (4.12) respecto al tiempo:

vrel _ a(ﬁl}: (t)

pared Sop,n+1 - Sop,n pared
prn‘*‘l - 8t =~ (4'27)

n+1 Atn+1 n+1
t=tn+1

mientras que la fuerza normal se obtiene directamente de la ecuacién (4.25). Sin
embargo, la dependencia del coeficiente de friccién dindmica p, respecto a la densi-
dad [107] implica que esta deba ser evaluada en los nodos. Puesto que la densidad
se evalia en los puntos de integracién, esta metodologia depende del tipo de inte-
gracién numérica. Con frecuencia, se utiliza la cuadratura de Gauss para integrar
numéricamente [48], por lo que se debe realizar una extrapolacién de la densidad
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desde los puntos de integracién a los nodos. Una opcién posible para solventar este
problema es realizar un suavizado y tomar el valor de la densidad suavizada en el
nodo p. No obstante, la dependencia de la densidad respecto de la ecuacién de
movimiento anade un término adicional a la matriz de rigidez que se hace dificil de
evaluar siguiendo esta metodologia debido a la extrapolacion.

El cdlculo de la fuerza normal utilizando la ecuacién (4.25) conlleva a realizar
una integracién que en general se efectuard numéricamente, lo que significa evaluar
el integrando en los puntos de integracién. Puesto que la densidad se conoce en estos
puntos y a efectos de calcular el producto entre la fuerza de contacto normal y el
coeficiente de friccién, en este trabajo se propone introducir el coeficiente de friccién
en el integrando de la ecuacién (4.25). Evidentemente, esto solo tiene sentido fisico
en el contorno 9€|,,, por lo que su evaluacién tunicamente debe llevarse a cabo
para los nodos del contorno 9€%|,,. De esta forma el producto entre el coeficiente
de friccién y la fuerza normal se puede evaluar directamente en el nodo a través de
la expresién:

Fari(e") = (Fir(e®) = Fpt(e®) ) () (4.28)

en el que el vector ﬁ;',"t se formula a partir de la fuerza interna y f‘;"’ a partir de las
de fuerzas volumétricas. En particular, a partir de la ecuacién (4.18) se obtiene una
expresién del vector Fi,"‘ en términos de las variables espaciales:

Fp(eh) = [ (o) rie) - VN, do (4.20)

De forma anéloga, a partir de la ecuacién (4.19) se obtiene una expresién equivalente
en términos de las variables materiales:

Fp(eh) = [ (@) F(")-S(e"): GRAD(N,) & (430)

Por otro lado, el vector F;"’ se evalia modificando la componente de las fuerzas
volumétricas de la forma:

By = [ Npuan(e) poBa (431)
4]

Usando el modelo de friccién del tipo Northon-Hoff (3.125) y teniendo en cuenta
que el término FC"”‘ contiene a la fuerza normal de contacto multiplicada por el
coeficiente de fr1c01én dindmica, la fuerza de friccién se evalia en el nodo p como:

* _ Teont
<Fy" > (4.32)

cont __ rrely |rrel
F = —sign(Vy) VT,
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Por otro lado, las integrales de la ecuacién (4.28) se evalian de una forma muy
sencilla. Para ello, basta con ponderar en los puntos de integracién el vector de
fuerzas internas F3* y el vector de fuerzas volumétricas F2 por el coeficiente de
friccién. Adicionalmente, esta metodologia tiene la ventaja que no depende del tipo
de integracién numérica empleada, permitiendo obtener una expresién cerrada de la
matriz tangente.

4.2 Formulacién mixta.

En el capitulo 3 se propuso una superficie de fluencia miltiple formada por una su-
perficie de Drucker-Prager y un elipsoide. En particular, en el caso de la superficie
de Drucker-Prager se consideraba un flujo pldstico puramente desviador, mientras
que para el elipsoide se consideraba flujo asociado, el cual conducfa a un flujo pu-
ramente desviador cuando el elipsoide degeneraba en la superficie de Von Mises.
Por otro lado, el hecho que las deformaciones eldsticas se consideren despreciables
frente a las deformaciones pldsticas, hace que el material sea incompresible o casi
incompresible cuando el flujo pléstico es puramente desviador, como se desprende
de la ecuacién (3.47) en el capitulo 3. Esto puede ocasionar problemas numéricos
debidos a la incompresibilidad que presentan ciertos procesos.

Por ejemplo, en muchos casos, el llenado del molde se lleva a cabo durante la fase
de transporte de cdmaras, cuyo objetivo es redistribuir el polvo hasta ocupar toda
la cdmara sin que exista una compactacién significativa. En este caso, la superficie
de Drucker-Prager (con una regla de flujo puramente desviadora) rige el comporta-
miento del polvo lo que puede producir localmente procesos incompresibles. Otro
ejemplo de incompresibilidad causado por una regla flujo puramente desviadora es
cuando el polvo estd totalmente compactado, en cuyo caso el elipsoide ha degenerado
en un cilindro de Von Mises [7].

4.2.1 Formulacién mixta continua.

La incompresibilidad provoca inestabilidades numéricas en la resolucién del proble-
ma por el método de los elementos finitos utilizando la formulacién convencional
de Galerkin, en especial para elementos de bajo orden [48].- Una formulacién equi-
valente se obtiene imponiendo la incompresibilidad de forma débil. Para ello, se
introducen dos nuevas incégnitas: la deformacién volumétrica J y la presién media
de las tensiones de Kirchhoff 7.

En primer lugar, dada la ecuacién de movimiento ¢, se realiza una correccién
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sobre el tensor gradiente de deformaciones F':
- 1
—_ J "dim

F= (7) GRAD(yp) (4.33)

donde J representa al determinante del tensor gradiente de deformaciones sin corre-
gir J = det(GRAD(y)).

La formulacién débil de las ecuaciones (4.1a-c) y (4.2a-c) se pueden obtener a
partir del funcional lagrangiano de tres campos de Hu-Washizu [100][104]:

(e, 9, 7) = /Q {T°(Clp,9), C (9, 9)) + 7 [In(J () — 9]} dQ — Tece(p) (4.34)

donde ¥ es una funcién de las deformaciones volumétricas definida como ¥ = In(J),
T representa a la presién, C y C’ son el tensor derecho de Cauchy-Green y su com-
ponente pldstica obtenidas a partir del tensor gradiente de deformaciones corregido.
Por otro lado, el término Il.,; representa la energfa potencial de las fuerzas externas:

lle) = [ pB-pdot [ Topar (4.35)
0 340

Observacién 4.1 El cilculo de la deformacion volumétrica J se realiza
a través de la variable ¥. La razén de ello es garantizar la condicion
J >0, la cual se satisface de forma automdtica a partir de la definicion
de ¥ sin que esta iltima esté sujeta a ninguna restriccion.

El célculo de las ecuaciones de Euler asociadas al funcional (4.34) conducen a la
formulacién débil:

D I(p,9,mm) = G™(p,9,m,n) — G p,n) =0 Vney (4.36a)
D.Tl(p, 8, 77) = / Fn(J(@) - 9)d2=0 Vgela()  (4.36b)

Qo

Dyll(, 9, 75 v) = / v@(@,0) —7)d2=0 Vuely(Q)  (4.360)

Qo

El término G*** representa el trabajo virtual realizado por las fuerzas externas. Este
término es idéntico al que se defini6 en la ecuacién (4.6) del apartado 4.1.1. Por
otro lado, el término G™ representa el trabajo realizado por las fuerzas internas:

G™ (¢, 8,7, 1) = / 7(p,9,) : V(1) dQ (4.37)
. QO
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donde el tensor de tensiones de Kirchhoff corregido T y la presién 7 se definen
Como:

el P
T = 7wg ' +dev f~2§g—(g_’—g—) F (4.38a)
oC
1 — 0U¢(C,C") —r
p = —tr{F-2———=-F 4.38b
P Ndim r[ oC ( )

En el capitulo 3 se describié como calcular el tensor de tensiones de Kirchhoff a partir
de la energfa libre de Helmhontz. El célculo del tensor de tensiones de Kirchhoff sin
corregir (T =F - 2&:%91—63 -FT) se obtiene de forma similar pero con la diferencia
de utilizar el tensor gradiente de deformaciones corregido (4.33) en lugar de utilizar
el tensor obtenido directamente de la ecuacién de movimiento [100].
Alternativamente, es posible obtener una formulacién equivalente del termino
G™ en funcién de las variables materiales haciendo uso de las ecuaciones (4.9) y
(4.33), y teniendo en cuenta que el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff

S se calcula a través del operador pull-back corregido S = ¢ (F) = Fl.7F"
e 1

G) " F(p,9) -S(p,9,7) : GRAD(n) dQ  (4.39)
en el que aplicando el operador pull-back corregido ¢ (-) en la expresién (4.38a) y
teniendo en cuenta que la presién p es independiente de la configuracidn, se obtienen

las correspondientes expresiones materiales de las ecuaciones (4.38a-b):

G™(p,9,m,m) = /

Q5

e/~ P
S = rc'4pEv [22X(EC) (4.40a)
oC
_ 1 [.09%(C,C")| =
= 9 : C 4.40b
P Ndim [ OC :I ( )

donde el término DEV (S) se calcula como DEV (S) =S — 7C .

Al igual que sucedia con la formulacién de Galerkin, el objetivo es encontrar la
ecuacién de movimiento ¢, € C que satisfaga las ecuaciones (4.36a-c). Del mismo
modo, el problema se puede plantear en funcién de las variables espaciales haciendo
uso de la ecuacién (4.37), o bien, plantearlo en términos de las variables materiales
haciendo uso de la ecuacién (4.39). Sin embargo, al contrario de lo que sucedfa para
la formulacién de Galerkin, existe diferencias considerables entre ambas alternativas,
las cuales se hacen mds notables durante la formulacién de la matriz de rigidez. En
particular, es preferible plantear el problema en términos de variables espaciales
puesto que su implementacién es méds sencilla y reduce el mimero de operaciones a
realizar (y en consecuencia el coste computacional).
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4.2.2 Discretizacion del modelo mixto.

Sea 2} = UZ;lﬂée) una discretizacién del cuerpo deformable en la configuracién
de referencia. A partir de la aproximacién del campo de desplazamientos (4.12),
descrita en la secci6n 4.1.2; se deduce la ecuacién de movimiento sobre un elemento
tipico QO en el instante ¢,,1:

(E)
P(X) = @l (X) ZN X)pk Xeqf (4.41)

Se considera ademds una aproximacién discontinua del campo de deformaciones vo-
lumétricas J y del campo de presiones 7 [100]{106]. Concretamente, la aproximacién
de las variables ¥ y 7 se lleva a cabo en el espacio P* C Ly(£2):

..(e)
Ph={ 0" € Ly() | OF, _Z Ny(X) - & (4.42)

p=1

donde © representa la variable a discretizar, @z( ¢) SON las variables nodales definidas

sobre el elemento Q((f) y N, representa a las funciones de forma descritas sobre el
elemento Q(()e). En principio, las funciones de forma utilizadas en la definicién del
espacio P! difieren de las funciones de forma utilizadas para la aproximacién de
la ecuacién de movimiento ¢”, de aqm que el mimero de nodos definido sobre el
elemento Q( también sea distinto n 76 n(e)

Por otro lado, el espacio P solo serd contlnuo a tramos, siendo discontinuo en
la frontera de los elementos. Esto permite calcular explicitamente la deformacién
volumétrica y la presién en funcién de la ecuacién de movimiento o". Sustituyendo
la ecuacién (4.41) en las ecuaciones (4.36b-c) y teniendo en cuenta que la aproxima-
cién de la variable 19?6) y de la presién 7'('?‘6) son elementos del espacio P", se llega a
las expresiones:

T

Bl = N(X)-Hg - [ NOLUeh)de  (443)

a®

T _ fa— —
W(QO?C), 19(@?6))) = N (X) H(e; ) Q® N(X) p(go?e)ﬂ?((lo?e))) dQ2 (443b)
0
donde H) es una matriz de dimensién ﬁz(f) x 7 definida sobre €l elemento Q(()e)
como:
Hy= |  NX) ® N' (X) dQ (4.44)
of°

»
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Una vez evaluada la expresién (4.43a), la deformacién volumétrica 7?6) se calcula a

partir de la variable 19?6) haciendo uso de la relacién 1922) = ln(j?e)).

Las ecuaciones (4.43a-b) representan una aproximacion de la deforma-
cion volumétrica y de la presion calculada a nivel elemental. FEs decir,
en estas ecuaciones inicamente interviene un solo elemento, lo que pre-
senta importantes ventajas. Por un lado, no se incrementa el niimero de
ecuaciones del sistema, puesto que estas variables pueden ser calculadas
explicitamente a partir de la ecuacién de movimiento ". Por otro, dada
la similitud entre las ecuaciones (4.5) y (4.36a), la resolucién del pro-
blema se puede obtener utilizando el método de Galerkin y modificando
la ecuacion constitutiva.

Teniendo en cuenta la observacién 4.2, la discretizacién de la ecuacién (4.36a)
se lleva a cabo de la misma forma a como se procederfa con el método de Galerkin.
En este caso, la diferencia con la formulacién descrita en el apartado 4.1.2 radica en
la evaluacién del estado tensional, cuyo célculo se describe en el cuadro 4.1.2

Siguiendo la metodologia del apartado 4.1.2, los elementos del espacio de fun-
ciones de prueba V" se representan a través de la ecuacién (4.13). Por tanto, susti-
tuyendo las ecuaciones (4.13) y (4.15) en la ecuacién (4.36a) y teniendo en cuenta
que esta ecuacién se debe verificar para todo elemento del espacio de funciones de
prueba ¥Yn" € V", se llega a la expresién:

FTSS(QDh, ’l9h, ’ﬂ'h) — Fint((ph, ﬁh,ﬂh) _ Fext((Ph’ ,1911, Wh) =0 (445)

El término de fuerzas externas F¢** se defini6 en la ecuacién (4.17), mientras que el
vector correspondiente a las fuerzas internas F*™ se evalta en el nodo p como:

F;’)nt((ph’,&h,ﬂ.h):/n ;F((ph,ﬁh,ﬂ-h).VdiQ (4.46)
0

2Usar el gradiente de deformaciones corregido F en lugar del gradiente de deformaciones sin
corregir F para calcular el tensor de tensiones 7, induce a definir la densidad en el instate £,,+1 como
Pns1 = —22—. Sin embargo, expresar la ecuacién de continuidad de esta forma implica realizar una

n+1
aproximacién de la ley de consevacién de la masa:

—h
J .
m= po dS2% = / (_JZ+1> Pr+1 thn-H ~ / Pn+1 dﬂtn+l
g L T n+1 Q

tni1

No obstante, en virtud de las ecuaciones (4.36b) y (4.43a), esta aproximacién converge hacia la
—h

solucién exacta a medida que se reduce el tamafio del elemento A (esto es }l‘ir% é’;:—ﬂ =1).
— n+1l
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e Campo de deformaciones en el elemento Q(()e) C Q.
(E)
Lp?e) Z NP(Pp
e (Cslculo del tensor gradiente de deformaciones y de la deformacién volumétrica
en Q)
0 .
nf)
~h
(e) = GRAD(‘P(e)) 21 GRAD(N,)é,
p:
Jhy = det (GRAD(QO?G)))
o (Correccién de la deformacién volumétrica y de la presién media en Q(()e).
_.(e)
—h —_—
J(e) = €xp ( 21 N [H ] o fn(()e) N, ln(J(’;))dQ>
p =
_.(e)
Ty = Z N, |H (e)]pq Jap NaP(y 42
donde [H(e)]pq = fﬂge) NN, ds}
e Correccién del gradiente de deformaciones y del tensor derecho de
Cauchy-Green en Q((,e) .
_t
Jry ) ndim
F(, = ( f)> GRAD((,))
—h = —=h
Coy =iy Ty
e Cdlculo del tensor de tensiones en Q(()e) .
— e/_<h = P _ T
'r?e) = ZF?e) . Q‘I’_(ﬂ;e_);:ﬂgl_l . F?e) (ver cuadro 3.1)
9C()
. Correccién del tensor de tensiones en Qée).
ﬁ?e) - tr(‘r?e))
Tl =Tl + (Tl —Ply) 87

Cuadro 4.1: Cslculo del estado tensional para la formulacién mixta.

3
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Formulacién de Galerkin.

e Fuerza en términos de las variables espaciales:
int __
Fp = fﬂo T VN, dQ)
e Fuerza en términos de las variables materiales:
int _ .
F;f‘ = fﬂo F.S: GRAD(NP) dQ)
Formulacién mixta.
e Fuerza en términos de las variables espaciales:
int o
F;," = fﬂo T VN, d}
e TFuerza en términos de las variables materiales:

Fi = fo, (3)™" F-5: GRAD(I,)

Cuadro 4.2: Formulacién de las fuerzas internas.

donde el tensor de tensiones de Kirchhoff corregido T se determina siguiendo el
procedimiento descrito en el cuadro 4.1.

No obstante, al igual que sucedia en el apartado 4.1.2 para la formulacién de
Galerkin, puede obtenerse una expresién equivalente del vector de fuerzas internas
en términos de las variables materiales. Para ello, aplicando el operador push-

forward sobre el tensor de tensiones 7 = ¢,(S) = F - S - F y haciendo uso de las
ecuaciones (4.9) y (4.33), el vector de fuerzas internas F evaluado en el nodo p se

reescribe como:

=\ T B |
<i](—§l) ) F(p", %) - S(", 9", 7*) : GRAD(N,) d

F;,"t(goh, ,19h, 71,h) — / J((Ph)
(4.47)

Qo

En el cuadro 4.2 se hace un resumen de las expresiones desarrolladas para el eva-
luacién de las fuerzas internas. En el caso de usar variables espaciales no se aprecian
diferencias entre la formulacién de Galerkin y la formulacién mixta (salvo en la eva-
luacién del tensor de tensiones). Sin embargo, esto no sucede en el caso de utilizar
variables materiales, por lo que a pesar de no presentar diferencias significativas si
obliga a realizar una distincién entre la formulacién de Galerkin y la formulacién
mixta durante la implementacién del vector de fuerzas internas F*™.

»
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4.2.3 Modelo de fricciéon.

Al igual que se hizo en el apartado 4.1.3, el modelo de friccién se desarrollard para
los puntos del contorno 9€2; en contacto con las paredes del molde OM en el caso en
que ty > 0 (puesto que en cualquier otro caso ty = ¢r = 0). Sobre estos puntos se
impone el desplazamiento del cuerpo en la direccién normal y se acepta la hipé6tesis
que la fuerza normal que ejerce el nodo sobre la pared es igual y de sentido contrario
a la fuerza que ejerce la pared sobre el nodo. De esta hipétesis, haciendo uso de las
expresiones (4.17) y (4.45), se deduce la expresion:

F?@:t(“oh,ﬁh,wh) - (Fi’nt(ﬁoh,ﬁh,ﬁh) —/Q NyppoB dQ) n,(") (4.48)
0

donde 1, es el vector unitario normal de sentido saliente al cuerpo deformable 2.
El cdlculo de la fuerza de tangencial implica multiplicar el coeficiente de friccién
g por la fuerza normal. Sin embargo, dada la dependencia del coeficiente de fric-
cién con la densidad (p(9") = %% = e—)ﬁ%h—)), su evaluacién resulta sencilla en los
puntos de integracién. Por esta razén, continuando con la metodologia seguida en
el apartado 4.1.3, el producto entre la fuerza normal y el coeficiente de friccién se

evalda introduciendo a este ultimo en el integrando de la ecuacién (4.48):
Fari(oh, ot n) = (Firt(eh, 07,7 — 2 (0))- Bpl®)  (449)

donde el vector 17“;"‘ se defini6 en la ecuacién (4.31), mientras que el término co-

rrespondiente a las fuerzas internas f‘g“ se evalia a partir de la ecuacién (4.46)
como:
Fpeh o) = [ @) 7o oh ) - IN,a0 (@50
0
Una expresién equivalente evaluada en términos de las variables materlales se obtiene
a partir de la ecuacién (4.47):

- T(9")\ Tam — _
Bt o', 7)= | o) j((z,]) F(¢",0") - 5(¢", 9", 7"):GRAD(N,) d
’ (4.51)
La fuerza tangencial se obtiene a partir del modelo de friccién dindmica de
Northon-Hoff (3.125). En particular, teniendo en cuenta que el término F™ de-
finido en la ecuacién (4.49) representa la fuerza normal de contacto en el nodo p
multiplicada por el coeficiente de friccién dindmico p,, la fuerza tangencial se evalia
como:

Vret|” < Fegrt > (4.52)

Fcont - — Slgn(vrel)
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donde la velocidad relativa del nodo p se obtiene a partir de la ecuacién (4.27).

Tanto en la formulacién de Galerkin como en la formulacién mixta, la evaluacién
de las fuerzas de contacto estd intimamente relacionada con la evaluacién de las
fuerzas internas. Por esta razén, la dificultad para evaluar, implementar e incluso
linealizar las fuerzas de contacto dependerd obstensiblemente de la dificultad que
entrafie para las fuerzas internas.

4.3 Discretizacion e implementaciéon de la matriz
tangente.

Una vez planteada la ecuacién constitutiva del material se establece la forma débil
de la ecuacién de equilibrio y las condiciones de contorno, llegando a una ecuacién
de la forma:

Gl m) = G™ (@, n) — G pp,m) =0 Y7 €V, (4.53)

El problema se reduce a encontrar la ecuacién de movimiento ¢, € C; que verifique
la ecuacién (4.53). A partir de aqui, se procede a resolver el problema de forma
incremental. Por lo que dado el intervalo de tiempo de interés, se discretiza en

N
subintervalos no solapables [0,T] =J [tn,tn+1]. Adicionalmente, se realiza una dis-

cretizacién espacial del cuerpo defoqrmable, y con ello, se realiza una aproximacién
del espacio C; a un espacio de dimensién finita C! C C;. Suponiendo conocida la
solucién de la ecuacién (4.53) en el instante ¢, de un intervalo tipico [t,, t,41], €l ob-
jetivo es llegar a una solucién aproximada de la ecuacién de movimiento % ; € C*
en el instante ¢,,;. Sin embargo, dada la no linealidad del problema, su resolucién
numérica se lleva a cabo de forma iterativa, lo que implica solucionar reiteradamente
una secuencia de problemas linealizados de la forma [74][8]:

Gleni] ")+ DoGlenil s 00nl)) =0 ynPeVh,  (459)
donde D‘pG(goZJ(:Cl), " Acpﬁikl)) es la derivada de Gateaux del término G(gozfrkl), ")

en la direccién del incremento de los desplazamientos Atpﬁi’? . La derivada de Ga-
teaux de este término se puede expresar como [101][43]:

19}
D G(t®) kAt ®)) = 3—CG(¢ZL’? + ¢ At (4.55)
. -

En los apartados 4.1 y 4.2 se presentaron dos formas distintas de la expresién
(4.53) que en el caso discreto se reescribieron como:

F “”(90’,1“) = Fi”‘(¢2+1) - Fext(ﬁf’za) =0 (4.56)
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y cuya linealizacién conduce a una expresién de la forma [101]:
F™**(oni?) + K(oni?) : 68,80 =0 (4.57)

En este apartado se presentan dos formas distintas de la matriz de rigidez K
correspondientes a la formulacién de Galerkin y a la formulacién mixta.

4.3.1 Linealizacién de la formulacién de Galerkin.

La expresién (4.5) del apartado 4.1 representa la forma débil de la ecuacién de
equilibrio y las condiciones de contorno para la formulacién de Galerkin. Por tanto,
la linealizacién del funcional G(¢", n"*; Ap") en el instante t,,,; se obtiene aplicando
la derivada de Gateaux en la direccién A€V sobre la ecuacién (4.5), esto es:

D,G(o" " Ap") = DoG™ (", 1" Ap") — DG (", 0" ") VteV?
(4.58)
donde el primer término de la derecha D,G™™ (", n"; A") corresponde a la deri-
vada del trabajo virtual realizado por las fuerzas internas, mientras que el segundo
término D, G (", n"; Ap") corresponde a la derivada del trabajo virtual realizado
por las fuerzas externas. '

Linealizacién de las fuerzas internas.

La linealizacién del término correspondiente a las fuerzas internas se obtiene apli-
cando la derivada de Gateaux en la direccién A€V sobre la expresién (4.8):

D,G™ (", " Ap") = -(% / F(¢" + ( Ap")- S(¢" + ( Ap™): GRAD(n") dQ
Qo

¢=0
(4.59)
El desarrollo de esta ecuacién permite descomponer la derivada correspondiente a
las fuerzas internas en dos términos de naturaleza diferente [100]:

D, G (", 0P Aph) = B (", 0", Ap™) + B™ (", ", Ap") (4.60)

donde a B9 se le conoce como el término geométrico y a B™® como el término
material. Ambos estdn definidos en el cuadro 4.3.

Teniendo en cuenta que 17* y A" son elementos del espacio de funciones de
prueba V%, la contribucién de las fuerzas internas a la matriz de rigidez tangente se
obtiene sustituyendo la ecuacién (4.14) en (4.60), llegando a la expresién:

D,G™ (", 1" Ag") = " : DF™(o"; Ag") (4.61)
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El término D, F™(¢"; Ap") corresponde a la derivada del vector de fuerzas internas
F definido en las ecuaciones (4.18) y (4.19), mientras 7" representa el vector de
funciones de prueba correspondientes a los nodos. La derivada del vector de fuerzas
internas se obtiene combinando las ecuaciones (4.13), (4.15), (4.60) y (4.61):

D F™ (¢l Aph) = (K9 (o) + K™ ") : A" (4.62)

donde Ag?;h representa el incremento del campo de desplazamientos nodales en cuya
direccién se realiza la derivacién del vector de fuerzas internas.

A la matriz K9 se la conoce como la matriz de rigidez geométrica mientras
que a K™ se la conoce como matriz de rigidez material. La definicién de ambas
matrices se describe en el cuadro 4.3.

Linealizacién de las fuerzas externas.

La linealizacién del término correspondiente a las fuerzas externas se obtiene apli-
cando la derivada de Gateaux en la direccién Ap"eV" sobre la expresién (4.6). Sin
embargo, el término correspondiente a las fuerzas volumétricas no depende de la
ecuacién de movimiento ", por lo que su derivada es nula. Por tanto, derivar la
ecuacion (4.6) equivale a derivar el término correspondiente a las fuerzas de contacto:

o -
DG (" s Ae") = /a Ee" A" mtdr (4.63)
T W80 C=0

En esta ecuacion solo debe considerarse los puntos del contorno en contacto con
las paredes del molde X € 0€|,,. En particular, solo se considera el caso en que
A" 1l = Aph = 0 (desplazamiento impuesto en la direccién normal), pues en caso
contrario las fuerzas de contacto se consideran nulas en cualquier direccién admisible
ApheVh que verifique A" -7t = Al < 0.

Por otro lado, una vez discretizado el cuerpo deformable €2, y definida la ecuacién
de movimiento (4.12), en el apartado 4.1.3 se describié como evaluar las fuerzas de
contacto a partir del vector de fuerzas internas F™, lo que motiva a evaluar la
ecuacion (4.63) en términos del vector de fuerzas externas Fe*. Sustituyendo las
ecuaciones (4.13) y (4.17) en (4.63), esta dltima se puede poner como:

D‘PGext((ph,’l’]h; Acph) — ﬁh . Derxt(QOh; A(ph) (4.64)

No obstante, su evaluacién solo es necesaria en los nodos del contorno X € 0|,
cuyo desplazamiento estd contenido sobre las paredes del molde A@;{, = 0, puesto
que en los demds casos la contribucién de las fuerzas externas a la matriz de rigidez
se considera nula. Sobre estos nodos, si la discretizacién reprodujese perfectamente
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el contorno del cuerpo deformable?, los vectores normal y tangencial al contorno del
cuerpo deformable coinciden con los vectores normal y tangencial a las paredes del
molde. Estos vectores definen un sistema de coordenadas local (ver figura 4.2) que
por simplicidad se determinara a partir de las paredes del molde.

La derivada del vector de fuerzas externas F¢*¢ se obtiene aplicando la derivada
de Gateaux en la direccién Ag"eV" sobre el vector de fuerzas externas escrito en
coordenadas locales:

D F (" Ap") = D F (" Aph) 8+ D FE™ (0" Ap*) E+
+FY™ Dofi(e"; Ag") + FE™ Dyt(p"; Ap”)  (4.65)

Los dos primeros términos de la derecha corresponden respectivamente a la deri-
vada de la componente normal y tangencial de las fuerzas de contacto. Ambos se
calculan a partir de la derivada del vector de fuerzas internas y del vector de fuerzas
volumétricas. Los dos iltimos términos corresponden a la derivada de los vectores
unitarios normal y tangencial, cuya determinacién depende tnica y exclusivamente
de la curvatura del contorno %, evaluada sobre los puntos ocupados por los nodos*:

D (™A™ = —kt®t- A" (4.66a)
D (" Ap") = ki@t AR (4.66b)

La derivada de la fuerza normal F§™ se obtiene derivando la expresién (4.25),
donde teniendo en cuenta que la derivada del vector de fuerzas volumétricas F** es
nula, se llega a la expresién:

D(ch;Vont((Ph;Acph) — Dchint(Qoh;AQoh) . ﬁ+ (Fint . Fvol) . Dgaﬁ(soh;A‘Ph) (467)

El resultado lo componen dos términos, uno corresponde a la derivada del vector
de fuerzas internas F™ y otro a la derivada del vector normal 1. La evaluacién del
primero se obtiene a partir de la expresién (4.62), la cual fue descrita en el apartado
anterior. Mientras que el segundo se evalia a partir de la ecuacién (4.66a).

Por otro lado, la derivada de la componente tangencial F$™ se obtiene derivando
la expresién (4.32). Sin embargo, se debe tener presente que la derivada del término
ﬁf@”t difiere del correspondiente a la componente normal F$™ por el simple hecho de
incorporar el coeficiente de friccién dindmica en el integrando. En lineas generales,

3Sobre los nodos del contorno se pueden formar irregularidades (esquinas) como consecuencia
de la discretizacién que indeterminan las componentes normal y tangencial al contorno.

4El cédigo informatico desarrollado aproxima la geometria de la cdmara de compactacién me-
diante segmentos rectos. El método de desplazamientos impuestos bajo esta aproximacién hace
que la derivada de los vectores fi y t sean nulos (ya que la curvatura del contorno es nula k = 0).

»
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la derivada de la ecuacién (4.32) conduce a una expresién de la forma’:

D,Fgt = — sagn(Vrel) ""e‘! {(D(pf‘ nt _ Dﬁof‘”"l)- n+ (ﬁ‘é”t - f‘”"l) . D¢ﬁ] _
— V"el a—1 [Dwi}rel . ’E+ {}rel . an/fjl Fﬂﬁvont (468)

donde Ve corresponde a la velocidad respecto las paredes del molde evaluada en
los nodos, mientras que los vectores F™* y F¥! se definieron en las ecuaciones (4.29),
(4.30) y (4.31) respectivamente. El primer término se obtiene de forma similar a
la derivada del vector de fuerzas internas salvo en la derivacién del coeficiente de
friccién dindmica. De hecho, este iltimo es el responsable que la derivada corres-
pondiente a las fuerzas volumétricas no sea nula. Por otro lado, la derivada de los
vectores normal 1 y tangencial t se evaltan facilmente a partir de las ecuaciones

(4.66a-b). Mientras que la derivada de la velocidad relativa en los nodos se aproxima
h

como D, Vrel n 22"
Atn+1

A partir de aqui, aplicando la derivada de Gateaux sobre las ecuaciones (4.18) o
(4.19), (4.29), (4.30), (4.31) y (4.32), y combinando las ecuaciones (4.65), (4.66a-b),
(4.67) y (4.68) se llega a una expresioén de la forma:

DgoFext((Ph; A(ph) = Jcont ((ph) . Aah (469)

donde K™ representa la contribucién de las fuerzas de contacto a la matriz de
rigidez. En el anexo B1 se llevard a cabo una descripcién detallada de la obtencién
de la matriz K, No obstante, el resultado se resume en el cuadro 4.4.

Observacién 4.3 La linealizacion de las fuerzas de contacto solo se lle-
va a cabo en aquellos nodos del contorno X € 08|,, que verifican la
condicion Agon = 0, lo que implica que la ecuacion (4.64) debe verifi-
carse para todo n*€V" tal que ﬁ’]vm = 0. Por esta razdén, no es necesario
evaluar las componentes K ir, v Ky, (ver cuadro 4.4), puesto que
el producto 7" : Koot A{bh es independiente de estas componentes por
ser 7 =0 en estos nodos.

4.3.2 Linealizacién de la formulacién mixta.

El equivalente de la expresién (4.53) para el caso de la formulacién mixta estd dada
por la ecuacién (4.36a) del apartado 4.2. Al igual que en el apartado anterior, la

SPor motivos de claridad se simplifica la notacién de la derivada de Gateaux eliminando el
argumento ("; Aph).

»
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linealizacién del funcional G en el instante ¢,,, se obtiene aplicando la derivada de

Gateaux en la direccion A€ V" sobre la ecuacién (4.36a):

D(PG((Ph, ﬁh’ ﬂ'h, TIh$A‘Ph) — D‘PGint((Ph, ’l9h, 7Th, T]h;A(Ph) _ D‘pGezt(QOh, 19}1, ﬂ_h’ TIh;ASOh)
(4.70)

la cual se debe verificar para todo 7" del espacio V*. Sin embargo, las variables 9"

y 7" dependen de la ecuacién de movimiento (9" = 9*(") y 7 = 7"(")), por lo
que derivar la ecuacién (4.36a) implica derivar también las ecuaciones (4.36b-c).

Linealizacion de las fuerzas internas.

Siguiendo un procedimiento andlogo al del apartado 4.3.1, la linealizacién del térmi-
no correspondiente a las fuerzas internas se obtiene aplicando la derivada de Gateaux
en la direccién Agp"eV* sobre la expresién (4.39):

D‘P Gint((ph, 19", 7rh, nh;AQOh):
1
_9 / _7h—- e F(W" 9") - S(W" 9" 7) : GRAD(n")d)|  (4.71)
aC Ja, \ TH(WH) ! R '

¢=0

donde W" = " 4- ( Ap". Sin embargo, se debe tener en cuenta que ademés de la
ecuacién de movimiento ", las fuerzas internas dependen de la deformacién volu-
métrica T (bien sea directamente o bien a través de la variable ") y de la presién
7", las cuales también dependen de la ecuacién de movimiento ¢" por medio de las
ecuaciones (4.43a-b). Por esta razén, deben derivarse previamente la deformacién
volumétrica J" y la presion .

Teniendo en cuenta la discontinuidad de la variable 9%, la derivada de la defor-
macién volumétrica 7" en el elemento e se obtiene derivando la expresion (4.43a),
llegando al resultado:

Dy J(¢"; Ap™) = J(")div(Ap") ' (4.72)
donde el operador div(-) se define como una media del operador div(-) en el elemento

dlv()j()_N (X)-H, - / N(X) div(-) d (4.73)

De forma similar, dada la discontinuidad de la presién 7", su derivada en el
elemento e se obtiene a partir de la expresién (4.43b): :

__T — -

N =N( N(X) D" (", 9"(¢"); Ag") dO2

Dyr(ih, 9" ("); A [,
0 (4.74)

-1,
X)-Hy, -
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Sin embargo, como se detalla en el anexo B1, esta ecuacién carece de interés propio
durante la obtencién de la matriz de rigidez. En su lugar, en la linealizacién de la
ecuacion (4.36a) es preferible utilizar la igualdad (ver lema B1.3 en el anexo B1):

| Dm0 9" (01); M) divin®) d2 = /ﬂ o DB (", 0" ("); Ag")div(n") d

’ ’ (4.75)
donde el operador div(-) se defini6 en la ecuacién (4.73). La derivada de Gateaux de
la presién p" se obtiene a partir de la derivada del tensor de tensiones sin corregir.
Sin embargo, a pesar que la derivada de este dltimo se describié detalladamente
en el capftulo 3, debe desarrollarse de nuevo en el caso de la formulacién mixta
puesto que ha tenerse en cuenta la correccién realizada sobre el tensor gradiente de
deformaciones (4.33).

En el anexo B1 se realizard un desarrollo detallado de la derivacién del término
G™. En lfneas generales, a partir de las expresiones (4.33), (4.72), (4.73) y (4.75),
el desarrollo de la ecuacién (4.71) conduce a una expresién de la forma:

7
D(pGint((Ph, ﬁh(éph), Wh((Ph)’ 'r)h; Acph) =Z Bk((toh: '29}1, 7rh7 ﬂh> Agoh) (476)
: k=1

donde los siete términos B; se resumen en el cuadro 4.5.

Observacién 4.4 Los dos primeros términos que componen la derivada
de G corresponden al término geométrico B9 y al término material
B™ definidos para la formulacion de Galerkin. De hecho, tienen exac-
tamente la misma forma si se escriben en funcidn de las variables espa-
ciales. Los restantes dependen bien del factor (div(-)— div(-)) o bien del
factor (f)h— wh), por lo que estos términos tienden a anularse a medida
que el tamario del elemento en la malla se reduce (}lgr%) B, =0).

Observacién 4.5 FEl cdlculo del tensor elastopldstico tangente consis-
tente € se realiza utilizando el tensor de tensiones sin corregir ¢ = %‘;’.
La correccion de la presion se tiene en cuenta posteriormente en la ma-

triz de rigidez.

Al igual que para la formulacién de Galerkin, la contribucién de las fuerzas
internas a la matriz de rigidez tangente se obtiene sustituyendo la ecuacién (4.14)
en (4.76), reescribiendo a esta dltima como:

DG (", 97 ("), 1 ("), 0" At) = [ : DF™ (oh, 9" ("), 7" (") A‘fzh) |
477
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El término D, Fit(", 9" 7*; Ap") corresponde a la derivada del vector de fuerzas
internas F™* definido en las ecuaciones (4.46) y (4.47). Este término se obtiene
aplicando la derivada de Gateaux en la direccién Ap"cV" sobre la ecuacién (4.47):

7
D F™ (", 9" ("), m"("); ") =3 (", 0", 7") : AG" (478)
k=1

En la practica, las matrices K se obtienen sustituyendo las ecuaciones (4.14) y
(4.15) en (4.76). La definicién de estas matrices se resume en €l cuadro 4.6.

Observacién 4.6 Una inspeccion rdapida de los cuadros 4.2, 4.8, 4.5 y
4.6 muestra que es preferible formular el problema en términos de las
variables espaciales. Motivo de ello es que el vector de fuerzas internas
y la matriz de rigidez se expresan de una forma mds sencilla, lo que
facilita la implementacion y reduce el coste computacional al realizar un
menor nimero de operaciones. Estas ventajas se acentian en el caso de
la formulacion mizta. Ademds, el vector de fuerzas internas, la matriz de
rigidez geométrica y la matriz de rigidez material tienen la misma forma
en la formulacion de Galerkin y en la formulacién mizta, cosa que no
sucede st el problema se formula en términos de las variables materiales.

Linealizacion de las fuerzas externas.

Siguiendo un procedimiento completamente andlogo al descrito en el apartado 4.3.1
para la formulacién de Galerkin, la linealizacién del término correspondiente a las
fuerzas externas se reduce a evaluar las expresiones (4.64) y (4.65) en los nodos
del contorno X € 0S| ,, cuyo desplazamiento estd contenido sobre las paredes del
molde APy, = 0. La diferencia con la formulacién de Galerkin surge en la evaluacién
de las ecuaciones (4.67) y (4.68), las cuales en el caso de la formulacién mixta se
desarrollan a partir de las expresiones (4.31), (4.48), (4.49) y (4.51). -

Un desarrollo detallado de la expresién (4.65) se realizard en el anexo Bl. En
lineas generales, derivando las expresiones (4.48) y (4.49) y combinando el resultado
con las ecuaciones (4.66a-b), (4.67), (4.68), (4.72) y (4.74), la derivada de las fuerzas
externas se puede escribir de la forma:

D F (" Ap") = K™ (o) : 07" (4.79)

en el que K representa la contribucién de las fuerzas de contacto a la matriz de
rigidez y cuya composicién se describe en los cuadros 4.7 y 4.8.9

6La observacién 4.3 también es vélida para la formulacién mixta.
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DV,G"”*(goh,nh; Agah) ? Bgeo (Sohanh>A(Ph) + Bmat (Soh,ﬂh,A(Ph)

Linealizacién en términos de variables espaciales:

B9 = [o. V(") : V(Ap) - TdQ
Bmet = [o V(") : cP: V(Ap") dQ

Linealizacién en términos de variables materiales:

B = [, GRAD(n") : GRAD(A") - S dQ2
B™ = [, GRAD(n") : F - E : FT - GRAD(Ap") dQ2

D({,Fim(cph;Agoh) — (ngo(goh) + Kmat(cph)) . A(ph

Linealizacién en términos de variables espaciales:

geo ONp, 6N
zmlp fag dax %% e Tk dQ2

Kmat cP ONp
1mlp fﬂo Ox; z]kl %y df2

Linealizacién en términos de variables materiales:

geo IONm 6N
1mlp fno idPx; 8X; 0Xy % Sk A

mat ONm —ep ONp
Kimlp fn ax Fzgn_ar]skFls dQ

Cuadro 4.3: Linealizacién de las fuerzas internas para la formulacién de Galerkin.
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. Kitth, K\ (0 K, 80 809 KT A0
LOC(myp) — Kot Kt - falm) . Keont . Tm)  {lm) ., Keont ., {(m)
b p (m)(p) (m)(®)
K, = —sign(\?’”e‘) l{\/’”e’ aﬁ(m)  Mm)(p) - 80—
— Omp At - Vrel “ F* -|—k;<F* —Slgn(V’"e‘) V'rel F}m)jl

K, = mgn(V’”el) V”e‘ n(”‘)-M(m)(p)-ﬁ(m)
Kz, = (Ke>()+K(m>( )) ™ — Kby [~ sign(Vgel) Vet |° By, + ]
Kby = 8- (K{55 ) + K7k - 50

. Terminos en funcién de las variables espaciales:

= fo, 7 VNmd = [ N ppB dS
= Ja, HaT * VN#dQ = [ Nin g poB d2
M=ng+Kmat+Kfm
Ko = fa udai;%%%%m Fig)
Kmat ep 9Np

ONy,
Koty = fn Ma “5x; Cijit ax df2

ric d, ON,
K7t = = fop 1% (T2 = pgBiNm) 2 d2

imlp =

e Términos en funcién de las variables materiales:

F:, =fn F-S-GRAD(Ny,) dQ — fr, N poB d2

= Juo, #aF S - GRAD(Nya) d2 — [y Nyw f14 poB d92
M = Koeo + Kmat 4 K/ric
i, = Jop ta 6a35m 552 S5 dS2

Kmat fno :u'd 6N F —ep kFls 6N dQ

imlp — ire=rjs

ric F- ON,
K{mlp =- fno Uk dn (FZJSJ’C ox — PoBilVm ) rllﬁf a

Cuadro 4.4: Linealizacién de las fuerzas externas F¢* para la formulacién de Galerkin
(representacion en coordenddas locales).
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7
D, G (", 0" ("), ™ ("), 0" Apt) =3 Bi(", 0", 7" 0", Agh)

Lmeahzacmn en términos de las variables espaciales
= Jo, V(") : V(Ap") - 7 dQ
Ja, V(nh) : TP . V(Acph) dQ
By = [ (@AY - dif A@h) ¥ (n*) + (@) ~ div(n®)) V (agH)] : 7
Jao (@) — div(n®)) (WM) —diAp) (Fg:TP g + 22 )0
fno Tidim (div(n™) -

+ fno

div(n")) g : €7 : V(A")dQ+
@A) - div(Agh) V() : T : g

Ndim

Jog 22 (B — ) (@V(n") — div(n")) div(Apk)d+
+ fno nim (ﬁh - 7(") (div(Ago”) — div(Ap" )) div(n*)dQ
Ja, @ — ) (V(Ag") + VI (Aph)) :V ()d02

Linealizacién en términos de las variables materiales:

*fno (;h)"‘““‘ GRAD(n") : GRAD(Ag") - SdQ
= Ja, (~ )"“’GRAD( ":F.E7:F GRAD(/_\.cp*“)dQ
Zf"oTwE(DIV(AGOh)“DIV )(Zz) T F .S : GRAD(n")d2+
+fno ~2 (DIV(n*) - DIV(n")) (Zﬁ) maim T
= [o,(DIV(n*) — DIV(n")) (DIV(A¢

=€
ot

. GRAD(Ap")d)

")-D
= Jn 7= (BTV (") - DIV(?) ()™
+ Joy 7= (DIV(A@*) — DIV(Ag?) (?’—h) ai
Bs = [o, :2 (9" — ) (DIV(1") - DIV(1")) DIV(Agh)dQ+

+ fq, 72 (7" — 7*) (DIV(Ap") — DIV(Aph)) DIV(n")d2
Br = [o,2(0" - z,—rh)(},’;)ﬁ F -G SIM(F"- GRAD(AQ")

.C~": GRAD(np")dQ
donde SIM(F GRAD(Ago")) =1 (FT- GRAD(Ag") + GRADT(Agh) )

V(A ))(-3;6 =7 c+ﬁ)dg
C‘ =7

F' - GRAD(Ap")dQ+
“’F GRAD(Ag"): E7: CdQ

Cuadro 4.5: Linealizacién del trabajo virtual realizado por las fuerzas internas G** para
la formulacién mixta.
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DL F (o, 0P(h), 7 M) = Kl 0,7
. Linealizacién en términos de las variables espaciales:
zmlp fno zlaajxv ?TIIE Tkj dS)
2limip = Jog aazij Zivk iy A \
Sty = Joo 7 | (5 = 5) o7 + (i = Bim ) G2 7] a2
imip = fno -7731; (_af —a—&fl) ('?z;_xvf %;’1) g:TP: g +2naimP") dQ
8limip = fng 'nd_l,,,‘, ( e %Z’fl) %’f ab Copj + (%7 - %f) %I—Zm‘ Oab C,Jab] aq
'Lmlp fno sz}' (ﬁh o ”h) (%Aif? - 'aa%’c?) %% + ?9?:, %vf) ax; ] df2
Kl = Joo (0 = 7%) (5225t b0 + 288 ) a0
e Linealizacién en términos de las variables méteriales:
ity = Joy (35) ™" 6% 572 83040
Kl = Ja, (3—2) " e S i Frs g2 A9
[K3]imlp fno Tdim (3—:) ndlm (Dlpaagv( F ik + Dzm%%Flk) _S—kj ds
Kalimip = Ja, Fgl,—ﬁlm Dip (C: 87 : T+ 2naimp") d2
7\ Tam (B Ny =P = =
Kslimip = Jao 7o ('f—h) o (Dimyffcab:«abch e + Dip P F; m"“abchCd) ds2
oty = o, 22 (7" — ) (g;:.) (B T + Dy )
Khimip = Joy @ =) ()" =S Now (Fude + i3 ) T i a2
donde D;,, = ((z—:) Tdim le%l—;g) - (3—:) "am le%%
Oy, = = N(X) - HE} - fouo N(X)() d2

Cuadro 4.6: Linealizacién del vector de fuerzas internas F*t para la formulacién mixta.
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=cont —cont ( ). Scont ( ) ( ). =cont ~(m)
—cont KTmTp KTmNp e K S £ K(m)(P) n
LOCm)(p) = —cont ==cont = (m) chmt (m) =(m) K—cont =(m)
NmTp KNmNP (m)(p) n : (m)(p) ‘n
—_— o~ ~~ « D o~
K;f:;wp sign(Vre’) lvrel ﬁ(m) . M(m)(p) : t(m)—
a—1 —~ —~ o o~
—5' [At -~ V’"ex  Fro + k(F}‘Vm — sign(Vig) | Ve F}m)]
— o~ ~~ « —
Ry = — sign(Ve) |Vt | 80 Mgy ) - B
Tecont 7 Ve T * *
Kooz, = A0 (E R ) € = by [sign(V5e!) [Vt B, + P, |
—cont LIPS —~
KN Np = n(m) . <z=: Kk(m)(p)) . n(m)
donde
= fn - VN, d2 — fﬂ 'm PoB dQ2
Fro = Joo #aT - VN&dQ — [ Nin ity poB d
_ 7 —
M= K, +K™
k=l
> _ N, ON,
_Kl. imlp o fno Ha 6il§?§57-jk df}
PR AN,
_K2. imip fno Ha "oy ax fgpksz ds2
[t ] N, ONp\ 8N, = ~ ONm N\ ONp —
Ks| = Joymum [ﬂd (5 - Ef) o Tig T (#d‘za—x? - Mdm?) B sz] df
L Jdimlp
1 = N ONp \ (ONg _ BN, en s
_K‘{ imip fno nZ (/J'd o Mdox; )‘ e g;f)(g 1P g +2ngim D) d€2
R — ' YONp & = 9N, ON,\s _
_K5. imlp fﬂo Taim [(“ O — kg 66Nx, ) ox; Sab Copy; + #d(gf" gf)—gm Sab cffab} dQ
PA _ —h AN, N,  ON,\ 6N
Ko, = Joymam (0" = [(ﬂd il ) B T Ha (s;f T?x'"e) 79;‘] df2
17 — N, IN,
-K7] imip = fﬂo Ha (ph -— 7Th) (_E_E__m 6 -+ ._B%Iim.) dQ
fmc dug (= ONp ON,
zmlp——fﬂondli} (TUBIZ pOBN)gx_fdQ
( (e) N (X) H(e) fg(e> N X)( ) dQ

Cuadro 4.7: Linealizacién de las fuerzas externas F¢% para la formulacién mixta, (repre-
sentacién en coordenadas locales utilizando variables espaciales).
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=R\ e
Fro = Jo, (3) " F-8- GRAD(N,) d2 = fo, N poB
1

=h\ T —
= Jo, Ha (z_) * F-§- GRAD(N,n) dQ — [, Nin 24 B dO

Jh
B .~ =fric \
M= K,+K :
k=1
7 7dim aN BN
2
[KZ imlp — fQO iud (Jh Tdim aN F'Lr\—-'r]skF[s 8N dQ
1
-zh

0X;
[K3}imlp fﬂo Tdim (5};) im (Md_D_lp%%?Fik + fjim ?)I_)ZJE_FUC) §kj dQ

L~

El

;'
\_/

[K‘dimlp = fﬂo ;31:;6"72 —ﬁgp (-C- : ‘gep : 6 +2 'n/djm]—Dh) d§2
h\ n 1 pr—— —

Kslimip = Joo 7m ('j_h) o ( _)I%JEC abch te + HaDip G ox, i WHZB)chcd> df
— F\ ™ im ~ 3

[KG]imlp = Ja, %; (ph - 7rh) ('57) z (D"n 6g Fsl + HaDip G X F,; ) df2

-zh

Kel iy = Jog b (7 = 1) (3) ™ T (Pl + Fiolle) Tof 2m a0

r J Tdim mh Tdim -1
{mzz;__fnoﬁ dn ((.}'h) ‘ Fnszkax — PoBilNm ) ((Jh) ’ Frl §§>dﬂ

1
—_— A\ 7 ——1 =h\ 7 -1
. J dim aN, J dim BN
donde D, = ((—EJ ) F,.; —maxr> — (——J,,) F, Yo

1
~ =h\ o el Fh\ n -1
— J dim 6Nm J dlm aN
Dim = <Nd (.ﬂf) F.; axr> — K4 (Jﬁ) Frz X

Cuadro 4.8: Linealizacién de las fuerzas externas Fe% para la formulacién mixta (des-
cripcién en coordenadas locales utilizando variables materiales).
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