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5.3. El método de Newton

El propésito de este apartado es presentar brevemente las caracteristicas esenciales
del bien conocido método de Newton para la resolucién de sistemas de ecuaciones
no lineales. Para ello se introducirdn algunos conceptos que seran de utilidad en

apartados posteriores.

Recordemos que el problema a resolver consiste en determinar un vector x*
que cumple g(x*)=0. Dado que es imposible encontrar una solucion exacta de este
problema, la estrategia general a seguir podria ser la siguiente:

1.  Encontrar un modelo para la funcién no lineal a resolver, m(x).
Este modelo debe ser tal que aproxime de la mejor forma posible
el comportamiento de g(x) y, simultineamente, permita obtener la
solucion de m(x) =0 de forma sencilla.

2.  Encontrar la solucién del problema m(x)=0.

3. Dado que la funcién g no es exactamente igual que el modelo m,
la solucién obtenida en el paso anterior no serd la solucién del
problema original, sino linicamente una aproximacién a ella. Por
tanto, es necesario iterar el proceso.

No es dificil imaginar que es posible construir un sinnimero de algoritmos
basados en esta idea general, cuya tnica diferencia estribard en el tipo de modelo
que se utiliza en cada ocasion. Asi, antes de abordar la solucién de un.determinado
problema, sera conveniente buscar modelos que aproximen de forma satisfactoria el
comportamiento de la funcién no lineal.

Como es conocido, una funcién de una variable puede ser aproximada por
una recta en la vecindad de un punto. Asimismo, una funcién vectorial de n
variables puede aproximarse, en la vecindad de un punto x,, por un hiperplano.
Por tanto, un modelo sencillo de una funcién no lineal arbitraria, en la vecindad
del punto actual, x_, viene dado por

m(x)=m(x+s)=g(x J+J(x )s (5.5)

donde J(x) es la matriz del jacobiano evaluada en x_. La solucién del problema
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m(x)=m(x_+s)=0

es sencilla, ya que se trata de un sistema de ecuaciones lineales. En efecto, la

solucidn se obtiene resolviendo
IxJsy=-8(x) (5.6)
para el vector sy.

En esta situacidn, cabe pensar que una estimacion mejor de la solucién del
problema original, vendra dada por

X, =X tSy : 5.7

La repetida aplicacién de las ecuaciones (5.6) y (5.7) da lugar a lo que se conoce
como método o iteracién de Newton para la resolucion de sistemas de ecuaciones
no lineales, denomindndose habitualmente paso de Newton al vector sy,

Bajo ciertas condiciones de continuidad de g(x) y de J(x), puede demostrarse
[54] que la secuencia de vectores generada por el método de Newton converge
cuadriticamente hacia x* si el proceso se inicia en una vecindad de x*. Esto
significa que se verifica

(Xt = x4 < 7, Jx = x*', E=0,1,...
donde ¥, es una constante positiva menor que la unidad.

Asi, el principal atractivo del método de Newton reside en la velocidad de
convergencia que se obtiene en el caso de que la estimacién inicial sea lo
suficientemente buena y el jacobiano no sea singular en x*. Notese, ademds, que
en el caso de que la funcién g(x) sea lineal el método de Newton proporciona la
solucién en una sola iteracion.

No obstante, en numerosas situaciones la iteracion de Newton no converge.
Ello es asi en aquellos problemas en los que no es facil determinar una estimacion
inicial que pertenezca a la vecindad convergente de la iteracién. Asi, es frecuente
observar que los pasos de Newton sy conducen incluso a puntos peores, es decir, a
puntos en los que la funcién de coste asociada es mayor.
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Otro argumento que frecuentemente dificulta e incluso desaconseja el uso del
método de Newton es la necesidad de calcular el jacobiano J(x,) en cada iteracion.
En efecto, el calculo del jacobiano puede requerir, en algunos problemas, un coste
de célculo tan elevado que dificilmente es compensado por la mejora que introduce
la convergencia cuadratica (en caso de que ésta se produzca). Sin embargo, para el
problema que nos ocupa, se ha descrito un procedimiento extraordinariamente
eficaz para el cédlculo del jacobiano, de forma que esta dificultad resulta
irrelevante.

Finalmente, queda por destacar un aspecto que podria pasar desapercibido en
una primera evaluacion del método de Newton. Nétese que, en cada iteracion, es
necesario resolver el sistema de ecuaciones (5.6). ;Qué ocurre si el jacobiano es
singular o estd mal condicionado? En esta situacion, no es inmediato encontrar el
paso de Newton y, en consecuencia, es necesario redefinir adecuadamente el
problema a resolver. Como se detallara mas adelante, esto se realiza modificando
de forma inteligente el jacobiano del sistema de ecuaciones.

A modo de resumen, cabe destacar que el método de Newton desarrolia una
enorme eficacia siempre y cuando sea posible iniciar el proceso iterativo en un
punto suficientemente cercano a la verdadera solucion del problema. Conviene
notar que la nocién de cercania puede ser muy distinta en situaciones distintas,
siendo posible que, para ciertos problemas, el método de Newton converja
siempre. Por contra, se dan situaciones en las que es virtualmente imposible
determinar a priori un punto que reina las caracteristicas requeridas. En
consecuencia, es necesario desarrollar algoritmos que no adolezcan de esta elevada
sensibilidad a la estimacién inicial. Simultineamente, seria deseable -solventar el
problema que puede suponer la singularidad o el mal condicionamiento del
jacobiano en alglin momento del proceso iterativo. En el siguiente apartado se
desarrollan estas ideas y se describen los algoritmos resultantes, que han sido
implementados para resolver el problema del andlisis y la optimizacién de circuitos
no lineales.
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5.4. Modificaciones globalmente convergentes sobre el
método de Newton

Como reza el titulo de este apartado, el objetivo que se persigue en este momento
es el disefio de algoritmos globalmente convergentes, entendiendo como tales
aquellos que llegan a una solucién del problema g(x)=0 partiendo de casi
cualquier estimacién inicial. Es necesario sefialar que el problema asociado de
optimizacién global ha sido objeto de comparativamente pocos estudios, con
resultados que distan mucho de ser satisfactorios. En efecto, s6lo recientemente se
han presentado algoritmos, que no vienen descritos por iteraciones deterministas,
sino que incluyen términos estocasticos, que encuentran el minimo global de una
funcién con probabilidad igual a la unidad.

Definido el concepto de globalmente convergentes queda por justificar que
nuestro objetivo sea modificar el método de Newton. Para ello conviene recordar
que el método de Newton presenta excelentes caracteristicas, aunque Unicamente en
las proximidades de la solucién. Por tanto, resulta sensato exigir que los algoritmos
globalmente convergentes deriven hacia el método de Newton a medida que la
iteracion se acerca a la zona en la que éste converge cuadraticamente.

-

5.4.1. Métodos de busqueda en la direccion de Newton

Uno de los principales problemas que aparecen con el uso de la iteracién de
Newton, descrita por las expresiones (5.6) y (5.7), es la posibilidad de que el
nuevo vector encontrado x, resulte peor que el actual x,, en el sentido de que la
funcién de coste asociada a nuestro problema sea mayor. Como es facilmente
comprensible, ello es debido a que el modelo elegido no aproxima suficientemente
bien a la funcién g(x) en el intervalo considerado.

En el caso de que se detecte esta situacion, una posible estrategia consistiria
en partir de una direccion en la que la funcién de coste asociada decrezca para
determinar, a continuacion, la longitud del paso a efectuar en esa direccién. Asi, se
plantea, en primer lugar, la determinacion de direcciones descendentes.
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Direcciones descendentes .

Dada una funcién escalar de variable vectorial g(x), se puede asegurar que la
direccion dada por el vector unitario p es descendente a partir de x, si y solo si

Ve(x )Tp<0. (5.8)

Si se cumple (5.8), entonces se verifica que g(x,+d3p)<g(x) para un valor 6
positivo y suficientemente pequefio. Asimismo, es posible determinar cual es el
vector unitario p que apunta hacia la direccion en la que g decrece més
ripidamente. La soluci6n a este problema haciendo uso de la norma [/, viene dada
por

Vg(x)
[Vel

p=-

Por tanto, la direccién dada por el gradiente cambiado de signo es la direccioén de
mdxima pendiente.

Ahora estd claro que, para determinar direcciones descendentes para el
problema que nos ocupa, serd necesario calcular el gradiente de la funcién de coste
(5.3), resultando

N

Ve(x) =S Y g () =97 (x)g(x)

Como consecuencia, la direccion de maxima pendiente para el problema (5.1) con
la funcién de coste (5.3) viene dada por -JT(x)g(x). Asimismo, es- interesante
comprobar que la direccién de Newton dada por (5.6) es siempre una direccién
descendente. En efecto

Va(x)sy =-g" (x )I(x )T (x)g(x,) =-g" (x.)g(x.) <0 (5.9)
siempre y cuando no se esté en la solucion, es decir g(x )=0.

Asimismo, es inmediato comprobar que el paso de Newton (5.6) conduce al
minimo de la funcién cuadratica definida a partir del modelo (5.5), por la
expresion
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my(x, +s)=m"(x +s)m(x, +s)

. _
= 387 (xJe(x )+ (xJg(x.)) s +35" (I (x )T (x))s (5.10)
funcion que sera utilizada posteriormente para modelar el comportamiento de g(x).

Conviene destacar que el modelo (5.10) no coincide con el modelo cuadritico
que se obtendria reteniendo los términos de orden dos del desarrollo de Taylor de
g(x), ya que, en general

Vig(x,)# I (x)I(x,)

Por tanto, el especial atractivo del modelo de la funcién de coste asi construido no
estd tanto en el grado de la aproximacion obtendida como en que los pasos de
Newton del problema original g(x)=0 coinciden con los pasos que conducen al
minimo de (5.10).

Notese, por otro lado, que el hecho de que la direccion determinada por sy
sea descendente no significa necesariamente que g(x.t+sy)<g(x) ya que la
expresion (5.9) refleja una propiedad local de la funcién, que Gnicamente garantiza
que un paso infinitesimal en la direccion sy serd descendente.

Una vez se ha comprobado que la direccion de Newton es descendente, el

problema que ahora se plantea consiste en determinar cudl es la longitud dptima a
recorrer en esta direccion. Como ya se ha mencionado, el paso completo puede ser
insatisfactorio al aumentar la funcién coste mientras que tomar pasos
excesivamente cortos conlleva, en el mejor de los casos, un nimero de iteraciones
desorbitado. ‘

En consecuencia, resulta intuitivo exigir que g(x,,,) <g(x,) mas esta
condicion, repetida en cada iteracién, no garantiza que la secuencia obtenida
converja, ni que, en caso de converger, lo haga hacia el minimo de la funcion g.

Para garantizar la convergencia hacia el minimo de la funcién, es necesario exigir,
en cada iteracion, una reduccion del valor de la funcién proporcional a la pendiente
inicial de la misma [20].

Esta exigencia puede expresarse como
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glx, +ﬂs;)—g(xc) <alVe(x)sy) 5.11)

para un valor de o perteneciente al intervalo (0,1), siendo posible elegir cualquier
valor de A que cumpla esta ecuacion.

Con el mismo objetivo, resulta, asimismo, necesario exigir que la longitud de
los pasos sea suficientemente grande como para garantizar que, en el nuevo punto,
la funcién decrezca menos rapidamente de lo que decrece en el punto actual. Asi
serdn aceptables aquellos puntos definidos por un A que cumple la relacién

Valx, +2s,) sy 2 B(Ve(x.)sx) (5.12)

Nétese que el término de la derecha de la desigualdad corresponde a la derivada
direccional en el punto actual y, por tanto, es negativo. Ademds, si B estd
comprendida en el intervalo (ct,1) entonces es posible encontrar un valor de A que
cumpla simultineamente las condiciones (5.11) y (5.12).

Las restricciones (5.11) y (5.12) son de excepcional importancia practica. En
efecto, puede demostrarse [20] que un algoritmo que genera una secuencia de
vectores x, de forma que en cada iteracién se elige una direccion descendente y
ademas se cumplen las condiciones (5.11) y (5.12), entonces este algoritmo es
globalmente convergente® .

Con esta informacion, estamos en condiciones de escribir un algoritmo
globalmente convergente basado tinicamente en explorar la funcion a lo largo de la
direccién dada por el paso Newton. Dado que éste ird cambiando en cada iteracién,
resultard mas adecuado definir

P = (S0 =-J 1 (08 (%)

Con esta notacion, el algoritmo seria de la forma

* En sentido estricto, las condiciones enunciadas tinicamente implican la convergencencia global
hacia g=-0 0 hacia Vg=0 {18]. No obstante, en un sentido menos riguroso, de hecho, implican la
convergencia hacia el minimo global de g.
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Inicializar o y las cotas [ y u, con0<I<u<l

Ml

mientras  g(x, +Ap,) - g(x,) > A{AVg(x,)"p,)  hacer
A=pA, conl<p<u

X1 =X A Py

En la préctica, el valor de o se escoge pequefio, del orden de 10+ de forma que, en
realidad, se exige poco més que un decrecimiento de la funcién. Nétese, ademas,
que la existencia de una cota inferior /, ya previene de tomar pasos excesivamente
pequefios, haciendo innecesario comprobar la condicion (5.12) explicitamente. En
esta situacidn, la dnica cuestion que queda pendiente es determinar los criterios con
los que modificar el valor de A,.

Para estudiar este problema, definiremos, por comodidad, la funci6on
o(A)=g(x, +Apy).

Inicialmente se dispone del valor de ¢(0) y de ¢'(0). Tras calcular g(x,+p,) se
dispone, asimismo de ¢(1). Con esta informacién, es posible construir un modelo
cuadratico de @(A), definido por

my (M) =[0(1)-0(0)-¢'(OJA? + ¢'(O)A + ¢(0)

y cuyo minimo se produce en

A = —¢'(O)
*2[p(1) - ¢(0)- ¢'(0)]

Dado que ¢(1)>¢(0), se tiene que A, <0.5, de forma que se establece,
implicitamente, una cota superior #=0.5. Por otro lado, si ¢(1) es mucho mayor
que ¢(0), entonces A, podria hacerse demasiado pequefia. Por esta razon, es util
imponer un limite inferior /=0.1 en el algoritmo descrito.

Supdngase que el nuevo valor de A, aiin no satisface (5.11). Aunque seria
posible repetir el mismo desarrollo, hacerlo significaria, de hecho, desaprovechar
la informacién adicional @(A,) de que se dispone. En efecto, con cuatro datos, es
posible encontrar un polinomio de orden tres, cuyo minimo nos servird para
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obtener la nueva estimacion de A, . La cibica que interpola los datos ¢(0), ¢'(0), ¢
(M) y 9(A, ;) viene dada por la expresion

ms(A) =ar3+bA2+¢' (0)A+o(0)

con

H_ 1 A2 Al [ @A)~ 9(0)—- @' (0)A, }
b Ag+he -2 AZ A2 [Lo(hy) - 0(0)- @' (0)A,

®-1 ® -1

El minimo de la ciibica viene dado por la expresién |

2 = —b +4/b* —3ag'(0)

* 3a

Al hacer uso de este valor, es conveniente fijar la ‘E:ota superior #=0.5. La cota
inferior se mantiene, como antes, en /[=0.1 a fin ée evitar pasos excesivamente
pequefios, provocados, muy probablemente, por un modelo excesivamente
simplificado de la funcion.

En aquellas situaciones en las que no es costoso obtener el valor de la
derivada de la funcién de coste (el caso que nos ocupa es uno de ellos), es posible
modelar la funcién mediante una ciibica ya desde el primer momento, haciendo uso
de los 4 datos ¢(0), ¢'(0), o(A) y ¢(A,), obteniéndose [16]

_, 1-(¢()+w-2)
Yo 2w+ (M) - ¢'(0)

con

,_ Ae@-p(,)
A

K

+¢'(A,)+¢'(0)

w =1z - ¢'(0)¢'(A,)

donde la forma especial de las ecuaciones se ha elegido para minimizar los efectos
de la sustraccion de cantidades similares.
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Independientemente de la estrategia de interpolacion utilizada, la
implementacion final de un algoritmo basado en seguir la direccion de Newton
requiere atin de algunas modificaciones conducentes a evitar problemas que pueden
surgir en la prictica. Asi, si la longitud del paso A,p, es inferior a una cierta cota,
es conveniente abandonar la bisqueda en dicha direccion. Este criterio es qtil
cuando en ocasiones, debido a problemas numéricos, la direccién p, no es
descendente. También es 1til limitar la longitud médxima del primer paso, p, con
el fin de no abandonar la zona de interés —situacion que puede darse en caso de
que el jacobiano sea casi singular.

La implementacion de estas ideas conduce a un algoritmo globalmente
convergente —en el sentido descrito al comienzo de este apartado— de gran
eficacia. Notese que, en aquellos casos en los que el método de Newton daria
buenos resultados, el algoritmo descrito necesitard el mismo nimero de iteraciones,
ya que siempre se tantea el resultado que produce el paso de Newton completo.

A continuacién se presenta una familia de métodos que siguen un enfoque
distinto que redundard en una eficacia atin mayor: en vez de conservar la direccion
de Newton y determinar después cudl es la longitud Optima a recorrer, se
determinard de antemano la méxima distancia a recorrer (que dependerd de la
medida en que el comportamiento de la funciéon se aproxima al del modelo) y
posteriormente se elegird la mejor direccion. A los pasos asi determinados les
denominaremos pasos 6ptimos de longitud maxima determinada.

5.4.2. Pasos optimos de longitud maxima determinada

Supongamos que, en un determinado momento, el paso de Newton completo no es
satisfactorio. Esto es claramente un indicio de que el modelo cuadrético utilizado
no modela adecuadamente la funcién g en la regién que contiene el paso de
Newton completo. En los métodos antes descritos, esta situacion se resuelve
manteniendo la misma direccién y eligiendo una longitud menor, construyendo un
modelo unidimensional a partir del conocimiento de la funcioén en la direcciéon de
Newton. Por el contrario, los métodos que se describirdn en este apartado fijan en
primer lugar la longitud del paso a recorrer para, a continuacion, hacer uso de un
modelo n-dimensional para determinar la mejor direccion.
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Para desarrollar estos métodos, supongamos que, en un cierto momento de la
iteracion, partimos de un punto x, y que disponemos de una estimacion de la
méxima longitud a recorrer 8. El problema a resolver es encontrar cuél es el mejor
paso de longitud méxima & partiendo de x, . Para aproximar el comportamiento de
la funcién g, podemos suponer vilido el modelo cuadrético definido positivo
(5.10), que reescribimos como

my(x, +s)=g + Vg s+1s"H s (5.13)

con la matriz H =J 1J, definida positiva.

Asi, la determinacién del paso ptimo de longitud méxima igual a & puede
escribirse como el problema de determinar el minimo de m,(s), con la restriccién

sl <8 |
i

La funcién de Lagrange asociada a este problema [58] resulta ser

L(s,\)=g, +Vg. s+1s"H s +A(s"s - 5)

Imponiendo que las derivadas parciales de L(s,A) respecto a las componentes de s
se anulen, se llega a

Vg, +Hs+2As=0

Definiendo pu=2A, Ia solucién del problema se obtiene resolviendo

(|, +pl)s = -Vg, (5.14)

para el vector s=s(x) sujeto a la condicién
Isl=38

a no ser que la solucién de (5.14) se produzca a una distancia menor que 8, en
cuyo caso la solucion viene dada por el paso de Newton, obtenido tomando x=0".
Conviene notar, ademds, que para valores de u—oo, la solucién de (5.14) es un
vector de longitud infinitesimal en la direccién de maxima pendiente. Realizando

* Recuérdese que el mfnimo del modelo cuadrético (5.13) coincide con el paso de Newton sobre el
problema original. '
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un barrido para valores de p entre ambos extremos, s obtienen sucesivas
soluciones que definen, todas ellas, direcciones descendentes.

En este momento puede ser interesante aclarar algunas ideas referentes a la
nomenclatura habitualmente utilizada en este contexto. Asi, a los algoritmos que
abordan el problema de optimizacién de la funcién g(x) mediante el planteamiento
descrito, se les denomina, de forma tal vez demasiado general, métodos de
Levenberg-Marquardt. Aunque, en efecto, la ecuacién (5.14) fue introducida por
primera vez por Levenberg en fecha tan temprana como 1944, las
implementaciones actuales [20, 56] derivan, en su mayoria, del trabajo de Moré
[48] publicado en 1978.

Volviendo al desarrollo que nos ocupa, y a la vista de como queda planteado
el problema, no es dificil intuir de que no existird ningtn algoritmo cerrado que
resuelva (5.14) fijando la longitud de s. Por esta razdn, serd necesario desarrollar
ideas que permitan encontrar soluciones aproximadas de este problema. La primera
via que se describira consiste en determinar un valor x tal que

sG]~ 8

mientras que una segunda alternativa consistird en construir una aproximacién
lineal por tramos a la curva s(u) para, posteriormente, realizar un paso de longitud
exactamente igual a 0 sobre la curva linealizada. Denominaremos, respectivamente,
métodos de pasos dptimos aproximados y métodos de pasos dptimos linealizados a
ambas estrategias. Pasamos a detallar ambas técnicas, postergando la determinacién
de la distancia a recorrer, 8, hasta después de la descripcién de aquéllas.

Pasos éptimos aproximados

La primera estrategia para determinar los pasos Optimos de longitud méxima
determinada consistird en relajar los requerimientos en cuanto a la longitud, de
forma que el problema queda traducido en la determinacién del valor de p que hace
aproximadamente cero la funcion y(u).

y(p)=[s(u)|-6=0 (5.15)
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Al ser éste un problema no lineal, su resolucién deberd abordarse mediante un
algoritmo iterativo. Esta constatacién no debe llevar al lector a pensar que se ha
entrado en un circulo (el algoritmo para resolver ecuaciones no lineales requiere, a
su vez, resolver una ecuacién no lineal) ya que la complejidad del problema (5.15)
es reducida. En efecto, se trata de un problema en una sola variable, con la
particularidad que la funcién y{u) es monétona decreciente y convexa para todo >
0 [20] ademés de tender a cero conforme p—»co.

Aunque la iteracion de Newton convergeria en un problema de estas
caracteristicas, aiin es posible disefiar un esquema iterativo mejor, teniendo en
cuenta la especial estructura del problema. '

Para ello es conveniente partir de la descomposicion espectral de (H -+ D)™
[56] 3

n T

donde v, son los autovectores de H, y w, son sus autovalores correspondientes.
Teniendo en cuenta que se puede realizar la descomposicién

Vg = Zakvk
k=1

se llega a
V/(ﬂ)-— i:ﬂ.f_. Zn:a v,iI—-6=0
Swotu *
expresién que sugiere un un modelo de la forma
V(i )=——=5 (5.16)

B+u,

donde a y f representan pardmetros del modelo. Ademds, se ha introducido la
notacion u, para explicitar que el valor de se, obtiene mediante sucesivas
iteraciones. Para determinar los pardmetros « y f, resultard sensato imponer la
funcion y(u) y su derivada coincidan con el modelo y(u,) en el valor actual de g,
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a

B+u,

-6

Wapt,)= — &= ylp,)=|s(x.)

s(ue) (B, +p.0) " s(u,)
IsCe

(,BTCL)T: y'(u,)=

donde cabe destacar que el célculo de y’'(x) no supone un coste computacional
elevado, ya que para obtener el valor de s(u) se ha tenido que efectuar
previamente la descomposicion de H + u 1. De estas expresiones se obtiene

vn(u)=

(p(u.)+&)
w'(u,)

PR UICALLI N
v'(u.) )

—

Una vez determinados estos parametros, es obvio que la iteracién a realizar serd la
que anule nuestro modelo (5.16), es decir

a

llc=§“ﬂ

expresion que, desarrollada, conduce a la iteracién que se utilizard para resolver

w()=0:

_kaWwwa] .17

ST I PP

De cara a la implementacién prictica del algoritmo, quedan por considerar dos
aspectos: la eleccién del valor inicial de x y la regla con la que se fijarin cotas
superiores e inferiores para u. Conviene destacar que aunque la iteracién (5.17)
converge partiendo de x=0, es desable disponer de una estimacién inicial maés
proxima a la solucién. Para ello se aprovechard que, antes de calcular H, ain se
dispone de la factorizacion de H + I en la iteracién anterior, siendo fécil calcular

R 7l

Las cotas superiores e inferiores para u se obtienen a partir de las siguientes
consideraciones. Al ser y(u) decreciente y convexa, la iteracion de Newton
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siempre” subestima la solucion verdadera del problema. Por tanto, es razonable

tomar como primera cota inferior
ly=-w(0)/y'(0)
y, posteriormente,
Ly=max{l, , p-y(p)/v' @)}
Por otro lado, dado que

5= (8 + 1) Ve, < 2N

al ser p*>0 y H_ definida positiva, la primera cota superior se tomara como

Va(x.)

u, = +——"=4

)

!

y, en las iteraciones subsiguientes, esta cota se actualizard segiin
u,=min{u, , U}
Es también conveniente tomar
py=max{(l,-u,)"2, 103, }

en aquellas situaciones en las que u, cae fuera de las cotas especificadas. El
segundo término previene de situaciones en las que [/, puede tomar valores

préximos a cero.

Finalmente, cabe sefialar que, como ya se ha adelantado, no se buscard una
solucion exacta de (5.15), sino que bastard con determinar un valor de u tal que

0.756 <|ls(u)| S 158

criterio que resultard razonable a la luz de como se actualizard el valor de . En
efecto, el valor de & siempre se multiplicard o dividird por un factor igual o
superior a 2, pudiéndose considerar que el valor actual de & es una eleccién que
tiene una incertidumbre de esta magnitud.
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Pasos optimos linealizados

La segunda estrategia para obtener pasos 6ptimos de longitud maxima determinada
también intenta obtener una solucidén aproximada del problema (5.15). No
obstante, en este caso la estrategia a seguir consiste en construir una aproximacion
lineal a tramos de la curva s(x) para, a continuacién, encontrar sobre ésta el punto
que se encuentra exactamente a distancia & de x,.

Especificamente, la aproximacién lineal a tramos se construye mediante un
segmento que una el punto x, con el punto de Cauchy ¢, el minimo del modelo
cuadratico (5.13) en la direccién de maxima pendiente. El siguiente tramo une el
punto ¢ con n, punto que se encuentra en la direccion de Newton p y que dista de
x, una fracciéon n (0<m <1) de la longitud del paso de Newton sy efectuado desde
x. (ver figura 5.2). La funcion lineal asi construida presenta dos caracteristicas
remarcables. En primer lugar, se verifica que la distancia respecto a x, aumenta
mondtonamente, con lo que existe un tnico punto situado a distancia 6. Segundo,
el valor del modelo cuadrético decrece mon6tonamente al pasar de x, a sy pasando
por ¢ y n, una caracteristica que podia exigirse razonablemente.

El punto c sobre la figura 5.2 se encuentra resolviendo el problema

min m,(x~ AVg,)) = g~ Ve[ +4 #Vg. H Ve,

—Va(x.)

Figura 5.2 Linealizacién a tramos de s(it)
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cuya solucién viene dada por

2

axe Ve
Vg, H Vg,
En consecuencia
c=x,+A*Vg,

Si la distancia de ¢ a x, supera 6 entonces el algoritmo efectuard el paso

Vg,
IVe.

X,=X,~0 Z

en la direcciéon de maxima pendiente. ;

1

. .. . ! . ..
El punto n de la aproximacién lineal se construye a partir de la expresion
genérica

n=x_- 7H Vg,

con ¥<7<1, estando ¥ definido por la expresion

4

_ |Ve.
(Ve B, Ve, )(Ve H Vg,

En consecuencia, la eleccién de # es, hasta cierto punto, arbitraria. Las primeras
implementaciones de estas ideas construian una aproximacién lineal con n=sy, es
decir, #=1, con lo que se obtienen tGnicamente dos segmentos. No obstante, €s
posible mejorar el comportamiento del algoritmo tomando 7=0.8y+0.2, con lo
que se elige la direccién de Newton para valores de 8 menores.

Ambos métodos, el de pasos Optimos aproximados y el de pasos Optimos
linealizados, presenta caracteristicas de convergencia parecidas, siendo el primero
ligeramente superior al segundo. Como ocurre a menudo, existen problemas para el
que uno de ellos requiere un nimero menor de iteraciones, aunque, en general, no
se dan diferencias apreciables. Sin embargo, el método de pasos linealizados
requiere un coste de calculo menor en cada iteracidn, lo que se traduce en una
mayor eficacia desde el punto de vista numérico.
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Actualizacion de la zona de confianza

Como ya se ha esbozado anteriormente, el hecho de limitar la maxima longitud de
los pasos es fruto de la constatacién de que el modelo cuadrético (5.13) nicamente
aproxima razonablemente bien a la funcién de coste asociada a nuestro problema
dentro de una zona que bien puede denominarse zona de confianza. Al describir los
dos algoritmos anteriores se ha supuesto conocido el radio de la zona de confianza
6. El objetivo de este apartado es dar criterios con los que actualizar
automdaticamente el valor de este parametro.

Supéngase que, haciendo uso de alguno de los algoritmos anteriores, se llega
a determinar un nuevo vector x,. En primer lugar, hay que determinar si el paso es
aceptable o no. Para ello se utilizar4 el criterio (5.11), es decir, se comprobara si

g(x,) - g(x.) <a(velx.) (x, -x,))

tomando ae€(0,0.5). Como antes, es conveniente exigir poco més que un
decrecimiento de la funcién, habiéndose comprobado que =10 produce buenos
resultados. Si esta condicidn no se produce, es necesario reducir el radio de la zona
de confianza, &, mediante interpolaciones cuadréticas, de forma andloga a como se
ha descrito en los métodos de busca en la direccién de Newton.

En caso de que el nuevo punto sea aceptable, hay que decidir si mantener o
aumentar §. De todas formas, si el paso efectuado desde x, a x, no es ya el paso
de Newton, atn cabe considerar la posibilidad de intentar un paso més largo
partiendo desde x_ y aprovechando el modelo actual. (En qué situaciones puede ser
razonable intentar un paso mds largo? Para responder a esta cuestién habra que
tener en cuenta los siguientes criterios.

En primer lugar, es conveniente comparar el decrecimiento en el valor de la
funcién

Ag=g(x,)-g(x,)
con el decrecimiento que preveia nuestro modelo

Agpred = m2(x+ )-mZ(xc) :
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' Asi, si el modelo predice resultados similares a los realmente obtenidos, es decir, si

A s — A8
Ag

<0.1

entonces podemos pensar en aumentar la zona de confianza de nuestro modelo. A
la misma conclusién se llegaria en caso de que se haya entrado en una zona de
curvatura negativa, detectada al verificarse

g(x+)—g(xc)<Vg(xc)’(x+-xc)

En efecto, en esta situacion es de esperar un decrecimiento mucho mas importante
aumentando la longitud maxima del paso.

i

En ambos casos conviene, en primer lugar, 1tnemorizar el valor de x, para, a

continuacion, averiguar si un aumento de & produce buenos resultados. En caso

afirmativo, el proceso puede repetirse mientras que, en caso, contrario, habrd que
retomar el Gltimo valor obtenido.

Finalmente, queda por describir la estrategia a seguir cuando no se dé
ninguna de las situaciones descritas. El criterio a seguir, estd basado, nuevamente,
en la correlacion entre las predicciones del modelo y los resultados obtenidos,
aunque la verdadera cuantificacion de esta correlacion es algo arbitraria. Asi, en el
caso de que la prediccibn en cuanto a la reduccién de la funcién sea
razonablemente buena, es decir, si

Ag<0.75A8,q

doblaremos el radio de confianza y si el modelo ha sobreestimado de forma
importante el decremento producido,

Ag>0.1Ag,.

se reducird 6 a la mitad. Asimismo, si no se da ninguna de las condiciones
anteriores se mantendrd inalterado el radio de confianza de cara al préximo paso.
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—10 -5 o} 5 10
— e e Método de Newton

————— Método de busqueda en la direccién de Newton

Pasos optimos de longitud maxima determinada

Figura 5.3.  Curvas de nivel de la funci6én error asociada al problema (5.18) y
pasos que efectian distintos algoritmos

Nétese, sin embargo, que en el problema de solucién de ecuaciones no lineales, a
diferencia de como ocurre con la\optimizacién, es posible detectar, de forma
razonablemente precisa, esta situacién. En efecto, basta con comprobar si, en el
punto en el que se ha detenido el proceso, la funcién de coste se hace cero. No
obstante, atn siendo posible detectar esta situacién, no existen métodos
sistematicos para salir del minimo local en cuestién. Asf, la tinica forma de abordar
este problema consiste en reinicializar el proceso con una estimacién distinta [20].
Recordaremos que, en el problema que nos ocupa, las variables a determinar son
las muestras de las variables de control de la alinealidad y el periodo de oscilacién
o el valor de los elementos de circuito. Una forma habitual de realizar la
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5.4.3. El problema de los minimos locales

Como habra apreciado el lector, los algoritmos descritos basan su estrategia en
encontrar una secuencia de pasos de forma que, en cada uno de ellos, el valor de la
funcién coste asociada decrezca. No es dificil llegar a ver que, en el mejor de los
casos, esta forma de proceder tinicamente garantiza llegar a un minimo local de la
funcién de coste, siendo posible y, por otro lado, frecuente que este minimo no sea
una solucién del problema original g(x)=0. Como ilustracién de este problema,
considérese la resolucion del sistema de ecuaciones

Si(x,y)= x+3sin(x+);_')

Ja(x,y) =y —sin(x) (5.18)

La tnica solucién del sistema de ecuaciones (5.18) se da para x=y=0. No
obstante, la funcidn de error asociada presenta varios minimos locales, como se
ilustra en la figura (5.3).

Sobre esta curva se aprecia con claridad la estrategia que siguen los distintos
algoritmos. En primer lugar cabe destacar el comportamiento, virtualmente
aleatorio, del método de Newton cldsico: tras unas pocas iteraciones los sucesivos
puntos obtenidos incluso caen fuera del margen de valores representado. Mucho
mas ordenado parece el algoritmo de bisqueda en la direccién de Newton, aunque
cabe destacar que las primeras iteraciones presentan cambios de direccién muy
acusados, una caracteristica poco deseable. Asimismo, conviene destacar el hecho
que este método, pese a encontrarse en cierto momento proximo al minimo local
situado en (7.24,3.54), abandona este valle saltando una zona en la que la funcién
crece apreciablemente. Por contra, en la figura (5.18) destaca a simple vista la
evolucién, mucho mas suave, del método de los pasos Optimos aproximados. En
efecto, la limitacién en cuanto a la distancia maxima a recorrer, por un lado frena
el progreso del algoritmo pero, por otro, produce trayectorias con menos cambios
de direccion.
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estimacién inicial consiste en asignar a las variables formas de onda sencillas,
como sinusoides o sefiales cuadradas. Los pardmetros que caracterizan estas formas
de onda, tales como la amplitud y la posible componente continua, se obtienen a
partir de andlisis elementales sobre el circuito. En esta situacion, cuando se detecta
la convergencia a un minimo local, es razonable pensar en modificar algunos de
estos parametros, una alternativa mucho més inmediata que elegir muestras de otra
posible forma de onda. Asimismo, la estimacion del periodo de oscilacion se
realiza a partir de notables simplificaciones del circuito, siendo habitual que esta
estimacion inicial esté alejada de la verdadera solucion, especialmente en el caso de
circuitos fuertemente alineales. Asi, otra alternativa para salir de un minimo local
consiste en repetir el proceso para estimaciones iniciales del periodo distintas.

Al abordar problemas de optimizacién, esta situacién puede solventarse de
forma distinta. Para ilustrar esta idea, supOngase el siguiente escenario. Se ha
simulado el comportamiento de determinado oscilador. A continuacién se desea
modificar su frecuencia de oscilacién en un 50%. Partiendo de los valores
utilizados en la fase de andlisis, se inicia el algoritmo de solucién, llegindose a un
minimo local. Es fécil intuir que esta situacion se daria con menor probabilidad si
el cambio deseado en la frecuencia de oscilaciéon fuera menor. Por tanto, una
posible via de solucién consistiria en dividir el problema global en varios
problemas parciales, donde cada uno de ellos es mas ficilmente resoluble.

Ahora, es posible disefiar incluso algoritmos completos basados en esta idea,
por otro lado sencilla, de dividir un problema complejo en una sucesién de
problemas mas sencillos. Los métodos que siguen este camino se denomina
métodos de continuacién. El objeto del siguiente apartado es  describir la
implementacion de algunos algoritmos basados en estas ideas.
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5.5. Métodos de continuacion

Bajo el epigrafe de métodos de continuacidn se conoce una clase de algoritmos
cuyo objetivo, esencialmente, es resolver el problema

g(x)=0
mediante la solucién de sucesivos problemas intermedios de complejidad menor.

El objetivo del presente apartado es presentar la esencia de estos métodos de
forma muy breve y esquematica ya que su estudio detallado supera el dmbito de
este trabajo. Una primera introduccion es la presentada por Richter et al. [59]
mientras que una descripciéon exhaustiva de los métodos de continuacién puede
encontrarse en el articulo de Allgower ef al. [1].

Para ilustrar la idea subyacente en estos métodos, considérese la funcién
h(x,0)=g(x)-(1-)g(x,) (.19)

construida a partir del problema g(x)=0. En esta expresion x, es un vector
arbitrario que, en la préictica, corresponde a una estimacién inicial del problema
original.

Es inmediato comprobar que la solucién de h(x,f)=0 es obvia en el caso
particular de ¢£=0. Asimismo puede verificarse que el problema h(x,1)=0 no es
mds que el problema original. Nétese que (5.19) es la expresién de una curva,
definida por un parametro ¢. Asi, al definir la funcién h(x,?) se ha traducido el
problema original, consistente en determinar un vector x*, en el de seguir la curva
definida por (5.19) desde =0 hasta t=1. La forma mds inmediata para abordar
este problema consiste en construir una sucesion de valores, 7, entre 0 y 1 y
abordar la resolucion del problema (5.19) utilizando la solucién del problema para
_ t,.; como punto de partida para el problema k-ésimo.

Es a destacar la extraordinaria arbitrariedad con la que se ha introducido el
parametro ¢ para reformular el problema original en uno de continuacién. En
efecto, no es dificil construir una funcién h(x,f) que satisfaga la exigencia
h(x,/)=g(x) y que el problema h(x,0)=0 sea ficilmente resoluble. Existen, sin
embargo, numerosas situaciones en las que, en la propia estructura del problema,
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interviene un pardmetro con significado fisico que permite la aplicaciéon inmediata
de estas ideas.

5.5.1. Continuacion sobre un parametro fisico

Para presentar la idea de fondo, resultara ilustrativo considerar un problema
particular, el oscilador de van der Pol. Como ya se ha apuntado, el oscilador de
van der Pol presenta una gran riqueza de comportamientos, que vienen gobernados
por el pardmetro # de la alinealidad. A medida que u aumenta, las formas de onda
pierden el caricter sinusoidal obtenido para u~0 para convertirse en sefiales con
flancos cada vez mas abruptos. Es fécil intuir que, si la estimacidn inicial se realiza
con sinusoides, las dificultades para alcanzar la convergencia aumentan conforme
aumenta 4. Asi, por ejemplo, para valores de #=10, es habitual que los algoritmos
globalmente convergentes que se han descrito queden atrapados en un minimo local
partiendo de una estimacién inicial sinusoidal.

Ahora bien, el problema de la determinacion de las formas de onda para
#=10 puede abordarse planteando, en primer lugar, el problema para u=0.1.
Dado que, en este caso, la alinealidad es poco activa, las formas de onda
resultantes serdn aproximadamente sinusoidales. Por tanto, es de esperar que se
produzca la convergencia partiendo de estimaciones iniciales de la misma forma.
Una vez obtenida la primera forma de onda, con el periodo correspondiente, ésta
puede utilizarse como estimacion inicial para el problema de u=1 y asi
sucesivamente, para valores u=4, u=6, u=8 y, finalmente, #=10. Asi, para cada
valor de y se obtiene un vector solucién distinto, de forma que la solucién del
problema asi planteado define una curva en un espacio n-dimensional en funcién
del pardmetro u.
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5.5.2. El método de Davidenko

En vez de seguir la curva
h(x(¢),r)=0

para un conjunto discreto de valores de f, como se ha propuesto hasta este
momento, existe la posibilidad de seguir la curva de forma continua. En efecto,
derivando la expresion de esta curva respecto a ¢, se obtiene

dx
J(x)_d‘t‘ +8(x,)=0

expresion que puede interpretarse como la integracién de una ecuacién diferencial
con la condicién inicial x(0)=x,.

En caso de que el jacobiano J(x) sea no singular, es posible resolver el
problema

é;-(;{)— =-J 7 (x(1))g(x,),

x(0) = x,

mediante cualquier algoritmo standard de integraciéon numérica, por ejemplo, el
método de Gear de orden 2. Procediendo de esta forma, el valor de x en el instante
t=1 coincidira con la solucién del problema original.

La aplicacidon de esta técnica no estd exenta de dificultades, algunas de las
cuales apuntamos brevemente y cuya solucion eficaz sigue siendo objeto de estudio
[1, 59]. Entre ellas figura, por un lado, la propia dificultad de integrar un sistema
de ecuaciones diferenciales, cuya solucién puede presentar discontinuidades. Por
otro lado, estd la posibilidad de que el jacobiano se haga singular. En este caso, la
mejor estrategia consiste en cambiar el tipo parametrizacion para remover la
. singularidad. En esta linea, una alternativa aplicada en [31] es la parametrizacion
respecto a la longitud de arco, aunque esta técnica presenta el inconveniente de
exigir realizar una integracion numérica en un intervalo cuya longitud se desconoce
a priori y que puede llegar a ser desorbitada.
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5.5.3. Continuacion sobre el periodo de muestreo

En el contexto de esta tesis, se ha desarrollado una técnica que permite aumentar
significativamente la eficacia del proceso de solucién. Dado que la solucién del
problema final también se obtiene a través de una secuencia de problemas
intermedios, incluimos este método en el grupo de métodos de continuacion,
aunque el proceso que se sigue es distinto a lo que habitualmente se asocia bajo
este nombre.

La idea que sirve de base a este método no es otra que la constatacién de que,
en general, un problema es mds ficilmente resoluble cuanto menor sea el nimero
de incdgnitas que en él aparecen. En este trabajo, el nimero de variables a
determinar estd en relacién directa con la exactitudideseada en los resultados. En
efecto, al aumentar o reducir el nimero de muestras por periodo, se reproducen
con mayor o menor fidelidad las formas de onda que son solucién del problema
original. Ya se ha apuntado que el nimero de muestras por periodo debe cumplir,
de forma aproximada, el criterio de Nyquist, con el fin de prevenir el solapamiento
de espectros. Denominemos N* al nimero de muestras por periodo necesarias en
un determinado problema.

Desde el punto de vista de la eficiencia de cilculo, puede ser rentable
determinar la solucion utilizando un nimero de muestras inferior a N*, aiin
sabiendo que se obtendrdn resultados inexactos. En efecto, esta solucién puede
refinarse sucesivamente. Para ello, el problema siguiente se planteard con un
nimero superior de muestras que serdn inicializadas a partir de una interpolacion
de las anteriores manteniéndose inalterados los parametros restantes. Aunque las
primeras muestras obtenidas tal vez atin no representen adecuadamente la solucién
del problema, una interpolacién de las mismas estard, en general, mds proxima a la
solucién que cualquier estimacion inicial obtenida por otros métodos. De esta
forma, la probabilidad de que el algoritmo de solucién quede atrapado en un
minimo local disminuye considerablemente. Repitiendo este proceso se obtiene una
secuencia de formas de onda, cada vez con mayor nimero de muestras, que,
finalmente, conduce a la solucion del problema con N* muestras por periodo. La
aplicacion de esta idea reportard notables ventajas, como se comprobard en el
capitulo 6.
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5.6. Métodos basados en la difusion simulada

Los métodos presentados hasta este punto presentan el denominador comin de estar
descritos mediante ecuaciones deterministicas. No obstante, existen algoritmos
denominados estocdsticos cuya esencia consiste en introducir adecuadamente
componentes aleatorias en algin punto del proceso iterativo.

5.6.1. Métodos estocasticos

Los métodos estocisticos aparecen originalmente para resolver el problema de
encontrar el minimo global de una funcién de coste. Para ilustrar esta situacién es
util referirse a la figura 5.4.

gt

» X

X, X,

Figura 5.4. Funci6n de coste con un mfnimo local.

Como es conocido, un proceso de optimizacién clasico iniciado en x==0 conduciria
probablemente al minimo local x,. Ello es debido a que los métodos clasicos
siempre rechazan los pasos que conducen a puntos peores que el actual. Por contra,
la idea que se encuentra detrds de los métodos estocésticos es permitir que, bajo
ciertas condiciones, se visiten zonas del espacio de disefio que aparentemente son
peores. Al abrirse la posibilidad de superar las cimas que rodean los minimos
locales, cabe aspirar a llegar al minimo global. |

Un algoritmo que lleva estas ideas a su extremo es el conocido bajo el
nombre de simulated annealing®. Este método consiste en explorar todo el espacio
de disefio realizando pasos aleatorios. Si un determinado paso se traduce en un
decremento de la funcién objetivo, el nuevo punto es aceptado. En caso contrario,

* Se denomina annealing al lento proceso de enfriamiento a que se somete un metal fundido con el
fin de conseguir que solidifique en una estructura cristalina de minima energfa.
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el nuevo punto se acepta con una probabilidad que es tanto menor cuanto mayor
sea el incremento producido en la funcién objetivo. Concretamente, €l paso se
acepta con probabilidad

Ag
T

p=¢
donde el pardmetro 7, denominado temperatura del sistema, se decrementa
adecuadamente a medida que se avanza en el proceso de optimizaci6n.

Efectivamente, esta estrategia de aceptacion y rechazo permite escapar de
posibles minimos locales. Asimismo es posible demostrar que mediante una técnica
de enfriamiento adecuada, se alcanza el 6ptimo global independientemente de la
estimacién inicial efectuada [14]. Por otro lado, cab;e sefialar que en un problema
de optimizacion general no es posible detectar cudndo se ha llegado al minimo
global, siendo necesario inferir esta situacién a partir del hecho que ya no se
producen progresos apreciables y que la temperatura es suficientemente baja.

Al tratarse de un método en el que los pasos intentados son siempre aleatorios
su aplicacion conlleva un coste computacional muy elevado. Una forma de mejorar
notablemente la eficacia del proceso consiste en realizar pasos que sean una
combinacién de términos aleatorios y deterministicos, donde estos dltimos se
obtendrian, por ejemplo, a partir de alguna de las técnicas clasicas. La componente
aleatoria es la que permitirfa visitar todo el espacio de disefio. Reduciendo
adecuadamente la amplitud de los términos aleatorios a medida que se avanza en el
proceso se llegaria finalmente a un minimo global. La implementacién. de estas
ideas se conoce bajo el nombre de difusion simulada.

Cabe sefialar asimismo, que, a diferencia de como ocurre en el marco de la
optimizacién, el unico en el que, seglin nuestro conocimiento, se han utilizado
estas técnicas, en el problema de resolucién de ecuaciones es posible detectar
facilmente cudndo se ha alcanzado la convergencia, ya que en esta situacién el
valor de la funcién coste asociada es cero. Este hecho se traduce en una dréastica
reduccién del tiempo total de calculo al permitir finalizar el proceso iterativo
mucho antes de lo que seria posible sin esta informacion.
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5.6.2. La difusion simulada

En primer lugar, se describird la idea sobre la que se basa el método. En esencia,
el método de difusion simulada imita el comportamiento de una particula dotada de
movimiento browniano y sometida a un potencial. El proceso de difusién de esta
particula, en una sola direccion, puede describirse por la expresion

dic = —Vg(x)dt +~2Tdw (5.20)

donde la variable ¢ es el tiempo, x es la posicién de la particula g(x) es el perfil de
potencial al que estd sometida la particula, T es la temperatura y dw es ruido
gausiano. El primer término, proporcional al gradiente de potencial, provoca el
arrastre de la particula, mientras que el segundo término corresponde al
movimiento browniano aleatorio. Si la temperatura es elevada, el término
dominante corresponde al movimiento aleatorio mientras que, a temperatura cero,
tinicamente resta el término en la direccion de maxima pendiente. Ya se puede
adelantar que el segundo término, serd util para salir de los posibles minimos
locales mientras que el primero aseguraria la consecucién de un minimo.

Con una estrategia de enfriamiento adecuada, puede demostrarse que la
funcién de distribucion de probabilidad de x presenta picos alrededor de los
minimos globales de g(x), independientemente del valor inicial. Esto sugiere que,
integrando la ecuacion (5.20) durante un intervalo de tiempo suficientemente
grande, es posible encontrar el minimo global de la funcién. Esta via ha sido
seguida por algunos autores con resultados satisfactorios. No obstante, el proceso
de integracion resulta costoso en cuanto a carga computacional.

Una via para reducir el coste de célculo asociado a este problema consiste en
adaptar la formulacién para obtener expresiones que puedan ser résueltas mediante
redes neuronales artificiales. Esta idea se desarrolla extensamente en [14], aunque
su realizacion tiene lugar en el plano de la simulacién, con lo que el problema
revierte nuevamente en un largo proceso de integracién. Asi, Unicamente se
producird una mejora significativa en cuanto a eficacia en la medida en que se
disponga de realizaciones hardware de dichas redes neuronales.

Existe atin otra alternativa para evitar la integracion directa de la ecuacién
(5.20), descrita recientemente por Sakurai et al. en [63]. Su estrategia, denominada

165



fast simulated diffusion (FSD) parte de dos modificaciones importantes de la
formulacién original. En primer lugar se introduce una regla de aceptacién o
rechazo basada en una distribucién de Boltzmann, utilizada también en el método
de simulated annealing (SA). Asi, una vez se ha obtenido un nuevo punto
x,=x,+dx éste se acepta segin el siguiente criterio: si fx,)<f(x.), entonces se
acepta x,=x,; en caso contrario, se genera un nuimero aleatorio re[0, 1]
aceptdndose x,=x si

g(x,)- g(x,})

r<exp( 7

mientras que, en caso contrario, se calcula otro punto. De esta forma, cuanto
mayor sea el incremento que se produce en la funcién de coste, tanto menor es la
probabilidad de aceptar dicho paso, con lo que 'los pasos especialmente malos
précticamente no se toman nunca. E

La seguna modificacién se introduce a la hora de calcular el nuevo candidato
x,. La expresion (5.20) insta a calcular dos términos, uno en la direccién de
maxima pendiente y otro aleatorio y sumar ambas contribuciones. No obstante,
globalmente resulta mas eficaz utilizar de forma alternada los términos descendente
y aleatorio que, en lo sucesivo, se denominaran, respectivamente, paso inteligente
y paso aleatorio. Generando un paso en la direccion de méxima pendiente y el
siguiente de forma aleatoria es posible conseguir decrementos en la funcién de
coste incluso cuando la amplitud del término aleatorio es elevada, al contrario de
como ocurriria con la simple adicion de ambos términos donde la componente
aleatoria puede enmascarar la componente inteligente, con el resultado final de que
numerosos pasos son rechazados. Asi, un primer prototipo de algoritmo basado en
esta estrategia serfa de la forma siguiente.
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1. Inicializar parametros del algoritmo

2. k=0

3.Mientras no se encuentre el 6ptimo hacer

3.1. k=k+1

3.2 Si k es impar entonces dx=término aleatorio;
sino dx=término inteligente
X4=Xpt+dx

3.4 s g(x4)<g(xe) entonces Xxo=x4
sino,

3.4.1 generar un nimero aleatorioco r entre 0 y 1.
3.4.2 calcular p=exp((g(x4)-g(xc))/T)
3.4.3 si r<p entonces Xg=X4

sino, se descarta X4 y se mantiene X¢

3.5 Actualizar parémetros

En la implementacidn realizada se han recogido estas ideas. Asimismo, teniendo en
cuenta la especial estructura del problema a resolver, se han introducido algunas
modificaciones adicionales que mejoran sustancialmente la eficacia del algoritmo.
La primera modificacién hace referencia al calculo inteligente del nuevo candidato.
En efecto, en numerosas aplicaciones el coste de calculo asociado a Ila
determinacién del gradiente de la funcién objetivo es muy elevado, siendo
necesario recurrir a direcciones descendentes en las direcciones de los ejes
coordenados. En el problema que nos ocupa la obtencién de pasos inteligentes no
supone ninguna dificultad. Asimismo conviene recalcar que los métodos de SA y
FSD tienen su origen en el problema de la minimizacién de funciones. En nuestro
caso, el problema original es la soluciéon de un sistema de ecuaciones, habiéndose
introducido una funcion de coste con el (nico fin de poder comparar distintos
vectores candidatos. Por tanto, con poco esfuerzo de célculo es posible disponer no
s6lo de la direccion de maxima pendiente, sino del paso de Newton, con lo que, en
un primer momento, puede obviarse el problema de la distancia a recorrer.
Especialmente atractivo es el hecho que, siguiendo esta estrategia, no es necesario
preocuparse por si el paso de Newton es 0 no decreciente: si, en verdad, resulta
decreciente, entonces serd aceptado en la fase de test mientras que, en caso
contrario, el resultado neto final serd equivalente a si se hubiera efectuado un paso

aleatorio.
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Con notable éxito se ha experimentado asimismo la determinacién del paso
inteligente, no mediante un paso de Newton sino mediante una sucesion de ellos.
Procediendo de esta forma, cuando una iteracién conduce a la zona de
convergencia del método de Newton, es altamente probable que se llegue a la
solucién de forma muy rdpida. Sin embargo, es conveniente limitar el nimero
méiximo de pasos consecutivos de Newton con el fin de no invertir un tiempo
excesivo en obtener puntos de los que se saldrd a continuacién por efecto del
término aleatorio. En la practica se ha comprobado que realizar de 3 a 5 pasos de
Newton seguidos supone un buen compromiso entre iambos objetivos.

Siguiendo en esta linea de razonamiento, cabria pensar en llevar esta idea a
su limite: cada vez que hay que calcular un paso inteligente, se inicia un algoritmo
globalmente convergente que nos conducird, bien a la solucién del problema, bien
a un minimo local. En este tltimo caso, cabria esperar que los términos aleatorios
salvarian la situacién en iteraciones posteriores. ‘Aunque, efectivamente, esta
estrategia proporciona buenos resultados, su implementacién dista mucho de ser
6ptima debido al coste de célculo, relativamente elevado, que supone realizar una
minimizacién completa en cada iteracion.

Por otro lado, queda por describir el proceso por el cual se inicializa la
temperatura del sistema. Ya se puede adelantar que la inicializacion del parimetro
temperatura es un proceso heuristico, aunque es posible seguir algunas pautas
generales. En efecto, la temperatura inicial debe ser tal que, en las primeras
iteraciones, permita visitar todo el espacio de disefio de interés. Para conseguir este
objetivo, en primer lugar se realiza una exploracién aleatoria con el fin de detectar,
de forma aproximada, el orden de magnitud de las variaciones que sufre la funcién
objetivo. A partir de esta informacién, Sakurai et al. [63] proponen que la
temperatura inicial sea 0.2 veces la desviaciéon standard de los valores de la
funcién. Aunque este criterio no tiene en cuenta que el valor minimo de la funcién
coste es cero, los resultados que se obtienen de su aplicacién son satisfactorios,
aunque con una tendencia a resuitar excesivamente conservadores en el sentido de
que habitualmente una temperatura inferior proporcionaria el mismo resultado final
con menor coste.

Finalmente, es necesario hacer algunas consideraciones sobre la forma en que
se ird enfriando el proceso. Para ello, en primer lugar, conviene sefialar que el
proceso iterativo consiste realmente de dos iteraciones anidadas: en la iteracién
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exterior se controla basicamente la temperatura del sistema mientras que en el bucle
interior se efectda un cierto nimero de pasos, alternativamente inteligentes y
aleatorios, a temperatura constante. La técnica propuesta en [63] para la
actualizacién de la temperatura se basa en el siguiente razonamiento. Después de
efectuadas las iteraciones a temperatura constante, se compara ¢l minimo valor de
la funcién de coste obtenido hasta el momento con el minimo que se tenfa
anteriormente. Si el decrecimiento es considerable, entonces se disminuye
geométricamente el valor de la temperatura. Si el decrecimiento no es considerable,
ello puede ser indicio de que se estd cerca de un minimo, tal vez local. En las
primeras iteraciones en las que se detecta este estancamiento después de una fase de
decrecimientos importantes, se aumenta la temperatura para facilitar la salida del
minimo en caso de que éste sea, efectivamente, local. No obstante, si la situacion
se repite més alld de un cierto nimero de veces, conviene enfriar progresivemente
el sistema hasta llegar a temperatura cero, ya que se tratard, muy probablemente,
del minimo global. Este extremo se utiliza asimismo, para detectar la
convergencia. En este trabajo, se ha preferido un criterio distinto.

Cabe recordar que, al abordar un problema general de optimizacién no hay
forma de conocer cudl serd el valor minimo global de la funcién de coste y, por
tanto, es necesario tomar medidas como las descritas. No obstante, en el problema
de la resolucioén de ecuaciones no lineales, es posible detectar que se ha llegado a
un minimo local gracias a la valiosisima informacién de que el valor minimo de la
funcién coste asociada es igual a cero. Asi, en la implementacién efectuada, en
cada iteracion externa se disminuye geométricamente la temperatura del sistema, a
menos que se detecte un minimo local, en cuyo caso ésta se aumenta para permitir
la salida del mismo. o

A continuacién de presenta el algoritmo implementado, donde aparecen
reflejadas las consideraciones antes expuestas.
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fr={valor de la funcidén en Ny puntos aleatorios}
xc={el mejor de los puntos hallados}
Ty=0.2*std(f})
Sj=maxX/3;

S=S;
Mientras no se detecte convergencia, hacer
k=0 A
Repetir a temperatura constante c*N veces {c~5}
k=k+1 !

X4=generar_vector
dg=g{x+)-g(x¢c)
si dg<0 3
X=X+ !
si es el mejor de todos, entonces Xopt=*c
sino,
aceptar X =x; con probabilidad
p=exp(dg/T)
fin
fin del bucle a temperatura constante
{retomar el valor 6ptimo:Xc=Xppt}
{enfriar el sistema: T=T*fac, fac=0.75..0.95}
{reducir la amplitud de Tos términos aleatorios de
forma similar a T: S=S{*(T/T;)70.75}
{si Ta amplitud de los términos aleatorios es pequefia

y no se ha alcanzado la solucién, aumentar T=[T,T;]}

fin del bucle principal

Finalmente, se reproduce el algoritmo para la generacion de nuevos vectores,

generar_vector
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funcion x,=generar_vector
Si son las primeras iteraciones, HACER=aleatorio
en caso contrario,
si k es par, HACER=aleatorio
si k es impar HACER=inteligente.
Si HACER=aleatorio,
x4=Xct+{vector aleatorio n-dimensional, gaussiano,
de media 0 y varianza S}
Si HACER=inteligente, (hay varias opciones validas)
a) Tomar un paso de Newton, aunque la funcidén puedes
aumentar
b} Tomar uno o méas pasos de Newton si van resultando
decrecientes (limitar a un maximo de 3 6 5)

c) Iniciar un algoritmo que converja a un minimo (ya

sea local o global)

Con el fin de ilustrar los resultados obtenidos por la aplicacion de este algoritmo,
en la figura 5.5 se presentan la evolucion del mismo sobre el problema (5.18).

En esta figura se aprecia la evolucion del algoritmo partiendo del punto
inicial (5,8), siendo destacable la forma en que es barrido el espacio de disefio
para, finalmente, llegar al minimo global situado en (0,0).

Es necesario advertir que la implementacion de algoritmos estocasticos presenta
una problematica distinta a la de los algoritmos deterministicos. En especial destaca
la no repetibilidad de los experimentos ain partiendo de condiciones iniciales
idénticas. La presencia de componentes aleatorias puede llegar a provocar que un
determinado experimento tenga éxito o fracase sin que por ello sea posible sacar
conclusiones acerca de la bondad de la implementacién. En el marco de los
métodos estocdsticos se define como pardmetro de mérito la probabilidad de
alcanzar el minimo global. Tedricamente el algoritmo FSD garantiza la
consecucién del minimo global con probabilidad igual a la unidad siempre que se
utilice una estrategia de enfriamiento suficientemente conservativa [63]. La
implementacién descrita desarrolla una eficacia similar con un coste menor.
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Figura 5.5. Evoluci6n del algoritmo de difusién simulada sobre el problema
(5.18). Los puntos marcados con un aspa corresponden a los sucesivos vectores
generados, mientras que los marcados con un circulo representan los distintos
vectores que han resultado ser 6ptimos en algun momento.
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Capitulo 6

APLICACIONES

Con el fin de validar la técnica propuesta se presentan algunos ejemplos de andlisis
y optimizacion. Uno de los problemas clasicos, utilizado como banco de pruebas
para los distintos algoritmos de andlisis de circuitos no lineales [3, 31, 43, 65], es
el oscilador de van der Pol. Estrictamente hablando, en este problema se trata de
resolver una ecuacion diferencial, denominada ecuacién de van der Pol, que
aproxima el comportamiento de determinados circuitos. Histéricamente, esta
ecuacién aparece al estudiar el comportamiento de un oscilador sinusoidal
utilizando un triodo como elemento activo. Posteriormente se ha verificado que el
comportamiento de una amplia clase de osciladores basados en elementos no
lineales de dos terminales, tales como diodos tiinel, viene descrito por la misma
ecuacion, sin mds que realizar algunas aproximaciones en la caracteristica del
elemento no lineal. Por estos motivos, se presentardn, en primer lugar, los
resultados obtenidos del analisis de este oscilador. Como se comprobard, en el
campo del andlisis, la técnica descrita, resultado de la reformulacion y la extensién
a los circuitos auténomos del método propuesto en [27], resulta claramente
competitiva con las técnicas habituales [31, 43]. No obstante, frente a éstas
destaca, de forma especial, la extrema eficacia con la que es posible modificar el
valor de un elemento de circuito —otra de las aportaciones de esta tesis— para
conseguir que la frecuencia de oscilacion sea la especificada por el disefiador. La
eficacia al abordar este problema es fruto de la técnica utilizada para su
planteamiento, donde se llega a formular un sistema de ecuaciones cuyo jacobiano,
ademads de ser obtenible a un coste practicamente nulo, presenta una estructura que
permite el cilculo de los pasos de Newton con especial eficiencia.
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Por otro lado, entre los osciladores de radiofrecuencia mds habitualmente
utilizados figura el oscilador de Colpitts. Asi, este oscilador también ha sido
ampliamente estudiado haciendo uso de las diversas técnicas existentes [3, 33, 65,
70]. Para ilustrar la aplicacién del método descrito a un circuito con muitiples
alinealidades, se trabajard sobre una implementacién concreta en la que el elemento
activo es un transistor bipolar. Este se ha modelado por las ecuaciones de Ebers-
Moll, resultando un circuito equivalente con dos alinealidades muy fuertes. A pesar
de ello, la simulacién no presenta dificultades, a diferencia de como ocurre con la
aplicacion de algunas técnicas de andlisis. Nuevamente, se ilustra la eficacia de la
formulacion descrita en el campo de la fayuda al disefio, al permitir el célculo
automético de elementos de circuito para satisfacer una determinada frecuencia de

oscilacion.

Recientemente se ha descrito una clase de osciladores sinusoidales que hacen
uso exclusivo de amplificadores operacionales de transconductancia (OTA) y
condensadores [40], razén por la cual resultan especialmente atractivos con vistas a
su integracién monolitica. Estos osciladores, conocidos bajo el nombre de TACO
(osciladores realizados mediante la interconexién de condensadores vy
amplificadores operacionales de transconductancia) presentan notables ventajas
respecto a otras implementaciones activas RC. Entre éstas, cabe destacar el margen
de frecuencias de utilizacién, del orden de las decenas de megaherzios, y la
posibilidad de ajustar con relativa facilidad la frecuencia de oscilacién
aprovechando la controlabilidad de la transconductancia de los OTA. Parte de este
capitulo se dedica al anilisis y el ajuste de los valores de los elementos de una
estructura TACO particular haciendo uso de la técnica propuesta.
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6.1. El oscilador de Van der Pol

6.1.1. Analisis de la respuesta periddica del oscilador de Van
der Pol

Las ecuaciones de equilibrio que rigen el comportamiento de ciertos circuitos no
lineales autdnomos, pueden aproximarse por una ecuacion diferencial, denominada
ecuacion de van der Pol, de la forma

F+p(x® —1)x+x=0 (6.1)

Esta ecuacion diferencial admite el siguiente modelo circuital

+
C= L v i=-y(1;-——v)

Figura 6.1 Oscilador de van der Pol

con L=1, C=1 y donde se identifica la variable de control de la alinealidad, v(f)
con la variable a determinar en la ecuacién de van der Pol, x(z).

A pesar de su extrema sencillez, el circuito de la figura 6.1 presenta una gran
riqueza de comportamientos, gobernados por el parametro p que define a la
alinealidad. No es dificil verificar que para p=0 el circuito resultante es un
oscilador sinusoidal de periodo T=2n segundos. A medida que aumenta el valor de
u las formas de onda resultantes se asemejan a las de un oscilador de relajacién,
con un elevado nimero de componentes frecuenciales relevantes. Conviene
destacar que la ecuacidn diferencial (6.1) se considera de dificil resolucién, una de
las razones por las que es utilizada como problema de test para algoritmos de
resoluciéon de ecuaciones diferenciales. Por otro lado, los resultados que se
describen se centran en la respuesta periddica del circuito auténomo. E! estudio de
su sincronizacion mediante una excitacién externa revierte en un problema en el
que el periodo de oscilacion deja de ser una incognita y, por tanto, seria abordable

como un circuito excitado®.

* El articulo de Odyniec [47] describe fa teoria de osciladores LC sincronizados desde un punto de
vista alternativo.
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Antes de efectuar el andlisis numérico del circuito, es recomendable hacer un
primer estudio acerca de los comportamientos esperados del mismo. Para ello,
consideremos, en primer lugar, el caso particular en el que p=0. Como ya se ha
apuntado, es inmediato comprobar que, en esta situacién, el elemento no lineal
equivale a un circuito abierto, de forma que el circuito resultante no es mas que un
circuito LC paralelo sin pérdidas. Asi, el periodo de oscilacién resultaria de T=2n
segundos, mientras que no existe ninguna restriccién en cuanto a la amplitud de las
oscilaciones. Esta vendria fijada a partir del conocimiento de dos condiciones
iniciales. (Qué otras caracteristicas acerca del comportamiento del oscilador
pueden preverse en este momento? Para responder a esta cuestion, puede ser
conveniente referirse a la figura 6.2, donce se visualiza la caracteristica i-v de la
alinealidad, en funcién del parametro p. Es facil comprobar que, con
independencia del valor de p, se verifica que, para tensiones

V<4

el bipolo no lineal se comporta como un elemento activo, entregando energia al
resto de circuito. En esta situacion, las variables de circuito tenderdn a crecer,
llegando a la zona en la que la alinealidad absorba energia. La existencia de este
mecanismo disipativo eventualmente conduciria a las variables nuevamente hacia la
zona activa, repitiéndose el proceso. La importante conclusién a extraer en este
momento es que, en régimen permanente, las oscilaciones serdn de amplitud
suficiente como para entrar en la zona en la que el bipolo es localmente disipativo.
Asi, y sin realizar consideraciones més detalladas, la amplitud de las variables
puede estimarse razonablemente a priori, resultando del orden de entre 1 y 2
voltios. S

Asimismo, conviene destacar que las formas de onda resultantes no tendrén
componente continua, ya que el circuito lineal se comporta como un cortocircuito a
la frecuencia 0. Todo ello hace que la eleccion de un punto de paso, necesaria para
introducir un nimero finito de soluciones, no represente dificultad alguna. En este
ejemplo, se fijara el valor de las primera muestra de v igual a cero.
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Figura 6.2 Caracteristica i-v de la alinealidad en funcién del parimetro p

Sin efectuar andlisis més detallados, poco puede decirse del papel que desempeiia
el pardmetro p. No obstante, si puede constatarse que, en las proximidades del
origen, la alinealidad se comporta como una conductancia lineal de valor p(v2-1),
valor que resulta ser tanto mds negativo como mayor es n*. En consecuencia, a
medida que aumente p, el circuito es més inestable, con lo que las variables
abandonarin la vecindad del origen con mds celeridad. Asi, es razonable pensar
que las formas de onda presentardn pendientes mds acusadas en los pasos por cero

conforme p crece.

Con esta informacion, es posible comenzar el analisis del oscilador de van
der Pol. En primer lugar se estudiard su respuesta para valores bajos de u, por
ejemplo, n=0.1. En este caso, para obtener una representacion suficientemente
detallada de la forma de onda, se tomarin N=60 muestras por periodo. La
discretizacion del sistema se realizard aplicando la transformacion de Gear de orden

2.

* Nétese que el valor de p ha de ser positivo para que exista el mecanismo fisico que conduce a la
oscilacién.
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Segin las consideraciones efectuadas, es razonable inicializar el algoritmo de

resoluciéon con las muestras de la sinusoide

v(t)=2sin(?)
cuyo periodo es T=2m.

Tras efectuar dos iteraciones” se llega a la forma de onda representada en la
figura (6.3). Con idéntica estimacion inicial, para valores de n=0.5, p=1y u=2,
se llega a las formas de onda representadas en las figuras (6.4) (6.5) y (6.6) en 3,
4 y 5 iteraciones, respectivamente, Nétesje que, en el caso de =2 ya se produce
una diferencia aproximada del 20% entre la estimacién inicial y el valor real del
periodo, sin que ello repercuta apreciablemente en la convergencia.

También con las mismas condicionés de partida se han analizado los casos
pu=4 y p=6 (ver figuras 6.7 y 6.8) , requiriéndose, respectivamente 13 y 17

iteraciones.

Sirva el problema con p=6 para poner de manifiesto la robustez de los
algoritmos globalmente convergentes que se han implementado. En efecto, para
este valor de p la forma de onda resultante dista mucho de la sinusoide utilizada
como estimacion inicial, aunque tal vez sea ain mas destacable el hecho de que el
periodo obtenido sea el doble del utilizado como estimacién inicial (un 103%

superior).

Para valores de n=8 y n=10 la estimacién inicial estd lo suficientemente
lejana como para que el algoritmo quede atrapado en un minimo local. No
obstante, esta situacién puede solventarse sin més que utilizar el periodo y la forma
de onda resultante del problema p=6 como estimacién inicial, una idea descrita en
al apartado de métodos de continuacion. Procediendo de esta forma, en ambos
casos bastan 4 iteraciones para obtener las formas de onda ilustradas en las figuras
6.9y 6.10. |

# En lo sucesivo, a menos que se indique lo contrario, las indicaciones en cuanto al ndmero de
iteraciones requeridas para llegar a los resultados que se presenten es el resultado de la aplicacién
del método de bisqueda en la direccién de Newton.
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0 4 8 12

Figura 6.3. Forma de onda resultante para p=0.1 y N=60 muestras por periodo.

0 4 8 12

Figura 6.4. Forma de onda resultante para 0=0.5 y N=60 muestras por periodo.
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Figura 6.5. Forma de onda resultante para p=1 y N =60 muestras por periodo.

0 5 10 I5 20

Figura 6.6. Forma de onda resultante para p=2 y N=60 muestras por periodo.

180



0 5 10 15 20 25

Figura 6.7. Forma de onda resultante para i=4 y N =60 muestras por periodo.

0 10 20 30

Figura 6.8. Forma de onda resultante para p=6 y N =60 muestras por periodo.
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Figura 6.10. Forma de onda resultante para p=10 y N =60 muestras por periodo.
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La determinacion de las formas de onda para el valor de p=10 constituye un
problema que, por su dificultad, sirve para poner a prueba distintos algoritmos. La
forma de onda resultante se hallado aplicando una implementaciéon muy sencilla del
método de continuacion, a saber, utilizar la estimacién obtenida para otros valores
de p.

Aunque el método de continuacién es el utilizado habitualmente en otros
trabajos {31], cabria preguntarse si es posible, en el caso de p=10, llegar a la
solucion partiendo de una estimacion inicial tan pobre como considerar la tensién
sinusoidal de amplitud 2 y periodo 2n segundos. En efecto, esto es posible
haciendo uso del algoritmo de difusién simulada. Como ya se ha mencionado, baja
ciertas condiciones, el método de difusién simulada permite encontrar el minimo
global de una funciébn de coste con probabilidad igual a la unidad
independientemente de la estimacion inicial efectuada. No obstante, al hacer uso de
esta técnica reviste especial importancia la problemdtica de la multiplicidad de las
soluciones.

En el ejemplo que nos ocupa, es inmediato comprobar que existen otras
soluciones, ademas de las obtenidas. En particular, la solucién v=0 para cualquier
valor de T es solucién del problema original. Asimismo, si un valor de T y una
forma de onda determinada v son solucién del problema, también lo es 2T junto
con v. No obstante, estas situaciones pueden detectarse y corregirse a posteriori.

Algo distinto sucede con las soluciones representadas en las figuras 6.11,
6.12, 6.13 y 6.14. En todos los casos, las formas de onda son solucién de las
ecuaciones del oscilador de van der Pol con u=10 y N=30, obtenidas por
‘aplicacién de la difusion simulada. Cabe sefialar que las ecuaciones planteadas
mediante técnicas de balance armoénico cldsicas también presentan multiples
soluciones. Esta situacion es descrita en [31], donde se hace uso de una técnica de
continuacion sobre un parametro artificial. Conviene destacar que con la aplicacion
de continuacion sobre el pardmetro p no se ha detectado la aparicién de muiltiples

soluciones.
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Figura 6.12. Una solucién parta p=10, N=30. (T=12.79)
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Figura 6.13. Una solucién para p=10, N=30. (T=14.16)

Figura 6.14. Una soluci6n espiirea para p=10, N=30. (T=19.69)
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Ahora es el momento de realizar algunos comentarios sobre las formas de
onda obtenidas. En primer lugar, conviene destacar que las soluciones
representadas en las figuras 6.11, 6.12 y 6.13 guardan cierto parecido entre si —de
hecho difieren bésicamente en el periodo de oscilacion— y son radicalmente
distintas a la soluci6n representada en la figura 6.14. Un anélisis espectral de esta
ltima solucién revela que los arménicos de la sefial de la figura 6.14 no
disminuyen conforme aumenta la frecuencia. Segin Hente y Jansen [31], esto
corresponde a una situacién en la que hay un solapamiento de espectros
significativo, y por tanto, los resultados carecen de sentido fisico.

A la misma conclusién se ha lle;gado utilizando un enfoque radicalmente
distinto. En efecto, aplicando la técnica de continuacién sobre el periodo de
muestreo, se ha tratado de refinar sucesivamente las soluciones obtenidas. En los
tres primeros casos, las formas de onda convergen a una tnica a medida que
aumenta el nimero de muestras por periodo. Por el contrario, no ha sido posible
alcanzar la convergencia a partir de la interpolacién efectuada sobre la sefial de la
figura 6.14 ain incrementando el nimero de muestras de 30 a tan solo 31. Asi,
este experimento reafirma, de hecho, la hipétesis de que se trata de una soluciéon
espurea.

Se habrd obsevado que el periodo de las formas de onda utilizando 30
muestras por periodo difiere del periodo de la solucion representada en la figura
6.10. Es un hecho conocido que, independientemente de la técnica de anlisis
utilizada, ya sea mediante técnicas en el dominio temporal, como el método de
extrapolacién, o mediante el método de balance arménico, para un valor de p fijo,
el periodo obtenido depende del grado de aproximaciéon efectuada, siendo, en
general, esta dependencia tanto mas acusada cuanto mds discontinuas resultan las
formas de onda. La tabla 6.1 refleja los resultados obtenidos en distintas
condiciones.
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N=30 N=60 N=120
p=0.1 6.38 6.32 6.29
p=0.5 6.46 6.40 6.39
p=1 6.71 6.67 6.67
p= 7.60 7.62 7.63
u=4 9.87 10.1 10.2
u=6 11.6 12.8 13.0
u=8 12.4 15.1 15.9
u=10 12.8 16.4 18.8

Tabla 6.1. Periodo de oscilacién en funcién de p y
del nimero de muestras por periodo

De esta tabla se desprende que, para aproximar satisfactoriamente las formas
de onda obtenidas con valores elevados de p (que comportan sefiales con
discontinuidades apreciables) es necesario trabajar con un mayor nimero de
muestras por periodo. Este hecho no es méas que una consecuencia del teorema de
muestreo, segiin el cual la frecuencia de muestreo debe ser superior al doble del
ancho de banda de las sefiales presentes en el circuito. En el caso de p=10 las
formas de onda presentan componentes espectrales apreciables a frecuencias
elevadas, lo que dificulta realizar un muestreo correcto.

En este punto es conveniente realizar algunas consideraciones en cuanto al
coste de célculo asociado al método descrito. Por un lado hay que sefialar que, en
algunos casos, como el problema que nos ocupa, es posible hacer uso de las
propiedades de simetria del circuito, hecho que comporta la propiedad

v(t+T/2) =-v(t)
De aqui es inmediato concluir que, si el nimero de muestras elegido es par, basta
con determinar las N/2 primeras muestras x(1:N/2) ya que x(N/2+1:N)=-

x(1:N/2). Asi, el problema resultante presenta la mitad de incégnitas a determinar,
disminuyendo de forma importante la complejidad del sistema.
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Por otro lado, cabe destacar las siguientes propiedades, de caracter
absolutamente general, fruto de la estructura en banda que presentan los circulantes
que intervienen en la formulacién. Se recordara que el producto de un circulante

por un vector

Cx

equivale a la convolucién circular de dos vectores de longitud N. El producto
matriz por vector requiere, en general, AN? productos. Sin embargo, en la
formulacion utilizada, el nimero de productos se reduce a bN, siendo b el ancho de
banda de la matriz C. Més aidn, en gefleral, el algoritmo de Winograd, permite
efectuar el producto Cx realizando menos de 2N productos [7]. La operacién
equivalente en el dominio frecuencial, esto es, un simple filtrado, requiere N/2
productos complejos, equivalentes a su; vez también a 2N productos reales. No
obstante, en el caso del balance arménigo, en cada iteracion es necesario realizar
una DFT inversa y directa sobre las muestras de las variables que, en el mejor de
los casos, requieren del orden de Nlog,N productos adicionales. En conclusién, el
coste de la evaluacién de la funcién error en cada iteracién resulta del orden de N
con la formulacién descrita, mientras que es del orden de Nlog,N utilizando la
técnica de balance armdnico clésica.

Una mejora incluso més apreciable se produce a la hora de calcular los pasos
de Newton resolviendo, en cada iteracién

Isy=-8

En la formulacién propuesta el jacobiano del sistema de ecuaciones presenta una
estructura en bandas claramente definidas que permiten un ahorro considerable a la
hora de la factorizacidon del mismo. En concreto, el orden de complejidad es de
Nb? frente a un orden N? en el caso general, en el que se incluye el jacobiano
obtenido aplicando balance armoénico, donde ahora b representa el nimero de
elementos no nulos en una columna del jacobiano. A modo de ejemplo, en la tabla
6.2 se presenta el coste en flops* de la determinacion del paso de Newton, para el
oscilador de van der Pol (una sola alinealidad) para distintos valores de N y
haciendo uso de la transformacién de Gear de orden 2.

* En el término flop [floating point operation] se incluyen tanto sumas como productos reales.
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Algoritmo | Algoritmo Factor de
standard especifico mejora
N=30 23.5 2.1 11
N=60 168.0 4.3 39
N=120 1247 .2 8.7 143
N=200 5592.5 14.6 383

Tabla 6.2. Coste del paso de Newton en Kflop

A la vista de los resultados presentados en la tabla 6.2, puede afirmarse que, con
una codificacion adecuada, y siempre bajo la hipétesis de que b es mucho menor
que N, el coste de la determinacién del paso de Newton para un problema dado
crece linealmente con el nimero de muestras, a diferencia de como ocurre en el
caso general, en el que se incluye asimismo el método de balance armdnico, donde
este coste crece como N? debido a que el jacobiano es denso. A modo de
conclusién, de lo expuesto se desprende que la determinacion de un elevado
nimero de muestras no supone un coste tan elevado como en principio podria
suponerse extrapolando las caracteristicas del método de balance arménico. Este
hecho, contribuye, por otro lado, a validar la eficacia del método de continuacién
sobre el periodo de muestreo.

En estas condiciones, se dispone de recursos mds que suficientes para abordar
el analisis del oscilador de van der Pol incluso bajo condiciones adversas.
Consideremos un dltimo problema de analisis con p=10 y con 250 muestras por
periodo con la estimacién inicial v(t)=2sin(t). Una estrategia inteligente, que
combina las distintas herramientas de solucién de que se dispone, podria ser la que
se representa en la figura 6.15 y que consiste de varios pasos:
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A partir de la estimacion inicial, abordar el problema con N=30 y p=4. La
convergencia se consigue en § iteraciones.

Aplicar continuacion sobre el pardmetro p para llegar hasta p=10
manteniendo el mismo nimero de muestras. Para ello bastan 5 iteraciones.

Aplicar un refinamiento sucesivo sobre el periodo de muestreo, esto es,
incrementar paulatinamente el nimero de muestras por periodo pasando de
N=30 a N=60, de aqui hasta N=120 para, finalmente, llegar a N=250.
Estos pasos requieren, respectivamente, 6, 5 y 4 iteraciones. El hecho de que
el mimero de iteraciones se mantenga e incluso decrezca puede interpretarse
como un sintoma de que las sucesivas soluciones aproximadas convergen
hacia la verdadera solucién del problema, ya que cada estimacion inicial estd
méis préxima a ella. En el limite, la solucion estaria tan fielmente
representada por sus muestras que una interpolacion lineal entre ellas ya seria
solucién del problema, sin necesidad de realizar iteracion alguna.



v(£)=2sin(?)

8it.

A\ 4
N=30 p=4
T*=9 .87

5it.
o L b ovien i L Si | armn a0t | enen
N=30 p=10 | 6it- | N=60 p=10 | N=120 =10 N=250 p=10
T*=12.8 T*=16.4 1 T*=18.7 T*=19.0

Figura 6.15. Una via eficaz para la determinacién de las formas de onda
con p=10 y N=250 muestras por periodo

Tras estas operaciones, se llega a la forma de onda representada a continuacion, en
la figura (6.16).

0 10 20

Figura 6.16. Soluci6n para u=10 y N=250.
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6.1.2 Efectos de la eleccion de la transformacion de plano s a
plano z

En este momento cabe preguntarse en qué medida se verian modificados los
resultados anteriores haciendo uso de otras transformaciones, asociadas a reglas de
integracion distintas. En un capitulo anterior se ha justificado que la eleccién de la
transformacion Gear-2 provenia de establecer un compromiso entre la exactitud de
la aproximacién y la estabilidad del sistema discreto resultante. Para ilustrar este
compromiso, se presentan, en primer lugar, las formas de onda obtenidas para el
oscilador de van der Pol haciendo uso de la transformacion asociada a la regla de
integracién de Gear de orden 4

s= [25—48z" +36z2-162" +32'4]

1
12A

0 5 10 15 20 25

Figura 6.17. Discretizacién Gear-4, p=4, N=60,
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Figura 6.18. Discretizacion Gear-4, n=4, N=120,

0 5 10 15 20

0 5 10 15 20

Figura 6.19. Discretizacién Gear-4, n=6, N=120,

25



Figura 6.20. Discretizacién Gear-4, u=8, N=120.

0 10 20 30 40

Figura 6.21. Discretizacién Gear-4, p=10, N=120.
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Figura 6.22. Discretizacién Gear-4, p=10, N=250.

En la figura 6.17 se representa la forma de onda obtenida para u=4 con N=60
muestras por periodo. El rizado que aparece en las muestras inmediatamente
posteriores a los flancos de subida y bajada desaparece a medida que se aumenta la
frecuencia de muestreo. Este efecto se aprecia claramente en la figura 6.18 donde
se ha doblado el nimero de muestras por periodo. No obstante, a medida que
aumenta el valor de p las formas de onda presentan cada vez mayor contenido en
armonicos, lo que se traduce nuevamente en la aparicién de fenémenos oscilatorios
en las proximidades de los flancos. Esta situacion queda reflejada en las figuras
6.19, 6.20 y 6.21. Finalmente, en la figura 6.22 se ilustra la forma de onda
obtenida para p=10 y 250 muestras por periodo.

Conviene destacar que la aparicién de inestabilidades invalida totalmente las
soluciones obtenidas en el caso de que la integracién se realice de la forma
habitual, es decir, paso a paso, sin exigir que las variables sean periédicas. Asi, se
observa que la imposiciéon de la periodjcidad de las formas de onda limita el
deterioro de la solucién, haciendo que los resultados adn sean aprovechables. Por
otro lado, en el caso de que la frecuencia de muestreo sea suficientemente elevada,
los resultados obtenidos, para los mismos valores de N, son ligeramente mds
exactos haciendo uso de la regla de Gear de orden 4. A pesar de esta previsible
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mejora en la exactitud es menester sefialar que un aumento en el orden de la
transformacion s a z repercute directamente en el nimero de elementos no nulos en
los circulantes del sistema, lo que, a su vez, se traduce en una eficacia numérica
ligeramente inferior. Este hecho, afiadido a la ya mencionada posibilidad de
aparicion de sobreimpulsos espireos, confirma la bondad a priori de la
transformacién de Gear de orden 2.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos de aplicar la
transformacion SKG, recientemente propuesta por Schneider [64] como candidato
para la discretizacién de filtros continuos. Esta transformacion, basada en la
férmula de integracién de Adams-Moulton de orden 4, resulta ser

24 1-z7
§=
A 9+19z7 5224273

A diferencia de como ocurre con las transformaciones de Gear, la transformacion
SKG presenta la forma de un cociente de polinomios. Asi, a igualdad de exactitud
en la aproximacion, el orden de los polinomios resultantes en el dominio
transformado z es inferior al requerido por las transformaciones de Gear, lo que se
traduce en un menor nimero de elementos no nulos en los circulantes del sistema
de ecuaciones. No obstante, cuando las sefiales presentan un amplio contenido en
armonicos, la exactitud finailmente obtenida es menor, efecto que se pretende
ilustrar en las siguientes figuras.

Los resultados obtenidos mediante la discretizacion SKG del problema del
oscilador de van der Pol con n=4 y N=60 muestras por periodo se representan en
‘la figura 6.23. En la figura 6.24 se ha doblado N, obteniéndose una mayor
exactitud. Por otro lado, las figuras 6.25 y 6.26 ilustran las formas de onda con
N=120 para las situaciones p=6 y u=3, respectivamente. Destaca, en este tltimo
caso, la aparicion de oscilaciones de gran amplitud y de frecuencia igual a la mitad
de la de muestreo, lo que, de hecho, contradice la hipétesis de que se han

muestreado correctamente las sefiales.
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Figura 6.23. Discretizacién SKG, p=4, N=60

) H
1
0
-1
-2
0 5 IiO 1;5 2;0

Figura 6.24. Discretizacién SKG, p=4, N=120



0 5 10 15 20 25 30

Figura 6.25. Discretizacién SKG, p=6, N=120

0 10 20 30
Figura 6.26. Discretizacién SKG, u=8, N=60. Nétese la
inestabilidad producida en la vecindad de los flancos.
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6.1.3. Optimizacion de la respﬁesta periddica del oscilador de
Van der Pol

Llegados a este punto, tal vez sea necesario recordar que, en la practica, el andlisis
de circuitos tinicamente tiene sentido en la medida en que sirva de ayuda para el
disefio. En este momento, se dispone de informacion acerca de las formas de onda
y los periodos asociados a distintos valores del pardmetro p que describe la
alinealidad del oscilador de van der Pol. Asi, se dispone de una herramienta eficaz
de andlisis que, de forma indirecta, podria servir para el disefio: a partir de una
determinada configuracién, con determinados valores de los elementos, éstos se
modificarian ligeramente de forma sucesiva con el fin de inferir pautas que
permitirfan que el circuito se ajustara a unos ciertos criterios de disefio. Este es el
procedimiento habitual, ya que la mayorfa de las herramientas de CAD de circuitos
no lineales existentes inicamente abordafl con eficacia el problema del andlisis*. En
estas circunstancias, el disefio de un oscilador a una frecuencia dada, basado en la
estructura de la figura 6.1, con la alinealidad fijada, por ejemplo, en p=4, serfa un
largo y tedioso proceso de prueba y error en el que se irian variando sucesivamente
los valores de alguno de los elementos hasta conseguir la frecuencia de oscilacién

exigida.

Por contra, mediante la aplicacién de las técnicas propuestas en capitulos
anteriores, la resolucién de este problema no representa ninguna dificultad, como
se ilustra a continuacién. Se ha planteado el problema de determinar el valor de C
necesario para que el oscilador de van der Pol oscila a distintas frecuencias, para
un valor de p=4 y manteniendo L=1. Para ello se ha trabajado con N=60
muestras por periodo y se ha partido de C=1 como estimacién inicial, utilizandose

yv=2 sin(zz-t-t)
T

asimismo

* En el polo exactamente opuesto se encuentra la técnica propuesta por Rizzoli et al. [57] que
consiste, esencialmente, en considerar fija la frecuencia de oscilacién e incluir el valor de un
elemento de sintonfa como una de las variables a determinar. Asf, en un sentido estricto, esta
técnica no permite el andlisis directo de circuitos auténomos al ser necesario repetir el proceso para
distintos valores de la frecuencia de oscilacién para inferir finalmente la respuesta del circuito
nominal.
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como estimacién inicial de las formas de onda*. Los resultados obtenidos, para

algunos valores del periodo se reflejan en la tabla 6.3.

C iteraciones
T=20 8.15 6
T=15 3.82 7
T=12.5 2.19 8
T=10 0.954 11
T=7.5 0.245 22
T=5 ) -0

Tabla 6.3. Valores de C para conseguir un periodo de
oscilacién especificado (en segundos) y nimero de
iteraciones requeridas.

' Npo alcanzable (ver texto)

Es igualmente instructivo observar las formas de onda obtenidas, representadas a
continuacion.

* Del anilisis del problema para p=4 podia haberse obtenido una estimacién inicial mejor. No
obstante, se ha elegido de forma deliberada una estimacidn inicial pobre para mostrar la eficacia del
Proceso propuesto.
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Figura 6.27. Optimizacién para conseguir T'=20.

0 10 20 30

Figura 6.28. Optimizacién para conseguir I'=15.



Figura 6.29. Optimizacién para conseguir T=10.

0 5 10 15

Figura 6.30. Optimizacién para conseguir 7'=7.5.
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0 2 4 6 8 10

Figura 6.31. Optimizacién para conseguir T=5

De las formas de onda obtenidas se desprende que, a medida que se exige un
periodo de oscilacién menor, las formas de onda presentan cada vez mayor riqueza
espectral, por lo que seria necesario incrementar paulatinamente el nimero de
muestras por periodo, con el fin de aumentar la exactitud de los resultados.

Al realizar este proceso en el caso de T=35, se comprueba que el valor de C
tiende a hacerse cada vez mds pequefio conforme aumenta el nimero de muestras
por periodo. Esta observacion obliga a analizar el comportamiento del oscilador de
van der Pol para valores pequefios de C, llegdndose a la conclusién de Que, para
L=1 fijo, el valor minimo de periodo de oscilacién es 7~6.46 s, que corresponde
al oscilador de relajacion obtenido con C=0 en la figura 6.1. Asi, no es
congruente exigir un periodo de oscilacién de 5 s, lo que explica que el valor de C
no converja hacia un valor positivo al reducir el periodo de muestreo.
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6.1.4. Inclusion de una capacidad no lineal

En este apartado se estudiara el efecto que produce una capacidad no lineal sobre el
oscilador de van der Pol, situacion representada en la figura 6.32 y que se ha
incluido en esta memoria con el fin de ilustrar sobre un ejemplo sencillo la forma
de incluir elementos no lineales con memoria en la formulacién propuesta.

vie + vi;

9. = [L.()dt =v+q)
iR = f(v)

Figura 6.32 Oscilador de van der Pol con una capacidad no lineal

En este caso, se considerard un condensador no lineal controlado por tensi6n,
caracterizado por la ecuacién

q.=qv)=v+0.5/

mientras que, como antes,
FO) =p3vi-v)

Haciendo uso de la representacién circuital de las alinealidades descrita en el
capitulo 2, el circuito equivalente en el dominio transformado de Laplace es de la

16 == @sQ(v) @Fﬁ)

Figura 6.33. Circuito transformado de Laplace

forma

donde Q(s) y F(s) denotan, respectivamente, y desde un punto de vista formal, las
transformadas de Laplace de g(v()) y fv(®)).

Un andlisis elemental revela que la ecuacidn de equilibrio es
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(s> +1)V(s) + .;ZQ(S) +5F(s)=0

Aplicando la técnica propuesta, haciendo uso de la transformacion de Gear de
orden 2, se llega a la ecuacién

ClI'C(l + 4A1 ,O "',O,ZIA?’4-ASI ’;%!:?-)v +
cire(2r,0,+,0, 7k 5% &, ) a(v) +cire(3,0,-+-,0,55,54)£(v) = 0

planteada en el dominio temporal discreto.

Expresando esta ecuacion en forma matricial, se obtiene

Pv+Qfi(v) +Q,f(v)=0
;
'
La resolucién de este sistema de ecuacgones se aborda de forma aniloga a como
ocurria en el caso de que la tinica alinealidad era la conductancia negativa.

A modo de ilustradi()n, en las figuras 6.34 a 6.36 se presentan las formas de
onda obtenidas para p=1, n=4 y u=8. El periodo de oscilacién resultante es de
10.22, 12.45 y 17.75 s, respectivamente. '

2

0 5 10 . 15 20 25

Figura 6.34. Forma de onda resultante para p=1
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0 5 10 15 20 25

~ Figura 6.35. Forma de onda resultante para p=4

0 10 20 30 40

Figura 6.36. Forma de onda resultante para p=8

De los resultados obtenidos se desprende que, para valores de p bajos, el término
cibico en la caracteristica del condensador provoca una disminucioén de la amplitud
y el suavizado de la tensién en sus terminales.
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Cabe remarcar que las formas de onda obtenidas concuerdan plenamente con
los resultados de la simulacion del circuito de la figura 6.37 realizada con SPICE.
Sobre este circuito cabe destacar la implementacién de la capacidad no lineal, en
forma de una fuente de corriente controlada por la tensién v,(¢), que resulta ser la
derivada respecto al tiempo de la funcién q(v(f)), consiguiéndose asi el objetivo
marcado.

1) v(1) 0]

1 @ Va(t) @V»(O @V(t) %O‘SVJ(I) 1 }J.(V‘(l)/:s—‘v’(t)) 1

Figura 6.37. Circuito para la simulacién SPICE del oscilador de van
der Pol con una capacidad no lineal

1

!
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6.2. Oscilador de Colpitts

Uno de los osciladores mds coninmente utilizados en aplicaciones de
radiofrecuencia es el oscilador denominado de Colpitts. Existen un sinnimero de
realizaciones de este oscilador, construidas alrededor de distintos tipos de
elementos activos. En este ejemplo se presenta una realizacion (ver figura 6.38),
descrita en [29], construida alrededor de un transistor bipolar con Gnicamente dos
resistores de polarizacion ademds de los elementos que conforman el circuito
resonante. A pesar de su sencillez, en este ejemplo se ponen de manifiesto todas las
caracteristicas esenciales en esta clase de osciladores. En efecto, la presencia de
dos alinealidades fuertes, resultantes del modelo de Ebers-Moll, y el
funcionamiento en clase C del transistor bipolar [46] hacen el problema del anélisis
especialmente dificil.

+10V

=20V

Figura 6.38 Oscilador Colpitts

Los valores de los elementos han sido normalizados, llegdndose a los valores
Re=10, L1=0.1, CI=2, C2=0.8 y Re=20. El transistor bipolar ha sido
modelado por las ecuaciones de Ebers-Moll, con pardmetros Ics=462-1012 |
les=7-1012 | 0;=0.99, oz =0.015 and V=0.025. Con el fin de simplificar la
presentacién, en la simulacién no se han tenido en cuenta las capacidades pardsitas
(no lineales) del dispositivo. Ademds, conviene destacar que la inclusion de éstas
no modificaria esencialmente el problema.
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6.2.1. Analisis de la respuesta periddica del oscilador de
Colpitts

También en este caso es conveniente efectuar un andlisis previo del circuito con el
fin de anticipar algunas caracteristicas que permitan realizar una estimacion inicial
razonablemente préxima a la verdadera solucién del circuito. Para ello, puede ser
de ayuda trabajar sobre el circuito resultante tras introducir el modelo de Ebers-

Moll.
R

c

5 C, " R
LV 1
+10V L
—_ C,== L
1, 0.99i, 0.015; L, 20V
i

L

Figura 6.39. Circuito equivalente del oscilador Colpitts.

w3

En la figura 6.39 se representa el circuito equivalente, donde las fuentes no lineales
I

.1 ¥ 1,2 vienen determinadas por las expresiones

I, = "IEo(exP(—40v1 - 1)
l,= _[co(exp("‘mvz)_ 1)

Asi, las variables a determinar serdn, precisamente, v, y v,, las variables de control
de las alinealidades que corresponden a v,,, y v,,,, respectivamente. A partir de ellas
es posible determinar cualquier otra variable de circuito.

En este momento ya se puede adelantar que la tensi6én v, tendrd una
componente continua igual a 10 v, ya que el inductor se comporta como un
cortocircuito para la fuente de polarizacién. Asimismo, cabe esperar que el valor
minimo de v, sea del orden de -0.7 v, aproximadamente la tension de codo de la
caracteristica /,,. Dado que inicamente es necesario conocer un punto de paso de
una de las variables, tras este andlisis por simple inspeccion, ya se dispondria de
informacién mas que suficiente para abordar el problema de la determinacién tanto
de la forma de onda como del periodo de oscilacién. No obstante, atln es deseable
obtener una estimacién inicial del periodo, con el fin de facilitar la resolucién del
sistema de ecuaciones sin tener que recurrir a la difusién simulada. El
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procedimiento mas inmediato para llegar a una estimacién del mismo consiste en
linealizar el circuito alrededor del punto de trabajo en continua y efectuar un

andlisis del circuito linealizado.
El circuito resultante en continua es el representado en la figura 6.40

v,
2

+10V]
LN 0.99 0.0155)

L

Figura 6.40. Circuito en continua.

Tzov

Dado que la tensién v, viene fijada por la fuente de polarizacién, es posible
determinar 7, a partir de la caracteristica de I,,, resultando

ipp=-46210-12 A

mientras que, escribiendo un KCL en el nodo donde est4 definida v, se obtiene

vg=-0.6413 v

Para obtener las conductancias lineales equivalentes a 1,; y I,, para tensiones
préximas a las de polarizacion es necesario calcular

O ~-38.72 Q
My =-06413
My, =10

Finalmente, el circuito equivalente en pequefia sefal es el representado en la figura

6.41.
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v,

Ré L == >g=38.7 gkd
0.99i)

L

Figura 6.41. Circuito equivalente en pequeiia sefial

Tras un sencillo andlisis del circuito lineal equivalente, se llega a obtener el
denominador de las funciones de red, que resulta ser

1.65%+0.3852+31.88s+387.7

1
1

f

2.5+6.32)
*%1-5.24

y cuyas raices resultan ser

El polo situado en el semiplano izquierdo contribuira a la respuesta libre mediante
una exponencial decreciente, mientras que el par de polos complejos conjugados se
traducird en una componente senoidal cuya amplitud crecerd exponencialmente.
Como es natural, la presencia de elementos no lineales limitar4 la amplitud maxima
a una determinada cota; no obstante, en este momento interesa el periodo de la
senoide creciente, ya que puede servir como primera aproximacion al periodo
finalmente obtenido. Asf, una estimaci6n inicial razonable para el periodo podria

ser

T=—%n—zls
6.32

Con la informacién de que se dispone, ya es posible escribir, como una posible
primera estimacion,

v,(t) = sin(27¢)
v, (t) = 10 £sin(2n¢)
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Las formas de onda resultantes del anélisis para diferentes nimeros de muestras
por periodo se representan en las figuras siguientes De éstas se desprende que la
estimacion del periodo realizada por linealizaciéon alrededor de las polarizaciones
difiere del orden de un 50% del periodo que realmente se obtiene. No obstante,
ello no compromete la solucién de las ecuaciones.

12

0 -1 2 3
Figura 6.42. Formas de onda obtenidas. (N=10)
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Figura 6.43. Formas de onda obtenidas. (N =20)

Figura 6.44. Formas de onda obtenidas. (N=40)
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0 1 2 3
Figura 6.45. Formas de onda obtenidas. (N=80)

0 | 2 3
Figura 6.46. Formas de onda obtenidas. (N=160)
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Como era previsible, también se observa que, a medida que el nimero de
muestras por periodo aumenta, las formas de onda obtenidas convergen hacia una
forma de onda limite, la solucién exacta del problema continuo.

Cabe seiialar que la solucién de este problema haciendo uso de SPICE
requiere tomar una serie de precauciones con el fin de evitar la obtencién de
resultados erréneos. Las formas de onda que resultan de una simulacién directa del
circuito de la figura 6.39 mediante SPICE se presentan en la figura 6.47.

16 : . - ;
14 n
12
10
8
6/\/W \}

170 180 190 200

Figura 6.47. Resultado de la simulacién SPICE del oscilador Colpitts
en el intervalo de tiempo de 170 a 200 segundos

Una mirada superficial a los resultados de la simulacion tras, aproximadamente 100
segundos podria llevar a pensar que se ha alcanzado el régimen permanente. Ello
no es asi, como se comprueba al representar el intervalo de tiempos entre 170 y
200 segundos. En la figura 6.47 se comprueba que, aunque la forma de onda se
mantiene acotada, no puede hablarse de respuesta periddica.

Asi, también al abordar el anélisis de este oscilador con SPICE, es necesario
efectuar un andlisis previo para estimar el valor maximo del paso de integracién.
Considerando que 20 muestras por periodo son suficientes para obtener una buena
representacion de las sefales, el paso de integracion que debe suministrarse a
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SPICE es de 0.075 segundos. Una segunda simulacion con este pardmetro conduce
a las formas de onda representadas en la figura 6.48 donde, nuevamente, la forma
de onda obtenida atin no resulta periédica. En realidad, es necesario reducir el paso
de integracién hasta 0.01 segundos para conseguir una respuesta aceptablemente
periddica, lo que equivale a tomar 150 muestras por periodo, cifra comparable a la
que se requiere con la técnica propuesta.

16

14 ﬂ

12 |

170 180 190 200

Figura 6.48. Simulacién SPICE del oscilador Colpitts
tomando un paso de integracién que resulte en 20
muestras por periodo, aproximadamente.

En conclusién, este ejemplo ha servido tanto para demostrar la eficacia de la
técnica de andlisis propuesta como para corroborar las dificultades que entraiia la
determinacion del régimen periddico a partir de una simulacién directa del circuito

en el dominio temporal.
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6.2.2. Optimizacién de la respuesta periodica del oscilador de
Colpitts

El siguiente problema a abordar consiste en modificar el valor de alguno de los
elementos de circuito con el fin de obtener un periodo de oscilacién especificado a
priori. Eligiendo como elemento variable el condensador C2 y efectuando el
andlisis con N=_80 muestras por periodo, se llega a los resultados presentados en la
tabla 6.4. En ella se detalla el valor necesario de C2 para conseguir un periodo
especificado junto con el nimero de iteraciones necesarias para llegar a este
resultado, partiendo de las estimaciones adyacentes.

Por otro lado, en la figura 6.49 se representan gréficamente los valores
recogidos en la tabla 6.4. A estos datos se les ha superpuesto la curva

C.C.
T=2n | [-—t2_
n\} C +C, (6.2)

que corresponde a la condicion de oscilacion resultante de imponer que los polos
del circuito, supuesto lineal, estén sobre el eje imaginario.

Cabe destacar que las condiciones en las 'que realmente funciona el oscilador
distan mucho de ser asemejables a funcionamiento lineal. Ademas, la linealizacién
realizada alrededor de la solucién en continua resulta en un circuito inestable, lo
que explica el arranque del circuito. Por todo esto, no deja de ser sorprendente la
concordancia que se observa en la figura y que se verifica para valores del periodo
de oscilacién muy distintos. No obstante, de hecho, es préctica habitual utilizar la
expresion analitica 6.2 como ecuacion de disefio para determinar los valores de los
elementos reactivos con el fin de conseguir una frecuencia determinada. Asi, en el
caso que nos ocupa, esta expresion sirve, de hecho, para validar los resultados

obtenidos numéricamente.
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C2 iteraciones
T=0.6 0.0979 14
T=0.8 0.178 9
T=1 0.290 7
T=1.1 0.362 7
T=1.2 0.446 6
T=13 0.544 6
T=1.4 0.659 6
T=15 0.784 4
T=1.6 0.956 6
T=1.7 1.15 6
T=18 1.38 6
T=19 1.67 6
T=2.0 2.04 13
T=2.2 3.16 27
T=2.5 7.63 32

Tabla 6.4. Valores de C2 para conseguir un
periodo de oscilacién especificado a priori.
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Figura 6.49. Valor de C; necesario para conseguir un periodo determinado.

Es igualmente interesante representar las formas de onda resultantes en los casos
T=0.6 con C,=0.0979 y T=2.5 con C,=7.63. Ambas situaciones se representan
en las figuras 6.50 y 6.51. Se comprueba que, a medida que disminuye C,, la
amplitud de las sefiales disminuye, proceso que podria llevarse al limite, haciendo
C,=0, situacion en la que deja de producirse el lazo de realimentacién positiva que
conduce a la oscilacion.
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25

04 0.8 1.2
Figura 6.50. Oscilaci6n de periodo T=0.6

1 2 3 4 S
Figura 6.51. Oscilaci6n de periodo T=2.5



6.3. Analisis y ajuste de un oscilador OTA-C

De entre las miltiples estructuras de osciladores realizados mediante la
interconexién de OTAs y condensadores [40], la representada en la figura 6.52 es
la que presenta menor complejidad en cuanto al nimero de componentes.

G
Rl
Figura 6.52. Oscilador TACO

Como es facilmente intuible, el reducido nimero de elementos dificultard el
proceso de disefio, al ser los grados de libertad necesariamente restringidos.

En el circuito de la figura 6.52 todos los elementos se comportan de forma
aproximadamente lineal. Ello es cierto también para ciertas realizaciones de OTA,
siempre y cuando la amplitud de las tensiones de entrada no supere 1V,
aproximadamente. El determinante de la matriz nodal de este circuito lineal resulta

ser
2 2
Ceq - CS(gml - gm2)s +gm1gm2
0, en su forma normalizada

S2 _ C3(gml - gm2)s + gmlgm2
C? C?
eq eq

=5 -bs+o’ (6.3)
donde
C. = GG, +CC +C,C,

Asi, para que el circuito se comporte como un oscilador sinusoidal, es necesario
que el coeficiente del término en s se anule, llevando los polos sobre el eje
imaginario. En este caso, la frecuencia de oscilacién viene dada por
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_ 1l |8m8m
2 2n \} C., (6.4)

No obstante, en la prictica es imposible asegurar que los polos estén situados
exactamente sobre el eje jo. En consecuencia, para garantizar el arranque del
oscilador es necesario realizar el disefio situando inicialemnte los polos en el
semiplano derecho, de forma que la respuesta libre del circuito sea una oscilacién
de amplitud creciente.

Como es conocido, para conseguir fespuestas oscilatorias estables —sean o
no sinusoidales— es necesario introducir algin tipo de alinealidades. En el circuito
de la figura 6.52 la propia caracteristica no lineal de los elementos activos serviria
para estabilizar las oscilaciones. Otra posibilidad consiste en incluir un elemento no
lineal adicional que actie antes que las alinealidades de los OTA. De esta forma, la
limitaci6n se produce de forma mis controlada.

Una forma de implementar esta idea es conectar una conductancia no lineal,
con la caracteristica i-v representada en la figura 6.53, entre los nodos en los que
se define V,.

Figura 6.53. Conductancia no lineal para la limitacién de amplitud

Tras introducir este elemento, el circuito equivalente a analizar es el que se
representa a continuacién

v, I v,
l
3

i..(v,)@ 8tV Cf ICC% 8V

Figura 6.54. Circuito equivalente

El andlisis de este circuito se ha realizado inicialmente tomando los valores
normalizados C,=C,=C,;=0.5, g,,=2, E=0.35 y G=1, correspondientes a los
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valores sin normalizar C;=C,=C;=5 pF, g,,=2 mmho, E=0.35 V y G=1

mmbho.

Para garantizar el arranque del circuito es necesario tomar g,;<2, siendo a
priori razonable tomar g,~2 con el fin de que los polos no se aparten
excesivamente del eje imaginario. En la figura 6.55 se representa la forma de onda
resultante con g,,;=1.99.

04

0.2

-0.2

-0.4 . i i H :

0 2 4 6

Figura 6.55. Tensién v(f) con g,,;=1.99. La frecuencia de oscilacién resultante
desnormalizada es. f=36.63 Mhz

Obsérvese que la forma de onda resultante v,(¢), obtenida con N=120 muestras por
periodo, presenta una amplitud mixima de 0.359 V, cercana a los 0.35 V que
corresponden a la tensién de codo E de la caracteristica no lineal. Ello hace que sea
previsible que la distorsién arménica sea muy reducida. Esta se ha calculado a
partir de los coeficientes de Fourier , c,, a partir de la expresion

N2

Z!cklz
D(%) = 100 ‘—fv%'z—
ICkI
k=1

donde N es el niimero de muestras por periodo utilizadas.
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En la situacion representada en la figura 6.55, el valor de distorsion arménica
calculado es D=1.4-10* %, lo que concuerda con las expectativas iniciales.
Excelente concordancia es también la que se produce en la frecuencia de
oscilacién, con un error relativo menor de 0.08%.

En el circuito de la figura 6.54 los parametros que presentan mayor facilidad
para su ajuste son los valores de las transconductancias g,; y &,,. Notese, sin
embargo, que el ajuste de la frecuencia de oscilacién presentara dificultades, ya
que al modificar la frecuencia de oscilacién, segln la expresion (6.3), también se
modifica el término b que controla el deéplazamiento de los polos respecto al eje
imaginario. Idealmente, el ajuste deberia efectuarse simultineamente sobre g,,; y
8m2 de forma que su diferencia fuera nula y su producto determinara la frecuencia
de oscilacion. ;

No obstante, cabrfa pensar en mod%ﬁcar tinicamente g,,, dejando g, fija.
Dado que g,,, ha de ser superior a g,,, para garantizar el arranque del oscilador,
podria pensarse en disminuir progresivamente g,,. Al desplazarse los polos
progresivamente hacia el semiplano derecho, cabe esperar que el comportamiento
del circuito se aleje de los resultados teéricos.

La figura 6.56 ilustra parte de este experimento. En efecto, en esta figura se
representan en forma de circulos las frecuencias de oscilaciéon resultantes para
valores de g,, entre 0.1 y 2. A los resultados numéricos obtenidos se les ha
superpuesto la frecuencia de oscilacion f, que resultaria en el caso de
funcionamiento lineal, observindose una concordancia elevada, ademés de una
cierta linealidad.
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Figura 6.56. Frecuencia de oscilacién (en MHz) en funcién de ng (en mmho)

La distorsién armoénica resultante para cada uno de los diferentes valores de g,,, se
representa a continuacion.

0.16

0.12

0.08

0.04

0 0.5 1 1.5 2
Figura 6.57. Distorsién arménica (en %) en funcién de g,,,,.

En esta figura se observa que, para valores de g,,, proximos a g,,,=2, la distorsién
es pricticamente nula. Disminuyendo progresivamente g,, la distorsién aumenta
hasta un valor maximo de D cercano al 0.16%, que se produce para g,,
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aproximadamente 0.9. A partir de este punto, la disminucion de g,,, se traduce en
una disminucién de la distorsién arménica a pesar de que el término b se hace cada

vezZ mayor.

No obstante, y como era previsible, los cambios producidos en g,,, ademds
de afectar a la frecuencia de oscilacién, también afectan a la amplitud de las
oscilaciones. La evolucion de ésta en funcién de g,,, se muestra en la figura 6.58,
donde se aprecia el incremento en la amplitud de las oscilaciones a medida que g,

va disminuyendo.

0 0.5 1 1.5 2
Figura 6.58. Amplitud méxima en funcién de g,

Determinados OTA presentan una transconductancia lineal aunque tnicamente para
tensiones de entrada pequeifias, en general inferiores al voltio. A la vista de la
figura 6.58 puede concluirse que para valores de g,,, inferiores a 1, la amplitud de
las oscilaciones supera el margen en el que los OTA operan en zona lineal, siendo
necesario incluir este efecto en la simulacion. No obstante, cabe la posibilidad de
reducir la amplitud de las oscilaciones actuando sobre el valor E de la conductancia
no lineal de limitacion.

Esta situacion se ilustra en la figura 6.59, donde se representa la tensi6n v,
para E=0.35 V y para E=0.1V. Conviene notar que la forma de onda resultante
en este segundo caso unicamente difiere del primero en un factor de amplitud igual
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al cociente 0.1/0.35. Asi, es posible mantener inalterada la amplitud y la forma de
las oscilaciones sin mas que actuar convenientemente sobre el parametro E.

3

3 .
0 5 10 15

Figura 6.59. Reduccion lineal de la amplitud actuando sobre la tensién de codo E.

Esta constatacién sugiere que para variar la frecuencia de oscilacién actuando
tinicamente sobre el pardmetro g,,,, €s conveniente introducir un control automético
de amplitud, basado en la modificacién de la tension de codo de forma
inversamente proporcional a la amplitud de pico. Es decir, desde un punto de vista
formal, se tendria el esquema de la figura 6.60.

Oscilador Detector de pico
INY
lN(th) | —
-E /AG iN(vn
E

A
E=k/A WA .

‘*

Figura 6.60. Diagrama conceptual para el control de la amplitud.

Cabe destacar que los resultados presentados hasta este momento no tienen en
cuenta la presencia de efectos pardsitos. El efecto que produce la inclusién de los
mismos es el objeto del siguiente estudio.
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Entre los principales efectos parasitos a considerar en el disefio de TACOs
figura, por un lado la conductancia de salida de los OTA y, por otro, la
dependencia frecuencial de su transconductancia. A partir de ahora, se considerarad
la presencia de una conductancia de salida distinta de cero —G,=10* mho—y una
dependencia frecuencial de g, de la forma

8n(s) = g,,.(l - —s—)
(0]

4

con ©,=5-10°.

La introduccién de estos efectos parasitos modifica ligeramente los resultados
de las simulaciones efectuadas. En particular, las expresiones de b y de o, cambian
ligeramente, como describen Linares e ali en [40]. La figura siguiente ilustra la
forma de onda obtenida con la inclusién de los mencionados efectos parasitos
ademds de la conductancia no lineal controladora de la amplitud, siendo el
incremento de la amplitud de las oscilaciones la diferencia principal con respecto al
caso anterior.

0.4

0.2

0 2 4 6
Figura 6.61. Tensi6én v,(¢) con la influencia de efectos par4sitos. La frecuencia de
oscilacién desnormalizada es de 36.52 MHz

Puede observarse que se ha producido un ligero desplazamiento de la frecuencia
respecto al caso anterior, aunque éste no llega ser del 0.3%.
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La frecuencia de oscilacién resultante al realizar un barrido en g,, se
representa en la figura 6.62, mientras que la variacién porcentual respecto a la
frecuencia tedrica obtenida de la expresion (6.4) queda reflejada en la figura 6.63.

40

30 f

20

10

0 0.5 1 1.5 2
Figura 6.62. Frecuencia de oscilacién (en MHz) frente a g,,, (mmho)
considerando Ia presencia de efectos pardsitos.
-0.2 p
-0.6
-1.0
14t
0 0.5 I 1.5 2

Figura 6.63. Desviacién porcentual de la frecuencia de oscilacién respecto a la
tedrica, considerando la presencia de efectos parsitos.
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La distorsion arménica resultante queda reflejada en la figura 6.64. Es a destacar
que la distorsion para g,,=2" es claramente superior a la obtenida sin la presencia
de los parasitos. No obstante, el maximo de la grafica 6.64 es inferior al caso
ideal, al igual como ocurre para valores pequefios de g,,,.

—

0.121

0.08

0.04 -

0 0.5 1 1.5 2
Figura 6.64. Distorsién arménica total (en %) incluyendo los efectos pardsitos
Asimismo, como ilustra la figura 6.65, en este caso se observa un incremento de la

amplitud de las oscilaciones, aunque la variacién relativa de amplitud frente a
variaciones de g,,, ha disminuido.

A continuacién se aborda un problema de ajuste de la frecuencia de
oscilacion haciendo uso de la técnica propuesta. En particular, el problema consiste
en conseguir una frecuencia de oscilacion de 30 MHz, teniendo en cuenta la
influencia de los elementos parasitos incluidos en el apartado anterior.

En este caso consideraremos fijos los valores de todos los elementos de
circuito, incluyendo los pardmetros de la alinealidad, y dejando libre el valor del
condensador C;. Para esta experiencia se han elegido los valores (normalizados) de
8mi=2, &»=1.8, C;=C,=0.5, G=1y E=0.35.

* Nétese que la presencia de efectos parésitos hace posible la oscilacién con g,,,=g,,;-

232



12

.

0 0.5 1 1.5 2

Figura 6.65. Amtwlitud de las oscilaciones (en voltios) frente a g,,,,,
expresada en mmho.

Con estos valores y C;=0.5, la frecuencia teérica de oscilacion calculada a partir
de la expresion (6.4) resuita 34.87 MHz. Por otro lado, la simulacién teniendo en
cuenta la alinealidad y los elementos parasitos revela que la frecuencia de
oscilacion se desplaza hasta 34.65 MHz, con una distorsién arménica inferior al
0.08% y una amplitud de 0.54 V.

En primer lugar se especificard una frecuencia de oscilaciéon de 30MHz. El
proceso de optimizacién converge sin dificultad alguna hacia un valor de
C,=0.7497, correspondiente a C;=7.497 pF, partiendo del disefio inicial con
C;=0.5. La tensién V() que resulta con los nuevos valores se representa en la

figura 6.66.

El andlisis de esta forma de onda revela que la distorsion resultante aumenta
ligeramente, aunque se mantiene en un valor tan bajo como el 0.087%. Por otro
lado, la amplitud de las oscilaciones se mantiene practicamente igual, pasando de
0.544V a 0.537V.

Por otro lado, la figura 6.67 refleja la forma de onda V,(r) resultante de
exigir una frecuencia de oscilacion de 40MHz, correspondiente a un periodo
normalizado de 2.5s. El valor de C; que hace posible esta situacion resulta ser
C;=3.129 pF.
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Figura 6.66. Forma de onda V|(?) resultante tras exigir una frecuencia de
oscilacién de 30 MHz, correspondiente a un periodo normalizado de 3.333s. El
valor normalizado de C; que permite cumplir esta exigencia es C;=0.7497,

correspondiente a C;=7.497 pF.

0 1 2 . 3 4 5
Figura 6.67. Forma de onda V|(¢) resultante tras exigir una frecuencia de
oscilacién de 40 MHz, correspondiente a un periodo normalizado de 2.5s. El valor

normalizado de C; que permite cumplir esta exigencia es C3=0.3129,
correspondiente a C;3=3.129 pF.
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6.4. Comentarios finales

- En este capitulo se ha ilustrado la aplicacién del método de andlisis y optimizacién
propuesto en la presente tesis. De los ejemplos presentados es posible concluir que
la formulacion descrita permite abordar con eficacia la determinacién de las formas
de onda periddicas de circuitos auténomos.

En el capitulo 2 se ha demostrado que el método utilizado en la presente tesis
es formalmente equivalente al método de balance armoénico, tal vez el més
ampliamente utilizado. No obstante, el enfoque temporal discreto presenta,
respecto a éste, algunas ventajas:

. Posibilidad de elegir una regla de integracién determinada al efectuar la
discretizacion de la parte lineal del circuito.

. La formulacién resultante permite el célculo de derivadas parciales respecto
a las muestras de las variables, respecto al periodo de oscilacién y respecto
a los elementos de circuito de forma sistemdtica y con una complejidad de
calculo extremadamente reducida.

. La matriz del jacobiano de las ecuaciones presenta una estructura muy bien
definida, con un gran nimero de elementos nulos en posiciones conocidas,
lo que permite reducir drasticamente el coste computacional de los pasos de
Newton. ‘

. Finalmente, la implementacion de los algoritmos de solucién descritos en la
presente tesis permite abordar con suficientes garantias de éxito problemas
que tradicionalmente presentan notables dificultades de convergencia.
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Capitulo 7

CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

7.1. Conclusiones

En esta tesis, se ha abordado la determinacién de la respuesta periddica de circuitos
no lineales planteando las ecuaciones de equilibrio en forma vectorial en el dominio
temporal discreto. Para ello se ha discretizado el multipuerto lineal resultante de
extraer las alinealidades del circuito mediante la aplicacion de transformaciones de

plano s a plano z.

A diferencia de como ocurre con los métodos temporales habituales, la
solucién de las ecuaciones resultantes son, directamente, las formas de onda en
régimen permanente, de forma andloga a como ocurre con los métodos
frecuenciales. No obstante, dado que el problema esti planteado integramente en el
dominio temporal, durante su resolucién no es necesario realizar las repetidas
transformaciones entre dominios necesarias al hacer uso de métodos frecuenciales.

Esta técnica, desarrollada recientemente [27] para el andlisis de circuitos
excitados, ha sido extendida al andlisis de circuitos auténomos. Asimismo se ha
desarrollado una sistemdtica que permite la optimizacién de circuitos tanto
excitados como auténomos. Para ello se han obtenido expresiones originales que
permiten el calculo analitico de las derivadas parciales de las ecuaciones respecto a
las muestras de las sefiales, respecto al periodo de oscilacién y respecto a los

elementos de circuito.

Por otro lado, otra contribucion de esta tesis consiste en la identificacién de
la relacién existente entre la técnica temporal discreta propuesta y los métodos
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temporales y frecuenciales habituales. En particular, y en una linea
fundamentalmente teérica, se ha presentado una demostracion de que las
ecuaciones del conocido método de balance armdnico pueden derivarse como un
caso particular del método descrito.

Con el fin de abordar con eficacia la resolucién del sistema de ecuaciones
resultante, se han implementado algoritmos globalmente convergentes, basados en
modificaciones del método de Newton. También se ha experimentado con éxito la
aplicacion de una forma de continuacién ‘que permite refinar sucesivamente las
soluciones numéricas obtenidas. Asimismd, se han utilizado ideas propias de la
optimizacién por difusion simulada para desarrollar un algoritmo que asegura la
resolucién de las ecuaciones planteadas con independencia de la estimacién inicial

1

efectuada. '

i
Finalmente, se ha presentado la aplicacién de las ideas propuestas a dos

osciladores clasicos y representativos: el oscilador de van der Pol y el oscilador de
Colpitts, ademds de a un oscilador OTA-C. Los resultados obtenidos demuestran
que el método descrito es claramente competitivo tanto con las técnicas habituales
de andlisis como con las escasas estrategias de optimizacion existentes.
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7.2. Lineas futuras de investigacion

A lo largo de las investigaciones efectuadas, reflejadas en esta tesis, se han
planteado diversas cuestiones que merecen un estudio detallado. A continuacién se
describen algunas de ellas, de forma muy esquematica.

» La técnica descrita en esta tesis permite el andlisis eficaz de circuitos no lineales
tanto excitados como auténomos en régimen permanente periddico. La
siguiente extension del método podria ir en la linea de abordar el problema de
la respuesta casi-periddica, propia de algunos circuitos de comunicaciones, tales
como los mezcladores.

o En régimen permanente periddico, es frecuente que las sefiales presentes en un
circuito presenten variaciones rapidas en determinadas zonas y sean mucho més
suaves en otras. En el enfoque descrito, es necesario que la frecuencia de
muestreo sea lo suficientemente elevada como para captar las variaciones
rapidas de la sefial. No obstante, para representar las zonas més suaves podria
utilizarse un nimero menor de muestras. Por tanto, seria muy interesante
investigar la posibilidad de realizar un muestreo no uniforme de las sefiales. Si
este proceso puediera llevarse a cabo de forma sistematica y eficaz, seria
posible disminuir el nimero de incognitas a determinar.

o La resolucion de ecuaciones no lineales continia siendo un campo abierto.
Prueba de ello son las continuas contribuciones de diversos autores a solventar
determinados aspectos de este problema. En el marco de los métodos
globalmente convergentes, basados en modificaciones sobre el método de
Newton, se vislumbran algunas posibles mejoras, basadas en la incorporacién
de razonamientos fuzzy* en determinados puntos de los algoritmos. Sirva como
ejemplo la forma en que se realiza la actualizacién de la zona de confianza
donde, en esencia se aplica un razonamiento del tipo

~ Si el comportamiento real de la funcién se aproxima bastante a la
prediccién del modelo, entonces conviene aumentar ligeramente el
radio de la zona de confianza.

* La referencia [15] puede servir como una primera introduccién a los sistemas de 16gica fuzzy.
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La implementacién tradicional de la condicién se aproxima bastante consiste en
fijar una cota arbitraria para la maxima desviacién permisible, de lo cual resulta
un valor que es o bien cierto, o bien falso, es decir, 1 o 0. Asimismo, la
sentencia aumentar ligeramente el radio se codifica de una forma tan dréstica
como doblar el radio. Simplificando de forma importante, se puede afirmar que
la légica fuzzy permitirfa distinguir entre toda la gradacién de valores de
certeza que puede tomar la premisa

el comportamiento real de la funcién se aproxima bastante a la
prediccion del modelo :
obteniéndose, como consecuencia, un amplio abanico de acciones a tomar. A

modo de ejemplo, la l6gica fuzzy conclu,iria que

Si el comportamiento real de la funcién se aproxima mucho a la
prediccién del modelo, entonces conviene aumentar mucho el radio
de la zona de confianza.

sin necesidad de tener que explicitar este conocimiento.

e Con el fin de permitir la aplicacién de la técnica descrita a circuitos de
microondas es necesario ain elaborar una sistemdtica que permita la inclusién
de elementos distribuidos. En este sentido cabe pensar que cualquier elemento
caracterizable de forma analitica en el dominio transformado de Laplace puede
ser sistemdticamente aproximado por un circuito discreto, por ejemplo haciendo
uso de aproximantes de Padé multipunto®.

* Véase, por ejemplo, P. Pala-Schonwilder and J. M. Mir6-Sans, "An explicit method for modeling
lossy and dispersive transmission lines" en Proceedings 23rd European Microwave Conference,
piginas 701 a 704, Madrid Septiembre 1993,
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