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Capitulo I Introduccion

1.1 Introduccion

En esta tesis hemos querido considerar basicamente el disefio de funciones de coste para
adaptacion ciega en un amplio margen de aplicaciones en el 4mbito de las comunicaciones
digitales. Qué pretendemos significar mediante los términos "adaptacién” y “ciega”, y
mediante "funciones de coste" ?. Lo ilustraremos brevemente con unos ejemplos, los cuales
constituirdn el campo de aplicacién en el que validaremos los resultados teéricos de este
trabajo. Consideremos los siguientes problemas en comunicaciones digitales,

El problema de ecualizacién: la méxima capacidad a la que podemos transmitir informacién
‘a través de un canal viene limitada por las caracteristicas de éste, en términos de dos

pardmetros bdsicos como demostré Shannon: el ancho de banda del canal y la relacién sefial
a ruido en recepci6n. La calidad o probabilidad de error con la que podemos recuperar o
demodular los datos transmitidos no dependen dnicamente de los dos paridmetros
anteriormente mencionados, sino que vienen determinados por el conocimiento que
tengamos de la naturaleza del canal. Es decir, en multitud de situaciones reales, dicho
conocimiento es, con suerte, parcial, excepto en canales pricticamente ideales y de gran
ancho de banda, como los sistemas de transmisién fija por satélite. En el resto de los casos,
la respuesta impulsional del canal introduce una distorsién desconocida por el receptor en la
sefial que envia el transmisor. En el caso de modulaciones lineales, donde enviamos
secuencias de un mismo pulso, modulado por los simbolos de la informaci6n, este pulso,
llamado de conformacién o de "shaping" , se convoluciona con la respuesta impulsional del
canal, variando su forma. El filtro que utiliza normalmente un demodulador, adaptado a la
forma conocida del pulso de shaping, filtra el ruido de forma 6pti-na permitiendo que la
deteccién se realize con minima probabilidad de error. El efecto uzl canal distorsiona la
salida del filtro adaptado en los instantes 6ptimos de muestreo, introduciendo interferencia
de simbolos adyacentes, o interferencia intersimbélica.

La velocidad a la que puede eliminar el efecto de las interferencias es sumamente
importante para garantizar una pérdida de informaci6n minima y optimizar el flujo neto de
transmission. Por ello, un método sencillo de adaptacién consiste en introducir en el canal
de transmisién secuencias de simbolos, llamadas secuencias de entrenamiento, conocidas
previamente por el demodulador. El algoritmo de ecualizacién puede asi utilizar ese
conocimiento para identificar el sistema y eliminar la interferencia intersimbélica. No
obstante, interesa reducir el porcentaje de tiempo que se toma para transmitir -estas
secuencias, puesto que la capacidad de informacién neta del enlace disminuye. Es entonces
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donde aparece el concepto de ecualizacién ciega como una forma de garantizar la eliminacién
de la interferencia intersimbélica en ausencia de referencias sobre los datos transmitidos o

sobre las caracteristicas del canal.

Generalmente, los métodos de ecualizacién ciega adolecen de una velocidad de
convergencia considerablemente més lenta que los de ecualizacién asistida. No obstante,
una vez en seguimiento, permiten ir actualizando los coeficientes del filtro de ecualizacién en
funcién de las caracteristicas del canal. Estas técnicas permiten aumentar el flujo de
informaci6n al no ser ya necesario el envio periédico de las secuencias de entrenamiento (no
obstante, estas siempre aparecen en sistemas de comunicacién reales por la necesidad de
"formatear” u organizar la informacién que se transmite por el canal). El tema de
ecualizaci6n ciega es ya un tema maduro, con un gran nimero de publicaciones. Prosigue
sin embargo la investigacién en este campo debido a la increible variedad de soluciones que
ofrece. Algunas de estas soluciones constituirdn resultados de esta tesis.

El problema de decorrelacién. Sistemas DS-CDMA: como habiamos citado anteriormente,

la capacidad de un canal viene limitada por el ancho de banda y la relacién seifial a ruido.
Otro factor a tener en cuenta en sistemas de comunicaciones m4s sofisticados es el niimero
de usuarios simultdneamente presentes en el mismo canal. Este hecho, debido basicamentre
a la interferencia de unos usuarios sobre otros, o 2 la necesidad de reducir tal interferencia,
al méaximo, limita la capacidad del canal referida a un usuario particular. Los sistemas
CDMA o "Code Division Multiple Access" constituyen una forma de comparticién
simultdnea del canal entre varios usuarios. Los datos provenientes de un usuario particular
pueden recuperarse mediante conocimiento de la secuencia pseudo-aleatoria, o de "spread”,
de donde proviene el término "Direct Sequence”, que se ha utilizado para ensanchar el ancho
de banda de la informacién y poder asi compartir el canal con interferencia minima del resto

de usuarios activos en ese momento.

En un entorno real de comunicaciones por espectro ensanchado y acceso miltiple, no
siempre puede garantizarse una minima interferencia del resto de los usuarios del canal. De
hecho, el grado en que un usuario afecta a los restantes depender4 de dos factores: (a) de la
potencia en recepcion del usuario considerado y (b) de los valores de correlacién cruzada de
Ia secuencia PN del usuario con los interferidos. En recepcién, cada usuario se recupera
mediante un filtro adaptado a su secuencia. La presencia de otros usuarios introducirg
interferencia a la salida de este filtro en el instante 6ptimo de muestreo, degradando el
proceso de deteccién y aumentando la probabilidad de error.

-1.2-



Capitulo 1 Introduccidn

Entendemos por decorrelacién de usuarios en un sistema CDMA el proceso mediante el
cual, tomando las s-fiales a la salida de los filtros adaptados de cada usuario, podemos
eliminar las interfe: :ncias de unos usuarios sobre otros y proporcionar una seiial limpia a
los algoritmos de deteceién. Decimos entonces que se ha decorrelado la interferencia de
miiltiple acceso. El problema que surge en este instante es qué algoritmo utilizar para
garantizar el proceso de decorrelacién. Veremos que las funciones de coste que proponemos
en este trabajo son aplicables también a la decorrelacion ciega de sefiales CDMA. El
problema de decorrelacién es en cierta forma andlogo al de ecualizacién, donde intentamos
eliminar no la interferencia de otros usuarios, sino la de otros simbolos.

El problema de conformacién de haz: hemos visto en los dos problemas anteriores como la
capacidad de una canal est4 limitada por el ancho de banda, la relacién sefial a ruido y la
presencia de usuarios simultdneos. En el problema de conformaci6n de haz tenemos también
usuarios simultdneos, aunque la separacién de éstos no se realiza en base a una secuencia de
spread, sino en base a una dimensién adicional a la del tiempo: la dimensién de espacio. En
este caso entendemos que el sistema receptor estd formado por una agrupacién de antenas.
Es decir, nos vemos obligados no a procesar una sefial escalar, sino una sefial vectorial.
Cada uno de los usuarios del canal realiza el acceso en base a una técnica conocida como
SDMA o "Space Division Multiple Access”. En esta, cada usuario incide sobre el array
desde una direccién espacial diferente, de forma que el array receptor puede separar en
dngulo a cada uno de los usuarios. No siempre este concepto de separacién angular resulta
apropiado para todas las situaciones. En otros casos sustituimos el término conformaci6n de
haz o "beamforming” por el término combinacién 6ptima de sefiales u "Optimal

Combining".

El proceso de separacién de usuarios y de filtrado del ruido espacial o eliminacién de
interferencias se realiza en base al proceso de beamforming, en que se realiza un producto
escalar entre el "snapshot", es decir, el vector que contiene muestras de sefial de cada sensor
en un determinado instante de tiempo, y el vector de coeficientes correspondient~ a cada
usuario. El vector de coeficientes o la direccién de llegada de un usuario puede coi. .erse a
priori en algunos casos. Hablamos entonces de Refe-~ncia Espacial, en contraste al
concepto de Referencia Temporal, en el que conociamos 1 secuencia de llegada.

El problema de conformacién de haz mediante algoritmos ciegos constituye un problema
muy interesante de procesado adaptativo. Consideremos un ejemplo sencillo de un
escenario: un receptor formado por cierto nimero de nsores que recibe sefales
provenientes de varios usuarios. No disponemos de ningt. .ipo de referencia espacial de
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ninguno de los usuarios y carecemos también de las secuencias de entrenamiento o
referencia temporal que nos posibilitarian su recuperacién. Como debemos proceder para
recuperar cada uno de ellos ?, y si nos interesa dinicamente una sefial de entre las posibles,
por ejemplo, una sefial con modulacién QPSK, c6mo deberemos actuar?. Aunque existen
técnicas de estimaci6n espectral que podrian aplicarse para solucionar este problema, como
MUSIC, su implementacién resulta costosa y no se consideran como técnicas de
beamforming. Por ejemplo, no nos permitiria distingir si una posible sefial presente en un
pico del espectro es QPSK o bien CPM. Es decir, pretendemos disefiar un conformador de
haz que adaptativamente sepa discernir entre sefiales de estadisticas diferentes.

En los tres ejemplos anteriores hemos ido introduciendo conceptos bésicos de procesado
- adaptativo. Aquellos que nos interesa destacar especialmente son los criterios de Referencia
Espacial y Referencia Temporal sobre los que se basa en disefio de funciones de coste,
normalmente de tipo error cuadritico medio, para algoritmos de adaptacién. La idea motriz
de esta tesis consiste en afiadir un tercer criterio a los dos anteriormente citados: el criterio de
Referencia Estadistica. Es decir, en la recuperacién de sefiales no utilizamos
informaci6n de una realizacién particular de la sefial (referencia temporal) o de la estructura
del modelo de sefial (referencia espacial) sino que tomamos como referencia la distribucién
de probabilidad de la sefial que deseamos recuperar, que suponemos, naturalmente,
conocida. Este criterio es especialmente robusto en el ejemplo anterior donde deseabamos
recuperar una sefial QPSK de entre todas las incidentes en el array. Incluso, la recuperacién
es posible en presencia de interferencias més potentes que la misma sefial deseada. Otro
ejemplo como el de decorrelacién de sefiales CDMA, presenta un cariz algo distinto. Es
decir, en este caso las sefiales de todos los usuarios tienen la misma estadistica. Como se
recupera entonces cada uno de ellos y se evita que el usuario mis potente. con la
distribucién de probabilidad deseada, p.ej. BPSK, aparezca en todas las salidas del
decorrelador?. En este caso debemos utilizar un criterio de Referencia Estad{stica que utilice
informaci6n sobre la funcién de densidad de probabilidad conjunta de todos los usuarios, es
decir, que implicitamente incorpore la mayor independencia estadistica entre las salidas del
decorrelador, dos a dos. Incluso, criterios de este tipo aplicados a algoritmos de
ecualizacién, pueden permitirnos utilizar informacién del c6digo con que se modulan los

datos.

El objetivo de esta tesis es pues enfocar el problema del filtrado y demodulacién
adaptativas desde el punto de vista de teoria de la informacién. Se demostrard que la
disponibilidad de informacién lateral sobre las funciones de densidad de probabilidad de las
seiiales deseadas puede mejorar las prestaciones de los sistemas adaptativos. La principal
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aplicacién que se ha tenido en mente es la demodulacién de sefiales de comunicacién
digitales (tanto para demoduladores de sensor Gnico como para arrays). entendemos que no
s6lo el filtrado de por si (ecualizaci6n espacial y temporal), sino también la estimacién
adaptativa de todos los pardmetros (fase de la portadora y sincronismo) relevantes al
proceso de la demodulacién se engloban en el concepto de filtrado adaptativo. Mostraremos
que ambos conceptos se interrelacionan de una forma natural al considerarlos desde el
enfoque aqui expuesto. Los resultados tedricos se validardn para unos cuantos escenarios

predefinidos.

En el contexto de comunicaciones, el disefio de un demodulador que cumpla unos criterios
de optimalidad necesita de informacién a priori sobre la estadistica de la sefial recibida, r(t).
Cuando quiera que la estadistica de dicha sefial se desvie de las premisas bdsicas, el
demodulador deja de ser 6ptimo en el sentido descrito. Una forma de atacar este problema
consiste en estimar el conjunto de pardmetros (estadisticos) que caracterizan el proceso r(t)
para controlar «i vector de estado del demodulador. Podemos afirmar que el comportamiento
de tal demodulador adaptativo serd dependiente de los datos. Es por lo tanto necesario
disefiar algoritmos que a partir de los datos conduzcan el demodulador a su configuracién
6ptima ( la que maximiza el criterio de optimalidad cuando todos los pardmetros relevantes
sobre la estadistica de la sefial y del ruido son perfectamente conocidos). La eleccién de un
criterio particular y/o de una arquitectura de demodulacién es un aspecto determinante de las
prestaciones del sistema adaptativo final.

1.2 Perspectiva

En este apartado exponemos una perspectiva de la literatura existente en este campo. En los
dltimos veinte afios han aparecido en la literatura una serie de algoritmos adaptativos y de
estimacién de pardmetros. Los campos de aplicacién se extienden desde RADAR y
Comunicaciones a Bioingenierfa y Procesado de Datos Sismicos. Como regla general en el
disefio de un sistema adaptativo, uno intenta beneficiarse del conocimiento a priori de alguna
caracteristica o propiedad estadistica de las sefiales. El uso de este conocimiento nos permit::
deducir un criterio de optimalidad o funcién de coste. El sistema adaptativo evoluciona co:
el fin de minimizar esta funcién de coste. Multitud de criterios se han propuesto hasta 1.
actualidad. Podemos citar los basados en Estadisticos de Orden Superior (HOS), Procesad«
de Seiiales Cicloestacionarias (CSSP), Redes Neuronales (NN), Métodos de Bussgan

etc.
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La utilizacién de HOS es de fundamental importancia por sus propiedades de incrementar
la relacién sefial a ruido cuando la sefial de interés esta inmersa en ruido Gaussiano, y por el
hecho de que conserva la informacién de fase. Una propiedad bésica es que todos los
cumulantes de orden superior (n>2) de un proceso Gausiano son nulos. Este hecho ha
encontrado amplia aplicacién en ecualizacién de canales de fase mixta y no-minima ya que la
respuesta impulsional del canal queda definida de forma no ambigua a partir de los
cumulantes de orden superior de la sefial recibida (suponiendo entrada no-Gausiana)
[Zhe91][Sha91]}[Kam91]. Es de aplicacién generalizada en algoritmos ciegos el uso de
transformadas no lineales de los datos. Segiin [Nik91], los algoritmos de deconvolucién
ciega se pueden clasificar como del tipo Bussgang o Poliespectrales [Bro91] dependiendo
de si la no-linealidad se sitia a la salida o a la entrada del ecualizador. Se verd m4s adelante
que el algoritmo aquf desarrollado se enmarca en la primera categoria. Los HOS también se
han explotado [Lag91] en la estimacién de direcciones de llegada (DOA) y conformaci6n de
haz a partir de snapshots de tercer orden. La ventaja de estas técnicas es que nos aseguran
que s6lo obtendremos las direcciones de llegada de aquellas fuentes correspondientes a
procesos no-Gausianos. La separaci6n ciega de sefiales independientes constituye también
un campo interesante de aplicacién de los HOS [Com91][Com93]. El propésito de estos
algoritmos es el de separar varias sefiales que han experimentado una mezcla instantanea o
convolutiva s6lo a partir del conocimiento de su independencia mutua. Es en este caso
donde se utiliza el minimo de informaci6n a priori sobre las estadistica de las sefiales. En
general, la aplicacién de HOS no est4 libre de inconvnientes. Cabe destacar su elevado coste
computacional y su lenta velocidad de convergencia.

El procesado de sefiales cicloestacionarias explota otra caracteristica estadistica de los
procesos estocdsticos, la periodicidad de los momentos y cumulantes de una seiial. En estos
casos, la funcién del sistema adaptativo es recuperar s6lo aquellas sefiales que presenten una
determinada ciclofrecuencia. Estos métodos han encontrado amplia aplicacién en
ecualizacién ciega puesto que la mayorfa de las sefiales de comunicacién presentan un
cardcter cicloestacionario. Un procedimiento posible es evaluar la correlacién ciclica de la
sefial recibida de tal forma que sefiales de ciclofrecuencia diferente no contribuyan
significativamente [Vaz92]. Una ventaja proporcionada por estos métodos es su mayor
robustez frente a interferencias. El efecto de captura (recuperacién de sefiales no deseadas)
que presenta el algoritmo CMA, entre otros, se resuelve parcialmente [Cas93]. Las
capacidades de rechazo de las interferencias que proporcionan estos algoritmos han
encontrado rdpida aplicacién en procesado de arrays para anular interferencias espacialmente
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localizadas en la etapa de conformacién de haz [1zz89][1zz92], también via procesado
temporal [Xu92].

Los mejores resultados se obtienen cuando el sistema adaptativo se entrena con sefiales de
referencia. El algoritmo intenta modificar el vector de estado del sistema para minimizar la
funcién de error dada. Los métodos de conformacién de haz con referencia temporal o
espacial (TRB y SRB) constituyen técnicas aplicadas en terminales de comunicacién
avanzados [Lag93]. TRB es m4s robusto frente a problemas de calibracién. En las técnicas
de referencia temporal, una secuencia de datos previamente conocida por el receptor se envia
por el canal. Las estimaciones de los pardmetros del canal y de la sefial son de mayor calidad
que en otros métodos puesto que la incertidumbre de cudl es la secuencia de simbolos
recibida es nula (adaptacién asistida por los datos). Una vez que el demodulador se ha
inicializado y empiezan a recibirse los simbolos de la informacién, diferentes técnicas
pueden utilizarse para el seguimiento (aunque también es posible mantener la transmisién de
una sefial de referencia en un canal paralelo, ya sea en tiempo o en frecuencia). Los
algoritmos pueden clasificarse en tres grandes grupos: DA (Data-Aided), DD (Decision
Directed) o NDA (Non-Data-Aided).[Gar86]. Las técnicas DD son similares a TR en el
sentido en que la sefial de referencia est4 basada en decisiones de los si:zabolos recibidos y
no en un conocimiento a priori. Presentan por tanto peor comportamiento, aunque hemos
observado prestaciones excelentes de técnicas DD a bajos niveles de EbNo en el disefio de
demoduladores avanzados que utilizan informacién de los c6digos convolucionales
[Vaz91]. En cambio, en los algoritmos NDA no se realizan decisiones reales de los

simbolos recibidos.

Para finalizar podemos decir que las prestaciones de un sistema adaptativo se encuentran en
relacién directa con la cantidad de informacién disponible de las sefiales recibidas. En ia
préctica habitual de comunicaciones, tenemos un buen conocimiento de la estadistica de las
sefiales recibidas (lo cual no ocurre en todas las aplicaciones) y utilizaremos este
conocimiento para la recuperacién de la sefial deseada.
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1.3 Resumen

El tema central de este trabajo es el disefio de funciones de coste para algoritmos
adaptativos basados en criterios de Teorfa de la Informacién. Dada una sefial recibida, nos
interesa recuperar la informacién transmitida en base a conocimientos aprioristicos del
modelo de seiial. Podemos aplicar diversos criterios, es decir, plantear la minimizacién
equivalente de una funcién de coste determinada en funci6n de los pardmetros de un sistema
que nos asegura una recuperacién mis o menos fiable de la informacién. El tipo de
informacién previa de que dispongamos nos determinard qué enfoque debemos tomar.
Bésicamente este trabajo se ha estructurado en tres grandes partes. En la primera, compuesta
"por el capitulo II, consideramos varios ejemplos generales en los que disponemos de una
informacién muy precisa del modelo de sefial recibida y estudiamos cuales son los
algoritmos (ML) de recuperacién de la informacién. Como caso general del que se deduce
por ejemplo el algoritmo de ecualizacién hemos considerado la decorrelacién de sefiales
CDMA en arrays. Aunque de un importante interés teérico en cuanto a los limites
fundamentales de prestaciones, este tipo de algoritmos no estdn justificados para una
implementacién prictica donde desconocemos gran parte de la informacién supuestamente
conocida en ellos. Esto nos conduce al disefio de algoritmos adaptativos en los que mediante
una funcién de coste sensatamente escogida podemos estimar en linea los pardmetros del
sistema necesarios para la demodulacién de los datos (implicitamente eliminacién de
interferencias, filtrado 6ptimo de ruido, ecualizacién,...). En la segunda parte, capitulos III,
IV y V, proponemos dos funciones de coste y algunas variantes de ellas deducidas que
posibilitan tales objetivos, realizando un estudio teérico exhaustivo de sus propiedades
estadfsticas. Mediante estas funciones de coste intentamos forzar una estadistica
determinada, la de los datos deseados, a la salida del sistema. Tal algoritmo se clasifica
como ciego puesto que no utilizamos informacién ninguna de la secuencia real de datos
transmitidos. Aunque como resultado importante cabe destacar el paralelismo existente con
la solucién de Wiener para sistemas con secuencias de entrenamiento conocidas. De hecho,
a lo largo del trabajo se destacan las propiedades de las soluciones que minimizan el criterio
propuesto. Dada la filosofia bajo la cual hemos derivado el criterio, hemos adoptado el
nombre de Algoritmo de Referencia Estadistica (SRA), en contraste con el concepto de
Referencia Temporal o Espacial en procesado de arrays. En la tercera parte, capftulos VI 'y
VII, aplicamos las funciones de coste deducidas en el capitulo anterior a un nimero de
aplicaciones de interés como ecualizacién, conformaci6n adaptativa de haz y decorrelacién
de seiiales, las cuales podemos ver que constituyen aspectos diferentes de un problema
general. Vemos que el algoritmo presenta prestaciones dignas de tenerse en cuenta tanto en
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adquisicién como en seguimiento. El tema de ecualizacién ciega ha suscitado multitud de
trabajos durante muchos afios y creemos que la perspectiva que se le ha dado en este trabajo
contribuye aunque sea minimamente al conocimiento de estos problemas. Por tanto
concluimos presentado algunas posibles vias de continuacién de este trabajo, destacando la
inclusién de la informacién sobre la codificacién de los datos en los algoritmos de
ecualizacién o conformacién de haz.
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Capitulo 11 , Criterios de Referencia Espacial y Temporal

2 Criterios de Referencia Espacial y Temporal

Dado un sistema de comunicaciones, estamos interesados en recuperar la informacién
transmitida en el terminal receptor. No obstante siempre existe cierto desconocimiento de las
caracteristicas del canal que el receptor debe compensar o de las interferencias que debe
eliminar. En secciones posteriores estudiaremos c6mo puede solucionarse este
inconveniente cuando desconocemos los datos transmitidos. Existen dos métodos
ampliamente utilizados para el entrenamiento de un receptor adaptativo, basados en el tipo
de conocimiento que se tenga de la seifial recibida. En el primer métode se supone que no
existe incertidumbre en cuanto a la secuencia transmitida por la fuente deseada y que existe
un conocimiento perfecto "a priori". Hablamos en este caso de métodos de referencia
temporal o basados en secuencias de entrenamiento. En el segundo método se conoce la
estructura de los datos, esto es, en un contexto de arrays, implicaria conocer la direccién de
llegada de la sefial deseada. Hablamos en este caso de métodos de referencia espacial.
Supondremos siempre que la sefial deseada se obtiene mediante una combinacién lineal de
los datos en base a un vector de coeficientes. En este estudio introductorio supondremos un
modelo de varias fuentes y veremos cudl es el vector de coeficienter que minimiza el criterio
deseado. En general, dados criterios diferentes, obtendremos uiferentes vectores de
coeficientes que minimizan la funcién de coste asociada, aunque con buenas propiedades si
el criterio se ha elegido de forma correcta. En esta secci6én estudiamos dos criterios: veremos
qué relacién existe entre la solucién de Wiener, la cual asociamos a métodos de referencia
temporal, y la solucién ML, asociada a métodos de referencia espacial. Podemos ver como
ambos criterios (ver Capitulo 3) pueden reducirse mediante utilizacién de la funcién de coste
desarrollada en este capitulo al criterio conocido de minimos cuadrados, al estar
condicionada la funcién de densidad por la secuencia de datos conocida.

Supondremos el modelo de sefial definido por,

(2.1)

def
- - H _
—Skak“f‘nt = d,,+nk ’ En'nknk = O':R’m

donde ry representa la sefial recibida, Sy la matriz de "steering”" (supondremos que sus
columnas forman un conjunto de vectores linealmente independientes), ay la secuencia
vectorial de sefiales (consideraremos a todas las seifia.... incorreladas dos a dos), 6,2Rp, la
matriz de covarianza del ruido nig, dy la componente de sefial de ry o sefial de referencia,
obtenida como el producto Sgay Consideraremos que Rpy es una matriz fija, variando la
potencia global del ruido en base al escalado de la varianza o,. Igualmente, supondremos
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fija 1a matriz de steering y variaremos la potencia de las fuentes segin las amplitudes de las

componentes de ay.
2.1 El Criterio de Maxima Verosimilitud (ML)

Frecuentemente en Comunicaciones y en Procesado de Seiial se necesita inferir el valor de
determinados pardmetros a partir de los datos recibidos (observaciones). El criterio de
Miéxima Verosimilitud utiliza una parametrizacién de la funcién de densidad de los
pardmetros dados los datos recibidos. El criterio consiste en escoger aquel parametro que
maximize dicha funcién de densidad. Supongamos que un sistema produce un determinado
vector de observaciones x a partir de un vector de pardmetros de entrada a. Se denota el

estimador ML como una funcién de los datos: dyq (x), donde,

R (2.1.1)
aML(x) = arginax Paix (alx)

En este trabajo hemos tenido en cuenta tnicamente el modelo lineal en el cual la relacién
entre ambos vectores viene dada por x=Sa+n, siendo S una matriz de transformacién y n
un término de ruido aditivo. Generalmente, la aplicacién rigurosa de este principio conduce
a estimadores con una gran carga computacional. Existen soluciones de compromiso
sub6ptimas respecto al criterio ML pero ricas en interpretaciones y de complejidad
abordable. La via que hemos seguido es imponer restricciones en cuanto a la arquitectura del
estimador, en particular, forzamos que éste sea lineal. El criterio ML restringido deviene
entonces la siguiente maximizacion,

(2.1.2)

aLC'ML(K) = arggmx Dax (WHX lx)

Dada una estadistica discreta para el vector de pardmetros a (usual en sistemas de
comunicaciones donde éste representa los simbolos transmitidos), el principio ML equivale
a una maximizacién exhaustiva de la funcién 2.1.1 sobre una rejilla multidimensional
formada por todos los valores posibles de a con una complejidad de crecimiento
exponencial (medida en nimero necesario de operaciones) segin el tamafio del alfabeto de
a. Si en cambio imponemos restricciones de tipo lineal en la arquitectura del estimador, su
complejidad pasa a ser lineal en la dimensi6n de a. N6tese que segiin la ecuaci6n anterior, el
término estimado 4y cmp.(x) puede ser una variable aleatoria de distribucién continua, adn
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siendo la distribucién de a discreta. Esto implica simplemente que debemos realizar una
etapa posterior de deteccién a la ya realizada de filtrado mediante los coeficientes w.

Un concepto importante en estimacién lo constituye la suficiencia estadistica.
Intuitivamente, hablamos de estadisticos suficientes como de aquellos valores obtenidos a
partir de una transformacién de los datos sin pérdida de informacién respecto a los
paréh]etros a subyacentes, tales que dicha transformacién equivale a una compresién de los
datos. Es decir, eliminamos toda la redundancia necesaria para la estimacién de los
pardmetros a. Denominando b al conjunto de estadisticos suficientes de a, tenemos, b =
T(x). Para el modelo lineal citado anteriormente tenemos que T(.) es, también, una

transformacién lineal.

Veremos en el siguiente apartado como la aplicacién de los conceptos aqui expuestos
conduce a la especificacién de dos criterios diferentes para la estimacién de los pardmetros
a. Introduciremos los conceptos de referencia espacial y temporal.

2.2 Solucién de Wiener y Solucion ML

En este apartado estudiaremos dos funciones de coste posibles para el filtrado 6ptimo de
los datos del modelo de seiial de la seccién anterior: (a) en el criterio ML forzaremos un
ajuste sobre los datos de entrada al sistema, ry.mientras que en (b), aplicaremos el criterio
de minimos cuadrados a la salida del sistema sobre una referencia conocida, y que conducird
a la conocida solucién de Wiener. Ambos criterios se ilustran en la figura 2.2.1.

ENTRADA S,a, SALIDA

L ¥%

Figura 2.2.1: Representaci6n de los criterios de disefio de un sistema para la
recuperacion de'una sefial deseada. En la parte superior de la figura aparece el modelo
apriorfstico de la sefial: la parametrizacién a partir de los vectores de steering en el
criterio ML y el conocimiento de la sefial de referencia en el criterio de mfnimo error

cuadritico medio (Wiener).
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En el criterio ML restringido planteamos la maximizacién de la densidad de probabilidad de
los datos a la entrada condicionada por un conocimiento previo del nimero de fuentes y de
las matrices de steering y de correlacién del ruido, es decir, utilizamos una referencia
espacial o informacién lateral sobre la estructura de los datos. Los argumentos de la
maximizacién son las secuencias zy que mejor se ajustan al modelo de sefial. Bajo

condiciones de ruido Gausiano, el criterio a maximizar se expresa como,
(2.2.1)

H gyt
- _s R _s
max p, (Zkll‘k)z max —g——¢ (re=Siz¢) Roa(rr=5ezs)
n=Wir, 7,=Wlr, 7" detR,,

donde la restriccién aparece implicita como combinacién lineal del vector de datos ry:
zx=WHry. Para la obtenci6én de la secuencia zy en funcién de los datos de llegada,
minimizamos la funcién de coste asociada, es decir, el argumento de la exponencial anterior,

con respecto a la secuencia,
(2.2.2)

e VleHg-
Valy=0 = 7, =(SFR;S: ) SFR;Ir,

en donde aparece la expresion correcta de la matriz de coeficientes Wy multiplicando al
vector de datos. Puede demostrarse (Seccién 2.5) que ésta equivale a una minimizacién de
la potencia de ruido a la salida del sistema con restricciones introducidas por el conocimiento
de los vectores de steering, puesto que estamos utilizando el término Sy. Es decir, barremos
el espacio de los datos ry en base a los componentes z; como Sizy.

En cambio, en un criterio de ajuste por minimos cuadrados a la salida del sistema o de
referencia temporal, se suponen conocidas las secuencias de cada fuente pero no los
vectores de steering ni la correlacién del ruido de entrada. Veremos que bajo estas
condiciones, los vectores de coeficientes difieren bajo ambos criterios. Ahora, la matriz Wy
serd aquella que mejor combine los datos de entrada para minimizar la siguiente funcién de

coste, siendo dy la referencia conocida. De 2.1.1,
(2.2.3)
JW =E(dk“Zk)HR;;n(dk"‘zk)‘Fln(”N" dethn) y Tp =W£lrk

donde N,, denota al nimero de usuarios o dimensién del vector zx y Ry, la matriz de peso
del criterio Para la obtencién de la secuencia zy Optima, igualamos el gradiente a cero,
llegando a la solucién de Wiener, de la cual destacamos la no dependencia de la matriz de

peso Ryq,
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(2.2.4)
Vaplw=0 = W,= R;Ed}r,

Aifadimos que el ajuste sobre una referencia a la salida no necesita implicar a todas las
componentes de ay. Puede plantearse simplemente con respecto a un usuario como veremos
en lo sucesivo. Demostraremos en los apartados siguientes que, en general, las soluciones
proporcionadas por ambos criterios de referencia no coinciden excepto en el limite cuando la
varianza del ruido tiende asint6ticamente a cero. La solucién ML es un estimador no
polarizado de minima varianza de cada una de las fuentes, lo cual no ocurre en el criterio de
Wiener. Esto es debido a que en este segundo criterio, al no disponer de informacién de los
vectores de steering de las fuentes, el error cuadratico medio minimo contempla tanto

“términos de ruido como residuos de sefial. En este sentido, en modulaciones digitales,
puede apreciarse claramente este efecto. La "contraccién" que sufre la constelacién de una
modulacién digital, refleja la polarizacién que introducen las técnicas adaptativas de minimo
error cuadritico medio en la posicién de los respectivos simbolos y que demuestran el
compromuso entre nivel de ruido y de sefial residual (ISI). En la seccién siguiente
realizamos un estudio estadistico detallado de este efecto.

2.3 Caracteristicas de la solucion de Wiener.

El objetivo de este apartado ser4 calcular el vector de coeficientes 6ptimo que minimiza una
funcién de coste cuadrética del error con respecto a la referencia y examinar su
comportamiento con respecto a la correlacién del ruido y al nimero y potencia de las
interferentes. Estableceremos con esto un patrén respecto al que comparar la aplicacién de
funciones de coste no lineales basadas en el conocimiento previo de la estadistica de la sefial
deseada en capitulos subsiguientes. Supondremos conocida la secuencia transmitida por una
de las fuentes, dy (de potencia unidad) y consideraremos al resto como interferencias
incorreladas con la fuente deseada. Definimos la funcién de coste de la forma habitu-
utilizando dnicamente la referencia del usuario deseado,

(2.3.1)

o H. |2 2
J—EEldk‘wkrkl +1n770'a
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obtenida como el logaritmo neperiano de la funcién de densidad condicionada a la
referencia di conocida, donde o, representa la varianza del error de filtrado a la salida.
Aplicando el gradiente e igualando a cero llegamos a la conocida solucién de Wiener,
(2.3.2)
V_,J=—E(d,-wlr,) 1, =0 = w,=R;Edr, =R7}p,

Vemos pués que el gradiente impone correlacién nula (ortogonalidad) entre la sefial de
error y los datos ry. Si denominamos g a la sefial de error, vemos que existe correlacién no
nula entre la sefial no ruidosa Siay y la sefial de error, €,

(2.3.3)

EE,:Skak == E£,:nk #0

Es decir, pretendemos demostrar que el término de error € contiene términos residuales de
sefial y no ﬁnicamen/te términos del ruido de entrada al sistema, ny. Procederemos mediante
reduccién al absurdo. Actuando bajo el supuesto de que la sefial de error sélo contiene ruido
llegamos a una contradiccién, puesto que en ese caso la correlacién del término de la
izquierda de la ecuaci6n anterior deberia ser cero por la condici6n de correlacién nula entre
sefial, ag, y ruido, ng. Es decir, en la sefial de error que minimiza el criterio aparece un
término residual de sefial deseada. M4s adelante deduciremos el valor exacto de esta

contribucién.

Podemos demostrar esta afirmacién de una forma més rigurosa. En efecto, supongamos en
el caso simple de un tnico usuario que la sefial de error s6lo contiene términos de ruido y
evaluemos las dos correlaciones cruzadas de la ecuacién 2.3.3 (a este efecto definimos el
error de "prueba” como €'y). Veremos que se llega a una contradiccién respecto a la
igualdad expuesta en 2.3.3, con lo cudl habremos demostrado que el error g contiene
términos de ag. Tenemos entonces que,

(2.3.4)

def
“f H_ _ Hp-l . Hp-1. _ -1
€y =wem=pRin, = Egi'n=EmnRyp,y= Rm(Rrr prd)

Donde la correlacién cruzada entre el error de prueba y el ruido de entrada es igual al vector
de Wiener multiplicado por la matriz de correlacién del ruido de entrada. Ahora bién, si la
matriz R;; es de rango completo (lo es siempre que la matriz de correlacién del ruido lo sea),
también lo es su inversa, por consiguiente, el Kernel o subespacio nulo de la aplicacién
lineal consistente en multiplicar por la inversa de R, es nulo (contiene tinicamente el vector
todo ceros). Es decir, el vector wy es no nulo siempre que exista correlacién entre la
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secuencia de referencia y los datos. Puesto que suponemos que Rpy es de rango completo,
utilizando el mismo razonamiento llegamos a la conclusién que la correlacién cruzada entre
£’k y ng no puede ser nula, es decir, igual al vector todo ceros. En segundo lugar,
considerando el término de la izquierda de la ecuacién 2.3.3, la correlacién cruzada entre €'y
y los datos no ruidosos Spay, llegamos a que ésta si debe ser cero. Evidentemente, esto es
contradictorio con la premisa inicial de que el error de prueba €'y s6lo contiene términos de
ruido. Se concluye entonces que aparece un término residual de sefial en el error g

proporcionado por la solucién de Wiener.

Podemos ver cuél es 1a magnitud de la correlacién cruzada entre la sefial de error g y la
referencia del usuario. En efecto, sea la siguiente descomposicién del vector de coeficientes
que minimiza el criterio, definida como el escalado mediante A de un vector w, paralelo a
Wk,

(2.3.5)

wy=Awy , wis;=1 = g =w'r, =2d, + Aw{n,

donde sy es el vector de steering correspondiente a la sefial que deseamos recuperar. Esta
restriccién del nuevo vector w, es valida puesto que sin ella no seria posible recuperar la
sefial de interés y nos especifica qué w, nos permite recuperar la sefial ay con la amplitud
correcta. La sefial filtrada, denominada zy, se obtiene entonces segtin la expresién anterior.
Calculando entonces el error gy respecto a la referenc ia obtenemos,
(2.3.6)
& =2, —dy=(A-1)d, + Awln, :

donde aparece una ligadura mediante el factor A entre el término de referencia y el término
de ruido. Veremos entonces que esta ligadura tiene como consecuencia la aparicién del
término residual de seifial en el error g de minima potencia. Podemos hallar las expresiones
exactas para A y w, minimizando la siguiente funcién Lagrangiana,

. (2.3.7)
A= Elskiz “l’(wgsk —1) =ll "‘112 Eldk'2 +lll2w51me° - 1'(wgsk —1)

donde el multiplicador de Lagrange viene dado por A'. La minimizacién del Lagrangiano

conduce a las siguientes expresiones para A y w,,
(2.3.8)

Eld,} Ao
] wo = —}:TR»;S::

V. JA=0 = A= .
A"g - +w(')1Rnnw0 ° I I

Eld,[
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Forzando el cumplimiento de la restriccién hallamos la expresién final para el multiplicador
de Lagrange, el término de escalado A y el término de filtrado w,,

(2.3.10)
2
AP E|d -1
wis, =1 = )»’=-——-———-Hl L y Az —— | "}I{ : w, = R"”j"
Sk RpnSt Eldkl +s; R,,s; sy RoSy

Vemos pues que el vector de coeficientes que minimiza el criterio es simplemente un
escalado (menor que la unidad) del vector de minima varianza no polarizado (MVUE:
"Minimum Variance Unbiased Estimator”, el cudl coincide con el vector soluci6n del criterio
de referencia espacial o ML). Es decir, mediante este criterio imponemos una minimizacion
de la potencia conjunta del bias o polarizacién (primer sumando de la ecuaci6én 2.3.11) y del

. término de ruido de minima varianza, Gy, ponderado mediante A2 (segundo sumando de
la ecuacién 2.3.11), consiguiendo de este modo una varianza menor que la que se
conseguirfa en el caso de minima varianza con la restriccién A=1.

(23.11)
Elex|’ =|A =17 Elde[ +|A wiR,ow, =|2 -1 % +|A] ofyy

El criterio de minimo error cuadritico medio aplicado a la entrada del sistema (ecuacién
2.2.1), o de referencia espacial, introducido anteriormente, es equivalente a un criterio de
minimizacién de potencia de ruido con restricciones proporcionadas por el conocimiento de
los vectores de steering. En efecto, supongamos la minimizacién de la siguiente potencia del
error a la salida del sistema segun el modelo de sefial de la ecuacién 2.1 con las siguientes
restricciones de proyeccién sobre la matriz Sy (forzamos asf que el criterio conduzca a un
estimador no polarizado),

(2.3.12)
J(W,)= EWin, | = Enf'w,Wln, , Wis, =1

donde Wy constituye la matriz de coeficientes que recupera todas las sefiales del modelo.

de donde planteamos el siguiente Lagrangiano,
(2.3.13)
L=Enf'W,Win, —u(A*(Wis, - 1)) = r( WER,, W, - A(W]TS, - 1)

siendo A la matriz asociada de multiplicadores de Lagrange. Igualando a cero el gradiente
con respecto a la matriz de coeficientes hermitica llegamos a la siguiente relacién,

(2.3.14)
Varl=0 = R,W,~S,A"=0 = W,=R_SA"

-2.8-



Capitulo II ‘ Criterios de Referencia Espacial y Temporal

Podemos hallar la expresi6n exacta de la matriz Lagrangiana y por ende de Wy, forzando el

cumplimiento de las restricciones de la matriz de coeficientes,
(2.3.15)

-1 ~1
Wis, =1 = ASPR;S,=1 = A=(SfR}S,)” = W,=R;!S,(s/R;S,)

donde la matriz Lagrangiana resulta ser la matriz de correlacién del ruido de estimacién.
Vemos pues que esta solucién para la matriz de coeficientes coincide con la solucién de
méxima verosimilitud restringida, con lo cual se demuestra la equivalencia entre ambos

criterios
2.4 Eliminacion de interferencias

A partir de la solucién presentada en la ecuacién 2.3.14 y suponiendo el modelo de sefial
expue:to anteriormente queremos determinar si la solucién de Wiener consigue eliminar las
interferencias. Para ello necesitaremos demostrar si es cierta la siguiente igualdad,

(2.4.1)
wis, i[a,o,o,...,O] , a0

Necesitaremos pues expresar el vector de coeficientes en funcién de la matriz de steering
Sk y de la matriz de correlacién del ruido Ry, Examinaremos primero el vector de
correlacién cruzada entre la referencia y los-datos ry,

(2.4.2)
Prd = Ed;(Sa; +n,) =S, Edpa, =S, pim, = pis;

donde p) representa la amplitud relativa de la fuente con respecto a la referencia y m; el
vector de "pinning" con su primera componente a uno y el resto ceros. La correlacién
cruzada resulta ser igual al vector de steering de la fuente uno modulado por su amplitud.

Examinemos a continuaci6n la matriz de correlacién de los datos de llegada, Ry,

(2.4.3)
Rr' = Erkl‘f = Enknf + Sk(El,akaf)Sf = O’ZRIM + SkPistl

donde Py es una matriz diagonal que contiene las amplitudes de cada una de las fuentes.
Vemos que la matriz de correlaci6n de los datos se descompone en las correlaciones de las
sefiales y del ruido, bajo la hip6tesis de incorrelacién entre ambos. El rango de la prin.cra
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matriz es precisamente igual al nimero de sefiales siempre que consideremos que la matriz
de steering es de rango completo, esto es, que estd formada por vectores columna
linealmente independientes, y que las sefiales estdn incorreladas entre si. Sustituyendo
ambas expresiones en la ecuacién de los coeficientes, vemos que en principio éstos
dependen de las amplitudes de las sefiales y de la potencia del ruido a diferencia de la
solucién de méxima verosimilitud,

(2.4.4)

-1
Wy = (Germ ""SkPiSf) pisk

Comprobaremos a continuacion si este vector es ortogonal a las sefiales interferentes. Para
ello debemos estudiar la estructura del siguiente vector que proporciona las amplitudes
relativas de cada fuente a la salida del filtro,

(2.4.5)
wiis, = s} p,(02R,, +5,PISE )5,

o lo que es equivalente, la primera fila de la matriz K definida como sigue,
(2.4.6)
-1
K=P,Sf(o?R,, +S,PIsH)"s, = nlK=wls,

puesto que ésta es proporcional a la expresion 2.4.1. Al estar K expresada en funcién de
matrices deficientes en rango recurrimos al Lema de Inversién para llegar a una expresi6n

ma4s manejable de K,
(2.4.7)
-1 _ _ _ -1 .
(2R +S,PSE) " = S RG) - L RIS, 1+ L PSIRIIS,P, ) BuSTRG
pre- y post-multiplicando por la matriz de steering llegamos a la siguiente igualdad,
(2.4.8)

-1

Aplicando ahora el Lema de Inversién en sentido inverso, llegamos a la siguiente igualdad,
(2.4.9)
K=P,SIR;IS,(021+ PISER;S, )™
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donde ahora todas las matrices involucradas en la parte inversa son de rango completo.
Resulta ficil comprovar que la primera fila de esta matriz no presenta la estructura supuesta

en la ecuacién 2.4.1 excepto en el limite 6,-0,

(2.4.10)

llmK P! = 11m1tK—11mw,cS,‘—pl 1t1
O, —> o, -0 —0

Es decir, la funcién de coste definida como la minimizacién de la potencia del error con
respecto a la referencia no consigue eliminar en general la interferencia de otras fuentes
excepto en el caso asint6tico de relacién sefial a ruido infinita o cuando se cumple la
siguiente condicién de ortogonalidad de los vectores de steering,

(2.4.11)
SHR;!S, = diagonal

Podemos encontrar una expresién més compacta para el vector de coeficientes en funcién
de las ecuaciones 2.4.5y 2.4.8,
(2.4.12)

) -1
wk=(-;—31— R"’SkPk(I+—PkS R"S,,P,,) P,,sk )R" Sk

-1
=(c21+PISf'R;}S, ) R;1psi

Podemos ver de una forma mds intuitiva el efecto de las interferencias si consideramos el
comportamiento en situaciones de relacién sefial a ruido elevada. Esto es equivalente a
desarrolar la expresién de la matriz K en serie de Taylor en un entorno de la variable o,
cercano a cero, queddndonos tr:camente con los términos de hasta primer orden,

(2.4.13)

_\"* i 2 _ d
K_Z‘_:()K,.o-2 ~K,+K;0% , Kl_do,:K

oi=0

El primer término de la expresién es simplementc el limite asintético de K ya deducido en
la ecuacién 2.4.10. La primera derivada de K puede calcularse ficilmente de la siguiente

forma,
(2.4.14)
K, =-P,SFR;lS, — (0—21+ Pish R;,I,Sk) =—p;'(Pisf R"sk)
e =0
de donde la aproximacién final de la matriz K aparece como,
(2.4.15)
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fenémeno de conoce como inversién de potencia. Vemos que es funcién también de la
correlacién que exista entre los vectores de steering de las fuentes respectivas.

El examen del caso particular de una sola fuente en presencia de ninguna interferencia y
ruido coloreado proporciona una comprensi6n intuitiva de los efectos del algoritmo.
Particularizando el vector de coeficientes para este caso llegamos a la siguiente expresion,

(2.4.16)
- 2. Hp-1
- Rn:psk - P°S; Rnnsk
Wi = R T T TR
n +p Sp BpnSi Gn +p S RKppSy

de donde hemos deducido el factor a de contraccién de la constelacién (acotado en el
intérvalo [0,1] en funcién de la relacién sefial a ruido existente). Sustituyendo a en la

funci6n de coste definida anteriormente, vemos que 1a potencia del error se descompone en

los siguientes términos en funcién del factor de contraccién,

(2.4.17)
2 2. Hp-1
< Eld,‘l2 + Moﬁ =(1- a)E|d, |2 + 0o’

2
lel” = ——==—
2 2. Hp -1 2 2.Hp-1
Oy + DS Rmsk O, + DS, Rmsl:

Apareciendo los términos de ruido y de potencia residual de la sefial.

0.8 -2 -3
0.6 » o2e ven o
0.4} - ot

0.2p 1o

[s]
10°

Figura 2.2.1: evolucién del factor de contraccién de la constelacion en funcién de la
relacion sefial a ruido.

En la figura 2.2.1 representamos la evolucién del factor de contraccién en funcién de SNR
(consideramos para ello que 1a norma del vector de steering en la norma de la inversa de la
correlacién del ruido es igual a la unidad sin pérdida de generalidad).
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En la figura 2.2.1 representamo. ... evolucién del factor de contraccién en funcién de SNR
(consideramos para ello que la norma del vector de steering en la norma de la inversa de la
correlacién del ruido es igual a la unidad sin pérdida de generalidad).

Llegados a este punto, hemos realizado un estudio detallado de la solucién de Wiener en
presencia de interferencias. En el siguiente apartado pasamos a realizar una interpretacién
geométrica en un espacio multi-dimensional de dicha solucién. Igualmente, estableceremos
la relacién existente entre el criterio de referencia espacial y temporal en términos

geométricos.
2.5 Espacio Estadistico Normado

En este apartado proponemos una interpretacién geométrica de los criterios anteriores en
base a un espacio estadistico normado (este tipo de desarrollo se debe originalmente a
Kotelnikov, quién lo desarroll6 por vez primera en el campo de la deteccién). La idea bésica
en la concepcién de este espacio consiste en determinar una variable aleatoria como un punto
o0 un vector del espacio. Suponemos unos ejes de coordenadas ortogonales donde cada eje
se asocia a una variable aleatoria. Se entiende en lo sucesivo si los ejes son ortogonales, que
las variables aleatorias asociadas son independientes e incorreladas:

14

U=a,V+oa,W

Oy b “

o 1= Au?
(=

§ 14° =} * ] e, ] Bu* =)’ By’ +a, B’

a, w

u= (avvaw)

Es decir, se define un producto escalar entre dos vectores en este espacio como la
correlacién cruzada de las variables aleatorias asociadas: <x,y>=Exy. La potencia de la
variable aleateric 9 norma del vector asociado se calcula entonces como <x,x> = Elx[2. No
existe restriccién en cuanto a las densidades marginales de probabilidad de cada una de las
variables aleatorias coordenadas (la extensién al caso multidimensional es directa). Cada
vector de este espacio, u=(a1,02,...,aN) tiene por tanto asociada una funcién de densidad
de probabilidad igual a la convolucién de las funciones de densidad de las componentes
proyectadas sobre cada eje. La versatilidad de este concepto se basa en la dualidad entre
combinacidn lineal de variables aleatorias y combinacién lineal de vectores. Es importante
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destacar que un punto de este espacio es una variable aleatoria y no una realizacién particular
de esta y que por tanto las distancias 0 normas en este espacio equivalen a potencias
promediadas y no a médulos instantaneos. Nétese que dos ejes coordenados de este espacio
pueden estar asociados a variables aleatorias con la misma funcién de densidad, la
ortogonalidad de estos ejes s6lo estd relacionada con su funcién de densidad conjunta.
Veremos que la operacién de filtrado se representa en este espacio en base a conceptos

geométricos bésicos.

Supongamos que los datos recibidos se presentan como un vector de N componentes (por
ejemplo un "snapshot” en un array de comunicaciones) mientras que la dimensién del
espacio estadistico est4 determinada por el niimero de fuentes independientes e incorreladas
que contribuyen a la formaci6én de la sefial, N' (sefial deseada mds nimero de sefiales
interferentes m4s mimero de términos de ruido en cada sensor). La variable aleatoria
snapshot se representara entonces en este espacio como una constelacién de puntos, donde
cada uno se corresponde con la variable aleatoria asociada a cada componente del vector de
snapshot,

' _ . (2.5.1)
r,‘=a,‘ts},+2ia,’:s;c+nk , dim(r,)=N & uT=[a,‘c,a,f,...,a,f’",n{] , dim(u)=N’

donde el vector u contiene a todas las variables aleatorias generadoras del espacio. El
proceso de filtrado del snapshot se entiende entonces estadisticamente como una
combinacién lineal de los puntos de esta constelacién o equivalentemente como el
subespacio generado por los vectores asociados a cada punto de la constelacién. Cada punto
(vector) de este subespacio es una posible variable aleatoria a la salida del array dada una

determinada combinacién lineal (conformacién),
(2.5.2)

a=vwlr, o Ug)=Y. wu(r)

donde mediante U(z) denotamos el vector en el espacio estadistico asociado a la variable
aleatoria z. Si no imponemos restricciones sobre los coeficientes vemos que el origen de
coordenadas forma siempre parte del plano de filtrado, en el caso de un vector de

coeficientes nulo.
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wo '% D variable aleatoria

de referencia

Figura 2.5.1: Representacién vectorial de]l método de referencia temporal en el espacio estadistico

normado

En'la figura anterior hemos realizado una representacién esquemética del método de
referencia temporal en el espacio estadistico normado. Hemos supuesto un snapshot de dos
componentes y una lnica sefial dtil. La dimensién del espacio es por tanto igual a 3: una
componente de sefial mds dos componentes de ruido (que no son necesariamente las
componentes de ruido en cada sensor. Puesto que podemos tener ruido coloreado en los
sensores, en la representacién de la figura debemos considerar ruido incoloreado, obtenido
despues de multiplicar el vector de snapshot por una matriz blanqueadora de ruido). El eje D
representa el eje coordenado de la sefial itil, mientras que los ejes N1 y Ny son los ejes
correspondientes al ruido de sensor. El plano de filtrado (o de conformaci6n) se construye a
partir de los vectores generadores (81,61,0) y (82,0,62), es decir, la representacién vectorial
de las variables aleatorias presentes en cada sensor. Debemos entonces hallar cual es el
vector contenido en el plano de filtrado més préximo a la variable aleatoria de referencia Dy,.
Este vector, Z, resulta ser la proyeccién de Dy sobre el plano de filtrado, tal que Dg=Z+E,
donde vemos que Z es perpendicular a E, es decir, ambos se encuentran incorrelados. No
obstante, E no es ortogonal a Dy, es decir, existe correlacién no nula entre la sefial de error
resultante y la referencia. La magnitud de esta correlacién se obtiene proyectando el vector E
sobre el eje coordenado D segiin la dualidad proyeccién-correlacién. '

Podemos hallar también una interpretacién geométrica de la ecuacién 2.3.5 en el contextc
de la Figura 2.5.1. En efecto, dada la descomposicién del vector de coeficientes wx=Aw,, y
considerando a w,, fijo e igual a la solucién de minima varianza y al factor de escalado &
variable, el conjunto de variables aleatorias filtradas por wy se encuentran todas contenidas
en la recta que contiene al vector Z de la figura. En otras palabras, la recta construida
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mediante la interseccién del plano de filtrado y un plano perpendicular a éste que contenga el
eje coordenado de la referencia, D, genera todas las variables aleatorias producidas por un
vector de coeficientes proporcional a la solucién de minima varianza, w,. El escalado
correcto de la variable Z que minimiza la norma del error se encuentra por consiguiente
asociado a la componente ortogonal al plano de filtrado con respecto a la referencia Dy.
Cabe destacar que el 4ngulo que forma el eje de la referencia con la recta Z es igual a la raiz
cuadrada de la inversa de la relaci6n seifial a ruido a la salida del filtro. Es decir, 4ngulos
pequefios se corresponden con relaciones sefial a ruido elevadas o potencias de ruido
(componente ortogonal) pequefias. El esquema representado en la Figura 2.5.1 se
corresponde por lo tanto con una situacién de SNR baja debido a la magnitud del 4ngulo 6,
lo cual facilita su representacién gréifica. Obsérvese que a medida que 6 aumenta, la
magnitud de la proyeccién de Z sobre el eje D de referencia disminuye a su vez, decrece el
factor de escalado A con lo cual tenemos una contraccién de la constelacién de simbolos.
Podemos relacionar facilmente el factor A con el 4ngulo 8,

(2.5.3)

(1‘/1)"D0"=1—/1 = sin?f=1-4 , A=cos’@

sinf=

1Ell sin 8

Pplano de restriccién
plano de filtrado

veclor error

Z
T Shem

'
7 varisble aleatoria

AD 0 Q} D i weterocia
\ temporal

Figura 2.5.2: Representacién vectorial del método de referencia espacial en el espacio estadistico

normado

En la figura 2.5.2 representamos la interpretacién geométrica del método de referencia
espacial. En ella, Y constituye el plano de filtrado ya citado en la ecuaci6én 2.5.2, R es el
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plano de restricciones perpendicular al eje de referencia D y que passa por Dy, y RnY
- constituye su interseccién, es decir, la recta que contiene todas las variables aleatorias de
salida posibles del filtro dada una estadistica de entrada definida por el plano Y y tales que
cumplen la restriccién del plano R. De todos los puntos de la recta RNY, nos interesard
aquél cuya distancia al punto D sea minima, al cusl denominamos Z en la figura 2.5.2. Este
corresponderd a la variable aleatoria que minimiza la potencia del error dadas unas
restricciones sobre el filtro proporcionadas por la referencia espacial. Por contruccién, este
punto se encuentra en la misma linea definida Z de la figura de referencia temporal.

En el siguiente apartado realizaremos el estudio de un caso particular, pero no por ello
marginal, de referencia espacial: la decorrelacién de seiiales CDMA mediante un array de
antenas. Veremos como del estudio de este caso se derivardn resultados te6ricos aplicables
al problema de la ecualizacién, del que nos ocuparemos en capitulos subsiguientes desde

una nueva perspectiva.
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2.6 Decorrelacion en Array

En esta seccién analizaremos en detalle el problema de la deteccién multi-usuario aplicando
en concepto de referencia espacial ya introducido en las secciones 2.1 y 2.2. M4s adelante,
en la secci6én 2.7 analizaremos el mismo problema para el caso de usuarios sincronos bajo la
6ptica de referencia temporal. Deduciremos un algoritmo para recuperar las secuencias
transmitidas por mds de un usuario en un terminal receptor conjunto. El modelo que se
considera es el de un canal DS-CDMA (Direct Sequence Code Division Multiple Access).
Modelos de receptor m4ds simples como el ecualizador para un dGnico usuario pueden
obtenerse mediante particularizacién de las ecuaciones deducidas en esta seccién. Se
considera el caso general de un receptor en array para la deteccién de las sefiales CDMA y
se evaldan las prestaciones del detector propuesto. Para el andlisis se ha considerado que la
distribucién del ruido en cada uno de los sensores es Gausiana y blanca. Se supone ruido
incorrelado sensor a sensor. Supondremos también que la sincronizacién de cédigo con
respecto a cada uno de los usuarios se ha realizado previamente, asi como la adquisicién de
los vectores de enfoque o de steering correspondientes. Propondremos un algoritmo lineal
al que denominamos el Detector por Decorrelacién en Array (DDA o ADD: Arrayed
Decorrelating Detector). El principio bdsico consiste en efectuar un procesado espacio-
temporal conjunto que satisface un criterio de minimo error cuadréitico medio. El detector
que se propone es robusto frente al efecto "near-far" y sus prestaciones son independentes
de las potencias de los usuarios. Veremos que el ADD es una generalizacién del
decorrelador de sensor unico. Veremos también que la probabilidad de error del ADD
presenta una mejora en economia de escala respecto al decorrelador de sensor dnico debido
al mayor niimero de dimensiones que se pueden considerar en este nuevo entorno. Las
conclusiones tedricas se verificardn por simulacién. ‘

2.6.1 Introduccion

Las redes de comunicaciones basadas en Acceso Muiltiple por Divisién de C6digo permiten
el intercambio simultdneo de informacién entre usuarios que comparten la misma banda de
frecuencias. Esto se consigue en base a la asignacién de cédigos de secuencias pseudo-
aleatorias diferentes a cada uno de los usuarios para la modulacién de los datos
correspondientes. El usuario final puede recuperar la informacién transmitida en base a la
correlacién de los datos (muestras) recibidos con la secuencia PN conocida. Un nivel
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minimo de fiabilidad del sistema exige que las secuencias asignadas presenten un grado de
correlacién cruzada tan pequefio como sea posible a fin de minimizar el nivel de interferencia
inter-usuario. Un grave pobleme siempre presente en las redes de comunicacién CDMA lo
consituye el efecto "near-far", consecuencia de los diferentes niveles de potencia de cada
usuario y de los coeficientes de correlacién cruzada entre secuencias. La interferencia de
miiltiple acceso reduce considerablemente las prestaciones de los detectores basados en la
correlacién con el filtro adaptado a la secuencia PN para canales AWGN ya que el usuario
de interés puede quedar completamente enmascarado por otros usuarios. Un cuidadoso
disefio de las secuencias PN no es suficiente para asegurar una calidad aceptable del enlace
para todas las posibles combinaciones de sincronismos entre usuarios. Demostraremos en
este capitulo que la sensibilidad near-far de los detectores puede mejorarse cuando
" recurrimos al concepto de Subspace Matched Filtering. Ya se habfa demostrado previamente
[Verdid] que el efecto near-far puede solucionarse completamente cuando se conocen los
sincronismos de cada usuario y las secuencias asociadas. No obstante, sus prestaciones se
ven limitadas por la posible distribucién de sincronismos y c6digos de "spread”, es decir,
en cuidn linealmente independientes sean las secuenccias PN de los usuarios.
Demostraremos que el nivel de decorrelaci6n entre usuarios puede aumentar cuando
consideramos entornos de dimensionalidad m4s elevada, es decir, cuando disponemos de
varias realizaciones acopladas de la misma secuencia. Deduciremos la expresién del ADD
Optimo para un nimero de sensores no necesariamentz equiespaciados. Las expresiones
serdn vélidas para cualquier distribucién de sensores. Cabe destacar, que un procesado
espacio-temporal conjunto redundaré en una mejor decorrelaci6n entre usuarios.

A lo largo de toda la demostracién supondremos que se ha realizado previamente una
estimacién de DOA o de adquisicién de los pesos del array, siéndole asi conocidos al
receptor los dngulos de llegada de cada usuario, asf como sus respectivos sincronismos. Es
importante destacar que el nimero de sensores del array no vendri determinado por el
nimero de usuarios que deseamos demodular. De hecho, se pretende que los algoritincs
que aqui se desarrollan sean aplicables a la deteccién de més usuarios que sensores (en
particular para un bajo nimero de sensores) ya que el procesado espacio-temporal conjunto
debiera ser suficiente para decorrelar a los usuarios. De esta forma pueden relajarse las
especificaciones de la etapa de procesado espacial. El detectc. por decorrelacién de un solo
sensor es un caso particular del detector que aqui presentamos. Puede considerarsele como
un array omnidireccional de ancho de haz 2x. Para un array de-facto, el ancho de haz
disminuye. Demostraremos no obstante que us'irios que se encuentren espacialmente
separados por debajo de la resolucién del haz pue :2n atin decorrelarse a un nivel mayor que
en el caso de un tinico sensor debido al procesado espacio-temporal. Los diferentes desfases
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de los frentes de onda que inciden sobre el array desde direcciones diferentes contribuyen a
hacer la matrix de correlacién de usuarios més "parecida" a una matriz diagonal. La
complejidad del detector es lineal tanto en el nimero de sensores como en el nimero de

usuarios.

La utilizacién de técnicas de arrays en entornos CDMA no se limita dnicamente al problema
de la detecci6n. Ayuda también a combatir la degradacién en la calidad de las sefiales debido
a multicamino e interferencias. En particular, un array de sensores omnidireccionales resulta
ser un método eficiente y flexible para implementar la sectorizacién en una red de

comunicaciones mébiles.

El modelo de sefial se presenta en la Seccién 2.6.2. En la seccién 2.6.3 se derivan las
ecuaciones del ADD a partir de la funcién de probabilidad conjunta de los datos para un
intérvalo finito. La probabilidad de error del detector propuesto se analiza en la Seccién
2.6.4, y sus prestaciones se comparan con las del detector convencional de un tinico sensor.
La convergencia y la probabilidad de error asintética cuando la longitud del intérvalo tiende
a infinito se analizan en la seccién 2.6.5. En los apéndices, secciones 2.6.6, 2.6.7 y 2.6.8,
se analizan los citerios de deteccién asi como algunas variantes del ADD en entornos de
ruido coloreado. Finalmente, en la Seccién 2.6.9 se estudia el problema de decorrelacién
adaptativa basada en técnicas de referencia temporal para el caso de acceso sincrono, en
contraste con las técnicas de referencia espacial aplicadas en las secciones anteriores.

2.6.2 Modelo de Senal

Antes de definir nuestro modelo de sefial, es conveniente determinar si nos enfrentamos a
un problema de banda estrecha o de banda ancha desde el punto de vista de procesado de
arrays. Las seiiales de espectro ensanchado por secuencia directa del tipo utilizado en
comunicaciones CDMA se consideran generalmente pertenecientes al segundo tipo, puesto
que la banda de informaci6n se ha extendido sobre un ancho de banda relativamente mayor,
aproximadamente igual a la inversa del tiempo de duracién del chip. En términos de
procesado de arrays, se considera que nos encontramos en un entorno de banda ancha
cuando el mayor retardo de propagaci6n entre sensores es del orden del inverso del ancho
de banda temporal de la sefial. Con esto queremos decir que el punto hasta el que se
considera que una sefial es de banda ancha depende de la aplicacién y no es por tanto un
concepto absoluto. Para el problema que nos concierne, y desde el punto de vista de
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procesado de arrays, supondemos que el aray es de banda estrecha, es decir, el tiempo de
duracién del chip es mucho mayor que el tiempo de retardo de propagacién entre sensores.
En términos de las variables fisicas en cuestién, esto se reduce para un array lineal a,

(2.6.2.1)

1 dsin@ c
—_—>> . = R << < -
R c e fe p

C

donde R, d y c representan la velocidad de chip, el espaciado entre sensores y la velocidad
de propagacién en el medio, respectivamente. La frecuencia portadora f; est ligada a las
dimensiones del array para evitar una ambigiiedad en la determinacién de los 4ngulos de
llegada de los usuarios y debe s - mucho mayor que el ancho de banda de la sefial.

Dos suposiciones se han llevado a cabo en cuanto al modelo de seiial:
- no se ha supuesto multicamino debido a las especiales caracteristicas de propagacién
del medio.
- se ha supuesto ruido espacial y temporalmente incorrelado.
Esta dltima suposicién representa las condiciones més duras a las que debe hacer frente el
array dado que constituyen una evaluacién de peor caso de la probabilidad de error con
respecto a ruido correlado de la misma potencia.

Definamos la sefial transmitida por cada usuario de la siguiente forma,
‘ (2.6.2.2)
m=<4oe ’ m=+ee
s(n) = Zm__ak(m)p,‘(n— mN-g) = Zm_“ak(m)p,,(n -mN) , 1<k<N,

Donde Ay = {ay(m), -.c < m < +oo} constituye la secuencia de informacién transmitida por
cada usuario en un total de N, usuarios indexados por el subindice k. El conjunto de
retardos entre usuarios lo hemos representado por {e, 1 < k < Ny}. El conjunto de pulsos
de conformaci6n P = {px(n-mN), -cc < m < +oo} constituye el soporte de la informacién
transmitida por los usuarios. Nétese que la informacién relativa al sincronismo se encuentra
implicita en este conjunto supuesto conocido. Estas sefiales son recogidas por un array no
necesariamente lineal, donde supondremos que se cumplen las condiciones de banda
estrecha. En consecuencia, la sefial recibida por cada uno de los Ny sensores se puede
expresar como,

(2.6.2.3)
rm = wim o+ Y S 1Sish,
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El conjunto R = {rj(n), 1 £1i < N} contituye las N secuencias de datos de las que se
deben estimar los simbolos Ay, W = {wj(n), 1 <i < N} constituyen los procesos de ruido
blanco Gausiano aditivo en cada sensor, incorrelados entre si. Sy; denotan las componentes
del vector de steering asociado a cada usuario. Las componentes de la matriz de steering S
se pueden expresar en términos de los vectores de steering de cada usuario como,

(2.6.2.4)

T 1] i6 i8 .
S = [sl,sz,...,sN“] , S = [e’ Boelh e ”"]

donde 6y; representan los desfases de los diversos frentes de onda incidentes en el array.
Podemos ahora agrupar la sefiales rj(n) y wi(n) de la ecuacién 2.6.2.3 recibidas en cada
sensor en los vectores r{n) y w(n) y las secuencias de simbolos ay(n) y los pulsos px(n) de
" laecuacién 2.6.2.2 en los vectores a(n) y p(n) respectivamente. Esto nos permite expresar

r(n) en funcién de a(n) de forma muy compacta,
' (2.6.2.5)

rm) = w(m + Sy p(n—mN)sa(m)

donde ¢ denota el producto de Schur o de Hadamard (componente a componente) entre
matrices rectangulares . El proceso de ruido w(n) se considera espacial y temporalmente
incorrelado con matriz de covarianza E{w(n)wH(m)} = 62I8,s.

El algoritmo lineal 6ptimo para la decorrelacién de Ny usuarios del tipo definido en la
ecuacién 2.6.2.2 se deduce a partir de un criterio de minimo error cuadritico. Una
condicién fundamental para hacer posible la decorrelaci6n es que las secuencias de P sean
linealmente independientes. De esta forma se garantiza que las secuencias de simbolos de
cada usuario pueden recuperarse mediante un algoritmo lineal. A modo de justificacién basta
considerar cada simbolo asociado a un vector determinado en el espacio de los datos.

Se aprovecha la decorelaci6n en el dominio espacial (indice i en la ecuacién 2.6.2.3) y la
decorrelacién en el dominio temporal (indice n en la ecuacién 2.6.2.2). En este sentido, un
nimero de sefiales superior a la dimensién del vector de observacién (igual al nimero de
sensores si consideramos un array), Ny 2 N, puede extraerse de los datos disponibles.
Aunque para este caso, el procesado espacial no basta para decorrelar a todos los usuarios,
el hecho de que a cada usuario le haya sido asignada una secuencia diferente permite un

procesado temporal que garantiza una correcta decorrelacion.
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La estructura de la matriz de steering tiene una influencia importante en la capacidad del
sistema para decorrelar los usuarios. Se puede demostrar que la bondad de 1a decorrelacién
estd en funcién de cudn ortogonales sean las columnas de la matriz de steering. La
ortogonalidad o independencia lineal entre 1sa columnas de S se cuaunrifica segin la
magnitud relativa con respecto a los elementos de la diagonal de los cocmponentes -
Grammiano de la matriz de steering, SHS. En general, una correlacién no nula ent:2
sefiales, temporal y espacialmente, conduce a un decremento en las prestaciones de
decorrelacién del algoritmo 6ptimo. Este hecho puede explicarse en términos de la
equivalencia entre correlacién cruzada y superposicién parcial de los subespacios asociados
a cada sefial. En el caso limite en que la corelacién cruzada entre dos sefiales atafie su
méximo valor, los subespacios asociados son completamente paralelos y la decorrelacién es
deficiente en rango. Es decir, no existe ningtn algoritmo lineal capaz de decorrelar dichas

sefiales.
2.6.3 El ADD

En esta seccién definimos el criterio de optimizacién para la deteccién de los simbolos
transmitidos por cada usuario. Se considerardn dos enfoques basados en la dimensién del
vector de datos utilizado para la deteccién y se comparar4 la estructura de ambos. Primero,
el criterio se define como la minimizacién de la esperanza estadistica de la siguiente norma
del error, '

(2.6.3.1)
L = Efef(me,m)} . () = r(m)-r,(n)

donde r(n) denota el vector de snapshots en un determinado instante de tiempo i ry(n) el
modelo de la sefial sin ruido. Aunque se demostrard que este criterio proporciona una
probabilidad de error minima, de momento trabajaremos con segmentos finitos de datos a
expensas de una disminucién en las prestaciones. Un criterio m4s apropiado para este caso
lo constituye la norma del error descrita en la ecuacién 2.6.3.2. Si los procesos
involucrados son ergédicos, ambos criterios son equivalentes cuando la dimension de la

ventana de datos tiende a infinito.
(2.6.3.2)

. 1 n=+N’
A T DIMLAC
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La minimizacién de esta expresién se lleva a cabo con respecto a la secuencia a(m).
Aunque los simbolos transmitidos pertenecen a un conjunto finito determinado por la
constelacién (BPSK, QPSK), la utilizacién de esta informacién lateral conduce a un
algoritmo tipo Viterbi con complejidad exponencial en el nimero de usuarios. Por lo tanto,
supondremos que los componentes de a(m) pueden tomar cualquier valor en el plano
complejo. De este modo, la minimizaci6n se puede abordar derivando con respecto a a(m)
en vez de minimizar la norma del error sobe una reticula multidimensional definida por todas
las combinaciones posibles de los simbolos transmitidos por cada usuario. Para la
minimizacién de la expresién 2.6.3.2 tomamos derivadas con respecto a at(m') e igualamos

a Zero,
(2.6.3.3)
) 0 _ n=+N' Jrii(n) _
OV FHay = D Gty =0

Utiiizando algunas bropiedades del producto de Schur y la ecuacién 2.6.2.5 para obtener
un modelo de r,, el término de la derivada y r, pueden expandirse y resulta,

(2.6.3.4)
ori(n)
da’(m’)
b(m') = ), diag(p™(n—m'N))S"r(n)

Z,. diag(p¥(n - m'N))SHSZm p(n—mN)ea(m)

= diag(p“(n—m'N))S“ =

it

La secuencia b(m') de la ecuacién 2.6.3.4 constituye un conjunto de estadisticos
suficientes para la deteccién de los simbolos. Si refundimos b(m') del siguiente modo,
podemos ver que b(m') puede obtenerse al pasar por un filtro adaptado la secuencia
resultante de realizar el producto escalar de los vector de snapshot con el vector de steering,

.. (2.6.3.5)
b(m) = ' (sir(m)p,(n-m'N) , 1Sk<N,

Volviendo a la ecuacién 2.6.3.4, el término de la derecha se puede simplificar como sigue,

(2.6.3.6)
Y., diag(p™(n-m'N))S"SY’ p(n—mN)ea(m)

= 2,,, a(m)y, diag(p"(n—m'N))S"S diag(p(n—mN))
=Y. am). (p"(n-mN)p’(n—mN))s(s"s)
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En su forma final, tenemos que la secuencia de estadisticos suficientes b(m') se encuentra
relacionada con la secuencia de simbolos estimados en funci6n de las siguientes matrices de

correlacion cruzada,
(2.6.3.7)

m=+oo

b(m’)= = (R(m, m')-(s“s))a(m)

m=—oo

Los componentes de la matriz R(m,m") son simplemente las correlaciones cruzadas entre
los pulsos px(n-m'N) y pip(n-mN),
(2.6.3.8)
=+N’ o
[Romm))ye = Y, Pi(n=mN)py.(n—mN)

n=—

Nétese que debido a que los limites del sumatorio de la ecuacién 2.6.3.8 son finitos no se
cumple la propiedad de estacionariedad de las matrices de correlacién: R(m,m’) = R(m-m’).
Los Compoentes de R(m,m’) se ponderan mediante el producto de Schur con el Grammiano
de la matriz de steering SHS, relacionando la correlacién global entre usuarios con su
correlacién temporal y espacial, respectivamente. La correlacién global se cuantifica segin
la magnitud relativa de los componentes fuera de la diagonal de las siguientes matrices con
respecto a sus términos diagonales,

(2.6.3.9)
R(m,m’) = R(m,m’)e (S“S)

Debido a que la correlacién global se expresa a partir del producto de correlaciones
parciales, la correlacién global serd siempre menor que cualquiera de las parciales, temporal
o espacial. Cuando cualquier término fuera de la diagonal de R o de SHS sea zero, es decir,
tenemos correlacién temporal nula (las secuencias temporales son ortogonales) o correlacion
espacial nula (los vectores de steering son ortogonales), la decorrelacién global queda
asegurada. Debido a las especiales propiedades del Grammiano SHS tendremos que las
matrices de correlacién modificadas se han vuelto m4s diagonales como se demuestra por la
relacién entre los componentes diagonales y no-diagonales,

(2.6.3.10)
Romm)]  [[Rm,m?)] . = -g-sf & \[R(m,m")],, /[RGm,m’ —rs'}‘is" 1
[ (m,m )]I:k/[ (m,m )]k:' = o7, [ (m,m )]I:k/[ (m,m )]k,' v o7, 2

Nétese que para un intérvalo de observacién finito las matrices R no cumplen la propiedad
de estacionariedad. Tal condicién s6lo se cumple cuando suponemos un intérvalo de
dimensi6n infinita. El objetivo es-ahora el de procesar el conjunto finito de estadfsticos
suficientes b(m") desde -N' a +N' para obtener las estimaciones de los simbolos
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transmitidos. Aunque los limites del sumatorio van de menos infinito a més infinito, s6lo un
niimero finito de componentes de a contribuyen a b (debido a la finitud de la secuencias de
spread, cada simbolo sélo estéd interferido por los simbolos inmediatamente pasados o
futuros del resto de usuarios). Por lo tanto, el problema de deteccién se reduce a resolver un
sistema lineal de ecuaciones. Organizemos los componentes de interés de las secuencias a 'y
b de la ecuaci6n 2.6.3.7 en la siguiente forma matricial,
) (2.6.3.11)
b = I'ya
A7 = [G(-N)rty, (-N), G (=N + 1),y (N +1) et 6N )seensy 1 (N)]

Donde la matriz I es una matriz de bloques quasi-diagonal, debido al spill-over de las colas

" de los simbolos en ambos limites de la ventana de observacién (ver figura 2.6.3.1). E1 ADD

se define entonces a partir de la matriz de decorrelacién I que recupera los simbolos a la

salida del banco de filtros adaptados (ver figure 2.6.3.2). cuando la longitud de la ventana

de observaci6n tiende a infinito, la dimensién de la matriz de correlacién I' también tiende a

infinito, aproxim4ndose a la estructura de una matriz de Toeplitz ya que en el limite se
cumplird la propiedad de estacionariedad (R(m,m’) = R(m -m")).

un sfmbolo tiempo
{mbol di
sfmbolo recortado
‘ a(m) a(m +1)/
usuario 1 }
ssuario 2 af m}— D afm) azl(m+ 1
) a (m-1) ' a (m) \
usuario K K ; K ™ ransiciones de
: ) 1
' <€—  ynsfmbolo —> stmbolo pa‘ra
, cada usuario
< intérvalo de —>
observacitn
para un
sfmbolo

Figura 2.6.3.1: Snapshot conteniendo todos los sfmbolos que se deben considerasr para
el procedimiento de deteccion. N6tese que aj(m-1) y ag(m+1) no estan presentes en la
ventana de observacién y que a(m-1) hasta ag(m-1) asf como aj(m+1) hasta ag-
1(m+1) se han recortado segiin los Ifmites de la ventana.

Introduciremos ahora un artificio matemaético para el subsiguiente andlisis de prestaciones
del ADD. Tomemos la ecuacién 2.6.3.9 y reordenemos los productos definiendo las nuevas
matrices de correlacién modificadas por la respuesta del array. Resulta facil ver que el
producto de Schur de 1a matriz de correlacién temporal con el Grammiano de la matriz de
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steering se puede expresar en funcién de las siguientes matrices diagonales de steering

como,
(2.6.3.12)

R(mm)e(s"S) = 3" DIR(mm)D, . D,=diag(s,)

nin)
T
= )

n(n)

Frrrrrerrerreryyrey]

>_ decorrelacién
i fitvode cip comelacit

ry(n)

XX

vk (n)

(I 1 )

sincronismo f sincronismo ] DOAs
de chip de c6digo  §]

Figura 2.6.3.2: Representacién de las tres etapas involucradas en el ADD:
combinacién espacial, banco de filtros adaptados y decorrelacién.

2.6.4 Analisis de Prestaciones

En este apartado demostraremos que la mejora en la decorrelacién conseguida por el ADD
resulta en una mejora de la probabilidad de error asociada a cada usuario. Por tanto,

necesitamos deducir la matriz de covarianza del detector.

Cabe recalcar que la utilizacién de diversos sensores incrementa la relacién Ep/N, gracias a
un simple promediado (cohcrente con la fase de los vectores de steering, ver figura
2.6.4.1.b) incluso cuando todas las sefiales inciden en el array desde la misma direccién.
S6lo en este caso, ninguna mejora es posible con respecto al ADD(1). Lldmemos oy a la
varianza del ruido a la entrada del detector de simbolo del usuario k-ario. Tendremos
entonces que la probabilidad de error p(g) viene dada por,

(2.6.4.1)

e

Oh ok = Ni'o'lz.k , PN,,k(e) = Q[;%k—k) < pule) = Q(Ak—)
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Esto se deduce ficilemnte de la ecuacién 2.6.3.12 cuando las matrices diagonales de
steering se convierten en la matriz identidad. En el caso més general de usuarios distribuidos
aleatoriamente, se demostrard que la probabilidad de error mejora con respecto a la de

2.6.4.1 a causa de una disminucién de la varianza del ruido de deteccion,
(2.6.4.2)

<

o} 1
N, .k N_‘. s ol,k

otk » Pnu(8) = Q(%"—J < pule) = Q( —J

5ok

La demostracién sigue por construccién. Las ecuaciones del ADD se han deducido
directamente del principio de méxima verosimilitud. Por consiguiente, la matriz de
covarianza asociada llega al limite de Cramer-Rao. Cualquier estimador diferente al ADD
poseerd una matriz de covarianza mayor en términos de su definicién positiva. Aqui
propondremos un estimador ad-hoc sub6ptimo tal que sus elementos de la diagonal sean
iguales a (611)%/N; demostrando asf la afirmaci6n en 2.6.4.2.

El detector ad-hoc en cuesti6n seré tal que solo aproveche la decorrelacién temporal entre
usuarios, en contraste al ADD, basado también en la decorrelaci6n espacial. Ambas
estrategias de deteccién se representan en las figuras 2.6.4.1.a-b. Mientras que en el
decorrelador 6ptimo, la combinacién espacial se realiza con anterioridad a la decorrelacién
temporal, en el caso ad-hoc, los papeles se invierten y la combinaci6n espacial se realiza con
posterioridad a la decorrelacién temporal. El cardcter sub6ptimo del decorrelador ad-hoc es
palpable por el hecho de que no puede decorrelar sefiales que utilicen el mismo c6digo y
sean completamente sincronas cuando éstas llegan por direcciones diferentes. En cambio, el
ADD no presenta este problema.

A continuacién calculamos la matriz de covarianza del estimador. Consideremos uno de los
sensores, de tal forma que las mejores estimaciones posibles de los simbolos basados s6lo
en el conocimiento de la sefial recibida en el sensor escogido vienen dados por,

(2.6.4.3)

3, =Tappa)Vq
Cuando este procedimiento se aplica a la salida de cada sensor, el decorrelador final se

puede construir combinando adecuadamente los simbolos estimados de un determinado
usuario proporcionados por los sensores individuales. De acuerdo con la figura 2.6.3.1,
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ADD(1)
S E H
+j 1 ; s
1 a) . . . — o
2 g
ADD(Q) >
ADD()
Q
: ag(n)
Q i TE
= >— ¢ ;
sk pwrenEll x
T . ADD(1) red de post-combinacién

red de pre-combinacién
Figura 2.6.4.1: [a] ADD de Ns sensores [b] Decorrelador ad-hoc Ns sensores

este método puede interpretarse como un promediado de las maximizaciones individuales
de las funciones de densidad de probabilidad de cada sensor, siendo el procedimiento
6ptimo la maximizacién de la funcién de densidad conjunta de todos los sensores. Los

componentes de aq se obtienen de,
(2.6.4.4)

min. Y Vere, e (m)=ry(m)= Y Y o (m)py(n=mT)

ay(m)ea, S=in=-N KX

con oy (m)=[s; ]qak(m)

Debe tenerse en cuenta que ahora los simbolos estimados a la salida de los ADD(1)'s
colocados en cada sensor estdn afectados por la fase de los componentes de los vectores de
steering correspondientes. Es decir, los simbolos estimados para el usuario k-ario por el
ADD(1) del sensor g-ario estdn afectados por la fase de [si]q debido al desfase del frente de
onda para ese sensor. Por tanto, el promediado de los estimandos se debe realizar
coherentemente con estas fases residuales de la siguiente forma,

(2.6.4.5)
—N .
aj(m) = ——2:_, ¢], 0 (m)
o equivalentemente,
(2.6.4.6)
~_ 1 q=N H~ N =’ _ 1 H
a —FZ‘F Dq . Dquzag{Dq,...,Dq} = = q_l ) I"ADD(I)yq
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Después de estas consideraciones, la matriz de covarianza asociada puede deducirse a partir
de la matriz de correlacién del ruido de estimacién {v}. Definimos {nq} como el ruido a la
salida del banco de filtros adaptados del sensor g-ario y {vg}como el ruido de estimaci6n
marginal. Obtenemos,

(2.6.4.7)

= -1 ‘I“N
=D Tappyn, = V'= —2

Basdndonos en la correlacién nula de los procesos de ruido marginales, la matriz de
covarianza del estimador puede deducirse a partir de la matriz de correlacién del ruido de
estimacién como,

(2.6.4.8)

- ’or 1 Nl = - - N
' =EvvH = _i'zk k,=lDfr,«lopa)(Eleng)rA})D(x)Dq =

N2 2 DHrADD(l)(Enknk )I‘ADD(I)D = N2 Z DHFADD(I)D

Cuando evaluamos los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza, encontramos
que son iguales a 1/N; veces la varianza de ruido para el caso de un tinico sensor,
(2.6.4.9)
= ¥ zk =N, *BHrL D, = [F,-x] = o2 =NL, 2,

Por Teoria de 1a Estimacién sabemos que la matriz de covarinza de este detector ad-hoc es
m4s definida positiva que la del ADD (detector 6ptimo). Por tanto, su diferencia débe ser
definida positiva y los elementos de la diagonal de dicha matriz diferencia deben ser
mayores que cero para mantener la positividad. En consecuencia, la aseveracién 2.6.4.2
queda demostrada. La desigualdad entre la matriz de covarianza del ADD (la cual es igual a
la matriz de decorrelacién como puede demostrarse partiendo de la condicién de ruido
blanco) y la del detector ad-hoc conduce a,

(2.6.4.10)

q=N, 1
Zq_ ‘DT abpyDy = [FADD(N)] O, & <'N—°'12,k :

5

- q=N, -1
rAIDD(N,) =(Zq_ Dy FADD(I)D )

El caricter 6ptimo del ADD sigue del hecho que combina la informacién proporcionada por
cada sensor de la mejor forma posible. Una posible justificacién proviene del hecho que la
matriz de informacién de Fisher asociada es expresable como suma de las matrices de
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informaci6n individuales. Por otra parte, la matriz de informaci6én del detector ad-hoc
cumple una relacién diferente ccn las matrices de informacién individuales,
(2.6.4.11;

-1
-1 =N, 1 -1 - 1 =N,
ra=(T ) s eI
s

Nétese que la ecuacién 2.6.3.11 resulta ser una generalizacién de la ecuacién 2.6.3.10. E’
tinico requisito es que el conjunto formado por {Iy, 1 < q< N;} sean matrices d:
informacién de Fisher (las cuales tienen la estructura de una matriz de Gram).

Resulta ilustrativo considerar cuales son las prestaciones del ADD comparadas con las del
detector de usuario unico en ausencia de otros usuarios en el canal. La decorrelacién de la
interferencia de miltiple acceso con el usuario de interés eleva la potencia de ruido a la
entrada del detector. Se ha demostrado en esta seccién que la mejora en la decorrelacién
proporcionada por un detector en array produce una varianza de ruido menor a la entrada del
detector. La completa ortogonalidad entre los c6digos de usuario representa la méxima
decorrelacién posible y conduce a un desacoplo de las ecuaciones. En ese caso, ningiin
usuario se ve afectado por la presencia simultdnea de otros en el canal y las prestaciones s 1
maximas. Para este caso particular, el ADD se reduce a un banco de detectores de usuaro
tnico. Por lo tanto, y como puede colegirse de la ecuacién 2.6.2.10, el ADD presenta urias
prestaciones mas cercanas al caso de interferencia de multiple acceso inexistente.

Consideremos la matriz de informacién de Fisher obtenida para el ADD. Es nuestra
intencién ahora establecer una cota inferior para los elementos de la diagonal de r-1. r-!
puede considerarse como el Grammiano de un conjunto equivalente de formas de onda. A
su vez, podemos suponer un array equivalente donde las sefiales correspondientes llegan de
direcciones tales que sus vectores de steering forman un conjunto ortonormal, es decir,
SHS=I. La aplicaci6n de la ecuaci6én 2.6.3.11 a este caso conduce a,

(2.6.4.12)

“ 1 N s H -1 1 oM n i1
” - — ” 7" ” < — ” ”
r N, ZF‘ D;irD; = ! < N:Zqﬂ D;Hr-tD;

pero como el conjunto {Dg} se ha obtenido de un conjunto ortogonal de vectores de
steering y el sumatorio de la ecuacién 2.6.3.12 se puede expresar como el producto de
Schur con el Grammiano de la matriz de steering, se sigue que I'" se diagonaliza,

(2.6.4.13)
el oy < diag(l“") = [r-l]ﬂzl
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como deseabamos demostrar. La igualdad se cumple para Grammiano que ya son ellos
mismos diagonales. Con esta iltima demostracién podemos acotar inferiormente y

superiormente la varianza del ruido de estimacién,
(2.6.4.14)

o

1 < 0k, <

X

1
N, M
donde tanto onsx como o1 x se han normalizado a la varianza de ruido del detector en el

caso de usuario unico.
2.6.5 El Caso Limite. Probabilidad de Error Asintdtica

En el caso de usuarios sincronos, los simbolos estimados pueden desacoplarse simbolo a
simbolo. En estas circunstancias, la matriz Tapp(ns) S¢ convierte en diagonal a blogues. En
el caso més general de usuarios asincronos, la influencia de los simbolos pasados y futuros
queda representada por la tri-diagonalidad de T'aApp(ns). Se puede utilizar un nimero
arbitrario de observaciones para la estimacién de un simbolo dado, ax(m), puesto que no es
posible desacoplar las ecuaciones. Podemos preguntarnos entonces si la calidad de los
estimandos aumenta con la longitud del intérvalo de observacién. Tal aseveracién puede
demostrarse como sigue: sea I"1(1,N) el decorrelador de N simbolos que produce las
estimaciones a(1), 4(2) hasta 4(N). Andlogamente sea I"'1(N+1,M) el decorrelador de los M
simbolos consecutivos a(N+1), 4(N+2) to a(M). Por consiguiente, podemos construir un
posible decorrelador de la siguiente forma,

(2.6.5.1)
- r'(1,N) 1sm<N
Ir'Y(N+L,M) N+1smsM

Sea I'y-! =T-1(1,N+M) el decorrelador del conunto completo de N+M simbolos que
produce estimaciones desde 4(1) thasta 4(M). Por construccién, I';-! es el mejor
decorrelador de los simbolos contenidos en el intérvalo [1,M] y la varianza asociada atafie el

limite de Cramer-Rao. Por tanto, debemos tener que,
(2.6.5.2)

2], = [,
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lo cual demuestra que cuando se amplia el intervalo, por ejemplo de [1,N] hsta [1,N+M],
la varianza del ruido asociado a cada simbolo debe disminuir. En particular, podemos
costruir una secuencia de estimadores para un simbolo dado, cuyas respectivas covarianzas
forman una sucesién mon6tonamente decreciente. Puesto que la covarianza es no-negativa,
dicha sucesién estd acotada inferiormente por cero y por tanto existe un limite de la sucesién
cuando N tiende a infinito. Dicho limite determina la minima probabilidad de error obtenible

bajo esta clase de estimadores.

Se demostré en [Verdi] que cuando el intervalo de observacién tiende a (-e0,+e0), €l
detector de decorrelacién puede implementarse como un filtro vectorial no-causal invariante

en el tiempo cuya matriz de transferencia viene dada por,
(2.6.5.3)

k() = [Z R ]

donde el subindice de K denota el mimero de sensores. Aunque la implemen:aci6én exacta
de este detector es irrealizable debido a su cardcter no-causal y de longitu« infinita, su
an4lisis propoi'ciona la probabilidad de error limite que puede conseguirse con técnicas de
decorrelacién. Las simulaciones han demostrado que para c6digos con buenas propiedades
de correlacion, la convergencia a este limite se logra en el orden de unos pocos simbolos.

La existencia y estabilidad del decorrelador asintético se puede formular en funcién de las
raices del determinante de la matriz de transferencia, detKny(z'!) [Verdd]. Resulta ilustrativo
observar c6mo se estiman los simbolos de un usuario individual. Sean y(z-1) y a(z*!) las
transformadas z de la salida del banco de filtros adaptados y de los simbolos estimados,
respectivamente. Entonces, en términos de los determinantes adjuntos de Kn;s tenemos que,

(2.6.5.4)

a(z) = "—1’(";172::] " adjp Ky, (z7)yi(z )

detKy

como puede obtenerse ficilmente de la descomposicién de la ecuacién 2.6.5.3 en
determinantes. Cuando interpretamos esta ecuacién como un filtro, debe cumplirse que
detKn;(e3®) # 0, para todo o en [-r,+x]. Es decir, para garantizar la estabilidad, ninguna
raiz puede hallarse en el circulo unidad. Ya que estamos manejando secuencias no-causales,
no es necesario imponer ninguna otra restriccién sobre la localizacién de los polos de la
funcién de transferencia. Si los polos se encuentran fuera del circulo unidad, la regién de
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convergencia de [detKns(z'1)]! estard limitada a una corona circular que contenga el circulo

unidad.
* Proposici6én 2.6.5.1: si A; es raiz de detKns(z-1), 1/4;* también lo es.

0 Demostracién:
(2.6.5.5)

detKy (47') = 0 = [detKN,(/'L'{l)]H = detKNJ(l,Tl)H = detKy (4}) = 0

donde las raices en el interior del circulo unidad corresponden a la parte causal del filtro y
las raices exteriores a la parte no-causal.0

* Proposicién 2.6.5.2: si el decorrelador asint6tico para un dnico sensor, Ki(z), existe y
es estable, Kns(z'1) también existe y es estable para el caso de Ns sensores.

0 Demostraci6n: La estabilidad de Kns(z!) es equivalente a la condicién de que Kng(e3%)
sea estrictamente definida positiva en el circulo unidad: Kns(e7%) > 0 para todo @ en [-
n,+7]. ( Podemos asegurar que es positiva Kns(eJ®) > 0, ya que tiene la estructura de una
matriz de Gram). Si para algin w,, tenemos que detKn;(e79°) = 0, como minimo un valor
propio de Kns(ei®) es cero y el decorrelador asintético no existe. Pasamos a demostrar
ahora que Kn;(e79) es estrictamente definida positiva. Tenemos que,

(2.6.5.6)

Ky,(€72) = ¥ DFK,(e7°)D, . n'S(e®)n > 0 vno

lo cual conduce a,
(2.6.5.7)

Ky, (e7%)n = 2::1'[Dkn]HK1(e""")[Dtn] > 0 Vno

quedando as{ demostrada la Proposici6én 2.6.5.2. ¢ '

No obstante, la inversa a la Proposicién 2.6.5.2 no se cumple. Tomemos un sistema
hipotético donde dos de los usuarios comparten la misma secuencia PN y transmiten
sincronamente. Un detector de un tinico sensor resultaria initil ya que el decorrelador
asociado serfa deficiente en rango, aunque la informacién podria recuperarse suponiendo
que los usuarios se encontrasen en direcciones ortogonales.

-234-



Capitulo 11 Criterios de Referencia Espacial v Temporal

* Proposicién 2.6.5.3: la velocidad de convergencia del ADD al limite asint6tico en
términos de la longitud de la ventana de observacién queda determinada por la raiz de
detKn(z1) més préxima al circulo unidad.

¢ Demostraci6n: cuando [detKyg(z-1)]-! se interpreta como un filtro, la longitud efectiva de
su respuesta impulsional estd determinada por el polo més cercano al ciculo unidad. Esto es
evidente a partir de la descomposicién en fracciones simples de la respuesta del filtro.
cuando calculamos la expansi6n en serie de Laurent de cada fraccién simple en la zona de
convergencia, la que se atenua més lentamente corresponde al polo més cercano al circulo
unidad. De este modo, sim:bolos que se encuentren separados una longitud superior que la
de la longitud efectiva de la respuesta impulsional del simbolo de interés, tendrdn poca
influencia en su estimacién. ¢

Nétese que para esta formulacion, la funcién de correlacién del vector de ruido se convierte
en una secuencia de matrices en la variable compleja z-! (tomada aqui como un operador de
retardo entre vectores). Por consiguiente, la funcién de correlacién del ruido a continuacién
del banco de filtros adaptados, Ryy, s¢ puede expresar como,

(2.6.5.8)
= mz=4l e -m
R,,(z7) = Zmz_lk(m)z
la correlaci6n del ruido a la salida del ADD, Ry, se expresa como,

(2.6.5.9)
Rw(z") = K}’,(z")k,,,,(z")K;,f"(z'l) = K;}l(z'l) ’

donde los elementos de la diagonal constituyen la secuencia de correlacién del ruido de
estimacién de los simbolos dados. El elemento central de la secuencia constituye la
covarianza de la estimacién de los simbolos. La aplicaci6n de la teorfa de la transformada z

conduce a,
1 1 (2.6.5.10)
o} = 2—7r_f§c.[K;'l'(z-l)]ch—ldz = .2_;§C‘[K;},(e""“’)]&dm
* Proposicién 2.6.5.4:
(2.6.5.11)
Ki (e77®) < 7%2:2 ‘DK (e®)D, = -&%Kf‘(e""”)O(S”S) , Voe[-n+nr)
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{ Demostracién; véase la ecuacién 2.6.3.11. Las matrices de dicha ecuacién tienen la

misma estructura para todo z en el circulo unidad. ¢
Esta propiedad puede utilizarse para demostir la siguiente proposicion:

* Proposici6én 2.6.5.5: las densidades espectrales de potencia del ruido de estimaci6n del
usuario k-ario para los casos de sensor unico y multiples sensores estdn relacionadas segiin

la siguiente desigualdad.
(2.6.5.12)

K;[e® > NJKj [e7i® > L Vo e[-n,+7)
(7)), ACE W

0 Demostracién: demostremos primero la cota superior. La evaluacién de la ecuacién

2.6.5.11 en la diagonal de Ky, !(e®) produce,
' (2.6.5.13)

56 [ T o - B ) =,

La cota inferior corresponde a la densidad espectral de potencia del ruido de estimacién
para el caso de usuarios sincronos con sequencias ortogonales (ruido blanco de varianza
normalizada 1 como puede verse en la ecacién 2.6.4.14). Por lo tanto, la cota inferior se
obtiene cuando dividimos esta varianza por el ancho de banda total normalizado 2r. La
ecuacién 2.6.5.12 resulta ser una desigualdad mds estricta que la ecuaci6n 2.6.4.12. El
ADD(N;) mejora las caracteristicas espectrales del ruido de estimacién en todas las
frecuencias con respecto al ADD(1). ¢
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0.6

a.6

Figura 2.6.5.2.e:Usuario 7 Figura 2.6.5.2.h: Usuario 8

Figura 2.6.5.2: Comparaci6n de los espectros de potencia de ruido en deteccién para los 8 usuarios
de la figura 2.6.5.1 a la salida del decorrelador. Cada uno de los espectros corresponde a: 1)
Decorrelador de sensor Ginico. 2) Decorrelador de dos sensores (el espectro de potencia se ha
multiplicado por dos). 3) Un tnico sensor y un finico usuvario. Puede comprobarse como se

cumplen las igualdades deducidas en la seccién 2.6.5.
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array beam
centered
onuser

imaginary axis

real axis

Figura 2.6.5.1: Representacion de las direcciones de llegada (DOA) de 8 usuarios para
un escenario determinado. Las DOAs se representan como un fasor cuyo 4ngulo es el
desfase entre sensores experimentado por el frente de onda que incide en el array, Las
DOAs se han representado mediante "o"s sobre el circulo unidad. Los 4ngulos entre 0 y
n corresponden a las direcciones broadside y endfire, respectivamente, Se ha
superpuesto el diagrama de haz con respecto al desfase entre sensores, con la mixima
ganancia normalizada a uno y enfocada sobre el usuario 1. La longitud de la
interseccion de las lineas de DOA con el diagrama de array centrado en el usuario de
interés, es igual al producto escalar entre los vectores de steering respectivos,
normalizado al mimero de sensores (la distancia entre el punto A y el origen, para el
usuario 8), o los componentes del Grammiano de la matriz S. Segiin puede apreciarse
en la figura, cuando el array enfoca al suuario 1, inicamente el usuario 2 queda
razonablemente filtrado en la etapa de combinaci6n espacial. El ADD se encargar4 de
eliminar la influencia de los usuarios restantes.

2.6.6 Apéndice A. Criterios de Deteccion.

En este apéndice demostraremos como los criterios de deteccién perfilados en la secci6n
2.6.2 se deducen a partir del criterio de Médxima Verosimilitud. Sea p,(n;N) 1a funcién de
densidad conjunta de los procesos de ruido Gausiano blanco recibidos en cada uno de los
sensores para un intervalo temporal de N muestras. Supondremos que el nivel de ruido en
cada uno de los sensores es el mismo. De este modo, la funcién de densidad puede

expresarse de la siguiente forma,
(2.6.6.1)
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m=+N" 1
py(n) = [Ihrmexp( Innf’ /o? )

a la que llamaremos la factorizacién temporal de la funcién de densidad. La factorizacién
espacial se deduce de la condicién de incorrelacién entre los procesos de ruido en los

sensores y consiste en,
(2.6.6.2)

py(n) = H - 2Nexp( :::[,,.ql/ ) , N=2N"+1

El criterio de detecci6n consiste entonces en la maximizacién de la siguiente funcién,
(2.6.6.3)
{a} = argmax py(r-s(a))

donde s(a) constituye el modelo de la sefial recibido por el array para una secuencia
determinada de simbolos. El criterio de maximizacién de la funcién de densidad evaluada en
los datos se reduce a la minimizacién del exponente,

(2.6.6.4)

m=+N' +N

max H —W——-ﬂ—exp( m(a)l /0'2) = max——ﬁ-—N—,Texp( Z[l’ (a)’z/UzJ
m=-N m=~N’
0O 8Ca,
(2.6.6.5)
min er —s,,,(a)l
m=-N’

Este criterio es invariante si se normaliza la norma del error por la dimensi6n de la ventana
temporal de observacién. Es fécil ver entonces que el criterio 6ptimo de decisi6n para una
longitud infinita de datos viene dado segtin el operador esperanza de la funcién de error,

(2.6.6.6)

lim rmn— Elr ,,,(a)]2 = min Ilm—- 2|r -5, a)] = m.inElr—s(a)l2

N oo m——N

con el supuesto de que puedan intercambiarse el limite y el proceso de minimizacién
(siempre que éste sea continuo).
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A partir de las factorizaciones anteriormente mencionadas pueden derivarse algoritmos de
deteccién sub6ptimos. Consideremos la ecuacién de la factorizacién temporal. Podemos ver

que,
(2.6.6.7)

N,
py(r-s) = Hp(rq "sq)
q=1

el algoritmo sub6ptimo se define entonces como una combinacién lineal de los argumentos
que maximizan cada una de las funciones de densidad marginales de cada sensor. Los
coeficientes de dicha combinacién lineal dependerén de los retardos de fase de cada frente de
onda respectivo.
(2.6.6.8)
a = 2:::” woarg maxp(rq - sq(a))

Puede demostrarse que este algoritmo es simplemente la suma de componentes del vector
de datos proyectado sobre subespacios del espacio global de seiial.

2.6.7 Apéndice B. Ruido espacialmente coloreado

En la determinacién de los criterios de deteccién en el Apéndice A se supuso que los
procesos de ruido estaban incorrelados tanto espacial como temporalmente. Un caso més
general y acorde con la realidad consiste en suponer el ruido espacialmente coloreado con
matriz de correlacién R. La factorizacién espacial de la funcién de densidad del ruido viene

entonces dada por,
(2.6.7.1)

m=+N'

py(n) = H N’detR exp(-n"R n )

El criterio asint6tico equivalente de detecci6n se expresa entonces de la siguiente forma,
(2.6.7.2)

mmE(r s(a)) 2 (r-s(a))

Podemos ver que es equivalente a la minimizacién de la potencia del error a la salida de un
filtro. Si consideramos un enventanado finito de los datos, entonces el criterio de

minimizacién nos conduce a la siguiente expresién,

-2.39-



(2.6.7.3)

, d _ n=ev rt(n) _
) L = Y . o SRAQRIY

con lo cual y siguiendo los pasos ya expuestos en la seccién 2.6.2 llegamos a la siguiente
expresion para la secuencia de estadisticos suficientes,

(2.6.7.4)
n=+N’ - ,
b(m) = Y (S"R;'r(n))ep(n-m'N)
los cuales estan relacionados con los simbolos estimados segir. ! ecuacién,
_ (2.6.7.5)

b(m) = 3 (R(mm)e(S"R;'S))a(m)
Obsérvese ahora que la etapa de conformaci6n de haz presenta una multiplicacién previa
por la inversa de la matriz de correlacién del ruido a fin de decorrelar (blanquear) el ruido
espacial. Ry"! vuelve a aparecer en la expresién del decorrelador tras el banco de filtros
adaptados debido a que se ha modificado la ley de combinacién de las sefiales en los
sensores. De ello se deduce que la bondad en la decorrelacién de los usuarios no depende ya
unicamente de las propiedades de correlacién cruzada de los vectores de steering, sino
también de las caracteristicas espaciales del ruido. Es decir, de cuan ortogonales sean entre
sf los vectores de steering en la norma del producto escalar respecto de R,-1. Cabe resaltar
que si el ruido sigue siendo temporalmente incorrelado, la estructura bésica del decorrelador
descrito en las secciones anteriores no varfa. "

La ecuacién del decorrelador asint6tico vendrd dada por simple sustitucién,
(2.6.7.6)

M) = [TTR@] L R = Re)e(s7R;S)

Nn=eoo

2.6.8 Apéndice C. Ruido temporal y espacialmente coloreado.

En los decorreladores que hemos estudiado hasta ahora, la estructura bé4sica no ha variado
debido a la premisa de incorrelacién temporal. En este apéndice deduciremos c6mo se
modifica esa estructura cuando pasamos a considerar correlacién temporal no nula en los
procesos de ruido. Tal hecho tiene una cierta relevancia ya que modela un entorno de

-240-



Capitulo II Criterios de Referencia Espacial y Temporal

interferencias de banda estrecha superpuestas en la banda de las sefiales CDMA. El
desarrollo de las ecuaciones del decorrelador se llevard a cabo mediante aplicacién del
criterio de minimos cuadrados en el dominio z ya que conlleva una mayor simplicidad que
su equivalente temporal cuando se introduce la hip6tesis de correlacién temporal del ruido.
Primeramente definamos la expresién de la funcién de correlacién espacial-temporal del
ruido en los sensores. Sea my la secuencia vectorial del ruido de sensor (supuesto
estacionario), entonces su funcién de correlacién se define como la siguinete secuencia de
matrices,

(2.6.8.1)

Run(k) = Enmng-o-k

con transformada z definida como,
(2.6.8.2)

R,(Y) = YR, (k)

k=00

El modelo de sefial es el mismo que ya se expuso en la Secci6én 2.6.2. Su equivalente en el
dominio transformado viene dado por, '

() = Sale ("))

(2.6.8.3)

definiendo el error en el dominio z como la transformada de la secuencia temporal del error
entre el modelo y la sefial recibida en los sensores,

o) = w{z)-r(z7)

(2.6.8.4)

Definimos la secuencia de las estimaciones de los simbolos de cada usuario c6mo aquella
que minimiza la siguiente expresién del error en el dominio transformado,
(2.6.8.5)
# = g o) Rl
= —I—Te(e'j"’)HR'l(e’jm)e(e'jm)dm
I an

-

La minimizacién se realiza mediante igualacién a cero del gradiente de la funcion de coste
con respecto a los términos hermfticos de la secuencia a, '
(2.6.8.6)
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+%
Vo =55 [ (Vason (ele) ) JRad{e el m =0
-K

Denominando al integrando i(w), su gradiente de expresa como,
(2.6.8.7)

V.# (m,)i(m) ==V u (m,)(a(e'j“w“ )H . p(e'jm)H)S” R;! (e"j"’ )e(e"j‘“)

= — /N p(e'jm )‘ . (S" R (e""“ )e(e'j“’ ))

Sustituyendo en la integral y expandiendo el término del error, llegamos a la siguiente

igualdad,
(2.6.8.8)

+x
-2-1;] j"”w“p(e“f”)‘o(S”R,‘,,‘,(e"'“’)r(e"i"’))dm = b(m') =
-x
+x

- o) (s el

= %{-Ief“’”'""diag(p(e'f‘” )‘ )S” Ry (e )Sdiag(p(e’jm ))a(e""“" - )dm

= -il;i:ei”"w' [(p(e"“" Jp(e® )H)o (S” Ry (e )S)]a(e"""W = )dw

donde el término de la izquierda representa la secuencia de estadisticos suficientes b(m') y
el término de la derecha establece su relacién con las estimaciones de los sfmbolos. Pasando
al dominio z, obtenemos las siguientes ecuaciones para la estimacién de los simbolos,

(2.6.8.9)

o) = [ole) (s Rl ),

donde los estadisticos suficientes se obtienen por decimacién de la secuencia filtrada. El
proceso de decorrelacién de usuarios viene dado por,

) # ([t Hemte]

(2.6.8.10)

LN,

con,
(2.6.8.11)

a(z'l) = A(z")b(z")
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Podemos desglosar la ecuacién 2.6.8.9 en una etapa previa de conformacién de haz més
una etapa de filtrado adaptado. Contrariamente a desarrollos del decorrelador en otros
entornos, observamos en este caso que la conformacién de haz incluye un filtrado espacio-
temporal conjunto debido al acoplo de la correlacién de la interferencia entre sensores
distintos y instantes de tiempo diferentes. La inversa de la matriz de correlacién elimina las
interferencias en base a su correlacién como etapa previa al filtrado adaptado (véase el
desarrollo matemaético de la seccién 2.9: Modelado y Eliminacién de Interferencias)

A fin de calcular la probabilidad de error de este correlador, necesitamos evaluar la funcién
de correlacién a la salida del banco de filtros adaptados. Debemos también modelar la
funcién de correlacién de los procesos de ruido en los sensores para el caso de
interferencias de banda estrecha (seccién 2.9) y ver c6mo influye en la estructura del

conformador de haz.

Debemos tambien evaluar el algoritmo 6ptimo de detecci6én bajo el conocimiento de la
estadistica del ruido a la salida del decorrelador. Denominemos R;,(z!) a la funcién de
correlacién del ruido pre-deteccién, el algoritmo asintético 6ptimo de deteccién es entonces
el que minimiza la siguiente norma del vector de error,

(2.6.8.12)
+n

a(z )= arg min 51; gle® )HR;i(e""")a(e""‘”)dco , €E=a-2
-

sobre el conjunto de todas las secuencias de simbolos posibles. Al igual que se habia
mencionado anteriormente, la determinacién del signo del simbolo a la salida del
decorrelador constituye un algoritmo subéptimo aunque sencillo puesto que no utilizamos
toda la informacién a nuestra disposicion.

En el 4mbito de esta seccién hemos estudiado la aplicacién del criterio de referencia
espacial a la decorrelaci6n en array de sefiales CDMA bajo varios aspectos: ruido aditivo en
los sensores sin y con correlacién espacial y temporal. En la siguiente secci6n aplicaremos
el criterio de referencia temporal al caso sincrono y destacaremos qué efectos se producen en
el proceso de decorrelacién de los usuarios, en contraste al algoritmo expuesto en esta

seccién: el ADD.
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2.7 Decorrelacion Sincrona.

En este apartado estudiaremos el algoritmo de decorrelacién aplicado a sefiales CDMA
sincronas bajo el criterio de referencia temporal. Veremos como bajo este criterio no se
consigue una decorrelacién total de los usuarios debido a razones andlogas a las expuestas
en la seccién 2.4. De hecho, el andlisis realizado en dicha seccién puede considerarse como
un caso particular del que aqui llevaremos a término. Observaremos como aparece de nuevo
el concepto de inversi6én de potencia. El estudio del caso de usuarios CDMA sincronos, més
senzillo que el asfncrono, proporciona conceptos intuitivos sobre el comportamiento de la
interferencia de miltiple acceso y su eliminacién. En secciones anteriores se han hallado los
algoritmos lineales 6ptimos de decorrelacién basados en conocimiento previo de los
sincronismos de cada usuario. En el entorno CDMA sincrono supondremos que los
usuarios s6lo pueden transmitir segiin el sincronismo marcado por una referencia externa.
Podemos asumir que aproximadamente, todos los usuarios se muestrean en el mismo

instante de tiempo.

La connexién o desconnexién de usuarios modifica el caricter de la interferencia de
miltiple acceso que afecta a cada uno de los usuarios activos. Para proceder a su
eliminaci6én de forma 6ptima necesitamos conocer cudles son los usuarios que estan activos
a fin de calcular el decorrelador correspondiente. El cdlculo del decorrelador 6ptimo requiere
la inversién de una matriz, con lo cual, si el nimero de usuarios es suficientemente elevado,
puede resultar engorroso. Un método optimizado para la inversi6n de la matriz de
correlacién de usuarios (activos) lo constituye la descomposicién de Schur de una matriz dz
Gram (tal es el cardcter de la matriz de correlacién de usuarios pués ésta es simplemente una
matriz de producto escalar de las secuencias de spread de cada usuario). En otra linea, se
puede solventar el problema de recalcular la matriz de decorrelacién si se efectia una
decorrelacién global de todos los usuarios, estén o no activos. Este procedimiento es sin
embargo sub6ptimo al introducir un exceso de ruido en el algoritmo adaptativo proveniente
de las sefiales a la salida del banco de filtros adaptados correspondientes a usuarios no
activos. Aunque en esas salidas también observamos una contribucién de sefial del usuario
deseado, tal informaci6n es redundante puesto que ya disponemos de un conjunto minimo
de estadisticos suficientes en las salidas del banco de filtros correspondiente a usuarios
activos. A continuacién justificaremos mateméticamente los conceptos presentados en esta

rcqueiia introduccién. -
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En este modelo supondremos que la sefial recibida es un proceso escalar que contiene las
sefiales transmitidas por cada usuario mds un proceso de ruido Gausiano aditivo blanco.
Obtendremos un conjunto de estadisticos suficientes de los simbolos transmitidos por cada
usuario a la salida de un banco de filtros adaptados a cada secuencia. Denotamos a esta
salida muestreada en el sincronismo correcto con el vector yy, donde el subindice denota el
vector de simbolos k-ésimo. La matriz de correlacién (o mezcla) de usuarios se denota con
®y, y el ruido a la salida del banco de filtros con ny, cuya matriz de correlacién es
proporcional a la matriz de correlacién de usuarios en base a la suposicién de ruido blanco a
la entrada del banco de filtros. Supondremos también amplitudes diferentes para cada uno
de los usuarios. En estas condiciones, yx puede expresarse como sigue,

(2.7.1)
Ve =OPea, +n, =@ (peoay) +n, , E, nnf =070,

Py = diag(p:)

Hemos supuesto que &y constituye la matriz de correlacién de todos los usuarios del
sistema. La matriz diagonal Py contiene las amplitudes de los usuarios, al igual que el vector
Px- La activacién o desactivacién de usuarios se simula poniendo a cero los componentes
correspondientes del vector de amplitudes py (y/o también poniendo a cero las compoenntes
correspondientes de ay). Denominaremos a este modelo de sefial el modelo global puesto
que agrupa a todos los usuarios posiblemente activos. Definimos paralelamente el modelo
reducido como aquél que agrupa dnicamente a los usuarios activos y utilizaremos el simbolo
super-barra para identificarlos. Las ecuaciones correspondientes se obtienen super-barrando
todos los términos involucrados en el modelo global, es decir,

(2.7.2)
Vi = O Pya, + 0, = O (B 03,) + B, . Ex Hn) =0,

ﬁk = dlag(ik)

Las relacién entre los vectores de ambos modelos se logra en base a matrices de bloqueo
(matrices con un nimero de filas iguales al orden del modelo y mimero de columnas igual al
orden del modelo global que contienen un tinico uno en cada fila para seleccionar al usuario

correspondiente, diferente para cada fila). En estas condiciones,
(2.7.3)

Pe=ILp, . 8,=Ia, , B, =In,
La relacién entre las matrices de correlacién de usuarios se obtiene en base a Ia matriz de

secuencias de spread,
(2.7.4)
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S, =S,1f = &,=875, =1,s"s,n7 =11,0,07

Es decir, la matriz de correlacién reducida, al igual que el resto de vectores reducido se
obtiene por diezmado de las matrices y vectores globales. La decorrelacién se realiza en
ambos modelos con la inversa de la matriz de correlacién. Denominamos uy al vector
resultado,

(215

u =oily, , U =%,

que se considera sin normalizar por las amplitudes de cada usuario.
2.7.1 Decorrelacion Asistida (I)

Estudiaremos a continuacién el algoritmo 6ptimo en el sentido de minimo error cuadratico
que nos permita recuperar los usuarios activos a partir del modelo global. Es nuestro
objetivo ver si coincide con la solucién del modelo reducido segin el criterio ML utilizando
la informacién de qué usuarios se encuentran activos. La funcién de coste supuestas
conocidas las secuencias de datos de los usuarios activos se plantea de la siguiente forma
(en referencia a la Secci6n 2.2 ),

: (2.7.1.1)
I=E,, (3 -Bfy,)" Ci'(a, - Bf'y,) - In(n ™™ der ')
donde Cy constituye la matriz de correlacién del ruido a Ia salida del decorrelador. La
solucién se obtiene mediante igualacion a cero del gradiente matricial de J con respecto a la
matriz de decorrelacién ByH (Né6tese que esta matriz no es nicamente de decorrelaci6n sin6

que también incluye normalizaci6n de la potencia de todos los usuarios),
(2.7.1.2)

— H__ _ H _
VB;i-’:-VB:iEn,.n,(ak—'nyk) Clefh='VBgEa,.n,”[BI¥Yk(ak'th) Ckl]

= -VB:,tr[BfE,kmyk(i,‘ —nyk)u C;1]=~antr[BfC;l(Rya- -R”Bk)]

dond= hemos definido las matrices de correlacién cruzada de la salida del decorrelador con
los datos del modelo global y la matriz de autocorrelacién del modelo global. Efectuando la

diferenciaci6n de la traza, obtenemos la solucién 6ptima,
(2.7.1.3),
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Vo =[Ci(R)z - R,,By )]" =0 = B,=R}R;

Observamos que la solucién By es independiente de la matriz de correlacién Cy. Debemos
comprobar a continuacién si dicha matriz cumple la siguiente igualdad ,

(2.7.1.4)
! =151
B, =®, Py
Con sideremos en primer lugar la matriz de correlacién cruzada Rysa,
(2.7.1.5)
- - - P
Ry;=E, ..Vid) =E, , (®Pra,+ n)af = (DkPkEa,akaf =®P; , Pg= l: 0"]

Donde hemos supuesto incorrelacién entre los datos conocidos y el ruido ng. Sin pérdida
de generalidad suponemos que los usuarios activos se encuentran agrupados en la parte
superior del banco de filtros adaptados y que los usuarios no activos se suponen con
amplitud cero. Observemos que la matriz P,, presenta una estructura de bloqueo de
componentes. Consideremos en segundo lugar la matriz de autocorrelacién del modelo
global,

(2.7.1.6)
H
R,y = E, 0, Yi¥5 = Ea, n, (PxPeag + 1, )(04Pa, + 1) = 0, P}D, + 07D,

Sustituyendo las expresiones de ambas matrices en la ecuacién 2.7.1.3, llegamos a la
siguiente expresién para el decorrelador, '
(2.7.1.7)
B, = (®,P}0, + 070,) ®,P,;

Consideremos ambos términos de Ryy. La primera matriz corresponde a la correlacién
entre usuarios y su rango es igual al niimero de usuarios activos mientras que el segundo
correspondiente a la correlacién del ruido es de rango completo e igual al nimero global de
usuarios,

(2.7.1.8)
rank(QkP,fd)k) =N, , rank(d,)=N,

Vemos pues que la soluci6n para el decorrelador segin este criterio depende explicitamente
de la varianza del ruido, hecho que no sucede con la expresién del decorrelador 6ptimo
segiin se defini6 en la seccién 2.6, dado que su derivacién se basaba en un criterio de
referencia espacial. Obsérvese que dicha solucién es formalmente equivalente al filtrado de
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Wiener. Resulta de interés observar si esta matriz efectua un bloqueo de los usuarios no

activos y deducir su comportamiento asir:i-tico cuando 1a varianza del ruido tiende a cero.

Apliquemos el Lema de Inversién de Matrices a la inversa de la autocorrelacién Ryy,
(2.7.1.9)

-1 - _ _ -1 _
(020, + @, P}®,) =;’i-d>k‘-;%@klcpkpk(n;‘:—Pp@,}cbkp,‘) P,®,®;' L

Ox

-1
z;’.;(I);‘—-al}-P,,(l-r?‘z-Pkd)kPk) P,or

Ahora bién, podemos descomponer Py y @y en base a una particién en usuarios activos y

usuarios no-activos,
(2.7.1.10)

con lo cual,
(2.7.1.11)

_— [ — 1pe

P, ofI+LP,®P, ol [P, O
R =Ll of LETENE E Y
»“aik a0 0 1l o of<

- — —— — —l—
=?"‘T ;l__;]:z_ '&%Pk(l‘*"‘&l:_l)k(bkpk) Pk 0
- * 0 0
Si incluimos ahora la postmultiplicacién por la matriz de correlacién cruzada Rys,,

obtenemos,
(2.7.1.12)

donde podemos confirmar que el decorrelador disefiado segiin el criterio de la ecuaci6n
2.7.1.1 efectivamente bloquea a los usuarios no activos como se deduce de la presencia de
la submatriz 0 en la matriz de decorrelacién. El hecho de que se bloqueen los usuarios no
activos depende de la relacién existente entre la matriz de correlacién de los usuarios y la
matriz de correlacién del ruido. Una eliminacién de los usuarios conlleva una minimizacién
de la potencia de ruido debido a la dependencia entre 1a matriz de correlacién del ruido y la
matriz de correlaci6én de los usuarios.

Si intentamos calcular ahora el limite cuando 6,—0 de la expresién anterior llegamos a una
indeterminacién del tipo 0/0 por lo que resulta aconsejable hallar una expresién m4s
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compacta para el subdecorrelador aplicando el Lema de Inversién en sentido contrario, de

donde,
(2.7.1.13)

- = - Y- - - = -1
Bk=Pk(-§?I—;’?(I+?‘i— Dy k) Pktkak-;—§)=Pk(o,fI+Pk(ka,,)

Nétese que la expresién final del subdecorrelador no coincide con la solucién de méxima
verosimilitud obtenida en la secci6n 2.6. La solucién éptima constituye una mezcla de la
solucién obtenida segiin el criterio ML, excepto en el limite 6,—0 (lo cual resulta una
aproximacién para entornos donde el término dominante es la interferencia de miiltiple
acceso y no la potencia de ruido Gausiano aditivo) donde coinciden,

(2.7.1.14)
lim B, =P, (P3P, [ =FF = Jim 7, = P}'5,

Vemos pués que asintéticamente, el decorrelador consigue eliminar completamente la
interferencia de multiple acceso segun el criterio 2.7.1.1. De hecho, en el caso limite de
potencia de ruido nula, existe una infinidad de decorreladores que eliminan la interferencia
de otros usuarios. Podemos ver que el conjunto de todos los decorreladores posibles puede
generarse a partir de un subespacio de rango igual al nimero de usuarios no activos. Como
no existe la restriccién de minimizar la potencia de ruido, cualquier proyeccién de la que se
obtengan los simbolos de cada usuario libres de interferencia pertenecen al conjunto de la
solucién. En estas condiciones podemos suponer que el conjunto de usuarios activos barren
un subespacio del espacio global yy. A partir de la ecuacién 2.7.1.1 expresamos el modelo
sin ruido,

(2.7.1.15)

Introduciendo la siguiente particién de la matriz @y, llegamos al conjunto de vectores

generadores del subespacio yy,

P, of D, |- =
@, = [ * ‘1’12] = Y= [ e ]Pksk =F,Pa,
P @ @2

(2.7.1.16)

Llegando a una sistema sobredeterminado de ecuaciones para obtener el vector de simbolos
de los usuarios activos. Los vectores generadores son precisamente las columnas
correspondiente de la matriz @k, Fx. El conjunto de todos los decorreladores vendr4
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parametrizado por la matriz rectangular My, que combina todos los vectores del

complemento ortogonal a Fy para cada usuario determinado.
(2.7.1.17)
3, = P (F{ + MyFi )y,

donde el superindice # denota pseudo-inversa.
2.7.2 Decorrelacion Asistida (II)

En este apartado consideraremos un entorno ligeramente diferente al del apartado anterior.
Supondremos desconocido el niimero de usuarios activos pero consideraremos conocidas
las secuencias de simbolos transmitidas por cada usuario en el caso de que el usuario
estuviese activo. Llamaremos a la secuencia vectorial de referencia dy para distinguirla del
vector de sfmbolos de los usuarios activos (ambos coincidian en el apartado anterior).
Supondremos que la secuencia dy puede agrupar cualquier conjunto posible de usuarios. La
funci6n de coste a minimizar sigue siendo el error respecto a la referencia,

(2.7.2.1)
J=E, (8 -Bly,)" Ci*(d, ~Bfy,) - In{n"™ der C7')
Efectuando la minimizacién de forma anédloga llegamos a la expresién formalmente

equivalente a la deducida en el apartado anterior,
(2.7.2.2)
Bk = R;;Ryd , Ryd = d’kPchd = d)kPkE“akdf

Suponiendo también incorrelacién estadistica entre secuencias, llegamos a la misma
identidad que en el apartado anterior donde agrupamos en la parte inferior de la matriz a
aquellos usuarios no activos,

' P - [Pf o
PkEa,akdl’:{ =[ 0"] » Py =[ 0/: §+]
k

(2.7.2.3)

donde Pyd es una matriz diagonal no nula que contiene las amplitudes de los usuarios
activos dentro del subconjunto de usuarios de la secuencia dy y la matriz Pi* contiene al
resto de usuarios activos. Segin lo expuesto en el apartado anterior, vemos que la funcién
de coste bloquea automdaticamente aquellos usuarios no activos en la salida correspondiente
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del filtro adaptado sin conocimiento de qué usuarios se encuentran activos. En cualquier
caso, la matriz By soluci6n del criterio sigue difiriendo de la matriz éptima de decorrelacién
en presencia de ruido no nulo. El dnico caso en que no ocurre este efecto es cuando la
secuencia de referencia dy contiene a un tnico usuario. La diferencia respecto al
decorrelador 6ptimo radica entonces en una simple constante de proporcionalidad.

En la siguiente secci6n consideraremos un nuevo problema al que también resulta aplicable
el criterio de referencia espacial: la ecualizacién de canal en comunicaciones digitales.
Utilizaremos b4sicamente resultados de la seccién 2.6, estableciando un paralelismo entre
las ecuaciones que rigen la ecualizacién y la decorrelaci6n de usuarios CDMA.
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2.8 Ecualizacion

En esta seccién se trata de las propiedades del ecualizador 6ptimo bajo el criterio de
referencia espacial, anilogamente a como se dedujo la expresién del decorrelador 6ptimo en
la secci6n 2.6. Veremos que tal ecualizador no es sino un caso particular del decorrelador de
simbolos CDMA. Supondremos que disponemos de la informacién lateral necesaria, es
decir, el instante 6ptimo de sincronismo y la respuesta impulsional del canal. A semejanza
de la secci6n 2.6, supondremos también condiciones estacionarias en la propagacién.

Nos centraremos exclusivamente en la ecualizacién de sefiales moduladas linealmente para
entornos de sensor tinico y de arrays. Una caracteristica general de los ecualizadores lineales
es el aumento de la varianza del ruido a la entrada del detector con respecto al caso de
interferencia intersimboélica nula (estableciendo una analogfa con respecto a la decorrelacién
de usuarios en un entorno CDMA, donde los términos interferencia de miltiple acceso y
interferencia intersimbélica son intercambiables). Aunque existe una infinitud de
ecualizadores que eliminan la interferencia intérsimb6lica, nos interesaremos sélo por la
estructura del ecualizador con comportamient: éptimo frente al ruido. Una derivacién
alternativa basada en la expansién de Karthunen-Logve de la secuencia de datos puede
hallarse en [Proakis], apartado 6.3. La aquif obtenida est4 basada en una particularizaci6n del
decorrelador CDMA, es decir, utilizamos la filosofia de referencia espacial. Aunque existen
algoritmos que realizan las funciones de ecualizacién y deteccién de forma conjunta por
minimizacién de métricas (algoritmos de tipo Viterbi), en este capitulo consideramos que se
realizan separadamente en una etapa previa de ecualizacién seguida de una etapa de

deteccion.
2.8.1 Modelo de la senal

Sea una secuencia de simbolos a modular a, pertenecientes a una constelacién C, la
expresién matemadtica de la sefial equivalente en banda base a la salida del modulador viene

dada por,
(2.8.1.1)

M= oo

.v(t)~ = Zm“" a,p,(t—mT)
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donde T representa el tiempo de simbolo. Dicha sefial es filtrada por un canal lineal y
estacionario, de respuesta al impulso h.(t).La sefial filtrada vendré expresada por,
(2.8.1.2)

r®) = Yo a.pt-mT) , p(t) = k() (r)

donde p(t) representa el pulso equivalente resultado de la propagacién del pulso del
modulador por el canal. El propésito del ecualizador es entonces recuperar los simbolos
modulados a partir del conocimiento de p(t). Para una implementacién digital resulta més

adecuado trabajar con un modelo discreto de la sefial y de la propagacién donde,
(2.8.1.3)

S(ﬂ) = Ezzr:ampo(n-m}v:x)

Y
(2.8.1.4)

pn) = Y h(k)p,(n-k)

donde ahora Ng representa el nimero de muestras por simbolo. En base a este modelo
lineal, el efecto de rotacién de fase de la portadora y del sincronismo también puede
asociarse a la propagaci6n h(n). Aunque fisicamente esto no ocurra asf.

2.8.2 Ecualizador optimo

La expresi6n del ecualizador 6ptimo se deduce por simple sustitucién de las ecuaciones del
decorrelador obtenidas en la seccién 2.6. Por comodidad reproducimos aqui la ecuacién del
célculo de los estadisticos suficientes,

(2.8.2.1)

b(m’)= 2::: (S” r(n)) ep(n-m'N,)

Puesto que estamos considerando un tnico usuario y un dnico sensor, la ecuacién previa
puede reducirse a una ecuacién escalar mediante S=1, r=r y p=p,
(2.8.2.2)

n=4oo

b(m’)= ZF_“ r(n)p(n-m'N,,)
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donde podemos observar que el conjunto de estadisticos suficientes para la deteccién de los
simbolos se obtiene despues de filtrar los daios recibidos r(n) por un filtro igual a la
convolucién del pulso emitido por el modulador con la respuesta impulsional del canal. No
obstante, esto no eliminar4 la interferencia intersimbélica ya que la respuesta impulsional
global hasta la obtencién de la secuencia b(m') no presentari en general nulos en miltiplos
del tiempo de simbolo. Sin embargo, se permite diezmar la secuencia a la salida del filtro
p(n) en los instantes de sincronismo sin ninguna pérdida de informacién por el hecho de
tratarse de estadisticos suficientes. Una etapa de ecualizacién posterior a la velocidad de
sfmbolo se encargar4 de eliminar la interferencia intersimbdlica residual. Nétese que esta
etapa posterior es equivalente a la decorrelacién de usuarios CDMA, aunque en este caso se
trata de una decorrelacién de simbolos. A semejanza de la seccién 2.6, el ecualizador 6ptimo
- de simbolos es también no-causal.

fuente de} zero MODULADOR
vadding [P0
CANAL
h(n)
x 2
L > gen | S0 J N [P
A | R j— N ko= F

DEMODULADOR

Figura 2.8.2.1: modelo equivalente banda base del ecualizador 6ptimo. El modulador estd
compuesto por una fuente de sfmbolos, los cuales se interpolan mediante el pulso
conformador py(n). El canal est4 modelado por un filtro h.(n) invariante. El demodulador estd
constituido por un filtro adaptado al pulsb conformador en cascada con un filtro adaptado al
canal, La salida de 1a concatenaci6n de filtros adaptados se diezma en el instante 6ptimo de
sincronismo y los sfmbolos se decorrelan con el inverso de la respuesta impulsional del canal
equivalente visto desde la etapa de diezmado, hg(n).

La etapa de diezmado introduce un aliasing en el espectro que no conlleva ninguna pérdida
de informaci6n excepto en el caso en que los filtros no estén exactamente adaptados. La
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pérdida de informacién que introduce entonces el diezmado se puede interpretar

paralelamente como un aliasing no controlado (sub6ptimo).
La expresién del decorrelador de simbolos viene dada por,
(2.8.2.3)

5(2’1)=[Z::P(k)z°k]-l L p)=D p(m)p(n—kN,,)

donde la secuencia r es precisamente la correlacién cruzada entre réplicas desplazadas de la
respuesta impulsional a la salida del filtro adaptado. Es importante destacar que el
decorrelado‘r de simbolos (al igual que el decorrelador de usuarios) es bdsicamente un
inversor del canal equivalente observado a la salida del filtro adaptado (al pulso del
modulador m4s el canal) despues de diezmar por el tiempo de simbolo. En general, una
inversién de canal no se corresponde con el ecualizador §ptimo, excepto en el caso de que
deba invertir un conjunto mfnimo de estadisticos suficientes. En este sentido, puede
afirmarse que el ecualizador 6ptimo pseudo-invierte el canal para producir varianza minima
de ruido a la salida. A lo largo de los afios se han desarrollado multitud de algoritmos para la
identificacién de canal. Sin embargo, una vez identificado el modelo de canal y sus
coeficientes, debe utilizar la informaci6n de forma eficiente, no invertiendo el canal, sino

pseudo-invirtiéndolo.

La transformada z del ecualizador 6ptimo puede factorizarse de la siguiente forma,
(2.8.2.4)
g (27) = el Jo o7 )

entendiendo como ecualizador el filtro a la salida del filtro adaptado al pulso modulador.
Esta factorizacién equivale a un ecualizador de muestras o fraccionado (fractionally-spaced
equalizer) en cascada con un ecualizador de simbolos (symbol-spaced equalizer). El
ecualizador de muestras resulta ser la respuesta impulsional del canal.

Podemos demostrar por construccién que hs(z'!) es un filtro estable (remitdmonos
simplemente a las demostraciones de estabilidad de la seccién 2.6). La estabilidad del
decorrelador CDMA venia dada en funcién de las raices del determinante de la matriz de
correlacién de simbolos. Por sustitucién, dicha matriz es en este entorno una secuencia
escalar y las raices del determinante son simplemente las soluciones de p(z-1) = 0. La tnica
condicién para la estabilidad del ecualizador consiste en que ninguna de las raices (o polos
del decorrelador de simbolos) se encuentren en el circulo unidad. De hecho existe un
nimero igual de raices dentro y fuera del cfrculo unidad debido al cardcter hermitico del
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ecualizador. No existe ninguna raiz en el circulo unidad por construccién, ya que la
secuencia r se ha obtenido correlando réplicas desplazadas de la respuesta impulsional.

2.8.3 Deteccion optima

Una vez que se ha eliminado la interferencia intersimbélica introducida por el canal, debe
determinarse cudl es el algoritmo de detecci6n a utilizar. Para ello centrémonos en la funcién
de densidad del ruido a la salida del ecualizador. Sea vy la secuencia del ruido de detecci6n.
Su funcién de densidad conjunta vendré univocamente determinada por sus estadisticos de
segundo orden. Es suficiente por tanto determinar la funcién de correlacién,

‘ (2.83.1)
pwin) = EV(k)V'(k+n)

donde el ruido de deteccién se obtiene mediante dos pasos: la convolucién del ruido blanco
de entrada con la respuesta impulsional del filtro adaptado a p(n) (pulso conformador m4s
canal), el cual denominamos 7y, y la convolucién del ruido diezmado a la salida del filtro
adaptado con la respuesta impulsional del decorrelador de simbolos,

(2.8.3.2)
(k) = n(k)p,(-k)h(-k) = n(k)*p’(-k)
v(k) = (kN )*hs(k)

La funcién de densidad conjunta del ruido de deteccién para N muestras vendr4 dada pdr la
funcién de densidad Gausiana multivariada con matriz de correlacién Ry,

: (2.83.3)
[va];j = pw(i—j)

es decir,
(2.8.3.4)
exp(-v” R;&,v)

V) = —m———
PY) n™ detR,,

Si denominamos a a la salida del ecualizador y & a los simbolos decididos, el criterio
6ptimo de decisién serd aquél que maximice la funcién de distribucién del ruido evaluada en
a-a sobre todos los simbolos & pertenecientes a la constelacién C.Por lo tanto, el criterio de

proximidad vendr4 dado segiin la distancia de Mahalanobis,
(2.8.3.5)

-2.56 -



Capitulo I Criterios de Referencia Espacial vy Temporal

a = argergin{(a - ﬁ)HR;‘l,(a—ﬁ)}

La deteccién simbolo a simbolo constituye por tanto una estrategia subéptima. Debido a la
correlacién cruzada debe realizarse una deteccién sobre conjuntos de simbolos. La bondad
de la deteccién aumentard en funcién de la longitud del intérvalo considerado, obteniendo un
resultado 6ptimo en el caso asintético cuando N—eo. El criterio se modifica en el caso limite
ya que debe interpretarse como la minimizacién de la potencia de la secuencia de error a la
salida de un filtro. El término de ruido a la salida de este filtro serd ruido blanco puesto que
la inversa de la matriz de correlacion del ruido actua como un filtro blanqueador.

2.8.4 Ecualizador 6ptimo en array

En este apartado desarrollaremos las ecuaciones del ecualizador 6ptimo en array.
Consideramos de momento que no existen interferencias y que la funcién del array es
simplemente una combinacién de las sefiales recibidas en los sensores para maximizar la
relacién sefial ruido. Si suponemos ruido espacialmente correlado, la secuencia de
estadisticos suficientes puede obtenerse mediante particularizacién de la ecuacién 2.2.1

como,
(2.8.4.1)

b(m)= Y, (s"Ropr(n)) pln—m'N)

que como vemos, serd equivalente a utilizar el mismo ecualizador en todos los sensores. El
decorrelador de simbolos es en este caso simplemente proporcional al decorrelador de
sensor unico, con la siguiente constante de propocionalidad para normalizar la etapa de
combinaci6n espacial,

(2.8.4.2)
5,()=[s"RoLs| " 5(z)

Es decir, el hecho de que el ruido no esté correlado también temporalmente permite un
desacoplo del procesado espacial y del temporal. El receptor ptimo se construye en base a
un combinador espacial seguido en cascada por un ecualizador temporal.
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2.9 Modelado de las Interferencias

El objetivo de esta seccién es ver como la multiplicacién por la matriz inversa de
correlacién realiza un bloqueo de las interferencias superpuestas a una sefial. Modelaremos
las caracteristicas estadisticas de sefiales interferentes superpuestas a la sefial CDMA como
procesos Gausianos espacialmente localizados en espacio y en frecuencia. Prestaremos
especial atencién a interferentes de banda estrecha. Definimos cada una de las sefiales
interferentes de la siguiente forma,

(2.9.1)
ij(n) = §(n)s; , 1<ISN,;

donde ij(n) representa un proceso escalar y s; es el vector de steering de la interferencia.
Pueden darse dos casos en cuanto al modelado de la estadistica del vector de steering: o bien
consideramos que sus componentes son procesos estoc4sticos independientes del proceso
escalar ij(n) o bien lo consideramos invariante en el tiempo en cuyo caso la matriz de
correlacién del proceso ij(n) serd de rango unidad, es decir, podremos definir las
estadisticas de segundo orden de la interferencia a partir de un menor nimero de
pardmetros. Podemos tambien modelar vectores de steering variantes en el tiempo
suponiendo una funcién de correlaci6n del vector de steering altamente correlada en tiempo
(si suponemos que su estadistica varia lentamente). Nos centraremos en el caso fijo de
interferencias espacialmente localizadas. La funcién de correlaci6n espacio-temporal de las
secuencias interferentes més el ruido de sensor n (que supondremos incorrelado) viene dada
por,
(2.9.2)
R,(m) = Er(a)fnem) , ri(n) = n(m)+ Y i(n)s,

Suponiendo que las interferentes se encuentran incorreladas dos a dos, obtenemos la
siguiente expresion para Ry(m),
(2.93)
R (m)=c8(m)+ Y~ (Eiy(n)i (n+ m))s,sl! = 0™1(m)+ 3" py(m)s;sl!

donde pj(m) es la secuencia de correlacién temporal de cada una de las interferentes. En
situaciones reales de comunicaciones, dichas interferentes suelen ser cicloestacionarias, lo
cual permite un modelado més adecuado. En este estudio se suponen simplemente
estacionarias. Podemos representar la anterior ecuacién de forma mds compacta si
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agrupamos los vectores de enfoque de las interferentes en una matriz de steering y los
procesos escalares asociados en un vector, llegando a la siguiente expresion,

(2.9.4)
R, (m)= c16(m) + S$;D,(m)S}

De lo deducido en la seccién 2.6.7 (ruido espacialmente coloreado) sabemos que la primera
etapa de la conformacién de haz se realiza en base a la multiplicacién por la inversa de la
transformada z de 1a matriz de correlacién de la interferencia, es decir,

(2.9.5)
R;'(z7)=[0’1+5,D,(z")s¥ ]"1

Resulta interesante comprobar si dicho filtrado anula los procesos interferentes. Para ello
consideremos primeramente el caso en que aparece una dnica interferente. La matriz de
correlacién inversa puede calcularse entonces a partir de la identidad de Woodbury,

plz?)/e

Rf‘(z“)=[ﬂw(z")ss”l"=-;,7(’-Hsﬂsp(z-w/ol ]

(2.9.6)

donde observamos que para aquellas frecuencias donde la relaci6én potencia interferente a
ruido de fondo es elevada, la matriz de correlacién inversa tiende a comportarse como un
operador de proyeccién sobre el subespacio ortogonal a la interferencia,

(2.9.7)
H

R;‘(Z'l) e )Vo'»l —ol_—zo(l—-s(s s)-’s” )

No obstante, aunque la interferencia esté espacialmente localizada, podemos observar que
el algoritmo 6ptimo no la elimina totalmente en la etapa espacial. Definiendo el factor de
polarizacién B(z-1) como sigue,

. ( )/ , (2.9.8)
. stsplz!)/o
B(Z )_ 1-§-s”sp(z")/o’2

la matriz de decorrelaci6n se expresa como,
(2.9.9)

R;’(z"’) = -5_17(1 —s(s" )qs”) + —!-2-(1 - Bz ))s(s”s;)-!s"
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En este caso, la matriz de decorrelacién se descompone en la suma de dos operadores de
proyeccién sobre los subespacios ortogonal y paralelo a la interferencia, respectivamente.
La norma del operador de proyeccién paralelo tiende a cero con relacién al proyector
ortogonal a medida que disminuye la varianza del ruido de fondo con respecto a la potencia
de la interferencia. Nétese que la norma del operador paralelo depende de la frecuencia en
funcién del espectro de potencia de la interferencia. La matriz de decorrelacion se aproxima
tanto m4s al proyector ortogonal s6lo en aquellos mérgenes de frecuencia donde el espectro
de potencia se encuentra a un nivel suficientemente alto respecto al de ruido de fondo. En el
resto del espectro, el factor de polarizacién tiende a cero, dejando ¢ .r toda la sefial. Un:
inspeccién mds detallada de la descomposicién revela que el proyector ortogonal es
-ndependiente de la frecuencia, realizando simplemente un bloqueo espacial de la sefial
" interferente. el proyector paralelo es en cambio dependiente de la frecuencia y realiza la etapa
de bloqueo frecuencial sobre la sefial no bloqueada espacialmente. Obsérvese que puede
descomponerse en un proyector espacial paralelo seguido de un filtrado temporal, igual para
todos los sensores, donde 1a expresién del factor de polarizacién coincide exactamente con
la del filtro de Wiener adaptado a la interferencia. El factor complementario 1-B(z-1) se
encarga entonces de realizar el bloqueo temporal. El disefio de la matriz de decorrelacién de
la interferencia a partir solamente de bloqueo espacial conduce a una solucién subptima ya
que se desaprovecha la informacién disponible. El procesado espacio-temporal conjunto
permite adem4s eliminacién de un niimero de interferencias superior al nimero de sensores
gracias a los grados de libertad afiadidos por'el procesado temporal.

La deduccién de la matriz de decorrelacién de la interferencia para un niimero de sefiales
interferentes superior a la unidad requiere ya de la aplicacién del Lema de Inversién. Los
resultados a los que se llega son parecidos. Puede llegarse tambien a la misma expresién de
la matriz de decorrelacién mediante aplicacién recursiva de la identidad de Woodbury.
Definamos las siguientes matrices de correlacién acumulativas,

(2.9.10)
Ri(z") =R,y (z")+pe()sist . R,(z7)=0

segin Woodbury,
(2.9.11)
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1+ p*(z'l)sz;l, (z'l )Sk

S S W—

1+ Plc(z_1 )Sf R, (Z_1 )Sk

Sf R;}-l (Z_l) }

=R7! -1 - - STR;L (z7)s,
—Rk—l(z )[I ﬁk(z )Sk sz;ll(z—I)

Ri'(7)=Rey (<) R;L (27 )sisR;L (27)

Donde el factor de polarizaci6n Py se ha definido de forma anédloga a la ecuacién 2.9.8,
(2.9.12)

oy pe(z™) _ ple)
ﬂk(z l) = :?R_:;l(?T-;-pk(z‘l) - Vk(z-l)-{»pk(z-l)

Siendo vi(z!) el espectro del ruido (sefial CDMA) filtrado. La factorizacién final de la
matriz de decorrelacién de la interferencia en operadores de proyeccién se reduce a lo
siguiente a partir de la ecuaci6n 2.9.11,

Ri(e")=— (I—ﬂk(z") B J

Sk a3 (o
Skall(Z l)sk

(2.9.13)

Es f4cil ver que cada uno de los operadores va eliminando sucesivamente cada una de las
interferencias. La cancelacién 6ptima de Nj interferencias se consigue a partir de la
concatenacion de Nj etapas como la representada en la figura 2.9.1. Un conformador de haz
de minima varianza con memoria se utiliza para recuperar una de las interferencias. N6tese
que se utiliza como matriz de correlacién la de las k-1 interferencias no canceladas
previamente. A continuacién un filtrado de Wiener realza la interferencia k-ésima frente al
ruido coloreado introducido por el conformador. Modulando el vector de steering de la
interferente con la sefial a la salida del filtro se reconstruye la contribucién de la interferente
a la entrada del bloque y se cancela para propagar la sefial resultante a la siguiente etapa.
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NS

Fg-1 -1
SRz )

hp-1,.~1
sERIL (TS

Filtrado de Wiener

Conformador de Minima Varianza Reconstructor

Figura 2.9.1: Representaci6n de una etapa de cancelacién de interferencia

Podemos llegar a una formulacién equivalente en términos del Lema de Inversi6n. La

matriz de decorrelacién viene dada entonces por,
(2.9.14)

Ri(z)= -&12—(1 - s(s”s)'ls” ) + ;12-(1 ~B(z! j)s(s”s)"s”

con una definicién andloga de la matriz de polarizacién B(z-1),
(2.9.15)
B(z™)=s1D,(" )* [I +%8%D, (¢ )S]“l ip, (! )%l sH

Equivalente al filtrado vectorial de Wiener.

Supongamos a continuacién un modelo de interferencia de banda estrecha localizado a una
frecuencia portadora, su modelo vendré dado por la siguiente ecuacién,

(2.9.16)
i(n)=e/®"(n) , i,(z")=f,(e’“"z“)

si la banda de la interferencia es muy estrecha, el operador de proyeccién equivalente
presenta un nulo a la frecuencia portadora cuya profundidad dependera del ruido de fondo,
como puede deducirse de su filtro de Wiener equivalente, dejando pasar el resto de
frecuencias temporales y espaciales.
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3.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos examinado algoritmos lineales para la recuperacién de
secuencias de datos a partir de un conocimiento preciso de la estructura del modelo de la
sefial recibida en cuanto a efectos tales como correlacién del ruido, sincronismos,
interferencias, etc., para varios escenarios de interés en comunicaciones digitales como la
decorrelacién de sefiales CDMA o el problema de la ecualizacién. Hemos presentado dos
criterios que permiten la recuperacién de sefales dependiendo del tipo de conocimiento que
se posee del entorno: el criterio de referencia espacial, donde conocemos la estructura de los
datos, y el criterio de referencia temporal, donde conocemos la secuencia transmitida.
Dichos algoritmos han resultado ser estimadores no polarizados de minima varianza en el
caso de referencia espacial, no asi en referencia temporal, donde aparecen efectos como la

contraccién de la constelacién.

En este capitulo introduciremos un nuevo criterio para el planteamiento de funciones de
coste en algoritmos adaptativos: el criterio de referencia estadistica, donde utilizaremos
conocimientos previos sobre las funciones de densidad de probabilidad presentes en el
modelo de seifial, en contraste con el método de referencia temporal, donde no existe
ambigiiedad en lo que se refiere a una realizacién particular de la sefial o proceso estocdstico
que deseamos recuperar.

Los estudios tedricos realizados en el capitulo anterior se han centrado b4sicamente en el
planteamiento de una funcién de coste y en el célculo del vector de coeficientes que
minimiza el criterio. Procederemos igualmente en este capitulo, haciendo ademds hincapié
en el algoritmo adaptativo utilizado para la actualizacién de los coeficientes. Veremos que
debido al cardcter, ahora no-lineal, de las funciones de coste, no siempre puede llegarse a
una expresién completamente cerrada del vector de coeficientes. No obstante, la estructura
especial de las funciones de coste que propondremos admiten una riqueza considerable de
interpretaciones, y conducen en muchos casos, a pesar de su naturaleza no-lineal, a

resultados cerrados.

En este capitulo analizaremos diversos aspectos de la primera funcién de coste (una nueva
funcién se presentard mds adelante, en el capitulo V). En la secci6n 3.2 plantearemos la
hipétesis inicial de la primera funcién de coste a partir de la discriminacién de Kullback-
Leibler como un ajuste de funciones de densidad de probabilidad. En la secci6n 3.3
introduciremos los modelos de sefiai para una y varias fuentes respectivamente. Estos
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modelos se utilizarin también para el capitulo IV para el estudio de las soluciones (vectores

de coeficientes) que minimizan la funcién de coste.

Ruidoe

Interferencias Inversién
de Canal
Fuente de {
Datos f———— Canal +
__—— - ‘
]
i £
1
1
: Pu (@) Funcién
T T T T T T Conecimiento do Tt T -> de Coste
Conocimiento de
la Estadistica

Figura 5.1.1: el objetivo del disefio es hallar una funcién de coste cuya minimizacion
asegure que obtenemos una version fiable de los datos emitidos por la fuente. Para ello

utilizamos el conocimiento aprioristico de la estadistica de los datos.

A partir de la propuesta para una funcién de coste en la seccién 3.2, investigaremos
también en la secci6n 3.4 una formulacién alternativa en términos de las funciones de
densidad condicionadas y veremos c6mo se relaciona con un criterio de referencia temporal.
Expresaremos la funcién de coste mediante un promediado no-lineal de la norma del error
entre la variable aleatoria a la salida del sistema adaptativo y la variable aleatoria que
desearfamos obtener. En la secci6n 3.5 analizaremos el algoritmo de gradiente de la funcién
de coste y veremos cémo de €l se deriva el concepto de la funcién de regeneracién, la cual
nos conduce a la definicién de un error generalizado como proceso que controla la
actualizacién de los coeficientes del filtro adaptativo. El planteamiento de ajuste de
densidades de probabilidad se plantea en términos generales, independientemente de si la
funcién de densidad deseada es continua o discreta. A modo ilustrativo de los concepios
anteriormente presentados, deducimos un algoritmo de médulo constante en la seccién 3.6
para una funcién de densidad continua, asi como un algoritmo para la recuperacién de
sefiales QPSK, para una funcién de densidad discreta.
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3.2 Una Funcién de Coste basada en Referencia Estadistica

En este apartado proponemos una posible funcién de coste basada en el concepto de
referencia estadistica introducido en la secci6én anterior. En un entorno real de filtrado
adaptatitvo, el conocimiento "a priori" que tenemos del comportamiento del canal y de la
estadistica del ruido es pricticamente nulo. A fin de garantizar una robustez minima de los
algoritmos, pretendemos que el sistema adaptativo pueda capturar la sefial deseada a partir
de informaci6n lateral de la estadistica de la fuente. La tinica informaci6n "aprioristica” que
pretendemos utilizar es el conocimiento previo de la estadistica de la sefial de entrada al
canal. Nuestro propésito puede formularse como sigue:

* Conocemos la distribucion de la sefial de entrada. Por lo tanto, queremos que la
-salida del sistema adaptativo presente una distribucién de probabilidad o funcion
de densidad tan cercana como sea posible a esta distribucién previa. En
consecuencia, debemos encontrar un algoritmo que fuerce una funcién de
densidad dada a la salida del sistema. ‘

Para cumplir este propésito partiremos de una funcional proporcionada por la Teorfa de la
Informacién. A semejanza del criterio de referencia temporal, en el que definimos la
"distancia” o funcién de coste entre la secuencia a la salida del sistema y la referencia como
la potencia del error entre ambas sefiales (error cuadrético medio), necesitamos utilizar en el
contexto de referencia estadfstica un criterio que cuantifique el error entre funciones de
densidad de probabilidad. Consideremos la discriminacién de Kullback-Leibler [Bla87]
definida como,

(3.2.1)
D(ppo) = Ipl(x)lnp,(x)dx—jp,(x)lnpg(x)dx >0

Aplicando este funcional al entorno de filtrado adaptativo, entendemos que p;() es la
funcién de densidad de probabilidad a la salida del sistema adaptativo, py(), y que po() es la
funcién de densidad objetivo o referencia. Aunque éste resulta un posible criterio 6ptimo,
aparecen algunos problemas asociados a esta eleccién y que conducirdn a una modificacién
de 3.2.1 como funcién de coste del algoritmo. Primero, debemos conocer cudl es la funcién
de densidad 6ptima, p,(), para cada escenario dado. Consideremos un ejemplo: debe tenerse
en cuenta que a la salida del sistema aparecerd el ruido de entrada filtrado y con una
determinada varianza, sumado a la seiial de interés. Por lo tanto, deberemos modelar este-
efecto en la funcién de densidad p,() pero el valor exacto de la varianza de ruido que

-33-



Capitulo III Criterios de Referencia Estadistica ..,

debemos utilizar es a priori desconocido. Por otra parte, nos encontramos en dificultades al
intentar evaluar el primer término de la ecuacién 3.2.1, menos la entropia del proceso
aleatorio a la salida del estimador: -H(Y), ya que su funcién de densidad nos es

desconocida.

Aunque vemos en este primer enfoque del criterio de referencia estadistica mediante la
discriminacién de Kullback que la posible realizacién de un algoritmo adaptativo se ve
obstaculizada por el desconocimiento de las funciones de densidad de 3.2.1, podemos
solventar este problema mediante modificaciones de 3.2.1 que nos conduzcan a algoritmos
realizables. La funcién de coste por la que optamos es, por tanto, la minimizacién del
segundo término de la ecuacién 3.2.1, sin considerar el primer sumando (ver ecuacién

"3.2.2). En secciones posteriores analizaremos qué efectos tiene el hecho de despreciar el
primer término en la ecuacién de la discriminacién.

En este trabajo proponemos dos funciones de coste para procesado adaptativo. La primera,
la cual introducimos en esta misma seccién constituye la primera parte del capitulo. La
segunda requiere ciertos conocimientos previos que s6lo pueden adquirirse realizando un
estudio de esta primera funcién de coste. Por consiguiente posponemos su presentacién
hasta el capitulo 5. En lo sucesivo y por brevedad, nos referiremos a la primera funcién de
coste como funcién de coste inicamente, explicitando el término segunda funcién de coste
cuando sea necesaria la diferenciacién. Veremos que algunos problemas presentados por la
primera funcién de coste quedan resultos por la segunda. En lo sucesivo nos referiremos a
la primera y segunda funcién de coste como J y J; respectivamente. Veremos c6mo definir
una estrategia en el caso J2 que nos permita implementar una pseudo-discriminacién para el
ajuste de densidades de probabilidad, y retomando plenamente la filosoffa de la ecuacién
3.2.1 aunque desde una 6ptica diferente.

El criterio propuesto se formaliza de la siguiente forma:

» Sea Y la variable aleatoria de salida del sistema que depende del vector de
coeficientes, w, y sea Inpy() la familia de funciones de log-likelihood
parametrizadas por el vector ¢ que caracterizan la funcion de densidad deseada a
la salida del sistema. El criterio de optimizacién consiste en minimizar la

Juncional definida por,
(3.2.2)

J(w,0)=- E,wIn P¢()’(')) =- pr(') (y)In Po()’)dy

en el conjunto de pardmetros [w,¢].
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El vector de coeficientes w controla el sistema adaptativo y, por tanto, la funcién de
densidad de probabilidad a su salida, mientras que el vector de pardmetros ¢ controla la
forma de la no-linealidad sobre la que se evalidan los datos de salida.

Hemos hablado hasta ahora de "sistema” adaptativo y no de "filtro" adaptativo. Queremos
recalcar que las funciones de coste que proponemos en este capitulo no son solamente
aplicables a ecualizaci6n, siné que su campo de aplicaci6n es absolutamente general. Es por
lo tanto necesario diferenciar entre la funcién de coste de un sistema adaptativo, la
arquitecura de este sistema y el modelo de sefial involucrado. A medida que prosigamos
veremos la aplicacién de estas funciones de coste al campo del procesado de array y a la
- decorrelacién de sefiales (temas que tratamos en esta tesis). De hecho, el criterio de forzar
una funcién de densidad (conjunta) a la salida de un sistema ya no escalar sino MIMO
(Multiple-Input Multiple-Output) con memoria, es absolutamente general. No obstante, los
estudios teéricos y simulaciones que hemos realizado en esta tesis se circunscriben
solamente al andlisis de sistemas SISO (single-input single-output) MISO (multiple-input
single-output) y SIMO (single-input multiple-output) adaptativos.

En la siguiente seccién pasaremos a ocuparnos del modelo de sefial que seguiremos en el

resto de la tesis. Bdsicamente, introduciremos la notacién para el modelo de una fuente y de

varias fuentes.
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3.3 Modelo de Senal

En esta breve seccién introduciremos los modelos de sefial que utilizaremos en el resto del
capitulo. Consideraremos dos modelos posibles: el modelo de una fuente (3.3.1) y el
modelo de varias fuentes (3.3.2). La distincién entre estos dos modelos resultard yitil en los
andlisis teéricos que realizaremos en secciones posteriores. Un anilisis general del
comportamiento de la funcién de coste no resulta posible ya que su comportamiento
depende en gran medida de la estadistica de la sefial de entrada. Por ello, desglosaremos el
conjunto de casos posibles, considerando el modelo de una y varias fuentes en las secciones

4.2 y 4.3 respectivamente.
3.3.1 Modelo de una Fuente

En esta seccién presentamos el modelo de seiial utilizado para tratar un simple problema de
aplicacién de la funcién de coste ya propuesta: la recuperacién de un proceso aleatorio de
distribucién desconocida (en términos de su funcién de densidad de probabilidad) que ha
experimentado una transformacién lineal desconocida y que se ecuentra inmerso en ruido
Gausiano de correlacién también desconocida (en el apartado 3.3.2 generalizaremos el
modelo de sefial al caso de varias fuentes). Este proceso modula a un vector de steering de
modo que la sefial recibida se puede expresar mediante el siguiente modelo,

(3.3.1.1)

Iy = aks,, + ng

donde k denota el indice temporal, ax son las muestras transmitidas por una fuente de
distribucién conocida y sy es el vector de steering (que se supone variante en el tiempo por
defecto) y ny representa el ruido Gausiano aditivo recibido en cada uno de los componentes.
Nétese que este modelo simula la sefial recibida por un array en ausencia de interferencias.
La distribucién espacial del ruido es desconocida asf como las componentes del vector de
steering generalizado. Por lo tanto, el modelo es aplicable a un array de geometria arbitraria.
Como modelo de la estadistica de la fuente podemos tomar la funcién de densidad de
probabilidad de cualquier modulacién digital: ASK, QAM, CPM.
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Definamos ahora la arquitectura del sistema adaptativo (arquitectura lineal) que se utiliza
para la recuperacién de la sefial como la multiplicacion escalar de la sefial recibida ry por un

vector de coeficientes wy,
(3.3.1.2)

— wH
Yo = Wipr,

El objetivo que perseguimos es ahora definir un algoritmo que imponga una funcién de

densidad de probabilidad similar (debido al ruido) a la de 1a fuente de sefial,
(3.3.1.3)

=G +n < py, =pn,+n,

de tal forma que la potencia del término de ruido se minimice. Demostraremos en la seccién
4,2 segiin el modelo estadistico de la ecuacién 3.3.1.1 que esto ocurre excepto en un factor

de escala.
3.3.2 Modelo de Varias Fuentes

En esta seccién consideraremos un modelo de sefial mis elaborado, incluyendo varias
fuentes a diferencia de la seccién 3.3.1. Definiremos la seiial recibida de la siguiente forma,
(5.3.1)

i=N, .
Y =2 1 a;sk +nk =Skak+nk
i=

Donde hemos agrupado todas las fuentes en el vector ay y los vectores de steering
correspondientes en la matriz Sx. Supondremos que todos los vectores de steering son
linealmente independientes. Si éste no fuese el caso, podriamos reducir el orden del modelo
a un nimero menor de fuentes equivalentes igual al rango de la matriz de steering.
Supondremos que todas las sefiales son estadisticamente independientes y que el niimero de
fuentes N, es menor que la dimensién del vector de steering, es decir, que la dimensién del
espacio, Ny<N. De este modo podemos hablar libremente de subespacio de sefial y
subespacio de ruido. Al igual que se expuso en la secci6n 5.2, estudiaremos la aplicacién de
la no-linealidad propuesta a la recuperacién de una fuente en presencia de interferencias (el

resto de las fuentes en el modelo de ry).
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3.4 Funcion de Coste

Segiin hemos visto en la seccién 3.2, la funcién de coste propuesta consiste en la
minimizaci6n de la esperanza de la funcién log-likelihood basada en la funcién de densidad
de probabilidad deseada a la salida del sistema y evaluada a la salida del filtro adaptativo.
Mi4s adelante, en las secciones 4.2 y 4.3 consideraremos el caso més general de una no-
linealidad en lugar de la funcién log-likelihood. En esta seccién presentamos la primera
funcién de coste en base a la notacién que utilizaremos en el resto del trabajo.
Introduciremos también una sencilla reformulacién de la funcién de coste, basada en el
Teorema Fundamental de la Esperanza y que nos resultar4 de utilidad en varios desarrollos

tedricos posteriores.

El conjunto 6ptimo de coeficientes que minimiza la funcién de coste J se obtiene como

sigue,
(3.4.1)

w, =argmin{J =~ E, Inp, ., ()} =arg min{jcpy, ()10 Payn, (i )dyk}

Donde ay representa la variable aleatoria deseada en ausencia de ruido y n €l término de
ruido siempre presente a la salida del sistema, necesario para modelar con mayor detalle la
funcién de densidad real a la salida del sistema. La funcién de densidad objetivo resulta ser
entonces la correspondiente a la suma de ambas variables: ay+n;. En un caso m4s general,
consideraremos que la funcién de densidad deseada es parametrizable (por ejemplo en la
varianza del ruido n;: 6;), de forma que el proceso de minimizacién se extiende también a
los pardmetros, a los cuales nos referimos mediante el vector ¢y,

(3.4.2)
{wi.0}= argmin{] =-E, lan(y,‘)}

Esta parametrizaci6n resulta ttil para conseguir mejores prestaciones del sistema adaptativo
y podemos entenderla como una adaptacién de 1a no-linealidad log-likelihood a la estadistica
de la sefial de entrada. Antes de proceder conviene expresar la funcién de coste en un
formato m4is conveniente para los propdsitos de minimizacién. Si aplicamos ahora el
gradiente con respecto a los coeficientes, la ecuacién 3.4.1 sugiere que el gradiente no
puede intercambiarse con el operador esperanza ya que éste se define sobre la variable
aleatoria a la salida del filtro, la cual depende a su vez de los coeficientes. Resulta més
ilustrativo expresar la esperanza en funcidn de variables aleatorias que no dependan de la

-38-



Capitulo 1II Criterios de Referencia Estadistica ...

cantidad que se desea minimizar. Por lo tanto, recurrimos al Teorema Fundamental de la
Esperanza,
(3.4.3)
J==E, In py(yi) =~ Ey, n, 0Dy (¥e(ai,0y)) = = Eq, o, 10 Py (Vi)

donde vemos que el gradiente y la esperanza si pueden intercanviarse segin esta nueva
formulacién puesto que las variables aleaorias sobre las que definimos el operador
esperanza no son ya variables presentes a la salida, sino a la entrada, e independientes por
tanto del vector de coeficientes a partir del cual se define el gradiente de la funci6n de coste.

En la siguiente seccién trataremos de cémo enlazar la primera funcién de coste con ei
criterio de referencia temporal. Es decir, veremos c6mo mediante una senzilla manipulacién
podemos expresar la funcién de coste en términos de funciones de densidad condicionadas
por una referencia conocida y promediando sobre el conjunto de todas las posibles

referencias.
3.4.1 Funcién de Coste Condicionada

Hasta ahora hemos abordado el problema del disefio de una funcién de coste para
algoritmos ciegos basados en el conocimiento de la estadistica de la sefial que se desea
recuperar. Intuitivamente, cuanto mayor sea el conocimiento de las caracteristicas de 1a sefial
transmitida, mejor comportamiento podremos obtener del algoritmo adaptativo. En
particular esto serd cierto cuanto menor sea la incertidumbre con respecto a la secuencia
transmitida. En este apartado veremos cémo se modifica la funcién de coste cuando
disponemos de informacién lateral sobre la secuencia de llegada. Plantearemos el criterio,
no sobre la funcién de densidad deseada de los datos, sino sobre la funcién de densidad
condicionada a la secuencia de referencia. En forma matemdtica, el criterio se convierte en,

' (3.4.1.1)
J = -E, lnpa,+n,ld,(zkldk)

donde dy denota a la secuencia de referencia conocida. El hecho de conocer la secuencia
transmitida nos evita el utilizar Ia funcién de fensidad de la variable aleatoria deseada,
promediada sobre todas las secuencias posibles. La funcién de densidad condicionada viene
expresada en funcién de la densidad del ruido puesto que el conocimiento previo de la
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secuencia de referencia dy nos informa sobre la media estadistica que debemos esperar en
cada instante de tiempo de la variable aleatoria de salida del sistema adaptativo, es decir,
(3.4.1.2)
1 e-lzk—d:lz/ 8
2

Doy 40,14, (Zk Idk) = Py, (Zk - dk) = 702
] 4

con lo cual la funcién de coste se convierte en,
(3.4.1.3)

1 —[z ~d Iz/az 2 1 2
J=—FE, In—s—e " /" =Inpgo; +—E, |z, —-d
2 ﬂo.%' N 0.37‘ z;I k kl

Vemos pues que en el caso de conocer la secuencia de llegada, se llega al criterio
equivalente de minimos cuadrados en lo que respecta a la estimacién de los coeficientes. La
estimacién del parémetrb varianza no afecta en absoluto a la estimacién del vector de
coeficientes wy, con lo cual el minimo de esta funci6n de coste nos conduce a la solucién de
Wiener. Basta con calcular el gradiente respecto wy para destacar esta independencia,

(3.4.1.4)

1 .

donde observamos que al igualar a cero, desaparece la dependencia con respecto al
pardmetro varianza. La obtencién del pardmetro varianza se deriva a partir de la igualacién a

cero de su gradiente como,
(3.4.1.5)

1 1
Va%.J=—2-';TEz.|Zk“dk|2 =0 = of, =E,Ju-4f

M ™

El valor 6ptimo de la funcién de coste se obtiene tras sustitucién de la varianza en la

ecuacién 3.4.1.3,

(3.4.1.6)
er-n = ln(”eEz' lzk ad dklz)

Vemos que el valor minimo de la funci6n de coste es formalmente equivalente a la entropia
de una variable aleatoria Gausiana de varianza igual a la expresada en la ecuacién 3.4.1.5.
Dicha relacién es solo formal puesto que en general no ocurrird que el error z-dy en el
minimo de la funcién de coste sea Gausiano ya que aparece un término residual de potencia
de seiial deseada como hemos visto en el capitulo anterior al estudiar la solucién de Wiener
y como de hecho ocurre con esta funcién de coste como se ver4 en la seccién 4.2.
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3.4.1.1 Relacion entre la funcion de coste condicionada y no

condicionada

En este apartado obtendremos una relacién general entre la funcién de coste condicionada y
la no condicionada con informaci6n lateral. Introduciremos esta informacién lateral mediante
el pardmetro 6 de forma que la disponibilidad de este conocimiento viene dado por la
variable aleatoria byl8, donde by es la variable aleatoria deseada a la salida del sistema
adaptativo. Las funciones de coste condicionada y no condicionada se expresan entonces
como,

(3.4.1.1.1)
Jo=—E, Inp,(z) , J=-E, Inpy(z)

podemos relacionar de forma sencilla ambas densidades de probabilidad segiin la siguiente
igualdad,
(3.4.1.1.2)
Pe,(2) = Egpuio(2e)

con lo cual la funcién de coste no condicionada se obtiene mediante la funcién de densidad
condicionada promediada sobre la variable aleatoria 6. En el contexto de utilizacién de una
referencia, llegamos a la solucién de Wiener mediante utilizacién de la funcién
condicionada, o en el caso de carecer de dicha referencia utilizamos en la construccién de la
funcién de coste un promediado o ponderacién sobre el conjunto de referencias posibles.

Observemos que la derivacién es vélida tanto para distribuciones continuas como discretas.
(3.4.1.1.3)

Jo=—E, Inpyip(ze) . J=-E, InEgpye(z:)

Bajo la hipétesis de ruido Gausiano, podemos expresar la funcién de densidad

condicionada de la forma siguiente,
(3.4.1.1.4)
1 la-af/e?
z = -—e
Pwe( k) o2

t

donde a' es un valor correspondiente a la distribuci6n de la variable aleatoria deseada
(pasa a jugar el papel del pardmetro 6). Podemos entonces expresar la funcién de coste

condicionada de la siguiente forma,
(3.4.1.1.5)
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.2 by
J=-E, InE, 7!{;:,e—lz.—a.kl /5! 1n 762 ~E, InE e -

mediante la introduccién de la siguiente potencia del error, podemos llegar a una expresién
de 1a ecuacién anterior formalmente parecida al caso de la funcién de coste condicionada a la

secuencia transmitida conocida, la cual denotamos como dj,
(3.4.1.1.6)

|gJ|2tf--o-,zlnE‘l;e'h‘"":r/"'J = J=ln1tof+}1';-E,‘|e,|2

Notemos que la anterior definicién es valida puesto que la expresion de lejl2 resulta ser

definida positiva por construccién. En efecto,
(3.4.1.1.7)
osetnalled <1 o os< Ea.e'l"'“"r/"? €1 = +co>~In Eaée'l""’“z/"f 20

’

Destacamos el parecido formal de la nueva expresién de J con la entropia de una variable
aleatoria Gausiana. Vemos que la potencia del error ¢; se obtiene como un promedio no
lineal de los errores zy-a'y sobre la distribucién de la variable aleatoria a'y. La definicién
anterior de leji2 realza la contribucién de aquellos valores de a'y préximos al valor zg
mediante la exponenciacién de la diferencia y su promedio sobre la distribucién. Valores
poco probables de a'x dado zx contribuyen apreciablemente menos a la potencia del error gj.

habilidad

curvas de nivel de densidad do
rido

def 2} 2
Le|* =~ nEge T

Figura 3.4.1.1.1: representacién conceptual de la definicién de la norma del error igji2.
Hemos representado en trazo sombreado el conjunto de valores que puede tomar la
variable aleatoria A deseada en el plano complejo. Cada punto de la regién A
contribuye al error en funcién de su densidad de probabilidad segiin A y de su distancia
a la muestra 2y recibida segtin el promedio no lineal representado en la figura.
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Mis adelante cuantificaremos este efecto mediante lo que llamaremos funciones q(,) o
funciones de calidad, las cuales est4n relacionads también con estimaciones de probabilidad

de a'y dado z.

Podemos ver de la definicién del error g; que éste se reduce al caso de minimos cuadrados

cuando consideramos conocida la secuencia ay, puesto que entonces,
(3.4.1.1.8)

p(a)=8(ai=d,) = Eyesll7 = [ 5(q; - )bl gy = lumallt
= |ef =lu-df

A partir de esta nueva formulacién resulta facil relacionar la potencia del error g5 con el
error generalizado g,. Consideremos la derivada de la potencia leji2 respecto a la variable z,
(3.4.1.1.9)

-2, =al a»" ’\*
P —d-lnE elamalfat _ E;e bu-af/ (z-a;)
dz Ydy, % E.elemal/o
a;

= &;(z)

= Ea; (Zk _a‘,?).q(Zkyai)

siendo igual al error generalizado conjugado. Vemos asf que lejl2 puede jugar también el
papel de funcién de coste siempre que no tengamos en cuenta la minimizaci6n respecto ¢!
pardmetro varianza o En la ecuacién 3.4.1.1.9 hemos introducido por vez primera }i
expresién de las funciones q(,) como un cociente de exponenciales. El pleno significado de
esta definicién se halla expuesto en la secci6n 3.5. .
En las siguientes figuras hemos representado la funcién lejl2 para el caso particular de una
funcién de densidad de una modulacién BPSK de simbolos equiprobables dada por
(supondremos variables aleatorias reales para este ejemplo),
(3.4.1.1.10)

Pa,(ar)=%6(a, ~1)+%8(a, +1)

también representamos su derivada (error generalizado) y su segunda derivada, la cual se
encuentra relacionada con el Hessiano y nos proporciona informacién sobre la estabilidad
del algoritmo en un punto determinado del espacio de coeficientes. Podemos observar en la
primera figura como en los mdximos de densidad de probabilidad de la distribucién
deseada, la norma del error lejl2 exhibe una cuenca parabélica, andloga a la que tendriamos
en el caso de disponer de una referencia de los simbolos enviados. La curvatura de la
funcién canvia para diversos valores del pardmetro varianza. Observando el error
generalizado vemos como cruza el eje de abcisas con pendiente positiva en los puntos
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correspondientes a los maximos de densidad de probabilidad. De este modo resulta

coherente su definicién como error generalizado.

© @

Figura (3.4.1.1.2): Representacién de (a) 1a funcién de densidad de probabilidad de una
variable aleatoria BPSK para diferentes valores de la varianza de ruido Gausiano
superpuesto; (b) norma del error leJi2 normalizado a la potencia de ruido; (c) error
generalizado, derivada de (b); (d) curvatura de la norma del error normalizado. Se han
escogido las varianzas 0.2, 0.35, 0.5 y 0.65. N6tese que las curvas més abruptas
corresponden siempre a las varianzas menores,

Podemos ver que en aquellos puntos correspondientes a minimos de densidad de
probabilidad, se invierte la pendiente del error generalizado, convirtiéndolos en puntos
inestables. Observamos que el error generalizado presenta una caracteristica bastante lineal
excepto en los puntos de transicién correspondientes a los minimos de densidad, donde su
pendiente presenta un valor negativo (algoritmos basados en el gradiente tienden a diverger
cuando evaluamos la no-linealidad de la funcién de coste sobre ellos). La pendiente depende
del pardmetro varianza que estemos considerando. Vemos en las gréficas de la segunda
derivada como las zonas cercanas a los minimos de densidad presentan un valor negativo (el

Hessiano no estar4 definido positivo en estos puntos).
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La justificaci6én matemdtica de la caracteristica lineal del error generalizado es ficilmente
deducible de la expresion de la norma del error, puesto que para valores cercanos a alguno
de los simbolos posibles, la exponencial asociada al otro simbolo presenta un valor relativo
pequefio (en relacién a la otra exponencial) para valores pequefios del parametro varianza,
(3.4.1.1.11)

wles [F=- I“(ie_(z*'l)z/ %4 %e-(ml)’/of )

El error es por consiguiente aproximadamente igual al exponente de la exponencial méis

importante.

Nos hemos dedicado en esta secci6n a analizar la naturaleza de la primera funcién de coste,
introduciendo también conceptos importantes como las funciones gf,), cuyas imblicaciones
trataremos en detalle en la siguiente seccién. En la siguiente seccién estudiaremos también el
algoritmo de algoritmo de gradiente basado en el concepto de referencia estadistica.
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3.5 Algoritmo de Gradiente basado en la Referencia Estadistica

En esta seccién realizaremos el estudio del gradiénte de la funcién de coste. Conceptos
importantes como la funcién de regeneracién de la referencia y el error generalizado
aparecen de forma natural a partir de las ecuaciones del gradiente. Introduciremos también
las funciones de calidad, o funciones q(,), fundamentales en las dos funciones de coste

basadas en Referencia Estadistica que presentamos en este trabajo.
3.5.1 Obtencién del Gradiente de la Funcién de Coste. Interpretacion

Tras proponer una funcién de coste para algoritmos adaptativos ciegos en secciones
anteriores, en esta seccién analizaremos el algoritmo de gradiente de la funcién de coste. En
los algoritmos de referencia temporal, el gradiente de los coeficientes se construye en base al
error lineal entre la sefial de salida del sistema y la sefial de referencia. En este apartado
daremos una interpretaci6n al gradiente desde el punto de vista de fegeneracién ciega de la
referencia a partir de los datos de llegada. Veremos también una formulacién del criterio de

ortogonalidad error-datos para un sistema ciego.

Calculemos el gradiente de la funci6n de coste respecto a los coeficientes. Debido a que
estamos trabajando con funciones de variable compleja, es necesario tener en cuenta antes
de evaluar un gradiente con respecto a un vector complejo, si la funcién es o no analitica.
Refiriéndonos a la reformulacién de la funcién de log-likelihood en la ecuacién 3.4.1.1.5,
vemos que ésta se expressa en funcién del médulo al cuadrado de una variable compleja.
Por lo tanto, podemos afirmar que la funcién de coste es no-analitica, es decir, admite
derivadas tanto respecto a una variable determinada como respecto a su conjugada. Por lo
tanto, el gradiente de la funcién de coste se expresa segtin la regla de la cadena como,

(3.5.1.1)

0 J .
VW:‘J == Ea,.n, Vw;l In pa,-l-n, (yk)= - Ea,.n, [(Eln pa,#n, ]wayk + [_3710 pc,+n, }V'fykJ

apareciendo por una parte la derivada de la funcién de coste respecto a yx y por otra el
gradiente de la arquitectura o gradiente de yy con respecto al hermitico del vector de
coeficientes, wy. Sabemos que la salida del sistema se expresa como yy=wiHry, por
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consiguiente, el segundo sumando de la ecuaci6n 3.5.1.1 es nulo al no ser yx conjugado
funci6n del wy hermitico. La expresi6n simplificada del gradiente aparece entonces como,
(3.5.1.2)

d d
Vw:"] == Ea,.n, (E" In Pa,+n, ]Vw:lyk =- Ea,.n, (b}:ln Pay4n, Jrk
k

donde hemos sustituido el gradiente de yi por su valor de ry, el vector de datos a la entrada
del sistema. Observamos que en el minimo (al igualar el gradiente a cero) existe
incorrelacién entre los datos de llegada ry, y una funcién no lineal de la salida del filtro, yy,
igual a la derivada de la funci6n de coste. Estableciendo un paralelo con el métode de
minimos cuadrados, podemos asociar esta derivada a una funcién de error generalizada

como justificaremos més adelante,

(3.5.1.2)
. P P -y -aif’
€ = —=—Inp, . (Vi) = —mE; e ”
(yk) a_Yg + ,( k) ayk t no?
Tras efectuar el cdlculo de la derivada anterior, obtenemos,
(3.5.1.3)

In-aif fo? \
. J - E;e (ye—at)
s S A /) [P .
O e
aj

e’ly‘-a;lz/a‘z \* , \*
= #Ea; m()’k 'ak) = ';,L..!'Ea;‘I(}’k 1 G )()’k "ak)
a:e !

en términos de las funciones q(,) ya definidas. Vemos pués que la funcién e() puede
representar como una ponderaci6n del error a la salida del filtro respecto cada uno de los
elementos possibles de la constelacién a través de los factores de peso q(,). Dichos factores
son en realidad estimadores de la probabilidad de que yy provenga de un ay' determinado.
La funci6n () juega el papel de un error medio o esperado cuando no disponemos de la
referencia real de los simbolos transmitidos por la fuente, y normalizado con respecto al
pardmetro varianza de la funcién de coste. Operando un poco més con la ecuacién 3.5.1.3

obtenemos una nueva interpretacién de la funcién error,
(3.5.1.4)

(v )=~ 0Ly q0ve- i)+ 2r Eyaig(i.ai) == 2r (i - &)

a = E, al':‘]()’k 'al’:)

donde hemos utilizado la propiedad de que la esperanza de la funcién q(,) respecto la

variable ay es igual a la unidad,

-3.17-



Capitulo Il Criterios de Referencia Estadistica

(3.5.1.5)
E.q(year) = 1

como resulta inmediato demostrar por simple sustitucién de q(,) por su definici6n en la
ecuacién 3.5.1.3. Vemos pues que el error puede interpretarse como la salida del filtro
menos una estimacién o regeneraci6n no-lineal del simbolo transmitido a través de la
funcién de regeneraci6n 8,(yy). Es decir, utilizamos como referencia regenerada un
promedio de todos los valores posibles que puede tomar la distribucién de la variable
aleatoria ak, ponderando cada valor segiin sea la probabilidad de que la realizaci6n particular
yx provenga de unak determinado. Dicha ponderacién se lleva a cabo mediante las funciones
q(,) de la ecuacién 3.5.1.4.

Volvamos a la ecuacién 3.5.1.1. Tenemos entonces que el gradiente puede expresarse
como,
(3.5.1.6)
Vord = ~Egy n & (e )re

siempre que la arquitectura del sistema adaptativo sea la de un filtro lineal . En la ecuacién
anterior, el gradiente serd distinto de cero siempre que haya correlacién entre el error
regenerado, obtenido como diferencia entre yy y la referencia regenerada, y los datos.

A continuaci6n, pasamos a realizar en el siguiente apartado un estudio detallado de la
funcién de regeneraci6n de la referencia derivada en la ecuaciépn 3.5.1.4.

3.5.2 Regeneracion de la Referencia

La funci6n de error generalizado en un sistema adaptativo ciego se ha relacionado en la
seccién precedente con una funcién de regeneraci6n de los datos transmitidos. Hemos visto
anteriormente que el método de regeneracién de referencia es independiente de la
arquitectura del sistema adaptativo. En esta secci6n consideraremos algunos de los efectos
ya deducidos de la funci6n de coste desde el punto de vista de regeneracién de la referencia.
En particular estudiaremos con detalle la estructura de las funciones q(,), la funcién de
regeneracién y el problema de la contraccién de la constelacién. Veremos primero que la
regeneracién de referencia puede considerarse como una proyeccién no lineal de los datos
sobre el espacio de seiial (los términos proyeccién y espacio de sefial o de ruido no deben
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interpretarse en un sentido riguroso en este contexto puesto que se utilizan solamente de
modo intuitivo. Es decir, la referencia regenerada se obtiene pasando las muestras recibidas
por una no-linealidad sin memoria). Consideremos una vez mds la expresién del

regenerador de referencia,
(3.5.2.1)

&k = EB; a;‘q(Zk’ai)

Podemos interpretar dicha férmula como un producto escalar entre la distribucién de la
sefial deseada sin ruido y la funcién q(,) inducida por una salida determinada del filtro zy. El
Kernel del poducto escalar lo constituye precisamente la funcién de densidad de a;' como se
puede deducir recurriendo a la formulacién integral de la ecuacién 3.5.2.1,

(3.5.2.2)

ay = j c Dy (al': )a:':G'(Zbai )dal’c

Consideraremos algunos ejemplos pricticos de regeneracién de referencia para una
modulaci6n real discreta, tipo 4-ASK (Amplitude Shift Keying). La férmula anterior de
regeneracion, cuando se aplica a distribuciones discretas conduce a un conjunto de M
funciones (donde M es la dimensién del alfabeto) indexadas por la variable ay de q(zy,ay).
Dicho conjunto constituye un grupo de funciones indicatrices del simbolo trnsmitido a partir
del dato zy recibido. Con funcién indicatriz queremos significar una funcién que realza un
intérvalo de valores sobre el resto. La influencia del pardmetro o, en las funciones q(,)
determinar4 la fiabilidad de los datos regenerados. Observemos la figura 3.5.2.1 donde se
representa el conjunto q(,) para valores extremos del pardmetro varianza. '

Figura 3.5.2.1: comparacién de las funciones q(,) para el caso particular de una
modulaci6én 4-ASK de simbolos equiprobables. Se ha considerado el alfabeto {+1,+3).
Se ban considerado dos valores diferentes para el pardmetro varianza: (a) 0.2 y (b) 0.75.
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Observamos que las regiones delimitadas por cada funcién son m4s 'difusas’ a medida que
aumenta el valor o, es decir, existe una mayor incertidumbre en la habilidad del algoritmo
para discernir los datos. En la siguiente figura consideraremos la evolucién de una de las

funciones g(,) a medida que aumenta el pardmetro varianza.

Figura 3.5.2.2: representaci6n de la funcién q(,) correspondiente al simbolo '-1' para
valores crecientes del pardmetro varianza, {oy: 0.2,0.35,0.5,0.65,0.8,0.95}.

Obsérvese en la figura 3.5.2.2 que cuando o, — 0, la funcién q(,-1) tiende a una funcién
rectangular centrada en -1 y de amplitud 2, de tal forma que sus flancos coinciden con las
fronteras de decisi6n del simbolo -1' bajo la condicién de equiprobabilidad. La amplitud de
la funcién rectangular es precisamente el inverso de la probabilidad de ocurrencia del
simbolo, o sea, 1/0.25 = 4, o el nimero de niveles de la modulacién. Demostraremos m4s
adelante que cuando o — 0, las funciones q(,) tienden a pasar por 2, la mitad del inverso de
la probabilidad, en la zona frontera de la decisi6n. Fuera de esta regi6n, su valor es inferior
a la mitad de la amplitud.

En la siguiente figura pasaremos a considerar un ejemplo diferente donde dejamos de lado
la equiprobabilidad de los simbolos. De este modo ganamos cierta intuicién de cémo se
comportan las funciones q(,) cuando consideramos no ya modulaciones discretas sino
modulaciones con densidad de probabilidad continua. Podemos interpretar esta
simplificacién como un muestreo de la densidad continua. Consideramos igualmente una
modulacién 4-ASK donde la matriz de probabilidad de los simbolos viene dada por
P={1/8,2/8,4/8,1/8} a modo ilustrativo (el hecho de que sea una modulacién de media no

nula es aquf irrelevante).
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®@ ®)

Figura 3.5.2.3: comparacién de las funciones.q(,) para el caso particular de una
modulacién 4-ASK de sfmbolos con probabilidades {1/8,2/8,4/8,1/8}. Se han
considerado dos valores diferentes para el pardmetro varianza: (a) 0.2 y (b) 0.75.

Podemos observar como ahora ha variado la amplitud de las funciones q(,)
correspondientes. Su amplitud viene modulada por la inversa de la probabilidad de cada
sfmbolo. Es decir, simbolos con mayor probabilidad obtienen menor amplitud (este efecto
se justificard m4s adelante). Vemos que las fronteras de los flancos no han variado con
respecto al caso equiprobable. Pasamos a considerar ahora la evolucién de la funcién q(,-1)
con respecto al pardmetro varianza en la figura 3.5.2.4.

Figura 3.5.2.4: representaci6n de la funci6n q(,) correspondientes a cada sfmbolo para
valores crecientes del pardmetro varianza, {or: 0.2,0.35,0.5,0.65,0.8,0.95}.

Obsérvese ahora como las funciones q(,-1) siguen cortdndose en un mismo punto para
diferentes valores del pardmetro varianza para un mismo simbolo y para sus sfmbolos
vecinos. No obstante, debido a que los simbolos contiguos son de diferente probabilidad, la
altura del punto de corte ya no es la mitad de la amplitud, sino un valor proporcional a la
relacién de probabilidades con el simbolo contiguo. Podemos observar también una
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polarizaci6n del pico de la funci6n hacia el simbolo de menor probabilidad. Esto se debe
simplemente a un efecto de compensaci6n.

Matemdticamente es fécil demostrar la cota superior de las funciones q(,) cuando tenemos
en cuenta modulaciones discretas. Segin la definici6én de q(,), éstas se pueden expresar

como,

(3.5.2.3)
i=M e—]z,—a,]’/o,’ e"z‘ __a’]!/o,'z

pla)= Zi:l p,-é(a,, -a";):q(z"’ak): Ea;e—lz,.--a;lz/a.2 - zi:u

e
Donde M es la dimensién del alfabeto. Puesto que todos los términos del denominador son

positivos, podemos acotarlo inferiormente por cualquiera de sus sumandos, lo cual conduce

inmediatamente a una cota superior de cada una de las M funciones g(,ay),

(3.5.2.4)

Z::’pie-k.-all’/a,’ > pje-|z.—a{|’/dfvj - q(zk,a,{)s;l—
J

lo cual concuerda con los resultados obtenidos en las figuras anteriores. La medida en que
q(zx,a)d) es menor que 1/p; viene dada por la importancia relativa de los términos que hemos
despreciado en el denominador. El resto de términos ser4 tanto mayor cuanto m4s grande
sea oy, como puede verse en las figuras. La igualdad de la ecuacién 3.5.2.4 s6lo de cumple
en un intérvalo determinado cuando o;— 0, puesto que entonces s6lo una de las
exponenciales del denominador es claramente dominante frente a las otras. Consideremos la
expresion de q(,) cuando pasamos el numerador dividiendo al denominador,

(3.5.2.5)
1

"(llt "“r ‘|Zk ’“1]1 )/sz
pjt Z.\j pie

a(ze.af)=

resulta ficil obervar a partir de esta expresién c6mo el comportamiento de las funciones
q(,) viene definido por las distancias Euclideas de la muestra zy con respecto a los
centroides de la constelacién. A medida que o, tiende a cero aquellos intervalos més
cercanos en términos de la distancia Euclidea al centroide j, hardn que las exponenciales
asociadas tiendan a cero de tal forma que q(,) sea igual al inverso de la probabilidad del
centroide en ese intervalo determinado. Fuera de dicho intervalo se invierte el signo del
exponente de la integral, por lo cual q(,) tiende a cero. En la frontera del intervalo, existirdn
dos exponenciales contiguas de exponente nulo, de tal forma que g(,) tiene a la inversa de la
suma de ambas probabilidades. Resumiendo, tenemos que,
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{3.5.2.6)

-} . i 2 l' 2

pl y mlnzk—a,‘ >\12, —ay

; 2

lim q(z‘.,a,ﬂ)= 0 , mm!zk —a,‘l <lz,‘ -akl
ag,~»0 inj )

-1
(pi+p) ., minfz 2 —ai
i)

lo cual concuerda con las figuras anteriores. Un punto interesante a tener en cuenta es la
acotacién inferior de las funciones q(,). Consideremos el denominador,
(3.5.2.7)

+|z,-a,l /a, e ~|z,-n}|z/af <Pj+e+|z,-a,l/ z Pi=p +e#|z. af /c, (1 P)

inj inj

obteniendo finalmente limites inferiores y superiores para el margen de variacién de las
funciones q(,),
(3.5.2.8)

-1

Nos es posible no obstante obtenre una desigualdad aiin mds estricta definiendo el simbolo
mds cercano en distancia Euclidea al conjunto de simbolos diferentes de ayj,

(3.5.2.9)
ak = aﬁ? fl};nIZk - a,‘l
Volviendo al denominador de la funcién q(,) tenemos,
(3.5.2.10)
a?pj+ ~A‘“tl /U: mlpe llg "k /0'1 <p +e"’lzr"‘t} /0'1 "Ilk H /Ur( P,)
con lo cual obtenemos el nuevo margen de variacién,
(3.5.2.11)

[pj+e(}z.—a,l ~Ju=ai] )/ (i-—p,-)]' < Q(Zkval{) < p;-l

La cota inferior es suficientemente estricta para un margen de variacién de o, como para
que pueda utilizarse como una aproximacién de la funci¢- q(,). N6tese que asf logramos
una reduccién importante en la complejidad de célculo de .a no-linealidad en vistas'a una
implementacién prictica. En el caso de una constelacién compleja, existen zonas del plano
fase-cuadratura donde la muestra recibida zx, puede hallarse a similar distancia de varios

-323-



Capitulo 11 , Criterios de Referencia Estadistica

centroides simultaneamente. En este caso podemos refinar ain més la cota inferior teniendo

en cuenta el niimero de vecinos,
(3.5.2.12)

2 -1
q(zkval{) = p! + e(lzk-ﬂil -Izk—al’ l )/ ( ZN'ncino: Di ):|

Cuando pasamos a considerar distribuciones continuas, las acotaciones anteriores
requieren mayor complejidad. Consideremos primero el comportamiento de q(,) en el limite
ot — 0. Normalizaremos nominador y denominador previamente por el factor 1/nc2.
Siempre que el limite del denominador sea finito y no nulo, podemos expresar el limite del
cociente como el cociente de limites,

(3.5.2.13)
L - [} lim -l—ze'lz""‘lz/"'z
—0 #0;
lim g(z;,a,)= lxm za;
O’,—D q/( k k) _.OE _Iz‘-a‘l /a' hm E _Iz‘_a;IZ/a'z
‘712 a,—0 a " x
Consideremos ahora en detalle el denominador,
(3.5.2.14)
lim E,, —L-elemeil/ol J. Pa, (a}) lim —L-¢7la-dil *faf da;,
0,—0 e " [ a'_.o xo’

- IC Pa, (a1)5(z - a} )day, = p,, ()

puesto que una gausiana tiende asint6ticamente a una funcién delta cuando su varianza
tiende a zero. El denominador es puesto la funcién de densidad de la fuente evaluada en z,.
Es decir, no se supone incertidumbre en los datos. Considerando el limite del denominador,
también una funci6n delta, llegamos a la siguiente igualdad asintética,

(3.5.2.15)
Jim, gz, a) = P2, (2)8(2e - )

donde notamos que es precisamente el caso limite de las figuras anteriores cuando la
varianza tiende a cero, es decir, las funciones rectangulares tienden a convertirse en deltas.
La anchura de las funciones rectangulares va disminuyendo asintticamente a medida que
pasamos de una distribucién discreta a una distribuci6én continua. Observamos en el limite la
relacién con respecto al inverso de la funcién de densidad tal como habfamos remarcado
anteriormente. La acotacién superior de la funci6n q(,) realizada en el caso discreto para
cualquier valor del pardmetro varianza no tiene sentido en el caso continuo puesto que la
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amplitud de q(,) puede tender a infinito. En cambio, sf que resulta posible legar a cotas

inferiores. Andlogamente, consideremos la expresién del denominador,
(3.5.2.16)

e —nt P /a2 I TR [ Y
E,e la-ailfol 1 o glamal/o <q(z,a,) S +eo

En el siguiente apartado pasamos a estudiar el comportamiento de la funcién de

regeneracion.
3.5.3 Funcion de regeneracion

A continuacién nos ocuparemos del estudio del comportamiento de la funcién de
regeneracién de referencia a(zy) expresada en la ecuacién 3.5.2.1. A modo de ejemplo
consideraremos también una modulacién 4-ASK de simbolos no equiprobables para ganar
intuicién en cuanto al comportamiento de la regeneracién para funciones de densidad
continuas. Consideraremos primeramente una distribuci6én equiprobable de simbolos para
valores extremos del pardmetro varianza.

@ ®)

Figura 3.5.3.1: comparacién de las funciones 4 de regeneracién de referencia para el
caso particular de una modulacién 4-ASK de sfmbolos equiprobables. Se ha
considerado el alfabeto {#1,+3}. Se han considerado dos valores diferentes para el
pardmetro varianza: (a) 0.2 y (b) 0.7.

Observamos que la funcién de regeneracién se comporta como una funcién de
cuantificacién para valores pequeiios del pardmetro varianza. A medida que éste aumenta,
tendemos a un comportamiento m4s suave, como en la figura 3.5.2.5.a debido a la mayor
incertidumbre que asignamos a los datos. En la siguiente figura consideramos la evolucién

de la funcién de regeneracién respecto a oy.
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Figura 3.5.3.2: representacién de 1a funcién de regeneracién para valores crecientes del
pardmetro varianza, {o: 0.2,0.35,0.5,0.65,0.8,0.95}.

Podemos observar que no todos los simbolos se ven afectados de la misma forma. La
amplitud de los simbolos externos {13}se ve reducida a medida que aumenta o, de una
forma apreciablemente mayor que los simbolos internos {#1}. De esta forma justificamos
experimentalmente el efecto de contraccién de la constelacién. Este efecto de distorsién
resulta apreciable sobretodo cuando los simbolos no ocurren con equiprobabilidad.
Consideraremos a continuacién una modulacién 4-ASK con matriz de probabilidad de
simbolos {1/13,1/13,10/13,1/13} y veremos qué efecto tiene sobre la funci6n de
regeneracion. Obsérvense en la siguiente figura la representacién de dicha funcién para
valores extremos del pardmetro varianza.

@ ®)

Figura 3.5.3.3: comparacion de las funciones 4 de regeneracién de referencia para el
caso particular de una modulacién 4-ASK de sfmbolos no-equiprobables. 1.a matriz de
probabilidad correspondiente es {1/13,1/13,10/13,1/13}. Se han considerado dos
valores diferentes para el pardmetro varianza: (a) 0.2 y (b) 0.7.

Obsevamos que para valores pequeiios de oy, la funcién de regeneracién es basicamente la
misma que en el caso de equiprobabilidad de simbolo. No obstante, a medida que aumenta
oy, aparece un comportamiento diferente de d(zx) en aquellos intérvalos correspondientes a
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probabilidades de simbolo diferentes. Vemos c6mo el intérvalo correspondiente al simbolo
de mayor probabilidad presenta una transferencia mucho m4ds plana que la del resto de
simbolos, al mismo tiempo que su amplitud de transferencia apenas se ve afectada. En
cambio, la amplitud de la funcién de regeneracién correspondiente a simbolos menos
probables presenta una contraccién. Vemos pués que la distorsién introducida por el
regenerador de referencia aumenta con la cardcter no equiprobable de la distribucién. En la
siguiente figura consideramos la evolucién de &(zy) para varios valores de o;.

Figura 3.5.3.4: representacién de la funcién de regeneracién para valores crecientes del
pardmetro varianza, {oy: 0.2,0.35,0.5,0.65,0.8,0.95}.

Noétese cémo el intérvalo correspondiente al simbolo de mayor probabilidad presenta una
variacién mucho menor que el resto de los simbolos frente a la variaci6n de o;.

Consideraremos a continuaci6n el limite asint6tico de la funcién de regeneracién cuando
o— 0. Recurramos a la ecuacién 3.5.2.1,
(3.5.3.1)

4

lim 4(z,)= al'ig‘o E,;a;q(z.a;)= Jim L Pa, (4} )aia(z. at )dai,

o, -0
= J c Pa, (al,: )al'cP;,l (Zk )5(Zk —a, )dal': =2

Es decir, cuando parametrizamos la funcién de coste con valores muy pequefios del
pardmetro varianza, la funcién de regeneracioén tiende a comportarse como la funcién
identidad (para funciones de densidad de probabilidad continuas) debido a que
consideramos los datos muy fiables. En el caso limite tenemos pues que el error
generalizado tiende a cero para cualquier valor de la variable de salida zx. Es aconsejable
inicializar el algoritmo adaptativo con un valor de o, suficientemente grande para que permita
la adaptacién generando un error no nulo. En el caso de relaciones sefial a ruido altas, el
algoritmo ya ajustard por si s6lo el pardmetro o, a un valor pequefio apropiado. Para el caso
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de modulaciones discretas, podemos ver como la igualdad 3.5.3.1 se cumple s6lo para
aquellos valores correspondientes al alfabeto aunque 4(zy) sea una funcién continua. Trds
inspeccién de la figura 3.5.3.4 vemos que el error generalizado (la diferencia entre zy i
4(zx)) es tanto mayor cuanto menos probable es el valor ay correspondiente de la
distribuci6n. Valores muy verosimiles correspondientes a picos de la funcién de densidad

generan error generalizados instantaneos muy pequeiios.

Podemos ver en todas las figuras de la funcién de regeneraci6n hasta ahora representadas,
que ésta parece ser una funcién monétona de zx. Para la demostracién supongamos la

derivada de 4(zx) con respecto a z,
(3.5.3.2)
- '3
7%0* = Ea;ak Eq(Zkvai)

quedando expresada en términos de la derivada de q(,). Sin embargo, el cdlculo de esta
derivada se realiza en secci6n 4.4, por lo cual sustituimos aqui el resultado,
(3.5.3.3)
'a‘f‘;ak =E;a; (at - ay ).Q(Zk»ai) =E,; lailz q(ze.at)- |5k|2

El término de la derecha de la ecuaci6n anterior aparece en otros contextos en este trabajo
(véase el siguiente apartado) donde se demuestra su positividad. En la seccién 4.4 se
muestra su relacién con una potencia de error y se denomina 642(zx) 0 -y(zx). Queda por
tanto demostrada la monotonicidad de la funcién de regeneracién,

(3.5.3.4)
'9;7—,51: =05(2)20

La explicacién fisica de esta propiedad descansa en el hecho de que la funci6én de
regeneracién intenta estimar unos datos perturbados por ruido aditivo. En el caso de que la
distorsion que experimenten las muestras que deseamos regenerar no sean aditivas sino no-
lineales (con ambigiiedad en la inversién de la transformaci6n no-lineal) podemos afirmar

que la propiedad anterior no se cumplird.
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3.5.3.1 Contracciéon de la constelacion

En este apartado consideraremos la contraccién de la constelaci6n para sefiales de amplitud
constante. El hecho de recurrir a una formulaci6én de producto escalar nos permite utilizar
todas las propiedades de éste. Consideremos por tanto la desigualdad de Cauchy-Schwartz
aplicada a la ecuacién 3.5.2.1,

(3.5.3.1.1)

2
Ey; i alz. ) a(20.01)| S B lail alee ab)E; a(2100}) = By laif alze-f)

Jaf’ =

La presente desigualdad se deriva también en la seccién 4.4 por una via alternativa. Vemos
pués que la energia instantanea de la referencia es menor que la enerzia de la seiial
promediada a través de las funciones q(,). Si consideramos el caso particular de una

distribuci6n de sefial de amplitud constante e igual a A, se cumple que,
(3.5.2.1.4)
la " < A%

con desigualdad estricta, siempre que el pardmetro varianza sea no nulo. Hemos
demostrado pués la contraccién de la constelacién para sefiales de amplitud constante (Ej.
QPSK,BPSK,CPM) independientemente de la arquitectura.

3.5.4 Estimacion de la Varianza del Ruido en el Modelo

En los desarrollos que hemos seguido hasta ahora, hemos considerado dnicamente
optimizaci6én con respecto al vector de coeficientes. La funcién de coste es también funcién
del pardmetro varianza G, tal como se expresa en la ecuacién 3.4.1.1.5. El propésito del
criterio de Referencia Estadistica consiste en forzar una determinada distribucié6n a la salida
de un sistema. En una situacién real desconocemos la potencia del ruido de filtrado (la cual
es funcién por una parte de la potencia de ruido a la entrada y por otra del vector de
coeficientes). En principio desconocemos qué o hemos de utilizar, El prop6sito de esta
seccién consiste en deducir una relacién para la estimacién de la varianza de ruido en el
modelo. Es decir, en el proceso de minimizacién, realizaremos una estimacién conjunta del
vector de coeficientes wy y del pardmetro Gy El gradiente respecto a los coeficientes no
varia segun este nuevo enfoque. Debemos tinicamente calcular el gradiente con respecto al
pardmetro varianza. Recurriendo a la ecuacién 3.4.1. 1.6, se evalua el gradiente,
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(3.5.4.1)

2

€
V J==%|Inrnc?+E, l ’2|
dao; Lo 5

G
t

Expandiendo la nroma del error, lgjl2, se obtiene,

(3.54.2)
2 ]2 2
—|2y—-a g, —n 1
Ea;e Ik ll / Izk ak' 0'4

Ay mn?? o_’z
Vo ==k B, InEge W1 ok,

0‘,2 Ea:e_lz' _0;12/6'2

donde agrupando términos podemos expresar la anterior igualdad en términos de las
fucniones q(,),
(3.5.4.3)

g lu=ail fol
V,J=di1-LE, E
't g,

2 ’ 2
,af e a;mzk—akl =;l‘2-(l—o+zE,.Ea;q(Zk,dk)IZk—a,',l )
af

Igualando el gradiente a cero obtenemos la estimacién del pardmetro varianza 6ptimo,

. (3.5.4.4)
’ ’ 2
0':2 =E, Ea;‘I(Zbak )lzk -akl

Intuitivamente podemos ver que la varinza o, se estima teniendo en cuenta la norma del
error definido como la muestra a la salida del filtro, z, réspecto a la variable a'y. Dicha
norma se promedia sobre todos los valores posibles de a'y, ponderada por las funciones
q(;) que cuantifican la probabilidad de que z proviniese de un valor determinado de a'y.
Finalmente, se toma el promedio estadistico con respecto a la variable zy, o en su lugar, con
respecto a la variable de entrada ry.
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3.6 Ejemplos de Aplicacion

En este apartado consideraremos un par de ejemplos que ilustran el comportamiento de la
funcién de coste para dos tipos de estadistica de la sefial deseada y veremos como se
relacionan con dos criterios de optimizacién conocidos en el margen de relaciones sefial-
ruido elevadas y suponiendo que el sistema adaptativo ha convergido: supondremos el caso
de una sefial de envolvente constante y veremos que el criterio se reduce a un algoritmo
alternativo al conocido algoritmo CMA (Constant Modulus Algorithm). Veremos que este
caso admite una fécil generalizaci6n al caso de sefiales multiamplitud, en las que se pueden
englobar un amplio espectro de modulaciones. El segundo caso consiste en la recuperacion
de una sefial de estadistica QPSK y veremos qué relacién existe con el algoritmo DD
(Decision Directed).

3.6.1 Senal de envolvente constante

Hemos elegido este caso como validacién del algoritmo para funciones de densidad
continuas. Definimos la funcién de densidad compleja de una sefial de envolvente constante
como aquella donde el médulo de la variable aleatoria es fijo y su fase sigue una distribucién
que supondremos uniforme (entendemos que el algoritmo aqui derivado es también
aplicable a aquellas distribuciones que aunque estén caracterizadas por amplitud constante,
su distribucién de fase no sea uniforme en toda la corona. Aunque pueden obtenerse
mejores comportamientos parametrizando exactamente la funcién de densidad, el proceder
asi conlleva ciertas ventajas computacionales. En general, puede aplicarse el algoritmo a
seiiales con modulaci6n discreta tipo QPSK, MSK,...). Expresamos la funcién de densidad
en el formato real-imaginario y en el formato polar, respectivamente,

(3.6.1.1)

Pa, (&)= -2—156(51,{0; - Az) v Do, (reje) = 5!; 5(r - A)

A fin de hallar la funcién q(,) correspondiente a este problema, necesitamos calcular la
funci6én de densidad correspondiente a la variable aleatoria sefial mds ruido Gausiano, la
cual viene dada por la convolucién de ambas densidades o segin aplicacién del Teorema
Fundamental de la Esperanza como,

(3.6.1.2)

wo 4 2
1 P N Ly ~lz, -re?#]’ [o?
p:,zo,-m, (Zk)": Ea, ‘7;2-8 [Z' ol /o = j j-z—'”-E(r-A):c’r—,-e ‘z‘ r I / drdf
. 0-n

+ +n

ol Je"lzt ‘f‘faiz/ozde - Z_Z;;i_e-lz.]’/a’e-,ﬂjgl Jezke(z;m”)/a’ d6

2xta?
- -
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Consideremos una representaci6n polar de la sefial z,
(3.6.1.3)

+n
2l _salla? - 2
2”102 &P /o A [o J’eZpAcos(a a)/a do

z=pe’® = p, (pei“) =
-

Definiendo la integral I5(p,o) podemos ver que ésta presenta simetria de revolucién, es
decir, depende solamente de la variable p debido a la naturaleza de la funcién de densidad,
(3.6.1.4)
+7 + 7 R
IA(P. a) - “'CZMcos(a—a)/one - J’eZMcoselo‘ do= IA(P)

- -5

La funci6n I se representa facilmente (ver apéndice) en términos de la funcién de Bessel
modificada de primera especie y orden cero, con lo cual obtenemos una expresién final
compacta para la funcién de densidad deseada,

(3.6.1.5)
1, (p) =2rnl, (%_é-p) = p, (peia) = ;i.z.fp’/a? e-Azla‘z I, (%P)

,,,,,,,
......

i
A
RS
T
" |“\\“\\\\\\\\\$“\

Figura 3.6.1.1: representacién de la funci6én de densidad de una sefial de amplitud
constante m4s ruido Gausiano.

Una vez calculada la funcién de densidad, podemos expresar la funcién de coste de forma
explicita como,
(3.6.1.6)

=B {2{5 - 4)-tni{i40)

Vemos por una parte que la funcién de coste sélo se ve afectada por la estadistica del
mddulo de la variable aleatoria a la salida del sistema adaptativo, zx = pei®. Observamos .
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también la aparicién de un término de error de médulo, p2-A2, modificado por un logaritmo,
que justifica el hecho de que la funci6én de coste actue como un ajuste no cuadrético de
mdédulos. ,

En estas condiciones, las funciones q(,) sobre las que se define la regeneracién de
referencia siguen la expresi6n,

(3.6.1.7)

e-lz. --i’e’olz/ﬂz e-,::‘/a’e-r’/aze2pﬂ=0$(9‘¢7')/<72

£, ol Tl T LT AT ()

e L Ar-4%)/e 2preos(6-a)fa?
)
37ia (P)

q(z,, ref") =

En la figura 3.6.1.2 representamos cualitativamente la dependencia angular de la funcitn
q(,) en el argumento 8. Observamos que la proyecci6n del vector (A,8) sobre el vector (p,a)
nos da el exponente de la dependencia angular de q(,), es decir, cuanto mayor sea la
distancia entre ambos puntos, tanto menor es la probabilidad de que (p,a) proviniese
originariamente de (A,8) mds un término de ruido Gausiano.

(p.a)
z

(4,6

d(8-a)= Acos{6~a)

Figura 3.6.1.2: representacion vectorial de la dependencia angular de q(,) con respecto a
los puntos de la corona circular de la distribucién sin ruido: q(zy,Ae®)

La funcién de regeneracién de referencia viene dada por,
(3.6.1.8)

os 41

. , ' . fr2ea?V/g?
a; = E,.ere’oq(zk,re’9)=j j-z-';,-ts(r—A)re"’ -_I_—l—-—e (ri-a)fo 2Preos(8-ale’ 4 yg

0-r ZKIA(p)

+x +x
j 1 2 s(6-a)/a? ja o1 2pAcos 8/ a? ja
= A | e/ ——e?PAeH-a) 0 4o — peic | I8 — 2P do = Ae’c,(p
’[ ‘[ I1,(p) (P)

-r

donde observamos que la sefial regenerada es simplemente una projeccién sobre el circulo
de radio A, pesada por un factor real que cuantifica la distancia de zy a este circulo,
’ (3.6.1.9)
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+r
1 wsbla?
salp)= m:[tcos e =s9/a’ 4o = L, (p)

El hecho de que la funci6én de regeneracién preserve el argumento de los datos es debido a
la simetria de revolucién de la funcién de distribuci6n, ya que ningin 4ngulo se ve
favorecido con respecto a otros. El error generalizado mantiene también el argumento de los
datos, es decir, es simplemente un error de médulo.

La derivada de la funcién I se representa ficilmente también en términos de la funcién de

Bessel modificada de primera especie,
(3.6.1.10)

1(p)=271o(%p) . H1a(0)=27n51o(2p)= 5 1(%4p)

Expresandose la funcién de regeneracién finalmente como,
(3.6.1.11)

. L{34 .
i aes () A22L

(%)

En la figura 3.6.1.1 hemos representado el factor {4 para diversos valores de la relacién
sefial a ruido definida por K=2A/6?, particularizando para el circulo unidad. Obsérvese el
efecto de contraccién de la constelacién para valores sucesivamente decrecientes del
pardmetro K. Para todo p, {as(p) es siempre menor que uno y decrece en funcién de
K.Vemos que cuando K tiende a infinito (0 o tiende a cero), la funci6én de regeneraci6n
tiende a la saturacién del mé6dulo del dato z.

La expresién para la curva S del algoritmo o funcién de error generalizado viene dada
segin la siguiente ecuacién,
(3.6.1.12)

s

£y =2z — G =pe’® - Ae’%g,(p)= [P'

Vemos que el error conserva el argumento de los datos, por lo cual resulta suficiente
representar el error de médulo. Obsérvese en la figura 3.6.1.1 la funcién de error
generalizada. Podemos observar como para factores K crecientes, los cortes por cero se van
desplazando hacia la izquierda hasta un valor limite donde ya no existe tal corte.
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@ ()
Figura 3.6.1.3: (a) representaci6n de la funci6én de regeneracién para una corona circular
de radio unidad y varianzas de ruido 0.4, 0.6, 0.8 y 1 (b) representacién equivalente de
la funci6n de error generalizado.

Resulta ilustrativo comparar la curva S del algoritmo CMA cldsico (que exponemos a
continuacién) con la funcién de error generalizado obtenida en este apartado,

(3.6.1.13)
g =p(p2 _A2)eja

Teniendo en cuenta el comportamiento asint6tico vemos que para valores del médulo muy
alejados del radio A, la funci6n de error del CMA tiende a una rama parabdlica de orden p3
mientras que el error generalizado varia linealmente con el médulo p. Dicho comportamiento
parece justificar la mayor robustez del nuevo algoritmo en las actualizaciones mediante el
gradiente, sobre todo para amplitudes de la sefial de entrada alejadas de la situacién de
equilibrio.

Figura 3.6.1.4: comportamiento entre las funciones de error generalizado o curvas S
del algoritmo CMA clsico y el deducido en este apartado en funcién del médulo de los
datos. Obsérvense los comportaminetos claramente parabélico y lineal.
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3.6.2 Seiiales multiamplitud

Definimos las sefiales multiamplitud a partir de su funcién de distribucién como aquellas
cuya amplitud toma valores en un conjunto discreto y su distribucién de fase es continua
(pueden utilizarse para modelar modulaciones del tipo CPM multiamplitud),

(3.6.2.1)

Pa,(ak)=":;‘l;2:11’i5(a;ak"&'2) .3 pi=1

=1

donde el conjunto {p;} representa las probabilidades de que la seiial esté contenida en la
corona circular i-ésima. Reproduciendo los pasos expuestos en el apartado anterior,
construimos la funcién de densidad de la variable aleatoria multiamplitud mds ruido

Gausiano como,
(3.6.2.2)
[k 1 fu-retf /e L Aulfa - ailet [ 2Reliiaet o
p‘z,(zk)=J. J’?;Zpié'(r—Ai)—’-r?-e drd6=-zt—07e Zp,-e i Ie de
0~z i i -1

de donde hallamos la expresi6n final de las funciones q(,) y de la funcién de regeneracién,

(3.6.2.3)
e-r’/a’e2prcos(0-a)/a’

3 =>
22 2,011, (p)

8, =(3, P )" = Aei®

q(zk,ref")=

donde las probabilidades barradas representan la probabilidad de que el dato recibido
provenga de una corona circular determinada. La amplitud de los datos regenerados se
obtiene entonces como el promedio de las amplitudes de cada corona con respecto a su
probabilidad estimada. Dichas probabilidades vienen dadas por la siguiente ecuacién,
(3.6.2.4)
e ()
b= Zi’ e ), ( _2&,_42& p)
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@ ®)
Figura 3.6.2.1: (a) representacién de la funci6én de regeneracién para dos coronas
circulares equiprobables de radio uno y dos y varianzas de ruido 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9 (b)
representacién equivalente de Ia funcién de error generalizado.

Obsérvese en la figura 3.6.2.1b como para valores excesivamente elevados del pardmetro
varianza desaparece el cruce por cero de la curva S correspondiente a la corona de mayor
amplitud. Este efecto es debido a que la convolucién con la funcién de densidad Gausiana
ha enmascarado el pico menor de la funci6n de densidad (si consideramos equiprobabilidad
de las coronas, tendremos que aquella correspondiente a un radio mayor presenta una
densidad de probabilidad menor debido a que abarca un mayor perimetro), apareciendo
tinicamente uno correspondiente al pico de mayor altura (menor radio) de la funcién de
densidad.

3.6.3 Sefial QPSK

Hemos elegido este caso particular por tratarse de un ejemplo de seifial ‘discreta
correspondiente a una modulacién lineal. Definimos la sefial QPSK como aquella que toma
los valores {ei®(1+2k)/4 k=0,1,2,3} con igual probabilidad. Su funcién de densidad viene
dada por,
| (3.6.3.1)

Pu (0= 2o e - 0)

La funcién de densidad correspondiente a la variable aleatoria sefial m4s ruido Gausiano
viene dada por la convolucién de ambas densidades o segin la notacién de esperanzas
como,

(3.6.3.2)

. teaval?
e-lz:-aklz/al - 1 Zx::&g-lz._enﬂ zz)/cl /a,

1
Py, =ay+n, (zk) = Eﬂr P— 4no? i=0

-
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Las funciones q(,) se calculan a partir de la ecuaci6én 3.6.2 conduciendo a,

(3.6.3.3)
_| . _ej.(uzi)/cl’ /a’
e

Q(Zk )= =3, _|zl_ejl(lozi)/4|z/o.2
Y Le

i=0 4

En el margen de relaciones sefial-ruido altas evaluamos entonces el comportamiento de la
funcién de coste y de la funci6n q(,) cuando la varianza del ruido tiende a cero manteniendo
constante la amplitud de la sefial. En ese caso, tendremos que la muestra recibida se
encuentra con gran probabilidad muy cercana a alguno de los simbolos de la constelacién.
Dado que la funcién de densidad viene dada por la suma de los errores exponenciados con
respecto a cada simbolo de la constelacién, s6lo aquella exponencial correspondiente al
simbolo més cercano tendrd un valor significativo. Denotemos el simbolo méis cercano
como ay*. Entonces, la funcién de coste tiende a,

' ' (3.6.4)
J—>-Indno? - +E,

_at 2 + _ : A2
o -ai (ak)l , ay = ara%ggn{lz,‘ a }
Vemos pues que la funcién de coste tiende a minimizar el error quadrético entre la muestra
recibida y el simbolo més cercano. El valor estimado del simbolo emitido por la fuente se

calcula también segun la ecuacién 3.6.4 como el simbolo més cercano,

(3.6.5)
by = B, (220 )a > E,, (s ~at Ja, = af
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3.7 Resumen del Algoritmo de Referencia Estadistica
Primera Funcion de Coste

En la seccién 3.5 hemos planteado la estimaci6n del grdiente del algoritmo de referencia
estadistica basado en la primera funcién de coste. Hemos considerado por una parte el
gradiente de la funcién de coste con respecto a los coeficientes del filtro wy y con respecto
al pardmetro varianza ¢;. A modo de resumen presentamos el grafico de la figura 3.7.1

donde aparece el procedimiento completo.

Gradiente de los

7 coeficientes

T £

Ny

dy = E;azq(2, a;)

~

Cilculo del error generalizado

Eyq(z0 a0l —ai]® Au-eli/ s
q(zln ag ) = Ea; e'l“' 042/6:2

\ OPCIONAL: Cilculo del

pardmetro varianza

Figura 3.7.1: Algoritmo de Referencia Estadfstica . Primera Funcién de Coste.
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3.8 Conclusiones

En este capitulo hemos introducido los conceptos generales de Referencia Estadistica
mediante el estudio de una primera funcién de coste. Hemos visto que a partir de un
planteamiento de ajuste de densidades de probabilidad como la discriminacién de Kullback-
Leibler, podemos llegar mediante ciertas simplificaciones a un algoritmo de adaptacién ciega
del tipo expuesto en la figura 3.7.1. La funcién de coste resultante puede expresarse en
términos de una norma no-lineal de error que introduce informacién sobre la densidad de
probabilidad deseada, tal como se ha demostrada en la seccién sobre la funcién de coste
condicionada. A partir del estudio del gradiente aprece de forma natural un concepto capital
en los algoritmos de referencia estadistica, el de la funcién de regeneracién de la referencia.
Este concepto establece una cierta relacién con los algoritmos de referencia temporal. Al no
disponer de una realizacién de los datos transmitidos, el algoritmo de Referencia Estadistica
intenta regenerarlos de la forma mis inteligente posible a fin de generar una sefial de error,
la cual hemos llamado error generalizado en este capitulo. Podemos ver cierta relacién en
este sentido con los algoritmos de Bussgang para ecualizacién ciega. Veremos més adelante,
en el capitulo 4, como también puede definirse una funcién andloga para la segunda funcién
de coste. Una propiedad b4sica de la funcién de regeneracién de la primera funcién de coste
es que ésta puede calcularse previamente en funcién de la densidad de probabilidad deseada
y no depende de la estadistica de la sefial a la salida del sistema adaptativo. Veremos como
esta propiedad no se cumple en el caso de la segunda funcién de coste, obligando a la
actualizacién continua de la funcién de regeneracién.

Aunque en la mayoria de los casos que nos interesan en el campo de las comunicaciones
digitales, tratamos de recuperar una sefial deseada proveniente de una distribucién discreta,
es decir, la correspondiente a los simbolos de una constelacién, hemos realizado el
desarrollo para el caso general de cualquier distribucién. En la secci6n titulada ejemplos de
aplicacién hemos desarrollado un par de casos,.basados respectivamente en el ajuste a una
distribucién de médulo constante (variable aleatoria condensidad de probabilidad continua)
y a una constelacién QPSK (variable aleatoria con densidad de probabilidad discreta).

B4sicamente, hemos dedicado este capitulo al planteamiento de la primera funcién de coste
y al estudio de su gradiente. En el siguiente capitulo realizaremos un estudio de la estructura
de las soluciones de esta funcién de coste, donde veremos la relacién con las soluciones de
minima varianza y de Wiener en términos de la funcién de regeneracién.
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Capitulo IV _ Estudio de la Funcion de Coste

4.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos identificado los conceptos bédsicos de un algoritmo de
referencia estadistica basado en la primera funcién de coste. El objetivo de este capitulo es
presentar resultados teéricos a un nivel mds fundamental. En esta introduccién resumiremos
los resultados més importantes a fin de que, en una primera lectura, el lector pueda evitar el
aparato matemdtico que se desarrolla sin perder informacién de su contenido. Aconsejamos
que en el caso de querer seguir las demostraciones con detalle, se deje para una segunda

lectura.
Hemos eztructurado este capftulo en cuatro secciones. dejando aparte este introducci6n:
4.1.1 Modelo de una Fuente

Estudiamos el comportamiento de la funcién de coste segiin el modelo de sefial de la
secci6n 3.3.1. Se generaliza la funci6n de coste a la esperanza de una no-linealidad arbitraria

de la siguiente forma,

4.1.1.1) .

J= —Ez, In Da,+n, (Z’-’) = J= .-Elg lIl(z")

El enfoque bédsico de esta seccién se basa en el célculo de los minimos locales y del
minimo absoluto de la funcién de coste definida en la ecuacién anterior. En concreto, se
llega a los siguientes resultados:

* Todos los minimos locales de J(wy) resultan ser proporcionales a la solucién de
minima varianza:
(4.1.1.2)

_ -1
W = akRnusk

donde Ry, representa la matriz de correlacién del ruido ny del modelo de seiial, sy es
el vector de steering de la Unica fuente presente y oy es el término de escalado. Es

decir, todos los minimos locales se hallan en la misma recta.
* Para el caso particular de que la no-linealidad de la ecuacién 4.1.1.1 sea la funci6n de

log-likelihood, el minimo absoluto de la funcién de coste se atafie para un valor del
escalado menor del que conseguiriamos segtin el criterio de minima varianza:
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(4.1.1.3)
1

Oy S ==

slfcl lexsk

hecho que se traduce en algoritmos adaptativos en la contraccién de la constelacién a
la salida del ecualizador.

4.1.2 Modelo de Varias Fuentes.

Estudiamos el comportamiento de la funcién de coste segiin el modelo de sefial de la
seccién 3.3.1. Generalizamos la funcién de coste de la misma forma que en la ecuacién
4.1.1.1. El enfoque de esta secci6n se basa por una parte en el anélisis de los minimos
locales, y pbr otra, en c6mo relacionar el vector de coeficientes 6ptimo segin el criterio
4.1.1.1 con la funcién de regeneracion de la referencia. Los resultados que se obtienen son:

*» Todos los minimos locales de J(wy) resultan ser generados por la siguiente ecuacién

anéloga a 4.1.1.2:
(4.1.2.1)

-1
w, =R_;S, 0,

donde Ry, representa la matriz de correlacién del ruido ng del modelo de sefial, Sy
es el matriz de steering que contiene los vectores de steering de todas las fuentes y oy
es el término de escalado. Es decir, todos los minimos locales se hallan contenidos
en un determinado subespacio de dimensién igual al nimero de fuentes.

* Consideremos la siguiente transformacién de los datos ry a uy:
(4.1.2.2)
Hp-lg ! -
u =(Sk lexsk) SIRr,

tenemos entonces que la salida del filtro, zy, puede expresarse segiin la ecuacién
z=E\Huy, donde los coeficientes £ que minimizan la funcién de coste se obtienen

mediante la siguiente ecuacion,
(4.1.2.3)

&k = R;):E&I.:“k < gWimer = R;}Edl:uk
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en funcién de la correlacién cruzada de la referencia regenerada, y, con el vector de
datos ug. Obsérvese el paralelismo con el criterio de Wiener en el que disponemos de

la referencia real de la secuencia transmitida, dy.

* El vector de coeficientes 6ptimo, wy, puede expresarse también de fc. nédlogaala
solucién de Wiener, mediante la matriz de correlacién de los ~ :0s co’
(4.1.2.4)

Se demuestra en el capitulo que esta forma es coherente con las anteriores.

4.1.3 Hessiano de la funcion de coste

En esta seccién calculamos el Hessiano de la funcién de coste para determinar bajo qué
condiciones se producird un minimo local. Se considera dinicamente el caso en que la no-
linealidad coincide con la funcién de log-likelihood. De forma paraleia se deducen relaciones
importantes entre las diferentes varianzas que caracterizan los minimos de la funcién de

coste.

» El Hessiano de la funci6n de coste puede expresar mediante la siguiente ecuacién,

(4.1.3.1)
pr‘_’ = Elx-m (l —.G_z-o(lﬁl]rkrf
4

en funcién de la matrix de correlacién de los datos, del pardmetro varianza de la
funcién de coste, oy, y de un nuevo pardmetro 64. La condicién de minimo local que

se deduce es que el Hessiano debe ser de definicién positiva menor que la matriz de

correlaci6n de los datos.

* Se deduce también la siguiente ecuacién de ligadura entre diferentes términos de

potencia,
; " ; (4.1.3.2)
0 +E, 05(a)+E, |l = E,la

donde se relaciona el pardmetro varianza, Oy, con el pardmetro Gy, la potencia de zx y

la potencia de la referencia regenerada, dy.
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4.1.4 Expansion de la Funcion de Coste mediante Cumulantes

Partiendo de una relaci6n entre la funcién de coste y una funcién caracteristica de una
variable aleatoria, se llega a una expansién mediante cumulantes de la funcién de coste.

* Definiendo la funcién caracteristica de una variable aleatoria u segin la siguiente
ecuacién,
(4.1.4.1)
@, (s)=E ™

tenemos la siguiente expresién de la funcién de coste en términos de la funcién
caracteristica de una variable aleatoria u igual a la norma lzg-a, 12,

(4.1.4.2)

= -E?-c In Pay+n, (Zk) = -Ezt ln.’riT,z(bl‘(ak)qzk‘akr (-‘-’%)

De esta forma resulta posible relacionar la funci6én de coste en términos de los
cumulantes de la variable aleatoria lzy-ayl2, puesto que estos son los coeficientes del
desarrollo en serie de potencias del logaritmo natural de la funcién caracteristica.
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4.2 Modelo de una Fuente. Introduccion

Un anélisis general del comportamiento de la funcién de coste no resulta posible ya que su
comportamiento depende en gran medida de la estadistica de la sefial de entrada. Por lo tanto
hemos elegido estructurar su estudio en unos pocos casos representativos. En esta seccién
trataremos un simple problema de aplicacién de la funcién de coste ya propuesta: la
recuperacién de un proceso aleatorio de distribucién desconocida (en términos de su funcién
de densidad de probabilidad) que ha experimentado una transformacion lineal desconocida y
que se ecuentra inmerso en ruido Gausiano de correlacién también desconocida (ver seccién
3.3.1). En secciones posteriores refinaremos el modelo de seiial segiin la seccién 3.3.2 y

" veremos qué influencia tiene la aparicién de varias fuentes en el vector de coeficientes
soluci6n del criterio. A diferencia del capftulo anterior, plantearemos la funcién de coste no
en términos de la esperanza de la funcién log-likelihood sino que consideraremos una no-
linealidad arbitraria. Veremos que muchos de los resultados que obtenemos son aplicables
sin necesidad de la premisa de la funcién de likelihood.

En esencia la funcién de coste es multimodal por lo cual realizaremos un estudio detallado
de los minimos locales y el minimo absoluto. El modelo de sefial que utilizaremos en esta
seccin aparece expuesto en la ecuacién 3.3.1.1. Demostraremos para el modelo estadistico
de la ecuacién 3.3.1.1 que podemos recuperar la sefial de distribucién deseada excepto en
un factor de escala, y que el vector decoeficientes es proporcional al obtenido mediante el
criterio de minima varianza o de referencia espacial. Definiendo la funcién de coste como la
esperanza de una no-linealidad evaluada en la variable de salid, yy, veremos que existe una
amplia clase de no-linealidades que pueden forzar una distribucién dada a la salida del
sistema adaptativo. Deduciremos la funcién de densidad 6ptima que minimiza el criterio y
demostraremos que es - versién polarizada de la funcién de densidad deseada, cuya
polarizaci6n o bias depet. . de la potencia de ruido a la entrada. |

4.2.1 Propuesta de una funcion de coste

Segin hemos visto en secciones anteriores, la furicién de coste propuesta consiste en la
minimizacién de la esperanza de la funcién log-likelihood evaluada a la salida del filtro
adaptativo. En este apartado consideraremos el caso m4s general de una no-linealidad en
lugar de la funcién log-likelihood. Veremos que el criterio también presenta minimos
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deseables ain cuando no parametrizemos exactamente la funcién de densidad de
probabilidad a la salida del filtro adaptativo.

El conjunto 6ptimo de coeficientes que minimiza la funcién de coste J se obtiene como
sigue,
(4.2.1.1)
w, =arg min{J =-E, y/(yk)}

En un caso mis general, consideraremos que la no-linealidad es parametrizable, de forma
que el proceso de minimizacién se extiende también a los pardmetros,
(4.2.1.2)
{wi.0 )} =argmin{J=~E, v, (%)}

Esta parametrizacién resulta util para conseguir mejores prestaciones del sistema adaptativo
en ciertos casos, como cuando se utiliza la funci6n likelihood. En general, para cualquier
no-linealidad, no podemos afirmar que 4.2.1.2 sea mejor que 4.2.1.1. Podemos entender
4.2.1.2 como una adaptacién de la no-linealidad a la estadistica de la sefial de entrada. Antes
de proceder conviene expresar la funcién de coste en un formato més conveniente para los
prop6sitos de minimizacién. Si aplicamos ahora el gradiente con respecto a los coeficientes,
la ecuacién 4.2.1.1 sugiere que el gradiente no puede intercambiarse con el operador
esperanza ya que éste se define sobre la variable aleatoria a la salida del filtro, cuya
estadistica depende a su vez de los coeficientes. Por lo tanto, siguiendo el procedimiento
expuesto en la ecuacién 3.4.3,

(4.2.1.3)
J=~E, ¥y(y)=~E, n, 'l’o(yk(akv“k )) ==E, o, Vo(¥)

donde vemos que el gradiente y la esperanza si pueden intercanviarse segiin esta nueva
formulacién. Né6tese que al igualar el gradiente a cero obtendremos los minimos locales y
puntos de silla de la funcién de coste. La optimizacién dentro de este conjunto para llegar a

un minimo absoluto se realizard posteriormente.

-46-



Capitulo IV, Estudio de la Funcidn de Coste

4.2.2 Minimos locales de la funcion de coste

En este apartado calcularemos la expresién del gradiente de la funcién de coste respecto a
los coeficientes del filtro para el caso de una no-linealidad general. En apartados posteriores
particularizaremos dicha no-linealidad para el caso de la funcién de log-likelihood.

Calculemos el gradiente de la funcién de coste respecto a los coeficientes. Debido a que
estamos trabajando con funciones de variable compleja, es necesario tener en cuenta antes
de evaluar un gradiente con respecto a un vector complejo, si la funcién es o no analitica.
Puesto que estamos considerando un caso general, supondremos que la no-linealidad es no-
analitica, es decir, admite derivadas tanto respecto a una variable determinada como respecto
a su conjugada. M4s adelante deber4 particularizarse la no-linealidad por la funcién de log-
likelihood, siendo la funcién de densidad de una variable aleatoria compleja en general una
funcién no-analftica como se muestra en el apartado 3.5.1. Por lo tanto, el gradiente de la
funcidn de coste se expresa como,

(4.2.2.1)

d d .
V ,J=—-E =—E Zwv.lv v, Vv,
wht a..n.vwf‘vo(yk) a..n.[(ayk ‘I’¢) ,y)’k‘*'(ay; W@) wi Yk

Abhora bien, recurriendo a la definicién de yjx en funci6n de wy y ry, el segundo término
del gradiente anterior es zero ya que yx s6lo depende del hermitico del vector de
coeficientes. Obtenemos entonces la siguiente igualdad,

(4.2.2.2)
d d
Vw:, J=- Ea,,,n, (E Ve )V'g)’k =-— Ea' - (E\W )(a,,sk + nk)
Igualand - = cero obtenemos una igualdad para el vector de steering? ,
(4.2.2.3)

S, = E“r My !/'I¢n,‘ _ E“k (E“n ‘}’0)""
k= . == N
E"* oy Volk E"n (E“k w¢)ak

¥ donde a partir de ahora utilizaremos la siguiente notaci6n abreviada para la derivada de la no-linealidad,

Vo==—v,()
¢ ayk []
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Necesitamos una expresi6n diferente para J a fin de obtener un resultado explicito para el
vector de coeficientes. Consideremos ny, el ruido a la salida del filtro adaptado y
desglosemos la esperanza conjunta en concatenacién de esperanzas,

(4.2.2.4)
J==E, ,, 'I’o()’k) =-E,E, %()’k) =-E,E, l/’¢(akwllc15k + ﬂk)

No obstante, la esperanza de una no-linealidad evaluada sobre dos variables aleatorias
independientes puede reescribirse como la esperanza respecto una de las variables de la no-
lineadad convolucionada con la funcién de densidad de la otra variable cambiada de signo,
tal como se expresa en la Seccién 8.1, es decir,

(4.2.2.5)
J=-E, (‘I’¢*P-n, )(akwfsk) ==—E, ('/’¢*P-q, )()’l? = akwfsk)

donde se ha utilizado la simetria de la distribuci6én de ng. Nétese que el argumento de la
nueva no-linealidad se evalua sobre la variable aleatoria equivalente al caso no ruidoso.

Calculando el gradiente con respecto a los coeficientes llegamos a,
(4.2.2.6)

Vopd==E, ((V..;' %)* Pg, + 'l’o*(Vw;f Py, )) =-E, ((% * o, JV i+ (% *Q%Pm vaf o ]

. d
=—E,, (¥4* Py, Jss - E,, ( Vo* 5oz P, ]Rkwk
bIF

donde en el segundo término hemos desglosado el gradiente de la funcién de densidad del
ruido segin la regla de la cadena en términos de la derivada parcial con respecto a la
varianza y el gradiente de la varianza (la cual es el Gnico pardmetro que caracteriza tal
funcién de densidad). Teniendo en cuenta ademés que la varianza del ruido a la salida se

expresa mediante la siguiente ecuacién,
(4.2.2.7)

2

- wH
w = WeRew,

(o]

tras igualacién a cero y suponiendo que ninguno de los factores escalares es cero llegamos
a la siguiente expresién para el vector de coeficientes,

(4.2.2.8)
E |y, * a E _any
wk == E.(WQ pnk) k R;lsk - ag,Ny kv/¢(y") R;lsk
d d
Eak(wo*aT%"pnkJ Eak WQ*%g—kpnk}
= oy Ry's,
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donde hemos utilizado la siguiente propiedad: para n Gausiano, sabemos que,
(4.2.2.9)
W%y, = Ey ¥(vE - )= E, w(yf + n)= E, ¥*p,, =E,¥(y)

donde una simple sustitucién completa la demostracién.

Resulta sorprendente ver que para una variable aleatoria de distribucién arbitraria y
escogiendo entre una amplia variedad de no-linealidades, llegamos a un esquema de minima
varianza, donde, en ausencia de interferencias equivale a méxima relacién sefial-ruido a la
salida del filtro (el factor de escalado es independiente en este sentido).

Para que este criterio tenga realmente una solucién unica, debe cumplirse que tanto el
numerador como el denominador sean no-nulos y finitos. Esto determina algunas
condiciones que debe cumplir la no-linealidad.

(4.2.2.10)

E .9 <o
a| Ve ao,%:pn. £0

Eahn.ak'i’Q()’k) z 0

lo cual significa que y(y —» o) — 0 para garantizar la finitud de la cantidad anterior. Si tal
condicién no se cumple, la esperanza de la funcién no lineal no estarfa acotada. Hemos
demostrado pues que: la minimizacion del criterio propuesto presenta una clara similitud al
estimador de minima varianza cuando la no-linealidad cumple las condiciones anteriormente
expuestas (notese que son las condiciones que cumple cualuier funcién de densidad o de
log-likelihood).

La no-linealidad debe cumplir condiciones adicionales para que la solucién derivada en la
ecuacién 4.2.2.9 sea efectivamente un minimo y no un punto de inflexi6n. Condiciones que
veremos mds adelante cuando consideremos el Hessiano de la funcién de coste. No
obstante, hemos demostrado que cuando el parametro ¢ de la no-linealidad es fijo, todos los
minimos locales se encuentran en la misma linea, correspondiendo a diferentes escalados del
pardmetro ox. En la seccién siguiente profundizaremos m4s sobre las caracteristicas del
escalado del minimo absoluto e intentaremos delimitar en qué rango de valores se encuentra
el escalado correspondiente al minimo absoluto cuando utilizamos la no-linealidad log-

likelihood.
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4.2.3 Minimo absoluto de la funcién de coste

En el apartado anterior hemos analizado la distribucién de los minimos locales para una no-
linealidad general, viendo que estos se encontraban sobre una misma linea, en puntos
correspondientes a los escalados oy de cada minimo local. En esta seccién, y utilizando
resultados del apartado anterior, analizaremos el minimo absoluto de la funcién de coste
para la no-linealidad especifica log-likelihood. Cabe destacar entonces que los resultados
aqui obtenidos no son generalizables a cualquier no-linealidad, sino que ara obtenerlos nos
hemos basado en las propiedades especiales de la esperanza de una funcién log-likelihood.
Consideramos de momento una no-linealidad fija (¢=constante). Nuestro objetivo consistird
en determinar qué rango de valores puede tomar el escalado correspondiente al minimo

absoluto.

Como se ha demostrado, el vector de coeficientes Optimo debe ser proporcional a la
solucién de minima varianza, tal como exponemos en la siguiente ecuacién. Introducimos

algunas nuevas variables en nuestra notacién,
(4.2.3.1)

= _p-l =
wk—Rk Sk ’ wk—akwk

donde utilizamos el vector wy super-barrado como referencia de escalado, y entendiendo al
vector wy como el correspondiente al minimo absoluto. Definimos también las siguientes

variables aleatorias a la salida del sistema adaptativo,
(4.2.3.2)

- _=H =
Ye =W By s =04,

donde oy representa el escalado correspondiente al minimo absoluto de la funcién de coste,
y la variable yy super-barrada corresponde a la salida del filtro cuando utilizamos el vector
de coeficientes definido en la ecuacién 4.2.3.1. Se cumple, por consiguiente, que,
(4.2.3.3)
-E, vy, (%)<~ E o5, Ve (x)=- E;, 'I’¢(a'7k)

al tener la variable aleatoria zy el escalado correspondiente al minimo absoluto. Cualquier
otro escalado o’ se traducird en un valor mayor de la funcién de coste. Nos preguntamos
ahora si el minimo absoluto se alcanza para aquel escalado o' tal que se cumplan las

siguientes expresiones,
(4.2.3.4)
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'y, =z ; a + ""_'SERZI
sf R;lsk

,

=g+ , =04

en cuyo caso, el escalado de la funcién de densidad serfa el correcto con respecto al criterio
de minima varianza puesto que recuperamos la sefial deseada ay (més términos de ruido) con
la amplitud correcta de valor 1. Primero, a fin de demostrar si J(o') presenta un minimo
(local), en el escalado correcto de minima varianza, debemos evaluar la siguiente derivada
en ese punto (nétese que aunque resultase ser cero, esto no demostraria que fuese un

minimo absoluto, aunque el minimo absoluto se da para algin valor de o),
(4.2.3.5)

L), . =0

a’=

siR;'s,

donde el escalado correspondiente al criterio de minima varianza viene dado por la
expresion [syHRy-1s -1, Llegados a este punto, debemos explicitar cudl es la forma de la
no-linealidad para poder continuar con la demostracién. Tomémosla como la funcién log-
likelihood parametrizada,
(4.2.3.6)
Vo) =10 pesn, (x) . ¢=Elnf

donde tomamos los pardmetros ¢ como la potencia del término de ruido Nk de la funcién de
densidad. Para llegar al minimo absoluto, minimizaremos la funcién de coste basada en la
no-linealidad anterior en los pardmetros o'y ¢. Es decir, consideremos la siguiente
expresién de la funcién de coste,
(4.2.3.7)
J(a’, 031) ==E, 05, 0 Poyun, (%)

donde mediante oy nos referimos a la varianza del término de ruido presente en la variable
a+Nx: Nk. Definamos el escalado de minima varianza como sigue,

(4.2.3.8)

 p= ]
SRS,

y evaluemos en un primer paso la funcién de coste de la ecuacién 4.2.3.7 para la variable
aleatoria z; = By, = a,+7', correspondiente al criterio de minima-varianza, considerando
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unicamente variacién en el pardmetro 6. Debido a las propiedades’ de la discriminacién de

Kullback tenemos que,
(4.2.3.9)
12
—E Py (2)S-E, py.n () o Elmif #05= Eln,[*

es decir, conseguimos minimizar la funcién de coste con respecto al pardmetro varianza
s6lo cuando este coincide con la varianza real del ruido a la salida del filtro. Por lo tanto,
suponiendo dado el escalado correcto, puede estimarse la varianza del ruido sin
polarizacién. Queda demostrar si lo mismo sucede para el pardmetro de escala.

Definamos ahora la variable aleatoria z;'=0y 'y, y supongamos que el pardmetro varianza

* de la funci6n de coste es correcto, es decir, coincide con la varianza real, para determinar si

tenemos un minimo (al menos local) en ay'=B,. Con esto comprobaremos si existe un

minimo en la solucién de minima varianza. Simplemente debemos calcular la derivada con

respecto al pardmetro de escala. La funcién de coste puede expresarse ahora de la siguiente
forma. |

(4.2.3.10)
J(al'c) ==E 45, 10Ps4n, (x)=- E5 Inp, 4y, (0'1':3’.1:)
su derivada se expresa por tanto como,
(4.2.3.11)
d ﬁa +1, (al’cyk) - - - -
—J@)  =-B ===y =—Jy Pay+ny (BeYe )d3
da =B, Yr pa,'Hh (akyk) k wes, k a,+fl,( k k) k

1 .
== Ez‘ ZkPay+m, (Zk )dzlc

Podemos encontrar un valor m4s explicito de la expresién anterior considerando la
signiente igualdad en funci6n de la discriminacién de Kuliback,
' (4.2.3.12)

d
— D(XI =
o (XltaX) 0

a=]

puesto que en a=1, la discriminacién presenta un minimo al ser iguales ambas

distribuciones. Continuando obtenemos,
(4.2.3.13)

pa,,-o-n; (Zk)

20
Pay+n, (Zk)

D(z; =a, + nilla, + 1, )=E, In
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D(XlaX)=E, lnﬁt%/)lzl-{ = E, In py(x) - E, In py(x/ct) + In]er?

la derivada con respecto a o conduce a,

(4.2.3.14)
d (/) x 1 e= .
— = X/ 2 - o 1
—D(XllaX) e jcxpx(x)dx +
Por lo tanto, para cualquier variable aleatoria se cumple que,
(4.2.3.15)
e (x)dx =1
J CXPX(X)
La derivada de la ecuacién 4.2.3.11 es entonces igual a,
(4.2.3.16)
d , 1
mnanmm— a I —
dar ( )a'=ﬁ, ﬂ]?

con lo cual demostramos que la densidad de probabilidd que minimiza el criterio se
encuentra polarizada en escala y que existe un minimo para a' < By como puede
determinarse a partir del signo de la derivada anterior. Aunque asf se demuestra que existe
un minimo a la izquierda de By atin resta por probar que el minimo absoluto se encuentra
también en esta regién. Recordemos que de momento estamos considerando ¢ fijo y de
valor igual a la minima varianza en el caso 6ptimo. Destacamos que J(a') tambien puede
expresarse de la siguiente forma, renormalizando el escalado con respecto al de minima

varianza,
(4.2.3.17)
J(ai)= (/)= ~E,, Inp,, (02)
Por construccién formamos la siguiente igualdad,
(4.2.3.18)
4 ’ 2 7 ’ 2 ’ 2
-E, Inp, (0iz;) = - E;, In|ei] p,, (2, ) + Infeif]” =~ E;, In p,, e (2) + Infex]
Insertando la discriminacién de Kullback en la ecuacién anterior obtenemos que,
(4.2.3.19)

Jaf)=- E, Inp, (z2)+E, 1n-£‘t-(fl‘—)—- + 1n]az;|2 = H(z, )+ D(zgllz, [af) + 1n]azf|2
Pryyei(%)

-
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donde H(.) denota la entropia de la variable aleatoria considerada. Por lo tanto,
considerando el mérgen lay'l 2 1 y recurriendo al cardcter no-negativo de la discriminacién,

encontramos que,

(4.2.3.20)
o521 ai=1

Jeg) 2 H(z) . Je) = Hz)

lo cual, junto con la derivada anterior demuestra que el minimo absoluto se encuentra en

algin punto de la regién loy'l < 1.

Se ha demostrado que el minimo absoluto no se da en la funcién de densidad deseada,
excepto en un término de escala. La razén de esto est4 basado en la ecuacién 4.2.3.18.
Podemos ver que la eleccién de este criterio es equivalente a la minimizacién de la
discriminaci6n de Kullback con respecto a la funcién de densidad deseada m4s una funcién
de los pardmetros. Entonces, si esta funcién de los pardmetros no presenta un minimo en el
mismo punto que la discriminacién, obtenemos una funcién de densidad polarizada en el

minimo del criterio.

Consideraremos ahora la localizacién del minimo absoluto cuando el pardmetro varianza no
es igual al 6ptimo. Tomemos un valor fijo del escalado y examinemos la variaci6én de la
funcién de coste con respecto al pardmetro varianza. Definamos la siguiente variable
aleatoria,

(4.2.3.21)
G=a+m , of =Elnif =Enf

y estudiemos la minimizacién de J(a;',6;2). Utilizando la misma estrategia que en las
ecuaciones 4.2.3.18-19, tenemos que,
(4.2.3.22)

’ p z ’ 4 ’ ’
J(af.0f)=-E, Inp, () +E, ln-ﬁ-ﬁ—) +Injgf* = H(z, ) + D(zglizp /o) + In]exf]

con el resultado neto que,

(4.2.3.23)
a2l

Heiot) 2 H@) . (o)

aj=1,0f = Elfhlz

H(z)

Por consiguiente, el minimo absoluto, sin fijar el pardmetro varianza, se encuentra también
en el margen o'l < 1. Con esto se demuestra que la utilizacién de esta no-linealidad resulta
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en una disminucién del radio de la constelaci6n a la salida del filtro con relaci6n al radio de
la funcién de densidad deseada. Debemos demostrar ahora si la distribucién que minimiza el
criterio también estd polarizada con respecto al pardmetro varianza. Para ello debemos
calcular la derivada parcial respecto a este pardmetro y evaluarla en la varianza 6ptima. Si no

es cero, se demuestra que no es un minimo absoluto.

4.2.4 Obtencion del parametro varianza

El propésito de este apartado es doble: por una parte consideraremos la obtencién del
pardmetro varianza como minimizacién global de la funcién de coste y por otra
relacionaremos el término de escalado con el pardmetro varianza mediante una ecuacién de
ligadura. Aunque debido al cardcter no lineal de la funcién de coste no podemos hallar una
ecuacién cerrada que nos exprese tanto el pardmetro varianza como el escalado en funcién
de pardmetros del modelo de sefial como la varianza de ruido Gausiano a la entrada, si que
podemos, en cambio, hallar una ecuacién cerrada o de ligadura que involucra a ambos

términos.

A fin de calcular la derivada de la funcién de coste respecto al pardmetro varianza, resulta
util expresar la funci6n de densidad de una distribucién en términos de la esperanza
estadistica de una funcién de dos variable aleatorias independientes tal como sigue’,

(4.2.4.1)
Pi=xsy(2) = E.p(z-x) = E,p.(z-)
de tal forma que la no-linealidad se puede expresar como,
(4.2.4.2)
V(x) = WEpy(x-a) . pylx) = ;L—se"’f*"/""

Segiin la ecuaci6én 4.2.2.8, vimos que el vector 6ptimo de coeficientes se obtenfa como el
escalado de Ry lsi. Por lo tanto, hemos de evaluar el mfnimo conjunto respecto a los
pardmetros de escala y de varianza del siguiente criterio estadistico equivalente,

(4.2.4.3)
Ja, 0',2) =—E; InE, p,.(a¥ - a;)= Inno} - E; In Ea;e'l"y‘ -4l [}

1 En la secci6n 3.4 ya vimos una derivacién alternativa basada en funciones de densidad condicionadas
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Es decir, consideramos una minimizacién de la funcién de coste restringida a una recta en
el espacio de coeficientes, puesto que sabemos que en esa recta se hallan los minimos

locales.
(a) Derivando con respecto al pardmetro de escala obtenemos la siguiente igualdad

expresada también en funcién de la no-linealidad,

(4.2.4.4)
3 - - 2\=* -lay, —a} 2 '2
ExTJ: E;e™VE; o—l,z'(aYk - a; )yze less =il fot _ g
(b) Derivando con respecto al pardmetro varianza obtenemos,
(4.2.4.5)
d - = 2 -la5, -aif}/a?
7= By b Flan -aif 0 o
De la tiltima igualdad despejamos la varianza que minimiza el criterio,
. (4.2.4.6)
’ - - .12 -lay, -af 2
6‘2 = Ey'e WEE; |ay,, - ak] € Ia" 't /0
De la derivada con respecto al pardmetro de escala obtenemos la siguiente relaci6n,
(4.2.4.7)

..2__ - - ~|ay; —a'zdz
aE;![yk[ =Eje v'Ea;_)',:a‘QeI e -ail' /o

de donde podemos deducir una expresién explicita para el escalado. Sustituyendo la
derivada con respecto al pardmetro varianza resulta finalmente, o
(4.2.4.8)
o +lof Bs, [l = By, eV E oy el =il /et

donde el término de la derecha se puede interpretar como una estimaci6n de la potencia de
la sefial a la salida del sistema. Para el caso particular de sefiales de amplitud constante
podemos demostrar que el término de la derecha es exactamente igual a uno (si
consideramos amplitud normalizada a uno). Por lo tanto, llegamos a una expresién que nos
relaciona la varianza con el escalado que minimizan el criterio,

. (4.2.4.9)
o +|of E; || =1

Resulta facil ahora relacionar ambos pardmetros con la varianza del ruido a la entrada. A

partir de la definicién de yy tenemos,
(4.2.4.10)

-4.16 -



Capitulo IV Estudio de la Funcidn de Coste

2
E- iY = l o ————
Y kal SfR;lsk
con la amplitud de la sefial normalizada a uno. Suponiendo ruido blanco a la entrada

llegamos a la siguiente ecuacién de ligadura,
(4.2.4.11)

of+|a]2(l+ 1 ]:1

in

A partir de 1a ecuacién de ligadura anterior podemos obtener ficilmente una cota superior
para el pardmetro de escalado. Puesto que el cuadrado de la varianza es positivo obtenemos,
(4.2.4.12)

0',2+]al2(1+ )=lzlalz(l+s;. ) = |a|2s1+;N,r

SNR;,
Llegando asf a una cota superior para el pardmetro de escala. Vemos que se admite la
solucién a=1 para el caso de relacién sefial a ruido infinita. A medida que disminuye la

relaci6n sefial a ruido disminuye también la cota superior del escalado.

En las tdltimas secciones hemos considerado la aplicacién de la primera funcién de coste al
modelo de una fuente, llegando a un conocimiento m4s intimo de la funcién de coste.
Hemos visto como resultado mds importante, cuél es la relacién entre el vector de
coeficientes 6ptimo segiin este criterio y segun el criterio de referencia espacial o de minima
varianza. En la siguiente secci6n realizaremos un estudio parecido e introduciremos nuevas
propiedades para el caso de varias fuentes, extendiendo algunos de los resultados aquf
obtenidos a estadisticas més generales de la sefial de entrada.
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