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INTRODUCCION: EL PROBLEMA DOCENTE INICIAL

Este trabajo parte de la problematica que plantea la ensefianza de las matematicas en los
estudios universitarios relacionados con la economia y empresa y que podriamos
formular inicialmente como la cuestion de qué matematicas ensefiar a los estudiantes de
un primer curso de Matematicas para la empresa y de cOmo organizar esta ensefianza
para hacerla lo mas efectiva posible. Para abordar este enorme problema desde la
investigacion didactica, tenemos que dar muchos «pasos atras» y alejarnos de lo que
podriamos denominar problema docente del profesor universitario (Gascon 1999) para
centrarnos en aspectos parciales de esta problematica que, ademas, se formularan de una
forma bastante alejada de su expresion inicial, en términos de procesos transpositivos,
completitud de las organizaciones matematicas, modelizacién matematica y ecologia de
los dispositivos de formacion. Este sera el enfoque que adoptaremos: el que propone la
teoria antropoldgica de lo didactico, un programa de investigacion didactica que surgio
en los afios 80 en manos del investigador francés Yves Chevallard y que en la
actualidad agrupa una comunidad de mas de un centenar de investigadores.

De todos modos, y aunque el origen circunstancial del problema de investigacion que
abordamos no tenga por qué influir en la manera de abordarlo ni en la calidad de los
resultados obtenidos, este no dejara de traslucir durante toda la memoria y hemos creido
conveniente comentarlo aqui. Al acabar mis estudios de licenciatura en Matematicas por
la Universidad Auténoma de Barcelona en 1999, tuve la oportunidad de empezar a dar
clases en la escuela universitaria de estudios empresariales de la misma universidad en

calidad de profesora asociada. La cuestion primordial que no lograba entender era que,
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si las matematicas supuestamente estaban en el curriculum de primer curso con el
objetivo de permitir entender el contenido de muchas de las demas materias, ¢;por qué
mayoritariamente los alumnos la abandonaban hasta el final convirtiéndose en «la
ultima asignatura de la carrera»? Durante los diez cursos en los que di clases en esta
escuela tuve la ocasion de conversar con muchos de estos alumnos y la mayoria
confesaba que no habia tenido problemas en ir aprobando el resto de las materias sin
necesidad de conocimientos matematicos. Este punto me era dificil de entender: ¢quién
huia de las matematicas, los alumnos o el resto de las materias? Mi relacion con la
Facultat d’Economia 1QS (actual 1QS School of Management) en la que también
participé como docente de matematicas me puso en contacto con el grupo de
investigacion en didactica dirigido por Marianna Bosch de esta facultad y por Josep
Gascon de la UAB que, desde el marco de la teoria antropoldgica de lo didactico, ya
habian iniciado investigaciones en una linea que se aproximaba al tipo de cuestiones
gue se me estaban planteando. Los trabajos de tesis de Cecilio Fonseca sobre las
discontinuidades didacticas entre la Secundaria y la Universidad y de Berta Barquero
sobre la ensefianza de la modelizacion matematica en primeros cursos universitarios de

ciencias experimentales fueron el punto de arranque de mi trabajo.

Dado que esta investigacion se enmarca dentro de la teoria antropoldgica de lo
didactico, se iniciard el primer capitulo explicando los elementos de dicha teoria que
fundamentan nuestra investigacion. A continuacion se formulard el problema de
investigacion como un conjunto de cuatro grandes tipos de cuestiones problematicas y
de conjeturas asociadas. En el segundo capitulo se abordaré el statu quo de la ensefianza
de las matematicas para las ciencias econdmicas y empresariales en la universidad
espafola actual y en el bachillerato para las ciencias sociales. En el tercer capitulo, nos
centraremos en la problematica que surge en el paso entre estas dos etapas educativas,
para analizar un fenémeno relativamente reciente pero totalmente institucionalizado en
las universidades espafiolas, los llamados «cursos cero de matematicas» 0 «cursos
propedéuticos» que se organizan en septiembre o principios de curso para mejorar la
transicion de los alumnos a los nuevos estudios universitarios. En este contexto, nuestro
equipo de investigacion se vio involucrado en el disefio y experimentacién de uno de
estos cursos, que lleva en funcionamiento cinco cursos académicos, y que servira de
base empirica para este apartado de la investigacion. El problema de la ensefianza de las

matematicas en un primer curso universitario de Administracion y Direccion de
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Empresas se aborda plenamente en el cuarto capitulo de la memoria, con el disefio y la
experimentacion de un nuevo dispositivo didactico para hacer vivir las matemaéticas
como herramienta de modelizacion: los Ilamados «recorridos de estudio e
investigacion». Estos recorridos se han venido experimentando de forma continuada a
lo largo de seis cursos académicos y de forma totalmente integrada a la asignatura en la
que se inscriben. Hemos podido asi obtener unas condiciones excepcionales para el
estudio de la ecologia de la ensefianza de la modelizacion matematica en el nivel
universitario, es decir, el estudio de las condiciones que favorecen y de las restricciones
que impiden que las matematicas se puedan ensefiar de forma normalizada como

herramienta de modelizacién en una institucion docente.
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CAPITULO 1. Marco tedrico y formulacion del problema de
investigacion

1. Marco tedrico: la teoria antropoldgica de lo didactico

El curriculum escolar de las matematicas, en todas las etapas educativas, ha
evolucionado hacia lo que, en una conferencia reciente, el investigador francés en
didactica de las matematicas Yves Chevallard (2012) ha designado como una forma de
monumentalismo epistemoldgico en la que el conocimiento se presenta fragmentado en
pequefios «pedazos» aislados que el estudiante debe conocer o por lo menos «haber
visitado» y que, ademas, se espera que lo haga de forma «motivadora». Esta relacion
con el conocimiento, que invita a ser olvidado tan pronto como el alumno se ha
examinado de la materia correspondiente, se sitla en las antipodas de lo que seria un
enfoque funcional de la construccion del conocimiento, basado en la necesidad de
responder a cuestiones problematicas que surgen en distintos &mbitos de la realidad.
Una consecuencia de este monumentalismo es la pérdida de sentido, especialmente
dentro del propio dmbito escolar, de los conocimientos matematicos que se estudian.
Estos aparecen inmotivados, como simples monumentos que hay que visitar pero sin
una funcionalidad aparente, lo que conduce a la creencia de que las matematicas no son
utiles fuera de su ambito disciplinar e incluso que son algo de lo que se puede prescindir

casi por completo.
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En el texto que redact6 en ocasion de la recepcion del premio Hans Freudenthal que la
International Comission for Mathematical Instruction otorga bienalmente a un «major
programme of research in mathematics education», Chevallard (2010a) describe este

fendmeno en los términos siguientes:

L’école organise la rencontre des générations montantes avec des ceuvres, mathématiques et autres.
Une des questions clés d’une refondation scolaire de nos sociétés est alors celle-ci : quel type de
rencontre devons-nous chercher a promouvoir, et avec quelles ceuvres? Un premier type de
rencontre consiste en une non-rencontre, un évitement, voire une rencontre interdite pour tel ou tel
« public » de I’école. Quel que soit le choix des ceuvres, il nous faut nous interroger sur les ceuvres
que les futurs citoyens de tel ou tel « type » ne rencontreront pas, et sur les incidences personnelles
et collectives de ces « ratages ». Un deuxieme type de rencontre conduit a faire de I’éléve le
spectateur d’une ceuvre qu’il est invité a contempler, a admirer, a décrire, voire a commenter, tout
en lui restant durablement extérieur. Ce type de rencontre, qui fleurit en certaines disciplines et
détermine au mieux un rapport mondain aux ceuvres, est paradoxalement I’écho prolongé du statut
dominé du sujet —ou du courtisan — d’Ancien Régime, que I’on autorise a apercevoir de loin une
partie du patrimoine du Royaume afin qu’il loue ceux qui I’ont constitué, sans pour autant qu’il
puisse y toucher ni a plus forte raison en user. Mais c’est un troisieme type de rencontres qui est au
ceeur de I’enseignement actuel des mathématiques : celui de la « visite des ceuvres », qui ressemble
certes & une rencontre mondaine (dont il proceéde historiquement) mais qui, depuis belle lurette,
n’en a plus le lustre. L ceuvre visitée et un tant soit peu manipulée par le visiteur est un en-soi,
dont les raisons d’étre sont occultées, oubliées méme. A quoi servent les angles, les triangles, les
parallélogrammes par exemple, en quoi s’agit-il d’ceuvres précieuses car utiles? La réponse
manque. C’est la ce que j’ai nommé la monumentalisation scolaire des ceuvres (mathématiques ou
autres). A ce crépuscule de I’enseignement s’oppose aujourd’hui un quatriéme type de rencontre,
qui est comme une aurore vers laquelle pointe la recherche en didactique : I’ceuvre, vue comme
pourvoyeuse d’outils, n’y est pas d’abord rencontrée pour elle-méme mais pour ce qu’elle permet
en termes de connaissance et d’action. L’étude mondaine, dépourvue de finalité, céde la place a
une étude située, finalisée, qui jamais n’est dupe de son incomplétude. Nous arrivons ainsi sur le
seuil de ce qu’on nomme, en TAD, la théorie (et la pratique) des AER [activités d’étude et de
recherche] et des PER [parcours d’étude et de recherche], aujourd’hui en plein développement,
contribution essentielle, a mes yeux, a la refondation nécessaire.

Nuestro trabajo de investigacion se propone contribuir a esta «refundacion necesaria»
de la que habla Chevallard. Esta situacion tiene obviamente importantes consecuencias
en lo que podemos designar como el problema curricular de la ensefianza, es decir, el de
la seleccion de los contenidos que se deben ensefiar en la escuela. En la conferencia

antes mencionada, Chevallard (2012) indica:
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The relation to knowledge and ignorance thus associated with the visiting of mathematical works
has become increasingly unsuited to people’s needs and wants, up to the point that there currently
exists a widespread belief that mathematical knowledge is something one can almost altogether
dispense with—whereas, in a not so remote past, mathematics could be regarded as the key to a
vast number of individual as well as collective problems. In this respect, the chief flaw in the
paradigm of visiting monuments, which relates to the undemocratic ethos in which this paradigm
originated, has to do with the choice of «monuments» to visit at school. As we know, this choice is
usually the combined result of a long-lasting tradition, on the one hand, and of irregularly spaced,
hectic reforms, on the other. In no way, it seems, the decisions made go beyond what the people in
charge of this choice-making think opportune, fit, or even «good» for the edification of the
mounting generations. In no way, it seems, the choice of the monuments to be visited is made on
an experimental basis or at least on a large and supposedly relevant experiential basis.

Veremos que, ademas, en la contribucién que propondremos al problema didéactico del
cambio de paradigma, el recurso a una «base experimental» para fundamentar las
posibles propuestas de renovacion pedagdgica constituye para nosotros un aspecto
irrenunciable. Esta vision de las cosas es la que propugna la teoria antropoldgica de lo
didactico (TAD) impulsada por Y. Chevallard y que tomamos como marco tedrico de
nuestra investigacion. A continuacién introduciremos algunos de los aspectos mas
relevantes de este enfoque, limitdndonos a aquellos que utilizaremos de forma explicita
en la presentacion de nuestro trabajo. En el anexo 1.1 se encuentra una pequefia
introduccion histérica de la TAD dentro de lo que se conoce como el enfoque

epistemoldgico en didactica de las matematicas.

1.1. Nocidn de praxeologia
Uno de los conceptos clave de la teoria antropoldgica de lo didactico es la nocion de
«organizacion praxeoldgica» o «praxeologia». Segun indica Y. Chevallard (2006b):

Una praxeologia es, de algin modo, la unidad basica en que uno puede analizar la accion humana
en general. [...] ¢Qué es exactamente una praxeologia? Podemos confiar en la etimologia para
guiarnos aqui. Uno puede analizar cualquier acto humano en dos componentes principales
interrelacionados: praxis, i.e. la parte practica, por un lado, y el logos, por el otro. «Logos» es una
palabra griega que, desde los tiempos presocraticos, ha sido utilizada constantemente para hacer
referencia al pensamiento y razonamiento humano —particularmente sobre el cosmos. [...] [De
acuerdo con] un principio fundamental de la TAD, no pueden existir acciones humanas sin ser, al
menos parcialmente, «explicadas», hechas «inteligibles», «justificadas», «contabilizadas», en
cualquier estilo de «razonamiento» que pueda abrazar dicha explicacion o justificacion. La praxis,
por tanto, implica el logos que, a su vez, implica volver a la praxis. En efecto, toda praxis requiere
un apoyo en el logos porque, a la larga, ningln quehacer humano permanece sin cuestionar. Por
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supuesto, una praxeologia podria ser deficiente, por ejemplo porque su «praxis» se compone de
una técnica ineficaz —«técnica» es aqui la palabra oficial para designar una «forma de hacer»—y
su componente «logos» consta casi completamente de puro sinsentido —ijal menos desde el punto
de vista del praxedlogo!*

La nocion de praxeologia o de organizacion praxeoldgica, constituye asi una
herramienta fundamental para modelizar la actividad matematica sin atribuirle ninguna
especificidad particular, es decir, considerandola como una actividad humana mas.
Como toda obra humana, una praxeologia surge como una respuesta a un conjunto de
cuestiones y a la vez como un medio para realizar, en el seno de cierta institucion,
determinadas tareas problematicas. Se pueden distinguir en toda praxeologia
matematica dos aspectos inseparables:

- El nivel de la practica matematica o «praxis» (saber-hacer), que consta de un
conjunto de tareas materializadas en diferentes tipos de problemas (T) y de un
conjunto de técnicas (r) o «maneras de hacer», mas 0 menos sistematicas y
compartidas en la institucion, que son Utiles para llevar a cabo las tareas citadas. Es
importante subrayar que las técnicas solo excepcionalmente tienen un carécter
algoritmico.

- El discurso razonado sobre la practica o «logos» (saber), en el que se sitdan, en un
primer nivel, el discurso que describe, explica y justifica la técnica —que llamamos
tecnologia (0)—, y en un segundo nivel, la fundamentacion de la tecnologia, que
[lamamos teoria (®) y que asume respecto de la tecnologia el mismo papel

descriptivo y justificativo que el de la tecnologia respecto de la técnica.

El sistema formado por estos dos bloques (praxis y 1ogos), o estos cuatro componentes
(tipos de tareas, técnicas, tecnologia y teoria), constituye lo que consideramos como la
unidad minima de analisis de las actividades humanas. Representamos simbdlicamente
una praxeologia mediante estos cuatro componentes P = [T, 7, 6, ®] y veremos mas
adelante cual es su dinamica interna y qué estructuras de complejidad creciente se

pueden establecer entre ellas.

Antes debemos afiadir algunos comentarios. En primer lugar, cabe sefialar que las

praxeologias surgen como respuesta a cuestiones problematicas que se plantean en un

1'p. 23, la traduccién es nuestra.
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ambito institucional dado y que acaban cristalizando en uno o mas tipos de tareas,
generados por el desarrollo de la actividad de estudio de las cuestiones iniciales. En
general, podemos decir que si hay un tipo de tareas en una institucién determinada es
porque en esta institucion existe una técnica que permite, no tan solo realizar estas
tareas, sino generar muchas mas tareas del mismo tipo. Ninguna técnica puede vivir con
normalidad a largo plazo en una institucion si no aparece en cierta forma como una
manera de hacer a la vez correcta, comprensible y justificada por la comunidad. Por
tanto, la existencia de una técnica presupone en su entorno un discurso interpretativo y
justificativo que en el marco de la TAD es lo que se define como una tecnologia. Esta,
ademés de justificar una técnica y hacerla inteligible, tiene la importante funcién de
aportar elementos para desarrollarla, con la finalidad de ampliar su alcance, superar sus
limitaciones y hacer posible la produccion de nuevas técnicas. También forman parte de
la tecnologia asociada a una técnica las proposiciones que describen su alcance, su
relaciébn con otras técnicas, las posibles generalizaciones y las causas de sus
limitaciones. Esta tecnologia asociada a una técnica es un discurso que también requiere
una interpretacion y justificacion institucional. La teoria (asociada a una tecnologia) es
el discurso justificador de esta tecnologia y constituye por decision metodologica el
ultimo nivel de justificacion de la actividad. En el caso de las praxeologias cientificas, el
nivel de la teoria acostumbra a explicitarse con el objetivo de no basar la validez de los
resultados obtenidos en supuestos implicitos dificiles de controlar. En cambio, en el
caso general de las praxeologias que gobiernan la vida de las instituciones, el nivel de la
teoria acostumbra a permanecer implicito, formado por principios y verdades asumidas
por el grupo, que solo suben a la superficie en caso de problemas o dificultades, cuando

se cuestiona la razén de ser de un tipo de tareas o la manera de llevarla a cabo.

Esta breve descripcion de las praxeologias ya pone de manifiesto que sus componentes,
lejos de ser independientes, estan fuertemente relacionados entre si. Asi, el desarrollo de
las técnicas genera nuevos tipos de tareas y provoca nuevas necesidades explicativas y
justificativas. Ademas, es importante sefialar que estos cuatro tipos de componentes —
tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias— son doblemente relativos. En primer
lugar, son relativos a la institucion de referencia considerada. Esto significa que lo que
es considerado como un tipo de tarea (o técnica o tecnologia o teoria) en una institucion
no tiene por qué serlo en otra institucion. De hecho, dada una institucion, solo tendrian

que considerarse como tipos de tareas T aquellas para las cuales se dispone de algun
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tipo de técnica z con un minimo entorno tecnoldgico [0, ®], mas o menos explicito
(aunque este entorno sea del tipo «lo hacemos asi porque siempre se ha hecho asi»). Por
simetria, se podria decir que las técnicas siempre dan respuesta a alguno de los tipos de
tareas que se pueden plantear en una institucion, aunque a veces puedan existir
herramientas y maneras de hacer que respondan a cuestiones que ya no se plantean. En
segundo lugar, las nociones de tipos de problemas, técnicas, tecnologia y teoria son
relativas a la funcion que hace cada uno de estos objetos en una actividad determinada.
Esta es una de las propiedades interesantes de la nocion de praxeologia: el hecho de
permitir distinguir las diferentes funciones que pueden tomar los objetos en las

diferentes instituciones sociales y en las diferentes actividades institucionales.

1.2. Clases de praxeologias: estructuras de complejidad creciente
Para tener herramientas mas precisas que analicen los procesos didacticos

institucionales, Chevallard (1999) introdujo una distincion entre diferentes tipos de
praxeologias segun el grado de complejidad de sus componentes:

(a) Diremos que una praxeologia es puntual (PP) en una institucion si esta generada por
lo que se considera en la institucion como un Unico tipo de tareas T. En este caso, la PP
gueda definida a partir del bloque préactico-técnico [T/z]. Para describir una PP,
tendriamos que detallar con cierta precision el tipo exacto de tareas que estamos
considerando y las variaciones de la técnica que se le asocian en la institucion de
referencia. Incluso, seria preciso especificar en qué punto una determinada variacién de
una técnica concreta ya no puede ser considerada por la institucion de referencia como
la «misma» técnica y, por tanto, cuales son las nuevas PP que aparecen y cual es su
relacion con la PP inicial. También se tendrian que explicar los elementos tecnoldgicos
que permitirian describir e interpretar esta actividad (aunque en la préctica queden
implicitos) e, incluso, la teoria que constituye el horizonte en el que podria situarse.

(b) Diremos que una praxeologia es local (PL) en una institucion si se obtiene como
resultado de la integracion de diversas praxeologias puntuales en torno a un discurso
tecnoldgico comun. Cada PL queda asi caracterizada por una tecnologia 6, que sirve
para justificar, explicar, relacionar entre si y producir las técnicas de todas las PP que la
componen. En general las PP se integran en una PL para poder dar respuestas
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satisfactorias a un conjunto de cuestiones problematicas que no se pueden resolver
completamente en ninguna de las PP de partida. Estas cuestiones problemaéticas
constituyen asi la «razén de ser» de la PL. A lo largo del proceso de estudio, que es a la
vez un proceso de (re)construccion de praxeologias, se va desarrollando un discurso
tecnoldgico comdn que permite describir, interpretar, justificar, explicar y relacionar
entre si las antiguas técnicas, asi como producir técnicas «nuevas». De hecho, en el
paso de un conjunto de PP a una Unica PL, suele tomar protagonismo el discurso
tecnoldgico 6 que caracteriza la PL en cuestion. Paradojicamente, en determinadas
instituciones se tiene que, a medida que las PP se integran para construir organizaciones
mas complejas, la relacion entre las cuestiones iniciales y las respuestas tiende a
invertirse, apareciendo las técnicas como meras derivaciones del discurso tecnolégico,
llegando incluso a desaparecer las cuestiones problematicas que le dan a la PL sus

«razones de ser» (Chevallard 1999).

Una caracteristica muy marcada —en las instituciones escolares actuales— del discurso
tecnoldgico 6 asociado a una PL es la preponderancia de la funcidn justificativa (que
asegura que cada técnica sirve para lo que tiene que servir y da el resultado que tiene
que dar) por encima de la funcién explicativa (que tendria que aclarar por qué la técnica
es correcta, pertinente y eficaz). Este fendmeno tiene relacion con el hecho que, en cada
institucion, para cualquier tipo de tareas, se tiende a privilegiar una Unica técnica que es
considerada en esta institucion como la manera evidente e incuestionable de resolver las
tareas del tipo en cuestion. Esta técnica privilegiada por la institucion, al ser
incuestionable y no tener una técnica rival, puede llegar a asumir un caracter
autotecnoldgico? dificultando asi su desarrollo (porque se ignoran sus limitaciones) y su
integracion en praxeologias mas amplias. Este es pues, un primer rasgo de la dificultad

institucional para integrar varias PP en una PL.

(c) Diremos que una praxeologia es regional (PR) en una institucion si se obtiene
mediante la coordinacion, articulacion y posterior integracién, alrededor de una teoria
comdn O, de diversas PL. La reconstruccion institucional de una teoria requiere
elaborar un lenguaje comin que permita describir, interpretar, relacionar, justificar y

producir las diferentes tecnologias de las PL que integran la PR.

2 Se trata de técnicas tan naturalizadas y transparentes, que no parecen necesitar ninguna justificacién externa a ellas
mismas, mas alla del hecho que «funcionan».
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Aunque las nociones de praxeologia puntual, local y regional son generales y se pueden
aplicar a cualquier actividad humana, las utilizaremos principalmente para el caso de las
matematicas, donde se convierten en un instrumento muy practico para describir las
organizaciones del saber que se encuentran en las distintas instituciones sociales y, mas

concretamente, en las escolares.

1.3. El proceso de estudio de una praxeologia matematica: momentos del estudio y
praxeologias didacticas

En las instituciones sociales aparecen constantemente cuestiones que requieren una
respuesta por parte de los sujetos: un nuevo tipo de tareas, un cambio en las condiciones
para realizar una tarea antigua, etc. Cuando no se conoce esta respuesta, es decir,
cuando la institucion no dispone de una técnica conocida para aportar alguna respuesta,
aunque sea provisional, nos encontramos ante una cuestién problematica. Para que la
respuesta que se busca sea estable, lo que se requiere no es una simple informacién, sino
la elaboracion, aunque sea muy incipiente, de una praxeologia inicialmente puntual pero
que pronto debera desarrollarse hasta convertirse en local. La creacidn o reconstruccién
de nuevas praxeologias como respuesta a las cuestiones problematicas constituye un

proceso de estudio y forma parte de la dinamica praxeoldgica institucional.

Consideraremos dos grandes casos para describir esta dindmica institucional. En primer
lugar, el caso en el que se identifica a priori una praxeologia local P que permite aportar
respuesta a la cuestion problematica inicial. En este caso hablaremos de un proceso de
estudio finalizado. El segundo caso corresponde a un proceso de estudio que parte de
una cuestion problematica sin tener identificadas a priori las herramientas praxeoldgicas
necesarias para aportar respuesta. Abordaremos este caso mas adelante, en el apartado
1.8.

En el caso de los procesos de estudio finalizados donde, ademas, IP es una praxeologia
matematica local, la consideracion de diversos procesos de construccion permite
detectar aspectos invariantes presentes en todos ellos. Para describir estos procesos, se
utiliza la nocién de momento didactico que se debe entender, no tanto en el sentido

cronoldgico, como en el sentido de dimension de la actividad. Chevallard (1999)
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postula asi que el proceso de estudio se sitla en un espacio determinado por seis
momentos didacticos, sin presuponer que la estructura del proceso sea lineal. Cada
momento puede ser vivido con diversas intensidades, en diversos tiempos, tantas veces
como se necesite a lo largo del proceso de estudio e incluso, es habitual que algunos de
ellos aparezcan simultaneamente. Lo que es importante destacar es que cada uno de los
seis momentos o dimensiones del estudio tiene una funcion especifica necesaria para
Ilevar a cabo el proceso y que existe una dinamica interna global que se manifiesta en el
caracter invariante de ciertas relaciones entre los citados momentos. En otras palabras,
lo que es importante no es el orden en que se realizan los diferentes momentos del
proceso de estudio, sino la estructura interna de las relaciones que tienen que

establecerse entre ellos.

Los seis momentos didacticos son: el momento del primer encuentro, el momento
exploratorio, el momento del trabajo de la técnica, el momento tecnoldgico-tedrico, el
momento de la institucionalizacion y el momento de la evaluacién. Podemos asociar
esta estructura del proceso de estudio con los distintos componentes de la praxeologia

local IP cuya construccidn constituye el objetivo final del proceso de estudio:

M1 — Momento del primer encuentro
Este momento hace referencia a la primera vez que los estudiantes entran en contacto
con algun componente de P o con alguna cuestion problematica Q a la que P puede
aportar respuesta. Este primer momento se puede vivir varias veces a lo largo de todo
el proceso de estudio. Su funcion principal es la de hacer «existir» los componentes
de P para la comunidad de estudio y, en particular, aquellas cuestiones cuya

respuesta requiere construir esta praxeologia y le dan, por lo tanto, su razon de ser.

M2 — Momento exploratorio
Es el momento en el cual se explora la cuestion problematica Q, se inscribe dentro de
un tipo de tarea Tq Yy Se elabora una técnica zq relativa a esta. Se pueden diferenciar
dos etapas: la primera que corresponde a la investigacion de técnicas 0 mecanismos
para poder solucionar las cuestiones problematicas que se plantean y la segunda en la
que se deben abordar los problemas concretos dentro de un tipo de tareas y utilizar
efectivamente técnicas matematicas para resolverlos. Se forma asi una dialéctica

fundamental: estudiar problemas es un medio que permite crear y poner en
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funcionamiento una técnica relativa a los problemas de un mismo tipo, y esta técnica
a la vez pasa a constituir un medio para resolver de manera cuasi rutinaria los
problemas del mismo tipo. El proceso de reconstruccion de una praxeologia local
tiene que contener momentos exploratorios en los cuales la comunidad de estudio
tenga la oportunidad de construir y empezar a utilizar una técnica inicial 7o
potencialmente Gtil para realizar las tareas del tipo Tq. Esta exploracion tiene que
permitir comparar las variaciones de 7o que aparecen al abordar las diferentes tareas

del tipo To.

M3 — Momento del trabajo de la técnica
Este momento viene a completar, en cierto sentido, el momento exploratorio. Se
inicia rutinizando 7o hasta provocar un desarrollo progresivo de la técnica. Este
desarrollo permite generar tecnicas relativamente nuevas para la comunidad de
estudio. El trabajo de la técnica tiene que continuar hasta que los estudiantes
alcancen un dominio robusto del conjunto de las técnicas, lo que provocara la
ampliacion progresiva de To a To y la aparicion de nuevos tipos de tareas.
Observamos que esta actividad matematica conlleva un cierto grado de creatividad
de nuevos objetos mateméticos. EI momento del trabajo de la técnica es, por tanto,
un momento muy importante del proceso de estudio. Cabe sefialar que las
instituciones didacticas actuales no disponen de ningun dispositivo «oficial» en el
cual pueda vivir y desarrollarse esta dimensién de la actividad matematica
(Chevallard, Bosch & Gascon 1997).

M4 — Momento tecnoldgico-tedrico
Es el momento de la constitucion de un entorno tecnoldgico-teodrico relativo a las
distintas técnicas z; que se construyen o aparecen durante el proceso de estudio. En la
reconstruccion de una praxeologia, tienen que aparecer nuevas cuestiones
matematicas relativas a las técnicas zj, cuestiones relativas a la interpretacion,
justificacion, y alcance de las técnicas, asi como de las relaciones que se establecen
entre ellas (denominamos cuestionamiento tecnoldgico a este conjunto de
cuestiones). La respuesta a estas cuestiones requerira la realizacion de nuevas tareas
matematicas que también pasaran a integrarse en la praxeologia en construccion. Es
necesario utilizar un marco tecnoldgico-tedrico que es el que permitira construir

(ademas de justificar, interpretar y relacionar) todas las técnicas necesarias. ESs por
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esto que, estructuralmente, se dice que una praxeologia local estd caracterizada por

una tecnologia 6, que engloba a todas las praxeologias puntuales que la integran.

M5 — Momento de la institucionalizacion
Este momento tiene por objetivo precisar 1o que es exactamente la praxeologia
elaborada, especificando los elementos que se han utilizado en la construccion y que
finalmente han pasado a formar parte de la praxeologia, dotandolos de un caracter
oficial y diferenciandolos claramente de aquellos otros elementos que pueden haber
aparecido como instrumentos Utiles para la construccion pero no han sido integrados
en la praxeologia construida. Esta institucionalizacion no tiene que referirse
Unicamente a elementos praxeoldgicos aislados; la institucionalizacion de cualquier
componente de P tiene que hacer referencia (mas 0 menos explicita) a la praxeologia
en su conjunto, por lo que podriamos decir que el sujeto de la institucionalizacién es

siempre, al menos virtualmente, una praxeologia local.

M6 — Momento de la evaluacién
Es el momento en el que se evalla la calidad de los componentes de la praxeologia
construida: los tipos de tareas (;estan bien identificados?, ¢existen especimenes
suficientemente variados de cada tipo?, ¢a qué cuestiones estan asociados?,...); las
técnicas (¢estan suficientemente trabajadas?, ¢son fiables?, ¢son econdmicas?, ¢son
las més pertinentes para realizar las tareas presentadas?....); y el discurso tecnolégico
(¢es suficientemente explicito?, cayuda efectivamente a interpretar y justificar las
técnicas?, ¢permite variar las técnicas en la direccion adecuada para construir nuevas

técnicas?....).

Es importante constatar hasta qué punto el modelo del proceso de construccion de las
praxeologias en términos de momentos esta relacionado con la estructura de las
praxeologias locales. Podemos decir entonces que, en la medida en que los diferentes
momentos del estudio se vivan y se integren de manera funcional, entonces lo que se

construird serd una praxeologia local mas «completa» (Fonseca 2004).
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1.4. «Completitud» de las praxeologias matematicas locales

En este apartado veremos que las caracteristicas de las componentes de una praxeologia
matematica local (PML) y, por lo tanto, su estructura resultante son fruto de la
construccién de esta praxeologia mediante un proceso en el que los momentos
didacticos M1-M6 se integran de manera funcional. Este proceso, a la vez, utiliza los
distintos componentes de la praxeologia a medida que van siendo producidos como
instrumentos imprescindibles de la actividad. Podemos entonces hablar del «grado de

completitud» de una PML considerando los siguientes indicadores (Fonseca 2004):

PML1 - Integracion de los tipos de tareas y existencia de un cuestionamiento

tecnoldgico.
En una PML conviven necesariamente diferentes tipos de tareas problematicas y
técnicas que provienen de las diferentes praxeologias puntuales que la integran y que
estdn articuladas por un discurso tecnoldégico comuan. Este discurso surge
normalmente a partir de la necesidad de interpretar y justificar los sucesivos
desarrollos de las técnicas de cada praxeologia puntual y de la necesidad de
relacionarlas entre si. El grado de completitud de una PML depende entonces del
grado de integracion de los diferentes tipos de tareas. Entre ellos tienen que aparecer
problemas asociados al cuestionamiento tecnologico de las técnicas, es decir,
cuestiones relativas a la interpretacion, la justificacion, la fiabilidad, la economia y el
alcance de las técnicas, asi como a su comparacion. Una PML ser4 menos completa
cuantos mas tipos de tareas aisladas (realizables mediante técnicas que no estan

relacionadas con ningun elemento tecnoldgico) contenga.

PML2 - Disponibilidad de criterios para elegir la técnica mas adecuada.
Una PML sera mas completa en la medida en que, dado un tipo concreto de tareas Ty
de PML, existan dos o més tecnicas (que pueden ser variaciones de una misma
técnica) que permitan realizar algunas de las tareas concretas de este tipo. Este
indicador de la completitud comporta que en una PML relativamente completa
existan los elementos tecnoldgicos que permiten decidir, para cada tarea concreta,

cual es la técnica mas fiable y econdémica para llevarla a cabo.
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PML3 - Independencia de los objetos ostensivos que instrumentan las técnicas.
La flexibilidad de las técnicas de una PML constituye otro indicador del grado de
completitud y comporta, en particular, que estas no se identifiquen rigidamente con
las notaciones, designaciones, graficos u otros objetos ostensivos (Bosch 1994) que
se utilizan para describirlas y para aplicarlas. Al contrario, la variabilidad y
flexibilidad de las técnicas supone que se acepten diferentes representaciones
ostensivas dependiendo de la actividad matematica en la que estan inmersas e incluso

de la tarea especifica abordada dentro de un mismo tipo de tareas.

PML4 - Existencia de tareas y de técnicas «inversas».
Otro indicador de la flexibilidad de las técnicas y, por tanto, del grado de completitud
de la PML lo proporciona el hecho que, para cada tarea t €Tq y cada tecnica t
correspondiente, existe lo que llamaremos una técnica inversa de t y que €s una
técnica (no necesariamente Unica) que permite realizar la tarea definida
intercambiando algunos de los datos y las incognitas de la t. Podemos llamar a esta

ultima, tarea inversa de t, a pesar que no esta definida univocamente a partir de t.

PMLS5 - Interpretacion del funcionamiento y del resultado de aplicar las técnicas.
En la medida que una PML sea méas completa, se cumplira que, para cada técnica ¢
de PML, existiran en PML cuestiones relativas a la interpretacion del
funcionamiento y el resultado de aplicar z para realizar una tarea o un tipo de tareas
de PML. Este aspecto de la completitud implica que en PML existen los elementos
tecnologicos necesarios para realizar esta interpretacion. De hecho, esta
«interpretacion» tendra que hacerse en referencia a la PML en su conjunto, en
términos de los componentes de la PML vy, especialmente, usando la tecnologia que

la caracteriza.

PML6 — Existencia de tareas matematicas «abiertas».
Una PML serd mas completa en la medida que existan tipos de tareas matematicas
«abiertas», es decir, tipos de tareas matematicas en las cuales los datos y las
incognitas no estan prefijadas completamente a priori. En un primer nivel, las tareas
abiertas son aquellas en las cuales los datos son valores conocidos que se tratan como
si fueran desconocidos (parametros) y las incégnitas no son necesariamente objetos

matematicos concretos, sino que también pueden ser relaciones que se establecen
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entre ciertos objetos en determinadas condiciones explicitadas en el enunciado de la
tarea. Existe un segundo nivel de tareas abiertas en las cuales el estudiante tiene que
decidir, ante una situacion determinada, que datos tiene que utilizar y cuales son las
incognitas mas pertinentes. En este segundo nivel se incluyen las tareas de

modelizacion matematica.

PMLY - Integracion de elementos tecnoldgicos e incidencia sobre la préctica.
Cada PML viene caracterizada por una tecnologia 0. El grado de completitud de
PML depende también del grado de integracion interna de los elementos
tecnoldgicos (componentes de 0) y de la incidencia efectiva de 6 sobre la préctica
matematica que se lleva a cabo con las tareas y las técnicas de PML. En particular,
un indicador importante del grado de completitud de PML lo constituye la medida en
que O permite construir técnicas nuevas (para la comunidad de estudio) capaces de

ampliar los tipos de tareas de PML.

Debemos subrayar de nuevo, que la nocion de «completitud» es relativa. No tiene
sentido hablar de PML «completas» ni de PML «incompletas». Se trata de una cuestion
de grado: existen PML mas 0 menos «completas» que otras en funcién del grado en que
sus componentes cumplan las condiciones descritas por los indicadores PML1 - PMLY7.
Obviamente la relacién «mas completa que» definida en el conjunto de PML que viven

en una institucion no es una relacion de orden total.

Dualmente, y dada la relacion que hay entre los momentos del proceso de estudio de
una praxeologia matematica y sus componentes practico-técnicos y tecnoldgico-
teoricos, podemos decir también que el grado de completitud de una PML depende del
grado en que, a lo largo del proceso de construccion de PML, se integran

funcionalmente los momentos M1-M®6.

1.5. Descripcion de praxeologias didacticas «ideales» en terminos de momentos

Desde el punto de vista de la teoria antropoldgica de lo didactico se postula que toda
actividad humana puede ser descrita en términos de praxeologias. El caso que la
actividad considerada sea la actividad de estudio, no es una excepcion. Esto nos

conduce a considerar praxeologias de estudio o praxeologias didacticas (PD). De esta
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manera, todo proceso de estudio de las matematicas, como proceso de construccion o
reconstruccion de praxeologias matematicas, consiste en la utilizacion de una
determinada PD, con su componente practico (formado por tipos de tareas y técnicas
didacticas) y su componente tedrico (formado por tecnologias y teorias didacticas). De
la misma manera en que las praxeologias matematicas son las unidades minimas de
analisis de las practicas matematicas, las praxeologias didacticas son las unidades

minimas de analisis de los procesos didacticos.

Los momentos del proceso de estudio proporcionan unos primeros elementos para
describir las PD. Si consideramos como ejemplo prototipico de tarea didactica la que
consiste en «ensefiar un determinado contenido matematico (o PML)», entonces las
técnicas didacticas que permiten realizar esta tarea se podran describir en términos de
los dispositivos utilizados para hacer vivir y gestionar los diferentes momentos del
estudio. Formaran parte de la tecnologia y teoria didacticas asociadas los discursos

explicativos y justificativos de estas técnicas.

Para poder caracterizar la praxeologia didactica de una institucion escolar concreta
relativa a una praxeologia matematica, necesitamos un punto de vista previo que nos
proporcione criterios sobre qué es lo que tenemos que mirar y con qué objetivos hemos
de mirarlo. Para hacerlo, nos basaremos en primera instancia en la descripcion dada por
Gascon (2001) y Bosch & Gascon (2005) que proponen un «sistema de referencia»

tridimensional al que asignaremos una funcion metodologica.

Imaginemos un hipotético espacio tridimensional donde cada uno de sus puntos
representa una praxeologia didactica ideal® posible. Los ejes del sistema de referencia
seleccionados vienen representados por tres de los momentos o dimensiones de la
actividad matemaética: el momento tecnoldgico-teérico (6/@), el momento del trabajo de
la técnica (T/t) y el momento exploratorio (Ex). En cada uno de estos ejes se sitlian
praxeologia didacticas ideales que llamaremos unidimensionales porque se caracterizan
por centrar el proceso de estudio en una unica dimension del proceso de estudio (la que

corresponde al eje en cuestion) dandole a este una prioridad absoluta y olvidando, o

% El adjetivo «ideal» no indica ningun tipo de perfeccion, esencialidad ni valoracién, tiene que ver exclusivamente
con la funcién puramente logica de modelo, que el «tipo ideal» cumple. Los tipos ideales estan caracterizados
tedricamente pero no son copias fotograficas de los hechos empiricos. Tienen una funcion metodoldgica puesto que
sirven para compararlos o contrastarlos con la realidad empirica, histéricamente existente (Weber 1922).
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asignando un papel muy secundario a las restantes dimensiones. Aparecen asi,
respectivamente las praxeologias didacticas que denominamos ideales teoricistas,
tecnicistas y modernistas. Cada uno de estos tipos de praxeologias didacticas ideales
puede caracterizarse complementariamente por el tipo de contracto didactico
institucional que define y que puede resumirse haciendo referencia a la forma como se

distribuyen las responsabilidades didacticas en un proceso de estudio.

Entre las praxeologias didacticas ideales que toman en consideracion dos momentos o
dimensiones de la actividad matematica citaremos: PD clasicas, PD empiristas y PD
constructivistas. Las praxeologias didacticas clasicas combinan los momentos
tecnoldgico-tedrico y del trabajo de la técnica, y se caracterizan entre otras cosas por la
trivializacion de la actividad de resolucion de problemas y por considerar que la
ensefianza de las matematicas es un proceso mecanico totalmente controlable por el

profesor.

Las praxeologias didacticas empiristas pretenden integrar los momentos exploratorio y
del trabajo de la técnica. Se caracterizan por la preminencia que otorgan a la resolucién
de problemas dentro del proceso didactico global y por considerar que aprender
matematicas es un proceso inductivo y autbnomo basado en la imitacion y en la

practica.

Las praxeologias didacticas constructivistas toman simultaneamente en consideracion
los momentos tecnoldgico-tedrico y exploratorio. Se caracterizan por contextualizar la
actividad de resolucion de problemas situandola en una actividad mas amplia y por
considerar que el aprendizaje es un proceso activo de construccion de conocimientos
gue se lleva a cabo siguiendo unas fases determinadas y que depende esencialmente de

los conocimientos adquiridos con anterioridad.

Cada uno de estos tres tipos de praxeologias didacticas ideales bidimensionales:
clasicas, empiristas y constructivistas, se sitdan en uno de los planos del sistema de
referencia que hemos escogido en nuestro espacio de praxeologias didacticas ideales
posibles (figura 1.1).
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CONSTRUCTIVISTAS
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Tecnicistas
CLASICAS

T/t

Figura 1.1. Espacio tridimensional de las praxeologias didacticas «ideales»

Cada uno de estos tipos de organizaciones didacticas se sustenta en un modelo
epistemoldgico general de las matematicas, es decir, en una forma particular y
relativamente precisa de interpretar y describir la organizacion matematica escolar
considerada como un todo. En concreto, las organizaciones didacticas clasicas se
sustentan en el euclideanismo, las empiristas en los modelos epistemolégicos cuasi-
empiricos y las constructivistas en los modelos epistemoldgicos constructivistas
(Gascon 2001).

1.6. Relaciones entre praxeologias matematicas y didacticas: la nocién de contrato
didactico y de los niveles de codeterminacion

Para precisar mejor nuestro punto de partida y clarificar los presupuestos que asumimos
inicialmente, explicitaremos a continuacion una hipotesis basica del programa
epistemoldgico en didactica de las matematicas en la que juega un papel importante la
nocién de «contrato didactico». La nocién de contrato didactico®, introducida por
G. Brousseau en el marco de la teoria de situaciones didacticas, designa el conjunto de
clausulas implicitas que distribuyen las responsabilidades reciprocas entre los
estudiantes y el profesor en relacion al conocimiento matematico en juego. Las

clausulas del contrato didactico tienen un caracter institucional (no dependen del

* La nocién de «contracto didactico» adquiere un sentido mas preciso en el marco de la teorfa de las situaciones
didacticas. En Brousseau (1998) puede encontrarse una recopilacion de los trabajos fundadores de esta teoria,
publicados entre 1970 y 1990.

31



profesor y alumnos concretos considerados sino del tipo de centro de ensefianza, de sus
costumbres y estilos docentes) y marcadamente tacito (el contrato siempre esta
presente, pero no se puede explicitar). Esto hace que dichas clausulas sean dificiles de
modificar e, incluso, de percibir, excepto en los casos en que precisamente hay ruptura
de contrato, por ejemplo porque el profesor propone a los alumnos un tipo de tareas que
ellos no pueden asumir o, a la inversa, porque los alumnos exigen del profesor un tipo
de ayuda que él no les puede otorgar a menos de renunciar al proyecto de ensefianza que
los unia. El contrato didactico siempre esta inmerso en un contrato mas amplio, propio a
la ensefianza de todas las disciplinas, Ilamado el contrato pedagogico, inmerso, a su
vez, en un contrato escolar mas amplio. Si bien es cierto que el contrato escolar cambia
en el paso de Secundaria a la Universidad, lo que no es tan claro para los alumnos —ni
tampoco siempre para los profesores— es en qué sentido queda afectado también el

contrato pedagogico y, en ultimo término, el propio contrato didactico.

Las nociones de contrato didactico (que afecta a una disciplina), pedagdgico (que afecta
a la ensefianza de las diferentes disciplinas) y escolar (que afecta a cualquier actividad
de la escuela en general) marcan una primera jerarquia en el conjunto de condiciones y
restricciones institucionales que afectan el disefio y la gestion de los procesos
didacticos. Asi, el hecho que haya una escuela, una ensefianza disciplinar y una
ensefianza de las matematicas puede ofrecer buenas condiciones para la realizacion de
un proceso de estudio de ciertas praxeologias matematicas. Pero al mismo tiempo
dichas instituciones también establecen un conjunto de restricciones para llevar a cabo
este estudio como, por ejemplo, una determinada organizacién escolar y pedagdgica
(division de los alumnos en grupos de edad, secuenciacion del tiempo escolar, sistema
general de evaluacion, etc.), incluso didactica (temario organizado en bloques de
contenidos y temas, separacion entre disciplinas, etc.) que pueden favorecer u
obstaculizar determinados procesos de estudio.

El estudio de las condiciones de existencia y evolucion de las praxeologias matematicas
y didacticas en las instituciones sociales muestra que, cuando el profesor y los alumnos
se enfrentan a un saber que se tiene que ensefiar y aprender, el proceso didactico esta
muy determinado por un conjunto de condiciones y restricciones que no se pueden
reducir a aquellas inmediatamente identificables dentro del aula (conocimiento previo

de los alumnos y profesor, material didactico disponible, etc.). Aunque estos aspectos

32



sean muy importantes, Y. Chevallard propuso hace unos afos considerar una escala de
«niveles de codeterminacion» (figura 1.2) para poder identificar aquellas condiciones
qgue van mas alla del espacio de la clase y del conocimiento o tema que se quiere
estudiar (Chevallard 2001b, 2002b y 2004).

Civilizacion 4—1 Sociedad zEscuelaz Pedagogla# D|SC|pI|na4—L Area 4—: Sector 4—1 Tema 4—: Cuestion

Figura 1.2.Escala de «niveles de codeterminacion didactica»

Los niveles de las cuestiones, temas y sectores corresponden respectivamente al de las
praxeologias matematicas puntuales, locales y regionales y, por tanto, no son categorias
absolutas sino relativas a la institucion de referencia (y a un momento historico
determinado). Mas alla nos encontramos con amalgamas de praxeologias matematicas
regionales en torno a conjuntos de teorias hasta llegar a la disciplina matematica

globalmente considerada.

En Bosch & Gascon (2007, p.397) encontramos citada una de las principales funciones

de esta jerarquia de niveles en el analisis didactico:

¢Por qué una nueva ampliacion del objeto de estudio con la correspondiente complejidad del
marco tedrico? La respuesta es siempre la misma: para liberarse de las concepciones espontaneas
del conocimiento matematico que, al analizar su objeto de estudio, los investigadores podrian
asumir sin cuestionarlas previamente. Las praxeologias «puntuales», «locales», «regionales» y
«globales» se corresponden con los niveles inferiores: los de la cuestion, el tema, el sector y el
area. Quiza debido a su familiaridad con el «problema del profesor» («dado un contenido
matematico para ser ensefiado, ¢cudl es la mejor forma de hacerlo?»), a menudo los didactas
asumen como incuestionable la delimitacion de contenidos que ofrecen las instancias educativas 0
académicas. Hay que situarse en un nivel de generalidad superior para preguntarse, por ejemplo, y
dada una organizacidn curricular concreta, por qué estan divididos los contenidos en estos bloques
tematicos y no en otros, o cuales son los criterios para determinar esta divisién y qué tipo de
restricciones causa sobre la actividad concreta que pueden realizar profesores y estudiantes.

1.7. Modelos epistemologicos de referencia

De la misma manera que hemos propuesto un «sistema de referencia» para la
observaciéon y analisis de las praxeologias didacticas relativas a una praxeologia
matematica local, también se necesita un «modelo epistemoldgico de referencia» desde
el cual poder observar, describir y analizar las praxeologias matematicas involucradas

en los diferentes procesos de estudio.
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Tal como hemos dicho, la nocion de praxeologia proporciona, en este sentido, una
herramienta eficaz para describir la actividad y el saber matematico que se desarrollan
en estas instituciones. Esta emancipacion epistemologica e institucional de la ciencia
didactica, y del propio didacta, requiere un primer «gesto» metodoldgico para el anélisis
didactico que consiste en elaborar lo que Ilamamos un modelo epistemoldgico de
referencia (en adelante MER) de las actividades matematicas que se ensefian, estudian y
aprenden en los procesos didacticos considerados. Como es evidente, la descripcion del
MER de una actividad matematica se realizara en términos de praxeologias. Como
postula Tomas Sierra en su tesis doctoral (Sierra 2006):

El MER puede expresarse en forma de sucesion de organizaciones matematicas que corresponde a

la elaboracién de respuestas parciales a una cuestion problemaética inicial. Cada organizacion

matematica de la sucesion surge como ampliacion o desarrollo de la organizacion anterior, delante
de las limitaciones de esta por aportar respuestas a las cuestiones que se plantean.

Asi pues, ante un problema que involucre un contenido matematico especifico, el
didacta tendra que elaborar una descripcion propia del saber matematico en juego. Este
modelo tendria que tomar la forma de una arborescencia de praxeologias y de
cuestiones problematicas a las cuales estas praxeologias aportan una respuesta (parcial y
progresiva). Es evidente que esta arborescencia de cuestiones y praxeologias no existe
en el vacio sino que tienen que aparecer institucionalmente contextualizadas. De hecho,
la descripcion del MER tiene que completarse con la descripcion de su reconstruccion
institucional y esto requiere, en particular, que se especifiquen los medios de que se

dispone o se tendria que disponer para elaborar las respuestas a las cuestiones.

El analisis de la transposicion didactica de las praxeologias en juego es una herramienta
especialmente util para construir los modelos epistemoldgicos de referencia que utilizan
los didactas, ya que guia la mirada a traves de las diferentes instituciones involucradas
(y, en particular, de la comunidad productora del saber sabio, que es el principal
proveedor de los ingredientes del MER) permite a la vez sefialar las restricciones
transpositivas a las que se ven sometidas las «praxeologias a ensefiar» y las

«praxeologias efectivamente ensefiadas».
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Ante cualquier problema didéactico relativo a un proceso de ensefianza y aprendizaje de
contenidos matematicos, aparecen cuestiones relativas a la interpretacion de la
matematica involucrada en el mismo. Por ejemplo: ¢qué es el algebra elemental? ;Para
qué sirven los nimeros negativos? ¢Que es la modelizacion matematica? ¢ Qué relacion
tiene la proporcionalidad con el algebra elemental? ;Qué papel juegan los ndmeros
reales en la matematica escolar? ;Qué cuestiones viene a resolver el calculo diferencial
en el Bachillerato? ¢Cémo son las matematicas que se utilizan en economia?, etc. Las
distintas instituciones que intervienen en los procesos didacticos proponen respuestas
mas 0 menos explicitas a estas cuestiones. Si desde la investigacion se asume de forma
no controlada alguna de estas respuestas propias de una institucion particular, se corre el
riesgo de no abordar con la suficiente objetividad los hechos empiricos que se observan.
Por ello, desde la teoria antropologica de lo didactico se propone elaborar modelos
epistemoldgicos de referencia especificos de los distintos ambitos matematicos
involucrados (Bosch & Gascon 2003). Esta explicitaciéon del punto de vista
epistemoldgico especifico adoptado —que es siempre una asuncién a priori en continuo
cuestionamiento y evolucion— determina, entre otras cosas:

- La amplitud del ambito matematico en referencia a la cual se planteara el
problema didactico en cuestion.

- Los fendmenos didacticos que seran «visibles» para el investigador y los tipos
de problemas de investigacion que se pueden plantear en relacion con dicho
ambito de la actividad matematica.

- Las explicaciones tentativas que se podran proponer y el tipo de soluciones
(tedricas o practicas) que se consideraran apropiadas.

En consecuencia, uno de los primeros gestos metodologicos que propone la TAD para
abordar un problema didactico es el de la elaboracion de un MER del contenido
matematico involucrado en el problema. Estos modelos epistemoldgicos que construye
la didactica de las matematicas deben tomarse como hipdtesis de trabajo y, como tales,

son siempre provisionales y deben ser constantemente contrastados y revisados.

Aunque con otros nombres y de forma méas o menos explicita, otros enfoques en
didactica utilizan constructos con una funcion analoga a la que desempefia el MER en la
TAD. Asi, por ejemplo, la teoria de las situaciones didacticas propone una descripcién

de los conocimientos matematicos en términos de situaciones fundamentales
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(Brousseau 1997); la teoria APOS (Dubinsky & McDonald 2002) propone basar la
ensefianza en lo que se designa como la descomposicion genética de un concepto; la
Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud 1990) considera una triada de
situaciones, esquemas e invariantes operatorios y significados para describir los
conceptos; el Enfoque Ontosemiotico (Godino, Batanero & Font 2007) habla de
configuraciones epistémicas; la teoria de la «Abstraccion en Contexto» (Dreyfus,
Hershkowitz & Schwarz 2001) de acciones epistémicas (modelo RBC+C), etc.

Cada uno de los problemas que trataremos en esta memoria partira de un MER
especifico de los ambitos de la actividad matematica involucrados. Dicho MER sera
elaborado tomando en consideracién datos empiricos de todas las instituciones que
intervienen en el proceso de transposicion didactica (la esfera sabia, la escuela, las
instituciones «utilizadoras» de este contenido, las autoridades educativas que consideran
necesario que este contenido se aprenda en la escuela, los profesores que deben
ensefiarlo, etc.) pero sin asumir acriticamente la forma de interpretar y describir dicho

contenido en dichas instituciones, esto es, el modelo epistemoldgico dominante.

El MER no toma en consideracion la idiosincrasia de las personas ni las condiciones
particulares que intervienen en el proceso de ensefianza y aprendizaje del contenido
matematico en cuestion. Tampoco incluye de forma explicita las actividades concretas
que se deberdn implementar para estudiar este contenido por parte de los alumnos,
aunque si delimita las cuestiones que dan una razén de ser a este contenido (en una
institucion determinada) y la manera como este se conforma y evoluciona para dar
respuesta a distintos tipos de problemas. EI MER es Unicamente un «esqueleto
matematico» que, como hemos dicho, toma la forma de una arborescencia de
praxeologias matematicas. Requerira, por lo tanto, ser «encarnado» en actividades
didacticas concretas que puedan realizar grupos de personas (alumnos y profesores)
concretos bajo unas restricciones (temporales, materiales, etc.) particulares en el seno de

una institucion determinada.

1.8. Actividades y recorridos de estudio e investigacion
Para responder al «problema del profesor», es decir, como estudiar, construir 0 «poner

en marcha» en el aula una praxeologia matemaética local (PML) considerada, la teoria
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antropologica de lo didactico propuso en un principio la nocién de «actividad de estudio

e investigacidn» (en adelante, AEI) como un nuevo tipo de «<modelo didactico».

El disefio de una AEI para una praxeologia matematica local a ensefiar, se inicia
buscando una «situacion del mundo» en la que aparezca una cuestion problematica cuya
resolucion permita o incluso requiera la reconstruccion de la PML en cuestion. Dado
que las AEI se sitdan en el nivel local, no permiten superar el «autismo tematico» del
profesor que es, en realidad, un «autismo tematico» del sistema de ensefianza de las
matematicas (Chevallard 2001b). Esto es debido a que muchas veces las cuestiones que
constituyen la «razén de ser» de una PML se hallan no s6lo méas alla del nivel local,
sino incluso mas alla del nivel regional, sectorial y hasta disciplinar. Ademas, el paso
de una AEI a otra AEI no puede estar «motivado» funcionalmente por la propia AEI.
Por todo ello, aparece como evidente la necesidad de un nuevo tipo de «modelo

didactico» que, integrando las AEI, abarque globalmente el sistema de ensefianza.

Hasta ahora hemos considerado las praxeologias didacticas en si mismas, sin tomar en
consideracién que siempre se inscriben en un proyecto educativo mas amplio en el seno
de una sociedad. En este sentido, se puede atribuir a cada AEI el objetivo de reconstruir
una determinada PML previamente establecida por un programa de estudios concreto
dentro de un determinado proyecto educativo. Por tanto, si nos restringimos al &mbito
de una AEI, no es posible cuestionar el nivel superior de codeterminacion didactica —el
nivel escolar— en el que los proyectos educativos se formulan en términos de saberes o
conocimientos praxeoldgicos previamente determinados. Y, por lo mismo, nos obliga a
distinguir el estudio escolar de las matematicas de cualquier otro tipo de estudio —por
ejemplo el que realiza el investigador— que no tenga predeterminado un tipo de

praxeologia matematica por reconstruir.

La nocién de recorrido de estudio e investigacion, en adelante REI, surge de la
necesidad de fundamentar las praxeologias didacticas —tanto las «escolares» como las
de cualquier otro tipo de institucion— en una epistemologia realmente funcional, en la
que los saberes aparezcan como «maquinas» productoras de conocimientos Utiles para

la creacion de respuestas a determinadas cuestiones auténticamente problematicas.
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Podemos pues ahora considerar un modelo méas general de proyecto de estudio en el que
el objetivo del estudio no viene definido como un conjunto de saberes o de sistemas
praxeoldgicos designados de antemano, sino como un conjunto de cuestiones a las que
la comunidad de estudio se propone aportar una respuesta R". En este modelo, durante

la actividad de estudio, se movilizaran todos aquellos recursos, medios, saberes y

i : 0 : :
respuestas ya disponibles R que sean necesario con tal de construir una «buena

respuesta RY».

Si partimos de una cuestion generatriz Q cuyo estudio estd encomendado a un grupo de
estudiantes X y de directores de estudio Y, generamos un sistema didactico que podemos
designar como S(X; Y; Q). Retomando el «esquema herbartiano»® introducido por Y.
Chevallard (2008), se puede obtener un esquema mas general que permite representar

las distintas formas posibles que puede tomar un recorrido de estudio e investigacion:
o 0 O
[SX;Y;Q) =~ {R,R, ...R,Ons1, ..., On }] = R"

o o 0 . . 4
donde { R;, R,, ..., R, On+1, ..., On } representa el conjunto de recursos que serviran
para producir la respuesta final RY, entre los que se encuentran tanto praxeologias bien
e 0 . .
identificadas por la cultura en la que se mueven X e Y (las R;) como objetos de cualquier
otra naturaleza (los O; ) que actuardn como medio tanto para poner a prueba las distintas

O
R. como para elaborar con ellos nuevos elementos de respuesta a Q.

De este modo, el «medio didactico», M, esta formado por dos conjuntos de elementos
. . . o
clave. Encontramos en primer lugar un conjunto de respuestas prestablecidas R, y, en

cierto sentido, «etiquetadas», que constituyen respuestas previamente construidas a
cuestiones proximas o analogas a Q y a las cuales se puede tener acceso. El medio M se
compone ademas de otros objetos O; (conocimientos previos, materiales empiricos, etc.)
gue no estan organizadas ni etiquetadas como obras particulares pero que se necesitan

como instrumentos para el trabajo de analisis y contraste de las R, y para la produccion

de la respuesta RY (Chevallard 2010b).

% El término «herbartiano» (Chevallard 2007) remite al filésofo alemén Johann Friedrich Herbart (1776 - 1841).
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El punto de partida de un REI es una cuestion generatriz Q «viva» para la comunidad de
estudio y cuya respuesta no aparece directamente accesible. A lo largo del REI, el
estudio de la cuestion generatriz Q evoluciona y da lugar a muchas nuevas «cuestiones
derivadas»: Q1, Qz,..., Qn cuya pertinencia debe ser constantemente revisada. El criterio
esencial para decidir la pertinencia de las Q; es precisamente su capacidad para
proporcionar respuestas praxeoldgicas R; que contribuyan a elaborar la respuesta final
RY. Todo REI presenta una estructura necesariamente abierta e indeterminada al inicio,
puesto que es el propio proceso de estudio el que va delimitando los posibles caminos a
seguir. Es también habitual que, a lo largo del REI, la cuestion generatriz Q evolucione
y se transforme en una o varias nuevas cuestiones, por ejemplo cuando el avance del
estudio requiere un nuevo planteamiento o reformulacion del problema inicial, lo que
marca otro grado de apertura de los REI. Debido a su estructura arborescente, en un
REI, la busqueda de una respuesta «pasa» por la reconstruccion o consideracion de
respuestas parciales R; y, por ello, va méas alla de la reconstruccion de PML. En

consecuencia, cuando el proceso de estudio requiere la movilizacion de respuestas
: 0 - : : .
prestablecidas R, la construccién de la respuesta final requiere el «paso» por diferentes

AEIl. En cierto sentido, esta caracteristica de los REI responde a las limitaciones
previamente destacadas de las AEI puesto que las integra al tiempo que completa sus

funciones epistemoldgicas.

La gestion y el desarrollo institucional de los REI requieren enriquecer las praxeologias
didacticas basadas en la gestion de los momentos didacticos con nuevos «gestos» del
estudio que se recogen bajo el nombre de «dialécticas». Destacaremos aqui en primer
lugar la dialéctica de los medios y los media que hace referencia, por un lado, a la
necesidad de disponer, para la elaboracién de las sucesivas respuestas provisionales R;,

: 0 : , i i
de algunas respuestas prestablecidas R. accesibles a través de los diferentes medios de

comunicacion y difusion: los media. Como las respuestas R. son construcciones que se

han elaborado para dar respuesta a cuestiones diferentes a las que se pueden plantear
durante el proceso de estudio, deben ser, en cierta manera, «deconstruidas» y
«reconstruidas» en funcién de las propias necesidades. Para y por ello se van a necesitar
instrumentos —los medios— que permitan contrastar empiricamente y poner a prueba

la validez de estas respuestas, asi como generar nuevas preguntas para relanzar el
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estudio. Esta dialéctica es un elemento clave de la reforma epistemolégico-didactica que

esta en la base de los REI.

2. Modelizacion matematica y recorridos de estudio e investigacion

La teoria antropologica de lo didactico define la modelizacion matematica como un
proceso de reconstruccion y articulacion de praxeologias matematicas de complejidad
y completitud crecientes (Bolea et al. 2001, Fonseca et al. 2004, Garcia 2005, Garcia et
al. 2006, Barquero 2009, Ruiz-Munzén 2010). Este proceso parte de cuestiones
problematicas que una comunidad de estudio se plantea y que constituyen la «razén de
ser» de las praxeologias matematicas que es necesario (re)construir a modo de
respuesta. En consecuencia, la modelizacion matematica asi interpretada constituye un
instrumento de articulacion de la actividad matematica escolar y, dada la recursividad
y reflexividad de este proceso se hace imprescindible considerar la modelizacién
intramatematica (esto es, la modelizacion matematica de sistemas matematicos) como

uno de los casos particulares importantes.

Por ello, la TAD postula que toda actividad matematica funcional puede interpretarse y
describirse en términos de modelizacion matematica y, en consecuencia, enfatiza la

importancia de ensefiar matematicas como herramienta de modelizacion.

Chevallard (1989) introduce un esquema simplificado del proceso de modelizacién
elemental en el cual esencialmente intervienen (a) un sistema matematico o
extramatematico y (b) un modelo (matematico) de este sistema, de manera que el
proceso de modelizacion queda descrito en las siguientes tres etapas:
1. Definicién del sistema a estudiar, precisando aquellos «aspectos» a estudiar y
simbolizandolos mediante un conjunto de variables.
2. Construccion del modelo y definicion de las relaciones entre las variables
definidas. EI modelo del sistema a estudiar es el conjunto de estas relaciones.
3. «Trabajo matematico» con el modelo obtenido para producir conocimiento

relativo al sistema.

De forma paralela, Gascon (2004) propuso un esquema de cuatro estadios, cuya

sucesion temporal no sigue en principio ninguna linealidad:
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- Primer estadio: se caracteriza por la delimitacion del sistema —considerando que
cualquier ambito de la realidad puede ser un sistema modelizable
matematicamente—. Esta construccién del sistema comporta la eleccién de ciertos
aspectos del sistema que se simbolizan u operativizan mediante variables, formas
geomeétricas, etc.

- Segundo estadio: se describen algunas de las posibles relaciones entre las
componentes del sistema. En este estadio, al disponer del lenguaje propio del
modelo, se podra formular con mayor precision los problemas que se habian
enunciado anteriormente con caracter provisional.

- Tercer estadio: incluye trabajo técnico dentro del modelo, interpretacion de este
trabajo y de los resultados dentro del sistema. En este estadio se decide sobre el
interés, la fecundidad y la adecuacion del modelo, en la medida en que este permita
generar conocimiento relativo al sistema que no sea sencillo de producir sin el
modelo.

- Cuarto estadio: se pueden enunciar problemas nuevos cuya resolucion permitira
responder cuestiones que dificilmente se podian formular sin la elaboracion y el
trabajo en el modelo. Los problemas se pueden independizar del sistema inicial
dando lugar a nuevas praxeologias matematicas, nuevas cuestiones y nuevos

modelos.

Esta descripcion del proceso de modelizacion matematica en terminos de etapas y
estadios difiere, en ciertos aspectos importantes, de la interpretacion tradicionalmente
aceptada por la comunidad investigadora del &mbito de la modelizacion matematica,
que establece una distincion entre lo matematico y la realidad percibida. A modo de

ejemplo, mostramos uno de los «ciclos de modelizacion» con mayor aceptacion, el que

proponen Blum & Leif (2007):
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Figura 1.3. Representacion de las fases en un proceso de modelizacion (Blum & Leif3 2007).

En contraposicion a los ciclos tradicionales, desde la TAD se propone por un lado,
incluir la modelizacion intramatematica en la propia nocion de «modelizacion» y, por
otro, que la principal funcién del modelo no sea parecerse al sistema que modeliza, sino
que aporte conocimientos sobre él, haciéndolo de la forma mas eficaz y econdmica

posible.

Un proceso de modelizacion no debe ser considerado un proceso «cerrado», en el
sentido de que se parte de cuestiones que surgen en la realidad de un sistema
extramatematico para el cual se crea un modelo matemético que permite aportar
respuestas con las que finaliza el proceso. En este punto es importante remarcar que la
problematica de la adecuacién o ajuste del modelo al sistema supone debatir su validez
y esta es una tarea que se sitla en el corazon de la actividad de modelizacion. Esta
problematica nos va a llevar a realizar diversas idas y venidas en el ciclo de
modelizacion a la vez que la construccion, el estudio del ajuste y la comparacion de
sucesivos modelos y modelos de los modelos cada vez mas complejos. En todo proceso
de modelizacion aparecen diferentes modelos —cada vez mas matematizados— y
diferentes modelos sucesivos que son progresivamente construidos e integrados en los
sistemas anteriores, generando nuevas cuestiones problematicas que provocan la

necesidad de seguir con el proceso de modelizacion.

Las diferentes idas y venidas entre el sistema a modelizar y el modelo de este sistema

matematizan el sistema progresivamente lo que conduce a considerar modelos de
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modelos del sistema inicial (Serrano, Bosch & Gascon 2010). De esta forma se muestra
que la modelizacién intramatematica es una etapa necesaria en cualquier proceso de
modelizacion extramatematica, y también que, el proceso de modelizacién es un
proceso continuo y progresivo cuyo motor se encuentra en el cuestionamiento constante
de la adecuacion del modelo al sistema y de su capacidad para dar respuesta tanto a las

cuestiones iniciales como a las que van apareciendo a lo largo del proceso de estudio.

La ausencia de un debate sobre la adecuacion del modelo al sistema que se propone
modelizar y de una evaluacion critica del tipo de conocimientos que los sucesivos
modelos permiten construir, convierte la ensefianza de la actividad de modelizacion en
una ensefianza «monumentalista» de los principales modelos utilizados y de sus formas
de utilizacion. Asi, el proceso de escolarizacion de la modelizaciobn matematica ha
acabado haciendo parecer «naturales» y no cuestionables la mayoria de los modelos que

viven en las instituciones escolares.

Diferentes proyectos europeos® sobre la ensefianza de la modelizacién ponen en
evidencia la existencia de obstaculos importantes para la difusion de dispositivos de
ensefianza de la modelizacién matematica como actividad normalizada. Por ello se hace
necesario determinar estos obstaculos y las condiciones requeridas para hacer posible

dicha difusion, lo que nos conduce a plantear el problema de la ecologia de los REI.

El andlisis de la epistemologia espontanea del profesorado que esta fuertemente
condicionada por el modelo epistemoldgico dominante en las instituciones docentes y el
modelo pedagdgico dominante sustentado en €l, constituyen aspectos importantes del
estudio de esta ecologia (Barquero 2009). En particular, dicho analisis ecologico
permite explicar el predominio del paradigma monumentalista en los sistemas de
ensefianza actuales y las vias posibles para su evolucién hacia el paradigma del
cuestionamiento del mundo (Chevallard 2005b y 2010a).

Para introducir en el aula este proceso de matematizacion, la TAD propone utilizar los
REI como dispositivo didactico. Como ya hemos dicho, un REI viene generado por el
estudio de una cuestion viva con fuerte poder generador, capaz de plantear un gran

® LEMA200609, COMPASS200911 y PRIMAS201013.
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numero de cuestiones derivadas. El estudio de dichas cuestiones conduce a la
construccién de respuestas provisionales que delimitaran el mapa de los posibles
recorridos y sus limites. Se generara asi una cadena de cuestiones y respuestas que se
desarrollan en una dialéctica compleja. Los REI recuperan asi la relacién genuina entre
cuestiones y respuestas que esta en el origen de la construccion de todo conocimiento
cientifico y, en particular, de la actividad de modelizacion. De entre las caracteristicas
de los REI directamente relacionadas con la modelizacion matemética destacamos las
siguientes (Barquero 2009):

- Permiten que la modelizacién matematica tenga un gran protagonismo a lo largo
del proceso de estudio, explicitando y resaltando en cada paso su papel esencial
como herramienta de construccion de conocimientos.

- Provocan una transformacion notable de los objetivos y de los dispositivos de
evaluacion centrandolos en el proceso de modelizacion como totalidad mas que
en los productos finales resultantes de dicha actividad.

- Permiten explicitar, cristalizar, institucionalizar y evaluar el propio proceso de
modelizacion, lo que posibilita que el proceso de estudio tenga una cierta
continuidad en el tiempo y rompa con la atomizacion de las cuestiones
matematicas que se tratan, superando asi el fendmeno de la desarticulacion de la
matematica escolar.

- Posibilitan el cuestionamiento tecnolégico de los modelos que se van
construyendo, que es el motor del proceso de estudio al provocar la necesidad de
reestructurar, modificar, corregir e interpretar los modelos estudiados mediante
la progresiva ampliacion de las hipotesis sobre el sistema y la correlativa

construccion de otros modelos mas amplios y complejos.

Por todo ello, los REI se presentan como unos nuevos dispositivos didacticos, muy
flexibles, que pueden ayudar a superar algunas de las restricciones transpositivas que
dificultan enormemente y casi impiden la «vida» normalizada de la modelizacion

matematica en los actuales sistemas de ensefianza.
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3. Antecedentes del problema de investigacion

3.1. Discontinuidades en el paso de Secundaria a la Universidad

La problematica inicial que dio origen al presente trabajo de investigacion surge del
problema abordado por Cecilio Fonseca (2004) sobre las discontinuidades matemaéticas
y didacticas en el paso de estudiar matematicas en secundaria a estudiar matematicas en
la universidad. A partir de un estudio empirico con una muestra de mas de 500
estudiantes recién ingresados en la universidad, contrastado con un analisis detallado de
las principales praxeologias mateméticas que aparecen en los libros de texto de
secundaria, Fonseca pone en evidencia el caracter «relativamente incompleto» de dichas
praxeologias. En particular, contrasta las conjeturas siguientes (Bosch, Fonseca &
Gascon 2004, pp. 220-226):

Conjetura S: En secundaria, el estudio de las praxeologias matematicas se centra en el bloque
técnico-préctico [T/z], siendo muy poca la incidencia del otro bloque, el tecnol6gico-tedrico [6/0]
sobre la actividad matematica que se realiza efectivamente. Esta separacién funcional entre ambos
blogues se pone de manifiesto, en particular, en la ausencia de todo tipo de cuestionamiento
tecnolégico de los tipos de tareas y de las técnicas matematicas. Asi, por ejemplo, no se cuestiona
hasta a qué punto estan justificadas las técnicas que se utilizan, ni la interpretacién de los
resultados que proporcionan estas técnicas, ni su alcance o dominio de validez, ni su pertinencia
para llevar a cabo una tarea determinada, su eficacia o economia, ni sus relaciones con otras
técnicas, sus limitaciones ni las posibles modificaciones que podrian sufrir estas técnicas para
aumentar su eficacia en la realizacion de ciertas tareas. En resumen, la actividad matematica que se
lleva a cabo en secundaria es esencialmente practico-técnica y raramente se consigue el nivel
tecnoldgico. Como consecuencia, las praxeologias que se estudian en secundaria son puntuales,
muy rigidas y aisladas (o poco coordinadas entre si), lo que dificulta, e incluso impide, que se
puedan reconstruir praxeologias relativamente completas.

Conjetura S-U: El transito de Secundaria a Universidad es un momento especialmente delicado
del proceso global de estudio de las matematicas y, por tanto, constituye un aspecto importante y
posiblemente prototipico del problema de la articulacion del curriculum de mateméticas. Hemos
postulado que las praxeologias mateméticas que se estudien en secundaria son puntuales, muy
rigidas y aisladas, lo que dificulta enormemente que se reconstruyan efectivamente PML
relativamente completas. En la universidad, no obstante, se da por hecho que las PML que integran
las PMR (propuestas para ser estudiadas en la universidad) cumplen en un grado relativamente alto
las condiciones PML1-PMLY7. Este malentendido entre ambas instituciones perpetla la ausencia
institucional de los procesos de reconstruccion de PML relativamente completas y constituye un
importante obstaculo de origen didactico que provoca graves disfunciones en el principio del
estudio de las matematicas en la universidad. Este obstaculo es especialmente importante debido a
que el tipo de actividad matematica que se requiere para reconstruir una PML es, tal como hemos
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descrito anteriormente mediante las propiedades M1-M6, imprescindible para poner en marcha de
manera integrada todas las dimensiones 0 momentos de la actividad matematica.

Precisamente en el paso de Secundaria a Universidad, en el momento del inicio de esta
memoria se estaba consolidando en Espafia un fendmeno que se habia iniciado unos
pocos afos antes, coincidiendo con la llegada a la universidad de las generaciones de la
reforma educativa de la LOGSE y que dio origen al problema abordado en el trabajo de
investigacion para optar al diploma de estudios avanzados (Serrano 2007). Este
fendbmeno —que sigue vigente en la mayoria de las universidades espafiolas— se
materializa en la oferta de cursos —Ilamados «propedéuticos», «cero», «de nivelacién»,
etc.— que la mayoria de universidades ofrecen a los nuevos estudiantes con el objetivo
inicial de facilitar el transito entre las dos instituciones. Su evolucion desde las primeras
experimentaciones hasta la actualidad sera tratado ampliamente en el capitulo tres de
esta memoria, junto con la propuesta didactica de un curso fundamentado en la TAD.

3.2. Laecologia de la modelizacién matematica en la ensefianza universitaria

La segunda gran linea de investigacion en la que se inscribe esta memoria proviene de
los trabajos de Berta Barquero (2009) y Barquero et al. (2010 y 2011) sobre las
condiciones que facilitan y las restricciones que dificultan que las matematicas puedan
introducirse como herramienta de modelizacion en la ensefianza universitaria de las
ciencias experimentales. Utilizando los recorridos de estudio e investigacion como
dispositivo didactico experimental, B. Barquero pone en evidencia dos fenomenos:

- El papel efectivo de los REI como dispositivo para hacer vivir la mateméatica como
herramienta de modelizacién, articular y dar funcionalidad a los contenidos
matematicos de un primer curso universitario.

- Las dificultades que surgen de su puesta en funcionamiento en la universidad, es
decir, las restricciones institucionales:

0 A nivel de la sociedad: la novedad del dispositivo y «choque» con el
«aplicacionismo» imperante: no se cree que los estudiantes de primer curso
puedan realizar un trabajo matematico productivo y novedoso.

o0 A nivel escolar: la necesidad de un dispositivo especifico fuera de las horas de
clase «normales» pero evaluado dentro de la asignatura, con sesiones mas

largas, posibilidad de trabajo en grupo, disponibilidad de ordenadores, etc.
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0 A nivel pedagogico y didactico: los cambios en el contrato didactico: nuevas
responsabilidades de los alumnos, pérdida por parte del profesor de algunas
responsabilidades y asuncion de otras, caracter abierto del recorrido.

o0 A nivel didactico: la necesidad de articular el dispositivo con las clases de
teoria y problemas, y el cambio que supone en estos antiguos dispositivos, que
adquieren una nueva funcion al subordinarse al REI.

o0 A nivel matematico: la necesidad de infraestructuras matematicas apropiadas
para tener un soporte sobre el que lanzar el estudio.

Sin embargo, estas dificultades se atendan progresivamente cuando el dispositivo se

pone en marcha durante algunos cursos sucesivos.

4. Formulacién del problema de investigacion

En base a lo anterior y de una forma muy simplificada, podriamos decir que nuestro
problema de investigacion tiene un ndcleo inicial centrado en el estudio de las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la Universidad en el
caso de las ciencias econdmicas. Este estudio aborda el andlisis de la respuesta
institucional a este fendmeno (que se materializa en los denominados cursos «cero» 0
«propedéuticos»), proponiendo al mismo tiempo el disefio y experimentacion de una
respuesta alternativa basada en las propuestas formuladas en trabajos anteriores en el
ambito de la TAD vy, en particular, en Fonseca (2004). Este primer nucleo de la
problematica debera desarrollarse ampliando el ambito institucional en el que se sitla,
para abarcar plenamente las instituciones docentes (Secundaria y Universidad) entre las
que se producen las discontinuidades citadas. Emergera asi un segundo ndcleo de la
problematica centrado en la ensefianza universitaria de las matematicas para las ciencias
econdmicas y empresariales, especialmente en el papel que juega en esta ensefianza la
modelizacion matematica de sistemas economicos y empresariales. Para llevar a cabo
este estudio tendremos muy en cuenta los resultados obtenidos en el ambito de la TAD
en relacion a la dimensién ecoldgica del problema de la modelizacién matematica
(Gascon 2011) y, muy especialmente, el trabajo de Berta Barquero (2009) sobre los

recorridos de estudio e investigacion.

Dado que la formulacion de un problema de investigacion didactico requiere de cierto

grado de precision, describiremos a continuacion de manera provisional las principales
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cuestiones que forman parte del citado problema. Dichas cuestiones iran acompafiadas
de la formulacion de conjeturas que constituyen respuestas tentativas y provisionales a
las cuestiones propuestas y que, en la medida de lo posible, se pretenden contrastar

empiricamente a lo largo de la investigacion.

El problema de las discontinuidades entre la Secundaria y la Universidad, unido a la
respuesta institucional espontéanea de las instituciones universitarias, constituye, como
hemos dicho, el primer nucleo de nuestro problema de investigacion. En relacion a este

primer nucleo, nos planteamos inicialmente las siguientes cuestiones y sub-cuestiones:

Q1: ¢Como se puede describir e interpretar la respuesta institucional espontanea, que
se materializa mediante los «cursos cero» de matematicas, al problema de las

discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la Universidad?

Q1. ¢Qué caracteristicas tienen los dispositivos didacticos que han sido
creados en las universidades espafiolas para facilitar el transito de los alumnos
de Secundaria a la Universidad? ;Cual parece ser la fundamentacion
matematico-didactica (mas o menos explicita) de dichos dispositivos?

Q12: ¢En qué medida estos dispositivos parecen apropiados para paliar las
discontinuidades mateméticas y didacticas entre la Secundaria y la
Universidad?

Conjetura 1. Efectos de los cursos propedéuticos tradicionales en la transicion

Secundaria-Universidad.

C1.1. Los cursos propedéuticos (o «cursos cero») se fundamentan (implicitamente) en
modelos didacticos que, a lo sumo, toman en consideracion dos de los momentos
didacticos o dimensiones del proceso de estudio que propone la TAD, y se sustentan en
un modelo epistemoldgico de las matematicas esencialmente «conceptualista» vy
«acumulativo» (esto es, un modelo que interpreta el conocimiento matematico como
una red de conceptos que puede ampliarse mediante la acumulacién de nuevos
conceptos y nuevas relaciones entre ellos).

C1.2. De acuerdo con los resultados de Fonseca (2004), estos cursos no contribuyen a
paliar las discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la
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Universidad sino que, al contrario, podrian incluso agravar el aislamiento y la

desarticulacion de las praxeologias matematicas que se estudian en secundaria.

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacion a la respuesta institucional
espontanea, pueden presentar los «cursos cero» si se fundamentan en la teoria

antropoldgica de lo didactico?

Q2:1: En un curso propedéutico disefiado en base al modelo epistemoldgico-
didactico que propone la TAD: ;Qué dispositivos didacticos deben
instaurarse? ¢Cuales son las praxeologias matematicas que se proponen para
ser estudiadas? ¢(Como se relacionan entre si a lo largo del proceso de
estudio? ¢ Qué papel juega la modelizacién matematica?

Q2: ¢En qué medida los «cursos cero» disefiados en base a los criterios que
propone la teoria antropoldgica de lo didactico permiten paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la

Universidad?

Conjetura 2. Efectos de los cursos propedéuticos basados en la TAD en la transicién

Secundaria-Universidad.

C2.1. Postulamos, también siguiendo a Fonseca (2004), que los cursos propedéuticos
disefiados y gestionados con la fundamentacion didactica de la TAD modifican
sustancialmente el tipo de actividad matematica mediante el uso sistematico de la
modelizacion matematica, favorecen la articulacion de ciertas praxeologias matematicas
tradicionalmente atomizadas y, en consecuencia, disminuyen o suavizan algunas de las
discontinuidades entre la Secundaria y la Universidad.

C2.2. Estos efectos deberan ser descritos con mas precision en funcién del curso «cero»
en cuestion pero, en cualquier caso, postulamos que su incidencia sera siempre muy
limitada en relacion al enorme problema de las discontinuidades citadas. Los «cursos
cero», situados en un «limbo» entre la Secundaria y la Universidad, constituyen en
todos los casos una respuesta puntual al citado problema y, como tal, completamente

insuficiente.
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En el capitulo tres de esta memoria se abordaran las cuestiones correspondientes a este

primer nucleo de nuestro problema de investigacion.

Si lo que se pretende es incidir sobre los factores que estan en la base de las citadas
discontinuidades, esto es, si se aspira a posibilitar que los estudiantes (en el transito de
la Secundaria a la Universidad y mas alld) estudien y reconstruyan praxeologias
matematicas locales relativamente completas mediante un trabajo sistematico de
modelizacion matematica, serd preciso ampliar el ambito institucional de la
problematica para abordar el problema general del papel de la modelizacion matematica

en las instituciones escolares involucradas.

Por motivos que explicaremos en su momento, y que estan relacionados con la eficacia
potencial y la viabilidad de una investigacion de este tipo, hemos restringido el estudio
del problema de la ensefianza de las matematicas a los primeros cursos de los grados de
Administracion y Direccion de Empresas (ADE) y Economia en la universidad. Este
constituye el segundo nucleo de nuestro problema de investigacion dénde planteamos

las siguientes cuestiones:

Qz: ¢Qué papel juegan y cual podrian jugar las matematicas en los primeros cursos

universitarios de Economia y Empresa?

Qa1: ¢Cual es el modelo epistemoldgico dominante de las matematicas en las
instituciones escolares responsables de la ensefianza universitaria de las
ciencias economicas? En particular, ;como se interpreta y como se describe
en dichas instituciones la relacion de las matematicas con la economia y la
empresa?

Qs2: ¢Qué matematicas se ensefian en los primeros cursos universitarios de
economia y empresa y qué relacion tienen con las matematicas que se
ensefan en el bachillerato?

Qs3: ¢Qué papel juega la modelizacion matematica de sistemas econdémicos
en la forma de interpretar la relacion entre las matematicas y la economia y
coémo se plasma en la ensefianza universitarias de las ciencias economicas y

empresariales?
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Conjetura 3. «Aplicacionismo» en las instituciones responsables de la ensefianza de

las ciencias econdmicas y empresariales.

C3.1. Extrapolando los resultados obtenidos por Barquero (2009), podemos postular
que las matematicas se presentan en las instituciones escolares (tanto en el bachillerato
de ciencias sociales como en la ensefianza universitaria) con l6gicas intramatematicas y
sin ninguna interaccion con la economia ni la empresa, es decir, sin considerarse como
una herramienta de modelizacion de sistemas economicos y empresariales. En las
instituciones escolares responsables de la ensefianza de las ciencias econdémicas se
asigna a las matematicas un papel secundario que permite, a lo sumo, precisar y
cuantificar algunos aspectos de los fendémenos econémicos cuyo nucleo esencial, se
supone implicitamente, puede ser construido y estudiado sin hacer ningun uso de las
matematicas.

C3.2. De forma analoga a lo que ocurre en la ensefianza universitaria de las ciencias
experimentales, postulamos que la ensefianza de las matematicas en los primeros cursos
universitarios de economia y empresa siguen lo que podriamos considerar como una
«organizacion estandar» con contenidos de calculo diferencial en una y varias variables,
y de &lgebra lineal elemental. Estos contenidos se estructuran siguiendo la logica de la
construccion tedrica de los conceptos otorgando un papel secundario al uso de las
matematicas en economia.

C3.3. En las instituciones escolares (tanto en el bachillerato de ciencias sociales como
en la ensefianza universitaria), se considera que las matematicas no son de ninguna
manera constitutivas del conocimiento econdmico ni necesarias para la resolucion de
problemas empresariales. Las matematicas, una vez construidas, se aplican a las
ciencias econémicas sin «contaminarse» por ellas y sin que ello suponga ningun cambio
relevante ni para las matematicas ni para la problematica econdémica a cuyo estudio
contribuyen. Se supone que las matematicas y la economia tienen una existencia y un
desarrollo independientes. La actividad de modelizacion se entiende asi como una mera
«aplicacion» del conocimiento matematico previamente construido o, en los casos mas
extremos, como una simple «ejemplificacion» del uso de las herramientas matematicas
a ciertos sistemas econdmicos que, en ocasiones, se construyen artificialmente para que

se ajusten a la utilizacion de las herramientas matematicas que se quieren aplicar.
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Q4: ¢Qué condiciones se requieren y qué restricciones dificultan que el estudio
universitario de las matematicas en las instituciones responsables de la ensefianza de
las ciencias economicas y empresariales se organice en torno a la modelizacion

matematica de sistemas econdmicos?

Qu1: ¢Existen dispositivos didacticos capaces de posibilitar la vida normal de
la modelizacion matematica de sistemas econdmicos y empresariales en las
instituciones universitarias correspondientes?

Q42: ¢Qué condiciones se deberian instaurar para que fuese posible integrar la
modelizacién matematica de forma normalizada en los actuales sistemas de
enseflanza universitarios de ciencias economicas y empresariales? En
particular, ¢qué infraestructura didactica se requiere para que la
modelizacién matematica ocupe el nicleo del proceso de estudio universitario
de las matematicas en ciencias economicas y empresariales?

Qus: ¢Qué restricciones dificultan y hasta impiden la vida de la modelizacion
matematica de sistemas econdmicos en la ensefianza universitaria? /En qué
niveles de la escala de codeterminacion didéactica se situan estas
restricciones? ¢En cuales de estos niveles se podria actuar para atenuar o
superar estas restricciones? En particular, ¢cémo incide el modelo
epistemoldgico dominante y la relacion que este propugna entre las
matematicas y las ciencias econdmicas y empresariales en la forma de
organizar la ensefianza de la modelizacion matematica en las instituciones
docentes universitarias? ¢(De qué manera el modelo pedagdgico dominante
puede dificultar la vida normalizada de la modelizacion matematica en las

instituciones docentes en cuestion?

Este conjunto de cuestiones puede considerarse como una formulacién genérica de la
dimension ecoldgica del problema didéctico de la modelizacion matematica en el caso
de la ensefianza universitaria de las ciencias econdmicas y empresariales. Las cuestiones
que forman parte de esta dimension del problema constituyen la problematica en torno
al por qué la relacién institucional a la modelizacion matematica en la institucion
didactica que estamos considerando es como es y qué condiciones se requeririan para

modificarla en una direcciéon determinada dentro del universo de lo posible.
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Uno de los principios basicos del estudio realizado por la TAD de esta problematica
ecologica puede formularse diciendo que las caracteristicas de las praxeologias
matematicas escolares y de la forma de organizar su estudio en una institucion
determinada no pueden cambiarse como consecuencia exclusiva de la voluntad ni de la
formacion de los agentes de las instituciones en cuestion, sean estos profesores, autores
de cualquier tipo de materiales escolares o autoridades educativas. En particular, las
condiciones que la TAD propugna para hacer viable la modelizacion matematica no

pueden imponerse de manera puramente voluntarista (Barquero 2009).

Aparece asi una problemaética ecolégica de la ensefianza de la modelizacion matematica,
esto es, el estudio de las restricciones que dificultan y las condiciones que se requieren
para la integracion de la modelizacion matematica en nuestros sistemas de ensefianza.
Para llevar a cabo este andlisis de la ecologia de la modelizacion matematica en los
sistemas didacticos deben utilizarse diversos materiales empiricos como, por ejemplo,
los manuales, los textos oficiales, las actividades escolares y las respuestas de alumnos
y profesores a determinados cuestionarios. Esto requiere ampliar el espacio
institucional reservado tradicionalmente a la didactica de las matematicas, el del

disefio y analisis de actividades docentes en el aula.

A partir de la investigacion llevada a cabo por Berta Barquero (2009) sobre la
integracion de los REI en un primer curso universitario de matematicas para las ciencias
experimentales, y teniendo en cuenta la proximidad entre los dos tipos de estudio asi
como la especificidad de la relacion de las matematicas para la economia y empresa,

podemos avanzar las siguientes conjeturas:

Conjetura 4.1. Funcién de los recorridos de estudio e investigacion (REI) para
integrar la modelizacién matemética en las instituciones universitarias de ensefianza de

ciencias economicas y empresariales.

Los REI resultan ser un dispositivo didactico apropiado para facilitar la integracion de

la modelizacién matematica en los estudios universitarios de economia y empresa.

Conjetura 4.2. Viabilidad de los recorridos de estudio e investigacion (REI) en las

instituciones universitarias de ensefianza de ciencias econdémicas y empresariales.
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C4.2.1. Para que los REI como dispositivo didactico se puedan llevar a cabo de forma
normalizada en los estudios universitarios y permitan la integracion de la modelizacion
matematica en dichos estudios, no deben organizarse de forma aislada respecto de las
asignaturas o materiales que conforman los estudios. Cuando los REI constituyen el
nacleo en torno al cual se organizan los contenidos y actividades de las materias o
asignaturas, incluyendo el proceso de evaluacion de las mismas, entonces su
funcionamiento es mas adecuado y su «rendimiento» en términos de integracion de la
modelizacion matematica es mayor.

C4.2.2. Los REI requieren la elaboracion especifica de nuevos desarrollos o
reorganizaciones de los contenidos matematicos ensefiados en torno a cuestiones
problematicas suficientemente generativas, y el correspondiente mapa de «posibles
recorridos» para orientar su gestion didactica. En el ambito de la economia y empresa,
existen cuestiones generativas cuyo mapa de posibles respuestas recubre la préactica
totalidad de los programas de matematicas de un primer curso universitario.

C4.2.3. Para que los REI puedan ser viables como dispositivo didactico normalizado, se
requieren cambios importantes en los contratos didacticos y pedagdgicos universitarios
actuales. Es posible actualmente introducir nuevas técnicas didacticas que favorezcan
estos cambios al facilitar que alumnos y profesores asuman nuevas responsabilidades en
la gestion del proceso de estudio, asi como nuevas formas de compartir estas

responsabilidades.

Conjetura 4.3. Restricciones que inciden sobre la ecologia de la modelizacion
matematica en las instituciones universitarias de ensefianza de ciencias econémicas y

empresariales.

C4.3.1. Si nos situamos en el nivel de la disciplina ensefiada, en este caso las
matematicas, la principal restriccion a la implementacion de los REI la constituye la
ausencia de una infraestructura matematica apropiada y, en particular, la
preponderancia de la organizacion conceptualista de la matematica ensefiada, que pone
mas énfasis en las nociones y logica interna de las matematicas que en los problemas
gue estas permiten resolver.

C4.3.2. En el nivel de la organizacion didactica universitaria tradicional, los modelos

didacticos dominantes basados en el «teoricismo» y el «tecnicismo» dificultan situar las
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cuestiones problematicas generadoras de los REI en el nicleo del programa de estudios,
especialmente aquellas que surgen en el ambito de la economia y empresa.

C4.3.3. Otra restriccion importante a este nivel es la ausencia de dispositivos didacticos
tradicionales en los que se fomenten aspectos de la actividad matematica esenciales en
los REI: trabajo en grupo, formulacion de problemas, redaccion de informes,
presentacion oral de resultados, busqueda de informacidn, contraste empirico de
conjeturas, planificacion del trabajo, resolucion de problemas durante un periodo largo
de tiempo (semanas 0 meses).

C4.3.4. En el nivel de la organizacion pedagogica universitaria, el paradigma de la
«visita de las obras» (en contraposicion al del «cuestionamiento del mundo») junto con
la epistemologia dominante del «aplicacionismo» refuerzan la estructura estandar de los
programas como una secuencia de temas para estudiar y dificultan su evolucién hacia

un conjunto de cuestiones para responder.

5. Metodologia de la investigacion

Es bien sabido que la metodologia de cualquier investigacion esta fuertemente
condicionada por el marco tedrico que se utiliza para seleccionar y analizar los hechos
empiricos que se toman en consideracion, para construir los problemas que se abordan y
para formular las respuestas que el proceso de investigacion permite obtener. Dado que
el presente trabajo se inscribe en el marco de la teoria antropoldgica de lo did4ctico
(TAD), la metodologia de investigacion que a continuacion detallaremos en relacion a
las cuatro lineas de cuestionamiento que conforman nuestro problema de investigacion,
si bien se encuentra enmarcada dentro del dominio mas amplio de la investigacion
educativa, tiene unos rasgos particulares propios de un enfoque que, tras 30 afios de
existencia, ha ido construyendo y depurando sus propios instrumentos metodoldgicos.

En particular, la metodologia de investigacion que propone y utiliza una teoria cientifica
descansa, en ultima instancia, en los postulados basicos o0 asunciones de dicha teoria. En
el caso de la TAD, la metodologia de investigacién debe ser coherente, entre otras
cosas, con la forma particular de interpretar las matematicas (el modelo epistemoldgico
general de las matematicas) y la manera de considerar el proceso de estudio de las
mismas (el modelo didactico general) que propone dicha teoria de forma explicita,

modelo que, como hemos visto, se formula en términos de praxeologias u
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organizaciones matematicas y didacticas (Chevallard 1999, 2005b, 2007). Surgen dos
consecuencias importantes en relacion a la metodologia de la investigacion. La primera
es la necesidad de construir modelos epistemolégicos de referencia (MER) propios para
analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos concretos y, mas alla del
sistema escolar, interpretar los procesos de transposicion didactica para entender las
transformaciones que sufren los contenidos que se ensefian. La segunda corresponde a
la utilizacion del esquema herbartiano o los recorridos de estudio e investigacion (REI)
como modelo didactico general para la descripcion, analisis y desarrollo de los procesos
de ensefianza y aprendizaje. Estos principios generales son los que se han aplicado en
este trabajo de investigacion, considerando en cada caso diferentes tipos de materiales
empiricos como punto de apoyo para el contraste de las conjeturas avanzadas.

Tanto en el caso del problema de los «cursos cero» fundamentados en la TAD, como en
el de los REI para primer curso de matematicas de administracion y direccion de
empresas, la metodologia seguida se inscribe dentro de lo que se conoce en didactica de
las matematicas como la ingenieria didactica (Artigue 1990, Brousseau 1998,
Margolinas et al. 2011) y, mas especificamente, el analisis clinico de los recorridos de
estudio e investigacion disefiados y experimentados desde la investigacion didactica
(Chevallard 2011). En esta fase, la metodologia contiene las siguientes etapas sin
presuponer que estan ordenadas cronoldgicamente en sentido estricto:

(@) Disefio matematico. Analisis a priori basado en el MER contextualizado que se
materializa en un mapa de posibles cuestiones y posibles respuestas (que toman
la forma de organizaciones matematicas) a estas cuestiones, generando nuevas
cuestiones. Es lo que designamos como esqueleto matematico del REI.

(b) Disefio didactico. Construccion de las posibles secuencias de ensefianza,
concrecion de los dispositivos de estudio (medios y respuestas disponibles,
formulacién de la cuestion inicial, organizacion de los grupos de estudiantes,
reparto de roles) y prevision de outputs por parte del grupo de alumnos. Es lo
que designamos como organizacion didactica a priori.

(c) Experimentacion y observacion clinica. Desarrollo efectivo del REI en el aula,
gestionado por un profesor y, siempre que sea posible, con la presencia de un
investigador-observador. Trabajo cooperativo regular con el profesor para
consensuar la toma de decisiones y la gestion de nuevos dispositivos de estudio,

Si es preciso.
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(d) Seleccidn de informacion a partir del diario de sesiones del observador, apuntes
de los alumnos, material docente, grabacién de las sesiones, cuestionario final a
los alumnos, entrevista con los alumnos y entrevista con el profesor.

(e) Analisis y evaluacion. Analisis de la informacion recogida y evaluacion del
proceso en términos de organizaciones matematicas movilizadas, momentos
didacticos vividos, rol efectivamente desarrollado por el profesor y los alumnos
(topogénesis), dialéctica de los medios y los media disponibles (mesogénesis) y
gestion temporal del proceso (cronogenesis). Asimismo se evaluara el propio
disefio del REI y su gestion en el aula en base a la adecuacion entre la
organizacién didactica a priori y los gestos de ayuda al estudio puestos en
practica por el profesor.

(f) Desarrollo. Revision y optimizacion de la propuesta de REI de cara a nuevas
experimentaciones. Entre los criterios de optimizacion pueden figurar propuestas
de modificacion del MER en el que se sustenta el REI. Es lo que designamos

como organizacion didactica a posteriori.

En general, el problema de la ecologia de un proceso didactico contiene las cuestiones
que indagan cuales son las condiciones que se requieren para que este proceso se
organice y funcione de forma normalizada en una institucion docente y las que se
requeririan para modificarlo en una direccién determinada, asi como las restricciones
que dificultan o incluso impiden determinados cambios potenciales. Para estudiar este
problema es preciso tomar en consideracion las restricciones y las condiciones que
emanan de los distintos niveles de codeterminacion didactica ligados a la organizacion
matematica concreta involucrada en el proceso (Chevallard 2001a, 2002a, 2002b). En el
caso particular que nos ocupa, el analisis ecoldgico de los REI se centrara en los grandes
tipos de restricciones que operan principalmente en tres niveles de codeterminacion
didactica: el de la disciplina, el de la pedagogia y el de la escuela. Los resultados
parciales obtenidos hasta el momento (Barquero 2009) sacan a relucir aspectos de las
organizaciones pedagogicas, escolares e incluso sociales que la investigacion didactica
no suele cuestionar pero que se revelan como verdaderos obstaculos para el desarrollo

de procesos de estudio funcionales.

La metodologia que se ha de llevar a cabo para materializar este analisis ecoldgico en

una institucion determinada estd muy ligada a lo que Chevallard (2011) designa como el
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analisis clinico de lo didactico. Este andlisis, basado en las técnicas cualitativas de la
investigacion educativa, pretende, por una parte, observar los hechos didacticos que se
producen en los sistemas docentes existentes tanto durante su funcionamiento habitual
(Schubauer-Leoni & Leutenegger 2002) como cuando se introducen cambios didacticos
controlados, asi como explicar la viabilidad de dichos cambios. Se trata de un problema
muy nuevo en didactica de las matematicas para el que habra que elaborar nuevas
metodologias de estudio partiendo de los resultados previos ya obtenidos por Wozniak
(2005), Barquero (2009) y Ruiz-Munzon (2010).

En lo que se refiere al ambito empirico en el que nos basamos para formular los
problemas y contrastar las conjeturas avanzadas, la tabla siguiente resume el material

utilizado para cada una de las cuestiones abordadas:

CUESTION MATERIAL EMPIRICO TIPO DE ANALISIS

Anélisis clinico de dos casos:

Q1. Cursos propedéuticos
«espontaneos» en las
universidades espafiolas

- Programas de los cursos

Material profesor
Material alumnos
Observacion de clases

- Escuela universitaria de
Estudios Empresariales (UAB)
- Facultad de Ciencias (UAB)

Q2. Cursos propedéuticos
fundamentados en la TAD

Material profesor
Material alumnos
Diario de sesiones
Cuestionario a alumnos

Ingenieria didactica: disefio,
experimentacion, analisis,
evaluacion y desarrollo de cursos
basados en un MER sobre la
modelizacion funcional.

Q3. Ensefianza de las

matematicas en primeros cursos

universitarios de economia y
empresa

Programas de los cursos
Libros de texto
universitarios

Examenes 1r curso carrera
Examenes selectividad

Analisis transpositivo de los
programas, libros de texto y
examenes de primer curso
universitario de economia y
empresa, y del bachillerato social.

Q4. Funcion y ecologia de los

REI

Material profesor
Material alumnos
Diario de sesiones
Cuestionario a alumnos
Entrevistas a alumnos
Entrevista a la profesora

Disefio, experimentacion, analisis,
evaluacion y desarrollo de REI
implementados durante 6 cursos
académicos consecutivos.

De forma global, podemos considerar que el trabajo de investigacion que presentamos
se basa fundamentalmente en un estudio de caso que corresponde a la respuesta que
aporta al problema de la ensefianza universitaria de las matematicas en ciencias
econdmicas y empresariales 1QS School of Management durante los cursos académicos

2006/07 hasta 2010/11. Se asumen por tanto las condiciones en las que se sitda este
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centro de formacion, algunas particulares debidas a las caracteristicas propias del centro
(su localizacién, el pertenecer a una universidad privada, el contar entre su equipo
docente a investigadores en didactica de las matematicas, etc.), otras mas generales
propias de la ensefianza universitaria espafiola actual (planes de estudio, normativas
legales, etc.) y de la ensefianza universitaria en ciencias de la administracion
(epistemologia dominante tanto de las matematicas como de las ciencias econémicas y
empresariales, pedagogia universitaria tradicional, etc.). Una vez fijadas estas
condiciones, la investigacion explora los margenes de libertad que ofrece para la
experimentacion de nuevas organizaciones didacticas que rompen con la ensefianza
tradicional de las matematicas en este nivel educativo y permiten analizar la
potencialidad de los recorridos de estudio e investigacién como dispositivos viables y
apropiados para una ensefianza funcional de las matematicas entendidas como una
herramienta de modelizacion de situaciones econémicas y empresariales, al tiempo que
permite estudiar las restricciones que afectan a estos nuevos dispositivos y que

conjeturamos poseen un alcance general.
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Capitulo 2. La ensefianza de las matematicas para las ciencias
economicas y sociales en Espafia

1. Las matematicas en la economia

En este segundo capitulo analizaremos las matematicas que se ensefian actualmente en
un primer curso universitario de economia y empresa en las universidades espafiolas,

con el objetivo de construir una base empirica para empezar a responder la cuestion Qs:

Q3: ¢Qué papel juegan y cual podrian jugar las matematicas en los primeros cursos

universitarios de economia y empresa?

Qa1: ¢Cual es el modelo epistemoldgico de las matematicas dominante en las
instituciones escolares responsables de la ensefianza universitaria de las
ciencias economicas? En particular, ;como se interpreta y como se describe
en dichas instituciones la relacion de las matematicas con la economia y la
empresa?

Qs2: ¢Qué matematicas se ensefian en los primeros cursos universitarios de
economia y empresa y qué relacion tienen con las matematicas que se
ensefan en el bachillerato?

Qs3: ¢Qué papel juega la modelizacion matematica de sistemas econdémicos
en la forma de interpretar la relacion entre las matematicas y la economia y
coémo se plasma en la ensefianza universitarias de las ciencias economicas y

empresariales?
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Este analisis no puede obviar un gran nimero de interrogantes relativos a la funcién y
pertinencia de la formacion matematica de los futuros economistas o empresarios: ¢Qué
contenidos matematicos se consideran necesarios en los estudios de economia 0 ADE'?
¢Con qué criterios se realiza esta seleccion? Los contenidos seleccionados, ¢qué
relacién tienen con la economia? ;,Cémo se establece esta relacion? Y quizas el mas

relevante: ¢ Es necesario ensefiar matematicas en las carreras de economia?

Creemos también adecuado plantearnos si la formacion matematica con la que los
futuros economistas llegan a la universidad es la apropiada. Eso nos va a hacer ampliar
nuestro estudio para incluir también el bachillerato, lo cual abrird otros interrogantes,
como por ejemplo, ¢el curriculum de la asignatura Matematicas aplicadas a las ciencias
sociales, es el adecuado para la formacion de los futuros economistas?, ¢como se decide
dicho curriculum?, ;estan mejor preparados —matematicamente— aquellos alumnos
que acceden a los grados de economia cursando la asignatura de Matematicas del
bachillerato cientifico y tecnoldgico?, y si es asi, ¢qué sentido tiene hacer una

separacion de modalidades en el bachillerato?

Para dar respuesta a tantos interrogantes, no podemos limitar nuestra mirada a la
situacion actual, sino que debemos retrotraernos hasta las primeras relaciones entre
matematicas y ciencias econoémicas e ir siguiendo los encuentros y desencuentros a
través de su evolucion historica, ya que ello nos permitira responder a alguno de los
interrogantes que nos hemos planteado. Para ello, deberemos profundizar en aspectos

matematicos y, simultaneamente, en el &mbito econdémico.

1.1. Breve incursion en la historia de las matematicas en la economia

Sin pretender hacer un estudio exhaustivo, nos parece relevante situar los origenes de la
presencia de las matematicas en la economia con el objetivo de hacer un analisis
transpositivo de dicho papel, ya que ello nos permitird entender la situacién académica

actual. Para dar cuenta del porqué los alumnos deben conocer ciertas matematicas y no

" En lo que sigue, consideraremos de forma indistinta el papel de las matematicas en economia y en ADE. Aunque la
economia y las ciencias de la administracion sean evidentemente distintas, las consideraremos similares en su
relacién con las matematicas.
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otras, analizaremos qué matematicas han ido conformando las bases de la teoria

econdmica actual.

La obra de Adam Smith, An inquiry into the nature of the wealth of nations (traducida al
castellano como La riqueza de las naciones), publicada en 1776, representa el primer
gran trabajo de economia politica clésica y liberal, e hizo elevar a la categoria de «padre
de la economia» a este gran pensador escocés. Dicha obra es una sintesis original de un
gran numero de elementos preexistentes en el pensamiento econémico anterior. Pero lo
que la hace pionera es el hecho que en ella se aplicaban, por primera vez, los principios
de investigacion cientifica, en un intento de construir una ciencia autbnoma sobre los
hechos economicos. La formacion inicial de Smith era en el &mbito de la filosofia —fue
profesor de logica en la Universidad de Glasgow—, pero con una gran admiracion hacia

las matematicas.

Contemporaneamente, otros pensadores ayudaron a asentar las bases de esta ciencia
econdmica incipiente, entre ellos, Thomas Malthus y David Ricardo, cuyos trabajos
sobre economia también introducian componentes matematicos. Pero tenemos que
esperar casi un siglo para encontrar las primeras relaciones explicitas entre la economia
y las matematicas. Asi, podriamos situar el origen de dicha relacion en la obra del
matematico francés Antoine Augustine Cournot, Les Recherches sur les principes
mathématiques de la théorie des richesses, publicada en 1838. La ambicién de dicho
autor fue la de elaborar una ciencia social con la misma dignidad epistemoldgica, el
mismo rigor y la misma certeza que las ciencias de la naturaleza tenian en ese momento
(Artaud 1993). Su principal aportacion fue la formulacion de la Ley de la Demanda. El

trabajo de Cournot inaugura lo que se llamara mas tarde la economia matematica.

En 1874, Le6n Walras publica Eléments d’économie Politique Pure ou Théorie de la
Richesse Sociale, en la cual encontramos la primera formulacion sistematica de la teoria
matematica del equilibrio econdmico general, lo que permite a la economia acceder a un

estatus auténticamente cientifico.

A partir de la segunda guerra mundial, la matematizacion de la economia se hizo més
evidente, con la aparicion de multiples trabajos de los economistas mas relevantes del
siglo veinte, como por ejemplo Value and Capital de Hicks (1939), Foundations of

Economic Analysis de Samuelson (1947), The Pure Theory of the structure of functional
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relationships de Leontief (1947), Equilibrium points in n-person games de Nash (1950),
Theory of Values de Debreu (1959), todos ellos reconocidos con el premio Nobel en

economia.

En la actualidad nadie cuestiona que las matematicas constituyan el lenguaje de la teoria
econdmica. Sin ir mas lejos, una de las universidades mas reconocidas y prestigiosas a
nivel mundial en el campo de la economia —que cuenta en su historia con méas de
ochenta premios Nobel entre sus estudiantes y profesores—, la University of Chicago,
pone como requisito para cursar estudios de doctorado en el area de Management
Science/Operations Management haber cursado al menos dos afios de matemaéticas a

nivel de primer ciclo universitario®.

1.2. Lasituacion actual y el movimiento «post-autista»

Si nos centramos en la economia contemporanea, no podemos encontrar ningun sector
de dicha ciencia que no contenga un minimo contenido matematico. Podemos incluso
decir que, hasta cierto punto, en muchos sectores el saber econdémico se fabrica con
matematicas. Sin embargo, es importante observar que el papel de las matematicas en la
economia suscita desavenencias entre los propios economistas, no solo dentro de la
comunidad cientifica sino también en el mundo académico. Uno de los casos con mas
repercusion a nivel mediatico tuvo lugar en Francia en el afio 2000, donde més de un
millar de estudiantes de ciencias econdmicas de diversos centros universitarios de Paris
hicieron publico un manifiesto contra «la ensefianza de una economia imaginaria,
demasiado despegada de la realidad», dando origen al autodenominado Movimiento
post-autista, en contraposicion al encierro tedrico en el que se considera que viven los

economistas convencionales y ortodoxos.

El manifiesto original, del cual presentamos la traduccion realizada por el mismo

movimiento®, se articula en torno a cuatro puntos que se detallan a continuacion:

8http://mww.chicagobooth.edu/phd/docs/quidebook2011 12final.pdf

9 http://www.autisme-economie.org/article148.html
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1) jSalgamos de los mundos imaginarios!

La mayor parte de nosotros ha escogido la formacion econémica con el fin de adquirir una
comprension profunda de los fendmenos econémicos a los cuales el ciudadano de hoy en dia se
encuentra confrontado. Ahora bien, la ensefianza tal como es expuesta, es decir en la mayor parte
de los casos, la teoria neoclasica o enfoques derivados no corresponde generalmente a esa espera.
En efecto, si la teoria se separa de manera legitima en un primer momento de las contingencias,
raramente efectla el necesario regreso a los hechos: la parte empirica (historia de los hechos,
funcionamiento de las instituciones, estudio de los comportamientos o de la estrategia de los
actores,...) es casi inexistente. Por lo demas, ese desfase de la ensefianza en relacion a las
realidades concretas plantea necesariamente un problema de adaptacién para los que desean ser
Gtiles a los actores econdmicos y sociales.

2) iNo al uso descontrolado de las matematicas!

El uso instrumental de las matematicas parece necesario. Pero el recurso a la formalizacion
matematica, cuando ya no es un instrumento sino que se convierte en un fin en si mismo, conduce
a una verdadera esquizofrenia en relacion al mundo real. En ese sentido, la formalizacion permite
construir facilmente ejercicios, «hacer trabajar» modelos en los cuales lo importante es encontrar
«el buen» resultado (es decir el resultado I6gico en relacidn con las hipotesis de partida) para
poder entregar un buen examen. Esto facilita la calificacion y la seleccion, con una cobertura de
cientificidad, pero no responde jamas a las cuestiones que nos planteamos sobre los debates
econdmicos contemporaneos.

3) jPor un pluralismo de enfoques en economial

Muchas veces el curso magistral no deja lugar a la reflexion. Entre todos los enfoques presentes,
generalmente se nos presenta solo uno, el cual debe supuestamente explicar todo segin un
procedimiento puramente axiomatico, como si se tratara de LA verdad econémica. Nosotros no
aceptamos ese dogmatismo. Queremos un pluralismo de explicaciones, adaptado a la complejidad
de los objetos y a la incertidumbre que domina la mayor parte de las grandes cuestiones en
economia (desempleo, desigualdades, lugar de las finanzas, ventajas y desventajas del libre
cambio, etc.)

4) Llamado a los profesores: jdespiértense antes de que sea demasiado tarde!

Sabemos muy bien que nuestros profesores estan ellos mismos sujetos a ciertas restricciones.
Pedimos, sin embargo, el apoyo de todos los que comprenden nuestras reivindicaciones y que
desean un cambio. Si este no se realiza rdpidamente, es grande el riesgo de que los estudiantes que
ya han iniciado un movimiento de retirada deserten masivamente de una formacion que ya no es
interesante, ya que se encuentra cortada de las realidades y de los debates del mundo
contemporaneo.

Esta carta abierta fue lanzada a finales de mayo del 2000 y a principios de julio de ese

mismo afio mas de medio millar de estudiantes de licenciatura y doctorado franceses la
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habian firmado, transcendiendo incluso a nivel europeo (Hamburgo, Florencia, Londres
o Barcelona, entre otras ciudades).

Un grupo de profesores franceses secundaron el manifiesto de los estudiantes, y entre

sus reflexiones, encontramos las siguientes®:

[...] Reconacer la existencia y el papel de los paradigmas no debe servir como justificacion para
elevar murallas entre unos y otros, incuestionables desde fuera. Las ideas se deben confrontar y
discutir. Pero no se puede hacer sobre la base de una representacion «natural» o inmediata. No
podemos, ni debemos, evitar el uso de las herramientas estadisticas y econométricas. Pero la
evaluacién critica de un modelo no debe abordarse desde una base exclusivamente cuantitativa.
Toda ley econémica o teorema debe ser siempre evaluada por su relevancia y validez en el
contexto en el que se aplica, sin importar cuan rigurosa sea desde el punto de vista formal o
elevado su ajuste estadistico. También se deben tener en cuenta las instituciones, la historia, las
realidades ambientales y geopoliticas, las estrategias de los actores y de los grupos, las
dimensiones sociol6gicas, incluyendo las relaciones de género, asi como un mayor nimero de
asuntos epistemoldgicos. Sin embargo, estas dimensiones de la economia son cruelmente omitidas
en la educacion de nuestros estudiantes.

La situacién se podria mejorar introduciendo cursos especializados. Pero no es tanto un problema
de afiadir nuevas asignaturas, sino de unir las diferentes areas de conocimiento en un mismo
programa educativo.

[...] El hecho de que en la mayoria de los casos la ensefianza que se oferta esté limitada a las tesis
neoclésicas es cuestionable también desde el punto de vista ético. De esta manera los estudiantes
tienden a mantener, no sélo la falsa creencia de que la teoria neoclasica es la Unica corriente
cientifica, sino también que «ciencia» es sélo un problema de axiomas y/o de modelizacion
formalizada.

Junto con los estudiantes, denunciamos la unién naive y abusiva que habitualmente se hace entre
ciencia y el uso de las matematicas. El debate sobre el estatus cientifico de las mateméticas no
puede estar limitado al uso de las matematicas. De hecho, limitar el debate a esos términos implica
diluir a las personas y, practicamente, evita que se planten los problemas reales y los asuntos de
gran importancia. Estos incluyen cuestionar el objeto y la naturaleza de la modelizacion en si
misma y reconsiderar como la economia se puede redirigir hacia una exploracion de la realidad y
alejarse de su objetivo actual basado en la resolucidn de problemas imaginarios.

Dos puntos fundamentales en la educacion universitaria deberian ser la diversidad de la
licenciatura y la formacion critica del estudiante. Pero bajo el régimen neoclasico ninguno de los
dos es posible, y a menudo el segundo punto es rechazado explicitamente. La insistencia en el
formalismo matematico implica que la mayoria de los fenémenos econémicos se encuentren fuera
de los limites tanto para la investigacion como para el curriculo en economia. La indefendibilidad
de estas restricciones significa que la existencia de pensamiento critico entre los estudiantes se
considera una grave amenaza. En las sociedades libres como la nuestra, esto es inaceptable.

10 http://www.economiacritica.net/?page id=39
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La critica sobre el uso desmesurado de las matematicas que aparece en el documento
elaborado por los estudiantes post-autistas podria parecer, en una primera lectura,
pertinente. De hecho, si ninguna de las asignaturas que cursaran a lo largo de la carrera
las incorporan, creemos que tienen razén en sus demandas. Coincidimos con dicho
movimiento en que de nada sirve estudiar conceptos matematicos avanzados si en

ningln momento de sus estudios se hace aplicacion econémica alguna.

La principal laguna que encontramos en esta reivindicacion consiste en la ausencia de
una propuesta de cambio cualitativo en la relacion entre las matematicas y la ciencia
econdmica. Después de criticar, con razon, el uso del formalismo matematico de forma
descontrolada, echamos en falta una propuesta de lo que los estudiantes y, sobre todo
los profesores, consideran como un «uso razonable» de las matematicas en las ciencias

econdmicas.

2. Las matematicas en los estudios de ciencias economicas en Espafia

Una vez analizada muy brevemente la evolucion histérica de la relacion entre
matematicas y economia, en este apartado nos centraremos en la relacion de ambas a
nivel universitario del caso particular espafiol, empezando por los origenes académicos

de dichos estudios y recorriendo su evolucion hasta la actualidad.

2.1. Los inicios

Desde finales del siglo diecinueve, muchas voces ilustres espafiolas defendian la
implantacion de estudios econdmicos a nivel universitario en Espafia como ya se estaba
realizando en muchos otros paises. Pero no es hasta el afio 1943 cuando se crea en la
Universidad de Madrid'’ la primera Facultad de Ciencias Politicas y Econémicas
(Fuentes Quintana 1999).

Las asignaturas que conformaron este primer curso fueron cinco: Matematicas para
economistas, Introduccién a la economia, Instituciones de derecho privado,
Introduccidn a la filosofia y Geografia econdmica. No nos ha sido posible encontrar el

programa de la asignatura de matematicas de este primer curso, pero a través del fondo

1 Actual Universidad Complutense de Madrid.
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bibliotecario de la Universidad Complutense de Madrid hemos podido acceder al
programa utilizado a partir del curso 48/49, que corresponde al indice del libro
Matematica para Economistas — Curso general de Matematicas con aplicaciones a la
Economia, del catedratico de Matematica Financiera de la Universidad de Madrid,
Angel Vegas Pérez (1948).

En el indice encontramos veinte capitulos, que detallamos a continuacion:

I Introduccion:  Método  matemético.  Definiciones matematicas. Teoremas.
Demostracion matematica.

Il. Teoria de nimeros y magnitudes: Magnitudes escalares. Numeros reales.

Il. Magnitudes vectoriales: Vectores. Operaciones con vectores. NUmeros complejos.
Operaciones.

V. Analisis combinatorio: Analisis combinatorio. Determinantes

V. Sistemas de ecuaciones lineales: Ecuaciones. Aplicaciones de los determinantes a los
sistemas de ecuaciones lineales.

VI. Teoria de limites: limite de sucesiones de nimeros reales.

VII. Sistemas de representacion.

VIII.  Teoria de funciones: Funciones de una variable. Funciones continuas.

IX. Caélculo diferencial: Derivaciones de funciones de una sola variable. Derivacién

logaritmica. Aplicaciones a la teoria econdmica.

X. Aplicacion del célculo diferencial a la variacion de funciones — M&ximos y Minimos.
XI. Derivacion sucesiva. Férmulas de Mac-Laurin y Taylor.
XIlI. Teoria en series: series en general. Series de términos positivos. Criterios de

convergencia. Series alternadas.

XII.  Series funcionales. Series de potencias. Desarrollo en serie.

XIV.  Funciones racionales.

XV. Investigacion de los ceros de una funcion racional entera de coeficientes reales.

XVI.  Geometria analitica plana: Ecuaciones de la recta. Tangente a una curva.

XVII.  Conicas. Forma cuadratica ternaria.

XVIII.  Construccion de una curva.

XIX.  Calculo integral: Conceptos fundamentales. Célculo de las integrales de funciones
racionales, irracionales y transcendentes de una variable.

XX. Aplicaciones a la teoria econémica: Aplicaciones de las funciones a la teoria
econdmica. Funciones economeétricas.

Hasta el final del tercer capitulo se trata de un manual estrictamente matematico tratado
—como afirma el mismo autor en el prologo— con «el mayor rigor posible, convencido
de que la aplicacién de las matematicas a la investigacion econdémica exige un
establecimiento claro de conceptos». En este capitulo encontramos la siguiente

observacion:
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La vida real nos presenta la necesidad de emplear las magnitudes concretas, de operar con
cantidades que nos representan objetos o seres de diversos Ordenes, y asi surgen los ndmeros
concretos representandonos longitudes, volimenes, pesos, velocidades, capitales, intereses, etc.,
etc. La Mecanica, la Fisica en general, la Ciencia Econdmica, tienen necesidad de su utilizacion.

Tenemos que ir varios capitulos mas adelante para encontrar la primera referencia
concreta a las aplicaciones de las matematicas en economia, concretamente el noveno.
En él, dentro del apartado de aplicaciones de la derivada, el autor introduce los
conceptos de tanto instantaneo de capitalizacion, de grado de marginalidad y de
elasticidad, concluyendo con un apartado que llama Aplicaciones a la economia.
Elasticidad de la demanda.

En otros capitulos encontramos algunas referencias economicas, por ejemplo, en el
décimo el autor introduce beneficio méximo en el monopolio, coste unitario minimo,
valor actual maximo y grado de utilidad marginal, el doceavo concluye con el apartado
Aplicaciones a la economia: Rentas perpetuas y el treceavo concluye con el apartado
Aplicaciones a la teoria de tantos equivalentes de capitalizacion, en el XVI encontramos
el apartado Aplicaciones a la teoria econdmica y en el XVII se explica el Problema de
Schneider.

Pero donde realmente este libro marca la diferencia con un manual estrictamente
matematico es en el ultimo capitulo en el que figura un tratamiento matematico de las
mas importantes funciones econdmicas. Asi por ejemplo, se introducen funciones
marginales y medios, relacion entre la funcion marginal y la funcion media, funciones
de indiferencia, razon marginal de sustitucion, punto de equilibrio, curvas de Engel,
curva de Edgeworth, funcion de produccién, funcién de coste de produccion, funciones
de utilidad, funciones de oferta y demanda, funciones de ingreso, funciones de gasto,
ecuaciones del mercado, monopolio bilateral, curva de la concentracion, curva
logistica, la teoria de la ocupacion y el «multiplicador», expansion y contraccién del

crédito bancario o, la dindAmica de inflacion.

Como veremos mas detalladamente en el proximo apartado, la mayoria de los temas que
aparecen en este programa han ido desapareciendo de los programas universitarios

actuales, seguramente debido a que siempre se ha primado ofrecer las herramientas «por
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si luego se necesitan», en vez de explicar los grandes problemas econdémicos y ver con
gue herramientas se solucionan. Al situar las funciones econémicas al final de los

temas, como una mera aplicacion, l6gicamente es lo primero que se suprime.

2.2. La situacion actual

Si bien en los diez primeros afios desde su comienzo solo existia una facultad en toda
Espafia donde se pudieran cursar estudios de economia, con el paso de los afios fue
aumentando la demanda de dichos estudios, lo que permitié ir abriendo facultades en
todo el territorio espafiol hasta superar las setenta actuales, siendo uno de los &mbitos

més demandados por los estudiantes de nuevo ingreso.

Los estudios de economia han sufrido varias reformas universitarias desde su inicio.
Nosotros nos centraremos en la situacion actual, en la cual el sistema universitario
espafol se encuentra integrado en el nuevo Espacio Europeo de Educacion Superior;
mas concretamente analizaremos la asignatura de matematicas de primer curso de
cualquiera de los grados en el ambito de la economia (administracion y direccion de
empresas, economia, empresariales, contabilidad y finanzas, etc.). Para ello, hemos
seleccionado una amplia muestra de universidades espafiolas*® y hemos revisado los
programas que aparecen publicados en las respectivas paginas web de las universidades,
con la intencion de valorar los contenidos, las competencias y la bibliografia

recomendada. En el anexo 2.1 se indican las direcciones de cada uno de ellos.

2.2.1 Los programas oficiales

Si consideramos la asignatura de matematicas globalmente —sin tener en cuenta las
diferentes divisiones que sufre por pertenecer a cuatrimestres diferentes™>—, hemos
podido constatar a partir de los programas que, mayoritariamente, los contenidos de las
asignaturas de matematicas son muy parecidos a los de un curso estandar de cualquier
carrera cientifica®®. La norma general parece apuntar a la division de la materia en tres

bloques tematicos. Uno corresponde al estudio de funciones reales en una variable real,

12 Alcal4 de Henares, Alfonso X el Sabio, Almeria, Auténoma de Barcelona, Auténoma de Madrid, Barcelona,
Carlos 111, Complutense de Madrid, Europea de Madrid, Girona, Granada, Huelva, Internacional de Catalufia, Lleida,
Oberta de Catalufia, Pompeu Fabra, Rey Juan Carlos, Ramon LIull, Rovira i Virgili y UNED.

13 Hay grados que ofertan una Unica asignatura de matematicas, otros que ofertan dos y otros, tres. En la mayoria de
los caso, las matematicas se imparten en el primer curso académico.

14 Este analisis se puede encontrar ampliamente detallado en la tesis doctoral de Berta Barquero (2009).
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el segundo al estudio de funciones reales en varias variables reales y el tercero al
algebra matricial. A continuacion mostramos los epigrafes o temas que se encuentran
mas frecuentemente en los programas analizados:

- Funciones reales en una variable real:
o0 Conceptos basicos

Limites

Continuidad

Funciones elementales

Derivabilidad

Integracion

O O 0O oo

- Funciones reales en varias variables reales
o0 Conceptos basicos

Limites

Continuidad

Curvas de nivel

Diferenciabilidad

Aproximaciones

O O 0O 0o O

- Algebra matricial
0 Vectores
Matrices
Formas cuadraticas
Sistemas de ecuaciones lineales
Diagonalizacion

o]
o]
o]
o]
La mayor parte de los programas de grado analizados muestra una escasa o inexistente
referencia a las posibles cuestiones econdémicas. En algunos casos se limitan a afiadir al
final de cada tema un apartado de «aplicaciones econdémicas», en otros no hay
referencia alguna, y s6lo unos pocos utilizan terminologia econémica. A continuacion

mostramos en una tabla algunos de estos Gltimos casos™.

15 Extraidos directamente de las respectivas paginas web (anexo 2.1)
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Universidad CONTENIDO

Mateméticas Empresariales - ADE
Tema 3: Algunas funciones de la Economia
Las funciones de demanda y oferta
Equilibrio de un mercado
Las funciones de ingreso, coste y beneficio
Las funciones de coste medio
Lleida Tema 4: Variacion de una funcion. Aplicaciones a la Economia
Aplicacion a las funciones economicas (oferta, demanda, ingreso, coste, beneficio, etc.)
Marginalismo econémico y elasticidad
Tema 9: El modelo Input-Output de Leontief
Descripcion de una tabla input-output, la matriz tecnoldgica.
Andlisis input-output. EI modelo estatico de Leontief.

Matematicas Empresariales 11 - ADE
Barcelona Tema 2: Funciones Homogéneas
2.3. Aplicaciones econémicas de las funciones homogéneas: los rendimientos a escala

Matematicas Il - ADE
4.Funciones Homogéneas
Girona 4.4 Elasticidades parciales
4.5 Las funciones de produccién de Cobb-Douglas. Elasticidad de rendimiento.

Matematicas | - ECO
Tema 4. Funcién real de variable real
4.2 Derivada y elasticidad de una funcién

Rovira i
Virgili Mateméticas | I- ADE, ECOy CyF
Tema 2. Funciones de varias variables
2.3 Elasticidad parcial
Métodos matematicos para la economia | - ECO
Tema 7. Derivadas. Analisis del comportamiento.
7.5 Valoraciones en el comportamiento de las funciones econémicas. Valores marginales. Elasticidades.
Rey Juan
Carlos | Métodos matematicos para la economia Il - ECO
Tema 5. Ecuaciones diferenciales. Analisis dindmicos continuos
5.4 Aplicaciones a los analisis econédmicos dinamicos continuos.
Matemaéticas empresariales 11 - ADE, CyF
Alcala Tema 7 Optimizacion
Aplicaciones a modelos econdmicos
Matematicas — ECO
. Tema 4. Sistemas de ecuaciones
Almeria

4.3 Sistemas de Leontief (Input-output)

Matematicas - ADE, ECO y CyF
Tema 2. Conceptos bésicos sobre funciones de una variable
2.3 Funciones en economia: oferta, demanda, ingresos, costes, beneficios, utilidad
Tema 7. Diagonalizacién de matrices por semejanza
7.3 Interpretaciones y aplicaciones econdmicas

Matemaéticas para la economia | - ECO
Tema 1. Nociones bésicas de funciones de varias variables
Funciones de varias variables destacadas en economia: funcién de utilidad, funcién cuadréatica de costes, funcion de
Granada produccion
Tema 3. Calculo diferencial para funciones de varias variables. Optimizacion sin restricciones
Aplicaciones a las economias de rendimientos crecientes, decrecientes y constantes a escala. Aplicaciones a la
maximizacion de funciones de beneficios y minimizacién de funciones de coste.
Tema 4. Calculo integral para funciones de varias variables
Aplicaciones econdémicas: trayectoria temporal de un factor. Célculo de la utilidad neta. Célculo del excedente del
consumidor.
Tema 5. Ecuaciones diferenciales ordinarias
Modelos econémicos: modelos clasicos, modelos de inversion y gasto pablico.

ADE: Administracion y direccion de empresas; ECO: Economia; CyF: Contabilidad y finanzas

Tabla 2.1. Referencias econdmicas extraidas de programas de la asignatura de matematicas en grados de
admbito econémico.
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Como B. Barquero (2009) pone en evidencia en su tesis doctoral, la ideologia imperante
en la ensefianza de las matematicas en las facultades de Ciencias Experimentales
(CCEE) es la que podriamos denominar de «aplicacion de conocimientos
prestablecidos»: lo primero, y mas importante, es aprender a manipular las herramientas
matematicas y los modelos matematicos (fijados de antemano) basicos y después ya se
vera como aplicarlos en cada ambito particular de trabajo. Los modelos matematicos se
«fabrican» a partir de las nociones, propiedades y teoremas de cada tema y, una vez
construidos, de forma completamente independiente de cualquier sistema
potencialmente modelizable, se buscan las posibles aplicaciones de estos modelos que,
por tanto, nunca pueden ser modificados (ni, ain menos, originados y construidos) por
las necesidades internas y las posibles evoluciones o ampliaciones de los sistemas que

se pretende estudiar.

Esta misma interpretacion se puede extraer del andlisis de los programas revisados. De
hecho, s6lo en una pequefia minoria de los programas encontramos alguna mencion a
las aplicaciones concretas de las matematicas en la economia. Estos estudios estan muy
lejos de una ensefianza «mixta», término que Y. Chevallard utiliza en el sentido de
«buscar el contacto con el mundo, no tener miedo a mezclarse» con otras disciplinas ni,
aun menos, con la «realidad» que estas disciplinas se proponen estudiar. A lo sumo, este
mestizaje aparece en algunas actividades practicas, como por ejemplo en la asignatura
de Matematicas | de los grados en administracién y direccién de empresas, en
economia, en contabilidad y finanzas y en empresa y tecnologia, de la Universidad

Auténoma de Barcelona, donde encontramos por ejemplo:

Tema 3. Funciones de varias variables. Representacion grafica y curvas de nivel.

Caso practico: Funciones de produccion, funciones de utilidad y funciones de salario.
Funciones Cobb-Douglas, lineales, Leontief y casi-lineales.

Tema 6: Teorema de la funcion implicita y teorema de la funcion inversa.

Caso practico: Obtencién de la pendiente de la curva de nivel de diversas funciones de
interés en el ambito de la economia y la empresa. Ejercicios de estatica comparativa en
diversos modelos econémicos basicos.

Tema 7: Optimizacion sin restricciones.

Caso préctico: Determinacién de extremos y estudio de la concavidad y convexidad de
diversas funciones de interés en el &mbito de la economia y la empresa.

Tema 8: Optimizacidon con restricciones de igualdad

Caso practico: Resolucion de diversos problemas de optimizacion en el entorno de la
economia y la empresa.
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O en la asignatura de Matematicas Il de los mismos grados y misma universidad:

Tema 2. El mundo de las funciones y la economia.

Actividad supervisada: Las funciones como modelo de situaciones econdémicas: algunos
ejemplos.

Tema 7: Optimizacién en una variable real.

Actividad supervisada: Resolucion de problemas de optimizaciéon en la economia y la
empresa.

Tema 8: Teoria de la integral.

Actividad supervisada: la integracion en el ambito de la economia.

Durante las Il Jornadas universitarias de innovacion docente en Matematicas
aplicadas a la economia y la empresa que tuvieron lugar en julio de 2011 en Barcelona,
tuvimos la ocasion de conversar directamente con profesores responsables de las
asignaturas de matematicas en distintos grados de economia de diferentes universidades
catalanas sobre sus practicas docentes. En concreto sobre el funcionamiento de clases,
destacaremos varios aspectos que tienen que ver principalmente con un cambio en la
organizacion. El mas relevante quizas, es el aumento de tiempo que dedican en clase a
la resolucidn de ejercicios que previamente se les ha facilitado y su posterior resolucion
presencial o en plataformas digitales. Esta actividad se realiza en algunos casos de
forma individual pero va en aumento el trabajo en grupo. Otro aspecto que observamos

es la importancia del uso del «ejemplo» para introducir conceptos.

Dos de los principales problemas con los que los profesores de estos grados en
economia comentan son, por un lado, el bajo nivel académico con el que en general los
alumnos llegan a la universidad, incrementandose los casos de alumnos que acceden sin
ni siquiera haber cursado la asignatura de matematicas en el bachillerato. El otro
problema es la aversion de la mayoria de los alumnos hacia las matematicas, que las
asocian con ejercicios mecénicos sin espacio a la creatividad y sin ninguna relacion con

la economia.

Finalmente, para concluir con el apartado dedicado a los programas de las asignaturas,
hay que mencionar un nuevo sub-apartado dedicado a las «competencias» —generales y
especificas— que se ha introducido recientemente como exigencia formal (mas que

funcional) para complementar la descripcion de los programas.
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En dicho apartado, no encontramos practicamente ninguna mencion a las matematicas.
Hay alguna excepcion. En algunos programas se mencionan en el apartado de
competencias especificas que la asignatura de matematicas deberia conducir por
ejemplo a «comprender el lenguaje matematico y saber explicar diferentes conceptos
basicos a través del mismo» o «afianzar los conocimientos matematicos previos y
avanzar en nuevos conceptos, métodos y técnicas de andlisis, profundizando en el rigor,
razonamiento e intuicion». En relacidén con el &mbito de la economia y empresa, solo
aparecen descripciones muy generales, como «aplicar los conceptos matematicos

estudiados al planteamiento y resolucion de problemas econdmicos», entre otros.

Pero en general las matematicas aparecen separadas de la economia. De hecho, esta
misma vision aparece en el Libro Blanco de Economia (Aneca 2005)*, donde las
matematicas figuran como un «conocimiento soporte (basico)» al lado de la estadistica

y las tecnologias de proceso de la informacion empresarial.

2.2.2 Los libros de texto o de consulta

Otro indicador que hemos querido analizar es la bibliografia recomendada en los
programas revisados. A continuacion mostramos los libros que mas veces hemos
encontrado citados en estos programas, ordenados por la frecuencia con la que han

aparecido:
Sydsaeter, K. & Hammond, P.J. (1996). Matematicas para el Analisis Econémico.
Larson, R. E., Hostetler, R. P. & Edwards, B. H. (2006). Calculo Vol. 1y 2.
Chiang, A. C. & Wainwright, K. (2006). Métodos Fundamentales de Economia Matematica.
Balbas, A.; Gil, J. A.& Gutiérrez, F. (1989). Andlisis matematico para la Economia l y II.
Alegre, P. et al. (1990).Ejercicios resueltos de Matematicas Empresariales 1 y II.
Camara, A.; Garrido, R.& Tolmos, P. (2002). Problemas Resueltos de Matematicas para Economia y
Empresa.
Gutiérrez Valdeon, S. & Franco, A. (1997). Matematicas aplicadas a la economia y la empresa.
Blanco, S.; Garcia, P. & Pozo del, E. (2002). Matematicas Empresariales I. Vol. 1y 2.
Barbolla, R. et al. (2001). Optimizacion. Cuestiones, ejercicios y aplicaciones a la Economia.
Stewart, J.(2001). Calculo de una variable Vol. I.
Sanz, P. & Vazquez, F. J. (1995). Cuestiones de calculo.

18 http://www.aneca.es/var/media/150292/libroblanco_economia_def.pdf (pag. 104)
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Como podemos observar, aparecen tanto libros dirigidos a las matemaéticas aplicadas a
la economia como libros exclusivamente matematicos. Salvo el volumen de Chiang
(2006), el resto de los libros mantiene una estructura basada en la logica de la
construccion de los conceptos matematicos y no en la logica de los grandes tipos de
problemas econdémicos. A modo de ejemplo presentamos los indices de los dos libros
mas citados en las bibliografias de los programas:

. Introduccién.

. Funciones de una variable: introduccidn.
. Polinomios, potencias y exponenciales.

. Célculo diferencial de una variable.

. Més sobre derivacion.

. Limites, continuidad y series.

. Consecuencias de la continuidad y de la derivabilidad.
. Funciones exponenciales y logaritmicas.
. Optimizacion en una variable.

10. Integracion.

11. Otros temas de integracion.

12. Algebra lineal: vectores y matrices.

13. Determinantes y matrices inversas.

14. Otros temas de algebra lineal.

15. Funciones de varias variables.

16. Técnicas de estadistica comparativa.
17. Optimizacion en varias variables.

18. Optimizacion restringida.

19. Programacién lineal.

20. Ecuaciones en diferencias.

21. Ecuaciones diferenciales.

OCOoOoO~NOUTh WN P

Tabla 2.2. indice del libro: Matematicas para el Analisis Econémico de Sydsaeter & Hammond

1 Limites y sus propiedades

2 Derivacion

3 Aplicaciones de la derivada

4 Integracion

5 Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes
6 Ecuaciones diferenciales

7 Aplicaciones de la integral

8 Técnicas de integracion, regla de L’Hdpital e integrales impropias
9 Series infinitas

10 Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

11 Vectores y la geometria del espacio

12 Funciones vectoriales

13 Funciones de varias variables

14 Integraciéon multiple

15 Andlisis vectorial

Tabla 2.3. indice del libro: Calculo Vol 1 de Larson & Hostetler
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Como se puede observar ambos libros tienen indices similares a pesar que el primero
estd dirigido a las matematicas aplicadas a la economia y el segundo es un manual
matematico sin ninguna vinculacion con otra disciplina. En un analisis detallado del
primero observamos que ninguno de los conceptos matemaéticos introducidos viene
motivado por una cuestion econdmica. Es mas, las aplicaciones econémicas aparecen
muchas veces como ejemplos mostrativos de lo que se acaba de explicar unas pocas
lineas antes y en algin capitulo aparece como ultimo apartado uno dedicado
exclusivamente a «aplicaciones a la economia». Tal como se lee en el prélogo, «el
proposito de este libro es ayudar a los estudiantes a adquirir las habilidades matemaéticas
que necesitan para leer los articulos de economia menos técnicos, al menos, y asi ser
capaces de desempefiar una labor de economistas o de analistas financieros en el mundo
contemporaneo. [...] A veces damos importancia a lo econémico no solamente para
motivar un tema matematico, sino para ayudar a tener una intuiciéon matematica. [...]
Sin embargo, es posible estudiar este libro antes de embarcarse en estudios de economia

propiamente dichos.»

En cambio, el libro de Chiang, que la mayoria de programas de los grados de economia
analizados cita —aunque practicamente ninguna facultad utiliza como referente—
presenta una estructura muy original donde los grandes tipos de problemas econdémicos
son los que rigen la organizacion de los contenidos matematicos. A continuacién

mostramos el indice reducido (el completo se encuentra en el anexo 2.2):

La naturaleza de la economia matematica
Modelos econémicos
Anaélisis del equilibrio en economia
Modelos lineales y algebra lineal
Modelos lineales y algebra matricial (continuacién)
Estatica comparativa y el concepto de derivada
Reglas de diferenciacion y su uso en estatica comparativa
Anélisis estatico comparativo de modelos con funciones generales
Optimizacion: Una variedad especial del andlisis de equilibrio
. Funciones exponenciales y logaritmicas
. El caso de méas de una variable de la eleccién
. Optimizacion con restricciones de igualdad
. Dindmica econdémica y célculo integral
. Tiempo continuo: Ecuaciones diferenciales de primer orden
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15. Ecuaciones diferenciales de orden superior

16. Tiempo discreto: Ecuaciones en diferencias de primer orden

17. Ecuaciones en diferencias de orden superior

18. Ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias simultaneas
19. Programacion lineal

20. Programacion lineal (continuacion)

21. Programacion no lineal

Tabla 2.4. indice de Métodos Fundamentales de Economia Matematica de Chiang

El contenido de los tres libros es muy parecido, pero mientras en los dos primeros se
presentan conceptos matematicos y luego sus aplicaciones, el libro de Chiang muestra
problemas econémicos que se resuelven con herramientas matematicas. A modo de
ejemplo, mostraremos como se introduce en los tres libros citados un mismo concepto:

la derivada.

4, Calculo diferencial de una variable

Un tema importante de las disciplinas cientificas, incluyendo la economia, es el estudio de la
velocidad de variacién de las cantidades con el tiempo. Para calcular la posicion futura de un
planeta, para predecir el crecimiento de la poblacion de una especia bioldgica, o para dar una
estimacion de la demanda futura de un bien, necesitamos informacién sobre la tasa de
variacion.

El concepto matematico que se usa para describir la tasa de variacién es el de derivada, que es
el concepto central del analisis matematico. En este capitulo se define la derivada de una
funcién y se dan algunas reglas sencillas para calcularla. En el capitulo siguiente se dan otras
reglas que permiten calcular las derivadas de funciones mas complicadas.

Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) descubrieron, independientemente,
la mayoria de esas reglas. Esto inicid el desarrollo del calculo diferencial e integral.

4.1 Pendientes de curvas

Aungue en economia nos interesa usualmente la derivada como tasa de variacion,
comenzaremos este capitulo con una motivacion geométrica del concepto. [...]

Tabla 2.5. Introduccion de la derivada en Matematicas para el Analisis Econémico de Sydsaeter & Hammond

Capitulo 2 — Derivacién

Seccion 2.1 — La derivada y el problema de la recta tangente

Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
Usar la definicion de limite para calcular la derivada de una funcién.

Comprobar la relacion entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente
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El calculo se desarrollé a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los
matematicos europeos en el siglo XVII.

El problema de la recta tangente (seccion 1.1 y esta seccion)

El problema de la velocidad y la aceleracidn (secciones 2.2 y 2.3)

El problema de los méaximos y los minimos (seccién 3.1)

El problema del area (secciones 1.1y 4.2)

Cada uno de ellos involucra la nocion de limite y podria servir como introduccidn al calculo.

En la seccion 1.1 se hizo una breve introduccion al problema de la recta tangente. Aunque Pierre
de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens (1692-1695) e Isaac
Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, la primera solucion general se suele
atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz (1646-1716). El trabajo de Newton
respecto a este problema procedia de su interés por la refraccion de la luz y la optica.

¢ Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circunferencia, la
recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P como se muestra
en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ;,como se podrian
definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una recta es tangente
a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal definicion seria correcta
para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda. También se podria decir que una
recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccion en ella exactamente en el punto P,
definiciéon que serviria para una circunferencia pero no para curvas generales, como sugiere la
tercera curva de la figura 2.2.

En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de calcular su
pendiente en ese punto. Aproximar la pendiente de la recta tangente usando la recta secante*que
pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se muestra en la figura 2.3. Si (c,f(c)) es el
punto de tangencia y (c+Ax, f(c+Ax)) es el otro punto de la grafica de f, la pendiente de la recta
secante que pasa por ambos puntos se encuentra sustituyendo en la férmula;

2=y fle+An)-£() fe+A0)~f(©)
m=#$msec_— mSEC=T

X2—Xq - (c+Ax)—c
El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente incremental o diferencial. El
denominador Ax es el cambio (0 incremento) en X y el numerador Ay = f(c + AX)
La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener aproximaciones mas y mas
precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la grafica cada vez mas
préximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4

Definicidn de la recta tangente con pendiente m
Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademas existe el limite
Ay  flc+Ax)—f(c)
= l1im =m
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Entonces, la recta que pasa por (c, f(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta tangente a la
gréafica de f en el punto (c, f(c)).

[..]

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del célculo. El limite utilizado para definir la
pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos operaciones
fundamentales del calculo: la derivacion.
Definicidn de la derivada de una funcion
La derivada de f en x viene dada por f'(x) = limy,_q %}i_’cm siempre que exista ese limite.

Para todos los x para los que exista este limite, f* es una funcidn de x.

Tabla 2.6. Introduccién de la derivada en Calculo Volumen 1 de Larson & Hostetler
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Cap. 6 — Estatica comparativa y el concepto de derivada

6.1. La naturaleza de la estatica comparativa

La estatica comparativa, como su propio nombre sugiere, trata de la comparacién de los
diferentes estados de equilibrio que estan asociados con diferentes conjuntos de valores de los
parametros y de las variables exdgenas. Con tal motivo, siempre se empieza asumiendo un
estado de equilibrio inicial dado. Por ejemplo, en el modelo de mercado aislado, tal equilibrio
estaria representado por un precio determinado P y su correspondiente cantidad Q.
Analogamente, en el modelo sencillo de renta nacional (3.23), el equilibrio inicial estaria
especificado por una determinada Y y su correspondiente C. Ahora bien, si introducimos un
cambio que desequilibre el modelo — mediante una variacién en el valor de algin pardmetro o de
alguna variable exdgena —, por supuesto el equilibrio inicial se vendra abajo. Como resultado, las
distintas variables enddgenas deberadn experimentar ciertos ajustes. Si se supone que puede
definirse y alcanzarse un nuevo estado de equilibrio relacionado con los nuevos valores de los
datos, la cuestion que se plantea en el analisis estatico-comparativo es: ;Cémo comparariamos el
nuevo equilibrio con el anterior?

Conviene observar que en estatica comparativa tampoco no hacemos caso del proceso de ajuste
de las variables; simplemente comparamos el estado de equilibrio inicial (precambio) con el
estado de equilibrio final (postcambio). De nuevo también excluimos la posibilidad de que el
equilibrio sea inestable, porque suponemos que el nuevo equilibrio es alcanzable, tal como lo era
el anterior.

Un analisis estatico-comparativo puede ser de caracter o cualitativo o cuantitativo. Si por
ejemplo, estamos interesados solo en la cuestién de si la renta de equilibrio Y crecera o
disminuird cuando se incremente la inversion |y, el andlisis serd cualitativo porque solo se
considera cual es la direccién del cambio. Pero si nos referimos a la magnitud del cambioen'Y a
resultas de un cambio en Iy (es decir, la magnitud del multiplicador de la inversion), el analisis
obviamente sera cuantitativo. Sin embargo, al obtener una respuesta cuantitativa,
automaticamente podemos identificar la direccion del cambio a partir de su signo algebraico. De
aqui que el analisis cuantitativo siempre incluya el cualitativo.

Debe quedar claro, por tanto, que el problema a considerar es esencialmente el de hallar la tasa
de cambio: tasa de cambio del valor de equilibrio de una variable enddgena con respecto al
cambio en un pardmetro particular o variable exdgena. Por esta razon, el concepto matematico de
derivada toma un significado preponderante en estatica comparativa, porque este concepto — el
mas fundamental de la rama de las matematicas conocida como calculo diferencial - jesta
directamente relacionado con la nocion de tasa de cambio! Ademds, mas adelante,
encontraremos que el concepto derivada también es muy importante en los problemas de
optimizacion.

Tabla 2.7. Introduccion de la derivada en Métodos Fundamentales de Economia Matematica de Chiang

2.2.3. Los examenes

Los programas no aportan una informacion suficientemente fiable sobre el tipo de

actividades matematicas que se realizan en el aula. En nuestra opinion, los examenes

propuestos pueden ser un buen indicador de lo que el profesor — como representante de

la institucion escolar— ha considerado esencial. Y por ello hemos revisado una amplia

muestra de los examenes realizados durante el curso académico 2010/11 en diferentes

grados de economia de diferentes facultades espafiolas.
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Si los programas nos mostraban una realidad similar a la que encontramos en carreras
cientificas, los exdmenes vienen a confirmar esta situacion. La mayor parte de los
enunciados analizados nos muestra una estructura estdndar en los que abundan
problemas expresados en contextos econdmicos, donde se plantean cuestiones
matematicas y a lo sumo se propone en algun apartado alguna aplicacion econémica. A
modo de ilustracion mostramos el siguiente problema propuesto en el examen de la
asignatura de Analisis matematico del grado en economia y finanzas de la Universidad

Auténoma de Madrid, en junio del afio 2011:

3. Un almacén de camisetas vende dos marcas competidoras, A y B. El propietario del almacén
puede obtener ambas camisetas a un coste de 2 euros la unidad y calcula que si las camisetas
tipo A se venden a x euros cada una y las de tipo B a y euros la unidad, los consumidores
compraran cada dia 400 — 500x + 400y camisetas de tipo A y, 200 + 600x — 700y camisetas de
tipo B. Se pide:

(a) [0.5 puntos] Obtener la funcion que determina el beneficio diario del almacén en funcién de
los precios x e y de cada tipo de camiseta.

(b) [1 punto] ¢Qué precios debe fijar el propietario del almacén para obtener el maximo
beneficio? ¢Cuantas camisetas de cada tipo se venderan diariamente? ;Cuanto ganara el
almacén?

(c) [0.5 puntos] ¢Es la solucién encontrada un maximo global?

Como se puede ver, los dos primeros apartados plantean situaciones aplicadas a la
economia, pero la tercera es una cuestibn matematica sin ninguna interpretacion
economica. La tonica general consiste en aprovechar los «contextos economicos» para

plantear cuestiones matematicas.

En el anexo 2.3 se presenta una recopilacion de diferentes exdmenes, cuya revision nos
permite concluir que, en la mayoria de los casos, no se requiere ninguna interpretacion
econdémica. Mas bien, los problemas se presentan oportunamente disfrazados de
entornos econdmicos para plantear cuestiones exclusivamente matematicas. Cabe afiadir
que hemos encontrado muchos enunciados de examenes en los que no se hace ninguna
referencia econdémica y bien podrian pasar por enunciados de examen de cualquier
asignatura de matematicas de carreras cientificas. En todo caso, las preguntas con

contenido econdmico representan un porcentaje muy bajo en la nota global del examen.
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3. Las matematicas para las ciencias sociales en el bachillerato espafiol

En el apartado anterior se ha visto como, mayoritariamente, las matematicas que se
estudian en los grados en economia no difieren mucho de las que se estudian en
cualquier carrera cientifica y que su alejamiento de la realidad econémica hace que esta
asignatura no esté plenamente integrada en tales estudios. En esta seccion, veremos que

esta falta de adecuacion es incluso mas grave en el caso de los estudios de bachillerato.

Tal como hemos hecho en el caso de los estudios universitarios, empezaremos por un
breve recorrido histérico de la formacién econdmica en la ensefianza secundaria en
Espafia y sus relaciones con las matematicas, para finalmente llegar al momento actual y

ver en qué estado se encuentran estos estudios.

3.1. La formacion econémica en la historia de la ensefianza Secundaria espafiola

A finales del siglo diecinueve, el pedagogo y fundador de la Institucion Libre de
Ensefianza®’ Francisco Giner de los Rios fue pionero en la integracion de la economia
en la educacion elemental. El creia que facilitando conocimientos econémicos a la
poblacion se favorecia una buena administracion de los recursos del pais. Asi, en 1896,
incorporé al programa de bachillerato de dicha institucion una asignatura Ilamada
Principios de técnica agricola, industrial y econdmica, que incluia temas elementales
de economia politica. En el afio 1938 una reforma’® en el bachillerato eliming esta
asignatura del programa. No es hasta la introduccion de la Ley de Ordenacion General
del Sistema Educativo® (LOGSE), en el afio 1991, que se incorpora de nuevo la materia
de Economia al bachillerato, concretamente en la modalidad de Humanidades y
Ciencias Sociales. Con esta reforma aparece también la asignatura Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales —que sustituye a la asignatura de Matematicas Il
vigente hasta ese momento— que es la que, de forma natural, deberian cursar aquellos

alumnos que quieren iniciar sus estudios universitarios en el area de economia.

17 Institucion educativa privada fundada en 1876 por un grupo de catedraticos comprometidos en la renovacion
educativa, cultural y social de Espafia que habian sido separados de la Universidad por defender la libertad de catedra
y negarse a ajustar sus ensefianzas a los dogmas oficiales en materia religiosa, politica o moral.
(http://www.fundacionginer.org/historia.htm)

8 | ey de Reforma de la Ensefianza Media de 20 de septiembre de 1938 - BOE de 23 de septiembre de 1938.
(http://www.filosofia.org/mfa/fae938a.htm)

1 Ley Orgénica 1/1990, de 3 de octubre de 1990, de Ordenacién General del Sistema Educativo.
(http://www.boe.es/boe/dias/1990/10/04/pdfs/A28927-28942.pdf)
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Sobre la adecuacion de estas asignaturas con la realidad a la que se refieren, en el Libro
Blanco de Economia (Aneca 2005) se recogen las siguientes reflexiones:

La LOGSE corrigio parcialmente el déficit existente con la inclusion de la materia Economia en la
modalidad de Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales, alejando de ella a los alumnos de
las otras tres. Pero la ausencia de un itinerario mas especifico para la formacion de futuros
economistas revela el que constituye uno de los mayores problemas del disefio actual: la
inadecuada formacidn en matematicas de este Bachillerato respecto de la que se les va a exigir en
la universidad.

Junto a la notable diferencia entre los contenidos curriculares matematicos de este itinerario y los
de Ciencias y Ciencias de la Salud, hemos de considerar que los docentes de la asignatura
tropiezan con el desinterés y la falta de base de una mayoria de alumnos que literalmente, huyen
de las matematicas. Desde luego que la Economia es una Ciencia Social, pero no cabe duda que
necesita de un instrumental matematico mucho mayor que la Historia, la Geografia, la Psicologia o
el Derecho.

Hasta el momento, para acceder a la Diplomatura de Empresariales o a las Licenciaturas de
Direccion de Empresas o de Economia, no se exige haber superado ninguna modalidad especifica
de Bachillerato y basta con aprobar la selectividad. No es de extrafiar que haya buenos estudiantes
que fracasen al llegar a la universidad y como se constata con caracter general, en el primer curso
sea muy comuin un elevado nimero de suspensos y no presentados en Matematicas, constituyendo
un enorme tapén que distorsiona toda evaluacion referente a la calidad de la docencia®.

Esta reflexion, propuesta por un grupo de reconocidos profesores de diferentes
facultades espafiolas de Economia y Ciencias Empresariales, arroja una realidad
bastante desalentadora, que va empeorando a medida que pasan los afios sin que nadie

le ponga remedio.

Maés en general, en cuanto a la formacion econdmica en la ensefianza secundaria

espafiola, en el Libro Blanco se afirma:

[...] Constituye un principio pedagdgico fundamental considerar que han de ser las actividades
cotidianas cercanas al alumno las que deben indicar la secuenciacion conceptual de los contenidos
que se ofrecen. Pese a ello, comprobamos como en ese nivel educativo [la ESO] y en la mayoria
de opciones del Bachillerato permanecen ausentes componentes basicos para la formacion del
ciudadano, como los referentes al mercado, sus elementos y caracteristicas; a los agentes
econémicos (economias domésticas, empresas y administraciones publicas) y sus interrelaciones;
al significado de las macromagnitudes, de los presupuestos publicos, del ahorro, los impuestos, la
politica econdmica, etc. Por su significacion especial, habria que destacar la funcion reguladora del
Estado y su imprescindible papel en la redistribucion de la renta.

2 |bid. p.82.
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Por todo ello, son muchos los docentes que estiman conveniente la implantacion en la oferta
educativa del segundo ciclo de la ESO de una materia introductoria que ofrezca los conocimientos
econémicos esenciales. Esta asignatura formaria ciudadanos para ejercer un consumo responsable
y sentaria las bases del espiritu emprendedor impulsor de una posible iniciativa empresarial, tan
necesaria en nuestra sociedad (Ibid, p.81).

Durante la elaboracién de esta memoria, el Departament d’Ensenyament del Govern de
la Generalitat de Catalunya ha aprobado un plan que, buscando fomentar la iniciativa
empresarial entre el alumnado de secundaria, introducira en el curriculum de cuarto de
ESO una nueva asignatura: Orientacion profesional e Iniciativa emprendedora, que los

alumnos podran escoger de manera optativa a partir del curso 2012/13%,

Finalmente nos parece oportuno afadir otra reflexion que va en la misma linea,
publicada por José M. Dominguez® y J. Felipe Foj* en el diario de economia Cinco

Dias:

[...] Desde hace afios, muchas voces se han manifestado a favor de acabar con el confinamiento
actual, abogando por generalizar las ensefianzas de economia al conjunto de modalidades del
bachillerato. Son numerosas las razones que, desde nuestro punto de vista, avalan dicho
planteamiento: la transcendencia de los aspectos econémicos en la vida real y su necesaria
asimilacion para el ejercicio de una ciudadania responsable, la relevancia creciente de las
cuestiones econdmicas en las distintas facetas del conocimiento, asi como sus evidentes
repercusiones en todas las ocupaciones y sectores de actividad, en los que el alumno ya se
desenvuelve como consumidor.

En este contexto, no parece razonable que sea necesario tener que cursar estudios universitarios de
la especialidad para poder tener una vision bésica acerca del funcionamiento del sistema
econdmico, de las relaciones comerciales internacionales, del papel de los impuestos, de la
configuracion de los servicios publicos y de los esquemas de prestaciones sociales, entre otras
importantes cuestiones, todas ellas imprescindibles para forjarnos una idea adecuada de nuestros
derechos y deberes como ciudadanos, ahorradores o prestatarios, la familiarizacion con los
fundamentos econémicos allana el terreno para unas relaciones sociales mas sélidas, fluidas y
transparente524.

2! hitp://www.elperiodico.cat/ca/noticias/societat/iniciativa-empresarial-sera-una-materia-optativa-deso-1213296

22 Catedratico de Economia aplicada de la Universidad de Malaga y vocal de la junta directiva de la Organizacion de
Economistas de la Educacion.

28 profesor de Economia del Instituto «El Palo» de Malaga y miembro de la Asociacién Estatal de Docentes de
Economia en Secundaria.

2427 de febrero de 2007.

84



3.2. Los programas

Dada la diferencia existente entre las comunidades autbnomas en Espafia en cuanto a la
programacion (debida, entre otras cosas, a las exigencias derivadas del estudio de las
diferentes lenguas oficiales), nos centraremos en lo que sigue en el caso del bachillerato
catalan. Tal como queda recogido en el decreto 142/2008% de la comunidad auténoma
de Catalunya bajo el marco de la Ley Organica de Educacion® espafiola, existen tres
modalidades del bachillerato: artistico, cientifico-tecnolégico y, humanistico y ciencias
sociales, estructurado en materias comunes, en materias de modalidad y en materias

optativas.

Los alumnos tienen que cursar, en el conjunto de los dos cursos del bachillerato, un
minimo de seis materias de modalidad, de las cuales al menos cinco tienen que ser de la
modalidad escogida. Entre las materias de la modalidad de Humanidades y Ciencias
Sociales encontramos: Economia, Economia de la empresa | y I, y Matematicas
aplicadas a les ciencias sociales 1 y 11 ?’. Estas cinco materias tienen una evidente
importancia para nuestro trabajo, ya que son la base con la que el futuro estudiante
deberia iniciar sus estudios de grado de cualquier area de economia. Por ello, hemos

analizado las relaciones que se establecen en el decreto mencionado.

En el caso de la Economia, el decreto indica que esta materia tiene relacion con las
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales, ya que requiere el conocimiento de la
estadistica descriptiva y la interpretacion del célculo de los pardmetros mas
significativos, asi como de las diferentes formas de representacion grafica como
herramientas fundamentales para asegurar el analisis de datos. También comporta la
comprension de la idea de funcion y de su representacion (especialmente por lo que se
refiere a las curvas de demanda y oferta) y del sistema de ecuaciones relacionado con el
precio y la cantidad de equilibrio del mercado. Entre sus contenidos encontramos:

%5 Decreto 142/2008, de 15 de julio, por el cual se establece la ordenacion de las ensefianzas del bachillerato en
Catalunya (http://www.gencat.cat/diari/5183/08190087.htm)

% |_ey organica de educacién, 2/2006, de 3 de mayo:
(http://www.boe.es/boe/dias/2006/05/04/pdfs/A17158-17207.pdf)

2T El resto de materias de modalidad son: Geografia, Griego | y II, Historia del arte, Historia del mundo
contemporaneo, Latin | y Il, Literatura universal, Literatura catalana y Literatura castellana.
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- Resolucion grafica del modelo de competencia perfecta: la determinacion del
precio de equilibrio

- Identificacion de los cambios que suponen desplazamientos de las curvas y sus
consecuencias en el equilibrio

- Célculo e interpretacion de la elasticidad-precio.

El decreto establece explicitamente que la conexion con la materia de Matematicas
aplicadas a las ciencias sociales se da a través de las progresiones (un modelo para el
estudio del interés simple y compuesto); de la hoja de calculo (una herramienta para
resolver problemas de matematicas financieras); de la representacién grafica de
funciones por medio del uso de programas informaticos; del analisis de funciones para
extrapolar modelos de fendmenos sociales y econdmicos; de la estadistica descriptiva
(gestion, tratamiento e interpretacion critica de datos, graficos y pardmetros, y las
diferentes fases y tareas de un trabajo estadistico); de las distribuciones bidimensionales
(interpretacion de fendmenos sociales y economicos en que intervienen dos variables), y
de la resolucién de sistemas de ecuaciones (interpretacion de dos ecuaciones lineales
aplicacion del estudio local y global de una funcion a situaciones propias de las ciencias
sociales y econémicas).

Por otro lado, en la materia de Economia de la empresa, el decreto precisa que existen
numerosas conexiones con los contenidos de las matematicas aplicadas a las ciencias
sociales relacionadas con el analisis y tratamiento de datos que permiten la toma de
decisiones. Méas concretamente, en el primer curso estas conexiones vendrian dadas por
la estadistica descriptiva (gestion, tratamiento e interpretacion critica de datos, graficos
y parametros); el analisis de funciones para extrapolar modelos de fenomenos sociales y
econdmicos, y la representacion grafica de funciones (por medio del uso de programas
informaticos). Y en el segundo curso, por el interés simple y compuesto; las anualidades
de capitalizacion y amortizacion; la programacion lineal, y los problemas de maximos y

minimos.

Como hemos podido observar, la asignatura de Matematicas aplicadas a las ciencias
sociales presupone conexiones importantes con las tres asignaturas propiamente
econdémicas ya desde primer curso del bachillerato, al menos de forma oficial en el

curriculum. El problema surge por la no obligatoriedad de cursar ninguna de estas cinco
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materias pudiéndose dar el caso paraddjico que un alumno que inicia primer curso

universitario de cualquier grado de economia no haya cursado ninguna de ellas.

Nos parece importante poner en evidencia la existencia de algunas incoherencias en los
contenidos que marca el curriculum. Por ejemplo, en la materia Economia, aparece un
concepto muy importante utilizado en teoria econémica, la elasticidad —que procede
inicialmente del campo de la fisica— que se define como la variacion porcentual de una
variable en relacion con otra variable. Se trata de un concepto fundamentado en la
nocion de derivada que en ningin momento se trabaja en la materia de Matematicas

aplicadas a las ciencias sociales.

Por otro lado, si comparamos el curriculum de las asignaturas de Matematicas —
correspondiente a la modalidad de bachillerato cientifico-tecnolégico— y de
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales, observamos que cualquier alumno que
haya cursado la primera estara mejor preparado para enfrentarse a la asignatura de
matematicas en estudios universitarios en economia, ya que sus contenidos son mas
afines a los seguidos en los estudios de economia (por ejemplo, en muchos programas
analizados, el célculo integral forma parte del temario de la universidad cuando en el

curriculum de bachillerato de ciencias sociales no consta).

A continuacién mostramos una tabla comparativa, realizada a partir de los contenidos®®
de las asignaturas de Matematicas y Matematicas aplicadas a las ciencias sociales de
las dos modalidades de bachillerato (cientifico-tecnologico y humanistico-social) que
aparecen en el decreto 142/2008, donde se han marcado tanto los contenidos comunes

(en negrita) como las alusiones a la economia (en cursiva).

28 No se ha tenido en cuenta el bloque de Probabilidad y Estadistica por estar fuera del &mbito de este trabajo.
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tica y Algebra

Clasificacion y representacion de los conjuntos numéricos:
- Ampliacién de los conjuntos numéricos de los naturales

a los reales: problemas y ecuaciones que se pueden

resolver en cada conjunto.
- Representacion de los nimeros reales sobre la recta.

Los nameros complejos como solucion de ecuaciones

cuadraticas que no tienen raices reales. Diferentes

representaciones

notaciones

- La notacidn cientifica para trabajar con calculadora y/o = - NUmeros racionales e irracionales.

ordenador, en contextos cientificos. - Aproximaciones decimales en funcion de los
- Las aproximaciones y los errores en la medida y el contextos.

calculo. - Errores absoluto y relativo.

- Algunos calculos sencillos con fracciones algebraicas.

El comportamiento en el infinito
de una sucesidn: un paso previo al estudio en una funcién: | - Aumentos y disminuciones en porcentaje.
- Estudio de situaciones donde se presentan colecciones
ordenadas de nimeros. Reglas de recurrencia y términos
generales.

- El comportamiento en el infinito en casos elementales.
Suma de los términos de una progresién geométrica
decreciente.

Anélisis
cientificos tecnologicos y

cientificos.




funcién valor absoluto.
- Las funciones de proporcionalidad inversa en fenémenos
fisicos.
- Comportamiento asintético. Estudio, con ordenador, de
las funciones homogréaficas como translacion de las EIl modelo de crecimiento exponencial frente a los
funciones de proporcionalidad inversa. modelos lineales o cuadréticos:

La funcion logaritmica:
aplicacion al estudio de fenémenos cientificos o
tecnoldgicos.

Interpretacion fisica y geométrica de les tasas de cambio

en contextos cientificos diversos:

- Tasas medias de cambio. Aproximar e interpretar tasas
instantdneas de cambio en modelos cientificos. Calculo
grafico de la pendiente de una curva en un punto a partir
de la pendiente de la recta tangente: construccion grafica
de la funcién derivada. Calculo analitico de derivadas
por aproximacion de pendientes de secantes.

Calculo de funciones derivadas: derivadas de las
funciones elementales, las derivadas y las operaciones
con funciones. Derivadas sucesivas. Célculo de la recta
tangente a una curva en un punto: aproximacion lineal a
una curva.

Uso de calculadoras y/o programas informaticos que
facilitan tanto el calculo simbdlico como la
representacion grafica.

Las funciones circulares en el estudio de fenémenos

periodicos y la trigonometria para resolver problemas

mediante triangulacion:

- El angulo como giro. Unidades de medida de angulos.

Razones trigonométricas de un angulo cualquiera. Las
funciones sinus, cosinus y tangente. El estudio, con
ordenador, de las funciones trigonomeétricas bajo
cambios de escala: periodo y amplitud. Aplicacién al
estudio de fendmenos periodicos.
Resolucién grafica y analitica de tridngulos: los
teoremas del seno y del coseno. Problemas geométricos
que se pueden resolver por triangulacién. Los
procedimientos de calculo en la topografia.

Los vectores, una nueva herramienta para resolver

problemas de geometria. Las cdnicas en ambitos no

matematicos:

- Los vectores como manera de representar una magnitud
y una direccion. Los vectores libres como translaciones
en el plano.

- Ecuaciones de la recta. Direccibn y pendiente.
Problemas de incidencia y paralelismo. Angulos y
distancias. Aplicacion a la resolucion de problemas
geomeétricos.

Lugares geomeétricos: las conicas. Las cénicas en el arte
y la arquitectura.
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Algebra lineal bra lineal y geometria

para resolver sistemas,
representar algunas transformaciones geométricas, y en
general,

reales.

- Determinantes de orden 2 y 3. Rango de una matriz.
Célculo de la matriz inversa.
Discusion y
(con un pardmetro como  mMAaximo). Meétodo de Gauss.
Planteamiento de con enunciado.

Geometria en el espacio

tres con dos
- Vectores libres en el espacio. Dependencia e @ - Diversos usos de la simbologia de los vectores en

independencia lineal. el plano.
Direccion y pendiente de las rectas expresadas en

Ecuaciones del plano y de la recta. Posiciones relativas. la forma ax + by + ¢ = 0.

tres
El planteamiento y la resolucién de problemas métricos en
el espacio
- Producto escalar. Perpendicularidad y angulos.
- Producto vectorial y mixto. Interpretacion
geométrica y aplicaciones al calculo de areas y
volumenes.
Calculo de distancias.
La modelizacion de situaciones que requieren
sistemas de inecuaciones

- Inecuaciones lineales de una y dos incognitas.

- Representacion de una situacion mediante un
sistema de inecuaciones de primer grado con dos
incAgnitas. Representacion grafica de la region
factible.

Andlisis
La aplicacion del estudio local y global de una funcién a = -Interpretacion fisica y geométrica de las tasas de
situaciones geométricas, cientificas y tecnolégicas cambio y las asintotas en situaciones relacionadas
con las ciencias sociales

Una aproximacion al concepto de -

en las
funciones racionales con un polinomio de primer




- Continuidad.  Clasificacion de los
discontinuidad.
- El teorema de Bolzano: un método para aproximar raices.

- Estudio, con ordenador, de los puntos de no derivabilidad

puntos de

grado en el numerador y en el denominador y en
funciones exponenciales. Interpretacion de
asintotas en contextos no matematicos.

Tasas medias de cambio. Aproximar e interpretar

tasas instantdneas de cambio en modelos de las
ciencias sociales y econémicas que piden. Calculo
grafico de la derivada de una curva en un punto a
partir de la pendiente de la recta tangente.
Construccion grafica de la funcién derivada.
Calculo analitico de derivadas por aproximacion
de pendientes de secantes.
Calculo de funciones derivadas: derivadas de las
funciones elementales, las derivadas y las
operaciones con funciones. Derivada de la
compuesta de una funcion en casos sencillos.
Célculo de la recta tangente a una curva en un
punto: aproximacion lineal a una curva.

La aplicacion de el estudio local y global de una

funcién a situaciones propias de las ciencias sociales

y econémicas

de una funcion.

SINEES

maximos
y minimos absolutos, concavidad y convexidad, puntos
de inflexion. polindmicas, homograficas y exponenciales
sencillas que sean modelos de situaciones del

ambito de las ciencias sociales y econdmicas.

Aplicacién a situaciones
geométricas, cientificas y tecnolégicas.

aplicados a las
ciencias sociales y economicas.

El calculo de areas planas, una de las situaciones que
requieren el calculo integral
- Antiderivadas o primitivas de una funcion. Calculo de

primitivas casi inmediatas que se pueden hacer

directamente aplicando las dos reglas basicas del calculo

integral o con cambios de variable sencillos, y el método

de integracién por partes.
- Introduccion al concepto de integral definida a partir de

la aproximacién del célculo del area bajo una curva.
Aplicacion al calculo de areas.

Como se puede observar —incluso a simple vista—, existe un evidente desnivel
respecto a la cantidad de contenidos de ambas materias. Analizandolos con mas
profundidad se observa que practicamente todo el temario de la modalidad humanistico-
social esté incluido en el de la modalidad cientifico-técnica, que es mucho mas extenso.
Como ya hemos dicho, los contenidos de la materia de Matematicas del bachillerato
cientifico-tecnoldgico serian méas apropiados para abordar un primer curso universitario

de los grados de economia, con lo que nos encontramos ante una situacion paradojica.
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3.3. Los libros de texto

Otro de los indicadores empiricos que hemos analizado son los libros de texto de
Matematicas aplicadas a las ciencias sociales para segundo de bachillerato, que de
forma mayoritaria se utilizan en Catalunya. Para ello, hemos revisado a fondo las
Gltimas ediciones de los textos publicados por las principales editoriales® poniendo

especial atencidn a las aplicaciones sobre la economia.

A pesar que el curriculum es Unico para los estudiantes de segundo de bachillerato, los
libros de texto de cada editorial eligen algunos temas que consideran mas relevantes y
omiten otros. El criterio que utilizan lo desconocemos, pero hemos podido constatar que
en ningun indice se hace referencia a cuestiones o aplicaciones econdémicas o sociales.
En ninguno de ellos hemos encontrado descrita la utilidad para la economia de cada uno
de los contenidos, es decir la «razén de ser» de cada uno de los temas que aparecen.
Sélo hay referencias econdmicas en algunos ejercicios que aparecen al final de cada

tema, nunca como punto de partida para introducir una cuestion.

Parece mas bien que los contenidos de la asignatura Matematicas aplicadas a las
ciencias sociales se han disefiado simplificando el libro de segundo de bachillerato de la
asignatura de matematicas para la modalidad cientifico-tecnologica. Incluso
encontramos bastantes ejercicios que estan contextualizados en diferentes ambitos de la
quimica o la fisica en lugar de estarlo en situaciones econdémicas (o de otras ciencias

sociales).

Para concluir este apartado, queremos mostrar que esta incoherencia no se limita al
estado espafiol sino que parece ser habitual en muchos otros paises. Asi, en el momento
de la publicacion del manifiesto post-autista que se ha mostrado al principio del
capitulo, de los cuatro bachilleratos franceses —cientifico, econémico, de letras y de
artes— solo el cientifico era tomado en consideracion por las facultades de economia,
en las que lo Unico importante era saber manejar bien los modelos para encontrar el
«buen resultado, acorde con la hipdtesis de partida». Para obtener el titulo de
bachillerato, los alumnos del itinerario econdmico, debian responder a exdmenes en los

que se les preguntaba sobre «los efectos de la organizacion del trabajo sobre el

2 McGrawHill, Santillana, Editex, Barcanova, Castellnou, Vicens Vives y Edebé.
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crecimiento econdmico», «la relacion entre progreso técnico y crecimiento a partir del
andlisis de Schumpeter» y «el desarrollo de la sociedad democrética y la igualdad de
oportunidades a partir del analisis de Tocqueville». Una vez en la facultad, si
conseguian ser admitidos —un alumno por cada veinte procedente del bachillerato
cientifico—, este tipo de preguntas desaparecia cediendo el paso a retahilas de
ecuaciones. «Hace mas facil el calificar y da a las clases apariencia de rigor cientifico
aunque nunca responden a los grandes interrogantes econémicos contemporaneos», dice

el documento estudiantil.*°

3.4. Los examenes de acceso a la universidad

Si bien es cierto que el curriculum es el mismo para todos los estudiantes de
bachillerato, aquellos contenidos que el alumno acaba recibiendo, depende de muchos
factores externos al propio curriculum oficial —libros de texto utilizados, criterio del
profesor, etc.—, y por ello es dificil analizarlo en su conjunto. Ahora bien, lo que es
comun para todos los estudiantes que quieren acceder a la universidad es el examen de
acceso, y por ello, hemos querido también analizar los enunciados de dichas pruebas en

la asignatura de Matematicas aplicadas a las ciencias sociales.

La estructura de los examenes hasta el curso 2008/09 era la siguiente: se debian escoger
tres cuestiones de cuatro propuestas, y un problema entre dos planteados. Cada cuestion
valia dos puntos y los problemas, cuatro. A partir del curso 2009/10 la estructura
cambia y se presentan seis cuestiones de las cuales se deben escoger cinco. Cada

cuestion vale dos puntos.

Las variaciones de una convocatoria a otra las establece anualmente una comision
formada por profesores universitarios y profesores de secundaria de matematicas que
son los que deciden que contenidos tendran una presencia mas probable en las pruebas.
Este hecho condiciona a los profesores de secundaria que, apremiados por el escaso
tiempo de que se dispone en segundo de bachillerato, seleccionan los contenidos en
funcién de lo que es probable que salga en las pruebas, omitiendo descaradamente
aquellos cuya probabilidad es escasa, dando clara muestra que el segundo de

30 http://www.autisme-economie.org/sites/autisme-economie.org/IMG/article PDF/Rebelin-de-los-alumnos-

de_al50.pdf
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bachillerato esta exclusivamente orientado a las pruebas de acceso. Este hecho implica
que la «razon de ser» de los contenidos matematicos no exista, reforzando las hipotesis
de Fonseca (2004) ya comentadas en esta memoria referidas al aislamiento y rigidez de
las organizaciones matematicas escolares, impidiendo asi a los alumnos establecer
conexiones entre los diferentes contenidos ya que no se explican «debido a que no
saldra en el examen» y limitandose a hacer ejercicios mecanicos de los tipos que pueden
salir en la prueba de selectividad. Aungue en el curriculum de segundo de bachillerato,
se explicita en muchas ocasiones «aplicaciones a situaciones propias de las ciencias
sociales y econémicas»™, bien por falta de tiempo o bien por estar excluidas de las
pruebas de acceso, estas aplicaciones acaban desapareciendo del aula.

Una vez analizados todos los examenes propuestos en las pruebas de acceso desde el
curso 1999/00% hasta la actualidad en Catalunya, hemos observado un aumento
progresivo de la presencia de «situaciones propias de las ciencias sociales y
econdémicas». Pero se trata de una presencia contextual mas que conceptual. Asi,
mientras hace unos afios los enunciados de los problemas de las pruebas eran o bien

exclusivamente matematicos:

[Curso 2002/03, Serie 2, Junio, Problema 6] Un tridangulo rectangulo tiene el vértice A,
correspondiente al angulo recto, en el origen de coordenadas. Otro de sus vértices es el punto
B(2,4), y la hipotenusa tiene por ecuacion la recta x=2. Calculad:

a) Las ecuaciones de los lados AB y AC;

b) El tercer vértice C;

c) El area del triangulo.

0 bien en contextos ajenos a las ciencias sociales:

[Curso 2003/04, Serie 1, Junio, Problema 6] Se quiere construir una piscina que tenga por base
un rectangulo y dos semicirculos adjuntos, tal y como se indica en la figura siguiente:

anp

Sabiendo que el perimetro de la piscina tiene que ser de 30 m, calculad sus dimensiones para que
la superficie sea maxima.

%1 Cf. pp.86-87.

%2 Recopilacién de examenes de los afios 1999 a 2007: Seletac. Exercicis de Selectivitat. Humanitats i Ciéncies
Socials. Barcelona : Ed. Vicens Vives, y recopilacion de los afios sucesivos a partir de la web del gobierno catalan:
http://www.gencat.cat/economia/ur/ambits/universitats/acces/vies/pau/examens/index.html.
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A medida que han ido pasando los afios, esta tendencia esta variando y es mas comdn

encontrar enunciados mas propios de la asignatura:

[Curso 2008/09, Serie 4, Junio, Problema 6] El precio de coste de una unidad de un cierto

producto es de 120 €. Si se vende a 150 € la unidad, lo compran 500 clientes. Por cada 10 € de

aumento en el precio, las vendas disminuyen en 20 clientes.

a) Encontrad un formula mediante la cual obtengamos los beneficios.

b) Calculad a qué precio p por unidad tenemos que vender el producto para obtener un beneficio
maximo.

c) En el caso anterior, encontrad el nimero de unidades que se venden y calculad el beneficio
maximo.

Aunque todavia nos encontramos con enunciados poco apropiados:

[Curso 2009/10, Serie 4, Junio, Problema 6] En una explotacion ganadera se declara una

epidemia, y los veterinarios prevén que la propagacion de esta seguiré la funcion: f(x) = —2x* + 48x

+ 162, donde x representa el nimero de semanas que han transcurrido desde el momento de la

declaracidn de la epidemia, y f(x) indica el nimero de animales afectados.

a) ¢Cuantos animales hay afectados en el momento de declararse la epidemia? ; Cudntas semanas
durard la epidemia hasta el momento en que ya no quede ningln animal afectado?

b) Indicad cual sera el nmero maximo de animales afectados, y en qué semana se producird?

Como podemos ver en estos cuatro ejemplos, los problemas son muy estereotipados e
intentan adecuar el contexto para pedir siempre las mismas cosas. Raramente se
requiere hacer una interpretacion de los resultados obtenidos ni responder a preguntas

abiertas o inversas.

Un indicador muy relevante que nos aportan las pruebas de acceso a la universidad de la
asignatura de Matematicas aplicadas a las ciencias sociales de las ultimas
convocatorias son las notas medias que se han obtenido®. Estos resultados, que se
presentan a continuacion en una tabla, revelan una realidad bastante preocupante, ya que
estas son muy bajas, lo que augura una dificultad evidente para dichos alumnos en

seguir la asignatura de matematicas del grado correspondiente:

Afio 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Nota Media | 4,55 | 4,64 | 519 | 459 | 500 | 4,90

Tabla 2.8. Notas medias en las PAU de la asignatura de Matematicas aplicadas a las ciencias

sociales en el periodo 2006-2011

33 http://www.gencat.cat/economia/ur/ambits/universitats/acces/vies/pau/info/estadistiques/index.html
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4. Sintesis de resultados y problemas transpositivos abiertos

4.1. El «aplicacionismo» en economia

Una vez constatado el estado actual en el que se encuentran las matematicas aplicadas a
la economia, tanto a nivel universitario como en el pre-universitario, nos centraremos en
analizar el modo en que dichas instituciones escolares interpretan y describen las

matematicas y la relacion que estas tienen con la economia.

Tal y como hemos observado en nuestro estudio, se establece una separacion rigida
entre las matematicas y la economia, de manera que las primeras, una vez construidas,
se «aplican» a la segunda sin «contaminarse» por ellas, y sin que ello suponga ningln
cambio relevante ni para las matematicas ni para la problematica de las ciencias
econdmicas a cuyo estudio contribuyen. Denominamos «aplicacionismo» a esta forma

de interpretar la relacion de las matematicas con las demas ciencias.

Tanto en la institucion universitaria como en la secundaria, se asume que cada tipo de
problemas se resuelve aplicando una determinada técnica matemética y que dicha
aplicacion da origen a un tipo particular de modelo matematico que permite resolver
todas las cuestiones planteadas. No se consideran cuestiones problematicas que vayan
méas alla de las cuestiones internas a cada aplicacion particular de los modelos
estandarizados. No se plantean, por tanto, preguntas sobre la «comparacién» del grado
de adecuacion de dos 0 mé&s modelos de un mismo sistema, ni sobre la necesidad de
modificar progresivamente un modelo determinado para dar respuesta a las nuevas

cuestiones problematicas.

B. Barquero (2009) en su tesis doctoral establecia una serie de indicadores del
«aplicacionismo» que retomaremos en este punto y que nos permitirdn contrastar
empiricamente hasta qué punto prevalece el aplicacionismo en ambas instituciones.

Recordamos primero dichos indicadores:
11: Las matematicas se mantienen independientes de las otras disciplinas
12: Las herramientas matematicas que se utilizan para resolver problemas cientificos forman
parte de una formacién matematica basica comun.

13: La ensefianza de las matematicas sigue la I6gica deductivista.
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14: Dado que las «aplicaciones» vienen después de una formacion matematica basica, se
destaca una proliferacion de cuestiones aisladas con origen en distintos sistemas y que se
mantienen fijas.

I5: La ensefianza de las herramientas matematicas basicas siempre es anterior al estudio de su
aplicacion.

16: Se podrian ensefiar los sistemas sin los modelos, es decir, se podria ensefiar economia sin

matematicas.

Una vez analizados los programas, la bibliografia y los enunciados de examenes de las

matematicas aplicadas a la economia, a nivel universitario y en su etapa previa,

podemos establecer que:

1)

()

©)

Las matematicas y la economia evolucionan con ldgicas independientes y sin
ninguna interaccion, reduciendo asi el posible papel de las matematicas como
herramienta de modelizacion de los sistemas economicos. Efectivamente, las
matematicas que son ensefiadas presentan una estructura muy estereotipada y
cristalizada que no se mezcla con los sistemas que se modelizan y dichas
matematicas ensefiadas nunca se modifican como consecuencia de ser aplicadas.
[11, 12y 13]

La organizacion tradicional de los contenidos matematicos en los estudios de
economia sitla de forma preferencial el bloque tecnoldgico-tedrico en el origen de
la actividad matematica y, en consecuencia, tiende a construir tipos de problemas
muy cerrados y aislados para obtener asi ejemplificaciones de cada una de las
propiedades de cada tema y simplificar (algorimizando) el proceso de evaluacion.
[14y15]

No se llega a plantear el problema matematico y didactico de como articular los
contenidos matematicos para que estos puedan ser utilizados como instrumentos
necesarios e imprescindibles en el estudio de cuestiones econémicas. Es por ello
que la organizacion matematico-didactica de las matematicas en los estudios de
economia potencia y refuerza la creencia segin la cual seria posible ensefar

economia sin matematicas. [16]
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4.2. Problemas transpositivos abiertos
Al abordar el estudio de las matematicas que se ensefian en los estudios de economia y
empresa de la universidad espafiola actual, hemos aportado evidencia sobre los

siguientes fendmenos, que avanzamos aqui a modo de conjeturas documentadas.

En primer lugar, hemos visto que existe lo que podriamos llamar un «programa
prototipico» de asignatura de matematicas para la economia y empresa que adoptan la
gran mayoria de universidades con muy pocas excepciones. Dicho programa retoma sin
grandes modificaciones una organizacion muy estandar de los contenidos matematicos
del Calculo diferencial y el Algebra lineal, materias elementales de la mayoria de
estudios universitarios cientificos. Esta organizacion de los contenidos es absolutamente
«intramatematica» en la medida en que se basa en la légica de construccion tedrica de
los conceptos matematicos y no toma como punto de partida las grandes problematicas
econdémicas o empresariales a las que las matematicas contribuyen a aportar respuestas.
Podemos citar, en contraposicion la gran innovacion que supone la propuesta de Chiang
que, a pesar de ser un libro citado en la mayoria de programas, no sirve como eje
estructurador a ninguno de ellos.

Esta situacion es muy similar a la que describe Berta Barquero (2009) en términos del
«aplicacionismo dominante» en la ensefianza de las matematicas para las ciencias
experimentales. En esta perspectiva, se considera que los estudiantes deben aprender
primero unas matematicas basicas que serian las mismas para todas las ciencias
experimentales y que, una vez construidas, uno aprenderia a «aplicar» en su ambito de
actividad concreto (la biologia, la geologia, etc.). Todo sucede como si, también en los
estudios de ciencias econdmicas y empresariales, existiera un corpus de matematicas
basicas y una organizacion dada de estas matematicas que los alumnos van a «aplicar»
posteriormente en las asignaturas de economia, finanzas, empresa, etc. Estas
aplicaciones quedan siempre relegadas al final de los temas de estudio y, como hemos
constatado al analizar los exdmenes de algunas asignaturas de universidades importantes
(Auténoma de Barcelona, Autbnoma de Madrid, Complutense, Pompeu Fabra), estan
practicamente ausentes en las evaluaciones o examenes finales. Podemos considerar en
este sentido que en el ambito de las matematicas para la economia y empresa, el trabajo
transpositivo realizado hasta la fecha se limita a retomar una organizacién ya elaborada
por la matematica sabia, a afiadir algunos problemas a modo de «ejemplos motivadores»

0 «aplicaciones» de final de capitulo dentro del &mbito de la economia y empresa
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(elasticidad, estudio de costes, etc.), sin producirse una reconstruccién especifica de
contenidos matematicos a ensefiar a partir de las necesidades que se plantean en

economia y que estos contenidos vienen a colmar.

El analisis de la evolucién histérica de la ciencia econémica y su relacion con las
matematicas muestra, tal como indica Artaud (1993), complejos procesos de
transposicion institucional entre la comunidad de los investigadores en economia y la
matematica sabia. La emergencia de la economia como ciencia autonoma ha ido
siempre muy relacionada con la inclusion, consideracion, construccion y creacion de
modelos matematicos, a pesar de que la relacion entre economia y matematicas no haya
dejado nunca de ser altamente polémica.

El movimiento «post-autista» de los estudiantes universitarios de economia de
principios de los afios 2000 muestran hasta qué punto esta polémica ha traspasado a la
ensefianza, poniendo en evidencia las dificultades que genera esta carencia
transpositiva. Por un lado, y como hemos visto, las asignaturas de matematicas ignoran
las problematicas de la economia y empresa, haciendo un lugar nimio a la construccion,
uso y validacion de modelos matematicos a partir de situaciones problematicas extra-
matematicas. Por otro lado, las asignaturas mas propias de la economia y empresa se
podrian dividir en dos grandes bloques. Algunas, como la microeconomia o las
matematicas financieras, darian rienda suelta al uso avanzado de modelos matematicos
especificos de estos &mbitos de actividad, proliferando asi —de ahi la «queja» del
movimiento post-autista— la ensefianza de una ciencia econOmica altamente
matematizada que se miraria el ombligo y seria incapaz de abordar los graves problemas
econdmicos Yy financieros que sufre nuestra sociedad. Las demas materias, por el escaso
uso que hacen de la herramienta matematica, envian el mensaje de que la economia y
empresa podria desarrollarse perfectamente al margen de los modelos matematicos.
Creemos que el andlisis de este complejo fendmeno transpositivo no puede hacerse
manteniéndose Unicamente en el ambito de la investigacion econdmica y matematica (lo
que tradicionalmente se considera como estudios epistemoldgicos) o en el de la
ensefianza, porque ambos estadn intimamente relacionados. El problema que manifiesta
el fendmeno «post-autista» es a la vez un problema epistemoldgico y didactico.
Postulamos que un primer paso para abordarlo estd en orientar la ensefianza
universitaria de las matematicas hacia un paradigma que incorpore la modelizacién

matematica como una herramienta esencial del anélisis econdmico y empresarial.
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Cuando ampliamos el &mbito empirico de la ensefianza universitaria para incorporar los
estudios de bachillerato y la asignatura especifica que se cred en los afios noventa de las
Matematicas para las ciencias sociales, aparece el mismo problema transpositivo. La
dificultad para integrar la ensefianza de las matematicas como herramienta de
modelizacion no es menor en el bachillerato que en la universidad. De ahi que la
asignatura especifica de la modalidad de ciencias sociales haya acabado siendo una
version «reducida» de su analoga para la modalidad de ciencias y tecnologia, en lugar
de proponer un conjunto mas ajustado no sélo de las principales herramientas
matematicas que se utilizan en economia sino, sobre todo, de las funciones y problemas

econémicos que les dan su razon de ser.

De este modo, hemos podido documentar y empezar a contrastar empiricamente las

conjeturas que avanzabamos al final del Capitulo 1 de esta memoria:

C3.1. Extrapolando los resultados obtenidos por Barquero (2009), podemos postular
que las matematicas se presentan en las instituciones escolares (tanto en el bachillerato
de ciencias sociales como en la ensefianza universitaria) con l6gicas intramatematicas y
sin ninguna interaccion con la economia ni la empresa, es decir, sin considerarse como
una herramienta de modelizacion de sistemas economicos y empresariales. En las
instituciones escolares responsables de la ensefianza de las ciencias econémicas se
asigna a las matematicas un papel secundario que permite, a lo sumo, precisar y
cuantificar algunos aspectos de los fendbmenos econdmicos cuyo nucleo esencial, se
supone implicitamente, puede ser construido y estudiado sin hacer ningun uso de las
matematicas.

C3.2. De forma anéloga a lo que ocurre en la ensefianza universitaria de las Ciencias
Experimentales, postulamos que la ensefianza de las matematicas en los primeros cursos
universitarios de Economia y Empresa siguen lo que podriamos considerar como una
«organizacion estandar» con contenidos de calculo diferencial en una y varias variables,
y de algebra lineal elemental. Estos contenidos se estructuran siguiendo la logica de la
construccién tedrica de los conceptos otorgando un papel secundario al uso de las
matematicas en Economia.

C3.3. En las instituciones escolares (tanto en el bachillerato de ciencias sociales como

en la ensefianza universitaria), se considera que las matematicas no son de ninguna
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manera constitutivas del conocimiento econémico ni necesarias para la resolucion de
problemas empresariales. Las mateméticas, una vez construidas, se aplican a las
ciencias econémicas sin «contaminarse» por ellas y sin que ello suponga ningun cambio
relevante ni para las matematicas ni para la problematica econémica a cuyo estudio
contribuyen. Se supone que las matematicas y la economia tienen una existencia y un
desarrollo independientes. La actividad de modelizacion se entiende asi como una mera
«aplicacion» del conocimiento matematico previamente construido o, en los casos mas
extremos, como una simple «ejemplificacion» del uso de las herramientas matematicas
a ciertos sistemas econdmicos que, en ocasiones, se construyen artificialmente para que

se ajusten a la utilizacion de las herramientas matematicas que se quieren aplicar.
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CAPITULO 3. Las matematicas para las ciencias sociales en
el paso de Secundaria a la Universidad

1. Discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la Universidad

El alumno que inicia sus estudios universitarios debe hacer frente en poco tiempo a
maltiples situaciones nuevas para las cuales no ha sido preparado. La institucion de
procedencia —la escuela secundaria— est4 demasiado preocupada en poder finalizar
todo el contenido susceptible de aparecer en las pruebas de acceso a la universidad, a la
vez que continda con la misma metodologia que ha utilizado durante todos los cursos,
sin anticipar al estudiante lo que se encontrard tan solo unos meses mas tarde en la

universidad.

Hasta la implantacion del Espacio Europeo Superior de Educacion (EEES), la llegada
del estudiante a la universidad suponia una ruptura muy grande con respecto a la
secundaria. El nuevo EEES parece haber incorporado estrategias de mejora en el
traspaso entre ambas instituciones. En este sentido encontramos en el estatuto del
estudiante universitario®* algunos articulos que asf lo confirman:

- [los estudiantes de Grado] tienen derecho a recibir orientacién y tutoria personalizadas en el

primer afio y durante los estudios, para facilitar la adaptacion al entorno universitario y el
rendimiento académico. (art. 8)

% Real Decreto 1791/2010 de 30 de diciembre, publicado en el BOE (NGm. 318 Viernes 31 de diciembre de 2010
Sec. . P4g. 109353)
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- [...] se ofreceran metodologias de trabajo en la universidad y formacion en estrategias de
aprendizaje, para proporcionar ayuda a los estudiantes en los momentos de transicién entre
las diferentes etapas del sistema educativo. (art.65)

Todavia es muy reciente para comprobar el impacto que estos nuevos cambios estan
teniendo sobre los alumnos, ni tampoco hemos encontrado muchas investigaciones al
respecto. De hecho, tradicionalmente las investigaciones en didactica tienden a
concentrarse o bien en la institucion de salida —Ila escuela—, o bien en la de llegada —
la universidad—, pero en menor medida encontramos estudios que se centren en la
transicion entre ambas instituciones. En esta linea encontramos a Evans (2000) que
presenta una recopilacion muy completa de estas investigaciones, abarcando desde los
estudios mas genéricos —socioldgicos o pedagogicos— hasta los mas especificos de las
diferentes disciplinas ensefiadas —fisica, matematicas, estadistica, geografia, economia,

contabilidad, administracion y direccidon de empresas, derecho, educacion, entre otras—.

En este capitulo nos centraremos en la transicion de ambas instituciones en el caso
concreto de la asignatura de matematicas de los primeros cursos universitarios en el

ambito de la economia y la empresa en Espafia.

1.1. Las dificultades de los alumnos de matematicas en el paso de Secundaria a la

Universidad

Sin duda, la generalizacién de la ensefianza secundaria y correlativamente de la
ensefianza universitaria explicaria parte de las dificultades con las que los alumnos se
encuentran en los primeros cursos universitarios. Tradicionalmente la universidad
estuvo acostumbrada a ensefiar a una élite social e intelectual muy seleccionada y en las
Ultimas décadas se ha producido una apertura hacia la mayoria de alumnos de
secundaria. Esta entrada masiva de alumnos ha provocado un aumento de la diversidad
gue al sistema de ensefianza le esta costando asimilar. Hasta la reciente reforma del
Espacio Europeo de Educacion Superior, la universidad seguia con los mismos planes
de estudio, metodologias didacticas y sistemas de evaluacion que hace cincuenta afios,
sin modificarse en funcion de la nueva realidad. Mas concretamente, a nivel espafiol, la
implantacion de la reforma educativa LOGSE, que extiende la ensefianza secundaria
obligatoria hasta los dieciséis afios, ha generado una diversidad enorme en la extension

y profundizacion de los conocimientos matematicos de los alumnos que posteriormente
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iniciaran estudios universitarios. Esto ha provocado una disminucién, muchas veces
consciente, del nivel de exigencia matematica, tanto en la ensefianza secundaria como
universitaria. La distancia entre la nueva secundaria y la universidad se esta agravando
tanto, que la mayoria de universidades espafiolas proponen desde hace unos afios unos

«cursos cero» para facilitar la transicién entre las dos instituciones.

En este capitulo partiremos de la situacion actual en la que la universidad se ve
«abocada» a proponer estos cursos e intentaremos analizar sus posibles funciones
«remediadoras», haciendo posteriormente una propuesta didacticamente fundamentada,

experimentandola y evaluandola empiricamente.

Partiremos de los resultados obtenidos por C. Fonseca (2004) en su tesis doctoral en
didactica de las matematicas titulada Discontinuidades matematicas y didacticas entre
la Secundaria y la Universidad, que ya hemos comentado en el Capitulo 1 y que

podemos resumir en las dos proposiciones siguientes:

(1) Las dificultades que manifiestan los alumnos en el paso Secundaria—Universidad se
pueden formular en términos de discontinuidades matematicas y didacticas entre
las dos etapas educativas. En efecto, en secundaria se construyen praxeologias
matematicas puntuales y locales incompletas y desarticuladas, con un fuerte
contenido practico-técnico y un débil componente tecnoldgico-tedrico. En cambio,
en la universidad se construyen praxeologias matematicas locales también
incompletas y desarticuladas pero con un fuerte componente tecnologico-teorico y
un débil componente practico-técnico. Ademas, no se articulan las praxis de
secundaria con los logos de la universidad. En general, en ninguna de las dos
instituciones se parte de las cuestiones problematicas que estan en el origen de las
praxeologias matematicas que se ensefian, es decir, lo que Ilamamos la «razon de
ser» del conocimiento matematico que se ensefia.

Se postula que la «incompletitud» de las matematicas estudiadas en las dos
instituciones estaria relacionada con una «incompletitud didactica» causada por una
débil realizacion de algunas dimensiones importantes del proceso de estudio y por
la ausencia de un cuestionamiento inicial que motive y otorgue una «razon de ser» a

las principales nociones y técnicas que los alumnos tienen que aprender a utilizar.
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(2) Una manera de reducir estas discontinuidades, en algin grado o en algin ambito
concreto de la matematica estudiada, consiste en disefiar praxeologias didacticas
que permitan la reconstruccion de praxeologias matematicas locales relativamente
completas, tanto en la ensefianza secundaria, como en la universitaria, como en el
paso de una a la otra. Se postulan dos condiciones necesarias para hacerlo: el
desarrollo suficiente y adecuadamente dirigido del trabajo de la técnica y el tomar
como punto de partida del proceso de estudio una cuestion («razon de ser»)
suficientemente rica a la cual la praxeologia matematica local aporte una

respuesta.

Partiendo de estas hipdtesis, hemos formulado las cuestiones Q; y Q, que ya se han
presentado en el Capitulo 1 de esta memoria y que retomamos a continuacion:

Q1: ¢Como se puede describir e interpretar la respuesta institucional espontanea, que
se materializa mediante los cursos «cero» de matematicas, al problema de las

discontinuidades matematicas y didacticas entre la secundaria y la universidad?

Qu1: ¢Qué caracteristicas tienen los dispositivos didacticos que han sido
creados en las universidades espafiolas para facilitar el transito de los alumnos
de secundaria a la universidad? ¢Cual parece ser la fundamentacion
matematico-didactica (mas o menos explicita) de dichos dispositivos?

Q12: ¢En qué medida estos dispositivos parecen apropiados para paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la secundaria y la

universidad?

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacion a la respuesta institucional
espontanea, pueden presentar los cursos «cero» si se fundamentan en la teoria

antropoldgica de lo didactico?

Q21: En un curso propedeutico disefiado en base al modelo epistemoldgico-
didactico que propone la TAD, ¢qué dispositivos didacticos deben
instaurarse? ¢Cudles son las praxeologias matematicas que se proponen para
ser estudiadas? ¢Como se relacionan entre si a lo largo del proceso de

estudio? ¢ Qué papel juega la modelizacion matematica?
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Q2: ¢En qué medida los «cursos cero» disefiados en base a los criterios que
propone la teoria antropolégica de lo didactico permiten paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la

Universidad?

1.2. Los «curso cero» de matematicas como nuevo dispositivo didactico

Partiremos de un fendmeno que esta sucediendo en Espafia en los ultimos afos,
coincidiendo con la llegada a la universidad de las generaciones de la reforma educativa
de 1990, que alargaba la ensefianza obligatoria de los 14 a los 16 afios y reducia la
secundaria post-obligatoria de cuatro cursos a dos. Como reaccion a la llegada de los
«nuevos alumnos» de la reforma a la universidad, a finales de la década de los noventa
del siglo pasado, un gran nimero de universidades puso en marcha unos cursos
preparatorios para los alumnos de nuevo ingreso (llamados también «cursos
propedéuticos», «cursos cero», «cursos de nivelacion», etc.). Su duracion no suele
exceder de tres semanas y se acostumbran a realizar durante los primeros dias de
septiembre, antes de empezar el curso académico. Su principal objetivo es facilitar el
transito de los alumnos entre las dos instituciones, completando los contenidos
matematicos que se estudian en secundaria con aquellos que se consideran

imprescindibles para cursar las asignaturas de matematicas de primer ciclo universitario.

Hemos querido comprobar qué investigaciones hay a nivel espafiol sobre la
preocupacién por el nivel con que llegan los alumnos de secundaria a la universidad.
Hemos centrado nuestra busqueda en investigaciones hechas en el campo de la
administracion y direccion de empresas y las ciencias econdémicas y empresariales, que
es donde centraremos nuestra experimentacion. Para ello, nos hemos remitido a las actas
publicadas de las jornadas que anualmente se celebran desde la Asociacion Espafiola de
Profesores Universitarios de Matematicas para la Economia y la Empresa

(ASEPUMA) y las del Congrés Internacional de Docéncia Universitaria i Innovacio.
Los trabajos que abordan el tema que estamos tratando, van primordialmente en las dos

lineas que describiremos a continuacion. En primer lugar, encontramos trabajos que

proponen un diagndstico del perfil del alumno que llega a la universidad, con el objetivo
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de averiguar el porqué del fracaso de este alumno durante el primer curso de estudios.*
A grandes rasgos, estos estudios achacan el fracaso académico a la corta duracion y la
«mala calidad» de los estudios del bachillerato social y al hecho que el perfil del alumno
que accede a dichos estudios es el de un estudiante poco motivado y sin demasiada

vocacion para estos estudios.

La segunda linea de trabajos se centra en dar soluciones a las dificultades de los
alumnos aportando pequefias variaciones en los cursos de matematicas de primero para
mejorar el rendimiento académico. Podemos destacar varias propuestas: una consiste en
modificar completamente la metodologia didactica utilizada, basando la nueva
organizacion didactica en el aprendizaje cooperativo (Estapé 2005); otra se basa en la
incorporacion de un capitulo «cero» que aportaria una base econdmica para explicar las
necesidades que provocan la utilizacion de las matematicas en la economia y la empresa
(Erice 2005).

La tendencia de los ultimos afios apunta a la presencia habitual de los Ilamados «cursos
cero» en casi todos los grados donde en el primer curso universitario se imparte la
asignatura de matematicas, ya sea como créditos de libre configuracién ya sea de forma
«obligatoria» en forma de un primer cuatrimestre «cero». Los estudios de economia no
son una excepcion y de hecho en muchas universidades ya se trata de un dispositivo
institucionalizado plenamente. Ante esta realidad hemos querido analizar como estan
disefiados estos cursos y hemos buscado informacion sobre los aspectos siguientes:

- Cual fue el origen de la implantacion del curso;

- Qué relacion tiene el disefio del curso con el del «curso académico» habitual;

- Cual es la funcion principal del curso;

- Qué relacion tiene con las matematicas estudiadas en secundaria;

- Qué relacion tiene con las matematicas que se estudiaran en la universidad,;

- Qué efecto tienen estos cursos en el «rendimiento» de los alumnos durante el

primer afo de estudios en la universidad;

35 Alvarez, Blanco, Guerrero & Quiroga (1998), Camacho, Fernandez, Gémez, Masero, Vazquez & Zapata (2005),
Castellanos, Gonzalez, Gonzalez de Sela & Manzano (1998) Corcho, Cortienes & Guerrero (2005), Fernandez &
Escribano (2005) y Garcia Hernandez (2001).
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- Qué responsabilidades (matematicas y didacticas) tiene que asumir el alumno en
estos cursos y en qué se diferencian de las que estaba acostumbrado en la

ensefianza secundaria.

Esta informacion nos permitird deducir una caracterizacion de las «tecnologias
didacticas» universitarias dominantes y sus posibles consecuencias en las dificultades
de los alumnos que llegan de secundaria. Y nos deberia informar sobre el tipo de
diagnostico espontaneo que hace la universidad sobre las deficiencias de los alumnos

gue provienen de secundaria y la posibilidad de ponerles remedio.

1.3. Mapa de los «cursos cero» de matematicas

Durante el periodo 2005-2009 llevamos a cabo un estudio pormenorizado de distintos
dispositivos que nos permitieran delimitar el estado de los «curso cero» que se estaban
realizando™®. Entre ellos, destacamos:

- Las entrevistas con disefiadores de los cursos y con profesores responsables de

impartir, tanto «cursos cero» como «académicos;

- Laasistencia a las clases de estos cursos;

- El andlisis de los apuntes y materiales, tanto de profesores como de alumnos;

- El andlisis de encuestas pasadas al final del curso a los alumnos;

- Las entrevistas con los alumnos.

Entrevistando a profesores responsables de los «cursos cero» nos encontramos que la
mayoria no habian tomado la decision de implantarlos, y por tanto, no tenian muy clara
la «razdn de ser» de estos cursos. Esto nos hizo pensar que su implantacion se habia
constituido como una moda impuesta en cada universidad para no ser menos que las
demas, sin llevar a cabo un analisis previo de su necesidad, eficacia y adecuacion del
disefio. Ante la pregunta de qué relacion tiene con las matematicas que se veran en la
universidad, mayoritariamente dicen que a pesar de no avanzar la materia que se vera en
la universidad, si que seleccionan aquellos temas que son basicos para desarrollar las
matematicas que forman parte del «curso académico». A la pregunta de qué relacion

tiene el disefio del curso de septiembre con el curso «normal» de matematicas de primer

% Dicho estudio y sus conclusiones se puede encontrar detallado en la memoria de investigacién presentada por la
autora de esta memoria para optar al Diploma d’Estudis Avancats (Serrano 2007)
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curso, las respuestas apuntan en la linea que no consideran que deba existir ninguna
relacién ya que entienden los «cursos cero» como un repaso de secundaria. Ante la
pregunta de qué relacion tiene con las matematicas estudiadas en secundaria,

mayoritariamente dicen que es un resumen de las matematicas vistas en bachillerato.

Para establecer qué efecto tienen estos cursos sobre el rendimiento de los alumnos
durante el primer afio de estudios en la universidad, nos encontramos que,
mayoritariamente, los profesores no han hecho ningun estudio en esta linea. Ademas
como estos cursos no se acostumbran a evaluar, tampoco nos podian proporcionar datos
gue pudieran relacionar el rendimiento de los alumnos en el curso «cero» con su

rendimiento posterior en la asignatura académica.

En definitiva, los profesores resultaron ser una fuente muy pobre de informacion sobre
el motivo, disefio e incidencia de estos cursos sobre el rendimiento universitario de los
alumnos. Esto nos condujo a llevar a cabo una metodologia «naturalista» de

observacion de algunos de estos cursos.

1.4. Los programas de los cursos «cero»

Los «cursos cero» van dirigidos a un amplio abanico de alumnos que iniciaran carreras
muy diferentes, donde teéricamente las matematicas tienen también diferentes niveles
de complejidad. Esto podria hacer pensar que el disefio y contenido de cada uno de estos
cursos tendria que estar adaptado a las peculiaridades de los diferentes estudios
universitarios. La realidad, sin embargo, desmiente esta suposicién. El objetivo
principal en la mayoria de estos cursos es cubrir el maximo nimero de contenidos en el
poco tiempo que dura el curso, intentando hacer un repaso exhaustivo de toda la
matematica de secundaria, independientemente de su importancia en relacién al curso
académico, y también del tipo de alumnado al que vaya dirigido el «curso cero» en

cuestion.

En este sentido no creemos muy atrevido clasificar los cursos observados en dos
grandes grupos, segun los tipos ideales de modelos docentes descritos en capitulo
primero de este trabajo (81.5). Encontramos por un lado, cursos «empiristas» que

combinan dos dimensiones del proceso de estudio con total preponderancia: el momento
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del trabajo de la técnica (modelo tecnicista) y los momentos exploratorio y del primer
encuentro (modelo modernista). Su principal caracteristica es la estructuracion del curso
partiendo de un listado de ejercicios y problemas no demasiado articulados entre si pero
mas 0 menos organizados por temas o0 ambitos tematicos. El estudio de esta larga lista
de problemas diferentes conduce al alumno a vivir una especie de eterno momento
exploratorio que, por falta de tiempo, no es nunca productivo y que el profesor acaba
frustrando con un «bombardeo» continuo de recordatorios de técnicas y tecnologias de
manera muy oportunista siguiendo las necesidades de cada caso. Los alumnos
acostumbran a ver asi una gran cantidad de praxeologias matematicas puntuales y
aisladas con todos sus componentes. A pesar de la apariencia de una metodologia
«activa» centrada en la resolucion de problemas, el trabajo en el aula lo acaba haciendo
principalmente el profesor. Creemos que esta estrategia es la que domina en el caso de

los cursos ofertados en carreras cientificas.

El segundo gran grupo lo conforman lo que Ilamamos cursos de «estilo clasico» que
combinan dos dimensiones del proceso de estudio: el momento tecnologico-tedrico
(modelo teoricista) y el momento del trabajo de la técnica (modelo tecnicista). Su
principal rasgo es ver desfilar una gran cantidad de praxeologias matematicas siguiendo
una sucesion de temas fijados a priori, donde el unico hilo conductor entre ellos, cuando
lo hay, se sitda en el nivel del discurso tedrico que no forma parte de la responsabilidad
matematica del alumno puesto que esta responsabilidad es asumida en exclusiva por el
profesor. Al final, el alumno también acaba trabajando con una gran cantidad de
praxeologias matematicas puntuales y aisladas, aunque el discurso del profesor las
presente conectadas y estructuradas en praxeologias matematicas locales o regionales.
Creemos que esta estructura corresponde mas a los cursos ofertados en carreras de

tematica econémica y social.

En Serrano (2007) se encuentra un andlisis mas detallado sobre el estudio de las

praxeologias didacticas en las que se basan un curso «empirista» y otro «clasico».

1.5. La situacion actual

La nueva estructura en grados no parece haber modificado el funcionamiento de los

«cursos cero» en las facultades espafiolas de economia. Los programas a los que hemos
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podido acceder desde las diferentes web®' de las universidades asi lo confirman. A
modo de ejemplo mostramos algunos programas de cursos «cero» ofertados en

diferentes grados de economia en facultades espafiolas:

Universitat Autonoma de Barcelona
I.- Introduccion
1. Repaso de calculos algebraicos basicos
2. El sistema de los nimeros reales: igualdades, desigualdades, intervalos, valor absoluto
3. Logica formal basica: proposiciones, implicaciones, condiciones necesarias y suficientes
4. Demostracion matematica: razonamiento inductivo y deductivo
5. Teoria de conjuntos basica: operaciones con conjuntos, diagramas de Venn
I1.- Célculo diferencial
1. Funciones de una variable real: dominio, imagen, representacion grafica
2. Familias de funciones: polinomiales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas
3. Limites y continuidad: definicion, interpretacion geométrica
4. Derivadas: definicion interpretacion geométrica, métodos de derivacion
I11.- Calculo integral
1. Integrales indefinidas: interpretacion geométrica, métodos de integracién
2. Integrales definidas: Interpretacion geométrica. Propiedades
IV.- Algebra lineal
Matrices: definicidn, operaciones con matrices
Determinantes: definicién, propiedades
Rango de una matriz
Matriz inversa
Sistemas de ecuaciones lineales

agrwnhE

Universidad Carlos 111 Madrid
1. Polinomios y fracciones algebraicas.
2. Resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones.
3. Funciones elementales.
4. Célculo de limites.
5. Funciones continuas.
6. Célculo de derivadas.
7. Representacion grafica.
8. Célculo de primitivas.

Universitat Pompeu Fabra
El curso sera eminentemente practico, con mucha resolucion de problemas y muchos calculos.

El contenido se centrara en aspectos basicos de calculo con fracciones, manipulacion
algebraica de exponentes, potencias, raices, simplificacion de expresiones, factor comun,
resolucién de ecuaciones e inecuaciones de primer y segundo grado, sistemas de ecuaciones
lineales, gréficas y tablas de valores de funciones sencillas. También se trataran los errores mas
comunes en el tema de las potencias y las raices.

Universidad de Zaragoza
Unidad Didactica 1: Calculo operacional: fracciones, potencias, raices y logaritmos.
e Fracciones: Conceptos. Operaciones. Operaciones con fracciones algebraicas.
e Potencias y raices: Conceptos. Propiedades de las potencias. Propiedades de las raices.
Funcion potencial y funcion exponencial.
e Logaritmos: Conceptos. Propiedades. Funcion logaritmica.

87 Cabe destacar la dificultad para encontrar dichos programas en los portales de acceso ptblico de las web de las
Universidades.
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Unidad Didéactica 2: Ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones e inecuaciones.

e Ecuaciones: Conceptos. Ecuaciones polindmicas con una incognita. Ecuaciones
no polinébmicas con una incégnita. Ecuaciones con dos incognitas.

e Inecuaciones: Conceptos. Inecuaciones polindmicas con una incognita. Inecuaciones
racionales con una incognita. Otras inecuaciones con una incdgnita. Inecuaciones con dos
incdgnitas.

¢ Sistemas de ecuaciones: Conceptos. Sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Sistemas
de m ecuaciones con n incognitas.

e Sistemas de inecuaciones: Conceptos. Sistemas de inecuaciones con una incdgnita. Sistemas
de inecuaciones con dos incdgnitas.

Unidad Didéctica 3: Trigonometria.

e Medidas de angulos: el grado sexagesimal y el radian. Razones trigonométricas de un angulo
agudo. Razones trigonométricas de un &ngulo cualquiera. Relacién entre las razones
trigonométricas de dos angulos. Otras igualdades trigonométricas. Funciones trigonométricas
y sus inversas.

Unidad Didactica 4: Numeros reales y nimeros complejos.

e NUmeros reales: NUmeros naturales y nimeros enteros. NUmeros racionales y nimeros
irracionales. Nameros reales.

e Numeros complejos: Conceptos. Operaciones. Representacion grafica. Forma polar y forma
trigonométrica.

Unidad Didéactica 5: Geometria en el plano.

e Puntos y vectores: Puntos en el plano. Vectores fijos. Vectores libres.

e Rectas: Inclinacion y pendiente de una recta. Ecuaciones de una recta. Incidencia y
paralelismo.

e Conicas: Circunferencia. Elipse. Hipérbola. Parabola.

Unidad Didactica 6: Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales.

e Matrices: Concepto. Tipos de matrices. Operaciones con matrices. Propiedades. Operaciones
elementales. Rango de una matriz. Calculo de la matriz inversa por el Método de Gauss.

e Determinantes: Calculo. Propiedades. Calculo de la matriz. calculo del rango de una matriz.

e Sistemas de ecuaciones lineales: Concepto. Tipos de sistemas lineales. Discusién de un
sistema lineal. Métodos de resolucion de sistemas lineales.

Unidad Didéactica 7: Funciones reales de variable real.

e Funciones reales de variable real: Conceptos basicos. Funciones elementales. Limite de una
funcion.

e Derivada de una funcion real: Conceptos basicos. Interpretacion geométrica. Funcion
derivada. Regla de L"Héopital.

e Representacion gréafica: Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos. Concavidad,
convexidad y puntos de inflexion. Asintotas y ramas parabolicas. Estudio y representacion
grafica.

Universidad de Malaga
INTRODUCCION A LA TEORIA DE MATRICES
1. Matrices y determinantes
2. Sistemas de ecuaciones lineales
INTRODUCCION
1. Razones trigonométricas. Operaciones. ldentidades y ecuaciones
2. De los nimeros naturales a los complejos
3. Monomios y polinomios
TEORIA DE FUNCIONES
Funciones. Forma de expresar una funcion
Limite en un punto. Continuidad. Propiedades de los limites
Tipos de funciones. Operaciones con funciones
Funcién exponencial. Funcion logaritmica
Funcién derivada. Interpretacion geométrica. Aplicaciones de la derivada.

agrwdE
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Como podemos observar en la muestra presentada no parece que la entrada en el nuevo
Espacio Europeo de Educacion Superior haya cambiado la estructura de estos cursos,

que siguen estando compuestos por un numero muy elevado de contenidos.

1.6. Conclusiones

El contrato didactico, es decir el reparto de responsabilidades entre profesor y alumno
en lo que se refiere al contenido matematico en juego, asi como el tipo de actividad
matematica que los alumnos tienen que realizar, muestra que estos cursos pretenden que
los alumnos trabajen en una cantidad muy importante de praxeologias matematicas
diferentes para intentar recubrir, en cierta manera, la casi totalidad del curriculum de
secundaria. El tiempo limitado de que se dispone para este objetivo tan ambicioso no
permite que los alumnos puedan vivir los diferentes momentos del proceso de estudio.
En consecuencia, cada curso se limita a proponer algunos momentos privilegiados que,
supuestamente, permiten hacer una «reconstruccion rapida» de las praxeologias
matematicas consideradas. Estos son el momento tecnoldgico o bien el momento
exploratorio, acompariados del momento del trabajo de la técnica que, por falta de
tiempo, aparece siempre interrumpido antes de poder ser productivo. Asi, en ningln
caso se dispone del tiempo y el espacio necesario para el trabajo de desarrollo técnico ni
para llevar a cabo el cuestionamiento que se requiere para construir praxeologias
matematicas locales que agrupen y otorguen mas flexibilidad y eficacia a las técnicas y
tecnologias que los alumnos aprenden a utilizar en secundaria. Nos parece que este tipo
de praxeologia didactica no sélo no contribuye a paliar la desarticulacion de las
praxeologias matematicas que se estudian en secundaria, sino que reforzarian todavia

mas su aislamiento y rigidez.

Estas conclusiones corroboran la conjetura 1 que hemos presentado en el primer

capitulo:

Conjetura 1. Efectos de los cursos propedéuticos tradicionales en la transicion

Secundaria-Universidad:

Los cursos propedeuticos (0 «cursos cero») se fundamentan (implicitamente) en

modelos didacticos que, a lo sumo, toman en consideracion dos de los momentos
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didacticos o dimensiones del proceso de estudio que propone la TAD, y se sustentan en
un modelo epistemoldégico de las mateméticas esencialmente «conceptualista» y
«acumulativo» (esto es, un modelo que interprete el conocimiento matematico como
una red de conceptos que puede ampliarse mediante la acumulacién de nuevos
conceptos y nuevas relaciones entre ellos). En consecuencia, favorecen y agravan el
aislamiento y la desarticulacion de las praxeologias matematicas que se estudian en
secundaria y no contribuyen a paliar las discontinuidades matematicas y didacticas entre

la secundaria y la universidad.

Una primera explicacion de este fendmeno radica en el hecho que estos cursos se
organizan mediante praxeologias didacticas uni o bidimensionales (teoricistas,
tecnicistas, «modernistas» 0 «clasicas») que refuerzan uno o dos momentos del proceso
de estudio en detrimento de los otros. En consecuencia, los procesos de estudio que se
derivan no permiten reconstruir praxeologias matematicas locales relativamente
completas que agrupen las puntuales estudiadas en secundaria otorgandoles la
flexibilidad técnica y el desarrollo tecnologico suficiente para hacer instrumentos

eficaces para el estudio de nuevas cuestiones problematicas.

Este analisis nos condujo a hacer una propuesta alternativa de «curso cero» que va, en
cierta forma, en sentido contrario a los cursos ofrecidos habitualmente en las
universidades. Si, como hemos postulado, el principal handicap con el que llegan los
estudiantes a la universidad es su incapacidad para articular conocimientos teéricos y
practicos para formar estrategias de resolucion, que vayan mas allad de la simple
aplicacion de técnicas puntuales a problemas aislados, entonces creemos que el objetivo
de un curso de transicion Secundaria—Universidad tendria que facilitar este trabajo a los
alumnos. En vez de una revision rapida y necesariamente superficial, de una parte
importante de los conocimientos que los alumnos acaban de estudiar (o de los que
deberian haber estudiado), proponemos llevar a cabo un estudio detallado y en
profundidad de unas pocas cuestiones problematicas y con interés para los estudiantes,
que les conduzcan a conectar conocimientos, a cuestionar las técnicas aprendidas y a

desarrollarlas hasta dotarlas de mas alcance y validez.

115



2. Disefio y experimentacion de un «curso cero» de matematicas desde el enfoque

de la teoria antropoldgica de lo didactico

A partir de los resultados sobre las discontinuidades matemaéticas y didacticas entre la
secundaria y la universidad ya presentados, reforzado por nuestro analisis exploratorio
de los «cursos cero» existentes actualmente en las universidades espafiolas, proponemos
disefiar y experimentar un curso que intente paliar dichas discontinuidades. En otras
palabras, ante el fendmeno de la atomizacion y rigidez de las praxeologias matematicas
escolares, el problema didactico que nos planteamos es el de disefiar un proceso de
estudio que posibilite integrar ciertas praxeologias puntuales en una praxeologia local

relativamente completa.

2.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica a reconstruir

El curso que proponemos debe cumplir las caracteristicas siguientes:

(1) El objetivo general es la articulacion de unas cuantas praxeologias matematicas
puntuales o locales estudiadas en secundaria, que presenten un grado bajo de
«completitud». Se trata de praxeologias que los alumnos no son capaces de conectar
espontaneamente y que formen parte de una praxeologia matematica local central
en el programa de la asignatura de matematicas de los estudios universitarios que
iniciaran.

(2) La articulacion de estas praxeologias matematicas puntuales deberd hacerse como
respuesta a una cuestion problemética inicial que tenga interés y «sentido» para los
alumnos. Se pretende que la articulacion de las praxeologias matematicas puntuales
tenga una funcionalidad matematica y no responda (solo) a presiones del contrato
didactico.

(3) La reconstruccion de la praxeologia matematica local a partir de las praxeologias
matematicas puntuales que «aportan» los alumnos, debe provocar que surjan y se
integren de manera funcional los diferentes momentos del proceso de estudio sin

gue haya el predominio de algunos pocos en detrimento de los otros.
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2.1.1. La praxeologia matematica local que se quiere reconstruir

La cuestion inicial Qo que hemos escogido como punto de partida del proceso didactico
puede condensarse en el estudio de desigualdades del tipo f(x) = g(x) donde fy g son
funciones «elementales» de variable real. El origen de esta cuestion se vincula a un

problema de comparacion de magnitudes economicas:

Qo: Determinar para qué ventas los ingresos de una empresa son mayores que los costes, o los
precios unitarios mayores que los costes medios, o los beneficios mayores que un valor dado, o los

costes menores que un valor dado, etc.

Si modelizamos los ingresos, costes, precios unitarios, costes medios y beneficios de
una empresa mediante funciones que dependen de una Unica variable —las ventas—,
entonces la cuestion planteada conduce al estudio de una desigualdad del tipo
considerado. Supondremos que en todos los casos, el modelo matematico f(x) = g(x)
ya esta dado (es decir, no pediremos a los alumnos que determinen las funciones a partir
de ciertas informaciones sobre la empresa) y que el problema reside en determinar los

valores de x para los que se cumple la desigualdad.

La praxeologia matematica que permitira dar respuesta a la cuestion inicial Qo puede

considerarse como una articulacion de tres praxeologias matematicas puntuales que se

estudian en secundaria:

(1) La resolucion de ecuaciones (lineales y cuadraticas, cubicas con raices enteras o
racionales, logaritmicas o exponenciales muy sencillas), que designaremos por Peg;

(2) La resolucion de inecuaciones algebraicas (de primer y segundo grado
basicamente), muy incipiente en secundaria y que designaremos por Py;

(3) La representacion gréafica de funciones elementales (polinomios de grado < 3,

funciones exponenciales y funciones racionales), que designaremos por Pg.

Para los estudiantes que acaban el bachillerato, estas tres praxeologias aparecen muy
poco conectadas entre si. El estudio de ecuaciones forma parte del trabajo algebraico
con expresiones de primer y segundo grado que los alumnos estudian con anterioridad a
la introduccion de las funciones. La resolucién de los otros tipos de ecuaciones (cubicas
o logaritmicas y exponenciales elementales) aparece en diferentes temas del curriculum,

ligada normalmente al estudio de funciones, pero muy poco vinculada a su
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representacion gréfica. Si bien la resolucién de ecuaciones puede aparecer como una
sub-técnica para la representacion grafica de funciones, las graficas no se utilizan nunca
como herramienta para resolver ecuaciones ni inecuaciones. De hecho, dentro del
estudio de funciones, las graficas siempre aparecen como el producto final de una
técnica muy estandarizada que empieza con la determinacion del dominio, el estudio de
los limites de la funcién en los puntos frontera del dominio, la determinacion de los
puntos de corte con los ejes, el célculo de la derivada, el estudio de la monotonia, la
concavidad y convexidad, etc. En este sentido, la gréafica es siempre el objetivo Unico y
final del proceso, no se considera nunca como un modelo de la relacion entre dos
magnitudes que puede resultar Gtil para resolver problemas. Los alumnos aprenden a
representar funciones, pero no aprenden a hacer nada con estas representaciones. Por
este motivo, cada funcion, sea o0 no elemental, se considera como un elemento aislado,
casi como un pretexto para poner en marcha una técnica cuyos pasos estan
especificados previamente (dominio, limites, etc.) y que conduce a la construccion de la
gréfica. En particular, no se estudian las familias de funciones elementales como tales
ni, por tanto, las relaciones entre los valores de los parametros que determinan una

funcion de la familia y la forma de la grafica de dicha funcion.

La hipotesis que asumimos es que, después de los estudios de secundaria, los alumnos
son capaces globalmente de realizar, dentro de cada praxeologia, los siguientes tipos de

actividades:

Peo: Resolver ecuaciones de primer grado mediante manipulaciones algebraicas,
resolver ecuaciones de segundo grado aplicando la férmula del discriminante, resolver
ecuaciones de tercer grado —solo si tienen una raiz racional— utilizando la técnica de

factorizacion de Ruffini y resolver ecuaciones exponenciales del tipo a-b* = c.
Pin: Resolver inecuaciones de primer grado mediante manipulaciones algebraicas y, en
algunos casos, resolver inecuaciones polinémicas del tipo (x — o)+ (x = Xy)-... (X = X,) > 0, cON

Xo, X1, ..., Xn NUMeros racionales.

Pg: Dada una funcion elemental f(x), buscar el dominio, limites, puntos de corte con los

ejes, intervalos de variacion, etc. hasta llegar a la representacion grafica.
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Presentamos a continuacién, a modo de modelo epistemologico de referencia, la manera
como estas tres praxeologias proporcionan los ingredientes necesarios para producir una
respuesta a la cuestion inicial Qo considerada y como la produccion de la respuesta
articula estos ingredientes insertando las praxeologias consideradas en una praxeologia
local m&s amplia y compleja. A partir de este modelo de recorrido matematico,
formularemos el andlisis a priori de la praxeologia didactica que proponemos
experimentar en el «curso cero» disefiado. Finalmente describiremos la experimentacion

realizada y su evaluacion a posteriori a partir de los resultados obtenidos.

2.1.2. Presentacion del modelo epistemologico de referencia

La reconstruccion de una praxeologia local que vaya mas alla de la simple aplicacion de
una técnica para resolver un tipo de problemas requiere partir de un cuestionamiento
«potente» —esto es, que requiera como respuesta una praxeologia local relativamente
completa— que guie y, a la vez, justifique el proceso de estudio que se tiene que tomar.

En nuestro caso, la cuestion problematica que hemos escogido es:

Qo: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son funciones cualesquiera?

Ante la imposibilidad de dar una respuesta Unica a esta cuestion, se decide considerar
casos particulares de la misma, tomando como criterio las familias de funciones fy g
consideradas: funciones afines, cuadraticas, cubicas, hiperbolicas y exponenciales. Se
vera que, al introducir nuevas familias de funciones, la técnica utilizada para resolver la
desigualdad se tendrd que ir modificando. Se puede considerar asi que la variable

«familia de funciones» constituye el motor de la dindmica del estudio.

En el anexo 3.1 se encuentra el desarrollo completo de cada una de las sub-cuestiones y
aqui solo presentaremos un esquema que lo resume:
- Consideramos una primera sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son afines. En este caso se dispone de tres técnicas:
o Algebraica, consistente en resolver directamente la desigualdad. En el caso de las
funciones afines se debe distinguir entre los casos de f creciente y f decreciente
debido al cambio de sentido de la desigualdad. Nos referiremos a esta técnica

como Ta.
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o Algebraica-ecuacional, consistente en reducir la inecuacion a la ecuacién
correspondiente y con los puntos solucion establecer intervalos, estudiando en
cada uno de ellos donde se cumple la desigualdad. En el caso de las funciones
afines, se trata de una técnica fiable y econdmica pero poco justificada. La
llamaremos Tag.

o Gréfica, consistente en representar las dos funciones y ver graficamente en que
intervalos se cumple la desigualdad. En el caso de las funciones afines, se trata de
una técnica fiable y facil de justificar, pero poco economica. Nos referiremos a

ella como 6.

- Consideramos una segunda sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son polinémicas de grado dos. En este caso se dispone de las
mismas tres técnicas:

o Algebraica, que sera apropiada Unicamente en el caso en que las dos funciones
tengan el mismo término cuadratico.

o Algebraica-ecuacional, que es poco justificada (si no se recurre a la técnica
grafica) y poco econdmica debido al numero de célculos que se tienen que
realizar.

o Gréfica, es fiable y facil de justificar.

- Consideramos una tercera sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son polindmicas de grado tres. En este caso se dispone de
cuatro técnicas:

o Algebraica, que tendra un alcance muy limitado.

o Algebraica-ecuacional, que sera fiable si las funciones f, g o f—g tienen raices
evidentes, pero siempre realizando muchos célculos.

o Gréfica, fiable y facil de justificar siempre que las raices sean evidentes.

o Gréfico-numérica, consistente en realizar las graficas y establecer de manera
aproximada las raices mediante algn método de aproximacion de raices®. En
este caso se tratara de una técnica fiable y econémica. Nos referiremos a ella

COMmo TGN-

% Método de la Dicotomia (o Biseccion), Método de Newton, Método de la Secante, Método de la
Regula-Falsi, etc.
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- Consideramos una cuarta sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son hiperbdlicas. En este caso se dispone de las mismas cuatro
técnicas:

o Algebraica, que tendra un alcance muy limitado.

0 Algebraica-ecuacional, también con alcance limitado y solo serd fiable si las
funciones f—g tienen raices evidentes.

o Gréfica, fiable y facil de justificar siempre que las raices sean evidentes.

o Graéfico-numérica, fiable y econdmica si las raices no son evidentes.

- Consideramos una quinta sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son exponenciales. Disponemos de las cuatro mismas tecnicas:
o Algebraica, que tendra un alcance limitadisimo.
o Algebraica-ecuacional, también con alcance limitadisimo.
o Graéfica, fiable y eficaz si la funcidn f-g tiene ceros evidentes.

o Graéfico-numérica, apropiada si las raices no son evidentes.

- Consideramos una sexta sub-cuestion que restringe el estudio a la desigualdad
cuando las funciones son de alguno de los tipos anteriores pero diferentes entre ellas.
Las técnicas seran:

o Algebraica, que tendra un alcance limitado.

o Algebraica-ecuacional, también con alcance limitado.
o Gréfica, 6ptima si los ceros son evidentes.
o]

Grafico-numérica, optima si los ceros no son evidentes.

Una vez considerados todos los casos particulares, si se tiene que estudiar la
desigualdad f(x) = g(x) donde f y g son funciones elementales cualesquiera
(polinomicas de grado < 3, hiperbolicas o exponenciales), se ha visto que, en general,
las técnicas algebraicas acostumbran a no funcionar y que, por el contrario, las técnicas
gréaficas son mucho mas eficientes y econémicas, aunque sélo proporcionan, en general,
respuestas aproximadas que se deben «afinar» posteriormente mediante algin método
numérico. Por tanto, ahora ya se puede dar una primera respuesta a nuestra cuestion
inicial Qo:

Qo: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son funciones cualesquiera?
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Roi: Si fy g son funciones elementales de los tipos considerados anteriormente, o de
algun tipo para el cual se puede obtener facilmente una representacion grafica, entonces
se puede aplicar la técnica grafica o la grafico-numérica y deducir el intervalo

aproximado de valores x deseado.

Roz2: Si no se dispone facilmente de la representacion grafica de f y g, ni de alguna
desigualdad h(x) > k(x) equivalente, entonces se puede realizar un estudio «completo»
de la funcién f — g (estudiando los limites en la frontera del dominio, los intervalos de
monotonia, etc.) y deducir un valor aproximado del intervalo solucion a partir de la

gréfica.

Una vez llegados a este punto, es facil que del estudio de la desigualdad f(x) > g(x)

surjan nuevas cuestiones problemaéticas, como por ejemplo:

Q1*: (Cémo asegurar, a partir solo de la gréfica (es decir, sin un estudio completo de la funcion f — g),
que se han encontrado todos los puntos de corte entre fy g?

Esta cuestion pone de manifiesto la necesidad del estudio de las variaciones de f — g, por
ejemplo utilizando derivadas, y puede servir como motivacion del estudio «completo»

que citdbamos anteriormente.

También pueden surgir nuevas cuestiones a partir de variaciones de la cuestién inicial
Qo como, por ejemplo, como varian las soluciones si se fija una de las dos funciones y
se varia la segunda dentro de una determinada familia de funciones. Esta es la opcién
gue hemos escogido nosotros en el recorrido que proponemos a los alumnos, al
proponerles un nuevo tipo de problemas generado por el estudio de una cuestion
econdémica donde se dispone de una funcion de costes, se tiene que «construir» la
funcion de ingresos y se plantea el problema de escoger el precio unitario apropiado
para que la empresa siempre tenga beneficios a partir de un determinado valor de
ventas. Este tipo de problemas «refuerza» en cierto sentido el trabajo con la técnica
gréfica y el interés de representar graficamente las dos funciones f(x) y g(x) en vez de la

diferencia f(x) — g(x).
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Qo: ¢Para qué x se
cumple f(x) > g(x) si
fy g son funciones

cualesquiera?

Praxeologias disponibles:

Algebraica
Algebraico-Ecuacional
Gréfica
Grafico-Numérica

\ 4

Qq: fyg afines—> R;

Q2: fy g polindmicas de grado 2—R, > Ry

Qs: fy g polinébmicas de grado 3—-R; D R, o Ry

Q4: fygracionales»> Ry

Qs: Ty g exponenciales — Rs

Qs: Ty g funciones de los tipos anteriores pero diferentes entre
ellos »>Rs o {Ry, Ry, R3, Ry, Rs}

Q-: fy g no son ninguna de les funciones anteriores - R; > Rg

Tabla 3.1. Resumen del modelo epistemolégico de referencia utilizado en el curso «cero» del 2006/07.

Estas consideraciones se aclararan en el préximo apartado con la presentacion del
andlisis a priori de la praxeologia didactica que se experimentara. En el anexo 3.2 se
presentan unas tablas que resumen los analisis anteriores indicando, para cada sub-
cuestion considerada, aquellos aspectos (técnicos y también tecnoldgico-teoricos) en los
que las diferentes praxeologias consideradas se muestran eficaces y a la vez las

limitaciones que presentan.

2.2. Andlisis a priori de la praxeologia didactica

El curso que aqui presentamos estaba dirigido a alumnos que iniciaban sus estudios
universitarios en ADE o Ciencias Empresariales de la Facultat d’Economia 1QS de la
Universitat Ramon Llull (Barcelona) y fue programado y realizado por nuestro equipo
de investigacion en didactica teniendo en cuenta los resultados de las investigaciones de
este equipo sobre las discontinuidades matematicas y didacticas entre la secundaria y la

universidad (Fonseca 2004).

El objetivo del curso era intentar iniciar procesos de estudio motivados por una cuestion
problematica inicial relacionada con los estudios que van a empezar permitiendo la
construccion de praxeologias locales relativamente completas como respuesta a esta

cuestion.

El curso se estructuré en dos bloques diferenciados. El primero estaba dedicado al
trabajo con desigualdades entre funciones elementales («Ingresos y Costes»), y el
segundo a la modelizacion elemental con pardmetros («Compra y venta de camisetas»).

Al final de estos dos bloques se realizé una prueba final.
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A continuacién presentaremos el disefio a priori del proceso de estudio. Lo hemos
estructurado en unidades, que se corresponden aproximadamente con las diferentes
sesiones del curso, donde cada una de ellas se presenta en forma de una tabla dividida
en cuatro partes fundamentales:

1. El objetivo, estructura y principales contenidos de la unidad (O-E-C);

2. Lareferencia al recorrido matematico (RM) en el que esta centrada la unidad, en
relacion al modelo epistemologico de referencia presentado en el apartado
anterior,

3. Eldisefio a priori del recorrido didactico (RD) propuesto, es decir, la descripcion

de como se tienen que hacer evolucionar temporalmente los aspectos mas
importantes del proceso de estudio. También se encuentra la documentacion
necesaria y la forma de gestionar los diferentes momentos del proceso de
estudio.
Para indicar de quien es la responsabilidad de cada tarea en cada momento
distinguiremos diferentes posiciones: PR — profesor, Al — alumno individual,
GA — grupo(s) de alumno(s) en que se divide la clase y CE — comunidad de
estudio (grupo clase con profesor);

4. Algunos elementos importantes para la gestion del recorrido didactico (GRD).

Solo presentaremos aqui el andlisis didactico a priori correspondiente al bloque
dedicado a las desigualdades. Veremos cémo, al principio, las unidades corresponden a
la completacion de las diferentes praxeologias matematicas consideradas inicialmente
hasta llegar a la técnica grafica que se tiene que ir construyendo y completando poco a
poco a medida que se introducen nuevas familias de funciones. La ultima unidad
corresponde al estudio de una cuestién econdmica donde también se tiene que comparar
una funcion de ingresos y una de costes pero la primera no viene dada explicitamente.
Ademas, el tipo de cuestiones que se plantean requieren considerar diferentes funciones
de ingresos y de costes a medida que se varia el precio unitario o el coste fijo,

provocando asi una pequefia variacion de la técnica gréafica.
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2.2.1. Estudio de funciones elementales con parametros: «Ingresos y Costes»

El trabajo de esta primera parte del curso consiste basicamente en abordar la cuestion de
la comparacion de dos funciones de una variable —una de ingresos y otra de costes—
mediante la representacion grafica de funciones elementales. Este trabajo requiere la
articulacion de tres praxeologias puntuales —Peq, Pin Y Pe— que los alumnos han
estudiado en bachillerato.
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UNIDAD 1: (3 horas)

O-E-C

- Presentacion de la cuestion Qq:
Sea B(x) la funcion de beneficio de una empresa que produce x productos, ¢cuantos productos tiene que
producir para obtener ganancias, es decir, para que valores de x el beneficio B(x) es positivo?
Se tiene que interpretar Qq como un caso particular de la cuestién presentada en el apartado 2.1.2:
Bx)z0eIx)—Cx)=20es1(x) = C(x)

- Comentar que la cuestion inicial Qq pretende modelizar una situacion real, pero ante la imposibilidad de
estudiar funciones de varias variables (ya que los alumnos todavia no la han estudiado) nos reduciremos
al caso en el que el beneficio depende de una Unica variable.

- Considerar otras cuestiones que se podrian plantear: caso del beneficio maximo, estudio de sus
variaciones, etc.

- Recordatorio de las familias de funciones que se han estudiado en secundaria.

RM

Planteamiento de Q, y exploracion rapida de ta, Tag V Ts, conocidas por los alumnos, en el caso de
funciones afines, parabdlicas y clbicas.

RD

Documentacion: Entrega de la lista de funciones. (ver el anexo 3.3).

Evolucién y gestion del recorrido didactico:

Momento del primer encuentro del grupo de alumnos(GA):

Presentacion de la cuestion generatriz Q, y trabajo en gran grupo hasta plantear la desigualdad 1(x) > C(x).
Los alumnos se distribuyen en grupos de 2 6 3 y empiezan a trabajar la cuestion planteada para las primeras
funciones de la lista (afines, parabdlicas y clbicas).

Trabajo exploratorio (GA):

Trabajo en grupos para la redaccion de la primera respuesta provisional a Q, Uno de los objetivos es
observar con qué técnica resuelven la cuestién, que notacién utilizan y si verifican la solucién encontrada.
Institucionalizacion y evaluacion (PR y CE):

El profesor, una vez ha analizado las respuestas dadas (aprovechando una pausa a media clase), hace una
sintesis en la pizarra de desigualdades entre dos pares de funciones afines (una sin cambio de signo y otra
con cambio) y entre dos pares de cuadraticas, indicando las diferentes técnicas que han aparecido, la
facilidad o dificultad de uso y sus limitaciones. En el estudio del caso cuadratico se introduce la técnica
grafica (los alumnos ya saben, en principio, representar parabolas) que tiene que aparecer como la mas
potente, siempre y cuando se pueda aplicar de manera rapida y fiable (sin tener que hacer el estudio de cada
funcion).

GRD

El profesor no tiene que participar en la elaboracion de las respuestas de los alumnos ya que se intenta que
aparezcan de manera espontanea las principales «<maneras de hacer» que se ensefian en secundaria.

En la evaluacidn e institucionalizacién hace falta buscar un nombre compartido (con los estudiantes) para
designar las técnicas y sus componentes. También hace falta enfocar la evaluacion como una caracteristica
de las técnicas utilizadas y no de las capacidades o errores de los estudiantes.

Se puede aprovechar para poner en evidencia las carencias tedricas de los alumnos en lo que respecta a la
justificacion y validacion de las técnicas: cdmo se pueden justificar, cuando y porqué son validas, cuando y
porqué no lo son, cdmo se pueden generalizar, etc.
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UNIDAD 2: (3 horas)

O-E-C

Propuesta de utilizacion de la técnica grafica por su potencia y eficacia siempre y cuando no se tenga que
hacer el estudio «completo» de las funciones.

Programacién del estudio: agrupacién de los casos segun los tipos de funciones.

Delimitacidon del problema inicial al estudio de las funciones cuadréticas.

RM

Q:c Qo> A, TAE Y TG

RD

Documentacion: la misma lista de funciones

Evolucidn y gestion del recorrido didactico:
Institucionalizacion (PR y CE):
El profesor expone los principales ingredientes (técnicos y tedricos) de tg para el caso de las parabolas:
Translaciones horizontales y verticales, dilataciones, diferentes escrituras de la ecuacion de la parabola.
Una vez explicada la representacién grafica de la parabola ya se puede dar respuesta a Q,.
Se aprovecha para exponer Pg para el caso de las funciones afines (Q,) y dar una primera respuesta parcial a
Qo en el caso que las funciones implicadas sean afines o polinébmicas de grado 2.
Momento exploratorio (GA):
Se pide a los alumnos que consideren las funciones de la lista donde estan implicadas parabolas y rectas.
Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes maneras de aplicar las translaciones y dilataciones; diferentes escrituras posibles; casos sencillos
(y = a(x — Xg)-(x — x4)); variaciones de la técnica (y = a-(X — Xg)- (X — X1) + k); combinaciones entre rectas y
parabolas; etc.
Momento tecnoldgico-tedrico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes, que el profesor anotara en la pizarra:

- Podemos estar seguros que dos parabolas sélo cortaran en el(s) punto(s) encontrado(s)?

- Se han estudiado todas las configuraciones posibles?

- Codmo interpretar los casos donde no hay puntos de corte entre les funciones implicadas?
Momento de la institucionalizacidon y evaluacion (de la técnica gréfica) (CE y PR):
Al principio de la siguiente clase el profesor hace una sintesis del trabajo realizado indicando los casos mas
faciles y aquellos donde surge algun tipo de complicacién (variaciones técnicas).

GRD

Los casos no considerados en clase se dejan para hacer en casa.

La representacion grafica de la parabola acostumbra a ser del dominio del alumno. El trabajo con las
translaciones y dilataciones, no.

La técnica grafica es poco sensible a los errores numéricos.

Los alumnos oponen resistencia cuando se les pide cambiar de técnica respecto a lo que han hecho en
secundaria.
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UNIDAD 3: (3 horas)

Propuesta de utilizacion de la técnica grafica por su potencia y eficacia en el caso de las funciones

Q polinémicas de grado 3.
L Programacidn del estudio: agrupacién de los casos segun los tipos de funciones.
O | Delimitacion del problema inicial a las funciones ctibicas.
5 Q3= Qo2 T, TAE, T Y ToN
Documentacion: la misma lista de funciones.
Evolucién y gestion del RD:
Institucionalizacion (CE y PR):
El profesor, después de hacer una sintesis del caso cuadratico expone los principales ingredientes (técnicos y
tedricos) de P para el caso de las cubicas: translaciones, dilataciones; cambios de variable.
Al intentar dar respuesta a Qs puede pasar que los puntos de corte no sean evidentes y por tanto se deba
introducir Pgy.
Una vez explicada la representacion grafica de la cubica se puede dar respuesta a Qz y a Qg en el caso que
las funciones implicadas sean polindmicas de grado < 3.
Momento exploratorio (GA):
Se pide a los alumnos que consideren las funciones de la lista donde estan implicadas cUbicas, parabolas y
E rectas y que intenten dar respuesta a Qs y Qo (para el caso afin, cuadratico y cubico).
Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes maneras de aplicar las translaciones y dilataciones; diferentes escrituras posibles; casos sencillos
(y = a(x — Xo)- (X = X1)- (X — X)); variaciones de la técnica (y = a:(x — Xg)- (X — X1)- (X — X2) + k); combinaciones
entre rectas, parabolas y cubicas; etc.
Momento tecnoldgico-tedrico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes:
e ;Podemos estar seguros que dos cubicas solo cortaran en los puntos encontrados?
e ;Se han estudiado todas las configuraciones posibles?
e ;Laaproximacién numérica de los puntos de corte se podria hacer mas rapidamente?
Momento de la institucionalizacién y evaluacion (de la técnica gréafica) (CE y PR):
Al principio de la siguiente clase el profesor hace una sintesis del trabajo realizado indicando los casos mas
faciles y aquellos donde surge algun tipo de complicacién (variaciones técnicas).
A diferencia de lo que pasa con las parabolas, la representaciéon de las clbicas no acostumbra a ser del
E dominio del alumno de secundaria.
O

Los casos no considerados en clase se dejan para hacer en casa.
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UNIDAD 4: (3 horas)

Propuesta de utilizacion de la técnica gréfica para las funciones hiperbodlicas.

Q Programacion del estudio: agrupacion de los casos segun los tipos de funciones.
ul Delimitacion del problema inicial a las funciones hiperbdlicas.
O
Z | Quc Qo> Ta, Tar TG Y Ton
Documentacion: misma lista de funciones.
Evolucion y gestion del RD:
Institucionalizacién (CE y PR):
Después de la sintesis del trabajo hecho con las cubicas, el profesor expone los principales ingredientes
(técnicos y tedricos) de Pg para el caso de les hipérbolas: translaciones horizontales y verticales,
dilataciones; diferentes escrituras de la ecuacidn de la hipérbola.
Al intentar dar respuesta a Q4 puede pasar que los puntos de corte no sean evidentes, pero siempre se pueden
calcular porque el problema se reduce a resolver una ecuacién de segundo grado.
Una vez explicada la representacion gréfica de la hipérbola podemos dar respuesta a Q4 y a Qq en el caso
que las funciones implicadas sean polindmicas de grado < 3 e hipérbolas.
Momento exploratorio (GA):
Se pide a los alumnos que consideren las funciones de la lista donde estan implicadas cubicas, parabolas,
hiperbolicas y afines y que intenten dar respuesta a Q, y Qg (para el caso afin, cuadratico, cubico e
A | hiperbdlico).
@ | Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes manera de aplicar las translaciones y dilataciones; diferentes escrituras posibles; combinaciones
entre rectas, parabolas, cibicas e hipérbolas; etc.
Momento tecnolégico-tedrico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes:
e ;Podemos estar seguros que dos hipérbolas s6lo cortaran en los puntos encontrados?
e ;Se han estudiado todas las configuraciones posibles?
e (En qué casos se pueden calcular los puntos de corte?
e ;Cuando se tienen que aproximar?
Momento de la institucionalizacion y evaluacion (CE y PR):
Al principio de la siguiente clase, el profesor hace una sintesis del trabajo realizado indicando los casos mas
faciles y aquellos donde surge algun tipo de complicacién (variaciones técnicas).
Hace falta recalcar que la técnica grafica «por transformaciones de funciones elementales» es mas rapida y
eficaz que la técnica de estudio «completo» de una funcion que los alumnos aprenden a utilizar en
secundaria.
Tal como pasaba con las clbicas, los alumnos de secundaria tampoco dominan la representacion grafica de
E las hipérbolas. Asi que tendran tendencia a retomar la técnica de estudio «completo» de una funcién que es
O | la que saben utilizar. Hace falta hacerles ver que es de aplicacion mucho mas compleja, aunque para ellos

les parezca mas facil que la técnica nueva (evaluacién).
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UNIDAD 5: (3 horas)

O-E-C

Propuesta de utilizacion de la técnica grafica para las funciones exponenciales.
Programacién del estudio: agrupacion de los casos segun los tipos de funciones.
Delimitacion del problema inicial a las funciones exponenciales.

RM

Qs Qo= Ta, TaE: T Y TGN

RD

Documentacion: misma lista de funciones.

Evolucién y gestion del RD:
Institucionalizacién (CE y PR):
Después de la sintesis del caso de las hipérbolas, el profesor expone los principales ingredientes (técnicos y
tedricos) de Pg para el caso de las exponenciales: translaciones horizontales y verticales, dilataciones;
correspondencia con las diferentes escrituras de la ecuacion de la funcién exponencial.
Al intentar dar respuesta a Qs puede pasar que los puntos de corte no sean evidentes y por tanto se tenga que
introducir Pgy 0 recordar el uso de logaritmos para resolver ecuaciones exponenciales.
Momento exploratorio (GA)
Se pide a los alumnos que consideren las funciones de la lista donde estan implicadas exponenciales,
cubicas, parabolas, hipérbolas y afines, y que intenten dar respuesta a Qs y Q.
Trabajo de la técnica (GA)
Diferentes maneras de aplicar las translaciones y dilataciones; diferentes escrituras posibles; combinaciones
entre rectas, parabolas, cibicas e hipérbolas; etc.
Momento tecnoldgico-tedrico (GA 'y CE)
Pueden surgir diferentes cuestiones:

e ;Podemos estar seguros que dos exponenciales sdlo cortaran en los puntos encontrados?

e ;Se ha estudiado toda la casuistica (configuraciones posibles)?

Momento de la institucionalizacion y evaluacion (de la técnica grafica) (CE y PR)

Hace falta indicar al final de la clase cuales son las funciones de la lista que no son de ninguno de los tipos
estudiados en las sesiones anteriores y que son, precisamente, aquellas que delimitan el &mbito de validez
de la técnica grafica. Esto facilita la sintesis del trabajo realizado hasta el momento y conduce a escribir
mediante parametros los tipos de funciones utilizadas hasta el momento: af(x — b) + ¢, donde f(x) es de los
tipos considerados. Pueden aparecer variaciones «fuertes» de la técnica gréafica, por ejemplo con funciones
del tipo f(ax — b) o ().

GRD

Esta sesion tiene que ser mas «agil» que las anteriores para que quede tiempo al final para la
institucionalizacion del recorrido global y para la evaluacién de la técnica grafica.

Se dejan para hacer en casa los casos que no se hayan podido estudiar en clase y aquellas funciones que
salen fuera del ambito de validez de la técnica grafica.
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UNIDAD 6: (3 horas)

Estudio de una cuestion econémica donde el modelo propuesto se reduce al estudio de una desigualdad

&)

u:J donde una funcién es fija y viene dada, y la otra se tiene que construir y varia en funcién de un parametro

O | (precio unitario). Esta situacion pone en evidencia la «economia» y eficacia del uso de la técnica gréfica.

5 Situacion econémica =2 Pgy
Documentacion: Lista de problemas (ver anexo 3.4)

Evolucién i gestién del RD:

Momento exploratorio (Al y CE)

El trabajo se hace de forma individual. Cada alumno lee el enunciado del primer problema y se comenta el
primer caso en la pizarra para asegurarse que todos los estudiantes han construido el modelo apropiado I(x)
> C(X).

Momento del trabajo de la técnica y tecnolégico-tedrico (Al y CE)

@ La resolucion del problema requiere una variacion técnica sostenida por la interpretacion tedrica que el coste
fijo corresponde a la translacion vertical de la funcién de costes (problema 1) y que el precio unitario
corresponde a la pendiente de la recta. La variacion de estos dos pardmetros permite modificar el intervalo
de soluciones y es sobre esta variacién que hace falta razonar en este caso.

Institucionalizacién y evaluacion (Al)

Al volver de la pausa se corrige el primer problema y, si no hay tiempo de acabar el segundo, se propone
entregarlo el proximo dia para hacer una evaluacién individual.

La evaluacion de todo el trabajo llevado a cabo se hace con la prueba final.

De hecho, la resolucion de estos dos problemas, con las (pequefias) variaciones técnicas y teoricas que
suponen, se corresponde con la verdadera evaluacion de la Pg que se ha construido hasta el momento.

Dado que es el primer trabajo de modelizacién que se propone a los alumnos, es importante que el profesor
se asegure que todos los alumnos entienden las diferentes interpretaciones que se les pide y que no de por

E evidente ninguna de estas interpretaciones.

O

Puede surgir la cuestion de saber si el nimero de articulos producidos y el nimero de articulos vendidos
coinciden. Hace falta remarcar que es una hipotesis que hacemos para simplificar el trabajo de modelizacién
a pesar que sea poco realista.
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2.2.2. Modelizacion elemental con parametros: «Compra y venta de camisetas»

La segunda parte del curso se adentra en el trabajo de modelizacion matematica
propiamente dicha. EI caso propuesto proviene de un trabajo de investigacion de nuestro
grupo (Ruiz-Munzon 2010) centrado en la ensefianza de la modelizacion algebraico-
funcional en bachillerato. Simula una situacion potencialmente real en la que un grupo
de estudiantes hace una consulta al grupo-clase para que les digan si un determinado

negocio de estampacion y venta de camisetas dara unos beneficios deseados:

PEDIDO 1. ;Cémo ganar 1000 € vendiendo camisetas?
Un grupo de alumnos de segundo de bachillerato han decidié estampar y vender

camisetas en la fiesta mayor del barrio para financiarse el viaje de fin de curso. Tienen
datos de sus comparieros de cursos anteriores. De momento, saben que, en los afios
anteriores, se tenia que pagar 150 € al ayuntamiento por el alquiler del stand de la feria.
Os pedimos que los ayudéis a determinar una estrategia por tal de recoger unos 1000 €
de beneficios.

Curso 03 /04 03 /04 03 /04 04/05 | 05/06
Ventas camisetas 70 180 120 243 160
Costes totales 325 600 450 757.5 550
Ingresos totales 280 720 480 972 640

Tabla para hacer estrategias:

Precio | Coste | Alquiler | Ingresos | Costes | Beneficio Observaciones
p c L | C B =1-C | Paraobtener un beneficio de 1000%€....

El estudio de esta situacion se puede expresar inicialmente mediante una desigualdad
del tipo B(x) = I(x) — C(x) > 1000, donde 1(x) = px es la funcidn de ingresos (siendo p el
precio unitario de venta) y se introducen dos funciones de costes, una lineal: C;(x) = cx
+ L (siendo c el coste unitario de fabricacion o de compra de las camisetas y L el
alquiler del stand) y una cuadratica C,(x) = (o + Kx)x + L (siendo ¢ = a + Kx un coste

unitario que crece con la produccion x).

En ninguno de los dos casos el estudio de la desigualdad B(x) = I(x) — C(x) > 1000
conduce directamente a una solucién «realista» porque el niUmero de ventas necesarias
para obtener 1000 € de beneficios no corresponde ni se aproxima a las ventas obtenidas
por grupos de alumnos hasta el momento. Se requiere entonces que se discutan

diferentes estrategias posibles: aumento del precio unitario p, disminucién de los costes
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¢, aumento de las ventas x. Hace falta por lo tanto ir planteando nuevas situaciones mas
complejas que se modelicen mediante familias de funciones de una variable con
parametros (rectas, parabolas o hipérbolas). Es precisamente en la manipulacion de los

parametros donde se encuentra la solucion final.

En la primera sesion (Pedido 1 — costes lineales), los alumnos trabajan por grupos en la
resolucion de la cuestion planteada y se discuten las posibles respuestas. Ante el fracaso
de todas ellas, se determinan distintas estrategias segun el numero y tipo de parametros
escogidos: coste unitario de las camisetas, precio unitario de venta, costes fijos del
local. Cabe destacar lo que podriamos llamar la «creatividad» de los alumnos en el
tratamiento de la cuestion planteada por lo que respecta a las diferentes estrategias de
venta propuestas. En lugar de proponer las variaciones de parametros que habiamos
previsto (aumentar el precio de venta o disminuir los costes), surgieron en clase
propuestas méas variadas y mas realistas, como hacer ofertas para las ventas grandes
(«un articulo gratis si se compran 3») con la consiguiente complicacion matematica de

obtener un modelo funcional apropiado.

En la segunda sesién los grupos de alumnos consideraron las diferentes posibilidades de
variacion de los pardmetros y, mediante el recurso a modelos algebraicos (los modelos
gréficos no son necesarios en este punto), obtuvieron conjuntamente una respuesta
viable al problema, destacando el parametro pertinente p — ¢ (diferencia entre el precio

unitario y el coste unitario).

En la tercera sesion se les hace entrega de otro pedido (Pedido 2 — funcion de costes
cuadratica):

PEDIDO 2. ;Cémo ganar 7000 € vendiendo camisetas?
Una tienda de deportes también ha venido a pedirnos ayuda. Esta tienda vende un tipo

especial de camisetas y nos piden que estudiemos su negocio y que hagamos propuestas
para mejorar la rentabilidad de forma que obtengamos con sus ventas un beneficio de
7000 €, sabiendo que las ventas se encuentran entre 300 y 3000 unidades.

Sabemos que el alquiler mensual del local es de 1200€. Otra informacion adicional a
tener en cuenta es que el coste de una camiseta no es constante, depende linealmente del
nGimero de camisetas compradas: ¢ = 10°x + 2,5 (donde x es el nimero de camisetas

compradas).
Mes Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
Ventas camisetas 886 900 1093 2450 1660 2670
Costes totales 3422,85 | 3458,10 3944,45 | 7385,03 | 5377,56 | 7946,29
Ingresos totales 3544 3600 4372 9800 6640 10680
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La tienda de deportes ha realizado anteriormente un estudio de mercado del cual ha
recibido la siguiente informacion:

- El precio de venta del producto que nos han proporcionado no puede ser superior a 5 €.
- El coste unitario para ventas pequefias siempre sera mayor que 2 €.

- El precio del alquiler de un local en misma zona es superior a 900 €.

En este caso, la consideracion de las desigualdades con parametros hace indispensable
el uso de modelos graficos (parabolas e hipérbolas con asintotas oblicuas). Para abordar
este segundo pedido, los alumnos partieron de los resultados obtenidos en el primer
pedido y recurrieron a los modelos gréaficos de manera bastante agil.

2.2.3. Prueba final

Finalmente se propuso a los alumnos una prueba final dividida en dos partes. La
primera hacia referencia a la primera parte del curso (resolucion grafica de una
desigualdad funcional). La segunda proponia una situacion de consultoria anéloga a la

de la segunda parte del curso (compra y venta de pulseras).

Una empresa produce x unidades de un producto. Determinar el intervalo de producciones x aconsejadas

. ., . =3
si sabemos que la funcion de ingresos es I(x) = +1t 3,y lade costes es C(x) = x*+0,5.

El coste de produccién de un determinado articulo es k(x) = x* + 2x + 4, donde x es el nimero de

unidades. El articulo se vende a 7 € por unidad.

(i) Representar en un mismo grafico la funcién de ingresos y la de costes.

(i)  Determinar el intervalo de producciones para las cuales se obtienen beneficios.

(ili)  Como cambiara este intervalo si los costes fijos aumentan a 9 €? Dar una explicacion a partir de la
grafica.

(iv)  ¢Cdémo cambiara este intervalo si se decide aumentar el precio de venta a 9 € por unidad? Dar una
explicacion a partir de la grafica.

Los alumnos de 1° de bachillerato quieren vender pulseras de goma con los colores del instituto para
recoger dinero para el viaje de fin de curso. El coste de cada pulsera es de 0,30 € y las quieren vender a
1 €. El precio del alquiler de la parada es de 80 €.
1. Escribir la funcidn de ingresos I(x), la de costes C(x) y la de beneficios B(x).
2. Representar la funcién beneficio.
3. Indicar en la grafica el nGmero minimo de ventas para obtener beneficios positivos.
4. Utilizar la grafica para calcular aproximadamente cuantas pulseras se tienen que vender para obtener
un beneficio de 750 €. Calcularlo exactamente.
5. Explicar cémo varia la gréfica de la funcion de beneficios y el nimero minimo de ventas para obtener
750 € de beneficios en los casos siguientes:
i. El precio de las pulseras sube a 1,20 €.
ii. El coste de las pulseras sube a 0,35 €.
iii. El alquiler de la parada baja a 65 €.
6. Si el alquiler de la parada es de 100 €,
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i. Determinar cual ha de ser la relacion entre el precio de venta y el precio de coste de cada pulsera
para obtener un beneficio de 750 € con la venta de 500 pulseras.

ii. ¢Se puede obtener este beneficio con estas ventas, vendiendo pulseras a menos de 1,5€? ;Se puede
obtener este beneficio con estas ventas, vendiendo pulseras al doble de su precio de coste?

Como se puede observar, el primer problema corresponde exactamente a una
desigualdad como las trabajadas en la primera parte el curso, donde se debe comparar
una cubica y una hipérbola. El segundo problema reproduce una situacion muy similar a
los dos problemas estudiados en la unidad seis con funciones de costes cuadraticas
donde se pide realizar e interpretar dos variaciones: la de los costes fijos (translacion
vertical de la funcién de costes) y la del precio unitario (aumento de la pendiente de la
recta de ingresos). El tercer problema propone un estudio analogo al del caso de las
camisetas cuando la funcion de costes es lineal. Las preguntas son muy detalladas e
incluyen aspectos técnicos e interpretaciones en términos del sistema economico

considerado.

2.3. Descripcion de la experimentacion

El curso que se propone aqui ha sido experimentado en la Facultat d’Economia 1QS de
la Universitat Ramon Llull en el mes de septiembre de los afios 2004, 2005 y 2006,
tanto en sesiones de mafianas como de tardes. En los seis casos, la duracion del curso ha
sido de 30 horas distribuidas en 10 sesiones. EI numero de alumnos ha variado entre los
40 y 50 por sesion. Durante los cursos del 2004 y 2005 hubo dos profesoras, una por la
marfiana y otra por la tarde, y una observadora para el grupo de tardes. Durante el curso
2006 una profesora diferente de las dos anteriores se responsabilizo de los dos grupos

de mafanas y tardes. Este curso no fue objeto de observacion.

La estructura y la gestion de cada sesion han sido bastante similares en todas las
experiencias. Nosotros consideraremos aqui el curso experimentado en septiembre de
2005 en la sesién de tardes. Descartamos la experimentacion del 2004 ya que creemos

gue una primera edicién no es 6ptima para el analisis al no tener referencias previas.

A continuacién detallaremos brevemente como se vivid la experimentacion de este

curso en relacion con el analisis a priori (82.2):
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*= Unidad 1
Se presentd a los alumnos la cuestion general Qo (comparar ingresos con costes) y se
entrego el primer listado de funciones (cf. anexo 3.3). Tal y como se ha descrito en el
analisis a priori del recorrido didactico, el profesor inicio el momento del primer
encuentro, especificd la cuestion en términos del estudio de desigualdades entre
funciones y dejo a los alumnos explorar los problemas por grupos. La distribucion se
hizo por grupos de 2 ¢ de 3 personas. Creemos que hubiese sido mejor hacerlos de 4, ya
que hubiera facilitado la comunicacion y el debate. Los grupos estuvieron discutiendo
las primeras inecuaciones durante tres cuartos de hora. Cada grupo entreg6 un informe
con las soluciones. Se hizo una pausa para que la profesora revisara todos los informes
donde efectivamente se comprobd que las técnicas dominantes en secundaria son
algebraicas y que los alumnos no validan las soluciones ni saben cémo expresar la
solucién de una inecuacion (que es un intervalo de valores y no un nimero concreto). A
la vuelta de la pausa, la profesora introdujo en la pizarra la técnica gréafica para invalidar
las soluciones erroneas propuestas por los alumnos, especialmente en el caso de las
inecuaciones de segundo orden. Se deja para hacer en casa el estudio de las otras

funciones cuadréticas y lineales presentes en la lista.

»= Unidad 2
Una vez «motivada» en la sesion anterior la necesidad de la técnica gréfica, la profesora
explica a los alumnos las traslaciones y dilataciones que permiten pasar de la parabola
y=x*ay = a(x — b)>+ c. De entrada, los alumnos son un poco escépticos y quieren
volver siempre a la técnica aprendida previamente: dar valores a la funcion y, a lo sumo,

encontrar los puntos de corte con el eje Ox.

= Unidad 3,4y5
En este caso, como que los alumnos no dominan la representacion grafica de las
cubicas, hipérbolas y exponenciales, la técnica de las transformaciones les parece
apropiada y no ofrecen tanta resistencia como en el caso de las parabolas. En general los
alumnos que asistian al curso tenian una buena preparacion matematica, lo que explica
mejor sus «resistencias» a técnicas nuevas cuando ya dominan otras. Se adaptaron
rapidamente a la técnica grafica porque les proporcionaba una vision mas global y

comprensible de las situaciones consideradas.
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= Unidad 6
Esta ultima unidad de resolucion de problemas de modelizacion fue como la daga final
para los que se habian resistido a cambiar de técnica, ya que las interpretaciones y las
pequefias variaciones de la grafica hacian poco apropiadas tanto la técnica algebraica de
resolucion de inecuaciones como la técnica de la representacion grafica «paso por
paso». También queremos comentar que en general los alumnos se mostraban
satisfechos de estudiar casos econémicos «reales» que les aportaba una vision funcional

de la matematica y, muy especialmente, del trabajo que habian hecho hasta el momento.

Globalmente, y como pasa siempre que se trabaja con grupos de alumnos, el ritmo de
trabajo y el bagaje matematico del grupo era bastante heterogéneo. Ademas, el hecho de
venir de centros de secundaria diferentes, otorgaba a la actividad propuesta una nueva
funcién que no habiamos previsto: la de unificar las pequefias variaciones que se
producen en las notaciones, designaciones y «maneras de decir» que a veces complican

mucho la comunicacidon matematica con los alumnos.

2.4. Analisis y resultados obtenidos

Uno de los objetivos de las experimentaciones es ver que incidencia ha tenido sobre los
alumnos la realizacion del curso experimentado desde el punto de vista del rendimiento
académico. Evidentemente hay muchos factores que influyen y, por tanto, a la hora de
hacer un andlisis tenemos que acotar las variables que queremos estudiar. En todo caso
no pretendemos llevar a cabo un anélisis de corte experimentalista ni un control

completo de todas las variables.

En primer lugar, tenemos que definir lo que entendemos por «rendimiento». Dado que
en el curso «cero» solo se trabaja el tema de la modelizacion funcional con una variable,
hemos creido conveniente estudiar la incidencia de la asistencia al curso sobre la nota
del primer parcial que es el que corresponde al estudio de funciones en una variable (el
curso consta de tres bloques: Funciones en una variable, Funciones en varias variables y

Algebra lineal).
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Una vez establecida la nota sobre la que haremos el estudio, escogimos hacer un disefio
factorial completo®® tomando como posibles factores los siguientes:

e Asistencia al curso (minimo el 80% de les sesiones);

e Haber demostrado interés en la asignatura de matematicas (a criterio del profesor

responsable: asistencia continuada a les clases, entrega de ejercicios, etc.);
e Opcidn de Matematicas en Bachillerato (cientifico-tecnoldgico o ciencias sociales);

e Procedencia (bachillerato o de ciclos formativos).

Cada uno de estos factores tnicamente puede tomar dos valores, existiendo por tanto 2*
combinaciones posibles. Construimos una matriz de Box, Hunter & Hunter (Box,
Hunter & Hunter 1999) para considerar un disefio factorial completo 2* y obtenemos
como resultados mas relevantes que (1) haber asistido al curso sobre la nota del examen
del primer parcial es el segundo factor mas importante después del hecho de provenir
de bachillerato y no de ciclos formativos y (2) el hecho de haber realizado el curso cero
ha permitido que los alumnos obtuviesen por téermino medio 17,59 puntos mas (sobre

100) que los que no lo han realizado.

Otro de los objetivos de nuestra experimentacion, al margen del aspecto de la incidencia
académica, es la valoracion que asignan los alumnos al trabajo realizado. Por ello,
pasamos un cuestionario (que se puede consultar en el anexo 3.5) en cada una de las
experimentaciones en las que se pide valorar diferentes aspectos del curso: novedad del
tipo de trabajo realizado, relacion con las matematicas de secundaria, ritmo de trabajo,
explicaciones de los profesores, expectativas iniciales, «cantidad» de conceptos nuevos
abordados, aprovechamiento del curso, adecuacion del horario, duracion, etc. En el
anexo 3.6 mostramos los resultados obtenidos en la encuesta pasada a los alumnos del

curso 2004/05, de los que destacamos aqui los siguientes puntos:

% Estudio realizado en el marco del curso de doctorado «Disefio de Experimentos» de la Facultat d’Economia 1QS
durante el curso 2004/05.
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(1) En general podemos hablar de una satisfaccion general del curso: los alumnos no
destacan grandes insuficiencias, aportan comentarios positivos, consideran el curso muy
atil y, a pesar de la duracion, se les hace corto. No lo consideran demasiado dificil y

notan que se dedica bastante tiempo a cada tema.

(2) La mayoria de los alumnos comentan como gran aportacion del curso la aparicion de
la técnica grafica, que les ha permitido resolver problemas de forma &gil y «entender el

porqué» de cosas que habian aprendido a hacer en secundaria.

(3) Muchos alumnos encuentran que en el curso se han introducido pocos conceptos
nuevos. Esta apreciacion es sin duda debida a que muchos de los contenidos
introducidos son aspectos técnicos (en oposicion a «conceptuales») que no tienen un
nombre establecido, la cual cosa los hace dificil de identificar por parte de los alumnos.
Esto también denota que los alumnos estan acostumbrados a ver muchas cosas en muy
poco tiempo (y en el curso que nosotros presentamos se ven «pocas» cosas en mucho
tiempo) y que se esperan un curso de repaso donde se abordaran, de manera
necesariamente superficial, la mayoria de contenidos de secundaria. Asimismo, también
podemos considerar que esta observacion denota una dificultad para institucionalizar las
praxeologias matematicas introducidas y reconstruidas, debido sin duda a la falta de un
vocabulario prestablecido para designar y nombrar los componentes praxeoldgicos

utilizados.

(4) La sensacion general de los alumnos es que han percibido un cambio importante en
el tipo de trabajo que estan acostumbrados a realizar en secundaria, tal como indican
comentarios del tipo: «en secundaria se hacian cosas sin saber por qué y de forma
mecanica, y en este curso te explican para que sirven las cosas y de forma mas sencilla,
sin tener que hacer tantos célculos», «hemos visto nuevas formas de resolucion mas

practicas y eficaces» o bien «el ritmo del curso es mejor ya que es mas practico».

2.5. Conclusiones de las experimentaciones

La observacion de diferentes cursos cero «estandar» nos habia conducido a formular la
hipdtesis que, por el gran nimero de praxeologias matematicas introducidas y el tipo de
praxeologias didacticas utilizadas, los cursos «cero» contribuyen a aumentar el
aislamiento y la rigidez de las praxeologias matematicas estudiadas en secundaria

(Serrano 2007). Nuestra propuesta consistié en disefiar un curso que intentase superar
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este aislamiento proponiendo elementos articuladores en los términos introducidos por
Fonseca (2004).

La experimentacion de este curso en sus distintas modalidades constituye un primer
contraste de la conjetura 2 formulada en el Capitulo 1 de esta memoria que recordamos

a continuacion:

Conjetura 2. Efectos de los cursos propedéuticos basados en la TAD en la transicién

Secundaria-Universidad:

Los cursos propedéuticos disefiados y gestionados con la fundamentacion didactica de
la TAD modifican sustancialmente el tipo de actividad matematica mediante el uso
sistematico de la modelizacion matematica, favorecen la articulacion de ciertas
praxeologias matematicas tradicionalmente atomizadas y, en consecuencia, disminuyen
0 suavizan algunas de las discontinuidades entre la secundaria y la universidad. Estos
efectos deberan ser descritos con mas precision en funcion del curso «cero» en cuestion
pero, en cualquier caso, postulamos que su incidencia sera siempre muy limitada en
relacion al enorme problema de las discontinuidades citadas. Los cursos «cero»,
situados en un «limbo» entre la secundaria y la universidad, constituyen en todos los

casos una respuesta puntual al citado problema y, como tal, completamente insuficiente.

Para mostrar en qué medida se ha cumplido dicha conjetura, sintetizaremos los

principales resultados obtenidos en las experimentaciones.

- Respecto de la praxeologia didactica utilizada:

En cada una de las unidades propuestas, se ha intentado que los alumnos vivieran los
diferentes momentos del estudio y de la forma mas autonoma posible. Esta autonomia se
consiguid para el momento exploratorio y del trabajo de la técnica, pero, excepto en la
tercera parte del curso, no se ide6 ningun dispositivo especifico para que fueran los
alumnos los que gestionaran los momentos de la institucionalizacion y de la evaluacion.
La gestion del momento tecnoldgico-tedrico, fue bastante compartida dado que los
alumnos formulaban dudas y cuestiones durante los momentos exploratorio y del
trabajo de la técnica que eran recogidos sistematicamente por el profesor y tratados en
gran grupo. Falté quizas que alguna de estas cuestiones se incluyera posteriormente en

el momento de la institucionalizacion, dando un estatuto particular y asignandole el
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lugar que le pertenece en la construccion de la praxeologia matematica global en

construccioén.

Dado que la autonomia de los alumnos es poco frecuente en secundaria, los alumnos
mostraban cierta resistencia a asumir las nuevas responsabilidades que se les proponian.
Aun asi, creemos que se acabaron adaptando a la nueva situacién. Esta evolucion del
contracto didactico en el sentido de conseguir que los alumnos asuman mayores
responsabilidades en la gestion del estudio, constituye un resultado muy importante de
nuestras experimentaciones puesto que el corte entre el contrato didactico habitual en
secundaria, y el que se requiere para hacer vivir la modelizacion matematica en los

estudios universitarios es una de las principales restricciones que debemos superar.

- Respecto de las praxeologias matematicas aparecidas:

Recordemos que una praxeologia matematica serd mas 0 menos «completa» en funcion
del grado en que sus componentes cumplan los indicadores descritos en el Capitulo 1.
En este curso que presentamos, se han conseguido incorporar en un alto grado las

caracteristicas dadas por los indicadores siguientes:

= PL1. Integracion de diferentes tipos de problemas
La representacion grafica de funciones, la resolucién de ecuaciones, la resolucion de
inecuaciones y el estudio del beneficio de una empresa (dada la funcion de ingresos y la

de costes) aparecieron en el curso como un Unico tipo de tarea.

= PL2. Diferentes técnicas para cada tipo de tareas
Los alumnos vieron que para representar graficas de funciones, resolver ecuaciones o
resolver inecuaciones habia mas formas de hacer que las que habian aprendido en
secundaria y que todas estas nuevas técnicas estaban formadas por ingredientes
praxeoldgicos que ellos tenian disponibles. Ademas tenian criterios para seleccionar en

cada caso, la técnica méas adecuada (fiable y economica).
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= PL5. Interpretacion del funcionamiento y del resultado de aplicar las técnicas
Como hemos visto en los comentarios que los alumnos aportan en el cuestionario final,
esta exigencia tecnologico-tedrica de explicar, interpretar y «entender lo que hacen» se

consiguio plenamente. Creemos que es uno de los logros mas importantes del curso.

= PL6. Existencia de tareas matematicas «abiertas»
Este aspecto aparecid en las dos ultimas partes del curso y creemos que los alumnos

supieron asumir bastante bien el desconcierto de las preguntas abiertas.

= PL7. Integracion de elementos tecnoldgicos e incidencia sobre la practica
Este indicador esta muy correlacionado a PL1 y PL5. Y resulta claro que la praxeologia
matematica construida en torno de la técnica grafica contiene precisamente unos
elementos tecnoldgicos muy proximos a la practica, necesarios para justificar las

soluciones de las inecuaciones y permitir calcular un valor aproximado.

= Para el indicador PL3 (Independencia de los objetos ostensivos que
instrumentan las técnicas) los alumnos acostumbrar a mostrar cierta resistencia a
utilizar notaciones y expresiones diferentes de las que estaban acostumbrados. Dado que
todos ellos provienen de centros de secundaria diferentes, se intenta unificar términos,
expresiones y notaciones de cara a favorecer el trabajo en grupo y la interaccion entre

los alumnos y la profesora.

2.6. Variaciones de los «cursos cero»

Durante el periodo 2007-2011, en 1QS School of Management, se han realizado
diferentes variaciones del curso presentado. En este periodo no se ha llevado a cabo
recogida sistematica de informacion como en las ediciones anteriores. Cada edicion del
curso se ha dividido en diez sesiones de dos horas cada una, habiendo un grupo de
mafiana y otro de tarde. En cada una de ellas se ha utilizado una cuestion generatriz
diferente dando siempre més énfasis al trabajo de modelizacién de sistemas econdmicos
reales y a la presentacion de resultados. A modo de ejemplo, mostraremos los
enunciados de las ultimas ediciones. En los anexos 3.7 y 3.8 se presenta un diario de

sesiones.
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[CURSO CERO 2009/10]: Dada la situacion de crisis en la que se encuentra la industria
discogréafica mundial desde hace ya varios afios, puede resultar interesante hacer un estudio de
las actividades econdmicas que desempefia una empresa discografica actual. El objetivo de este
ejercicio, que se ira desarrollando a lo largo del curso introductorio, sera realizar un estudio
simplificado de las caracteristicas empresariales y econdmicas de la empresa discografica
catalana Picap a través de modelos y razonamientos matematicos, utilizando datos reales
orientativos proporcionados por la propia discografica e informacién que los alumnos deberan
ser capaces de encontrar de forma auténoma. Con todo ello se realizard una prediccion de la
situacion a la que podria llegar esta empresa en los proximos meses, creando debates de las
ventajas y los inconvenientes de las magnitudes econdmicas que constituyen los modelos
utilizados.

Picap es una discografica catalana que nacié oficialmente en la primavera
G de 1984. La idea principal de esta empresa era dar soporte a los
p | /\ p intérpretes y autores de Catalufia, respetando su expresion lingiistica,
pero dando un soporte preferencial al catalan. Picap es una empresa

formada por un joven equipo de profesionales que trabajan con
profesionalidad e ilusion.

[CURSO CERO 2010/11]: A pesar de la situacion de crisis en la que nos encontramos y el
estancamiento del consumo, algunas empresas han conseguido desafiar las no muy alentadoras
previsiones. Puede resultar interesante iniciar un estudio sencillo, para una de estas empresas que
se encuentran en pleno auge, acerca de las posibles claves de su éxito y analizar algunas de las
actividades econémicas desempefiadas. Nos centraremos en la firma de moda Desigual, una
empresa espafiola en expansion internacional. El objetivo de este ejercicio, que se ird
desarrollando a lo largo del curso introductorio, sera realizar un estudio simplificado de algunas
de las caracteristicas empresariales y econdémicas de esta firma de moda a través de modelos y
razonamientos matematicos, utilizando datos reales orientativos proporcionados por la propia
empresa e informacion que los alumnos deberén ser capaces de encontrar de forma auténoma.
Con todo ello se realizara una prediccién de la situacion a la que podria llegar esta empresa a
corto plazo, creando debates de las ventajas y los inconvenientes de las magnitudes econdémicas
que constituyen los modelos utilizados y razonando acerca de la viabilidad de estas predicciones.

Moda atrevida
«La empresa Desigual tiene su origen en el titndem formado por el disefiador
suizo Thomas Meyer, fundador y alma mater de la compafifa, y Manel Adell, el
ejecutivo que en 2003 tomo las riendas del grupo para dirigir su expansion
internacional. Su historia empieza en los afios 80, cuando Thomas Meyer se
paseaba por el puerto de Ibiza apenas sin superar los 20 afios de edad. Thomas
Meyer vendia camisetas en el mercadillo de la isla. Puso una tienda, sin nombre,
en el barrio de la Marina. En ese tiempo primaban camisetas con el sello | love
Ibiza. A contracorriente, imprimi6 en sus t-shirts estampados basados en graffitis
y manchas caleidoscépicas. Asi nacié Desigual.»

(J. S Derqui)

Finalmente, acabaremos este apartado indicando que en el curso 2011-12, a peticién de
la propia universidad donde se imparten estos cursos, 1QS School of Management
(Universitat Ramon LlIull), se realiz6 un estudio para comprobar la incidencia del curso
«cero» sobre el curso ordinario. Los resultados mostraron que aquellos alumnos que
habian cursado el curso «cero» globalmente obtenian mejores resultados en el primer
trimestre pero no en el segundo y tercer trimestre. Este dato revela que los estudiantes

que cursaron el curso «cero» no eran mejores, puesto que su rendimiento en los
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trimestres sucesivos es similar, pero si obtienen mejores resultados en el primer
trimestre. Por lo tanto, parece que el curso «cero» ha conseguido el objetivo de articular
los contenidos del segundo trimestre con los que se estudian en el primer trimestre
universitario. Ademas, se confirma que el curso es claramente insuficiente —de acuerdo
con la conjetura 2— para salvar las enormes discontinuidades entre la Secundaria y la

Universidad.

3. A modo de sintesis

Hemos visto que la respuesta espontanea desde la universidad al problema de las
discontinuidades matematicas y didacticas de los alumnos que provienen de secundaria
se materializa en cursos propedéuticos con un programa amplisimo. Se pretende
«visitar» un gran nimero de praxeologias matematicas en un tiempo muy reducido y
con una praxeologia didactica muy simplista por lo que respecta a los diferentes
momentos que se proponen hacer vivir al alumno: momento de la institucionalizacion y
momento exploratorio o tecnoldgico-tedrico. Esta situacion nos conduce a postular que,
al margen de otro tipo de posibles beneficios, que sin duda aportan, este tipo de «cursos
cero» agravan la desarticulacion y la rigidez de las praxeologias matematicas que
conforman el bagaje de los alumnos y, por tanto, las discontinuidades matematicas y

didacticas entre la Secundaria y la Universidad.

Como respuesta, hemos mostrado la posibilidad de introducir en el sistema de
ensefianza universitario una praxeologia didactica «viable» elaborada partiendo de los
siguientes criterios directores propuestos por Fonseca (2004) en las conclusiones de su
trabajo:

(1) La praxeologia didactica tiene que posibilitar el desarrollo de las técnicas
matematicas que utilizan los alumnos maés alla de su aplicacion rigida a un dnico tipo de
problemas;

(2) El proceso de estudio tiene que partir de una cuestion con suficiente poder generador
como para que su respuesta requiera la articulacion de diferentes praxeologias
matematicas previamente disponibles en una praxeologia como minimo local y

relativamente «completax.
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Dadas las caracteristicas particulares de los cursos cero en qué centramos nuestro

estudio, hace falta afladir a las dos caracteristicas anteriores, una tercera:

(3) Tanto la cuestion inicial como las praxeologias matematicas disponibles que se
deben completar e integrar se tienen que elegir de manera que su desarrollo posterior
tenga un papel central en la asignatura de matematicas que los alumnos tendran que

cursar posteriormente.

Estas caracteristicas, 0 mejor, su ausencia, son las que nos permiten postular la poca
incidencia sobre el rendimiento académico posterior de los alumnos de «cursos cero»
demasiado genéricos y exhaustivos como los que se proponen habitualmente (Ruiz-
Munzoén & Serrano 2011).

Para completar e integrar las praxeologias matematicas que se estudian en secundaria, el
curso que hemos disefiado y experimentado introduce lo que podriamos Ilamar
«técnicas mixtas» formadas a partir de la composicion de técnicas «simples» que
aparecen en las diferentes praxeologias matematicas puntuales que queremos articular.
Se trata de articular técnicas que la institucion de secundaria considera como técnicas
«independientes» y que, naturalmente, los alumnos no saben relacionar ni integrar
espontaneamente. Entre estas técnicas «mixtas» podemos citar las siguientes:

e Las técnicas grafico-algebraicas que relacionan los cambios de las gréficas de
las funciones de wuna familia (especialmente cambios producidos por
translaciones y dilataciones de la grafica) con los cambios de la expresion
algebraica correspondiente.

e Las técnicas graficas que permiten resolver (aungue solo sea aproximadamente)
la ecuacidn o las inecuaciones asociadas a una funcion.

e Les técnicas (muy poco visibles) que permiten interpretar las variaciones de las
gréficas de les funciones (o de los parametros de la expresion algebraica de estas
funciones) en términos de variaciones de las magnitudes que caracterizan la
situacion que modelizan. Este tipo de técnicas estd asociado a la modelizacion
funcional de sistemas (Ruiz-Munz6n 2010)
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Otro resultado interesante que ya hemos destacado en el analisis de los datos obtenidos
en la encuesta que se pasé a los alumnos al acabar el curso es que, por el hecho de
introducir un tipo de praxeologia didactica «peculiar» y, en todo caso, alejada de las
praxeologias didacticas habituales en secundaria, tanto las «resistencias» de los alumnos
como los comentarios que explicitaban sobre los diferentes aspectos del curso
(duracion, cantidad de teoria y de practica, ritmo de trabajo, etc.) muestran por
contraposicion las restricciones que pesan en la ensefianza secundaria sobre el tipo de

proceso de estudio experimentado. Las podemos resumir en los tres puntos siguientes:

e Cuando los alumnos opinan que en el curso cero «se ha visto poca materia», nos
estan diciendo que, en general, en secundaria, el ritmo de introduccion de nuevas
nociones y nuevas técnicas es mucho mas rapido. Por tanto, su grado de
desarrollo es mucho menor y esto conduce a la construccion de praxeologias
puntuales aisladas y rigidas.

e Cuando los alumnos opinan que «se ha visto poca teoria y mucha practica», nos
estan diciendo que, en general, en secundaria, el tipo de praxeologia didactica
dominante es aquella donde el profesor presenta (bastantes) conceptos nuevos
que después los alumnos aprenden a utilizar, en relativo «poco tiempo».

e Cuando los alumnos opinan que con lo que han hecho en el curso «entienden el
porqué de las cosas», nos estan diciendo que, en general, en secundaria, el tipo
de praxeologia didactica dominante otorga muy poco espacio al momento
tecnoldgico-tedrico y a la interpretacion, validacion y justificacion de las

técnicas utilizadas.

Esta lectura de los resultados del cuestionario confirma la hipotesis formulada por
Fonseca (2004) sobre el caracter puntual, rigido y aislado de las praxeologias
matematicas de secundaria, asi como de la «incompletitud» de las praxeologias
didacticas dominantes.

El Gltimo resultado que queremos destacar, y que sera determinante para la continuacion
gue proponemos de nuestra investigacion, es la clara insuficiencia que presenta el curso
cero como posible via de actuacion para resolver el problema de la transicién
Secundaria—Universidad. En efecto, tanto el tipo de cuestion general en la cual

englobamos este problema —la desarticulacion de las matematicas escolares— como
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los resultados obtenidos a partir de las experimentaciones sucesivas del curso cero, nos
confirman la necesidad de abordar el problema didactico desde un nivel superior de

actuacion.

Vemos dos posibles vias en este sentido. En primer lugar existiria la posibilidad de
hacer mas propuestas de cursos propedéuticos «integradores» escogiendo diferentes
cuestiones problematicas y diferentes tipos de praxeologias matematicas de secundaria
para completar y articular. Esto daria lugar a un abanico de «cursos cero» que, en su
conjunto podrian presentarse como la «estrategia de articulacion» de las matematicas de
secundaria. Pero, debido a la amplitud que tomaria este programa de estudios, esta
estrategia nos conduciria, en cierto sentido, al primer aspecto del problema abordado, es
decir, el de la creacion y experimentacion de procesos de estudio «funcionales», en los
cuales se vivieran los diferentes momentos didacticos e hiciera falta desarrollar,
completar e integrar las praxeologias matematicas suficientemente como para
transformarlas en saberes Utiles y no en simples objetos culturales que se tienen que

conocer, 0 como minimo, «haber visitado».

Se podria pensar en integrar dichos cursos en el funcionamiento normal del bachillerato,
pero nos encontramos con un obstaculo muy resistente que nos impide realizarlo en el
segundo curso, que es donde de forma natural deberia estar, que no es otro que las
pruebas de acceso a la universidad. Estas no solo marcan los contenidos sino que
también el tiempo que se dedica a ellos. Propuestas muy similares a estos cursos cero se
han llevado a cabo en diferentes institutos de secundaria, tal como queda recogido en la
tesis doctoral de Noemi Ruiz-Munzén (2010), pero siempre en un primer curso de

bachillerato.

En cambio, la via de desarrollo de la investigacion que hemos escogido para continuar
este trabajo es la de actuar, no sobre las matematicas que se ensefian en secundaria sino
sobre las que se ensefian en un primer curso universitario. La opcidén parece mas
econdmica porque las Facultades o Escuelas Universitarias disfrutan de mas autonomia
docente que los institutos de educacidn secundaria y porque los cambios que haria falta
proponer afectan a menos grupos de alumnos, a menos profesores por centro y a

alumnos que ya tienen —o tendrian que estar adquiriendo— mas recursos didacticos. En
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definitiva, porque las restricciones debidas al proceso de transposicion didactica son

mas «duras» en la ensefianza secundaria que en la universidad.
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CAPITULO 4. Recorridos de estudio e investigacion en un
primer curso universitario de Matematicas para la empresa

1. Introduccidn

El andlisis de las asignaturas de matematicas en los diferentes grados del ambito
econdémico —programas, bibliografia, etc.— que se ha desarrollado ampliamente en el
segundo capitulo de esta memoria nos ha permitido constatar que, en general, las
matematicas no se ensefian a partir de la necesidad de modelizar situaciones o
cuestiones econdmicas, sino que se presentan como unas herramientas basicas que el
estudiante debe aprender a manejar sin saber a priori qué tipos de problemas le permitira
resolver, es decir, no se integra de forma sistematica y normalizada el desarrollo
explicito de la actividad de modelizacion. A lo sumo, al final del proceso de estudio se
Ilevan a cabo algunas aplicaciones puntuales de las nociones y técnicas aprendidas. Se
ensefian conocimientos previamente matematizados sin tener en cuenta los procesos de
modelizacion de los sistemas —matematicos o extra-matematicos— que han generado
estos conocimientos, mostrando a posteriori los usos o aplicaciones de estos conceptos,
de forma independiente a las problematicas que les dieron origen.

La respuesta al problema didactico de la modelizacion matematica que propone la teoria
antropologica de lo didactico se sustenta en un nuevo dispositivo didactico, los
recorridos de estudio e investigacion (REI) introducidos por Chevallard (2004, 2005b y
2006). Se trata de un tipo genérico de dispositivos didacticos cuyo objetivo principal es
el de integrar mecanismos que permitan a la actividad de modelizacion matematica vivir

institucionalmente.
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Como veremos, en el caso de la asignatura de matematicas de la licenciatura y grado de
ADE en 1QS School of Management, los REI se generan a partir de una unica cuestién
problematica inicial que los alumnos deberan ir estudiando durante todo el trimestre. De
esta forma, los alumnos iran desarrollando las competencias necesarias para resolver un
problema empresarial complejo que requiere construir y utilizar sucesivamente distintos
tipos de modelos matematicos. Durante este proceso, los estudiantes deberan asumir
responsabilidades en el tratamiento matematico del problema asi como en la propia
gestion del proceso de estudio que el contrato didactico tradicional asignaba en
exclusiva al profesor: reformular la cuestion inicial para facilitar el estudio; modificar
las condiciones iniciales del problema segun el tipo de cuestién planteada; buscar
informacién sobre los modelos matematicos que se pueden utilizar; realizar
simulaciones; cuestionar los modelos construidos; plantear nuevas cuestiones; tomar
decisiones sobre la planificacion y organizacion del trabajo; sintetizar los resultados
obtenidos; presentarlos de forma oral y escrita; etc. Se trata de aspectos de la actividad

matematica que la puesta en marcha de los REI exige a la vez que posibilita

2. La asignatura de Matematicas en el grado de 1QS-ADE

Los programas de la asignatura de matematicas de carreras de ciencias econémicas que
se han analizado en el segundo capitulo de esta memoria se describen habitualmente
mediante «temas» que incluyen determinadas definiciones, propiedades, teoremas,
demostraciones y tipos de problemas. Estos tipos de problemas se utilizan para
ejemplificar el uso de las definiciones y teoremas, delimitando al mismo tiempo el
ambito de la aplicacion. Casi siempre aparecen al final del proceso de estudio, como una
consecuencia de los contenidos de cada tema, una «aplicacion» que les da sentido y
muestra la funcionalidad (se ven tantos tipos de problemas como posibles aplicaciones
de este modelo). Esta organizacion tradicional de los contenidos de la ensefianza —que
se ha impuesto histéricamente— tiene el inconveniente de esconder las cuestiones
problematicas que constituyen la «razon de ser» de las nociones, propiedades, teoremas

y técnicas que han acabado cristalizando en el saber matematico que se quiere ensefiar.
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Ademas, como esta organizacion sitia las nociones y teoremas en el origen de la
actividad matematica, tiende a construir tipos de problemas muy «aislados» y
«cerrados» para obtener aplicaciones y ejemplificaciones de cada una de las nociones o

propiedades de cada tema.

En total contraposicion a esta organizacion, la asignatura de matematicas impartida en
IQS School of Management desde el curso 2006/07 integra la nocién de recorrido de
estudio e investigacion, descrita en el primer capitulo, para abordar el problema de la
ensefianza de las matematicas como herramienta de modelizacion. Dado que un REI se
inicia con una cuestién con fuerte poder generador, de la que surgen numerosas
cuestiones derivadas, es facil que para elaborar las respuestas se requiera movilizar un
gran numero de contenidos del programa (nociones, propiedades, teoremas, etc.) que
aparecen asi como una consecuencia (y no como el origen) del proceso de estudio de la
cuestion generatriz. Los REI recuperan asi la relacidn genuina entre cuestiones y
respuestas (o entre problemas y teorias) que esta en el origen de la construccion del
conocimiento cientifico en general, y de la actividad de modelizacion matematica en

particular.

Para integrar mas facilmente los REI en la organizacion habitual de la asignatura, se
presentan como «talleres de modelizacion matematica», es decir, como dispositivos de
estudio donde los estudiantes, bajo la supervision del profesor, tienen que resolver
cuestiones a partir de la construcciéon, uso y evaluacién de modelos matematicos
elaborados con los materiales tedricos y técnicos introducidos en la asignatura. Estos
talleres complementan asi las clases magistrales de teoria y problemas, presentando una

praxeologia didactica de caracter completamente diferenciado.

Hablaremos de «lQS-ADE» para designar los estudios de la Licenciatura en
administracion y Direccion de Empresas que se han impartido en la Facultat
d’Economia 1QS (actualmente 1QS School of Management) de la Universidad Ramon
Llull (Barcelona) desde su creacion en 1991. A partir del curso 2008-2009, se inicid el
nuevo programa de Grado en Administracion y Direccién de Empresas que desde

entonces sustituye a los estudios de licenciatura. Desde sus inicios, 1QS-ADE acoge
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cada curso entre 150 y 200 estudiantes repartidos en tres grupos clase de 50 a 70
alumnos. Al pertenecer a una universidad privada sin animo de lucro, el perfil
socioeconomico de estos estudiantes es medio-alto. Desde el curso 2002/03, todos ellos

disponen de un ordenador portéatil que se incluye con la matricula del primer curso.

La asignatura de Matematicas tanto en la licenciatura como en el grado de IQS-ADE es
de caracter anual con una frecuencia de 3 horas semanales. Su programa se divide en
tres grandes ambitos que corresponden a los tres trimestres del curso: algebra lineal,
calculo diferencial en una variable y calculo diferencial en varias variables. Este
programa (ver anexo 4.1) se viene impartiendo con cambios menores desde el curso
2006/07. La asignatura se imparte en dos sesiones semanales de una hora y media cada
una: la primera sesion se estructura en forma de clase magistral con explicaciones y
resoluciones de problemas por parte del profesor en la pizarra, mientras que en la
segunda se desarrolla lo que se designa como «seminario» 0 «taller de modelizacién
matematica», centrado en el estudio de una cuestion problematica relacionada con la

economia o la empresa y con el temario del trimestre y se organiza en forma de REI.

Hasta el curso 2006/07, las investigadoras en didactica de las matematicas, Marianna
Bosch, Berta Barquero y la autora de esta memoria fueron profesoras de esta asignatura
y las principales creadoras del material didactico utilizado. En ediciones posteriores, la
asignatura paso a impartirla VVanessa Serrano, una profesora ajena a la investigacion que
presentamos aqui, aunque es también una investigadora en didactica, cuya area principal
de interés es la didactica de la estadistica. En la mayoria de cursos ha habido
profesorado asistente que ha colaborado en la imparticion de los talleres de
modelizacion. Asimismo, durante algunos cursos, la autora de esta memoria ha acudido

como observadora de las sesiones de los talleres.

3. Los talleres de modelizacion matematica

Los talleres de modelizacion matematica se iniciaron en la facultad de Economia del
Institut Quimic de Sarria de la Universidad Ramon Llull de Barcelona durante el curso
académico 2006/07, a partir de un proyecto de la Millora de la Qualitat Docent
financiado por la Generalitat de Catalunya (Bosch 2008). Hasta el curso 2011/12 se han

realizado distintos REI, como se detalla a continuacion:
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Curso Trimestre Descripcion REI
Primero REI 1 — movilidad (version 1)
2006/07
Segundo REI 2 — prevision (version 1)
Primero REI 1 — movilidad (version 2)
2007/08
Segundo REI 2 — prevision (versién 2)
Primero REI 1 — movilidad (version 3)
2008/09
Segundo REI 2 — prevision (version 3)
Primero REI 3 — Optimizacionl
2009/10
Segundo REI 4 — Optimizacién2
Primero REI 5 — Evolucion de poblaciones. Caso discreto
2010/11 Segundo REI 6 — Evolucion de poblaciones. Caso continuo
Tercero REI 7 — Evolucion de poblaciones. Caso matricial
Primero REI 8 — Venta de camisetas. Ingresos y costes
2011/12 Segundo REI 9 — Venta de camisetas. Estudio de la demanda
Tercero REI 10 - Venta de camisetas. Gestion de stocks

Tabla 4.1. Relacion de recorridos de estudio e investigacion implementados en el

IQS-ADE entre los cursos 2006/07 al 2011/12

Durante los cuatro primeros cursos académicos se hicieron versiones de los dos
recorridos de estudio e investigacion propuestos para los dos primeros trimestres
haciendo modificaciones a partir de los problemas, dificultades, etc. detectados en las
versiones precedentes. A partir del curso 2010/11 se introducen cambios més profundos,

y se proponen tres recorridos de estudio e investigacion con el mismo hilo conductor

para los tres trimestres.

En todos los casos, el numero de alumnos que participaron fue similar, tres grupos de
primer curso de licenciatura (o grado) en Administracion y Direccion de Empresas, a los
gue se deben afiadir, durante los cursos 2006/07 y 2007/08, dos grupos de Diplomatura
en Ciencias Empresariales. En total, representan aproximadamente entre 150 y 200
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alumnos por curso. La primera experimentacion de los talleres (2006/07) fue realizada
por cuatro profesores distintos, que eran los profesores habituales de la asignatura, tres
de los cuales forman parte de nuestro grupo de investigacion en didactica de las
matematicas: B. Barquero, M. Bosch y L. Serrano. En las siguientes dos
experimentaciones (2007/08 y 2008/09), fueron dos las profesoras que lo llevaron a
cabo: B. Barquero y se incorpora V. Serrano. En las posteriores, se ha mantenido
siempre V. Serrano de profesora.

En este trabajo detallaremos cinco recorridos de estudio e investigacion: los dos
experimentados durante el curso 2006/2007 (primera version de «Movilidad» y
«Prevision») y los tres del curso 2010/2011 («Evolucién de poblaciones»). EI motivo de
haber escogido las dos primeras versiones de los talleres de «movilidad» y «prevision»
y no las sucesivas, esta justamente en mostrar como las dificultades encontradas en cada
edicion han motivado cambios en las ediciones posteriores, de manera que se mostrara
coémo las diferentes versiones de un mismo REI han ido enriqueciéndose con estas
aportaciones. En el caso de los tres talleres correspondientes a la «evolucion de

poblaciones» se han incluido los del curso 2010/11.

Para cada uno de los talleres seguiremos una misma pauta: empezaremos realizando el
analisis matematico a priori de la cuestion generatriz que guia el recorrido de estudio e
investigacion. A continuacion haremos un andlisis a priori de la praxeologia didactica y
finalmente evaluaremos globalmente el conjunto de recorridos considerados que nos
permitird analizar el funcionamiento global del REI y destacar las restricciones

institucionales observadas durante las experimentaciones.

El funcionamiento de un taller es el siguiente: en la primera sesion se presenta a los
alumnos una cuestion relevante y con interés en relacion a los estudios que han iniciado,
es decir, con un componente econémico atractivo. Se propone una serie de preguntas a
partir de unos datos ofrecidos por el profesor pidiéndoles que intenten dar respuesta a
dichas preguntas sin ninguna orientacion mas. Trabajan en grupos de tres o cuatro
personas con la ayuda de un ordenador portatil. EI profesor deja vivir el momento del
primer encuentro hasta que todos los alumnos han formulado sus propias hipotesis. Es
entonces cuando el profesor hace una puesta en comun con las aportaciones de todos los
grupos y explica cual serd el camino a seguir. El hecho de trabajar con una cuestién

interesante pero a la vez realista, hace que los estudiantes entiendan que para llegar a
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dar respuesta a las preguntas planteadas necesiten herramientas matematicas. Algunas
veces se trata de matematicas conocidas —porque se estan estudiando paralelamente en
las clases de teoria 0 porque las conocen de secundaria— pero otras se deben desarrollar
haciendo un alto en el taller. De esta forma, los estudiantes se involucran en la

asignatura.

Aparece una figura nueva, la del «secretario de la clase», que ha ido evolucionando a lo
largo de las ediciones. En un principio, se nombraba al azar un alumno cuya
responsabilidad era elaborar un informe que contuviera una sintesis del trabajo realizado
durante las puestas en comun de cada sesion, informe que era leido al empezar la
siguiente sesion. En las ediciones posteriores, dicho informe se debia entregar al
profesor con anterioridad a la sesion para que lo revisara y lo pusiera a disposicion de

todos los alumnos a través de una plataforma digital accesible para todos ellos.

Ademas del informe semanal que de forma rotatoria se debe entregar al profesor, los
alumnos a nivel de grupo y a nivel individual deben hacer varias entregas. De forma
semanal, y antes de iniciar la siguiente sesion, se debe enviar al profesor una sintesis del
trabajo realizado por el grupo propio. Y a final del trimestre, se debe enviar un informe

individual que resuma el taller.

El sistema de evaluacion consiste en un examen a final de cada trimestre en el que los
estudiantes tienen que resolver un conjunto de problemas del mismo tipo que los
estudiados en clase y que cuenta un 50% de la nota trimestral. La entrega de los
informes en grupo e individuales del taller, cuentan un 40% de la nota trimestral, y el

10% restante corresponde a controles en clase y entregas de problemas resueltos.

Una vez hecha la descripcion general del funcionamiento del taller, pasaremos al
andlisis detallado de cada uno de los cinco recorridos de estudio e investigacion citados.

4. Recorridos de estudio e investigacion durante el curso 2006/07

Durante el curso 2006/07 se iniciaron las experimentaciones de los recorridos de estudio

e investigacion en IQS-ADE. En esta primera edicion se desarrollaron dos talleres
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durante los dos primeros trimestres. En el tercero, no se llevd a cabo propiamente un

taller.

4.1. Primer trimestre: un recorrido de estudio e investigacion sobre movilidad
El objetivo del taller era plantear a los estudiantes un problema muy proximo a las

situaciones reales de fendmenos donde se producen evoluciones de poblaciones en las

que las matrices (de transicidn) aparecen como un posible modelo de trabajo.

Previamente al inicio del taller, se dedicaron unas cinco sesiones de clase tedrica a
recordar las nociones bésicas del algebra matricial ya estudiadas en bachillerato
(principales operaciones con matrices, calculo de inversas, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales).

4.1.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica

Sea X una poblacion que estd dividida en g grupos, cuyos tamafos respectivos en el
periodo de tiempo n son: xi(n), X2(n), ... , Xg(n), de la cual conocemos una distribucion
inicial: x(0) = (x1(0), x2(0), ... , X¢(0)) y disponemos de informacion referente al
porcentaje de transicion de los individuos de X entre los distintos grupos en periodos
consecutivos (nos restringiremos al caso en el que el tiempo es discreto). Bajo estas

condiciones, elaboramos nuestra cuestion generatriz:

Qo: Conocido el numero de individuos de una poblacion X en un instante
determinado, ¢como podemos describir la evolucion del tamafio de los diferentes
grupos en los que estd dividido X?, ;sera siempre posible predecir qué ocurrira

después de un determinado periodo de tiempo?, ¢Y lo que ocurrira a largo plazo?

Denotamos por xj(n) al nimero de individuos que hay en el instante n en el grupo i.
Suponiendo que hay g grupos, podemos describir, mediante el vector x(n) el total de
individuos de cada uno de los grupos en que se divide X:
x1(n)
x(n) = ngn)
xg(n)
Si ademas disponemos de los porcentajes de transicion entre los diferentes grupos,

podemos construir una matriz de transicion M asociada a la evolucion de la poblaciéon X.
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A continuacion mostraremos algunas de las propiedades mas destacadas de dichas
matrices:

- Los elementos de una matriz de transicion M:(mij)1<i<gl<,-<gson las

probabilidades de transicion entre grupos, m;; € [0,1) con 1 <, j < g. Asi, cada
elemento m;; es la probabilidad de que un individuo de X que en el instante de
tiempo t = n esta en el j-ésimo grupo, en el instante de tiempo siguiente, t =n + 1,
pase al i-ésimo grupo.

- Los elementos de la k-ésima columna, my con 1 < i < g describen como se
distribuyen porcentualmente los individuos que en el instante t = n estaban en el k-
ésimo grupo, entre las g clases de las que se compone la poblacién X en el instante t
=n+1.

- Este hecho nos permite comprobar que las columnas de una matriz de transicion
indican las condiciones de distribucion en las que la poblacién se encuentra en el
«estado anterior» y las filas, el «estado siguiente», entre «estados consecutivos» de
tiempo, estoes,det=nat=n+ 1.

- Lasuma de los elemento de cada columna seré uno, consecuencia directa de las dos

anteriores propiedades.

Podemos describir la evolucién del namero de individuos de la poblacién X en periodos
de tiempo consecutivos mediante la relacion: x(n+1) = M-x(n)

Si ademas, suponemos que los porcentajes de transicion se mantienen constantes con el
paso del tiempo n, la relacion anterior se puede expresar con estos términos: x(n+1) =

M™*1.x(0) para n > 0. Entonces, nos planteamos la siguiente cuestion:

Q:: Dada una matriz de transicién M de orden g, y una distribucién inicial x(0), ¢(c6mo podemos calcular
la trayectoria de la sucesion vectorial {x(n)},cy definida por la ecuacién matricial: M-x(n) =

M™1.x(0)?, ¢, qué caracteristicas podemos destacar?

La simulacion numérica, utilizando por ejemplo la hoja de calculo Excel, muestra que la
trayectoria de la sucesion vectorial {x(n)},en parece tender a una distribucion estable, a
la que llamaremos vectores fijos. Esto nos abre varios interrogantes que los

condensamos en la cuestion siguiente:
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Q,: ¢Cémo podemos demostrar la existencia de vectores fijos, x°, hacia los cuales parece tender toda
trayectoria de {x(n)},ey generada por la ecuacién matricial M-x(n) = M™*.x(0)? En el caso que

existan dichos vectores fijos, ;c6mo podemos calcularlos a priori?

Definiremos vector fijo x° de la matriz de transicion M de orden g a aquel vector que
satisface la relacion: M- x° = x°, o equivalentemente: (M — Ig)- x* = 0, lo que nos
conduce a un sistema homogéneo. Para iniciar la discusion de dicho sistema, tenemos
en cuenta la tercera de las propiedades de las matrices de transicién que afirmaba que la
suma de los elementos de cada columna era 1. Esto implica que los elementos de las
columnas de la matriz M — 15 suman cero y por tanto, det(M — Ig) sera igualmente cero.
Esto nos conduce a concluir que el sistema anterior siempre serd compatible

indeterminado y por tanto, tendra infinitas soluciones.

Nos surgen nuevas cuestiones:

Qa: Toda trayectoria de {x(n)},ey étiende a un vector fijo x*? ¢Cual es la relacién entre x°, la matriz de

transicion y la condicidn inicial?

Para poder dar respuesta a estas cuestiones debemos estudiar la sucesion {M"},cn
generada a partir de la relacion matricial encontrada al principio: x(n+1) = M™**.x(0)
para n > 0, y esto nos exige hacer un paréntesis en nuestro recorrido para estudiar las

potencias n-esimas de M.

Q,: Sea M una matriz cuadrada de orden g, ;cudl es la expresion general de los términos de la sucesion
{M™},cn?, ¢ Qué propiedades destacamos?, ; Cdmo podemos describir lim,,_, ., {M"},,cn?, ¢hay algin
caso en el que podamos asegurar que {M"},cy converge?. En el caso que sea convergente,

¢podemos predecir cuél sera este limite?

En el caso que una matriz D sea diagonal, se cumple que D" sigue siendo diagonal y se
obtiene al elevar los elementos de la diagonal a la potencia n-ésima. Como no siempre
dispondremos de matrices diagonales, recurrimos al siguiente resultado conocido sobre

la diagonalizacion de matrices:

Si M es una matriz diagonalizable, entonces se pueden encontrar matrices D y K que
satisfacen la siguiente relacién: M = K-D-K™, donde D es una matriz diagonal que contiene
los valores propios (4;) asociados a M, y K la matriz de cambio de base que contiene los

vectores propios (v;) asociados a cada 4; de M.
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De esta forma, el problema del céalculo de la potencia n-ésima de M nos conduce al

problema de encontrar las matrices K y D que satisfacen M = K-D-K™.

Una matriz de transicion M de orden g tiene siempre asociado un vector propio de valor
propio 1, ya que al cumplirse det(M-lg) = 0, el valor 1 siempre es solucion del
polinomio caracteristico de M. El resto de valores propios 4; de M satisfacen |Ai|<1. El

vector propio asociado al valor propio A = 1 corresponde al calculo del vector fijo x°.

10...0
Asi, tenemos que ,“mD" = 000
0070

: - e e .
Si  definimos x°€ = (xl,xz, ...,xg"’) como las componentes del vector propio
correspondiente al valor propio 1 de M tal que Zf’zle = 1, entonces, junto con la

expresion que acabamos de encontrar, obtenemos:

e e

X1 e Xq

li li 1 x5 x5

impn — im n -1 _ 2 2

noeeM™ = S0K -D" - K™" = S .
e e

xg xg

Este resultado nos permite dar respuesta a una cuestion antes planteada (Qo):

Si disponemos de una distribucion inicial x(0) = (x{,xJ, ..., x2):

e e
x5 . xf 0 e
%€ x€ X1 X1
1 _ aes . _ . 0
JLmMrx(0) = T2 T2 =] e+ xD)
: : 0 e
xe xe xg xg
g g

Esta propiedad nos permite asegurar que la poblacién X a largo plazo siempre tendera a
un vector fijo, es decir, a una distribucion de equilibrio x° que solo depende de la
cantidad total inicial de individuos, siendo independiente de como estan distribuidos

inicialmente.
Estudiar el momento ne en el cual se llega a la estabilidad (es decir x(n + 1) = x(n)

para n > ng) consistira en resolver : M™*1 . x(0) = M™ - x(0). Si M no es diagonal

consideraremos: K - D"*1.K"1.x(0) =K -D"-K~'-x(0), y dado que queremos
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calcularlo con una cierta precision, impondremos: K - D"*1.K~1.x(0) — K -D"-
K~1-x(0) =~ 107 o equivalentemente: K - D™ - (D —I) - K~ - x(0) = 107#

Empezaremos considerando el caso de matrices de dimension 2x2:
(a11 alZ) . (/hn 0 ) . (/11 -1 0 ) . (a11 alZ)_l ) <x1(0)) - (10_“)
1 QA 0 A" 0 A —1 A1 Az x,(0) 107+
Como ya hemos visto, siempre existe un valor propio igual a 1. Si consideramos que

corresponde a 1; tendremos:

(e 26 )6 w2 mCa a) () =G
(A2 = A" (—ayy - x1(0) + agq - x,(0) 107H
T. ( az; - %1(0) —ayq - x,(0) ) ~ (10_”)

(A—1)2"

T |—az; - x1(0) + ay1 - x,(0)] = 107H

Es decir:

K|

. —H
—az1-x1(0)+a;1-x2(0)|-(42—1)

O equivalentemente: 1,™ ~

Aplicamos logaritmos:

log( IK] -10‘“) log( LY )
n~ |—az; - x1(0) + a5 - x,(0)[ - (4, — 1) - _* |—az; - x1(0) + a1 - x,(0)|- (4, — 1)
log2, log2, log2,

En el caso de una matriz de orden 3x3 no se obtiene una férmula simple para encontrar

ny se debe proceder eligiendo un valor de n suficientemente para que:

a;; Az Qi3 1 On 0 0 0 0 a;; Az a3\t [x(0) 107#
az1 Gz G |-(0 4 0 |10 2,1 0 -l a1 azz az; | x,(0) | = [ 107+
Gz dzz dss 0 0 A" 0 0 Az —1 az; dzz Qas3 x3(0) 107+

(donde hemos considerado que el valor propio A; = 1)

O lo que es equivalente,

a1 Az Qg3 0 0 . 0 a1 Az a3\t [x(0) 107#
(‘121 asz; ‘123) 0 (Az—DA, 0 . (‘121 az; a23> | x%,(0) | = (10‘”)
a3y QAszz d4sz 0 0 (A3 — DAS" az; A3z dass x3(0) 107+

0 a;, ag; a1 Qi a3\t [x,(0) 10~ #
(lz—l)lzn(13—1)13n<0 az; a23>'<a21 az2 azs) | x2(0) z(10‘“>

0 az, ass az; dzp dasz x3(0) 107+

4.1.2. Anélisis de la praxeologia didactica

A continuacién presentaremos el disefio a priori del recorrido didactico propuesto, es
decir, la descripcion de como se tienen que hacer evolucionar temporalmente los

aspectos mas importantes del proceso de estudio. También se comentaran algunos de los
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elementos mas importantes para la gestion del recorrido didéctico. Finalmente se
presentard un diario de sesiones a modo de cronica unificada entre todas las

experimentaciones que tuvieron lugar.

Para el taller de modelizacion del primer trimestre del curso 2006/07, partimos de la

siguientes cuestiones generatrices:

Q1: ¢Como evoluciona la distribucién de los «elementos» (individuos, cuotas de mercado,
productos, acciones de bolsa, rentas, virus, etc.) con el paso del tiempo si se
mantienen constantes ciertos porcentajes de evolucion o transicion?

Q2: ¢Existen distribuciones estables? ¢Por qué? ¢Son Gnicas? ;Como determinarlas?

Q3: ¢Existe alguna relacion entre la distribucion inicial, la distribucion estable y el
momento n en el que se produce la estabilizacién?.

Se asigna a cada grupo un caso que describe una situacion de transicion concreta. Hay
diez casos diferentes cuyos enunciados presentamos a continuacion. Los datos de cada
caso fueron preparados por el equipo de profesores para que en su estudio matricial

implicara a matrices convergentes.

CASO 1. PREVISION DE AVERIAS

La encargada del servicio de informética de una empresa sabe que el 50% de los ordenadores tienen problemas al
dia siguiente, pero son problemas pequefios y pueden resolver durante el dia. Por lo tanto, el 100% de los
ordenadores estropeados estan en buen estado al dia siguiente. Estudiar el porcentaje de ordenadores estropeados a
largo plazo.

CASO 2. SISTEMAS ELECTORALES

Un pais con un sistema electoral bipartidista tiene dos grandes partidos A y B. Un estudio muestra que, en periodo
«normal», la probabilidad de cambio de voto de los electores de cada partido es estable entre unas elecciones y las
siguientes. El 4% de los votantes de A pasan a votar B a las siguientes elecciones y el 16% de los votantes de B
pasan a votar A. Si estos porcentajes se mantienen constantes, estudiar el reparto de votos a largo plazo.

CASO 3. CUOTAS DE MERCADO

Dos marcas de tabaco A y B controlan el mercado. Un estudio muestra que los consumidores de la marca A se
mantienen fieles a la marca en un 30% y se cambian de marca en el 70% restante, mientras que un 40% de los
consumidores de B se mantienen fieles a la marca y el resto pasa a A. Estudiar la evolucién de las cuotas de
mercado a largo plazo si suponemos que estos porcentajes se mantienen constantes.

CASO 4. BOLSA DE VALORES

El valor de una accion fluctla cada dia. Cuando la bolsa es estable, el incremento de un valor en un dia acostumbra a
provocar un descenso del mismo valor al dia siguiente, y a la inversa, un descenso del valor provoca un aumento al
dia siguiente. Supongamos que, en un determinado mercado, sélo el 15% de los valores que aumentan un dia lo
hacen al dia siguiente (los demas bajan) y sdlo el 10% de los valores que bajan un dia siguen bajando al dia
siguiente (los demas suben). Si suponemos estos porcentajes constantes, estudiar la evolucion de las subidas y
bajadas a largo plazo.

CASO 5. PLAN DE MOVILIDAD LABORAL

Un banco tiene 3 oficinas principales: una en Gracia, otra en Sarria y una tercera en el Eixample. Para que el equipo
de trabajadores juniors se mantenga al dia y con un buen nivel de eficiencia, se ha disefiado un plan de movilidad
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que les obliga cada afio a cambiar de oficina. En una reunién de direccion, el responsable de Recursos Humanos
presenta la politica siguiente:

= De los trabajadores de Gracia, el 40% se va a Sarria 'y el 10% al Eixample;

= De los trabajadores de Sarria 'y el 10% se va al Eixample;

= De los trabajadores del Eixample, el 50% se va a Gracia y el 10% a Sarria.

Estudiar la evolucidn de los trabajadores juniors en la empresa si se mantienen constantes estos porcentajes.

CASO 6. DISTRIBUCION DE LAS RENTAS

En un estudio de mercado, al hacer el perfil socioeconémico de los consumidores, se distribuyen las unidades

familiares en rentas bajas, medias y altas. Consideremos una sociedad en la que, de un afio al otro:

= De las familias con rentas bajas, el 70% se mantiene, mientras que el 20% pasan a renta media y un 10% a rentas
altas.

= De las familias con rentas medias, el 30% pasa a rentas bajas y un 10% a rentas altas.

= De las familias con rentas altas, un 30% pasa a rentas medias y un 10% a rentas bajas.

Estudiar la distribucion futura de la renta a largo plazo si suponemos que estos porcentajes se mantienen constantes.

CASO 7. CONTROL DE UN VIRUS INFORMATICO

En el afio 2000 aparecio un virus informatico que afectaba a los usuarios que se conectaban a una pagina web el dia

1 de enero. Una vez el virus entraba en el ordenador, podia empezar a actuar directamente 0 mantenerse en estado

latente durante un afio, empezando a actuar el 1 de enero del afio siguiente. El saneamiento del ordenador tarda 1

afio en realizarse.

Se recogieron datos de usuarios afectados en una empresa y se vio que:

- El virus afecta un 9% de los ordenadores «sanos» donde se queda en estado «latente» y afecta un 1% de los
ordenadores «sanos» donde se «manifiesta» directamente;

- El virus se «manifiesta» en un 18% de los ordenadores que lo tenian «latente»;

- Se consiguen arreglar un 13% de los ordenadores con el virus «manifiesto» y dejarlos «sanos».

Estudiar la distribucion futura de los virus informaticos a largo plazo si suponemos que estos porcentajes se

mantienen constantes.

CASO 8. LOGISTICA DE TRANSPORTE

Una agencia tiene una flota de barcos distribuida entre los puertos de Barcelona, Mallorca y Cédiz. De los barcos
que estan a principios de cada mes en Barcelona la mitad vuelven a final de mes, un 20% se va a Cadiz y el resto se
queda en Mallorca. De los barcos que a principios de mes estan en Cadiz, al final de mes hay un 20% en Barcelona,
un 40% en Mallorca y el resto vuelve a Cadiz. De los barcos que estan a principios de mes en Mallorca, un 80%
vuelve a puerto y el resto se queda en Barcelona.

Estudiar la evolucidn de la flota de barcos si se mantienen constantes estos porcentajes.

CASO 9. CUOTAS DE MERCADO

Tres empresas A, B y C comparten el mercado de cierto producto. La empresa A tiene el 20% de la cuota de
mercado, B tiene el 60% y C el 20% restante. Durante el afio se producen los siguientes cambios:

- Aconserva el 85% de sus clientes y cede aB el 5% y a C el 10%

- B conserva el 55% de sus clientes y cede a A el 10% y a C el 35%

- Cconserva el 85% de sus clientes y cede a A el 10% y a B el 5%

Estudiar la evolucién de las cuotas de mercado si suponemos que estos porcentajes se mantienen constantes a lo
largo de los afios.

CASO 10. EMPRESA DE SEGUROS

Una empresa de seguros de coche reparte sus clientes en tres grupos G0, G1, G2 segun si han tenido 0, 1 0 mas de 1

accidente durante el afio. Las estadisticas de la compafiia muestran que:

= Un 80% de los clientes del grupo GO se quedan en este grupo al afio siguiente; un 10% pasa a G1 y un 10% de
pasa a G2.

= Un 10% de los clientes de G1 pasan a GO, un 80% se quedan en G1 y un 10% pasa a G2.

= Los clientes de G2 siempre se quedan en G2.
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Estudiar la evolucién de los grupos de clientes a largo plazo si suponemos que estos porcentajes se mantienen
constantes.

A continuacion describiremos el disefio de las praxeologias didacticas a priori que
corresponderian a cada una de las sesiones en las que se divide el taller. Para ello
utilizaremos unas tablas en las que introduciremos la siguiente notacion:

- P paraindicar al profesor.

- G para indicar cada uno de los grupos de trabajo en los que se divide la clase.

Primera sesién

- Pentrega a G la lista con los diferentes casos.

- Asignacion a G de dos de los casos de la lista, excepto el primero, que servira de guia para P.

- Se pide a G que durante la primera parte de la sesion intente describir cémo evolucionaran cada una de
sus situaciones probleméaticas con el paso del tiempo si se considera que los porcentajes de
evolucién/transicion se mantienen constantes con el paso del tiempo. (P,)

- Para facilitarles dicha exploracion P comenta la posibilidad de considerar una situacién inicial comdn
para todos: tomar «100» de cada tipo.

- Se deja tiempo para explorar el caso que se les ha asignado.

- Puesta en comun de los resultados e introduccion (por parte de P, si es necesario) del lenguaje matricial:
al cabo de n periodos de tiempo, designamos como X, la distribucion de los elementos de forma que
satisface X,, = M™ - X, (donde M matriz de transicion, X, situacion inicial y X, situacién al cabo de n
periodos de tiempo).

- Propuesta, por parte de P, del uso de la notacion matricial para la exploracion de la situacion y unificacién
consensuada sobre el uso de una notacion.

- Puesta en comun de los resultados esperados para la siguiente sesién: descripcion de distintos casos
considerando varios casos iniciales y distintos periodos de tiempo.

Observaciones:

- El algebra matricial debe aparecer como una herramienta mas econémica ante la gran complejidad de
célculos, especialmente si se quieren sistematizar con el ordenador. Se debe acordar si el producto de M
por los sucesivos X, se realiza por la derecha o por la izquierda (el producto por la derecha es el mas
habitual, por similitud con la notacion funcional).

- El estar trabajando el algebra matricial en las clases de teoria, deberia permitir a G plantear cada caso en
€s0s términos.

- La herramienta modelizadora de los diversos fenémenos descritos son las llamadas matrices de transicion.
P puede introducir la definicion y caracteristicas principales de este tipo particular de matrices o pedir a
los alumnos que busquen informacién sobre el tema.

Segunda sesién

- Puesta en comun de los resultados obtenidos a partir del trabajo de la sesion anterior: a partir de la
simulacion de muchos casos particulares, aparecen estabilidades en todos los casos, lo cual deberia
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resultar sorprendente.

- Ante el fendmeno de la convergencia de las sucesiones consideradas, surge la cuestion de estudiar qué
distribuciones convergen y la velocidad de convergencia (Q,). Para ello P puede sugerir considerar casos
especificos y comprobar que efectivamente siempre se producen estabilizaciones (0 se llega a una
situacion de estabilidad) a largo plazo. Pueden utilizar indistintamente la hoja de calculo Excel o la
calculadora simbdlica Wiris.

- Puesta en comin del caso 1 con «100» iteraciones de cada tipo y comprobacion de que, en pocas
iteraciones, la distribucion tiende a estabilizarse. EI nimero de decimales que se escoja condiciona el
grado de precision de la estabilidad.

- P pide a G comprobar qué pasa si se parte de distribuciones iniciales distintas a las «100».

- Se comprueba experimentalmente Q, pero todavia no se puede dar una respuesta.

- P propone a G para la siguiente sesion analizar si existe alguna relacién entre la distribucién inicial, la
distribucion estable y el momento o tiempo n en el que se produce la estabilizacion (Qs).

Observacion:

- El uso del Excel — que estan aprendiendo de forma paralela en la asignatura de informatica— y de Wiris
—que se les ha dado unas pequefias orientaciones a principio de curso— permiten a G manipular los datos
facilmente.

Tercera sesién

- P escucha las propuestas de G sobre Qs. A partir de las experimentaciones realizadas hasta el momento,
resulta muy dificil para G dar respuesta.

- P plantea lo siguiente: si X;, es la distribucién «estable» se tiene que cumplir: M-X; = X;. Es decir, se
replantea la cuestion, que pasa a ser: Q4 ¢Como debe ser la distribucién para que se cumpla MX = X?.

- P utiliza el caso 1 para ejemplificar lo que G debera realizar con sus datos propios: Si se considera

X, = (;) se puede escribir M-X=X; como M - (;) = (;) 0 de forma equivalente: (M —I) - (;) = (g)

sistema de ecuaciones homogéneo. El problema consistird en encontrar los valores de x e y que cumplen
la igualdad, es decir, consistira en resolver un sistema.

- Se pide a G si el sistema podria tener infinitas soluciones:Qs. Para ello se les pide que prueben con
diferentes matrices.

Observacion:
- El sistema siempre sera compatible ya que por el hecho de ser un sistema homogéneo, siempre existira, al
menos, la solucidn trivial.

Cuarta Sesion

- Puesta en comun de las posibles respuestas a Qs. G lo comprueba experimentalmente pero le es muy
dificil dar una justificacion.

- P dalarespuesta a través de una de las propiedades de las matrices de transicion.

- Una vez P ha mostrado que existen infinitas soluciones —llamadas vectores fijos—, plantea a la clase las
siguientes cuestiones relacionadas con los vectores fijos: ¢son Unicos?, ;como determinarlos?, ;podemos
saber a cudl de los infinitos vectores fijos tendera la distribucion? (Qg).
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- P recuerda que el sistema que estan considerando es cerrado (no entran ni salen individuos), eso quiere
decir que si inicialmente hay T individuos, en cada iteracién se debe cumplir que ), X; = T. Por tanto, al
resolver el sistema, si imponemos la condicion Y. X; = T, se encontrara el vector fijo. Dado el dominio
que los alumnos tienen ya en este punto del calculo matricial, se les plantea resolverlo matricialmente.

- P vuelve al caso 1, tomando primero «200» individuos iniciales y luego «150». Los resultados coinciden
en ambos casos con los ya vistos experimentalmente en la tercera sesion.

Observaciones:

- Las columnas de las matrices de transicion siempre suman 1, y por tanto, cuando se les resta la matriz
identidad, las columnas de (M — 1) suman cero, y atendiendo a las propiedades de los determinantes, se
tiene que det(M-1) = 0. Asi, considerando que la matriz (M — ) tiene dimension mxm, el rango del
sistema sera m —1, y el sistema ampliado también, con lo cual se concluye que el sistema es compatible
indeterminado con un grado de indeterminacion.

Quinta sesién

- Se parte de la cuestion introducida en la sesién anterior, ;existe alguna relacion entre la distribucion
inicial, la distribucion estable y el momento n en el que se produce la estabilizacion?.

- Para encontrar el momento n en el que se estabiliza la distribucion necesitariamos encontrar una férmula
general para la potencia n-ésima de la matriz M, M".

- P hace un paréntesis en el taller para proporcionar a los alumnos diferentes matrices —las mismas para
todos los grupos—, y se les pide que con la ayuda de Wiris o de Excel, las eleven a diferentes exponentes y
que observen qué pasa en cada caso. Aquellas que no son diagonales, a medida que se aumentando la
potencia, aumentan notablemente cada uno de sus elementos. En cambio, aquellas que inicialmente eran
diagonales, cumplen que en cada iteracion n, los elementos de la diagonal estan elevados a n.

- De esta forma, los alumnos observan que para encontrar una férmula general de M", seria mucho mas
sencillo si la matriz fuera diagonal. En ninguno de los casos presentados, M lo es. En las clases de teoria,
los alumnos estan viendo las aplicaciones lineales, los cambios de base y la diagonalizacién, asi que ya
saben cdmo conseguir transformar una matriz no diagonal M (diagonalizable), mediante una aplicacién
lineal como: M = K-D-K™, donde K es la matriz de vectores propios y D la matriz diagonal de valores
propios.

- Asi, las potencias de M = K-D-K™, seran: M" = K-D-K™-......... K-D-K'=K-D.......D-K*=K-D"K™.

- El profesor explica que para encontrar el valor n se debe elevar a n cada miembro de la diagonal y
considerar un grado de aproximacion (centésimos, milésimos, etc.). Para cada término se resuelve la
igualdad aplicando logaritmos, y nos quedamos con el valor mas grande de todos.

Observacion:

- Sobre cdmo calcular los valores y vectores propios de cada matriz, no se trata en el taller, por haberse
explicado con detalle en las clases de teoria. Se explica el uso de la orden: valors_i_vectors_propis(A). de
Wiris que, para cada matriz A nos calcula mediante una sola orden, sus vectores y valores propios.

Diario de sesiones — taller primer trimestre 2006/07

El profesor entregd a los diferentes grupos la lista con los diferentes casos, asignando dos casos a cada uno y
les pidid que intentaran describir cdmo evolucionaran sus situaciones particulares con el paso del tiempo.

Durante el primer cuarto de la sesion los alumnos trabajaron de forma auténoma y en ese momento, el profesor
propuso que todos los grupos consideraran una misma situacion comun: tomar «100» de cada tipo. Trabajaron
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asi el resto de la primera mitad de la clase.

La tendencia mayoritaria fue la de utilizar técnicas aritméticas para dar las soluciones y tuvo que ser siempre el
profesor quien introdujera el algebra matricial. Para ello consider6 el caso 1 de la lista (que no habia sido
asignado a ningun grupo) y que le sirvié de guia en todo momento del taller:

Caso 1. Prevision de averias: La encargada del servicio de informatica de una empresa sabe que el 50% de los
ordenadores tienen problemas al dia siguiente, pero son problemas pequefios y los puede resolver durante el dia.
Por lo tanto, el 100% de los ordenadores estropeados estan en buen estado al dia siguiente. Estudiar el porcentaje
de ordenadores estropeados a largo plazo.

El profesor planted lo siguiente: si consideramos que Hoy hay 100 ordenadores en buen estado (Bien) y 100 con
problemas (Mal), siguiendo las pautas marcadas por el enunciado, Mafiana tendremos: Bien: 50% de 100 +
100% de 100 =50 + 100 = 150 y Mal: 50% de 100 = 50, es decir:
Bien: 50% de 100 + 100% de 100<0,5-100 + 1- 100@ (0’5 210041 - 100) _ (0,5 1) ) (100) _ (150)

Mal: 50% de 100 + 0% de 100< 0,5-100 + 0-100 0,5-100+0-100 05 0/ \100 50
Se pidio a los alumnos que lo aplicaran a sus casos respectivos. El profesor les dejé trabajar de forma auténoma
y finalmente se hizo una puesta en comin para comprobar que los diferentes grupos que trabajaban con los
mismos datos, coincidian.
En este punto el profesor unifico la notacion haciendo el siguiente razonamiento: llamé M a la matriz de
transicion, X, a la situacion inicial y X, a la situacién al cabo de n periodos de tiempo, de manera que al cabo
de:

Un periodo: X; = M - X,
Dos periodos: X, = M - X; = M? - X,
- Tresperiodos: X; =M - X, =-- = M3 - X,

Asi, en n periodos, tendremos X, = M™ - X,. El profesor pidi6 a todos los grupos que introdujesen la nueva
notacién en sus casos. La sesion acaba con una puesta en comun.

La segunda sesion se inicid con la propuesta por parte del profesor de trabajar con la hoja de calculo Excel para
hacer simulaciones sobre las previsiones a corto y, principalmente, a largo plazo y tomé el caso 1 como ejemplo:

lteracion  x, X, X, Xs Xa Xs Xs X7 Xsg Xg Xio
Bien 100 | 150 |125 |137,5 |131,25 |134,375 |132,8125 |133,5938 |133,2031 | 133,3984 | 133,3008
Mal 100 |50 75 62,5 68,75 65,625 67,1875 66,40625 | 66,79688 | 66,60156 | 66,69922
Total 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200

Cada grupo a pesar de tener situaciones diferentes encontré que se producia una estabilidad. En el caso que
muestra el profesor en la pizarra se observa como en apenas siete iteraciones ya hay una estabilidad. Con el uso
de Excel, los alumnos pudieron iterar facilmente y observaron que a mas iteraciones mas precision.

El profesor les pidio cambiar los valores iniciales y que observaran que sucedia.

Todos los grupos observaron que efectivamente se producian convergencias —independientemente del caso
considerado o de los valores iniciales usados— pero no supieron explicar si siempre seria asi ni si la velocidad
tenia relacion con los valores iniciales o si dependia de los porcentajes de transicion, o si por el contrario se
trataba de meras casualidades.

El profesor propuso para la siguiente sesidn que analizaran si existia alguna relacion entre la distribucion
inicial, la distribucién estable y el momento n en el que se produce la estabilizacion, concluyendo asi la
segunda sesién.

La tercera sesidn se inicié haciendo una puesta en comin y el profesor, tras escuchar todas las opciones
aportadas por los diferentes grupos sobre la cuestion Qs, tuvo que introducir el siguiente razonamiento: si

llamamos X; = (x) podemos escribir la estabilidad como M-X=X; es decir, M - (;) = (;) o de forma

y
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. X . . .
equivalente: (M —1I) - (y) = (8) y por tanto se debe resolver un sistema de ecuaciones homogéneo.

El profesor, volvi6 a tomar el caso 1 como ejemplificacion para encontrar la relacién de los elementos en la

estabilidad: (gg (1)) : (;) _ (;) oM-D)-X=0o (‘8'5 _11) : (;) = (g) ox=2y

. . - =2 .
Es decir, la relacion que los elementos x e y deben tener en la estabilidad es: {xy _ ;] y que el profesor llamé

vector fijo.
El profesor pidi6 a todos los grupos que resolvieran sus respectivos sistemas y quedé pendiente para la siguiente
sesién que encontraran la relacién con los datos iniciales.

La cuarta sesion se inicié haciendo una puesta en comuin de los diferentes argumentos aportados por los alumnos
pero ninguno fue concluyente. Tuvo que ser el profesor quien explicara que el sistema al ser cerrado (no entran ni
salen individuos o elementos) cumple Y X; = T (donde T es el nimero total de individuos). En el caso que el
profesor habia resuelto en la pizarra: «100» de cada tipo , se tiene x +y = 200, que junto con el resultado
x =133.3
y = 66.6
Este resultado permitio justificar que la estabilidad no depende de cémo estan distribuidos inicialmente los
valores, sino del total de «individuos» iniciales. El profesor pidi6 a los alumnos que corroboraran
experimentalmente este resultado, mediante la simulacion numérica este resultado.

anterior permite concluir que { tal como se habia encontrado de forma experimental.

La quinta sesion se dedicd a analizar si existia alguna relacién entre la distribucion inicial, la distribucién
estable y el momento n en el que se produce la estabilizacién. Para ello, el profesor necesité hacer un alto en el
taller para explicar cémo trabajar con potencias de matrices, no a nivel tedrico —que ya se estaba haciendo en
paralelo en las clases magistrales— sino con la calculadora simbélica Wiris.

Primero les hizo elevar diferentes matrices a diferentes exponentes con el objetivo que los estudiantes se dieran
cuenta que las matrices diagonales cumplen que en cada iteracién n, los elementos de la diagonal estan
elevados a n.

De esta forma, los alumnos observaron que para encontrar una formula general de M", seria mucho mas sencillo
si la matriz fuera diagonal. En ninguno de los casos presentados, M lo era. En las clases de teoria, los alumnos
acababan de ver las aplicaciones lineales, los cambios de base y la diagonalizacion, asi que ya sabian coémo
conseguir transformar una matriz no diagonal M (diagonalizable), mediante una aplicacién lineal como: M =
K-D-K™, donde K es la matriz de vectores propios y D la matriz diagonal de valores propios. Asf, las potencias
de M seran: M" = K-D"-K™.

El profesor explicd que para encontrar el valor n se debe elevar a n cada miembro de la diagonal y considerar un
grado de aproximacion (centésimos, milésimos, etc.). Para cada término se resuelve la igualdad aplicando
logaritmos, quedandonos con el valor mas grande de todos.

El profesor volvio a tomar el caso 1 y mediante la calculadora simbdlica wiris encontrd la matriz de los vectores y

valores propios: K = (_11 i) yD = (_8’5 (1)) respectivamente, por lo que pudo reescribir de la forma M =

_ n
K-D-K™y por tanto: M" = K-D"-K™, donde D" es la matriz: ( 065 10n).
Con un grado de aproximacion al milésimo, se obtuvo que la estabilidad se alcanzaba con 10 iteraciones:
|[—0,57] = 0,001 = n = 20 _ g g9¢
Ln(0,5)

4.2. Segundo trimestre: un recorrido de estudio e investigacion sobre la prevision
de ventas

El objetivo del taller era plantear a los estudiantes un problema muy proximo a las

situaciones reales de prevision de ventas en el que las funciones aparecen como un
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posible modelo predictivo. Dado el bagaje matematico y econdémico de los estudiantes
del curso, ninguna técnica particular de prevision forma parte de su cultura. El uso de
Excel en el primer trimestre del curso y su familiaridad con las familias de funciones
elementales (tanto en el bachillerato como en las clases tedricas que se realizan de
forma paralela al taller) nos permitieron suponer que podrian detectar facilmente una
tendencia en las ventas (por ejemplo a partir de la representacion grafica) y modelizarla
funcionalmente. La formulacion de la cuestion del taller también introducia la idea de
variacion porcentual (anual y trimestral), lo que nos aseguraba que el estudio de la
variacion de una funcion apareciera durante el recorrido. Dado que el taller se realizaria
en paralelo con las clases tedricas en las que se iba a abordar el tema de la derivada, era
posible que, en algin momento, el estudio de la variacion de las ventas se pudiera

relacionar con el calculo de derivadas.

De todos modos, la eleccion de una situacion de prevision de ventas venia motivada
principalmente por el hecho que permitia distinguir de manera clara y sencilla entre el
sistema econdémico que se estudia (las ventas) y los modelos que se utilizan para
estudiarlo (las funciones). Ademas, el hecho de trabajar con distintos productos y
distintos grupos de estudiantes posibilita la consideracion de diferentes modelos
posibles, facilitando asi la emergencia del problema de la adecuacion entre el modelo y
el sistema. Dicho en otra palabras, el objetivo del taller era que los alumnos utilizaran
las funciones como modelos de algun sistema econémico simple y que se plantearan la
cuestion de la eleccion del modelo (¢ Qué modelo es mejor? ¢Bajo qué criterios? etc.) y

abordaran el problema de su validacion en funcion de los datos considerados.

4.2.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica

Partimos de la siguiente cuestion:

Qo: Dado un namero finito de valores {(x;,y:}7=; que representa la evolucién temporal de cierta
magnitud, ¢se puede describir el comportamiento de dichos puntos a corto y largo plazo? ¢Se puede

encontrar alguna funcidn f(x) para estimar dicho comportamiento, es decir, f(x;) = y,?

Estamos suponiendo aqui que la serie temporal {(x;, y:}i=, es discreta del tipo x; =ty
que el conjunto de valores iniciales viene dado en forma numérica. Este primer medio

experimental permite aportar una primera respuesta, no muy precisa, a Qq: por ejemplo
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que y; crece o0 decrece con t, 0 que no es mondtona («a veces crece y otras decrece»),
etc. Si consideramos ademas la representacion grafica de la serie, el comportamiento a
corto plazo de dicha representacion puede ser facilmente asociado aproximadamente a

alguna de las funciones elementales:

- Funciones lineales: f(x) =ax+b

- Funciones parabélicas: f(x) = a(x — b)* + ¢

- Funciones cubicas del tipo: f(x) = a(x —b)3 + ¢
- Funciones hiperbélicas: f(x) = ﬁ +c

- Funciones exponenciales: f(x) = a*? + ¢

Ademas, mediante el uso de las técnicas graficas y grafico-numéricas que se han
detallado en el capitulo 3 de esta memoria, se pueden obtener de forma aproximada los

valores de los parametros a, b y ¢ que caracterizan cada familia de funciones.

Al asociar la grafica que aproxima los valores iniciales de la serie temporal con un tipo
de funcion pueden surgir nuevas cuestiones:
Q,: Dada una familia de funciones (que depende de los parametros a, b y c) para representar la tendencia

de vy, ¢como elegir a, b y ¢ para que la aproximacion sea «la mejor»? ;Qué significa que una

aproximacion sea «mejor» que otra?

Q,: ¢(Cdmo decidir entre dos familias de funciones cual es la que mejor aproxima?

Un criterio para abordar la primera cuestion seria minimizar el promedio del error
absoluto que se comete al aproximar cada valor inicial y; con f(t) considerado.
Evidentemente, la mejor aproximacion sera aquella cuyo promedio del error, entre los
datos reales y las previsiones realizadas a partir de los modelos, sea menor. La técnica
para encontrar la combinacion de los parametros a, b y ¢ que conduce a la mejor
aproximacion consiste en una primera simulacion manual, completada con la
herramienta Solver que nos proporciona la hoja de célculo Excel. Dicha herramienta
permite ajustar los valores de los parametros a, b y ¢ cuyo error promedio es minimo,

siempre que los valores iniciales aportados por el usuario sean proximos a los reales.
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ti Vi f(t;) Error Absoluto
0 | Y f(0) EO = lyo — f(0)]
1w f(1) El=ly; - f(1)l
2 |y f(2) E2 = ly, - f(2)]
"
Promedio: Lin+ 1

La segunda cuestion planteada surge cuando dos familias de funciones diferentes tienen
valores de la media de error muy parecidos. ;Qué tipo de modelo elegir? ;Sigue siendo
valida la comparacion de la media de los errores 0 podemos incorporar nuevos criterios

sobre la «simplicidad» o «interpretabilidad» del modelo?

Para obtener mas elementos de comparacién entre distintos tipos de modelos (o familias
de funciones), se puede considerar un nuevo elemento: la tasa de variacion absoluta:
TVAE= Vi — V1. Con estos nuevos valores: TV =y — VYo, TV2=Y2 = Y1.ooot, TVh = Vi = Y1,
volvemos a realizar el mismo estudio realizado para yi, Yz, ..., Ya. ES decir, iniciamos
representandolos graficamente, lo que nos permitird hacer una primera seleccion de
aquella familia o familias de funciones que podrian corresponder, para finalmente

encontrar la que da una mejor aproximacion.

a= a‘=
b= b ‘=
c= c =
ti Yi f(ti)
0 | Yo | f(0) TV g(t) Error Absoluto
10y | f(A) | yvo | o1) [y1-Yo- 9(1)|
2 1Y | H2) | yo-yi | 002 ly2-y1 - 9()l
3 1va | f3) |ysi-y. | 9(d) lYs=y2—9(3)|
4 1ys | f4) |ya-ys | 94 |Ya—Yys—9(4)|
i i = yi-0) — 9@
L n
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Si aplicamos el criterio utilizado previamente, podemos considerar que la mejor
aproximacion es aquella con menor error promedio, obteniendo la combinacion de los

parametros a, b y ¢ mediante la herramienta Solver.

A partir de aqui, se puede plantear la siguiente cuestion:

Qs: ¢Existe alguna relacion entre la expresion analitica del primer modelo y la expresion que ajusta los
datos de la tasa de variacion?
Para poder abordar esta cuestion, consideraremos el teorema del valor medio de
Lagrange:
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b). Existe un valor
§e(a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a)
Para el caso que nos ocupa, tenemos que: f(t+ 1) —f(t) = f'(§) - (t + 1 —t), es decir,

podemos aproximar: f(t + 1) — f(t) = f'(t).

Surge asi un nuevo criterio para decidir, entre dos familias de funciones, cuél se ajusta
mejor a un conjunto de datos. Se estudia la tendencia de la tasa absoluta de variacion y
se elige como «mejor modelo» la funcién cuya derivada coincida con la funcion que

mejor ajusta a la tasa absoluta de variacion.

4.2.2. Andlisis de la praxeologia didactica

El disefio a priori del recorrido didactico propuesto se hara bajo los mismos supuestos
que se detallaron en el punto 4.1.2. incluyendo al final un diario de sesiones producto de
la fusion de todas las experimentaciones llevadas a cabo en el taller de modelizacion del

segundo trimestre del curso 2006/07.

La cuestion generatriz que inicia el recorrido es la siguiente:

La empresa de software educativo TAD (Tecnologias Aplicadas a la Docencia) lleva un

registro de las ventas trimestrales de siete de sus principales productos durante los Gltimos tres afios. Nos
encarga un informe sobre las cuestiones siguientes:
P1: /Qué ventas se pueden prever durante los proximos trimestres para cada producto? ¢Y para los

proximos meses? Presentar una férmula que permita calcular las previsiones y justificarla explicando las
garantias y limitaciones de cada propuesta.

P2: ¢(Para qué productos se prevén unas ventas con un crecimiento mayor al 10% trimestral? ¢Para
cuales se prevé un decrecimiento mayor al 12% anual?
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TRIMESTRE P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

Marzo 2003 1890 1050 1375 1300 300 750 250
Junio 2003 1940 1100 1100 1105 800 740 270
Septiembre 2003 1970 1120 920 940 1050 735 290
Diciembre 2003 1980 1160 790 800 1200 730 315
Marzo 2004 1990 1200 690 680 1250 720 340
Junio 2004 1995 1250 610 580 1300 710 370
Septiembre 2004 2000 1300 550 490 1330 700 400
Diciembre 2004 2001 1360 500 420 1350 685 430
Marzo 2005 2004 1420 460 350 1370 670 460
Junio 2005 2015 1490 420 300 1380 650 500
Septiembre 2005 2030 1550 390 260 1390 635 540
Diciembre 2005 2060 1640 370 220 1400 615 580
Marzo 2006 2100 1720 340 185 1410 590 630
Junio 2006 2170 1810 325 160 1415 570 680
Septiembre 2006 2250 1900 310 135 1420 545 730
Diciembre 2006 2365 2000 290 115 1425 520 790
Diccionario Juego Tutorial de Videos Programa Calculadora Calculadora
Espafiol ingles simulacién programacion ciencias horarios centro gréfica simbélica
empresarial naturales numérica

Los datos de cada uno de los productos fueron «preparados» por los profesores de la
siguiente forma: en una hoja de calculo se calcularon dieciséis valores de las siete

funciones elementales siguientes:

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
05(x—6)% +2000  2,5(x +5)2 +1000 % 13000,85" Lzolo +1500 —08(x+2)2+750  2501,08*
X+ X+

Se modificaron entonces ligeramente los valores de cada una de ellas para
distorsionarlos un poco sin perder con ello la tendencia general de la funcion original.
De este modo, los datos propuestos a los estudiantes no corresponden directamente a

ninguna funcién elemental.

Antes de iniciar el taller, se dedicaron cuatro sesiones de clases tedricas a introducir las
principales familias de funciones (que los alumnos ya han estudiado en secundaria):
rectas, pardbolas, cubicas, hipérboles y exponenciales. El objetivo era que los alumnos
supieran manejar la expresion general de cada familia de funciones y pudieran asociarla
a distintos graficos. En otras palabras, se ensefid a los alumnos como asignar una
expresion algebraica a la grafica de una funcion sabiendo previamente de qué familia
se trataba (recta, parabola, cubica, etc.). Para ello se les explicé cémo deducir, a partir

de la curva 'y = f(x), la grafica de la funcion y = af(x — b) + ¢ para valores concretos de a,
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b, ¢y, reciprocamente, como deducir la expresion de una funcion cualquiera y = f(x)

dada su grafica y conjeturando previamente a qué familia pertenece la funcion.

Hemos comentado anteriormente que el taller de modelizacion se desarrollaba en
paralelo con las clases de teoria. En ellas, y de manera simultanea a la realizacion del
taller, se fueron introduciendo en clase las nociones de variacion absoluta o relativa de
una funcién entre dos puntos, de derivada de una funcion, de recta tangente, etc., dentro
de la problematica general del estudio de las variaciones de una funcién. Nos centramos
siempre en la relacién funcional entre dos variables econdémicas: ingresos en funcion del
namero de ventas, costes en funcion de la produccién, demanda en funcion del precio,

etc.

A continuacion describiremos mediante unas tablas el disefio de las praxeologias
didacticas a priori que corresponderian a cada una de las sesiones en las que se divide el
taller y, de la misma forma cdmo hemos presentado el taller del primer trimestre y

acabaremos presentando una tabla con la crénica unificada.

Primera sesién

- P entrega la hoja con la cuestion generatriz y los datos, asignando a G dos productos de la lista.

- Se deja a G total libertad para explorar la cuestion y aportar una primera prevision para las ventas de los

préximos trimestres.

- Dependiendo del producto, asociar la gréafica con un tipo de funcién puede tener mas de una opcién.

- P utiliza el producto 1 para hacer una primera puesta en comun y aprovecha para proponer una plantilla

de Excel. Pide a G que busque sus modelos de previsién siguiendo la estrategia explicada por P en el caso

1 e introduciendo los datos en la plantilla comdn.

- La sesion concluye con la necesidad de hallar los parametros del tipo de funcion considerado por G que

mejor se ajustaran a los datos del producto.

- P pide a G buscar mas de un tipo de funcion para aproximar los datos. Queda como trabajo pendiente para

la siguiente sesion.

Observaciones:

- Es de esperar que los distintos G utilicen la hoja de calculo de Excel para hacer la representacion grafica

de las ventas en funcion del tiempo, asociando la representacion grafica obtenida con alguna de las

familias de funciones estudiadas previamente en clase.
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Segunda sesién

G presenta las expresiones analiticas obtenidas para cada producto. Al tratar diferentes G un mismo
producto, o bien las familias escogidas son diferentes, o bien la misma familia pero con expresiones
analiticas distintas.

P plantea entonces el problema de determinar cual de las previsiones obtenidas es «mejor». Ante la
imposibilidad de determinarlo a simple vista, sélo con las columnas de datos o s6lo con las gréficas, P
introduce como posible criterio calcular la «diferencia» entre los valores de la funcion considerada y los
datos de cada producto. Para ello, P propone afiadir una nueva columna a la plantilla de Excel para
calcular la media aritmética de las diferencias en valor absoluto entre el valor dado y el obtenido por la
simulacion del modelo (error medio).

El objetivo siguiente es encontrar, para cada producto y cada familia de funciones, la funcién con menor
error medio.

G hace distintas pruebas y, a mitad de la sesién, P explica como utilizar la herramienta de Excel, Solver,
que permite, precisamente, obtener la combinacion de los parametros a, b, ¢ que minimiza el error medio,
siempre y cuando los valores iniciales de los parametros sean préximos a la solucién.

Se concluye la sesion pidiendo a G buscar para la siguiente sesion como minimo una expresion analitica

para hacer una prevision de las ventas de cada uno de los siete productos de la lista.

Observacion:

La funcién Solver permite encontrar la mejor aproximacion en caso de haber diferentes propuestas dentro
de la misma familia de funciones. Pero no es efectiva a la hora de decidir entre dos familias de funciones
distintas, puesto que se pueden obtener valores de error medios parecidos cuyas diferencias son
atribuibles al azar. Ademas, dadas dos previsiones hechas con funciones de distinto tipo, el hecho que una
previsién de un error medio menor que otra no parece siempre un buen criterio para determinar que la

previsién es «mejor».

Tercera sesién

P hace una puesta en comun de las expresiones algebraicas trabajadas por G para cada producto. En los
diferentes productos en los que hay coincidencia entre las familias de funciones, dada la precisién con la
que actua la funcién Solver, las expresiones algebraicas coinciden bastante.

El problema de la comparacion de modelos de prevision se plantea para los casos en los que, para un
mismo producto, se han elegido diferentes familias de funciones con errores minimos bastante parecidos.
Si de forma natural no aparece la idea del calculo de las variaciones trimestrales para hacer la prevision, P
introducira la propuesta de considerar una nueva variable ademéas de las ventas: la tasa trimestral de

variacion de las ventas. En la practica, consiste en afiadir una columna a la hoja de calculo para calcular la
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tasa de variacion (TV) entre trimestres, a partir de los datos ofrecidos en el problema. Si x es el trimestre
considerado y V(x) el valor de las ventas, se calcula la tasa de variacion como: TV(x) = V(x) — V(x - 1).

- Se pide a G que procedan con la nueva columna de la misma forma que con los datos iniciales, es decir,
representar graficamente, decidir a qué familia/s de funciones pueden corresponder y encontrar la que de
una mejor aproximacion.

- P expone en la pizarra el caso del producto 1.

Cuarta y quinta sesion

- Una vez los diferentes G presentan sus propuestas de modelos para la prevision de las ventas y para la
prevision de las variaciones de las ventas, P plantea la cuestion de si existe alguna relacion entre la
expresion analitica del modelo de las ventas y la expresion que ajusta los datos de la tasa de variacion.

- En aquellos productos para los que se dispone de mas de un modelo (algunos de los cuales dan errores
medios muy pequefios), el estudio de las variaciones permite concluir que la grafica que mejor ajusta la
tasa de variacion «se parece» a la grafica de la funcion derivada de la funcién que mejor modeliza y ajusta
la evolucion de las ventas del producto.

- Surge asi un nuevo criterio para decidir, entre dos familias de funciones, cudl se ajusta mejor a un
conjunto de datos. Se estudia la tendencia de la tasa absoluta de variacion y se elige como «mejor
modelo» la funcion cuya derivada coincida con la funcion de la tasa absoluta de variacion.

- Se consiguen asi dos criterios complementarios para la eleccion del modelo funcional que mejor describe
la tendencia de las ventas de un producto.

- P hace una sintesis de todo lo explicado hasta ahora utilizando el producto 2.

- G aporta la prevision de ventas que se les planteaba en la cuestion inicial.

Diario de sesiones — taller segundo trimestre 2006/07

El profesor entregé la hoja a los diferentes grupos asignandoles dos productos de la lista. La exploracién durd
aproximadamente la mitad de la primera sesién. La mayoria de los grupos introdujo los datos en la hoja de
calculo y baso la prediccién en las graficas. En ese momento se hizo una puesta en comun y el profesor utilizé
el producto 1 para unificar notacién a partir de una plantilla de Excel. También explicé la asociacion entre la
tendencia de los valores y su expresion analitica. En el caso utilizado, la forma de los datos sugiere una funcién
cubica. De forma aproximada se puede establecer el punto de inflexion (b,c) y probando distintos valores, el
coeficiente de dilatacion a. Se encontrd asi una expresion analitica del tipo y = a(x — b)® + ¢ bastante ajustada a
los datos: y = 0,5-(x — 6)°+ 2000. En el resto de los casos, la asociacion no era tan evidente.

La plantilla que utilizé el profesor fue la siguiente:

a= 0,50
b= 6
c= 2000

175




Tiempo | P1 | y=a(x—h)*+c
Marzo 2003 0 1890 1892
Junio 2003 1 1940 1937,5
Septiembre 2003 2 1970 1968
Diciembre 2003 3 1980 1986,5
Marzo 2004 4 1990 1996

La sesién acabo con la propuesta por parte del profesor que cada grupo eligiera diferentes familias para un
mismo producto siguiendo la estrategia explicada para el producto 1.

La segunda sesion se inicié con una puesta en comdn que permitio a los diferentes grupos observar, de un
lado que para el mismo producto, se habian escogido diferentes familias de funciones elementales que
aproximaban, y por otro que, en el caso que las familias escogidas fueran las mismas, los valores de los
parametros no coincidian.

El profesor planted el problema de determinar que prevision era «mejor» y para ello introdujo el criterio
de minimizar el error medio que se comete al comparar los datos reales con las previsiones a partir del
modelo con la aproximacion. Para ello afiadié una nueva columna en la plantilla para calcular la diferencia
(en valor absoluto) entre el valor real dado y el valor obtenido con la aproximacion (que llamo error
medio).

Cada grupo trabajé con sus datos y a mitad de sesion, el profesor explicd la herramienta de Excel, Solver.
La sesién se acabo proponiendo a cada grupo que lo aplicaran a los siete productos.

La tercera sesién se inici6 haciendo una puesta en comin y esta vez si que coincidieron los valores de los
parametros en los casos en los que se considerara la misma funcién.

El profesor pidié que plantearan cdmo proceder en el caso en el que un mismo producto tuviera diferentes
familias de funciones que lo aproximaban. Tras un tiempo de exploracion, tuvo que ser el profesor quien
propusiera considerar una nueva variable ademas de las ventas: la tasa trimestral de variacion de las
ventas, afiadiendo una columna a la hoja de calculo para calcular la tasa de variacion entre trimestres, a
partir de los datos ofrecidos en el problema.

El profesor pidi6 a los alumnos que con los nuevos datos hicieran lo mismo que habian hecho con los
iniciales:

a= 0,50 a= 1,535550423

b= 6,03 b= 6,56966939

c= 1999,98 c= -0,14

Tiempo P1 |y=a(x-b)+¢ | grror apsoluto
0 1890 | 1890 3.35149E-10 TV |y=a(x-h)’>+c |Error Absoluto
1 1940 |1936,149043 3,850956982 50 47,49514781 2,504852193
2 1970 | 1967,156 2.84399954 30 31,92568186 1,925681859
3 1980 | 1986,031714 6,031713689 10 19,42731676 9,427316756
4 | [1990 [1995787024 [ 5ogr00m06s |10 | 100000525 | 5,24979E-05
5 1995 |1999,432773 5 3,643889085 1,356110915
3,209613707
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Al representar los puntos de la tasa de 3000

variacion, los datos parecen poderse
2000 W‘O‘%‘L

modelizar con una funcién cuadratica

- — 2 -
del t_|,po y= a(x—b),+c. Mediante la 1000
eleccion de los parametros a, b y ¢
aproximados y la herramienta Solver, se 0+ -- AAAA
z z " | 1N 1c
encontro facilmente una propuesta de J e Seriesl Series2 Series3 Series4‘
modelo. -16vy

Gréfica 1. Producto 1: datos reales y tasa absoluta de variacion

Se inicia la cuarta sesidn con una puesta en comun y el profesor plante6 a los diferentes grupos si existia alguna
relacion entre la expresion inicial de las ventas y la de la variacion. Se dejé a los alumnos que exploraran dicha

cuestion.

Tuvo que ser el profesor quien introdujera la relacion entre ambas, que es la derivada. Para ello tomé como
ejemplo el producto 2, que desarrolld en la pizarra. A continuacién mostramos su resumen:

El estudio del error medio permitié descartar

a= 60,9231585 a= 326,9560258 a= 2,461032595

b= 973,0270065 b= 1,095991712 b= -5,178087668

c= 732,9617596 c= 995,0134217

ERROR ABS ERROR ABS ERROR ABS

T P2 y =ax+b T P2 y =ab*+c T P2 y =a(x — b)*+c
0 1050 973,0270065 76,972994 0 1050 1059,917785 9,9177854 0 1050 1061,000084 11,000084
1 1100 1033,950165 66,049835 1 1100 1091,302854 8,697146 1 1100 1088,948002 11,051998
2 1120 1094,873323 25,126677 2 1120 1125,700629 5,7006291 2 1120 1121,817985 1,8179849
3 1160 1155,796482 4,203518 3 1160 1163,400305 3,4003054 3 1160 1159,610033 0,3899671
4 1200 1216,71964 16,71964 4 1200 1204,718838 4,7188383 4 1200 1202,324146 2,3241461
40,625 7,1614775 3,6341819

tasa de variacion se obtuvo lo siguiente:

simplemente como aproximacién una funcién lineal. Al calcular la

a=| -0,9915454 a= | 5,0000008
b= -1,2772106 b= 24999974
c=| 61,073044
Tiempo P2 Tiempo P2
0 1050 TV y=ab*+c¢ Error Abs 0 1050 TV y=ax+b | Error Abs
1 1100 | 50 62,339456 | 12,339456 1 1100 50 29,999975 20,000025
2 1120 | 20 59,455569 | 39,455569 2 1120 20 34,999975 14,999975
3 1160 | 40 63,138901 | 23,138901 3 1160 | 40 39,999976 2,368E-05
4 1200 40 58,43451 18,43451 4 1200 40 44,999977 4,9999771
16,926535 5,666668

El profesor pidio a los alumnos que comprobaran si al derivar la expresion analitica inicial se obtenia la
correspondiente a la obtenida en las tasas de variacion.

177




Para los datos originales, las dos expresiones encontradas fueron:

OPCION 1:y ~ 326,96 (1,09)" + 732,96
OPCION 2: y ~ 2,46 (x — (- 5,18))* + 995,01 = 2,46 (x + 5,18)* + 995,01

Y para los datos obtenidos en las tasas de variacion, las dos expresiones encontradas fueron:

OPCION 1: y ~ - 0,99 (1,27) + 61,07
OPCION 2:y ~5x + 25

La funcién que comete menor error al trabajar con las tasas de variacion, es la lineal, que a su vez es la derivada
de la expresién analitica de la parabola antes encontrada y = 2,46 (x + 5,18)? + 995,01.

4.3. Los recorridos de estudio e investigacion como dispositivo normalizado

El andlisis realizado a posteriori sobre estas primeras experimentaciones se encuentra
detallado al final del capitulo. Una observacion que podemos anticipar es que para
garantizar la novedad que supone para todos los alumnos el recorrido de estudio e
investigacion, las cuestiones planteadas en las sucesivas experimentaciones deben ser
diferentes. Por ello, en los siguientes cursos se implementaron REI basados en la misma
praxeologia matematica pero partiendo de cuestiones iniciales distintas y con
organizaciones didacticas también diferentes, fruto de la incorporacion de nuevos

dispositivos para mejorar el funcionamiento de los talleres.

A continuacion mostramos los enunciados que se entregaron a los estudiantes y que

contienen las cuestiones generatrices de los sucesivos talleres.

Curso 2007/08 - primer trimestre

+ 1. Aplicacion a fendmenos geoldgicos:

Un estudio geoldgico sobre la evolucion de la piedra y de la arena en periodos de 100 afios muestra lo siguiente: El
70% de lo que era piedra después de 100 afios seguira siendo piedra y s6lo el 10% de lo que era arena se convertira
en piedra.

(@) Completad la matriz A con la informacidn que proporciona el estudio descrito:

Piedra Arena

Piedra
Arena

(b) Suponiendo que los porcentajes de evolucion se mantienen constantes en cada periodo de 100 afios, determinad la
evolucion en 100, 200 y 300 afios, considerando los siguientes casos:
1. Al principio hay 30 toneladas de piedra y 50 de arena.
2. Al principio hay 20 toneladas de piedra y 60 de arena.
3. Al principio hay 50 toneladas de piedra y 50 de arena.
4. Al principio hay 70 toneladas de piedra y 30 de arena.
(c) Calculad los puntos fijos de la matriz de transiciéon considerada. ;Aparecia alguno de estos puntos fijos en los
apartados anteriores?
(d) Calculad los valores y vectores propios asociados a la matriz A.
(e) Determinad la matriz D asociada a A en esta nueva base.
(f) Determinad la evolucién después de 2000 afios de una cantidad inicial cualquiera (a,b) de piedra y arena.
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(9) ¢Podemos afirmar que siempre habra a largo plazo mas de un 70% de materia que se habra convertido en piedra?
¢Por qué?

+ 2. Aplicacion a asuntos politicos:

Sistemas electorales: Un pais con un sistema electoral democratico tiene dos grandes partidos con representacion
parlamentaria: A y B. Un estudio muestra que la probabilidad de cambio del voto entre los electores de cada partido
entre unas elecciones y las siguientes. El resultado es el siguiente:

A B
A |09 | 0,16
B | 004 084

(@ Si consideramos 100 votantes del pais y suponemos que se reparten el 50% entre los dos partidos, calculad la
evolucion del voto en las 10 elecciones siguientes suponiendo que la probabilidad de cambio de voto se
mantiene constante.

(b) Repetid el apartado anterior en los dos casos siguientes: suponiendo que el partido A tiene un 25% de votantes
y el B tiene el 75% restante. Y suponiendo después que el partido A tiene un 90% de los votantes y el B un
10%, ¢como varian los resultados?

(c) Calculad los puntos fijos de la matriz de transicion considerada, ¢aparecia alguno de estos puntos fijos en los
apartados anteriores? ¢Por qué?

(d) Calculad los valores y vectores propios asociados a la matriz A.

(e) Determinad la matriz D asociada a A en esta nueva base.

() ¢Coémo podemos predecir la reparticion de los votos en las n-ésimas elecciones si los votantes se reparten
inicialmente al 50% entre los dos partidos.

(g) Explicad por qué la evolucién a lo largo plazo no depende de la distribucion inicial de los votantes.

+ 3. Aplicacion a asuntos empresariales:

Cuotas de mercado: Dos marcas de tabaco A y B controlan el mercado, repartiéndose el 60% y el 40%
respectivamente. Este afio se prevé en el mercado un movimiento de 13 millones de €. Supongamos que los
consumidores de la marca A se mantienen fieles a la marca en un 30% y se cambian de marca el 70%, mientras que
un 40% de los consumidores de B se mantienen fieles y la resta pasa a A. ;Coémo se repartiran el mercado en 5 afios
si suponemos que las condiciones actuales y el volumen de ventas se mantiene? ;Y en 20 afios?

Bolsa de valores: El valor de una accion fluctia cada dia. Cuando la bolsa se encuentra estable, el incremento de un
valor en un dia acostumbra a provocar un descenso del mismo valor al dia siguiente, y al revés. Supongamos que la
matriz de transicidn para una determinada accion es la siguiente:

HOY| AYER— Aumento Descenso

Aumento 0,15 0,90
Descenso 0,85 0,10

Pla de movilidad laboral: Una compafiia multinacional tiene 3 oficinas principales: una en Atlanta (A), otra en
Barcelona (B) y una tercera en Canberra (C). Para que el equipo de trabajadores de la compafiia se mantenga al dia 'y
con un buen nivel de eficiencia, se ha disefiado un plan de movilidad laboral que los obliga cada afio a cambiar de
oficia. Los trabajadores que no se acojan a este plan tienen que abandonar la empresa. En una reunion de direccion, el
jefe de Recursos Humanos presenté los datos siguientes:

— En el afio 2000, de los 1000 trabajadores de la compafiia, 400 estaban en Atlanta, 300 en Barcelona y 300 en
Canberra.

— La planificacion para el 2001 fue: el 40% de los trabajadores de Atlanta se destinaron a Barcelona, el 10% a
Canberra y el 10% se fueron de la empresa. De los trabajadores de Barcelona, el 10% se fueron a Canberra y 20% se
fueron. Y de los trabajadores de Canberra, el 50% se fueron a Atlanta, el 10% a Barcelona y el 10% se fueron.

Distribucién de las rentas: En una determinada comunidad auténoma espafiola el 20% de las rentas familiares son
inferiores a 6000€, el 70% estan comprendidas entre 6000€ y 12000€, y solo el 10% superan esta cifra. Estos tres
grupos de renta los llamamos renta baja, media y alta respectivamente. Hay muchos estudios que informan que de un
afio a otro, un 70% de las familias con renta baja se mantiene con este tipo de renta, mientras que un 20% pasan a
renta media y el 10% restante a renta alta. De las familias con renta media, se mantienen con esta renta un 60%, pasan
a renta baja un 30% y a alta un 10%. Por Gltimo, el 60% de les rentas altas lo siguen siendo, un 30% pasa a media y
un 10% a baja.

Las autoridades de la citada comunidad auténoma estan muy preocupadas por la distribucion futura de la renta y
estan pensando en aplicar medidas correctoras ya que se cree que la situacion puede empeorar en un futuro. Existe
una distribucion de rentas estable? Qué % de familias estan en cada grupo de renta?

+ 4. Aplicacion a fendmenos genéticos y de epidemiologia:

Cultivo de plantas y descendencia genotipica: Un agricultor tiene una plantacion de flores de color rojo, rosa y
blanco que viene determinada por los genotipos AA, Aa y aa respectivamente. El agricultor decide fertilizar todas las
flores con una de color rosa ya que le interesa conseguir que un 75% de su produccion sea de flores rosas que son las
mejor pagadas. Lo conseguira? O si no, qué cambios en la plantacion tendria que hacer?

— Inicialmente hay 100 flores rojas, 200 rosas y 300 blancas,
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— Con una flor roja (AA) cuando se aparea con una rosa (Aa) tiene una probabilidad del 50% que la generacién
siguiente sea AA 0 Aa. Con una flor rosa (Aa) cuando se aparea con una rosa (Aa) tiene una probabilidad del 50% que
la generacidn siguiente sea Aa y una probabilidad de un 25% de que sea tanto AA o bien aa. Y con una flor blanca
(aa) cuando se aparea con una rosa (Aa) tiene una probabilidad del 50% que la generacion siguiente sea Aa 0 aa.

Herencia genética de enfermedades: Entre las personas, muchas de las enfermedades genéticas son regidas por la
herencia auto-somatica. En su transmision siempre interviene un gen normal (A) y un gen denominado anormal (a).
El genotipo AA es el de un individuo no portador de la enfermedad mientras que un Aa es el de un portador aunque no
la sufre y el aa es el de uno que la sufre seguro. Se ha hecho un estudio para identificar a los portadores de una de las
enfermedades y estudiar su evolucion.

— El experimento se empieza con 1000 no portadores, 200 portadores y 10 enfermos.

— Primero se experimenta de manera que todos los individuos se reproducen con individuos sanos (AA).

— Un segundo experimento hace que se reproduzcan con portadores Aa.

;Se conseguira con los dos experimentos reducir a un 0.5% la proporcion de los individuos que sufren la
enfermedad? ¢En cuantas generaciones se conseguira?

¢Se puede controlar una epidemia? Durante el afio 2003 se recogieron datos referentes a la evolucion de un brote
detectado de legionela. Se hizo un estudio en el mismo barrio donde habia habido el brote y se distinguieron tres
grupos de personas: sanos, portadores (que todavia no habian desarrollado la enfermedad) y enfermos. El
experimento se empez6 con 200 personas residentes en el mismo barrio, en el inicio de las pruebas habia 170 sanos,
27 portadores y 3 enfermos. ¢Se consiguio eliminar el brote de legionela? ¢En cuéntos dias? Se estimaba que de un
dia a otro la evolucion se mantenia constante de la siguiente manera:

— Un 9% de los sanos se convertian en portadores y un 1% desarrollaba directamente la enfermedad,

— Un 18% de los portadores desarrollaba la enfermedad cada dia,

— De los enfermos, un 13% se recuperaba y pasaba a ser sano.

Las matrices de Leslie: aplicacion a la dinamica de poblaciones

Un estudio de una piscifactoria en el cual distinguimos entre alevines y adultos nos proporciona los siguientes datos
sobre la evolucion de la poblacion con el paso de los afios: el 10% de los alevines mueren y el resto se convierten en
adultos, la reproduccion da lugar a 10 alevines por cada adulto y el 80% de los adultos se sacan fuera de la
piscifactoria.

(a) Si x, y Y, denotan respectivamente la poblacion de alevines y adultos en el afio n, ;cudl es la matriz resultante?

(b) Utilizad esta matriz para determinar la evolucion después de 50 afios de una cantidad inicial cualquiera (a, b) de
alevines y adultos.

Un estudio de una poblacion de insectos en la cual distinguimos tres grupos: larvas, jévenes y adultos nos ha
proporcionado los siguientes datos sobre la evolucion de esta poblacion con el paso de los meses: el 15% de larvas
mueren y el resto se convierten en jovenes, la reproduccion da lugar a 3 larvas por cada joven, el 60% de los adultos
de la poblacion muere al cabo de un mes, la reproduccion da lugar a 20 larvas por cada adulto.

(a) Utilizad la matriz de Leslie que describe el estudio realizado para describir la dinamica de la poblacion a largo
plazo (podéis considerar, por ejemplo, después de 20, 30 y 40 meses).

Curso 2007/2008 - segundo trimestre

Un instituto de estudios macroecondmicos nos hace la consulta siguiente:

En el Instituto Nacional de Estadistica (www.ine.es) hemos encontrado las series temporales de datos
que adjuntamos. Necesitamos, para cada serie, tener una prevision para los proximos 5 afios y poder
justificar que la prevision sea razonable. ¢ Qué tasa anual de crecimiento/decrecimiento podemos prever
para los préximos 5 afios? Necesitamos también, para cada magnitud, tener los datos de otro caso que
presente una tendencia diferente.

DATOS:

CASOL1. Produccién de petréleo crudo. Medias mensuales. Miles de toneladas métricas
Tiempo Arabia Saudita Noruega Nueva Zelanda Reino Unido Rusia Venezuela
1998 32932 12394 119 10352 25267 12882
1999 30644 12398 114 10689 25396 11433
2000 33693 13219 102 9870 26917 12059
2001 32816 13591 97 9820 28983 11777
2002 30881 12151 92 9662 31598 10598
2003 36871 11638 88 8841 35084 10930
2004 36904 11575 76 7287 38226 13108
2005 39069 10877 69 6996 39100 14409
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CASO2. Muertes en carretera ™
Tiempo | Alemania | Espafa | Francia | Portugal
1996 8758 5483 8541 2394
1997 8549 5604 8444 2210
1998 7792 5957 8918 2126
1999 7772 5738 8487 1995
2000 7503 5776 8079 1860
2001 6977 5517 8160 1671
2002 6842 5347 7655 1675
2003 6613 5399 6058 1546
2004 5842 4741 5530 1294

CASO 3. Tasa de paro *

Tiempo | Espafia | Francia | Tailandia
1998 18,6 11,5 34
1999 15,6 10,8 3
2000 13,9 9,5 2,4
2001 10,6 8,7 2,6
2002 115 9 18
2003 11,5 9,7 15
2004 11 10 15
2005 9 14

CASO 4. Valor total de las importaciones (CIF), exportaciones (FOB) y saldo. Millones de délares de EE.UU.

Tiempo China Espafia Estonia
Importacién | Exportaciéon | Saldo | Importacién | Exportacién | Saldo | Importacién | Exportacién
1999 165699 194931 29232 144438 109966 -34472 4094 2937
2000 225094 249203 24109 152901 113348 -39553 4242 3132
2001 243553 266098 22545 153634 115175 -38459 4280 3298
2002 295170 325596 30426 163575 123563 -40012 4810 3448
2003 412760 438228 25468 208553 156024 -52529 6480 4539
2004 561229 593326 32097 257672 182156 -75516 8336 5936
2005 659953 761953 102000 287610 191021 -96589 10111 7688
CASO 5. Ordenadores personales por 100 habitantes
Tiempo | Australia | Espafia | Estados Unidos | Francia | India | Jamaica
1998 36,84 10,92 45,16 23,22 0,27 3,94
1999 42,25 11,94 50,73 26,75 0,33 4,3
2000 46,98 14,46 57,21 30,43 0,45 4,65
2001 51,51 21,89 62,44 32,86 0,58 4,98
2002 56,51 19,4 62,44 34,71 0,72 5,37
2003 60,36 21,89 62,44 41,74 0,89 5,79
2004 68,9 25,36 76,22 49,64 1,21 6,2
2005 68,9 28,11 76,22 57,86 1,54 6,2
CASO 6. Usuarios de Internet por 100 habitantes CASO 7. Enfermedades de declaracion
Tiempo | Australia | Espafia | Estados | Francia | India | Jamaica obligatoria. Casos notificados por
Unidos enfermedades *
1998 22,42 4,4 30,81 6,34 0,14 1,97 Tiempo Hepatitis Paludismo | Sifilis
1999 29,57 7,04 36,7 9,16 0,28 2,35 A
2000 34,45 13,67 44,06 14,37 0,54 31 1998 2040 362 771
2001 39,66 17,97 50,1 26,38 0,68 3,83 1999 1453 392 677
2002 53,46 19,11 50,1 31,38 1,59 22,86 2000 988 443 709
2003 56,84 22,93 55,58 36,56 1,75 30,28 2001 899 466 700
2004 65,28 33,18 63 39,27 3,24 39,87 2002 622 474 736
2005 70,4 35,41 63 43,23 5,44 39,87 2003 760 456 917
2004 845 383 1156
2005 1136 328 1339

* Los grupos que trabajen con las tablas 2, 4 y 7 deberan ampliar el nimero de series hasta llegar a un
total de seis (ampliando el nimero de paises o el nimero de enfermedades en cada caso). Para hacerlo
deberan buscar nuevos valores en la pagina www.ine.es.

Curso 2008/09 - primer trimestre

El Bicing es un servicio de alquiler de bicicletas publicas en la ciudad de Barcelona que se implant6 en
marzo de 2007, promovido por el ayuntamiento y gestionado por la empresa Clear Channel.

El ayuntamiento de la ciudad de Girona ha decidido implantar este servicio en su ciudad. Para ello se han
instalado 3 estaciones: una en la estacion de trenes (A), otra al lado de la catedral (B) y la dltima al lado
de la universidad (C). Gracias a una prueba piloto, se ha podido observar que los porcentajes de bicicletas
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que se desplazan de una estacion a otra se mantienen bastante fijos cada mes. En una reunion con la
empresa encargada del Bicing se presentaron los datos siguientes:

(@)

(€)

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 en la universidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:
El 40% de las bicicletas de la estacion se desplazaron a la catedral, el 10% a la universidad y el
resto (50%) se quedaron en la estacion.
De las bicicletas de la catedral, el 0% (ninguna) se desplazo a la estacion, el 10% a la universidad
y el resto (90%) se quedaron en la catedral.
De las bicicletas de la universidad, el 50% se desplazaron a la estacidn, el 10% se quedaron en la
universidad y el resto (40%) se desplazaron a la catedral.

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 en la universidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:
El 70% de las bicicletas de la estacion se quedaron en la estacion, el 20% se desplazaron a la
catedral y el resto a la universidad.
De las bicicletas de la catedral, el 30% se desplazaron a la estacion, el 10% a universidad y el resto
se quedaron en la catedral.
De las bicicletas de la universidad, el 10% se desplazaron a la estacion, el 30% a la catedral y el
resto se quedaron en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacidn, 300 en la catedral y 200 en la universidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:

El 10% de las bicicletas de la estacion se desplazaron universidad y el resto se quedaron en la
estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 18% se desplazaron a la universidad y el resto se quedaron en la
catedral.

De las bicicletas de la universidad, el 13% se desplazaron a la estacion y el resto se quedaron en la
universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacidn, 300 en la catedral y 200 en la universidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:
El 50% de las bicicletas de la estacion se quedaron en la estacion, el 20% se desplazaron a la
universidad y el resto a la catedral.
De las bicicletas de la catedral, el 80% se quedaron en la catedral y el 20% se desplazaron a la
estacion.
De las bicicletas de la universidad, el 20% se desplazaron a la estacion, el 40% a la catedral y el
resto se quedaron en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacidn, 300 en la catedral y 200 en la universidad.

A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:

®

El 10% de las bicicletas de la estacion se desplazaron a la catedral, el 10% a la universidad y el resto
se quedaron en la estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 10% se desplazaron a la estacion, el 10% a la universidad y el
resto se quedaron en la catedral.

De las bicicletas de la universidad, el 100% se quedaron en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 en la universidad.

A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:

El 5% de las bicicletas de la estacion se desplazaron a la catedral, el 10% a la universidad y el resto
se quedaron en la estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 10% se desplazaron a la estacion, el 35% a universidad y el 55%
restante se quedaron en la catedral.
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—  De las bicicletas de la universidad, el 10% se desplazaron a la estacién, el 85% se quedaron en la
universidad y el resto se desplazaron a la catedral.

(g) A finales del mes de agosto, se repartieron las 1000 bicicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 en la universidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio piloto mostraba que:
—  EI 20% de las bicicletas de la estacién se desplazaron a la catedral, el 20% a la universidad y el 60%
restante se quedaron en la estacién.
—  De las bicicletas de la catedral, el 10% se desplazaron a la estacion, el 20% a universidad y el 70%
restante se quedaron en la catedral.
—  De las bicicletas de la universidad, el 10% se desplazaron a la estacién, el 60% se quedaron en la
universidad y el resto se desplazaron a la catedral.

El ayuntamiento de Girona os encarga un informe que responda de forma rigurosa a las siguientes

cuestiones:

0 ¢Cudl sera la distribucién de las bicicletas a largo plazo si mantenemos la distribucion inicial
de bicicletas?

0 ¢Qué pasa si modificamos la distribucién inicial? ¢Es posible que alguna de las estaciones se
quede sin bicicletas?

Curso 2009/10 - primer trimestre

Germans Subirats S.L es una empresa catalana familiar especializada en la fabricacion de
un modelo de guitarras espafiolas. Esta pequefia empresa esta formada por una plantilla de
12 empleados que trabajan en la cadena de produccién de la fabrica donde se producen.
Los trabajadores de esta fabrica no pueden trabajar mas de doce horas diarias por convenio
laboral.

Esta empresa ha decidido contrataros para que realicéis un estudio exhaustivo que les permita tener un

control de su produccion, para ello os facilita los datos que se recogen en el archivo Datos_trimestrel.xls.

Estos datos reflejan, después de distintas pruebas realizadas en esta empresa, la produccion de guitarras

diarias (P) en relacion al nimero total de horas diarias trabajadas por el conjunto de sus empleados (T).

Con esta informacion, la empresa Germans Subirats S.L. pretende que podais alcanzar los objetivos

siguientes:

- Modelizar matematicamente la produccidon diaria de guitarras en relacion al nimero total de horas
trabajadas (T).

- Encontrar el nimero de horas que se deberian trabajar para optimizar la produccion diaria de esta
empresa.

- ¢De qué otros factores podria depender la produccién de este modelo de guitarras? Introducirlos en el
modelo planteado inicialmente.

- ¢Coémo se podria optimizar la produccién en esta nueva situacién?

Curso 2009/10 — segundo trimestre

Biocarwash es una empresa que nacio en 2005 con el propdsito de revolucionar el campo del lavado de
automaviles. En 2008 se unio al Grupo Fundosa y salié al mercado bajo el sistema de franquicia.

Q El Grupo Fundosa es un grupo creado en 1989 por la Fundacion
Gl'UpO ONCE para aumentar las posibilidades de empleo de las personas

Fundosa con discapacidad.
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El servicio que ofrece Biocarwash se presta fundamentalmente a empresas en las zonas de
estacionamiento de éstas o en concesionarios de automoviles, donde se presta el servicio de
mantenimiento de la flota.

Lo mas importante de esta férmula de lavado para la limpieza de vehiculos es que se trata de un sistema
totalmente ecoldgico, los productos utilizados son biodegradables y se utilizan entre 4 y 6 litros de agua
por vehiculo, en comparacion con los 250 litros de un tanel de lavado convencional.

Biocarwash es una unidad auténoma, que puede ser utilizada por personas con discapacidad, ya que tiene
un motor eléctrico y una manguera que le permite ser manejada facilmente. También posee una potente
aspiradora industrial que, junto con la mayor autonomia de la maquina permite el lavado de 8 a 10
vehiculos por dia de trabajo.

Con toda esta informacién, la empresa Biocarwash os propone un estudio en que debéis analizar las

caracteristicas del servicio que ofrecen.

La funcién de demanda de esta empresa expresa la relacion existente entre la cantidad demandada de este

servicio y cualquier otra variable de la que pueda depender. Se propone responder a las siguientes

cuestiones:

1) ¢De qué variables podria depender la demanda de este producto? Justificar vuestra respuesta.

2) Explicar qué es la elasticidad de la funcién de demanda. Explicar detalladamente.

3) Determinar la férmula que os permite calcular la elasticidad de la demanda respecto de cada una de
sus variables.

4)  Estudiar los distintos tipos de elasticidades, interpretando los resultados.

5) Plantear cuestiones que surjan durante el estudio.

5. Recorridos de estudio e investigacion durante el curso 2010/11

El objetivo de los talleres que se plantean a los estudiantes durante este curso académico
es el de un problema muy préximo a las situaciones reales de evolucion de poblaciones
en el que primero las sucesiones recurrentes, luego las ecuaciones diferenciales y
finalmente las matrices aparecen como posibles modelos de trabajo. A diferencia de los
talleres de cursos anteriores, en los que el trabajo desarrollado en cada trimestre era
independiente, durante este curso académico habrd un hilo conductor entre los tres
trimestres, de manera que los alumnos estan familiarizados con la situacion y la pueden

abordar con més confianza.

El disefio de estos REI esta inspirado en los recorridos de estudio e investigacion sobre
dindmica de poblaciones que Berta Barquero (2009) detalla en su tesis doctoral. En ese
caso, los talleres estaban dirigidos a alumnos de primer curso de ciencias
experimentales, cuyos conocimientos previos y sus necesidades matematicas durante el
curso son diferentes a las del alumnado para el que se ha disefiado el REI que
presentaremos a continuacion. Podriamos decir que se trata de una reduccion del estudio

realizado por B. Barquero.
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5.1. Primer trimestre: un recorrido de estudio e investigacion sobre evolucion

discreta

El taller que se presenta en el primer trimestre se inicio la cuarta semana del curso, con
lo cual la mayoria de los grupos habian tenido unas siete sesiones de clases magistrales
que se dedicaron a introducir los conceptos de familia de funciones, funcién lineal,
cuadratica, hiperbdlicas, exponenciales y logaritmicas. También se realizé una sesién

introductoria sobre Excel y Wiris.

5.1.1. Analisis a priori de la praxeologia matematica

Dada una poblacion P, definimos p; como el nimero de individuos de dicha poblacion
en el instante de tiempo t. La cuestion generatriz que va a activar nuestro estudio de la

dinamica de la poblacién P es la siguiente:

Qo: Suponiendo que conocemos el nimero de individuos de una poblacion P en ciertos periodos de
tiempo, ¢podemos predecir como evolucionara el nimero de individuos de la misma después de n
periodos?, ;sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de P a largo plazo?, ;qué tipo de
hipotesis sobre el entorno, poblacién y crecimiento se tienen que asumir?, ;como podemos hacer

predicciones sobre la evolucion del nimero de individuos de P y cdmo pueden ser validadas?

Iniciaremos la construccion del modelo para el estudio de la dinamica de poblaciones
haciendo dos suposiciones iniciales. La primera es que los valores que puede tomar el
tiempo son discretos, y la segunda que, el nimero de individuos en un instante concreto
depende del estado inmediatamente anterior (poblacion con generaciones separadas).
Esto nos conduce a considerar sucesiones recurrentes de orden 1: pi+1 = f(py), donde f es

una funcion de variable real.

La evolucion general de la poblacion P quedard caracterizada por el estudio de la
sucesion (p,)nen donde cada p; denota el nimero de individuos en el instante i.

La hipOtesis de generaciones separadas nos conduce a considera dos posibles
magnitudes para describir el crecimiento de P:

- Tasa absoluta de variacion entre dos generaciones consecutivas: Ap,, = Pn+1 — Pn

. ., . . A -
- Tasa relativa de variacion entre dos generaciones consecutivas: r;,, = —-= = Pnt1"Pn

Pn Pn
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_ Pn+1

De esta Gltima se deriva el indice relativo de variacion: i, gue a su vez,

Pn

satisface: i, — 1 = p;ﬂ —1=r,.
n

Para iniciar nuestro estudio consideraremos que todos los individuos de la poblacion
son iguales y que los recursos disponibles son ilimitados. Esto nos lleva a formular una
hipotesis sobre el crecimiento de la poblacion P: la tasa relativa de variacion de P se
mantiene constante: r,, = r,reR. Y esta hipdtesis nos lleva a considerar la siguiente
cuestion:

Qi Si r, =r1,7eR, (como evolucionara dicha poblacién?, ;Qué propiedades tendrd la evolucién de

(pr)nen @ corto y largo plazo? ;Qué factores determinan de forma mas decisiva esta evolucion?

Apn — Pn+1—Pn __ _ Pn+17Pn

Para dar respuesta a Qy, consideraremos: r;, =
Pn Pn Pn

Asi aparece nuestro primer modelo, conocido como «modelo maltusiano» en honor al
economista y demdgrafo inglés, Thomas Malthus, quien en 1798 puso de manifiesto la
contradiccion existente entre el crecimiento exponencial de la poblacion humana vy el

crecimiento lineal de los recursos existentes.

A partir de este ultimo resultado obtenemos la siguiente ecuacion recurrente:

Pn+1 — Pn
r=—
Pn

S T.Pn = Pn+1 —Pn © Pnr1 = Pn + 7.0 = (L +1)py = .y

Donde el parametro a se interpreta como el coeficiente de crecimiento de la poblacion
P. Como esta relacion es valida en cualquier instante, tenemos que: pn., = a.p, =
a.(a.p,_1) == a™p, . ESto nos permite calcular el nimero de individuos que habra en
cualquier instante, conociendo el namero inicial de individuos de la poblacién P —que
tiene un crecimiento geométrico—, y nos permite dar una primera respuesta a Q;, donde

debemos diferenciar tres casos segun el valor del pardmetro a (¢ € R):

- Si0 < a <1, el nimero de individuos de la poblacion P tiende a la extincion.
Este caso es equivalente ar < 0.

- Sia =1, el nimero de individuos de la poblacién P se mantiene constante e
igual a la poblacion inicial po. Este caso es equivalente ar = 0.

- Sia > 1, el nimero de individuos de la poblacién P crece indefinidamente. Este

caso es equivalentear > 0.
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Para este ultimo caso, el modelo maltusiano tiene una clara limitacion, y es el hecho que
el aumento geométrico del numero de individuos de la poblacion choca con la
existencia de recursos limitados. Esta limitacion, conocida como paradoja maltusiana,
nos conduce a considerar otras cuestiones, introduciendo nuevas hipotesis. Por un lado,
la tasa relativa de variacién, r,, no sera constante si no que variara en funcién del
namero de individuos de la poblacién p,. Y por otro, p, no podra sobrepasar cierto valor

maximo K.

Con estas dos nuevas hipotesis, r, pasard a considerarse decreciente a medida que P se
aproxima a K. El caso mas sencillo a estudiar es suponer que este r, decrece linealmente
en funcion de p,. Surge asi una nueva cuestion:

Q,: ¢Cuadl es la evolucion de una poblacién cuya tasa relativa de variacion decrece linealmente en funcién
de P,?, ¢Qué propiedades tiene la evolucion de (p,)ney @ corto y largo plazo?, ;Qué factores
determinan de forma més decisiva esta evolucion?

Si retomamos la relacion que habiamos establecido para r, inicial e imponemos que

decrezca linealmente, tendremos: r, = pn+;_‘pn = —Ap, + B,conA>0yB >0

n

Ademas, tenemos que imponer que p, no puede sobrepasar el limite establecido, K. Y

eso se traduce en que, a medida que p, se acerque a K, r, se aproximara a cero, es decir:

020=—A-K+B=>A=208=AK

mn=—Ap,+B
Sip, =K =>nr, =

Si ahora sustituimos esta relacion en la expresion de la poblacion en el instante n+1

encontrada con anterioridad p,,,; = p, + r.p,,, Obtenemos:
_ B _ B 2 Armi
Pt = Py + (_E o+ B) - By =pa(1+ B) — = p,? (en términos de B)
O su equivalente en términos de A: pp.1 =pn(1+A-K) — A-p2
Si a partir de la expresion en términos de B consideramos el indice relativo de variacion,

obtenemos: Pt — PrO*E)—gen®

B
Pn Pn - (1+B)_;pn

Si ahora consideramos el cambio de variable: v, =£% , 'y aislamos p, obtenemos:

__ K'Y (B+1)
n — T
Y hacemos lo mismo para py+1: Yeq = % B o gy = ”%09“)

Sabemos que pn+1 = Pn+rn-Pn, por lo tanto:

KYn41:(B+1) _ K-Yp-(B+1)
B

)

187



Es decir: Y,,, =Y, (1 +r,). Y si substituimos r, por su expresion lineal:
Yo =1 1+ [—Apn + B])
Y asu vez, P, por la expresion del cambio de variable y operamos:

Kfp(B+1)

Yoy =1 (1 + [_A B

B])=> Y., =Y, (1= Y,(B +1) + B)

Considerando g = B + 1, obtenemos una ecuacion recurrente normalizada:
Yo =¥y B(l - Yn)

Este modelo Ilamado logistico, incluye al modelo anterior, corresponderia al caso

particular donde los recursos disponibles son ilimitados.

Una propiedad que se cumple para este segundo modelo es que la variacion absoluta de

la tasa r, —respecto de la variacion del numero de individuos de p,— es una invariante:
B
Arn =T+~ = (_Apn+1 + B) - (_Apn + B) = _A(pn+1 - pn) = _EApn

. . A A B
Y por tanto, el cociente incremental ™ es constante: = = —— . Este resultado nos

Pn Pn

permite calcular el valor del parametro B una vez se ha fijado un valor de K.

5.1.2. Analisis de la praxeologia didactica

A continuacion presentaremos el disefio a priori del recorrido didactico propuesto. La
situacion inicial que se presenta a los alumnos y que permitira activar a lo largo del
curso diferentes modelos matematicos, gira alrededor de un tema lo suficientemente
cercano Y atractivo para los estudiantes: las redes sociales. El enunciado que se entrega

a los estudiantes es el siguiente:

www.LunaticWorld.com

¢ Qué es una red social? Es una estuctura social formada por
nodos, los usuarnios de la red, y aristas, las relaciones existentes
entre ellos. Estas relaciones pueden ser de diversos tipos:
econémicas, profesionales, de amistad, etc. Probablemente en
la actualidad las redes sociaks son el pnncipal atractivo de
Intemet, mostrando ¢l gran cambio que se esta produciendo en
la forma de comunicarse ¢ interactuar.

Nos centraremos en estudiar el crecimiento del mime ro de
usuarnios de la red social de Intemet LunaticWorld, que fue
creada en 2004 con 18 usuanos. Una de las caracteristicas
principaks de esta red social es que un individuo tan solo
puede formar parte de ella a través de la mvitacion de un
usuano ya existente.

En la tabla adjunta encontraréis informacion acerca de la evolucion del tamafio de la poblacién de usuarios de esta red durante
los ultimos afios. Con esta informacion, y a lo largo del primer trimestre, se propone abordar las siguientes cuestiones
principales:
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Afio Tamafio poblacién
2004 18

2005 56

2006 151

2007 447

2008 1034

2009 3143

¢Podemos predecir como evolucionara el tamafio de esta poblacion después de un nimero determinado de periodos?
¢Sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de esta poblacion a largo plazo?
¢Qué tipo de hipotesis sobre el entorno, sobre la poblacion y sobre su crecimiento se tienen que asumir?

¢Coémo podemos hacer predicciones sobre la evolucion de su tamafio y como éstas pueden ser validadas?

En este taller, todos los grupos de alumnos trabajaban con los mismos datos (los de la
tabla). Estos datos fueron «preparados» por los profesores para que sugirieran un

crecimiento exponencial.

La primera sesion de seminario fue destinada a elaborar los grupos de trabajo, definir
detalladamente la metodologia de trabajo a seguir y, finalmente, presentar las cuestiones

gue generaran el estudio:

Q1. ¢(Podemos predecir cdmo evolucionara el tamafio de esta poblacion después de un nimero
determinado de periodos?

Q2. ¢ Sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de esta poblacion a largo plazo?

Q3. ¢ Qué tipo de hipdtesis sobre el entorno, sobre la poblacion y sobre su crecimiento se pueden asumir?

Q4. ;Como podemos hacer predicciones sobre la evolucién de su tamafio y como éstas pueden ser

validadas?

En cada sesion se plantean una serie de cuestiones intermedias cuyas respuestas
parciales deberian permitir dar respuesta a las cuestiones iniciales. Al igual que hemos
hecho con los talleres anteriores, presentamos mediante unas tablas las praxeologias
didacticas a priori que corresponden a cada una de las sesiones en las que se divide el
taller. Y a continuacion se mostrara un diario de sesiones a modo de cronica unificada

entre las diferentes experimentaciones realizadas.

Primera sesién

- P entrega la hoja con los datos y plantea las siguientes cuestiones intermedias dejando total libertad a G
para explorar las cuestiones:
Qi;. ¢Coémo podemos designar las variables que representan el tiempo y el tamafio de la poblacion?
Qi,. ¢Coémo podemos describir el crecimiento de esta poblacion?
Qi,. Utilizando los datos disponibles, ¢podriamos decir cual sera el nimero de usuarios de esta red
social después de 1, 2, 3, 4 y 5 afios?

- Es de esperar que las designaciones utilizadas mas frecuentemente sean n, t o i para el tiempo en afios y

bn, pt 0 Y; para la poblacion respectiva. Al final de la sesion P unificara la notacién para que en todas las
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experimentaciones se utilice la misma. (Qi,)

- Para describir el crecimiento de la poblacién, lo normal es que cada G introduzca los datos aportados en
una hoja de célculo y los representen, permitiéndoles observar la tendencia exponencial creciente de
estos. (Qi,). También introducen y calculan las tasas absoluta y relativa y, el indice de variacién, que
estan estudiando en las clases tedricas. Si no aparece de forma natural, serd P quien lo proponga.

- Al representar los gréaficos de la tasa relativa de variaciéon y del indice de variacién se observa que los
datos oscilan alrededor de un valor. Se calcula el promedio de dichos valores: 182,41% y 2,82
respectivamente, permitiendo dar la previsién de los préximos cinco afios.

- P corrige en la pizarra proponiendo una plantilla comdn a G. (Qis)

- P propone la expresion que parece ajustar los datos iniciales:

Pni1 =Pn+182-p,=282-p, (n=0), es decir, la expresion que postula es una sucesion
recurrente.

- P establece dos hipotesis: (H;) el nimero de invitaciones serd de unas 1,82 por afio y (H,) este nimero
permanece constante.

- Preguntas para trabajar en la siguiente sesion:

Qiy. Estudiar el modelo discreto propuesto.

Qis. ¢ Coémo afectara al modelo un nimero de usuarios inicial distinto?

Qis. ¢ Qué pasaria si existiera un nimero maximo de usuarios? ¢ Cambiaria el modelo planteado?
Qi. ¢Cuando se alcanzaria la poblacion maxima?

Observaciones:
- Nosotros utilizaremos aqui sélo una notacién para simplificar la exposicién: n para designar el nimero de
afios y p,, para designar la poblacion al pasar n afios.
- A pesar que los datos a corto plazo parecen ajustarse a una exponencial, G ve claramente que a largo plazo
este ajuste no es coherente, ya que aumentar los datos infinitamente no seria compatible con el crecimiento
de una red social, ya que querria decir que todo el mundo acaba siendo usuario.

Segunda sesién

- Durante la presentacion de los resultados del G expositor, P plantea el problema de conocer la poblacion a
largo plazo, deduciéndose la expresion general de la sucesion recurrente :
DPns1=282-p=282-(282 -pp_q) == 282" . p,.
La sucesion es divergente y por lo tanto, los estudiantes plantean la incoherencia del modelo.
- Para abordar la segunda cuestion, se parte de p,,,; = 2,82™%1 - p,, donde cada afio que pasa, la poblacion
del anterior estd multiplicada por el factor promedio 2,82 y esto es independiente de la poblacion inicial,

de hecho: i, — 1 = Pntt
Pn

- Para responder la tercera de las cuestiones planteadas para esta sesién, es decir, ;qué pasaria si existiese
un nimero maximo K de usuarios?, se propone a G considerar como hipotesis la existencia de este
nimero maximo K de usuarios en la red (Hs). En este punto, debemos reconsiderar el hecho que r, sea
constante ya que si lo fuera, su comportamiento a largo plazo seria infinito. Por tanto, asumiremos como
nueva hipdtesis que r, no es constante (Hy).

- De hecho, queremos que a medida que la poblacién aumente, el nimero de invitaciones disminuya, es
decir, necesitamos establecer una relacion de dependencia inversa entre las dos variables. P introduce la
relacion lineal como la mas sencilla: r, = — A-p, + B, donde A y B son reales mayores o iguales a cero.

- Entonces el objetivo sera determinar los pardametros A y B de manera que cuando la poblacién de la red
social llegue al maximo: p, = K, el nimero de invitaciones sea cero: r, = 0 (Hs). Para ello, se debera
buscar diferentes valores a los parametros y estudiar numérica y graficamente qué pasa en cada caso.

- G intentan dar respuesta a la cuestion Q;; pero les resulta inaccesible. P explica que se debe ampliar el
estudio para poder responderla.

- Las nuevas cuestiones intermedias con las que se acaba la sesion son las siguientes:

—1=mn
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Qig. Especificar el nuevo modelo discreto planteado en funcion del maximo, encontrando Ay B.

Qiq. Dar diferentes valores a los parametros del modelo y estudiar la evolucién de la poblacion numérica
y graficamente en los casos considerados.

Qiyp. Simplificar, en la medida de lo posible, el modelo propuesto. ¢Se puede dejar el nuevo modelo
expresado en términos de p,?

Tercera sesion

De Hsse deduce la relacion entre Ay B: A = % 0B = AK
Sustituyendo esta relacion en la expresion encontrada en la sesién anterior, se obtiene:
Pnst1 =DPn + (—g “pp + B) “pn =1 (1+B) —g-pnz. También se puede dejar en términos de A:

Pn+1 = Pn(1+ A-K) — A - p,2, obteniéndose una relacidn cuadratica( Qis).
Para «dar diferentes valores a los parametros del modelo y estudiar la evolucion de la poblacién
numérica y graficamente en los casos considerados se deberia utilizar una hoja de célculo y dar valores
(positivos) a Ay a B.
Si se supera el maximo K, la sucesion oscilard. A largo plazo estas oscilaciones seran menores y la p,
tendera a K. Si el maximo no se alcanza en un nimero entero de afios, apareceran estas oscilaciones.
En los casos en los que la sucesion oscile alrededor del valor maximo K, se debera ajustar el valor de A
para no superar nunca dicho maximo. (El valor de B queda determinado por la relacion —A-K + B = 0).
Ante la imposibilidad de calcular el valor de A, P propondra utilizar la herramienta de Excel, solver.
Para responder la Gltima cuestion, es decir, si se podia dejar el modelo en términos de p, (poblacion
inicial), la respuesta no puede ser afirmativa ya que r, se va reduciendo cada afio.
Para la siguiente sesién de seminario se plantean las siguientes nuevas cuestiones intermedias:

Qiy;. Estudiar de forma tedrica B 0 A. ¢entre que valores se mueven?

B

. - . - . - P
Qi,. Analizar el modelo normalizado aplicando un cambio de variable:Y,, = m-f. Hacer un

estudio de las caracteristicas con «= B + 1.
Qiy3. Establecer otro tipo de relacion funcional entre r, y p,, y estudiarla.

Cuarta sesion

Con el modelo propuesto en la sesién anterior, si se llegaba a un maximo de usuarios en un ndmero entero
de afos, el grafico no presentaba ningin tipo de oscilacidn. Pero si se llegaba al maximo en un nimero de
afios no entero, el grafico oscilaba tras superar a K, aunque estas pequefias oscilaciones se aceptaban
siempre y cuando forman parte de un margen aceptable. Todo esto dependia del pardmetro B, ademas de
un margen de error mas grande para que no se supere el limite, por ejemplo, K + 100.
Surgen dos problemas, uno de ellos es fijar mediante Excel un intervalo de valores de B para que las
oscilaciones estén dentro del margen de error. Y el otro es que los resultados del modelo tienen que
aproximarse a los resultados reales de los Gltimos afios. Para ello, se tiene que realizar un célculo para
establecer hasta que B mé&xima se puede alcanzar siempre y cuando cumpla con los requisitos anteriores.
Si nos fijamos en pn: Pry1 = Pn + b = A+ 1), = (1 — Ap, + B)p, = (1 + B)p,, ya que en el
momento inicial: —Ap,=0. Entonces, se deduce: p,.; = (1+ B)p, @B = % -1~=1,82

n
Para contestar la segunda cuestion planteada, se deben hacer una serie de manipulaciones algebraicas para

expresar el modelo en forma normalizada, obteniendo: Y,,; =Y, (1 - Y,)
P propuso aqui trabajar con variables normalizadas (valores entre 0 y 1) para poder comparar distintas
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redes sociales con distinto nimero de usuarios.
- Finalmente, P explicé la estructura que debia tener el informe individual.

Diario de sesiones — taller primer trimestre 2010/11

El profesor entreg6 la hoja con los datos y las cuestiones iniciales e introdujo las cuestiones intermedias: Qiy,

Qiz y Qis.

Las designaciones de variables mas frecuentes fueron: n, t o i para el tiempo en afios y b, p; 0 Y; para el tamafio
de la poblacién respectiva (Qiy).

Los alumnos introdujeron mayoritariamente los datos en una hoja de célculo lo que les permitié, mediante su
representacion grafica, observar la tendencia creciente de estos (Qiy)

Tamaiio poblacién

1000

500 L J

L J

0 V' . @ .
2002 2004 2006 2008 2010

El profesor propuso a los alumnos que calcularan las tasas absoluta y media, y el indice de variacion:

Afo | Tamafio Poblacion .
2004 | 18 Tasa absoluta de variacion Tasa relativa de variacion Indice variacion
2005 | 56 38 211,111111 3,11111111
2006 | 151 95 169,642857 2,69642857
2007 | 447 296 196,02649 2,9602649
2008 | 1034 587 131,319911 2,31319911
2009 | 3143 2109 203,965184 3,03965184
Promedio = 625 182,413111 2,82413111

Cuando los alumnos representaron los graficos de la tasa relativa de variacion y del indice de variacion,
observaron que los datos oscilaban alrededor de un valor. ElI promedio de dichos valores: 182,41% y 2,82
respectivamente.

A partir del quinto afio, cada término se consigue a partir del anterior multiplicado por el factor 2,82:
Pns1 =Pn +1,82-p, = (1+1,82) -p, = 2,82 p, (n = 0)sucesion recurrente (Qis).

El profesor establecio que (1) el nimero de invitaciones sera de unas 1,82 por afio y (2) la hipotesis de considerar
que este nimero permaneceria constante con el paso de los afios.

A pesar que los datos a corto plazo parecen ajustarse a una exponencial, los alumnos vieron claramente que a
largo plazo este ajuste no era coherente, ya que aumentar los datos infinitamente no seria compatible con el
crecimiento de una red social, ya que querria decir que todo el mundo acaba siendo usuario.

La primera sesién se acabo planteando las cuestiones intermedias para trabajar en la siguiente sesion:

Qi4! QiS! Qiﬁl Q|7

La segunda sesion se inicia con la presentacion de los resultados del grupo expositor.
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La profesora planteé el problema de conocer la poblacién a largo plazo deduciendo la expresion general de la
sucesion recurrente: ppyq =2,82-p =2,82- (2,82 py_q) =+ = 2,82"1 . p,. La mayoria de los grupos constato

que la sucesion era divergente y por lo tanto, planteaban la incoherencia del modelo.

Para abordar la segunda cuestion (Qis), se partié de p,,, = 2,82™** - p,, donde cada afio que pasa, la poblacion del
anterior estaba multiplicada por el factor promedio 2,82 y esto era independiente de la poblacion inicial, de

hecho: i, —1 =281 1 =17,

n

Para responder la tercera de las cuestiones planteadas para esta sesion, se propuso considerar como hipotesis la
existencia de este nimero maximo K de usuarios en la red. Si r, fuera constante su comportamiento a largo plazo
seria infinito, por tanto, se asumié como nueva hip6tesis que r, no era constante. Y como se necesitaba establecer
una relacién de dependencia inversa entre las dos variables, se introdujo la relacion mas sencilla, la lineal: r, = -

A-p, + B, donde A y B son reales mayores o iguales a cero.

El objetivo era entonces determinar los parametros A y B de manera que cuando la poblacion de la red social
llegara al maximo: p, = K, el nimero de invitaciones r, = 0. Para ello, se debia buscar diferentes valores a

nuestros parametros y estudiar numérica y graficamente que pasaba en cada caso.

Los alumnos intentaron dar respuesta a la cuestion Q;; pero les resultd inaccesible. La profesora les explico que se

debia ampliar el estudio para poder responderla.

Las nuevas cuestiones intermedias con las que se acabé la sesion fueron las siguientes:

Qig. Especificar el nuevo modelo discreto planteado en funcién del maximo, encontrando Ay B.

Qig. Dar diferentes valores a los parametros del modelo y estudiar la evolucion de la poblacién numérica y
graficamente en los casos considerados.

Qiyp. Simplificar, en la medida de lo posible, el modelo propuesto. ¢Se puede dejar el nuevo modelo expresado en
términos de po? Esto es, ¢existe una expresion cerrada del modelo?

Para abordar la primera de las cuestiones se parti6 de la premisa que: si p,= K, entonces r, = 0, obteniéndose asi
n=—A-p,+B

B,
Sl.pnZK’rn:0=>0——A~K+B=>A—EoB—AK

una relacion entre A y B: {

Sustituyendo esta relacion en la expresion que se habia encontrado en la sesion anterior de la poblacién en el
instante n+1: ppy1 = pn + (—% “pp + B) “Pn =p(1+B) — % - pn? (en términos de B) o en términos de A:
Pns1 = Pn(1+A-K)— A-p,2 Enambos casos, se trataba de una relacién cuadratica (Qis).

Para «dar diferentes valores a los parametros del modelo y estudiar la evolucidn de la poblacién numérica y
graficamente en los casos considerados» se utiliz una hoja de céalculo dando valores a A y a B, mayores que 0.

Si se superaba el maximo K, la sucesion oscilaba. A largo plazo estas oscilaciones eran menores y la p, tendia a
K. Si el maximo no se alcanza en un ndmero entero de afios, apareceran estas oscilaciones.

A modo de ejemplo:

B=1 B=1,5 B=1,82 B=2
1500000 1500000 ——— 1500000 ——— 1500000 +
1000000 1000000 1000000 1000000 -
500000 I 500000 500000 500000 -
0 0 - 0 0 -
0 20 40 60 0 20 40 60 0 50 100 0 20 40 60

Se fijé el valor maximo de usuarios en un millon y el valor de B —que es el que se indica en cada caso—. El valor
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de A queda fijado como B/K.

La dltima cuestion de la sesidn pedia si podiamos dejar el modelo en términos de la paoblacién inicial. La
respuesta no puede ser afirmativa ya que r, se va reduciendo cada afio.

Dado que en algunos casos la sucesion oscilaba alrededor del valor maximo K, se tuvo que ajustar el valor de A
para no superar nunca dicho maximo. Ante la imposibilidad de calcular el valor de A, la profesora propuso
utilizar la herramienta de Excel, Solver.

Para la siguiente sesion de seminario se plantean las siguientes nuevas cuestiones intermedias:

Qiy1. Estudiar de forma tedrica B 6 A. ¢entre qué valores se mueve?
B

Qiy,. Analizar el modelo normalizado aplicando un cambio de variable: Y, = o

P .
?" Hacer un estudio de las

caracteristicas de este modelo con = B + 1
Qiys. Establecer otro tipo de relacion funcional entre r, y py, y estudiarla.

Con el modelo propuesto en la sesion anterior, si se llegaba a un maximo de usuarios en un nimero entero de
afios, el grafico no presentaba ningun tipo de oscilacion. Pero si se llegaba al maximo en un ndmero de afios no
entero, el grafico oscilaba tras superar a K, aunque estas pequefias oscilaciones se aceptaban siempre y cuando
forman parte de un margen aceptable. Todo esto dependia del parametro B, ademéas de un margen de error mas
grande para que no se superase el limite, por ejemplo, K + 100.

Surgieron dos problemas, uno de ellos fue fijar mediante Excel un intervalo de valores de B para que las
oscilaciones estuvieran dentro del margen de error. Y el otro, que los resultados del modelo tenian que
aproximarse a los resultados reales de los Gltimos afios. Para ello, se tuvo que realizar un calculo para establecer
hasta que B maxima se podia alcanzar siempre y cuando cumpliera con los requisitos anteriores.
Si nos fijamos en pn: Ppi1 = Pp + bn = (1 +1)p, = (1 — Ap,, + B)p, = (1 + B)p,,, ya que en el momento
inicial: —Ap,~0. Entonces, se deduce: p,;; * (1 + B)p, =B = ”ZJ -1~1,82

n

Para contestar la segunda cuestion planteada, se debian hacer una serie de manipulaciones algebraicas para
expresar el modelo en forma normalizada: Y,,, =Y, B(1 —Y,)

La profesora propuso aqui trabajar con variables normalizadas (valores entre 0 y 1) para poder comparar distintas
redes sociales con distinto nimero de usuarios.

5.2. Segundo trimestre: un recorrido de estudio e investigacion sobre evolucion

continua

Retomaremos el estudio realizado en el apartado anterior considerando ahora el tiempo
como magnitud continua, lo que nos conducird a considerar modelos matematicos

basados en ecuaciones diferenciales de primer orden.

5.2.1. Analisis a priori de la praxeologia matematica

Dada una poblacion P, definimos p(t) como el nimero de individuos de dicha poblacion

en el instante de tiempo t (t € R). La cuestion generatriz que va a activar nuestro
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estudio de la dindmica de la poblacion P es la misma que consideramos para

magnitudes discretas:

Qo: Suponiendo conocido el nimero de individuos de una poblacién P en un instante t, determinado,
¢podemos predecir cdmo evolucionard el nimero de individuos de la misma en un instante t
cualquiera?, ¢sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de P a largo plazo?, ¢qué tipo de
hipotesis sobre el entorno, poblacién y crecimiento se tienen que asumir?, ;como podemos hacer

predicciones sobre la evolucion del nimero de individuos de P y cdmo pueden ser validas?

Para describir la variacion del nimero de individuos de la poblacion en el instante t,
.- . apP
utilizaremos la derivada: P'(t) = o

Asi, podremos definir la tasa instantanea relativa de variacion como:

P(t+1)-P(t) ,
= Pnt1=Pn =7 () = PU+D-P(t)_ —erize P’

Pp P(t) P(t) P(t)

Al igual que hicimos en el caso discreto, asumiremos inicialmente una serie de hipdtesis
iniciales sobre la poblacion P(t). La primera es que todos los individuos de la poblacion
son iguales. La segunda que los recursos de los que dispone dicha poblacion son
ilimitados. Y finalmente, consideraremos r(t) constante con el paso del tiempo, es decir

r(t) = r,r € R. Esto nos lleva a plantearnos la siguiente cuestion:

Qi: ¢Cual es la dinamica de una poblacion P(t) con r(t) =r,r € R?, (Qué propiedades tiene la
evolucion de P(t) a corto y a largo plazo?, ;qué factores determinan de forma mas decisiva la

evolucion de P(t)?

Como r(t) es constante: r =Z’T(tt))=>P’(t) =r-P(t) que se trata de una ecuacion

diferencial de primer orden cuya solucion se calculara utilizando la integral:

r=%:frdt=f%(gdt=>rt+C=Ln(P(t))

De donde; et*C¢ = eln(P() = oC . o™t = p(t) = P(t) = ket

Si conocemos el tamario inicial de la poblacion: P(0) = po, podremos determinar el valor
de la constante k en la funcién solucién P(t): P(t) = ppe™

A este primer modelo se le conoce como modelo maltusiano continuo y nos muestra
que la poblacién P(t) tiene un crecimiento exponencial, proporciondndonos una primera

respuesta a Q;. Debemos diferenciar tres posibles casos segun el valor del parametro r:
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- Sir >0, entonces la poblacion crece indefinidamente
- Sir<0, lapoblacién tiende a la extincién

- Sir=0, lapoblacién se mantiene constante e igual al valor inicial po.

Al igual que pasé en el caso discreto, se trata de una situacion poco realista dado que
presupone crecimiento exponencial con recursos infinitos. Para superar esta limitacion,
conocida como paradoja maltusiana, introduciremos nuevas hipotesis: (1) existencia
limitada K de recursos, (2) r(t) decrece en funcion del namero de individuos de P(t), y
(3) dicho decrecimiento se produce de forma lineal. Esto nos lleva a considerar la

siguiente cuestion:

Q,: ¢(Cual es la dindmica de una poblacién P con r(t) funcion lineal decreciente? ;Qué propiedades tiene

la evolucion de P(t) a corto y a largo plazo? ;Qué factores determinan de forma mas decisiva a P(t)?

Consideraremos r como: r = —A4 - P(t) + B. Por tanto, tendremos una nueva ecuacion

I: ”t) =—A-P()+B=>"0D = _4.P(t) + AK = A(—P(t) + K) > —— 0

diferencia 0 PO PO

Obtenemos un nuevo modelo, Ilamado modelo logistico, cuya resolucion conlleva una
serie de manipulaciones que detallaremos a continuacion. Primero descompondremos en

suma de fracciones el cociente de la izquierda:

1 ~ B 11 1
PO (PO +K) 1P T PO+ K] =% (P(t) T ro+ K)

Por lo que nuestra ecuacion diferencial inicial serd equivalente a:

P'(t) 1 4 P'(t) P'(t)
K (P(t) —P(t)+K)_ =>P(t) —-P(t) +K

= AK

Y para resolverla, simplemente integramos a ambos lados de la igualdad y operamos:

P  P@®
f(P(f) +—P(t)+1<> fAKﬁL”P(t) Ln(-=P(t) + K) = AKt + C

P(t) P(t) P(t)
L = AKt + C = — pAKt+C _y _ LAKt | ,C _ ., . ,AKt
"ZPO) + K LTS —Py+Kk ¢ ¢ TVe
KyeAKt
P(t) = —P(t)+K yedKt . p(¢ KedXt = p(t) = ————
() = ye™™ - (=P(©) +K) = O + ke = PO = 3o —m

Para encontrar el valor de y debemos imponer que para t = 0 tenemos una cierta

poblacion inicial.
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5.2.2. Analisis de la praxeologia didactica

Durante el taller del segundo trimestre, y para garantizar la autonomia del trabajo de los
grupos, se decidié repartir datos diferentes para cada uno, que quedan recogidos en la

siguiente tabla:

Tamafio poblacién

G1|G2 | G3|G4|[G5|G6|G7|G8|G9|G10|G11|G12{G13|G14|G15|G16

2004 | 352 | 90 11 | 190 | 580 | 80 53 | 352 | 144 | 96 17 | 152 | 41 85 40 14

2005|411 | 190 | 112 | 240 | 760 | 141 | 94 | 411 | 189 | 126 | 168 | 192 | 78 | 391 | 71 60
2006 (441 | 270 | 151 | 310 [ 1580 | 171 | 114 | 662 | 430 | 287 | 227 | 248 | 260 | 904 | 114 | 206
2007 | 490 | 681 | 499 | 610 | 2500 | 435 | 656 | 735 | 591 | 394 | 749 | 488 | 456 | 1586 | 435 | 360
2008 | 577 | 1448 | 626 | 810 | 3100 | 622 | 933 | 866 | 924 | 616 | 939 | 648 | 800 | 3043 | 933 | 800
2009 | 692 | 1828 | 1798 | 1100 | 4500 | 1279 | 1919 | 1340 | 1720 | 1147 | 2697 | 910 | 1290 | 5640 | 2558 | 1350

A continuacion presentamos las praxeologias didacticas a priori que corresponden a
cada una de las sesiones en las que se dividio el taller y una cronica de las diferentes

sesiones que tuvieron lugar.

Primera sesién

- Reorganizacion de G

- Presentacion de las cuestiones sobre las que se debera trabajar:

Qi. Hacer una simulacién en el caso del modelo discreto con recursos ilimitados acerca de la
evolucion del tamafio de la poblacion de un afio respecto el anterior (eje x: P,y eje y: Pusa).

Q.. Hacer una simulacién en el caso del modelo discreto de recursos limitados acerca de la evolucion
del tamafio de la poblacién de un afio respecto el anterior (eje x: P,y eje y: Pusa).

Qs. Escribir el modelo de recursos ilimitados considerando el tiempo como una magnitud continua
(modelo continuo).

- Se deja a G tiempo para explorarlas.

- El gréfico debe realizarse situando la poblacién en el afio n+1 (P,.1) en el eje de ordenadas y la poblacién
del afio anterior (P,) en el eje de abscisas. En el caso de los recursos ilimitados (es decir, sin maximo de
usuarios) se habia establecido como hipétesis que la tasa relativa de variacion era constante: Pn,; = (1 +
r)-P,. Por tanto, en este caso, la relacion que hay es lineal. Para elaborar este grafico, se debe considerar que
la poblacioén inicial es de 18 usuarios y a partir de aqui calcular la poblacién mediante la relacién P, = (1 +
1,82)-P, . (Es decir, no se tendra en cuenta los datos facilitados en el primer trimestre).

- Sisobre el mismo grafico donde se representa la simulacion, se considera la recta de pendiente 1, se observa
que a medida que pasan los afios, estas dos rectas se distancian mas una de la otra, constatando que hay
divergencia hacia el infinito.

- Para poder dar respuesta a Q,, debemos cambiar la hipotesis que r (nimero de invitaciones) es constante, ya
que imponemos la condicidn de que exista un nimero maximo de usuarios en la red social y con el valor de
r constante teniamos un comportamiento infinito, que es incompatible con la existencia de dicho maximo.
Utilizaremos el mismo razonamiento del primer trimestre, dénde r tenia la expresionr =— AP, +B, (Ay B
constantes positivas).

- Asi, si queremos establecer la relacién entre P, y P4, obtendremos: P,.s = (1 +1)-P, = (1 - A.P, + B)-P=
(1 +B)-P,— A.P,2 que es una relacién cuadratica cuya grafica correspondera a una parabola convexa.
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Qs
Qs.

Para hacer una simulacidn, consideraremos varios casos en funcion del maximo y del pardmetro B, tal y
como hicimos en el primer trimestre. Como ha sucedido en el caso anterior, se toma la poblacién inicial de
18 usuarios y a partir de aqui, se utiliza P,., = (1 + B)-P, — A.P,% para calcular los usuarios de los siguientes
anos.

Se observa que hay un momento en el que la parabola se estanca y hay mucha concentracion de puntos.
Esto pasa cuando se sobrepasa el maximo impuesto, y por tanto la poblacion debe disminuir. Disminuye,
aumenta, disminuye....entrando en un bucle hasta que a largo plazo se llega a K. Se llama punto «atractor».
Esto pasa cuando no llegamos a K en un nimero concreto de afios.

Para contestar a Qs, el profesor propone un cambio de notacidn respecto a la utilizada en el primer trimestre.
Designa por P(t) la poblacién de la red social Lunatic World en el instante de tiempo t, donde ahora t puede

tomar cualquier valor real. La expresion que encontramos en el primer trimestre, con la nueva notacion,

perpy PO b
- — t+1-t ) A _Pm ' .
o - e e AT =5 = PO =r-P(). Quese

, P, —P;
pasard a ser: r = L

=>7r(t) =

trata de una ecuacion diferencial.
Con este resultado se acaba esta primera sesién y se proponen las siguientes cuestiones para la siguiente
sesion:

Buscar informacién acerca de las ecuaciones diferenciales (definicion y clasificacion).
Resolver la ecuacidn diferencial encontrada aplicando lo aprendido acerca de éstas.

A diferencia del primer trimestre, donde cada grupo trabajaba con los mismos datos, al final de esta sesion
se asigna a cada grupo unos datos determinados con los que deberan trabajar a lo largo del trimestre.

Segunda sesion

Qs
Q.
Qs

Los estudiantes tienen que buscar informacion sobre las ecuaciones diferenciales. Esta busqueda se puede
realizar principalmente en libros de matematicas recomendados en los primeros cursos universitarios de
diferentes carreras, y en internet. Este trabajo les debe permitir clasificar la ecuacion que habian encontrado
en la primera sesién como una ecuacion diferencial ordinaria de grado uno, cuya resolucién se realiza
mediante la integracion (que se estaba trabajando de forma paralela en las clases magistrales),
obteniendo: P(t) = ke™

Para encontrar los valores de las constantes k y r, el proceso a seguir por cada grupo sera el mismo, pero
cada uno con sus propios valores. Lo primero que deben hacer los estudiantes es encontrar el promedio de
las tasas relativas de variacion como se realiz6 en el primer trimestre.

Si algunos grupos se encuentran que los datos que se les habia asignado presentaban valores que parecian
«andmalos» la profesora sugiere que a la hora de hacer el promedio los descarten.

Finalmente se propusieron las cuestiones que se debian trabajar en la siguiente sesion:

Escribir la ecuacion diferencial relacionada con el modelo continuo para recursos limitados.

Clasificar la ecuacion diferencial obtenida y resolverla paso a paso.

Elaborar propuestas: plantear nuevas hipétesis que deberia satisfacer el sistema y explica qué efecto
podrian tener sobre el modelo encontrado.

Tercera sesion

- Al trabajar con el modelo de los recursos limitados se debe imponer un maximo de usuarios, tal y como
hicimos en el primer trimestre pero utilizando un modelo continuo. Para ello, se parte de la ecuacion diferencial
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obtenida en la primera sesion de este segundo trimestre: + = % y se impone que r es de la forma:

r=—A-P(t) + B, obteniendo una nueva ecuacién diferencial: PO~ 4. P(t)+B =520 - _4. P() +

P(t) P(t)
AK (Qg).
- Para contestar la primera parte de la segunda de las cuestiones, es posible que el profesor deba ayudar mas
que en la la cuestién Q,. Y la segunda parte también puede representar un gran reto para los estudiantes. El

profesor, tras dejarles durante un tiempo que intentaran resolverla por ellos mismos, guiara un poco la
KyeAKt

1+y-e4Kt

- Para encontrar el valor de ydebemos imponer que para t = 0 tenemos una cierta poblacion inicial.

- El valor de A quedara fijado una vez establecido nuestro maximo de usuarios permitido y nuestro valor de B.
Para presentar en el informe individual, la profesora les pide que comprueben que, efectivamente, el modelo

obtenido tiende a K cuando el tiempo tiende a infinito.

resolucion, quedando la expresion: P(t) =

Diario de sesiones — taller segundo trimestre 2010/11

En la primera sesion del taller se reorganizaron los grupos y se presentaron tres cuestiones, dejando un tiempo
para estudiarlas:

Q.. Hacer una simulacion en el caso del modelo discreto con recursos ilimitados acerca de la evolucién del
tamafio de la poblacidn de un afio respecto el anterior (eje x: P,y €je y: Pp+1).

Q,. Hacer una simulacion en el caso del modelo discreto de recursos limitados acerca de la evolucion del
tamafio de la poblacidn de un afio respecto el anterior (eje x: P,y €je y: Pp+1).

Qs. Escribir el modelo de recursos ilimitados considerando el tiempo como una magnitud continua (modelo
continuo).

Sobre la primera cuestion se pidié hacer una simulacién

en el caso del modelo discreto estudiado en el primer

trimestre, cuando no habia limitacion de usuarios, 4000

situando la poblacién en el afio n+1 (P..1) en el eje de 3000 /’
ordenadas vy la poblacion del afio anterior (P,,) en el eje de 2000

abscisas. En el caso de los recursos ilimitados (es decir, | 1409 /

sin maximo de usuarios) se habia establecido como 0 . . .
hipotesis que la tasa relativa de variacion era constante: 0 500 1000 1500
Po+1 = (1 + 1)-P,. Por tanto, en este caso, la relacién es

lineal:

Para elaborar este grafico, se consideré que la poblacion inicial era de 18 usuarios y a partir de aqui:Py.+; = (1 +
1,82)-P,.

Para poder dar respuesta a la cuestion dos, se debid cambiar la hip6tesis que r fuera constante, En el primer
trimestre se consider6 que la r debia tener una relacion inversa con el tamafio de la poblacién y se establecié que
dicha relacidn seria la mas sencilla, la lineal, de manera que r pasaba a tener la expresién r = — A.P,, + B, donde A
y B eran constantes positivas. Asi, si queremos establecer la relacién entre P, y P,..1, obtendremos:

Psi = (1 +1):P,= (1 - AP, + B):-P.= (1 + B)-P, - AP que es una relacién cuadratica cuya gréfica
correspondera a una parabola convexa.

Para hacer una simulacién, se consideraron varios casos en funcion del maximo y del parametro B, tal y como
hicimos en el primer trimestre. Como en el caso anterior, a partir de los 18 usuarios iniciales se utilizé Pn,; = (1 +
B)-P, — A.P,? para calcular los usuarios de los siguientes afios.
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Ndmero méaximo de usuarios: K=1000000, B = 1y A=B/K. Ndmero méaximo de usuarios: K= 1000000, B = 1,82 y A=B/K.

Se observa que hay un momento en el que la parabola se estanca y hay mucha concentracién de puntos. Esto pasa
cuando se sobrepasa el maximo impuesto, y por tanto la poblacion debe disminuir. Disminuye, aumenta,
disminuye....entrando en un bucle hasta que a largo plazo se llega a K (punto «atractor»). Esto pasa cuando no se
llega a K en un nimero concreto de afios.

Finalmente, para escribir el modelo de recursos ilimitados considerando el tiempo como una magnitud continua,
se hizo un cambio de notacién respecto a la utilizada en el primer trimestre. Se design6 por P(t) la poblacion de la

red social Lunatic World en el instante de tiempo t, (t valor real). La expresion del primer trimestre, con la nueva
P(t+1)—P(t)

notacién, pasé a ser: r = = o gy = VPO " emaze PO agi ge obtuvo la ecuacion diferencial:
P(t) P(t) P(t)
_PI(®) I e
=30 = P'(t) =r-P(t).

Con este resultado se acab6 esta primera sesion y se propusieron las siguientes cuestiones para la siguiente sesion:
Q,. Buscar informacién acerca de las ecuaciones diferenciales (definicion y clasificacién).
Qs. Resolver la ecuacion diferencial encontrada aplicando lo aprendido acerca de éstas.

A diferencia del primer trimestre, donde cada grupo trabajé con los mismos datos, al final de esta sesion se asigno
a cada grupo unos datos determinados para trabajar a lo largo del trimestre.

Los estudiantes tuvieron que buscar informacion sobre las ecuaciones diferenciales. Esta blusqueda se realizo
principalmente en libros de matematicas recomendados en los primeros cursos universitarios de diferentes
carreras, y en internet. Este trabajo les permitio clasificar la ecuacion que habian encontrado en la primera sesion
como una ecuacion diferencial ordinaria de grado uno, cuya resolucién se realiza mediante la integracién (que se

. . Pr(t
estaba trabajando de forma paralela en las clases magistrales):r = %

Ln(P(8))

Elevando al nimero e los dos lados de la igualdad: e™+¢ = e Pt = ¢C . o™ = P(t) = P(t) = ke'*

=>frdt=f’;'T(gdt=>rt+C=

Para encontrar los valores de las constantes k y r, el proceso a seguir por cada grupo fue el mismo, pero cada uno
con sus propios valores. A modo de ejemplo, se muestran los datos del grupo 1.
Lo primero fue encontrar el promedio de las tasas relativas de variacion como se realiz6 en el primer trimestre:

Afio | Poblacién
2004 | 352
2005 | 411 1,167614 | =411/352
2006 | 441 1,072993 | =441/411
2007 | 490 1,111111
2008 | 577 1,177551
2009 | 692 1,199307
1,145715 | =promedio
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Asi, con los datos del grupo 1 se obtuvo que r = 1,14. Y para calcular el valor de k, se consideré el caso inicial,

P(t) = ke )
t=0: = 352 = ke¥'*? = k = 352. Por tanto, la solucion fue: P(t) = 352e14¢
sit=0= P(0) = 352

Algunos grupos se encontraron que los datos que se les habia asignado presentaban valores que parecian
«andmalos». La profesora sugirié que a la hora de hacer el promedio los descartaran.

Finalmente se propusieron las cuestiones que se debian trabajar en la siguiente sesion:

Qs. Escribir la ecuacion diferencial relacionada con el modelo continuo para recursos limitados.

Q-. Clasificar la ecuacion diferencial obtenida y resolverla paso a paso.

Qs. Elaborar propuestas: plantear nuevas hipotesis que deberia satisfacer el sistema y explica qué efecto podrian
tener sobre el modelo encontrado.

En esta sesion se debia trabajar con el modelo de los recursos limitados, es decir, debemos imponer un maximo

de usuarios, tal y como se hizo en el primer trimestre pero utilizando un modelo continuo. Para ello, se parti6 de

Pi(t)

la ecuacion diferencial obtenida en la primera sesion de este segundo trimestre: r = 0" imponiendo que r es de
laforma:r=—-A-P(t)+B
Por tanto, se obtuvo una nueva ecuacién diferencial: ’;’(—(g =—-A-Pt)+B=> I:T(tt)) =—-A-P(t) + AK

Para contestar la primera parte de la segunda de las cuestiones, los alumnos utilizaron las mismas fuentes de
informacion que para contestar la cuestion Q,. Esta vez, les costd mas clasificarla y tuvo que ser la profesora
quien acotase mas la busqueda.

Donde si hubieron problemas méas graves fue al intentar dar respuesta a la segunda parte de la segunda cuestion.
Resolver la nueva ecuacion diferencial representd para la gran mayoria de alumnos un reto muy grande. La
profesora, tras dejarles durante un tiempo que intentaran resolverla por ellos mismos, acabd guiando un poco la

K.yeAKt

resolucion, quedando la expresién: P(t) = Loy o AKE
Para encontrar el valor de y se impuso que para t = 0 habia una cierta poblacién inicial. Por ejemplo, si se
considera el caso del grupo 1, donde la poblacion inicial era 352, se obtuvo:

yK - e° 352

=352y =
0 2V =K 352

P(0) =——
© 1+y-e

El valor de A quedé fijado una vez establecido nuestro méaximo de usuarios permitido y nuestro valor de B.
Para presentar en el informe individual, la profesora pidi6 que comprobaran que, efectivamente, el modelo

obtenido tiende a K cuando el tiempo tiende a infinito.

5.3.  Tercer trimestre: un recorrido de estudio e investigacion sobre evolucion

matricial

Retomando el estudio de dindmica de poblaciones, vamos a modificar las hipétesis
relativas a las caracteristicas particulares de los individuos de nuestra poblacion. Segun

estas nuevas caracteristicas agruparemos a los individuos en grupos que
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consideraremos homogéneos a efectos de «aparecer» 0 «desaparecer» en dicha

poblacion.

5.3.1. Analisis a priori de la praxeologia matematica

Reformularemos nuestra hipétesis inicial que ha ido acompafidndonos a lo largo del

estudio:
Qo: ¢Como predecir la evolucién del ndmero de individuos de una poblacién P que esta dividida en

grupos, de un cierto periodo n a su consecutivo n + 1?, ¢y la evolucién a largo plazo?

El modelo matematico mas utilizado por los demdgrafos en sus estudios del crecimiento
de poblaciones es el modelo de Leslie. Este modelo solo tiene en cuenta la poblacién
dividida por edades. En 1965 Lefkovich propuso un modelo matricial para estudiar la
evolucion de una poblacién que generalizaba al modelo propuesto por Leslie. La
diferencia fundamental entre ambos modelos reside en el hecho de que ahora se

clasifica a los individuos de la poblacién en etapas, en lugar de clases de edades.

Para estudiar como evoluciona una poblacion P que suponemos estructurada en g
grupos, consideraremos el vector: P(n) = (pl(n),pz (n), ...,pg(n)). Daremos una serie

de hipotesis sobre las que construiremos nuestro modelo:

- La poblacion del primer grupo cuando pasa de un periodo n a su consecutivo
n+1l se puede ver afectada por la incorporacion de individuos de los otros
grupos. Llamaremos a; a la probabilidad de que esto suceda.

- En cada grupo solo se pueden incorporar los individuos del mismo grupo o de la
categoria inmediatamente inferior. Llamaremos t; y b; a las probabilidades

respectivas de transicion entre grupos.

Nos planteamos las siguientes cuestiones, si conocemos el numero inicial de individuos

de una poblacién P con las caracteristicas acabadas de describir:

Q;: ¢Como podemos describir la evolucion en el nimero de individuos de los diferentes grupos en los que
se estructura P?

Q,: ¢Sera siempre posible predecir qué ocurrird después de un cierto periodo de tiempo? ¢y lo que

ocurrira a largo plazo?
Podemos describir nuestra poblacion como:
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pi(M) =p(n—1)-t; + p(n—1) -a,++ps(n—1)-qq
p:(n) =p(n—1) by + p(n—1) - t;
p3(n) =p,(n—1) b, + ps(n—1) - t5

pg(n) = pg—l(n - 1) ' bg—l + pg(n - 1) ' tg

Asi, nuestro modelo se puede expresar matricialmente como:

) [ % % “g\ frin=
| 2 [=] 0 bz t | ps(n—1) |

o/ o )

O equivalentemente, P(n) = L-P(n-1). Y si suponemos que los porcentajes de transicion
se mantienen constantes, podemos aplicar n veces la relacion anterior, obteniendo esta

ecuacion equivalente: P(n)= L"-P(0), donde P(0) es la distribucion inicial de individuos.

Asi, para una poblacion P de la que conocemos P(0) y la matriz que contiene los
porcentajes de transicion L, podemos predecir la evolucién de los diferentes grupos
{P(n)},en que conforman P.

La simulacion numérica, por ejemplo utilizando la hoja de calculo Excel, nos permite
ver que:

(1) A partir de cierto instante ne existe una estabilizacion de la tasa de variacion de

poblacion, es decir: {P(n + 1) = a - P(n),a € R}. Equivalentemente, podemos

Pi(n+1)

considerar que paran>ng: P;(n+1) = a- P;(n) & e

~q,donde 0 <i <

gneNaeR

(2) Si partimos de dos distribuciones iniciales distintas, pero con igual nimero total
de individuos, sus respectivas tasas de variacion acaban estabilizandose, es decir,
existe un cierto n. a partir del cual ambas distribuciones son practicamente
idénticas.

(3) Si consideramos dos distribuciones iniciales con nimero diferente de individuos,
pero ambas proporcionales entre si, también acaban estabilizdndose sus tasas de

variacion y lo hacen de forma proporcional.

Nos seguimos planteando cuestiones:

203



Qs: Dada un sucesion vectorial {P(n)},ey , (€S Siempre posible encontrar una constante a y un tiempo n,

que satisfagan la relacion {P(n + 1) = a - P(n),n > n,}?

Mediante la simulacion numérica observamos que dicha relacion se cumple. Para
calcularla analiticamente, partimos de las siguientes relaciones:
(rl) P(m+ 1) =a-P(n) y(r2) P(n+1)=L-P(n)

Si las igualamos, obtenemos la ecuacion: a - P(n) =L - P(n) (r3) cuya resolucion
equivale a tratar el problema de determinar el valor propio a asociado a la matriz L y su
correspondiente vector propio P(n) para el que se satisface (r3):
/f1 —a a, az .. aq \

by tz—a 0 .. 0
a-Pn)=L-Pn)e(L—-a)P(n)=0 edet| ¢ b, ts—a .. 0 |=

S S
Si consideramos el valor propio dominante A; con su vector propio correspondiente
v; = (v;1, Vi2, V43), Se cumple que:

(1) A; =1+ r=rnosindicara el ritmo de crecimiento de la poblacion.

Vi v v; . . . e
(2) €4 2z = indican los porcentajes con los que se estabilizan
Vi1 tViz+Viz Vi1 tVix+Viz Vi1tV +V;3

las tasas de variacion.

Asi respondemos a la cuestion planteada.

Para dar respuesta a la cuestion sobre el momento en el que se da la estabilidad de la
tasa de variacion, es decir, sobre el momento n. en el cual vn > n.:P(n) = a - P(n —
1), deberemos elaborar un estudio mas detallado de la ecuacion matricial que
caracteriza la evolucion de P(n)= L"-P(0), es decir, el estudio de la potencia n-ésima de
L. Para ello se abre un paréntesis sobre la diagonalizacion de matrices, que estan

estudiando esas semanas en clase de teoria:
Si M es una matriz diagonalizable, entonces se pueden encontrar matrices D y K que
satisfacen la siguiente relacién: M = K-D-K™, donde D es una matriz diagonal que
contiene los valores propios (4;) asociados a M, y K la matriz de cambio de base que

contiene los vectores propios (v;) asociados a cada A; de M.

De esta forma, el problema del céalculo de la potencia n-esima de L nos conduce al

problema de encontrar las matrices K y D que satisfacen L = K-D-K™,
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Como D era la matriz diagonal que contenia los valores propios, D" sera una matriz
cuyos elementos de la diagonal contendra los valores propios elevados a la n-ésima
potencia. Se tratara de igualar el valor absoluto de cada uno de ellos a un valor cercano
a cero (segun el valor de aproximacion que queramos). Mediante logaritmos
resolveremos las n ecuaciones y nos quedaremos con el valor mas grande de ellos, que
correspondera aproximadamente al valor de n para el que se obtiene la estabilidad de la

tasa de variacion.

5.3.2 Andlisis de la praxeologia didactica

En este taller se continuara utilizando la red social Lunatic World para llevar a cabo
nuestro trabajo pero con una serie de cambios respecto a los anteriores trimestres. A
partir de ahora se deja de tratar a todos los usuarios de esta red social de la misma forma
en cuanto a numero de invitaciones se refiere. En este sentido, los usuarios se dividiran
en tres rangos (Basic, Medium y Premium) en funcion de la antigliedad como usuario de
la red social, de manera que al cabo de un periodo mensual un usuario ya existente
puede mantenerse en su rango, pasar a un rango superior o dejar de ser usuario de la red.
Ademas, los unicos usuarios que podran realizar invitaciones seran los Medium y los
Premium, siendo por defecto usuarios Basic aquellos que han sido recién invitados
durante un mes determinado. Los usuarios Premium tienen privilegios en relacion a los
Medium y estos ultimos mejores condiciones que los Basic (por ejemplo en cuanto a lo

que hace referencia a la capacidad de memoria disponible).

De nuevo se vuelven a constituir los grupos y se les explica la nueva situacion a
estudiar, asignando a cada nuevo grupo unos datos propios con los que deberan trabajar

todo el trimestre y que mostramos a continuacion:

Tras un analisis realizado durante los Gltimos meses se ha determinado lo siguiente:

Grupo 1:

— El 15% de los usuarios Basic continGan siendo Basic durante el mes siguiente y el 75% pasan a ser
Medium.

— De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuarios Premium y el 50% contintan siendo Medium.
Cada uno de los usuarios Medium del periodo anterior invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

— De los usuarios Premium, el 90% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a tres nuevos usuarios Basic.

Grupo 2:
— EI 75% de los usuarios Basic pasan a ser Medium en el préximo mes.
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— EI 80% de los usuarios Medium pasan a ser usuarios Premium en el proximo mes y cada uno de los
usuarios Medium invita a tres nuevos usuarios Basic.
— EI 50% de los usuarios Premium se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
Grupo 3:
— EI 10% de los usuarios Basic contindan siendo Basic durante el mes siguiente y el 90% pasan a ser
Medium.
— De los usuarios Medium, un 50% pasan a ser usuarios Premium y el 20% contindan siendo Medium.
Cada uno de los usuarios Medium del periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
— De los usuarios Premium, el 75,5% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
Grupo 4:
—  EI'5% de los usuarios Basic contintian siendo Basic durante el mes siguiente y el 90% pasan a ser
Medium.
—  De los usuarios Medium, un 35% pasan a ser usuarios Premium y cada uno de los usuarios Medium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
—  De los usuarios Premium, el 55,5% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.
Grupo 5:
—  EI 85% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuarios Premium, el 25% contindan siendo Medium y cada
uno de ellos invita a cinco nuevos usuarios Basic.
- De los usuarios Premium, el 45,5% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
Grupo 6:
—  EI76,5% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
—  De los usuarios Medium, un 29,75% pasan a ser usuarios Premium y cada uno de ellos invita en promedio
a 1,7 nuevos usuarios Basic.
- De los usuarios Premium, el 75% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.
Grupo 7:
—  EI67,5% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 25% se mantienen en Medium, un 35% pasan a ser usuarios Premium y cada
uno de ellos invita en promedio a 1,5 nuevos usuarios Basic.
- De los usuarios Premium, el 25% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita en promedio a 1,5 nuevos usuarios Basic.
Grupo 8:
—  El 50% de los usuarios Basic contintian siendo Basic durante el mes siguiente y el 42,5% pasan a ser
Medium.
—  De los usuarios Medium, un 45% pasan a ser usuarios Premium y cada uno de ellos invita en promedio a
1,5 nuevos usuarios Basic.
—  De los usuarios Premium, el 85% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.

Grupo 9:

- El 60% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.

- De los usuarios Medium, un 20% pasan a ser usuarios Premium, el 15% continian siendo Medium y cada uno
de ellos invita a tres nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 80% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita en promedio a 2,5 nuevos usuarios Basic.

Grupo 10:

- El 10% de los usuarios Basic contintan siendo Basic durante el mes siguiente y el 82,5% pasan a ser Medium.

- De los usuarios Medium, un 27,5% pasan a ser usuarios Premium y cada uno de ellos invita en promedio a 4,4
nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 90% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita en promedio a 3,3 nuevos usuarios Basic.

Grupo 11:

- El 65% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.

- De los usuarios Medium, un 55% pasan a ser usuarios Premium, el 25% continGian siendo Medium y cada uno
de ellos invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 50% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a seis nuevos usuarios Basic.

Grupo 12:

- El 65% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
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- De los usuarios Medium, un 45% pasan a ser usuarios Premium, el 30% continGian siendo Medium y cada uno

de ellos invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 70% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo

anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.
Premium del periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Grupo 13:
- El 5% de los usuarios Basic contintian siendo Basic durante el mes siguiente y el 95% pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 75% pasan a ser usuarios Premium, el 5% contindan siendo Medium y cada uno de

ellos invita a cinco nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 95% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo

anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Grupo 14:
- El 25% de los usuarios Basic contintian siendo Basic durante el mes siguiente y el 47,5% pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 37,5% pasan a ser usuarios Premium, el 25% contindan siendo Medium y cada uno

de ellos invita en promedio a 2,5 nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 55% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo

anterior invita a un nuevo usuario Basic.

Grupo 15:
- EIl 99% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 38,5% pasan a ser usuarios Premium, el 50% continGan siendo Medium y cada uno

de ellos invita en promedio a 2,2 nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 90% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo

anterior invita en promedio a 1,1 nuevos usuarios Basic.

Grupo 16:
- El 15% de los usuarios Basic contintan siendo Basic durante el mes siguiente y el 75% pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 75% pasan a ser usuarios Premium, el 20% continGian siendo Medium y cada uno

de ellos invita a tres nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 80% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del periodo

anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Suponiendo que estos valores se mantienen de mes en mes:
1)  Predecir la evolucion del tamafio de la poblacion de usuarios estructurada en estos tres grupos de un mes

n al mes siguiente n+1.

2)  Sidurante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢cual

se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

3) En la situacion del apartado anterior, ¢cual se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 50

meses?

4)  Propuestas.

A continuacion detallaremos las tres sesiones que tuvieron lugar.

Primera sesion

Se plantea a los estudiantes las cuestiones siguientes, suponiendo que los valores presentados se mantienen
de mes en mes:

Q1. Predecir la evolucion del tamafio de la poblacién de usuarios estructurada en estos tres grupos de

un mes n al mes siguiente n+1.

Q.. Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuarios Premium,
¢cual se prevé que seré la distribucién de usuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

Qs. En la situacion del apartado anterior, ¢cual se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de
50 meses?

Q. Propuestas.

El profesor propone una notacién comdn para todos los grupos: B,, M, y P, que representan la poblacién en
el mes n de los usuarios Basic, Medium y Premium, respectivamente. También comenta que se debe tener
en cuenta que hay la posibilidad de darse de baja de la red, por eso es posible que no aparezca un tanto por
ciento de algun grupo.

Cada grupo, con sus propios datos, construyen las diferentes ecuaciones para cada tipo de usuario que les
permite calcular el nimero de usuarios de un mes n al mes siguiente n+1. (Q,)
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Para dar respuesta a la segunda pregunta se debe tener en cuenta el caracter matricial que se le puede

Bn+1 Bn
asignar a las ecuaciones. El profesor unifica las notaciones designando | M1 | por Xp+1, | My | por X, y
Pn+1 Pn

por M la matriz de porcentajes. En el primer mes se cumple: X; = M-Xq En el segundo, X; = M-X; = M-M-Xq
=M Z'XO

Para obtener el resultado en un mes cualquiera, X5 = M-X, = ... =M "X,
Con esta formula se puede calcular de forma sencilla la poblacién al cabo de 1, 2, 3, 4, 5y 50 meses (Q, y
Qa).

Llegados a este punto se pide a los alumnos que elaboren propuestas.
Finalmente, para acabar esta sesion de seminario, se plantean unas nuevas cuestiones que son las que se
deberan trabajar en la siguiente sesion:

Qs. ¢ Se puede destacar alguna caracteristica de las trayectorias generadas por X(n) de esta poblacion por los

distintos grupos de usuarios a largo plazo? (Se debe de hacer numéricamente (Excel o Wiris) no de
manera tedrica).

Q-. ¢Es posible determinar el instante (mes) a partir del cual se cumple la caracteristica anterior? Determinar

el mes a partir del cual se cumple la caracteristica a largo plazo.

Qs. ¢ Qué pasaria si cambiaramos la situacion inicial pero manteniendo el total de usuarios iniciales? Es

decir, que en lugar de 1000, 2250, 1750 fueran otros nimeros pero que sumaran 5000 igualmente.

Segunda sesién

Qo

Para observar como varia la poblacién X(n) y por tanto, poder responder a la primera cuestion, los alumnos
pueden proceder basicamente de dos formas. La primera, calculando el porcentaje de usuarios de cada tipo
respecto el total en cada iteracion. Mediante la hoja de calculo Excel es muy facil estudiar a medio-largo
plazo como seré dicho comportamiento. La segunda forma consiste en calcular la tasa de variacion entre cada
iteracion —o bien relativa o bien instantanea—, también con Excel y a medio-largo plazo.

Los porcentajes, a partir de un cierto momento se estabilizan. Esta «estabilidad» se consigue antes o después

en funcién del ndmero de decimales que fijemos.
xi(n+1)

xi(n)
, se estabiliza en una unidad menos que el caso

Con la primera forma se observa que se estabiliza en 2,18, es decir, lim,,_,, ~ 2,18. Y mediante el

xi(n+1)—-x;(n)
xi(n)

anterior, 1,18. Este resultado légicamente se deriva de

calculo de la tasa instantanea de variacion:

xi(n+1)—x

xi(n+1) 1=
xi(n) xi(n)

estabiliza, también dependera del grado de aproximacién que exijamos.

De esta forma, se da respuesta a las primeras cuatro preguntas planteadas para esta sesion. Para abordar la

quinta, se trata simplemente de cambiar los datos iniciales en la hoja de calculo donde se han realizado los

calculos anteriores y se observa que se llega a los mismos resultados de estabilidad, aunque en momentos

distintos. Incluso si se toman valores muy extremos, como por ejemplo escogiendo que alguno de los grupos

inicialmente tuviera cero usuarios.

El profesor explica que a partir de la simulacion numérica con Excel se ha podido comprobar la existencia de

un cierto instante n, llamado tiempo de estabilizacion, a partir del cual X+, = a - X, para un cierto a real para

n>ne.

Propuestas

Las preguntas que se plantean para trabajar en la siguiente sesion son:

i™ "] momento en que se

Calcular analiticamente (sin hacer simulacion a largo plazo) el valor de o para que se cumpla la
condicion X(n+1) = aX(n).

Q1o. Calcular analiticamente el instante de tiempo n, a partir del cual se cumple la relacion anterior.
Q. Propuestas
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Tercera sesiéon

En la sesion anterior, mediante la simulacién numérica los alumnos pudieron constatar que a largo plazo, la tasa
de variacion se mantiene constante. También pudieron comprobar que esta estabilidad se consigue antes o
después en funcidn del grado de aproximacion deseado. Para poder verificarlo analiticamente el profesor debe
introducir varias consideraciones:
La poblacion en el momento n + 1 es igual a la poblacién en el instante anterior mas un coeficiente constante, es
decir: X(n+1) = X(n) + rX(n) = (1 + r)X(n) = aX(n).
Si M es la matriz que contiene los porcentajes de transicion de un periodo a otro, se cumple que X(n+1)= M-X(n).
Por tanto, considerando ambas, obtenemos la igualdad: M-X(n) = aX(n), cuya resolucién equivale a (M-
a-lg)-X(n) = 0, es decir, se debe resolver el polinomio caracteristico.
Al resolver esta ecuacidn, aparecen tres valores propios. Debemos descartar tanto el negativo como el inferior a
uno ya que nuestra poblacién es creciente y su limite infinito. En el caso que estamos considerando, la solucién
xi(n+1)
O
2,1872. Por tanto, ya podemos contestar a la primera de las cuestiones planteadas en esta sesion: el valor a que
Xi(n+1)
Xi(m)
polinomio caracteristico de M- a-l4, concretamente un valor propio mayor que uno.
Para encontrar el instante n, a partir del cual X(n+1) = a-X(n) donde X(n)= M"-X(0) necesitariamos poder calcular
la potencia n-ésima de M. Dado que esta matriz no es diagonal, se debe recurrir a la teoria sobre diagonalizacion
explicada en las clases de teoria.
El profesor explica que la calculadora wiris ofrece con una sola orden poder encontrar las matrices K y K™ que
permiten escribir M de forma diagonal, es decir, M=K-D-K™. De manera que se puede calcular la potencia n-
ésima de M facilmente: L"=K-M"-K™,
Para comprobar para qué valor ne se cumple vn > n: X(n+ 1) = a- X(n) D" = 0

que nos interesa sera a = 2,1872, valor que ya nos aparecia en la simulacion numérica cuando lim,,_,.,

satisface X(n+1)= aX(n) a largo plazo, o equivalentemente: lim,,_,, , es una de las soluciones del

Si queremos encontrar el valor de n, con un grado de precisién 102, Aplicamos logaritmos y nos quedamos con
el valor méas grande, que coincide con el valor encontrado mediante la simulacién numérica.
Propuestas

Diario de sesiones — taller tercer trimestre 2010/11

Se entregaron las siguientes cuestiones a los alumnos, suponiendo que los valores presentados se mantienen de
mes en mes, dejandoles un espacio a su exploracion:

Q1. Predecir la evolucion del tamafio de la poblacion de usuarios estructurada en estos tres grupos de un mes n
al mes siguiente n+1.

Q.. Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢cudl se
prevé que serd la distribucion de usuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

Qs. En la situacién del apartado anterior, ¢cual se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 50
meses?

Q4. Propuestas.

La profesora propuso una notaciéon comun para todos los grupos: B,, M, y P, que representaba la poblacién en
el mes n de los usuarios Basic, Medium y Premium, respectivamente. Al haber la posibilidad de darse de baja
de la red, es posible que no apareciera un tanto por ciento de algln grupo.

Cada grupo, con sus propios datos, construy6 las diferentes ecuaciones para cada tipo de usuario que permitia
calcular el nimero de usuarios de un mes n al mes siguiente n+1. A modo de ilustracion, tomaremos los datos
facilitados al grupo 1:
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— EI 15% de los usuarios Basic contindan siendo Basic durante el mes siguiente y el 75% pasan a ser
Medium.

— De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuarios Premium y el 50% continGan siendo Medium. Cada
uno de los usuarios Medium del periodo anterior invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

— De los usuarios Premium, el 90% se mantienen en Premium y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a tres nuevos usuarios Basic.

Las ecuaciones correspondientes fueron:
B+ =0,15-Bn + 4-Mn + 3-Pn, M,;4; =0,75-Bn + 0,5-Mny Pp4y = 0,25-Mn + 0,9-Pn

De esta forma se dié respuesta a la primera cuestion. Para dar respuesta a la segunda preguntase tuvo en cuenta
el caracter matricial de las ecuaciones anteriores:

B,.; = 0,15B, + 4M,, + 3P, Bpis 015 4 3\ /B,
M,,; =0,75B, + 0,5M, o (Mn+1> = (0,75 0,5 0 )(Mn>
P, = 0,25M, + 0,9P, Ppi1 0 025 09/\P,

Bpni1 By 015 4 3

Si se designa (Mn+1> por Xp+1, (Mn> por X,y (0,75 05 0 ) por M, en el primer mes: X; = M-X, en el

Ppia P, 0 025 09

segundo, X, = M-X; = M-M-X, = M %X, .... Es decir, para un mes cualquiera, Xps1 = M-X, = ... = M "X,

Con esta férmula se puede calcular de forma sencilla la poblacién al cabo de 1, 2, 3, 4, 5 y 50 meses,

contestando la segunda y tercera cuestion.

En este punto, la familiaridad con los que los alumnos trabajaban en Excel o Wiris permitié que utilizaran
indistintamente ambas herramientas para dar respuesta. Mayoritariamente decidieron hacer la prevision de los
cinco primeros meses mediante la hoja de calculo, y la prediccion de los 50 meses en la calculadora simbolica.
En el caso que estamos tomando como ejemplo, tendriamos:

Xo X1 Xz X3 X4 Xs
0,15 4 3 1000 14400 16072,5 56538,375 95436,13125 246955,7259
0,75 0,5 0 2250 1875 11737,5 17923,125 51365,34375 97259,77031
0 0,25 0,9 1750 2137,5 2392,5 5087,625 9059,64375 20995,01531

5000 18413 30202,5 79549,125 155861,1188 365210,5116

De la misma forma, para responder la tercera pregunta, simplemente debemos iterar el proceso en Excel hasta
X50:

Xo X1 Xz Xos X5 Xao Xso
0,15 |4 3 1000 14400 16072,5 6,67087E+11 1,45904E+12 2,1E+20 4 58E+20
0,75 |05 0 2250 1875 11737,5 . 2,96546E+11 6,48589E+11 ... 9,31E+19 2,04E+20
0 0,25 |09 | 1750 21375 23925 57596634602 1,25974E+11 1,81E+19 3,96E+19
5000 18413 30202,5 1,02123E+12 2,2336E+12 3,21E+20 7,01E+20

O bien calcular mediante wiris la potencia 50 de la matriz y multiplicarla por la distribucion inicial.
Como ya podiamos intuir en la segunda pregunta, el crecimiento exponencial que tiene esta red social bajo
estas nuevas condiciones era tan rapido que era incoherente. En pocos meses superaria la poblacion mundial
A continuacién mostramos algunas de las propuestas planteadas por los distintos grupos.:
e ;Como afectaria al modelo matricial la imposicién de un limite de poblacién para cada uno de los
rangos?
e Introduccién de una recompensa, mas invitaciones por ejemplo, para aquellos Premium que lleven mas
de 10 meses en el rango.
e Contar cuantos usuarios se dan de baja y hacer un estudio para hallar porcentajes respecto a las 3
categorias.
e Como afectaria a la evolucion de la poblacion a largo plazo si los usuarios Basic pudieran invitar a
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otros usuarios?

¢ Qué pasaria si para pasar de un grupo a otro tuvieras que pagar una cuota?

¢Como repercutiria a nuestra matriz si los usuarios Medium no pudieran invitar a ningiin usuario Basic?

Dentro de cada grupo de usuarios hacer una separacién por sexos.

Calcular la funcion de beneficios si por cada nuevo usuario nos pagan «x» por publicidad y nosotros

damos un regalo valorado en «y» a los usuarios Premium por cada 5 usuarios invitados.

e ;Qué pasaria si los usuarios tuviesen que realizar un minimo de invitaciones para conseguir formar
parte de la categoria superior?

e ;Qué beneficios se obtendrian si los usuarios Premium hubieran de pagar una cuota anual de 5€, con
unos costes de mantenimiento de 0.001€ por usuario?

e ;Podriamos conseguir que la poblacion disminuyese y aumentase de forma ciclica? Es decir, poder
prever las modas, por ejemplo y saber pronosticar cuando habra una bajada de usuarios en nuestra red y
cuando volvera a estar de moda y captara nuevos usuarios.

e ;Podriamos introducir una nueva variable como por ejemplo la edad de los usuarios, para
posteriormente introducir restricciones de edad en los usuarios de nuestra red?

e Hacer que la categoria Basic tenga un periodo de prueba de 2 meses, en el cual cuando finalice el
tiempo de prueba tengas que abonar una cuota para ascender a Medium. Sin embargo, si siendo Basic
has realizado un minimo de 20 invitaciones, se puede seguir siendo Basic.

e ;Qué sucederia si el requisito para pasar de un rango al siguiente fuese el de haber invitado a un nimero
minimo de personas, a excepcion de la categoria de usuarios Basic?

o Es posible calcular la distribucion de usuarios en un mes determinado, partiendo de la base que no
disponemos del porcentaje de distribucién de los usuarios Basic?

e Podemos poner una condicion para que los usuarios Basic cuando tengan determinada antigliedad pasen
a Medium y también asi con los Medium pasen a Premium.

Finalmente, para acabar esta sesion de seminario, se plantearon unas nuevas cuestiones:

Qs. ¢Se puede destacar alguna caracteristica de las trayectorias generadas por X(n) de esta poblacion por
los distintos grupos de usuarios a largo plazo? (Se debe de hacer numéricamente (Excel o Wiris) no de
manera teérica).

Q;. ¢Es posible determinar el instante (mes) a partir del cual se cumple la caracteristica anterior?
Determinar el mes a partir del cual se cumple la caracteristica a largo plazo.

Qs. ¢Qué pasaria si cambiaramos la situacion inicial pero manteniendo el total de usuarios iniciales? Es
decir, que en lugar de 1000, 2250, 1750 fueran otros nimeros pero que sumaran 5000 igualmente.

Para observar coémo variaba la poblacién X(n) y por tanto, poder responder a la primera cuestion, los alumnos
procedieron mayoritariamente de dos formas. La primera, calculando el porcentaje de usuarios de cada tipo
respecto el total en cada iteracion. Mediante la hoja de célculo Excel les fue muy facil estudiar a medio-largo
plazo como sera dicho comportamiento. La segunda forma consistié en calcular la tasa de variacion entre
cada iteracion —o bien relativa o bien instantdnea—, también con Excel y a medio-largo plazo. A continuacion
mostramos como ejemplo los célculos con los datos del caso 1:

- Mediante el célculo del porcentaje de cada tipo respecto al total de individuos en cada mes:

Xo Xl Xz X3 X4 X5 Xe X7 X8 X9

0,15 |4 3 20,00% 78,21% 53,22% 71,07% 61,23% 67,62% 63,84% 66,21% 64,77% 65,66%

0,75 | 0,5 0 45,00% 10,18% 38,86% 22,53% 32,96% 26,63% 30,52% 28,13% 29,60% 28,70%

0 0,25 (0,9 |3500% 11,61% 7,92% 6,40% 5,81% 5,75% 5,64% 5,66% 5,63% 5,65%

100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Xio Xi1 Xi2 X3 Xia Xis Xi6 Xiz Xig Xi9 Xa0

65,11% 65,45% 65,24% 65,37% 65,29% 65,34% 6531% 6533% 6532% 6532% 65,32%
29,25%  28,91% 29,12%  28,99%  29,07% 29,02% 29,05% 29,03% 29,04% 29,04% 29,04%
5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64%

100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
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Como podemos observar, los porcentajes, a partir de un cierto momento se estabilizaban, y que
la «estabilidad» se consigue antes o después en funcién del nimero de decimales que fijemos.

- Mediante el calculo de la tasa relativa x;(n + 1) / x;(n):

Xz X3 X3 X4 X5 Xe X7 XS X9 XlO

X1(n+1)/x1(n)

X2(N+1)/x(n)

x3(n+1)/xs(n)

X22 X23 Xo4 Xas Xa6 Xar Xa8 Xa9 X30 Xa1 X3z

xi(n+1)
xi(n)

Se observa que se estabiliza en 2,18, es decir, lim,,_, ~ 2,18

xi(n+1)-x;(n)
xi(n)
X2 X3 X3 X4 Xs Xe X7 Xg Xo Xio

- Mediante el calculo de la tasa instantanea de variacion:

X1(N+1)-xq(n)/xe(N)

X2(N+1)-Xo(N)/X2(N)

X3(N+1)-x3(n)/X3(n)

Xi1 Xi2 Xi3 X4 Xis Xi6 Xiz Xig Xi9 Xa0 Xa1

En este caso, se estabilizd en una unidad menos que el caso anterior, 1,18. Este resultado l6gicamente se

xi(n+1) 1= xi(n+1)-x;(n)
xi(n) xi(n)

aproximacién que exijamos.

deriva de . El momento en que se estabiliza, también dependera del grado de
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De esta forma, se dié respuesta a las primeras cuatro preguntas planteadas para esta sesion. Para abordar la
quinta, se trat6 simplemente de cambiar los datos iniciales en la hoja de célculo donde se habian realizado los
calculos anteriores, observando que se llega a los mismos resultados de estabilidad, aunque en momentos
distintos. Incluso si se toman valores muy extremos, como por ejemplo escogiendo que alguno de los grupos
inicialmente tuviera cero usuarios.

Es decir, a partir de la simulacion numérica con Excel se pudo comprobar la existencia de un cierto instante
ne, tiempo de estabilizacion, a partir del cual X,+; = a - X, para un cierto a real para n > ne.

Como propuestas mas destacadas de esta sesion:

Qué pasaria si cambiamos el modelo de forma que el ndmero de invitaciones sea variable ;Cémo
seria el modelo? ¢Como afectaria a la evolucion de la TRV?

Hay alguna situacion inicial que nos permitiera llegar a una estabilidad desde el momento inicial.
¢Por qué?

¢Qué pasaria si cambiaran las condiciones de la red social?

¢Es posible que exista algin mes en que la tasa relativa de variacidn de cualquier grupo sea igual a
0? Si es asi, encuentra el afio en que sucede y di cual son sus condiciones.

¢ Cémo cambiaria nuestra matriz inicial (T) si los usuarios de la red no pudiesen marcharse?

Crear un modelo que no tienda a infinito, es decir, que tenga recursos limitados

Si la red social experimentara pérdidas de usuarios, ;como repercutiria a la prediccion de la
evolucion del tamafio de la poblacién de usuarios?

¢Es posible que alguna de las tres clases decrezca?

¢Hay alguna distribucién inicial de usuarios que haria posible que el crecimiento relativo fuese
estable desde el inicio?

¢Seria posible la extincién de uno de los rangos?

¢Seria posible conseguir que la TRV se estabilizara en un mes previamente seleccionado?

¢Podria suceder que la distribucion de la poblacidn entre usuarios Basic, Medium y Premium nunca
se estabilizara?

¢Qué sucederia si la poblacién de usuarios Premium quedara restringida a un 10% de la poblacién
total?

¢Podriamos introducir de alguna manera en nuestros calculos los efectos de una catéstrofe natural
por ejemplo, que hiciese variar la tasa instantanea de variacion temporalmente y que después
volviese a su estado normal?

¢Qué tendria que ocurrir para que los tres grupos tuvieran el mismo nimero de usuarios?

¢Cémo afectaria al modelo que tuviera que haber un minimo de usuarios para cada tipo de
clasificacion de usuarios para que la red pudiera funcionar?

Es muy frecuente en empresas de todo tipo que premien a sus usuarios en funcidn de cuantos nuevos
usuarios consiguen captar. EI gimnasio DIR por ejemplo, realiza un descuento a sus consumidores
en funcién de la cantidad de invitaciones que mandan. Suponiendo que quisiéramos premiar de
algin modo a los usuarios que mas invitaciones mandan, deberiamos dar con el modo de
contabilizar el nimero de invitaciones que han sido mandadas por cada usuario Premium.

¢Como calcular el total (un nimero exacto) de usuarios? En el caso de que quisiéramos saber la
poblacidn total de usuarios para hacer un estudio de Benchmarking, necesitariamos saber cuél es la
poblacidn total, para poder asi comparar con otras redes sociales, como por ejemplo Facebook.
Calcular los pronosticos de Basic, Medium i Premium, si cada mes un usuario se diera de baja de las
tres redes.

¢Qué pasaria si los usuarios Medium y los Premium en un momento determinado dejaran de poder
invitar a usuarios en la red? ;,Como afectaria al grafico?

¢Podriamos encontrar un modelo que hiciera que la poblacion creciera hasta cierto mes para luego
decrecer hasta llegar a cero? Por ejemplo el hecho de que la red social no evolucionara y se podria
guedar obsoleta con el tiempo.
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e /A qué es debido que la distribucion de usuarios de la red segln la categoria de pertenencia no se
vea modificado a largo plazo, al intercambiar los datos iniciales?

e ,COomo podemos realizar un prediccién de los usuarios a largo plazo sin tener datos de los meses
anteriores?

e Si de repente la red social, decide suprimir el grupo de usuarios Premium, como afecta esta
decision a nuestro modelo?

e  Afiadir otra categoria que esté formada por usuarios que estén dispuestos a pagar una cantidad
mensual que les distinga de los otros por el hecho que puedan promocionar su empresa u otra cosa.

e  ;Qué sucederia si la tasa de crecimiento nunca se estabilizara?

Las preguntas que se plantearon para trabajar en la siguiente sesién fueron las siguientes:

Qq. Calcular analiticamente (sin hacer simulacion a largo plazo) el valor de a para que se cumpla la
condicion X(n+1) = aX(n).

Q0. Calcular analiticamente el instante de tiempo n, a partir del cual se cumple la relacion anterior.

Qq:. Propuestas

En la sesién anterior, mediante la simulacion numérica los alumnos pudieron constatar que a largo plazo, la

tasa de variacion se mantenia constante. También pudieron comprobar que esta estabilidad se conseguia antes

0 después en funcién del grado de aproximacion deseado. Para poder verificarlo analiticamente se debieron

hacer varias consideraciones:

(3) La poblacion en el momento n + 1 es igual a la poblacién en el instante anterior mas un coeficiente
constante, es decir: X(n+1) = X(n) + rX(n) = (1 + r)X(n) = aX(n).

(4) Si M es la matriz que contiene los porcentajes de transicion de un periodo a otro, se cumple que X(n+1)=
M-X(n).

Por tanto, considerando ambas, se obtuvo la igualdad: M-X(n) = aX(n), cuya resolucion equivalia a (M-
a-lg)-X(n) = 0, es decir, se debia resolver el polinomio caracteristico.

0,15 —«a 4 3
Tomando de nuevo el caso 1: det(M —a - I;) =0 < det( 0,75 05—« 0 ) =0
0 025 09—«

—a3 +1,55a? + 2,34a — 2,07 = 0 © {a = —1,3423},{a = 0,7051}, {a = 2,1872}

Al resolver esta ecuacion, aparecieron tres valores propios. Se descarto tanto el negativo como el inferior a

uno ya que nuestra poblacion era creciente y su limite infinito. En nuestro caso, la solucién que nos interesa

z P - -z - . i(n+1
sera a = 2,1872, valor que ya nos aparecia en la simulacion numérica cuando lim,,_, xfzn)) = 2,1872. Por
i

tanto, ya se puede contestar a la primera de las cuestiones planteadas en esta sesion: el valor a que satisface

Xi(n+1)
Xi(n)

caracteristico de M- o l4, concretamente un valor propio mayor que uno.

X(n+1)= aX(n) a largo plazo, o equivalentemente: lim,,_,

, €s una de las soluciones del polinomio

Para dar respuesta a la segunda cuestion, necesitamos encontrar el instante n, a partir del cual X(n+1) ~
a-X(n) donde X(n)= M"-X(0). Por tanto, necesitariamos poder calcular la potencia n-ésima de M. Dado que la
dicha matriz no es diagonal, debemos recurrir a la teoria sobre diagonalizacién explicada en las clases de
teoria.

Se les explico que la calculadora wiris ofrece con una sola orden poder encontrar las matrices K y K™ que
permiten escribir M de forma diagonal, es decir, M=K-D-K™. De manera que se pueda calcular la potencia n-
ésima de M facilmente: L"=K-M"-K™.
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En nuestro caso 1:

—1,3423 0 0 1 —0,21319 1 0,57165 —1,13742 —0,76485
D= < 0 0,7051 0 ); K= <—0,40711 —0,77959 0,44453); K™= (—0,06179 —0,04573 0,95117 )

0 0 21872 0,04539 1 0,08634 041516  1,12767  0,96763
—1,3423" 0 0
"=(K-D-K)'=K-D"-K'=K- 0 0,7051™ 0 K1
0 0 2,1872"

Para comprobar para qué valor n, se cumple vn > n,:P(n+ 1) = a - P(n)
Si queremos encontrar el valor de n con un grado de precisién 102
| —1,3423|" ~ 0,01
0,7051™ = 0,01
2,1872™ =~ 0,01
Aplicamos logaritmos y nos quedamos con el valor mas grande:

log0,01 5
"= ioa( = 13423 04
log0,01
"= fog0,7051) ~ 17
log0,01
= 5,88

n=———=

log(2,1872)
Asi, la estabilidad se daré a partir del 13° mes con una precisién de 107, coincidiendo con el valor encontrado
mediante la simulacién numérica.

Algunas de las propuestas mas destacadas que los alumnos han planteado fueron:

e (Qué pasaria si cambiamos la situacion inicial? ;Volveria a estabilizarse en el mismo ng?, en caso
contrario ¢por qué parametros podria estar causado?

e Si cambiamos nuestra matriz A, ;siempre podriamos encontrar su matriz diagonalizada? ;Por qué?

e ;Cbmo cambiaria el modelo si pusiéramos un limite de usuarios en la red?

e ;Cudl seria el mes en donde se estabilizaria la poblacion si el total de usuarios sumasen 10000?

e (Qué pasaria si en la diagonalizacion todos fueran 1? ;Qué condiciones llevarias a cabo para sacar un
resultado?

e COmo repercutiria a nuestra matriz si tuviéramos un limite de usuarios Premium?

e Como afectaria el modelo si la poblacion fuera cerrada, no pudiesen entrar, ni salir, nuevos usuarios?

e En caso de que los usuarios decrecieran, encontrar el afio «N» de dicho descenso.

e ;Podriamos encontrar una matriz que nos reflejara la volatilidad en el ndmero de usuarios, es decir,
que después de llegar a un maximo de usuarios comenzara a descender el uso de la red y
posteriormente volviera a experimentar un aumento en su uso?

e Hacer el proceso inverso, es decir, encontrar la poblacion inicial conociendo la Matriz de Transicion y
el punto fijo donde se estanca la poblacién.

e ;Podriamos encontrar una matriz M tal que la matriz X no creciera?

e ;Qué sucederia si solo mayores de edad pudieran entrar en esta web? ;Cambiaria el esquema de la
web? ; Aumentaria o disminuiria la poblacion?

e (Seria posible fijar previamente el mes en el cual queremos que la poblacion se estabilice?

e (Cbmo deberia ser la matriz L para que la poblacion decreciera a partir de un mes t?

e (Existe algin método especifico para saber cuél de los valores propios es el que se refiere al indice
relativo de variacién?

e ;Podriamos encontrar, en otra situacién, que los tres valores propios no se adecuaran a nuestra
poblacion? ¢ Qué fueran negativos los tres?

e ;Podria suceder que la distribucion de la poblacién entre usuarios Basic, Medium y Premium nunca se
estabilizara?
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¢Podria suceder que algin grupo a largo plazo se quedara sin usuarios?

¢Necesariamente se tiene que utilizar el valor positivo para estudiar la progresion geométrica? ;Qué
pasaria si hubiesen dos valores positivos como solucién? ¢ Cual de ellos deberia escogerse?

Como hemos visto en este caso, del calculo del valor propio (vaps), se obtienen tres valores de los
cuales dos son negativos y uno de ellos es positivo. Coincide a su vez que el valor positivo es
equivalente al valor de alfa (buscado), valor que tiende a infinito mientras que los dos restantes
tienden a 0. Nos preguntamos si eso es una regla que se repita siempre o que solo pasa en algunos
casos (como en el nuestro). ; Como podriamos investigarlo?

Tal y como se ha observado tras los célculos realizados, detectamos una relacién establecida entre la
matriz diagonal (D) y la tasa relativa de variacién. Nos preguntamos en qué consiste tal relacion y
¢cudl es el factor que nos permite encontrar alfa (tasa relativa de variacion +1) como uno de los
componentes de la matriz D?

¢Cémo podriamos hallar el tamafio de la poblacién de un mes determinado de cada tipo de usuario?
¢Cémo se moadificaria la poblacién si en un mes determinado a la red social permite la entrada a
cualquier persona sin necesidad de invitacion?

¢Podriamos encontrar analiticamente la combinacion de porcentajes de cada grupo respecto el total a
partir Gnicamente de la matriz L?

¢Podriamos encontrar, en el supuesto que existiera, una matriz de transicién en el caso que la
poblacidn Basic estuviera limitada a un nimero determinado de individuos?

En el supuesto que la poblacion Basic estuviera limitada, ¢Las demés poblaciones acabarian
estabilizandose en un momento determinado?

Partiendo de una matriz de Leslie, ;coOmo es posible que aunque variemos la situacion inicial de la que
partimos, la estabilidad se dé en el mismo mes?

¢ Qué pasaria si cambiaramos la matriz de L, es decir, si cambiaramos el repartimiento de los usuarios?
¢Como afectaria a la evolucién del crecimiento y a la estabilizacion? Seria igual...

Encontrar la tasa relativa de poblacion pero esta vez en vez de por meses por afios.

Hacer un estudio de una red social en la que los usuarios disminuyan, para ver como se puede expresar
mediante matrices.

¢Existiendo algln tipo de movilidad entre las 3 diferentes categorias de usuarios pero la poblacion la
considerasemos cerrada, como se plantearia el problema?

¢Influiria en el instante de tiempo concreto cuando se estabiliza la poblacidn si hubiese cambios en la
situacion inicial de la que partiamos?

¢Produciria algin cambio significativo en los calculos realizados, la incorporacién de una nueva
categoria de usuarios totalmente dependiente de las 3 otras?

Estudiar la dindmica de poblaciones de manera analitica, grafica y numérica segin edad y sexo
utilizando la matriz de Leslie y predecir la evolucion de cada tipo.

¢Qué pasaria si los tres tipos de poblaciones cayeran en picado, es decir la red social se quedara con
muy pocos miembros? ;Como se podria tomar la decision de cerrar o no la plataforma?

Estudiar el caso en que las invitaciones son eliminadas. Es decir, la matriz de Leslie queda sustituida
por una matriz de transicion, ¢qué nuevas caracteristicas aparecerian?

¢Qué pasaria si los usuarios Premium tuvieran una fecha de caducidad en la red?

Si existiera una limitacién para los usuarios Basic de 100.000, ¢Cuando se llegaria a dicho limite?
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6. Analisis a posteriori de la implementacion de los REI

6.1. Cronica de los recorridos y materiales de clase

Hemos presentado hasta aqui el disefio y andlisis a priori de diferentes REI
experimentados, tanto desde el punto de vista de la praxeologia matematica esperada
como de su organizacion didactica. La experimentacion de estos REI se ha llevado a
cabo en condiciones relativamente andlogas en lo que se refiere a la organizacion global
de la asignatura y al papel e importancia del taller de modelizacion dentro de la misma.
También podemos suponer que el perfil del alumnado de la Facultat d’Economia 1QS
(actual 1QS School of Management) se ha mantenido bastante homogéneo. Hay dos
variaciones que merece la pena comentar. La primera afecta al profesorado de los
talleres. Como ya hemos, entre los profesores que dirigieron las experimentaciones de
los REI para los cuatro grupos de los dos primeros cursos considerados (2006/07 y
2007/08) habia tres participantes de nuestro grupo de investigacion en didactica,
incluyendo a la autora de la memoria. A partir del curso 2008/09, este grupo de
profesores pasé el relevo a una profesora Unica responsable de todos los grupos de
matematicas de primer curso de ADE, que contd en ocasiones con algun profesor
asistente para la gestion del taller (esencialmente las sesiones de trabajo en clase y la
correccion de los informes). La segunda variacion importante han sido los distintos
dispositivos didacticos que se han ido implementando, asi como las adaptaciones y
modificaciones que han sufrido hasta llegar a la forma estable que mantienen
actualmente. Estas modificaciones han servido para mejorar las condiciones de
desarrollo del taller, dadas las capacidades y potencialidades de los alumnos y de la

profesora.

La descripcién de lo que seria una dindmica «normalizada» de los talleres tal como se
han realizado hasta la fecha se ha presentado en forma de diario de sesiones. Este
material es el resultado de «fusionar» las distintas cronicas de las sesiones de los talleres
gue hemos recogido durante estos afios. Contiene toda la informacién que hemos
considerado necesaria para reproducir el desarrollo de un REI en el aula, incluyendo
algunas de las principales respuestas de los grupos de estudiantes durante las puestas en
comun. Constituye asi una importante fuente de informacién empirica del desarrollo en

clase de los REI experimentados.
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Para complementar esta informacion presentamos en el anexo 4.2 los informes que los
secretarios de cada sesion por grupos presentaron en cada uno de los tres trimestres del
curso 2010/11. Se ha respetado tanto su presentacion como su redactado, habiéndose

solo realizado alguna ligera modificacion para facilitar la impresion.

6.2. Cuestionarios a los alumnos

Otro factor que hemos querido analizar es la valoracion que los alumnos aportan sobre
las experiencias realizadas de los recorridos de estudio e investigacion. Para ello, se ha
pasado al final de cada uno de los talleres un cuestionario a cada alumno, siempre el

mismo durante todos los cursos.

El cuestionario (que se puede consultar en el anexo 4.3) consta de treinta y cuatro
cuestiones, veintiséis de las cuales corresponden a preguntas en las que se debe valorar
del uno al cinco (de menos a mas) diferentes aspectos relacionados con la dificultad, la
duracion de las sesiones, la metodologia usada, el papel de los profesores, la cantidad de
trabajo, la organizacion, etc. En otras cinco, se pide al alumno que aporte aspectos tanto
positivos como negativos del desarrollo del taller, y comentarios generales de intereés.

Las tres ultimas corresponden a la identificacion del grupo y trimestre.

A partir del anélisis de las respuestas a todas las encuestas pasadas a los estudiantes
hemos extraido algunas conclusiones que pasaremos a detallar a continuacion,

siguiendo el orden en el cual aparecen las preguntas en el cuestionario.

- Cuestiones de valoracion

En primer lugar, tanto el nUmero como la duracidn de las sesiones dedicadas a realizar

el taller son bastante bien aceptados por los estudiantes.

Una constante en las repuestas obtenidas es la consideracion que tienen sobre el alto
grado de dificultad que ha representado el taller. A pesar de ello, les ha suscitado mucho
interés y consideran que esta relacionado con los contenidos del curso, permitiéndoles
ver el lado practico de la teoria estudiada en clase. Aun asi, les resulta complicado tener

una vision global del problema tratado.
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Sobre el contenido matematico que los alumnos encuentran en el taller, observamos que
hay diferencias entre sus consideraciones sobre la teoria y la practica. Mientras que
mayoritariamente les parece correcto el contenido teorico, la opinion sobre el practico

s que es excesivo.

Los alumnos creen que el trabajo del taller se debe desarrollar principalmente fuera del
horario establecido, pero manifiestan que no han tenido demasiados inconvenientes para
reunirse y trabajar. Respecto al trabajo en grupo, los alumnos destacan el buen ambiente
con el que han trabajado. Este punto es importante ya que son alumnos que se acaban de
conocer. También subrayan las pocas dificultades que les ha supuesto repartir
responsabilidades y la facilidad con la que se han adaptado al trabajo en grupo.
Consideran que los resultados son mejores al trabajar en grupo que si lo hicieran de

forma individual.

Sobre los informes que deben entregar, tanto semanalmente como al final del taller, los
alumnos dicen no tener excesivas dificultades para redactarlos, que las puestas en
comun y las correcciones posteriores les ayudan mucho, aunque la figura de la profesora

no es determinante para el desarrollo de su trabajo.

Sobre el uso del ordenador como herramienta del taller, los alumnos opinan que se
sienten muy comodos utilizandolo y que durante el taller han aprendido a utilizarlo
mejor, ademas el uso de las TIC les facilita mucho el trabajo en matematicas.

Los alumnos no consideran que el peso otorgado en la nota final al taller sea excesivo.

- Aspectos positivos

De forma bastante generalizada, los alumnos han citado como aspectos positivos el
trabajo en grupo, la nueva vision de las matematicas y el uso de las TIC. Ahora bien, el
analisis detallado de las respuestas a las encuestas nos permite ampliar cada uno de
estos puntos, y aunque en muchos casos se trata de comentarios unipersonales, nos

parece interesante comentarlos.
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Los alumnos no estan particularmente habituados al trabajo en grupo en la asignatura de
matematicas en secundaria, es por ello que sus comentarios, aunque se realicen de
forma puntual, nos pueden dar una vision muy amplia de los problemas con los que se
han encontrado frente a esta nueva forma de trabajo. En su gran mayoria, los
comentarios sobre el trabajo en grupo son positivos, como por ejemplo: hay
«colaboraciéon», «cooperacion», «compafierismo», «buen ambiente en clase», «hemos
creado lazos mas fuertes», se «fomenta la amistad», permite «conocer mejor a mis
comparieros» y «mejorar relaciones con las personas», a la vez que «me ayudan en mis
carencias». Y a nivel de trabajo: les ayuda a «saber organizarse», «aprender a repartir el
trabajo», «ayuda a espabilarse», consigue «dinamismo» e «intercambio de opiniones»,
«€s un incentivo del trabajo pensar que una pequefia aportacion de cada miembro crea
un gran trabajo», permite hacer una «exposicion del trabajo al frente de la clase» y
ayuda a «aprender a redactar informes sobre un caso practico y comentarlo». También
permite «delegar responsabilidades» y «aprender a trabajar para el grupo y no solo para
ti», 1o que lleva a «poder discutir varias opciones», fomentando el «sentido de la

responsabilidad».

El aprendizaje y uso del ordenador es considerado de forma mayoritaria como otro de
los aspectos positivos, y entre los comentarios mas repetidos encontramos «aprender
Excel y Wiris» y «aprender a resolver (y presentar) problemas matematicos con el

ordenador».

Sobre el taller propiamente dicho, los alumnos coinciden en destacar que les ha
permitido ver la «aplicacion practica de la teoria vista en clase», y por tanto, «aprender
a resolver problemas y situaciones de la empresa» e «integrar las matematicas en las
ciencias sociales». Valoran muy positivamente «el trabajo con empresas reales», ya que
«ayuda a entender econdmicamente las matemaéticas» y «aprendes a interpretar la
realidad de la situacion de una empresa». Esta nueva vision que destacan los alumnos
sobre las matematicas se ve reflejada en diferentes comentarios como los que citamos a
continuacion: «es un reto hacer un trabajo sin teoria», «nos ayuda a entender», «obliga a
pensar y razonar», «aprendemos mas», «sirve para desarrollar mejor problemas
abiertos», «te hace reflexionar sobre aspectos matematicos», «nos ayuda a buscar
alternativas para poder resolver problemas», «ayuda a enfocar de forma global el

problema», «va més alla de simples formulas matematicas», «mejora en la capacidad
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personal de resolver los problemas», «manera de hacer menos mondtonas las

matematicas», «entretenido», «interesante».

De cara a la evaluacién, algunos alumnos comentan que «ayuda a estudiar para el
examen» con «opcion a subir mucho tu nota final». Por ello, «obliga a llevar la

asignatura al dia», aunque debes hacer una «busqueda propia de informacion».

En las encuestas analizadas del curso 2010-11 encontramos que valoran muy

positivamente «seguir con el tema del trimestre anterior.

- Aspectos negativos

Sobre los aspectos negativos encontramos como temas mas frecuentes la dificultad del
problema, la cantidad de tiempo necesario para realizarlo — quitandoles tiempo para
estudiar —, y los inconvenientes de tener que quedar fuera del horario de clase para
realizarlo. También consideran que los contenidos del taller tienen poca relacién con los
contenidos explicados en las clases magistrales y que reciben muy poca informacion de
lo que se debe hacer en el taller, perdiendo demasiado tiempo en averiguarlo. Las
sesiones de seminario se hacen demasiado cortas para preguntar las dudas y consideran
que la profesora les ayuda poco. A pesar de haber encontrado el trabajo en grupo como
esencialmente positivo, en esta seccidn encontramos que aparece como aspecto negativo
por el hecho de que no todo el mundo se implica de la misma forma y se producen

tensiones dentro de los grupos.

A continuacién, mostraremos algunos comentarios en relacion con cada uno de los

aspectos acabados de citar:

- Sobre la falta de guia en el taller:

De un lado, los alumnos se quejan de la poca guia aportada por la profesora para
desarrollar el taller, asi recogemos comentarios como: «a veces necesitariamos mas
ayuda», es «poco guiado» y «sin pautas a seguir», «no hay parametros para saber si vas
bien encaminado a la hora de resolver el problema», « poca informacion por parte de la
profesorax.

La otra gran queja que hacen los alumnos versa sobre el poco tiempo del que disponen
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en clase para resolver dudas. En esta linea encontramos frecuentemente comentarios del
tipo: «poco rato para solucionar dudas», «nos cuesta mucho realizarlo» y «seria mejor si

pudiéramos consultar con el profesor mas dias a parte de la hora de clase».

- Sobre el trabajo en grupo:

Principalmente hay tres quejas sobre el trabajo en grupo, una es la falta de implicacion
de algunos miembros del grupo, otra sobre las dificultades encontradas para reunirse
fuera del horario escolar y la ultima sobre las dificultades de llegar a consensos. En
relacion a la primera, encontramos comentarios como: «falta de compromiso»,
«conflicto con compafieros que no trabajan», «muy dificil organizarse con gente sin
voluntad de trabajar. Desmotiva y hace perder mucho el tiempo», «trabajar en grupo
sirve para que una haga el trabajo y el resto observen. En la vida real todo es
individual».

Sobre las dificultades de reunién encontramos «a veces es un poco complicado quedar
con el grupo completo» y sobre las dificultades de llegara a acuerdos comunes entre 10s
diferentes miembros del grupo: «a veces cuesta ponerse de acuerdo», «es dificil llegar a

una conclusion en comuns.

- Sobre la dificultad mateméatica del taller:

Una parte muy importante de los comentarios sobre los aspectos negativos hacen
referencia a la dificultad matematica que encuentran los alumnos sobre el taller. Asi,
encontramos comentarios del estilo: «falta de teoria», «a veces necesitamos ayuda
externa», «nos cuesta aplicar los conceptos», «poca explicacion para hacerlo y no
sabemos usar el ordenador», «mucha de la materia no se ha visto en clase», «no explicar
el problema antes de hacerlo», «tenemos que resolver problemas sin saber los pasos ni
qué sentido tiene», «te encuentras ante problemas que no sabes resolver», «poca
relacion con las matematicas», «se tendria que especificar mas el contenido y
propuestas de los seminarios», «dificultad en hallar el planteamiento en algunos casos»,
«muy dificiles para aquellos que no son buenos en matematicas», «hacen perder muchas
tardes, y no sirven para comprender mejor la asignatura», «a veces no se acerca mucho
a los casos reales», «mucha exigencia para cosas que nunca hemos tratado», «la teoria

que teniamos que buscar a veces era bastante complicada», «los ejercicios no tienen
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mucha relacién con matematicas. Seria mejor para el seminario una clase de repaso»,

«no me ha ayudado a entender la teoria», «demasiado tedrico», «cuesta arrancar».

- Sobre los informes y exposiciones:

En secundaria, no es habitual ni la elaboracion de informes matematicos ni las
presentaciones orales, por lo que de antemano sabemos que va a suponer una dificultad
afiadida al componente matemaético. Al analizar las encuestas, esta suposicion se
corrobora y encontramos comentarios como: «necesitamos muchas horas para poder
redactarlo», «redactar y sacar conclusiones del informe», «el informe individual es muy
pesado», «dificultad para redactar», «ser secretario», «exposiciones», «propuestas de
cada sesidn», «la explicacién de lo que hay que hacer deberia darse antes del dia de la

entrega de ese informe»,

Pero también encontramos quejas técnicas, como por ejemplo: «poco tiempo de
entrega», «demasiadas entregas», «la forma de enviarlo», «demasiado valor a las
presentaciones, expresiones, conclusiones..., y menos al objetivo del problema», «poco
flexible en las fechas de entrega», «la dureza desde el primer dia en los métodos de

envio».

Y sobre la forma de evaluar: «no puedes puntuar tu trabajo individual», «entregar el
informe el dia del examen final», «no se hace un exposicion final con todo el seminario
hecho de un trimestre», «dura correccién», «exposiciones cortas y no hay una global

donde se pueda ver el contenido de todo el trimestre».

- Sobre el uso de las TIC:

Los comentarios sobre el uso de las TIC varian considerablemente segln se trate del
primer trimestre o el resto. En los dos dltimos no acostumbran a sefialarse como
aspectos negativos, y las pocas criticas hacen referencia a las dificultades de «tener que
escribir ecuaciones a ordenador». En cambio, en el primer trimestre de cada afio, cuando
todavia no se ha visto en profundidad Excel en la asignatura de informatica,
encontramos muchas referencia al uso de la hoja de calculo: «no sabemos trabajar con

Excel», «demasiado Excel con poca explicacion de este».
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- Sobre el impacto del taller:

Otros aspectos negativos que encuentran son, por ejemplo, que el taller da «mas
trabajo» que la propia materia, «nos quita clases tedricas», «no tendria que contar en
junio/septiembre», «se junta con los demas trabajos y exdmenes», hacen «dificil llegar
al diez» y «se ha de hacer informe individual cuando vienen los examenes».

O valoraciones globales como: el taller es «muy repetitivo» y «poco Util», consideran
gue es «demasiado rebuscado», «es un poco abstracto», «espeso», «no muy interesante»

donde «no he aprendido muchas cosas» y provoca «estréss.

- Comentarios generales:

Finalmente, presentamos una muestra de algunos comentarios que no han sido citados

ni en los aspectos negativos ni positivos y que resultan interesantes para esta

investigacion. El conjunto de todos los comentarios generales se presenta en el anexo

4.4:

- [...] afiadiria un ejemplo para que a los alumnos les sirva como guia para iniciar la
investigacion.

- A veces ante distintas opiniones no nos ponemos de acuerdo porque no partimos de
unos apuntes iguales.

- Podrian afadir una clase mas de seminario para resolver dudas sino demasiado
trabajo en casa.

- [...] es muy util para encontrar un sentido econémico, cosa que nunca imaginé que
fuese tan sencillo.

- Quizés seria muy util colgar teoria en la blackboard.

- Laidea de un secretario es indispensable.

6.3. Entrevistas con alumnos

6.3.1. Organizacion y metodologia de las entrevistas

Al final del curso 2010-11, se realizaron una serie de entrevistas a alumnos de primer
curso con el fin de obtener su valoracion sobre los diferentes talleres realizados a lo
largo del curso. Dichas entrevistas se hicieron en un despacho de la propia universidad y
en todas ellas habia dos profesoras, una que lanzaba preguntas abiertas a grupos de tres
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0 cuatro personas Yy otra que transcribia simultdneamente sus respuestas. Esta forma de
hacer, nos parecié una forma mas informal para ahondar en ciertos aspectos que
posiblemente en una entrevista uno-a-uno hubiese sido mas dificil. Ademas, el hecho
que los alumnos no conocieran a sus entrevistadoras les dio mas libertad para hablar
abiertamente de sus opiniones. Las entrevistadoras tenian un guion de preguntas que se
iban adaptando a las respuestas que se iban obteniendo (que se puede consultar en el

anexo 4.5).

Se realizaron tres entrevistas, una para cada grupo de alumnos. En cada entrevista
participaron 5 o 6 alumnos (uno por cada grupo de trabajo del grupo clase) elegidos por
la profesora de la asignatura. Durante la clase de matematicas, se pidié a los alumnos
que se reunieran en el aula contigua para realizar la entrevista. Todas duraron alrededor
de 20 minutos. A continuacion describiremos los aspectos mas relevantes que hemos

extraido de dichas entrevistas, siguiendo la estructura prevista en el guion.

6.3.2. Novedades que representa el taller

La mayoria de los entrevistados destacan la novedad respecto a lo que estaban
acostumbrados en secundaria. Como no lo han hecho antes, les cuesta saber qué tienen
que hacer. Reconocen que el paso del tiempo les ha permitido acostumbrarse a esta
nueva forma de trabajo. Nos parece relevante indicar que algunos alumnos que habian
realizado el «curso cero» en septiembre comentan la ventaja que sentian respecto al
resto en relacion con la forma de trabajar en el taller.

Comentan lo perdidos que se encuentran en un principio, sin saber donde buscar, ni
cémo utilizar lo encontrado y como muchas veces se encontraban ante diferentes
caminos que parecian llevar a la respuesta correcta. Esto rompe también con lo que
estan acostumbrados. Desde un principio, la profesora les explico que ella los guiaria en
el proceso pero sin dar la solucion, y que recaia en los propios alumnos el peso del

estudio.

A nivel organizativo les ha costado acostumbrarse debido a que el trabajo en equipo no
es habitual en las matematicas del bachillerato y aqui se afiade la dificultad del trabajo
en equipos de personas practicamente desconocidas. Ademas, el trabajo requeria
reuniones fuera del horario escolar y esto lo presentan como un handicap debido a las
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obligaciones personales de cada uno de ellos. Aun asi lo valoran por lo novedoso y
beneficioso. Muchas veces alguien del grupo abria una nueva via y eso les permitia
avanzar. Trabajando individualmente no pasa. De todas formas apuntan ampliamente a
las dificultades interpersonales que han ido apareciendo a lo largo de los trimestres. La
implicacion de todos los miembros del grupo no es igual, con lo que el trabajo deja de
ser colectivo y eso hace que los miembros del grupo «que trabajan» expulsen del grupo

a aquellos que «no lo hacen».

Otra novedad que aporta el trabajo del taller es la elaboracion de los informes. En
general comentan que todos los miembros del grupo colaboraban, ayudandose entre si.
La mayoria de los alumnos entrevistados aseguran que a pesar de creer tener facilidad
para redactar, se han encontrado con bastantes dificultades a la hora de hacerlo en
términos matematicos, ya que nunca antes lo habian hecho. El hecho que los informes
se entregaban a la profesora y esta los devolvia corregidos con muchos comentarios,

hacia que los grupos mejoraran su forma de redactar.

La figura del secretario también es nueva. Para quien le tocaba realizar dicha tarea lo
obligaba a hacer una sintesis de todo lo trabajado, y como posteriormente se publicaba
en la plataforma digital de la universidad, el resto de los alumnos se beneficiaba de ello.

Aun asi, comentan que a medida que pasan las sesiones, esta consulta la utilizan menos.

Para la redaccién del informe individual, los alumnos entrevistados comentan que no les
ha costado nada ya que con los apuntes tomados en el taller, los informes del secretario
y las aportaciones de los miembros del grupo, hay suficiente para hacerlo. Comentan

que la profesora insistia en explicar lo mas importante, obligdndoles a sintetizar.

Sobre otra de las novedades de los talleres, las presentaciones orales de los grupos,
algunos alumnos consideran que es una satisfaccion salir a exponer si el seminario ha
salido bien. Ademas que les ayuda a repasar todo lo visto. Muchos reconocen que el
miedo a no hacer el ridiculo en una posible exposicion, les obliga a esforzarse en dicha
preparacion. Al principio sentian mucho respeto por ponerse delante de sus compafieros,
pero con el paso del tiempo, los alumnos se han acostumbrado y se sienten mas

tranquilos. Para algunos, las presentaciones resultan demasiado largas, sobre todo si el
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grupo que ha salido a exponer no lo tiene bien preparado y la profesora debe interrumpir

frecuentemente.

Un aspecto que destacan positivamente de forma unanime es el papel que desempefia la
profesora. Destacan la estructuraciéon de las sesiones y como evita al maximo dar la
respuesta, «obligando» a los alumnos a buscar ellos solos la solucién. Tan solo guia

dando indicaciones pero siempre disponible para ayudar a todos los grupos.

6.3.3. Contenidos matematicos

El hecho que se trabaje un tema cercano —las redes sociales— favorece la implicacion de
los alumnos en el taller. Aunque creen mayoritariamente que las preguntas que guian los
talleres son un poco forzadas. Y algunos apuntan que les parece un poco pesado trabajar
siempre con el mismo problema. Pero la gran mayoria creen que el estudiar un caso con

el que llevan familiarizdndose tantas semanas, facilita entender las nuevas cuestiones.

Creen que hay mucha relacion entre lo visto en clase magistral y lo que se ve en el
taller. A veces se ve en clase primero y se utiliza en el taller después, pero a veces
sucede que se requiere de alguna herramienta matematica que no se ha estudiado
todavia para continuar y asi se justifica que posteriormente se estudie en teoria. En
general dicen que se trata de una aplicacion practica en el taller de lo visto en clase. Les
ha gustado que el trabajo del taller se completara con otras herramientas: Excel, Wiris,

etc.

En las sesiones de seminario donde deben trabajar por grupo, los alumnos se quejan que
son demasiados grupos con dudas para un unico profesor y que a veces la espera es muy
larga. Este problema se agrava cuando la duda se refiere a no saber como continuar. En
general, los alumnos destacan la actitud de trabajo de los comparieros en estas sesiones.
Hay veces que la duda es comun para muchos grupos y la profesora la explica en voz
alta para todos. Al principio todos los alumnos tenian una dependencia muy grande de
la profesora, pero a medida que se han acostumbrado a la forma de trabajar y se han
apropiado de la cuestion, esta dependencia es menor, hasta el punto que muchos de ellos
comentan darse cuenta cuando «van bien» y cuando no. Un comentario que nos ha

parecido relevante en este punto es el de un alumno que subraya la importancia que le
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ha dado al hecho que «la profesora haya hecho de guia porque asi se acostumbra a que
el dia de mafiana no se lo den todo hecho».

Sobre los contenidos que se ven en el taller, los alumnos no consideran que sean de
excesiva dificultad y que practicamente todo esta visto en el bachillerato. Para los
alumnos la complicacion no radica en los contenidos sino en la manera de formular las

cosas, y en la forma de entregarlas.

Sobre la relacion de la asignatura con las matematicas del bachillerato creen
mayoritariamente que en la universidad han visto su utilidad, mientras que en el
bachillerato se limitaba a aprender una serie de conceptos sin ver su aplicacion. Todo
era mas mecanico y ahora es mas relacionado con la realidad. Creen en general que la
exigencia es alta, y que los que vienen del bachillerato cientifico o tecnoldgico estan
mejor preparados. Los que vienen del bachillerato social se quejan que en las
matematicas que vieron aparecian algunos ejercicios de beneficio, pero en general no
habia aplicacion a la economia, y en cambio, aqui casi todos los problemas tienen
relacién con la economia y empresa. Asi un alumno concluye que «lo que falla en las
matematicas del bachillerato social es que la gente no sabe porqué hace las cosas y por

es0 no les gusta las matematicas».

La busqueda de informacion necesaria para el desarrollo del taller ha venido
principalmente de dos fuentes. Una es la teoria impartida en las clases magistrales y la
otra, internet. Aunque sobre esta ultima, comentan que todo es muy matematico y no lo
entendian. También han recurrido a familiares y amigos con conocimientos

matematicos, y libros de texto matematicos.

6.3.4. Comentarios generales

Finalmente les pedimos a los alumnos que hicieran una valoracion de aquellos aspectos
que consideraban mejores y peores del desarrollo del taller. Como peor aspecto del
taller consideran la indisciplina de algunos miembros del grupo (se quejan que personas
gue no han trabajado nada tengan nota gratis, aunque una posterior reflexion les lleva a
aceptar que son ellos quienes lo permiten); que haya una pregunta en el examen (creen

que estan de sobras evaluados con todo el trabajo que han hecho en el taller y ademas,
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que representa un porcentaje muy alto); que ocupara mucho tiempo en su desarrollo (les
parece corto de tiempo para la gran cantidad de trabajo a realizar) y tener que redactar el
informe y las propuestas de nuevas preguntas.

A nivel positivo, destacan que acaban aprendiendo muchisimo mas que con la forma
tradicional de ensefianza. Permite ver la aplicacion a la realidad. El trabajo en grupo
muestra de lo que es capaz cada uno de hacer. Destacan el uso del ordenador.

6.4. Entrevista con la profesora

En abril de 2012 entrevistamos a la profesora responsable de los talleres y la asignatura
de Mateméticas de los ultimos afios en 1QS School of Management, Vanessa Serrano. A

continuacion mostramos la transcripcion de la entrevista:

(1) En el primer taller que realizaste como profesora, ¢qué dificultades, qué resistencias
propias y qué resistencias de los alumnos encontraste? ;Qué diagnostico harias de la
situacion en la que realizaste el taller? ;Qué pensaste del taller? ; Tuviste tentaciones de
eliminarlo? ;Qué aspectos positivos/negativos le viste al taller?

Como profesora, una de las mayores dificultades encontrada durante el primer
seminario consistia en controlarse a la hora de hacer explicaciones a los grupos de
trabajo (los alumnos intentan habitualmente extraer la maxima informacion posible del
profesor y no siempre es facil contenerse). También resultaba algo complejo
transmitirles que el profesor no conoce exactamente (a priori) la respuesta al problema
(o que la respuesta no es Unica o que, incluso, puede no existir respuesta final), suelen
esperar que el profesor les confirme en cada paso o célculo realizado si el resultado es
correcto (considerando que el resultado puede ser correcto 0 no, no hay términos
medios).

Por parte de los alumnos, lo mas complejo fue que aceptaran el nuevo contrato de
aprendizaje. Los alumnos suelen esperar preguntas concretas de respuesta inmediata y
suelen confundir las preguntas méas generales (exposicidn de situaciones abiertas) con
una falta de objetivos claros a largo plazo. Cuando algun grupo realizaba una exposicién
oral, los demas grupos tendian a infravalorar (en caso de no coincidir) las herramientas

propias utilizadas ya que las del grupo expositor tenian el visto bueno del profesor.
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Uno de los principales problemas en la aplicacion del seminario durante el primer afio
como profesora fue la aceptacion del contrato por parte de los alumnos y, en cierto
modo y a veces como consecuencia, la aceptacion propia. Los alumnos no valoraban
inicialmente el nivel de aprendizaje que llegaban a alcanzar y terminaban por considerar
que les quitaba tiempo para el estudio de la asignatura (excluyéndolo como parte del
proceso de aprendizaje). Todos estos problemas se fueron suavizando a medida que
avanzaba el curso y, sobre todo, a lo largo de los afios (a medida que los seminarios se

iban institucionalizando).

De los principales aspectos positivos encontrados destacaria el hecho de que pese a que
la cantidad de conocimientos matematicos (0 no matematicos) que aparecen en el
seminario es menor a los que podrian haberse trabajado en una clase magistral, el nivel
de asimilacion y comprension por parte de los alumnos es mucho mas elevado. Los
alumnos podian ver (aunque no siempre estaban predispuestos a ello) la situacion o

problematica que serviria de razén de ser del porqué recurrir a ellos (la motivacion).

Como inconvenientes, como ya he comentado anteriormente, debo destacar el gran
esfuerzo que suponia conseguir que los alumnos aceptaran la nueva metodologia de

trabajo y mantener su nivel de motivacion.

(2) ¢ Qué cambios has ido introduciendo en los talleres de los afios sucesivos y cuales
fueron/han sido las motivaciones que te llevaron/han llevado a ello?

A lo largo de los afios vy, a peticion de una gran mayoria de los alumnos (observaciones
recogidas en los cuestionarios facilitados durante el curso), se ha ido variando el peso
del seminario dentro de la asignatura (se ha reducido, aunque no en gran medida). Por
otro lado, se ha ido estableciendo que las entregas sean quincenales en lugar de
semanales para dejar algo mas de tiempo al trabajo en grupo dentro del aula (también

quincenal).

Otro de los aspectos que ha variado a lo largo de los afios ha sido el informe individual
gue los alumnos entregan al final de cada trimestre como sintesis del trabajo realizado.
Los alumnos no terminaban de entender la filosofia de este informe y comentaban
habitualmente que les robaba mucho tiempo de estudio de cara a los examenes

trimestrales, en realidad muchos alumnos terminaban copiando fragmentos del trabajo
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en grupo o de los informes de secretario. Frente a estos comentarios, y con el objetivo
afiadido de forzar un trabajo real de sintesis, se limitdé a un informe de como maximo

tres paginas (aproximadamente) y su peso en la asignatura.

Otra de las mejoras, ha sido intentar hacer mas participes a los alumnos, no solo en la
resolucion de la situacién planteada, sino también en los objetivos parciales
establecidos. Actualmente se les pregunta a los alumnos, en cada uno de los informes

quincenales entregados, propuestas/sugerencias para nuevas sesiones.

(3) ¢ Qué cambios introducirias de cara al curso préximo?

El andlisis a final de curso de los comentarios facilitados por los estudiantes en los
cuestionarios siempre es una buena herramienta para reflexionar acerca de posibles
mejoras. A pesar de no tener ain estos resultados, actualmente uno de los posibles
cambios que se podrian introducir durante el proximo curso seria buscar herramientas
que aumenten la motivacion de los alumnos (en general), aunque la aceptacion y la
valoracion por parte de los alumnos es bastante buena. En este sentido y durante el
tercer trimestre del curso actual ya se han introducido algunos cambios que pretenden
mantenerse para el proximo, como establecer una nueva dindmica en las sesiones de
trabajo en grupo. Se ha establecido que al final de cada sesion de trabajo en el aula cada
grupo compartira con el resto el trabajo realizado, la metodologia seguida y nuevas
propuestas 0 cuestiones a analizar para la proxima entrega. Previamente se advierte al
gran grupo que conocer nuevas metodologias no implica el abandono de las propias
pero si ampliar el abanico de posibilidades a tomar en consideracion para decantarse

finalmente por una/s concreta/s.

(4) ¢ Qué cosas crees que funcionan bien y cudles no tanto?

El funcionamiento en general de los seminarios ha alcanzado un muy buen nivel.
Quizas, en ciertos alumnos, siguen apareciendo algunas de las resistencias encontradas
en los primeros seminarios, pero como profesora de éstos creo disponer de mas
herramientas para suavizarlas y conseguir en la mayoria de las situaciones una buena

predisposicion por parte de los alumnos.

(5) ¢Como influye el taller en las clases magistrales?
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Los seminarios son un aspecto muy positivo para las clases magistrales ya que, por un
lado, en los seminarios aparece la raz6n de ser de muchas de las nociones que
intervienen en las clases magistrales y, por otro, en muchas situaciones algunos
contenidos surgen (aunque no siempre de forma explicita, pero si de forma muy
intuitiva) antes en las sesiones de seminario que en la clase magistral. Este aspecto
facilita la aparicién y la comprensién de estos nuevos conceptos (aungue este proceso
no sea del todo visible por parte de los alumnos y, cuando es muy visible, suele

provocar cierta disconformidad).

(6) Comentarios

Como conclusion general, creo conveniente destacar que la introduccion de este nuevo
sistema de aprendizaje (paralelo a las clases de teoria y problemas) es un proceso que no
siempre resulta sencillo (pese que a nivel institucional, los seminarios ya se venian
trabajando previamente) pero que a lo largo de cada curso y de los afios de aplicacién ha
ido mostrando como enriquece a la asignatura y al aprendizaje de esta por parte de los
alumnos. Los cambios introducidos anualmente, el proceso de institucionalizacion y
aceptacion (sobre todo por parte de los alumnos, pero también por parte del profesor) ha
sido clave para una mejora continuada que aun sigue abierta a nuevos cambios y

mejoras.

7. Conclusiones: la ecologia local de los recorridos de estudio e investigacion

En el momento de valorar los resultados obtenidos después de las seis
experimentaciones consecutivas de los talleres de modelizacion matematica en 1QS-
ADE, partiremos de las cuestiones y conjeturas avanzadas en el primer capitulo de esta
memoria en relacion a la funcién y viabilidad de la ensefianza de las matematicas como
herramienta de modelizacion en un primer curso universitario de ciencias econémicas 0
empresariales. Recordemos que las cuestiones planteadas al respecto se formulaban en

los términos siguientes:

Q4: ¢Qué condiciones se requieren y qué restricciones dificultan que el estudio
universitario de las matematicas en las instituciones responsables de la ensefianza de
las ciencias econdmicas y empresariales se organice en torno a la modelizacion

matematica de sistemas econémicos?
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Qu1: ¢Existen dispositivos didacticos capaces de posibilitar la vida normal de la
modelizacion matematica de sistemas econdémicos y empresariales en las
instituciones universitarias correspondientes?

Qa2 ¢Qué condiciones se deberian instaurar para que fuese posible integrar la
modelizacion matemética de forma normalizada en los actuales sistemas de
ensefianza universitarios de ciencias economicas y empresariales? En particular,
¢que infraestructura didactico-matematica se requiere para que la modelizacion
matematica ocupe el nucleo del proceso de estudio universitario de las
matematicas en ciencias economicas y empresariales?

Qu3: ¢Qué restricciones dificultan y hasta impiden la vida de la modelizacion
matematica de sistemas economicos en la ensefianza universitaria? ¢En qué
niveles de la escala de codeterminacion didactica se sitlan estas restricciones?
¢En cudles de estos niveles se podria actuar para atenuar o superar estas
restricciones? En particular, ;,como incide el modelo epistemoldgico dominante
y la relacion que este propugna entre las matematicas y las ciencias econémicas
y empresariales en la forma de organizar la ensefianza de la modelizacion
matematica en las instituciones docentes universitarias? ;De qué manera el
modelo pedagdgico dominante puede dificultar la vida normalizada de la

modelizacién matematica en las instituciones docentes en cuestion?

Consideraremos a continuacion las distintas conjeturas avanzadas para sefialar en qué

aspectos y en qué medida se han contrastado a partir de los datos obtenidos en las

distintas experimentaciones.

7.1. Los REI como dispositivo didactico para ensefiar la modelizacién matematica

Conjetura 4.1. Los REI experimentados resultan ser un dispositivo didactico apropiado

para facilitar la integracion de la modelizacion matematica en los estudios universitarios

de economia y empresa.

Hemos mostrado que existen cuestiones empresariales «reales» 0 «realistas»

suficientemente generativas como para servir de punto de partida de distintos REI y ser

abordadas con modelos matematicos elaborados con las herramientas de lo que

constituye un primer curso universitario de matematicas para la economia y empresa.
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Ademas, el estudio de estas cuestiones no permite aportar respuestas definitivas de
forma directa sino que requiere la elaboracion de distintos modelos matemaéticos que se
deben contrastar empiricamente para determinar su validez y alcance, planteando

nuevas cuestiones y constituyendo el punto de partida de nuevos modelos mas eficaces.

Los resultados observados en los REI experimentados nos permiten afirmar que el
estudio de las cuestiones generatrices conduce a llevar a cabo un verdadero trabajo de
modelizacion matematica tal como se interpreta en la TAD. Detallaremos aqui el
analisis del REI sobre prevision de ventas para mostrar en qué se concreta este trabajo
de modelizacion, destacando la importancia que tiene la dialéctica de los media y los
medios en el trabajo de construccion y contraste de modelos matematicos, dialéctica que
constituye uno de los principales componentes de la dindmica de los REI. Un analisis
semejante aparece en el trabajo de Berta Barquero (2009) en relacién al REI sobre
modelos de poblaciones y en el de Cecilio Fonseca (2004) en relacién al REI sobre

movilidad laboral.

El proceso de asignar un modelo apropiado a un sistema dado se puede hacer
directamente eligiendo un modelo previamente construido y disponible a partir de una
fuente de informacion exterior (un «media»). De todos modos, la productividad del
modelo, el hecho que permite producir nuevo conocimiento del sistema considerado,
requiere un cierto grado de ajuste o adaptacion al sistema. Este proceso no suele hacerse
de una vez para siempre. Requiere un movimiento de ida y vuelta entre el modelo vy el
sistema, dentro de una dindmica propia del ensayo-error o, mejor, de la dialéctica
preguntas-respuestas o, en términos de Lakatos, de conjeturas y refutaciones. El REI
sobre prevision de ventas constituye a este respecto un caso ejemplar. Recordemos que
parte de una situacion muy sencilla: se tiene una serie temporal corta de datos sobre las
ventas de una empresa en los Ultimos meses o trimestres y se debe proponer una
prevision a corto y medio plazo. Aparecen asi dos cuestiones principales: el problema
de la eleccion del mejor modelo para hacer la prediccion y, dentro de la comparacion de
modelos, el cotejo entre el ajuste de las variaciones y las variaciones del ajuste.
Durante la primera parte del taller, la primera decision a tomar fue la de fijar la familia
de funciones que parece reproducir la dindamica observada en los datos a partir de la

representacion grafica de los datos en Excel. En términos de la dialéctica de los medios
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y los media, el grafico como primer modelo de la situacion funciona a la vez como un
media en la medida en que «indica» a los alumnos el tipo de funcién mas apropiado y
también como un medio puesto que, al representar la funcion elegida en el mismo
gréfico que los datos puntuales, permite contrastar el grado de ajuste del modelo con los
datos que modeliza. Ahora bien, para que la representacion grafica de los datos iniciales
pueda funcionar como media, es necesario que se puedan activar los conocimientos
previos de los alumnos sobre funciones elementales y, en particular, el trabajo con
familias de funciones y sus respectivas gréaficas realizado previamente durante las clases
de teoria. La novedad del trabajo que se debe realizar aqui es elegir la familia de
funciones que parece mas apropiada a la dinamica observada. Una vez elegida, se
buscan distintos valores para los parametros de la funcion y se contrastan las posibles
soluciones utilizando una hoja de calculo y la representacion grafica tanto de los datos
como de los valores de la funcidn elegida. Son entonces estas representaciones graficas

las que funcionan como medio para contrastar cual es el mejor modelo.

El problema de como construir un criterio para determinar el mejor modelo es la
cuestion crucial que impulsa el proceso de estudio. EI medio constituido por las gréaficas
de Excel deja de funcionar como un media y surge la necesidad de establecer una
medida del ajuste que viene a enriquecer el medio inicial dado por las series de datos
numéricos o su representacion grafica. La opcion elegida aqui es la de calcular la suma
o el promedio de las diferencias absolutas entre los datos y los valores de la funcién
considerada. La incorporacién de la funcion Solver de Excel —que funciona para los
alumnos como una caja negra— proporciona entonces otro medio suplementario que
agiliza el trabajo de bdsqueda de la funcion que minimiza el error. Queda sin embargo
pendiente el problema de la comparacion entre dos funciones de distinta familia cuando

los errores de cada caso no son demasiado distintos.

Una vez realizados algunos primeros ajustes con distintas familias de funciones, puede
suceder que, en algunos casos, dos modelos distintos den lugar a errores medios
similares. La existencia de un componente aleatorio en el valor del error medio hace que
se plantee la necesidad de construir un criterio suplementario para determinar cual es
el mejor modelo. En este caso, el medio constituido por los valores numéricos y los
graficos tanto de las ventas como de los modelos se vera enriquecido por la
introduccion y el ajuste de una nueva variable: las variaciones de las ventas. La nocion

de derivada como aproximacion de la variacion sera entonces el nuevo elemento del
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medio que aportara el profesor como nuevo criterio de validacion del ajuste: si un
modelo ajusta las ventas, entonces la derivada del modelo deberia ser un buen ajuste
para las variaciones de las ventas. Por ejemplo, si las ventas parecen seguir un
crecimiento parabdlico, se espera que las variaciones de las ventas sigan un crecimiento
lineal; si el crecimiento es exponencial, que el de las variaciones también sea
exponencial, etc. En este caso, el medio lo constituye el producto de todo el trabajo
realizado en la primera parte del taller, es decir la construccion de distintos modelos
para cada serie de datos. Ademas, y como ya hemos comentado previamente, al
disponer de una calculadora simbdlica que permite calcular con facilidad la expresién
algebraica del valor medio f(x + 1) — f (x) de una funcién cualquiera, se pudo incluso
comparar el valor de la derivada del modelo con el de este valor medio y constatar asi la
aproximacion mencionada. Es importante sefialar que el aumento de complejidad del
medio dificultd sin duda el desarrollo de esta segunda parte del taller por tratarse todavia
de un trabajo matematico inestable para los alumnos. Pero también creemos que la
situacion mostraba un caso ejemplar de la funcionalidad de la derivada como

aproximacion simple de la variacion media de una funcion.

7.2. Viabilidad de los REI en la ensefianza universitaria

Conjetura 4.2. Viabilidad de los recorridos de estudio e investigacion (REI) en las

instituciones universitarias de ensefianza de ciencias econdémicas y empresariales

Recordemos que esta conjetura se dividia en las dos hipotesis siguientes:

C4.2.1. Para integrar la modelizacion matematica como actividad normalizada en los
estudios universitarios mediante los REI, estos no deben organizarse de forma aislada a
las asignaturas o materiales que conforman los estudios. Cuando los REI constituyen el
nucleo en torno al cual se organizan los contenidos y actividades de las materias o
asignaturas, incluyendo el proceso de evaluacion de las mismas, entonces su
funcionamiento como dispositivo normalizado esta mas garantizado y su «rendimiento»

en términos de integracion de la modelizacién matemaética tiene un mayor alcance.
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En el caso de estudio considerado, y a diferencia de la investigacion de Barquero
(2009), los REI experimentados en la asignatura de Matematicas para la economia y
empresa de 1QS-ADE, se han articulado totalmente a la organizacion didactica global de
la asignatura. Desde las primeras sesiones de cada taller, los contenidos de las clases de
teoria y problemas aparecen siempre relacionados con el tipo de cuestiones abordadas
en los REI de manera que estos constituyen el nucleo en torno al cual gira el programa.
La mejor prueba de ello es el hecho que el trabajo realizado en los talleres constituya un
30% de la evaluacion final de la asignatura y, ademas, que en cada examen trimestral
uno de los tres problemas propuestos tenga una relacion directa con las cuestiones
abordadas en el REI. Dependiendo de los trimestres y de las cuestiones abordadas en
cada REI, en algunos casos los REI provocan necesidades que se colman posteriormente
en las clases de teoria y problemas (caso de la derivada y de la diagonalizacion de
matrices) y, en otros casos, aportan cuestiones que contribuyen a dar a los contenidos de
clase sus razones de ser (caso de las familias de funciones y el problema de los ajustes).

Esta integracion ha requerido un importante trabajo de ingenieria matematica para la
creacion del material del curso organizando los contenidos en torno a tipos de
problemas y no de conceptos matematicos. Se ha requerido ademas la elaboracion de
discursos tecnoldgico-tedricos totalmente nuevos para adaptarlos a las nuevas
organizaciones matematicas ensefiadas. En realidad, la presencia de la matematica como
herramienta de modelizacion es general en todas las actividades matematicas de la
asignatura, y no vive unicamente en el taller. Dicho en otras palabras, no se disefia un
taller para hacer vivir actividades distintas a las habituales de clase. El taller aparece
como un desarrollo natural y, en cierta forma, como el motor de las clases de teoria y
problemas. En este sentido, su pervivencia a largo plazo resulta mucho mas segura que

si funcionara como un mero apéndice de los demas dispositivos didacticos.

A lo largo de los seis cursos que han durado las experimentaciones, la implementacién
de los REI en los talleres de modelizacion matematica se ha ido afianzando como
dispositivo didactico normalizado. A pesar de las dificultades iniciales previsibles para
la instauracién del nuevo contrato didactico que rige la realizacién de los REI y que los
profesores a lo largo de los cursos han aprendido a gestionar cada vez mejor, se ha

Ilegado a una situacion en la que la asignatura de matematicas de primer curso ya no
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puede concebirse sin el taller de modelizacion asociado: las clases de teoria y problemas
se nutren de las problematicas y necesidades suscitadas en el taller y, en algunas
ocasiones, es el taller el que rige el avance del tiempo didactico, subordinando asi la
introduccion de las nuevas praxeologias matematicas a las nuevas cuestiones que

aparecen fruto del trabajo de modelizacion.

7.3. Cambios en los contratos didactico y pedagdgico dominantes en la universidad
La segunda conjetura relativa a la viabilidad de los REI quedaba formulada en los
términos siguientes:

Conjetura 4.2.2. Para que los REI puedan ser viables como dispositivo didactico
normalizado, se requieren cambios importantes en los contratos didacticos y
pedagdgicos universitarios tradicionales. Es posible actualmente introducir nuevas
técnicas didacticas que favorezcan estos cambios al facilitar que alumnos y profesores
asuman nuevas responsabilidades en la gestion del proceso de estudio, asi como nuevas

formas de compartir estas responsabilidades.

7.3.1. La clase como consultoria matematica

La principal estrategia didactica para instaurar el nuevo contrato didactico que debe
regir en los talleres de modelizacion matemaética que sirven de sede a los REI, consiste
en simular una situacion profesional real: la de una consultoria de matematicas que
recibe encargos por parte de una o varias empresas durante el curso. Se estable asi una
distincion entre las clases de teoria y problemas basadas en un funcionamiento mas
«académico» y el taller de modelizacion donde se lleva a cabo un trabajo «profesional».
La distribucion de los alumnos en grupos de consultores y las puestas en comun bajo la
supervision del profesor, que actia como lider o responsable de la consultoria, también

se alimenta de los contratos profesionales propios de este tipo de empresa.

En esta situacion, el realismo de la cuestion generatriz del REI es muy importante para
la puesta en marcha del nuevo contrato, como lo es también el hecho que el profesor no
disponga de una respuesta previa a la cuestion formulada —hecho bastante habitual
dado el grado de «apertura» de estas cuestiones—. Detalles como ponerle un nombre a
la empresa, asignarle un logo o, en algunas ocasiones, hablar de empresas reales

(Bicing, Desigual, etc.) constituyen puntos de apoyo nada despreciables. En los casos en
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que, por los motivos que sean, sale a relucir el caracter artificial de algin dato o
situacion, también hay que saber indicar a los estudiantes el juego de simulaciéon, sin
que ello le quite necesariamente fuerza a la situacion. De ahi que hablemos mas de

problemas «realistas» y no «reales».

Los estudiantes parecen muy sensibles a este tipo de cambio, que genera gran
aceptacién, como muestran sus respuestas en términos de «otras matematicas»,

«entendemos para queé sirven las cosas», etc.

7.3.2. Dispositivos para favorecer el nuevo reparto de responsabilidades

Apoyandose en el contrato profesional anteriormente citado, el profesor debe saber
renunciar a un gran numero de «gestos profesionales» que estd acostumbrado a asumir
sin ser casi consciente de ello: planificacién temporal del trabajo, gestidn de las puestas
en comun, validacion de las respuestas, formulacion de las nuevas cuestiones, etc. Es
para ello necesaria la creacion de nuevos dispositivos didacticos, como el secretario de
la sesion para realizar el acta, la presentacion de informes parciales con nuevas
cuestiones a tratar y propuestas para el trabajo futuro, las presentaciones orales en
clase, etc. Es también fundamental que el profesor sea consciente de su papel de guia y,
sobre todo, de la importancia de mantenerse al margen de la resolucion de muchas
cuestiones o situaciones problematica sin aportar directamente las herramientas
matematicas que permitirian resolverlas. La insistencia de los estudiantes en destacar las
«pocas explicaciones» que da siempre la profesora es una muestra del éxito alcanzado al
respecto. También se observa como el funcionamiento de muchos de estos dispositivos
requiere su tiempo de aprendizaje y adaptacion. Asi los estudiantes destacan muchas
dificultades en el primer trimestre que desaparecen al avanzar el curso: redactado de los
informes, presentaciones orales, gestion del trabajo en grupo, etc.

7.4. Restricciones a los REI en las instituciones universitarias
La conjetura relativa a las restricciones institucionales que pesan sobre los REI quedaba
dividida en tres subconjeturas, segun el nivel de la escala de codeterminacion didactica

considerada en cada caso.
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7.4.1. Restricciones al nivel de la disciplina

Conjetura 4.3.1. Si nos situamos en el nivel de la disciplina ensefiada, en este caso las
matematicas, la principal restriccion a la implementacion de los REI la constituye la
ausencia de una infraestructura matematica apropiada y, en particular, la preponderancia
de la organizacion conceptualista de la matematica ensefiada, que pone mas énfasis en
las nociones y logica interna de las matematicas que en los problemas que estas

permiten resolver.

Ya hemos sefialado en el Capitulo 2 de esta memoria la gran uniformidad y, en cierto
sentido, pobreza transpositiva de los materiales didacticos mas comunes para la
ensefianza universitaria de las matematicas para la economia y empresa. Esta carencia
afecta por supuesto en gran medida las posibilidades de organizar diferentes REI y
recorridos lo suficientemente variados como para no reproducir de forma regular
procesos de estudio que el profesor ya habria vivido con otros estudiantes. Es evidente
que, en el caso que nos ocupa, la elaboracion de materiales que constituyen una primera
infraestructura matematico-didactica (local) ha sido un requisito importante al disefio,
implementacién y desarrollo del los REI a los largo de los seis cursos académicos. Es
practicamente imposible que el trabajo, aqui asumido por todo un grupo de
investigacion y con el soporte de distintos proyectos a nivel local e internacional, sea
realizado por un unico profesor o equipo de profesores (por lo menos en el estado actual

de la profesion de profesor universitario).

Para que la ensefianza de las matematicas en las carreras de economia y empresa se
pueda organizar en torno a los REI, se necesita un repertorio variado y variable de
cuestiones generatrices, mapas de posibles recorridos, desarrollos tecnoldgico-tedricos
apropiados y conexiones entre las distintas materias de los estudios (micro y macro
economia, finanzas, gestion de operaciones, etc.) del que carecemos por completo
actualmente. Estamos aqui ante un caso claro de necesidad de articular las necesidades
docentes con la investigacion didactica y con el desarrollo del conocimiento matematico

y de las disciplinas afines a la economia y empresa, no en el sentido de creacion de
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nuevos conocimientos sino en el de reorganizacion y creacion de conexiones entre los

mismos.

7.4.2. Restricciones al nivel de la organizacion didactica y pedagdgica universitaria

Conjetura 4.3.2. En el nivel de la organizacién didactica universitaria tradicional, los
modelos didacticos dominantes basados en el «teoricismo» y el «tecnicismo» dificultan
situar las cuestiones problematicas generadoras de los REI en el ndcleo del programa de

estudios, especialmente aquellas que surgen en el &mbito de la economia y empresa.

Hemos visto en el Capitulo 2 de esta memoria que la inmensa mayoria de programas
universitarios de asignaturas de matematicas para la economia y empresa se organizan
en torno a nociones o elementos teoricos, rara vez en torno a grandes métodos o tipos de
técnicas matematicas y nunca alrededor de grandes tipos de cuestiones. Para amoldarse
a la visibilidad y legitimidad institucionales, el propio programa de la asignatura de
Matematicas de 1QS-ADE, presenta una estructura relativamente proxima a la
tradicional, a pesar de que los contenidos se organicen mucho mas en grandes tipos de
problemas que siguiendo la construccion tedrica de los conceptos. Esta situacion
dificulta que los talleres de modelizacion puedan funcionar con la suficiente legitimidad
si no se es capaz de asociarlos con los contenidos tradicionales del programa. Otro rasgo
que muestra claramente la fuerza de esta restriccion (que emerge en el nivel de la
organizacion didactica) viene dado por las respuestas que dan los alumnos al
preguntarles por el contenido «tedrico» y «practico» del taller de modelizacion. O
cuando, en la gestién de los talleres, tanto profesores como alumnos tienen una
sensacion de que «el tiempo no avanza» y, por lo tanto, que se estd durante mucho

tiempo realizando un mismo tipo de actividad.

Encontramos en las respuestas de los alumnos a los cuestionarios otros elementos que
muestran hasta qué punto la nueva organizacion didactica de los talleres rompe con su
experiencia habitual en el estudio de las matematicas: por ejemplo cuando consideran
que el taller es «excesivamente practico», que hay «poca teoria» 0 que tiene «poca
relacién con los contenidos de la asignatura», que el profesor los «guia poco», les da
«poca informacion sobre lo que tienen que hacer» y «pocas explicaciones». En

definitiva, los alumnos no entienden como es posible que les hagan «resolver problemas
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sin saber los pasos que hay que hacer ni qué sentido tiene». Es toda la organizacién
didactica tradicional la que se expresa aqui en boca de los alumnos, marcando
especialmente aquellos aspectos nuevos que introducen los REI como actividad de

estudio de las matematicas y cuya implementacion no puede darse por sentada.

Conjetura 4.3.3. Otra restriccion importante a este nivel es la ausencia de dispositivos
didacticos tradicionales en los que se fomenten aspectos de la actividad matematica
esenciales en los REI: trabajo en grupo, formulacién de problemas, redaccion de
informes, presentacion oral de resultados, busqueda de informacidn, contraste empirico
de conjeturas, planificacion del trabajo, resolucion de problemas durante un periodo

largo de tiempo (semanas 0 meses).

No creemos que sea muy exagerado afirmar que las organizaciones didacticas
universitarias actuales son bastante parcas en variedad de dispositivos para la gestion
del estudio de las matematicas. Y esta pobreza de dispositivos se hace especialmente
visible cuando se pretende llevar a cabo un estudio, durante largos periodos de tiempo,
de cuestiones problematicas y en grupos pequefios de estudiantes. La gestion y
desarrollo de los REI no puede por lo tanto basarse en dispositivos y gestos didacticos
que los alumnos estén acostumbrados a realizar y requiere por ello la adaptacion a
muchos aspectos nuevos de trabajo que va, generalmente, en detrimento de la viabilidad
y evolucidn positiva de los REI.

Este aspecto sale a relucir en las respuestas de los alumnos a los cuestionarios y
entrevistas: dificultad del taller, cantidad de trabajo requerido, inconveniente de tener
que quedar fuera de clase para el trabajo en grupo, sesiones cortas para preguntar dudas,
problemas en la gestion del trabajo en grupo, redaccion de los informes, «ser

secretario», etc.

Cabe comentar al respecto que las directrices del Espacio Europeo de Educacion
Superior y el énfasis que se pone en la adquisicion de competencias respecto al
«aprendizaje de contenidos» puede constituir un condicionante muy favorable para la
implementacién de los REI en los estudios universitarios, tal como han comentado
Serrano y Bosch en un estudio reciente (Serrano & Bosch 2011). Indican, por ejemplo,

la importancia del trabajo en el taller para el desarrollo de competencias genéricas como
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el analisis-sintesis, la comunicacion oral y escrita, el uso de las TIC, la busqueda de
informacidn y la gestion del trabajo en grupo.

7.4.4. Restricciones al nivel de la organizacion pedagdgica universitaria tradicional

Conjetura 4.3.4. En el nivel de la organizacion pedagogica universitaria, el paradigma
de la «visita de las obras» (en contraposicion al del «cuestionamiento del mundo») junto
con la epistemologia dominante del «aplicacionismo» refuerzan la estructura estandar
de los programas como una secuencia de temas para estudiar y dificultan su evolucién

hacia un conjunto de cuestiones para responder.

Para mostrar las restricciones que, provenientes de la organizacion pedagdgica
universitaria tradicional, dificultan en el caso que estamos estudiando que las
matematicas se organicen en torno a la modelizacion matemética de sistemas
econdmicos, utilizaremos los datos proporcionados en el andlisis a posteriori de la
implementacion de los REI, junto a los datos empiricos obtenidos en el capitulo 2 de
esta memoria. Veremos asi en qué forma algunos de los rasgos del modelo docente
dominante junto al aplicacionismo en el que se sustenta, se contraponen en muchos

aspectos al modelo docente propuesto por la TAD representado por los RELI.

El modelo docente imperante en la ensefianza universitaria estd intimamente ligado a la
pedagogia «monumentalista» que Chevallard (2009) describe en los términos

siguientes:

Une pédagogie dans laquelle on attend seulement du professeur qu’il expose aux éléves la
matiere a étudier suppose ainsi une infrastructure dont I’essentiel se réduit a des «legons»,
c’est-a-dire des exposés sur les différents themes et sujets prévus par le programme. Or
méme la création de ces exposés ne va pas de soi. Elle est facilitée lorsque, pour I’essentiel,
elle reprend de fagcon a peine transposée un « texte du savoir » élaboré dans la sphére
(mathématique) savante™.

En base a los datos empiricos mencionados describiremos a continuacion algunos
rasgos de la pedagogia actualmente dominante que refuerzan la estructura de los
programas como una secuencia de temas para estudiar y dificultan su evolucién hacia

un conjunto de cuestiones para responder.

© Ibid., p. 13
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(@) En la organizacién pedagogica universitaria tradicional y, en particular, en los
estudios de economia y empresa, el objetivo de los procesos de ensefianza se centra en
un contenido establecido de antemano y, en consecuencia, las cuestiones problematicas
que aparecen ocupan una posicion subsidiaria en los procesos de estudio y tienden a
desaparecer.

La pedagogia monumentalista parte siempre de un objetivo de ensefianza fijado de
antemano y formulado en términos de contenidos del saber que se debe ensefiar. En
estos casos, y dadas las limitaciones temporales de todo proceso de estudio, se tiende a
buscar el camino mas corto y rapido que conduce, en la mayoria de ocasiones, a que los
procesos de ensefianza y aprendizaje se reduzcan a la introduccion de los contenidos
objetos de estudio. Esto significa que la pedagogia monumentalista ante cualquier
cuestion que se pueda plantear, elimina practicamente las respuestas provisionales
intermedias (puesto que la «buena respuesta» estad predeterminada). Queda asi patente
hasta qué punto esta caracteristica de la pedagogia monumentalista limita la vida
institucional de los procesos de modelizacion matematica (en los sistemas de ensefianza

que participan de dicho modelo docente).

(b) La pedagogia monumentalista no cuestiona la pertinencia del saber, sélo se
contrasta a lo sumo su coherencia Idgica. No hay contraste con un medio salvo en el
caso de la demostracion formal que sirve ante todo para probar la coherencia interna de
las respuestas introducidas. Incluso en este caso, el recurso al medio de la prueba formal
es algo que suele recaer bajo la responsabilidad exclusiva del profesor. Se destaca la
escasez de diferentes tipos de medios para poner a prueba y «testar» la validez de estas
respuestas. El habito de la tradicion escolar muestra una escasez documental que
termina por favorecer el trabajo con medios inmediatamente adaptables a los
programas de estudio. Esta tendencia refuerza una estructura del programa en términos
de temas a estudiar y dificulta su evolucion hacia un conjunto de cuestiones abiertas a

responder.

(c) La pedagogia dominante preconiza que la ensefianza debe ser cada vez mas
individualizada y personalizada para tomar en consideracion la exigencia creciente de
la atencion a la diversidad de manera que el profesor debe individualizar los objetivos
de los contenidos y hasta el método de ensefianza. Se da por supuesto que son las

diferencias individuales las que determinan principalmente el éxito o el fracaso del
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proceso didactico, olvidando que todo proceso de estudio se desarrolla siempre en el
seno de una comunidad (aunque esta pueda ser virtual) y que la organizacion de la
ensefianza debe basarse, esencialmente, en las caracteristicas compartidas por los
estudiantes, como alumnos, mas que en las singularidades de cada individuo como
persona. Esta concepcion individualista refuerza, de nuevo, un proceso didactico basado
en el estudio de temas puesto que del estudio de cuestiones abiertas debe

responsabilizarse una comunidad.

(d) La pedagogia monumentalista no cuestiona los contenidos de la ensefianza
(matematicos, econdmicos u otros cualesquiera) puesto que los supone transparentes y
no problematicos. Dado que el caracter problematico, provisional y parcial de las
sucesivas respuestas que pueden aportarse a una cuestion cientifica constituye el
«nervio» de todo proceso de modelizacién matematica (en el sentido que la TAD la
conceptualiza) este rasgo del modelo docente imperante, en la medida que se esta
incorporando al modelo docente dominante en las instituciones responsables de la
ensefianza universitaria de las matematicas en economia y empresa, constituye un

impedimento para la vida de la modelizacion matematica en dichas instituciones.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y el desarrollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean la necesidad de superar, no solo la
epistemologia «aplicacionista» imperante, sino también las restricciones que impone la
ideologia pedagdgica dominante en el sistema de ensefianza universitaria. Para ello sera
necesaria la introduccion de nuevos dispositivos y «gestos» didacticos que hasta ahora
permanecian recluidos en el ambito privado de la investigacion y que no tienen una

entrada facil en el contrato didactico habitual.
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CAPITULO 5. Aportaciones y problemas abiertos

1. La problematica inicial: condiciones de posibilidad del cambio didactico

En la introduccion de esta memoria empezabamos planteando algunos aspectos del
problema docente de la ensefianza de las matematicas en los estudios universitarios de
economia y empresa. Aunque el planteamiento se hacia a titulo personal, como
expresion de la perplejidad de una joven profesora que acababa de incorporarse a la
docencia universitaria, es obvio que dicha perplejidad trasluce y expresa un conjunto de
cuestiones que son problematicas para la profesion docente en su conjunto y que estan
en el origen del problema didactico que hemos tratado en esta memoria. Llegados a este
punto, podemos retomar dichas cuestiones enfatizando que en todas ellas esté presente,

de manera mas o menos latente, la propuesta de la necesidad de un cambio didéctico:

¢Por qué las asignaturas de matematicas, que se sitdan en los primeros cursos de los
estudios universitarios de economia y empresa y que supuestamente constituyen una base
para el estudio de otras materias, son abandonadas por muchos de los estudiantes y acaban
convirtiéndose en la «Ultima asignatura de la carrera»? ;Como se podria cambiar esta
situacion andmala? ,Como se explica que los estudiantes puedan prescindir completamente
de la formacion matematica a lo largo de sus estudios de economia y empresa? ;Quién huye
de las matematicas, los estudiantes o las instituciones responsables de disefiar los
programas de estos estudios? ;Cémo se podria conseguir una ensefianza de las matematicas
funcional, en la que se pusiera de manifiesto la utilidad y el sentido del uso de las

matematicas para abordar problemas que surgen en el ambito de la economia y empresa?

Una reaccion muy extendida ante esta problematica consiste en suponer que seria

posible cambiar las cosas mediante una accidon directa y voluntaria sobre algunos
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elementos del sistema de ensefianza que estan al alcance del trabajo del profesor. Se
supone que para provocar un cambio en la direccién deseada bastaria con mejorar la
formacion de los profesores y cambiar los programas de estudio para integrar de
manera adecuada las matematicas en la formaciéon de los futuros profesionales de
economia y empresa.

Esta forma espontdnea de interpretar los mecanismos del cambio didéctico se apoya en
una ideologia cultural segun la cual las regularidades que rigen el desarrollo de la
realidad social y antropoldgica (entre las que se sitla el hecho educativo), si es que
existen, son de naturaleza absolutamente diferentes de las que rigen la evolucion de la
realidad natural. Asi, mientras que culturalmente se acepta que la realidad natural esta
regida por leyes, la realidad social y antropoldgica es considerada como el ambito de las

decisiones «voluntarias» y de la «libertad» humana.

Este prejuicio, junto a una concepcién individualista de la ensefianza, son los
principales fundamentos ideoldgicos sobre los que descansa, en el ambito de la
ensefianza, el convencimiento de que el profesor, incluso individualmente, tiene plena
libertad para elegir los dispositivos didacticos con los que organizara el proceso de
ensefianza y, en gran medida, para seleccionar y estructurar los contenidos de la misma.
Esta posicion cultural ante el cambio didactico no es ajena al mundo de la investigacion
didactica. En el caso de la ensefianza de las matematicas se ha tendido tradicionalmente
a considerar que el cambio del sistema educativo depende principalmente del libre
albedrio de los protagonistas de dicho sistema, poniendo un énfasis especial en la
formacion del profesorado como eje principal de dicho cambio. Sin embargo, en las dos
ultimas décadas estamos asistiendo a lo que la investigadora francesa Michele Artigue
denomina la «consolidacion de los enfoques socio-culturales» entre los que cabe
mencionar la etnomatematica, la educacion matematica critica, la socioepistemologia vy,
especialmente, la teoria antropoldgica de lo didactico (Artigue 2011). Se trata de
enfoques que, con caracteristicas e intereses muy diferenciados, plantean el problema de

las condiciones del cambio didactico en un universo mas amplio y complejo.

En el caso particular de la TAD, al enfatizar la dimension institucional y sistémica de la
realidad antropoldgica, se empieza por situar el problema de la formacién del

profesorado en el ambito de un problema didactico mucho més extenso que afiade como
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principales motores del cambio la investigacion en didactica y el desarrollo del sistema
educativo:
L’insistance sur la seule formation des professeurs (et des autres personnels) oblitére ainsi le role
cardinal, d’une part de la recherche (en didactique), d’autre part du systéme (d’instruction
publique) dans la marche générale des choses. Et c’est, par contraste, dans la perspective dessinée

par ces deux « piliers » qu’il faut poser le probleme de la formation des professeurs. (Chevallard
2000, p. 98)

En consecuencia, la TAD situa el problema de las condiciones del cambio didactico en
un ambito alejado de las concepciones individualistas y voluntaristas de la ensefianza.
La TAD postula que el cambio didactico serd una consecuencia del desarrollo del
«saber didactico» —transferible, objetivo y técnico—, apostando por un progreso del
sistema de ensefianza, esto es, de las «técnicas didacticas» y de las «tecnologias
didacticas», que pueda sustentarse en un cuerpo teodrico fundado cientificamente. Se
postula ademas que en el desarrollo de este saber, ocupa un lugar esencial el estudio de
las condiciones que se requieren para que sea posible un cambio didactico en una
direccién determinada y las restricciones que lo obstaculizan, dificultan e incluso lo
impiden: es lo que se designa como el estudio de la ecologia didactica de los sistemas
de ensefianza. De hecho, la TAD define la didactica como la ciencia de las condiciones

y las restricciones de la difusion de los conocimientos en la sociedad.

2. Aportaciones en relacion a la ecologia de la modelizacion matemética en los

estudios de ciencias economicas y empresariales

Como consecuencia de lo dicho en el apartado anterior, las aportaciones de esta
memoria deberan ser interpretadas principalmente como aportaciones al problema de la
ecologia del cambio didactico (en el ambito matematico e institucional que hemos
considerado). Es entonces importante subrayar claramente que esta memoria no
pretende simplemente ni prioritariamente aportar una nueva forma de ensefiar las
matematicas en los estudios universitarios de economia y empresa. Tampoco pretende
unicamente proponer una organizacion de la ensefianza de las matematicas que permita
integrar la modelizacion matematica en el corazon de dichos estudios. Es cierto que
hemos hecho una propuesta didéctica que cumple esas condiciones y que propugna un
cambio didactico profundo del papel de las matematicas en la institucion docente que

hemos tomado en consideracion. Ademas, hemos experimentado, modificado
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sucesivamente y evaluado dicha propuesta y podemos considerar que, como propuesta
viable, constituye una aportacion al desarrollo de la ensefianza de las matematicas en los
estudios de economia y empresa. Pero las aportaciones que queremos subrayar aqui son
las que han servido para fundamentar y para disefiar dicha propuesta, esto es, las que se
han obtenido a partir del andlisis previo de las condiciones que deben satisfacer las
organizaciones didacticas para hacer posible la integracion de la modelizacién
matematica en los estudios universitarios de economia y empresa y, en particular, del
analisis de las restricciones que dificultan dicha integracion en los actuales sistemas de
ensefianza. Se trata, en definitiva, de las aportaciones en relacion a la dimension
ecologica del problema de la modelizacion matematica (Gascon 2011) en el &mbito de

la ensefianza universitaria de las ciencias economicas y empresariales.

En efecto, después de los resultados obtenidos en las tesis doctorales de Cecilio Fonseca
(2004) y Berta Barquero (2009), citados ampliamente en esta memoria, las cuestiones
iniciales que nos plantedbamos en esta investigacion tomaron un cariz un poco diferente

para centrarse en el papel de la modelizacion matematica y en su ecologia institucional:

¢;Cémo es posible que la modelizaciobn matematica de sistemas econdémicos esté
practicamente ausente o, en el mejor de los casos, juegue un papel absolutamente
secundario y accesorio en los estudios universitarios de economia y empresa? ,Como se
podria modificar esta situacion?

Los cursos «cero», ;sirven realmente para paliar las discontinuidades matematicas entre el
bachillerato y la Universidad? Dichos cursos, ¢qué diagndstico proponen implicitamente
sobre las carencias de la ensefianza Secundaria? ;Como pretenden remediar dichas
carencias? ;Qué cambios matematico-didacticos proponen? ;Hasta qué punto potencian o
facilitan la integracién de la modelizacidbn matematica en los estudios de ciencias

econdmicas y empresariales?

En lo que sigue sintetizaremos muy brevemente dichas aportaciones partiendo de las
cuestiones y conjeturas que hemos utilizado en el primer capitulo de esta memoria para
formular nuestro problema de investigacion y enfatizando las cuestiones que forman

parte de la citada dimension ecologica del problema tratado.
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2.1. El papel de la modelizacion matemética en las instituciones actuales
responsables de la ensefianza de las ciencias economicas y empresariales

Partimos del principio que las matematicas son una herramienta de modelizacion de
sistemas extra e intra-matematicos y que esta funcién instrumental es lo que les da
sentido en la ensefianza. Sin embargo, esta funcion estd muy poco presente en los
sistemas actuales de ensefianza de las matematicas, en los distintos niveles educativos
en general y en los estudios universitarios en particular.

Antes de proponer cambios didacticos controlados del papel que juega la modelizacion
matematica en las instituciones docentes, es necesario indagar cual ha sido el resultado
producido por la transposicion didactica al actuar sobre la actividad de modelizacién
matematica, esto es, cual es el estado actual de las cosas en lo que se refiere al papel de
la modelizacion matematica en las instituciones de ensefianza de las ciencias
econdmicas y empresariales. Se trata de una cuestion que no se suele plantear cuando la
problematica didactica se mantiene muy proxima a la problematica docente puesto que
el profesor, como tal profesor, tiene que negar la existencia de los procesos
transpositivos para preservar la legitimidad de la matematica ensefiada, manteniendo asi
la ilusién de la existencia de un Unico saber matematico que, naturalmente, coincidiria

con el que se ensefia en las instituciones docentes (Chevallard 1985/1991).

Con el objetivo de empezar a indagar los efectos de la transposicion didactica sobre el
papel que juega actualmente la modelizacidbn matematica en las instituciones que
estamos considerando, hemos empezado a poner en practica una metodologia muy
ligada a lo que Chevallard (2011) designé como el analisis clinico de la didactica y que
engloba lo que suele denominarse ingenieria didactica. Dicho analisis incluye la
observacion y la descripcion detallada de las praxeologias matematicas y didacticas
efectivamente existentes en determinadas instituciones, utilizando como referencia

determinados modelos epistemolégicos y didacticos.

El recorte institucional que hemos utilizado para enmarcar esta problematica engloba las
instituciones docentes responsables del bachillerato y de la ensefianza universitaria de
economia y empresa. Por lo tanto, la base empirica que hemos tomado en consideracién
abarca desde los programas oficiales, los libros de texto y de consulta y los examenes de
los nuevos grados en el ambito de la economia y la empresa de una amplia muestra de

las universidades espafiolas, hasta la historia de la formacién econémica en la ensefianza
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secundaria espafiola, los programas de bachillerato, los libros de texto de secundaria y

los examenes de acceso a la Universidad.

En este apartado abordaremos la cuestion central:
¢,Cual es el estado actual de la modelizacién matematica
en los estudios universitarios de economia y empresa?
que podemos declinar en el siguiente conjunto de cuestiones derivadas:

¢Como ha evolucionado histéricamente el papel de las mateméticas (y, muy
especialmente, la funcién de la modelizacion matematica) en las instituciones
universitarias responsables de los estudios de economia y empresa? ¢Cémo se
relaciona el papel actual de la modelizacion matematica en dichas instituciones
docentes con el tipo de matematicas que se estudian en el bachillerato de ciencias
sociales? ¢Como se considera en dichas instituciones (como se describe y cémo se
interpreta por los sujetos de la misma) la modelizacion matematica y su relacién con la
economia y la empresa? ¢Cual es, en definitiva, la forma de interpretar la relacion
entre las matematicas y la economia y empresa en las instituciones universitarias de
ensefianza correspondientes?

Podemos sintetizar las principales aportaciones de nuestra investigacion relativas a estas

cuestiones en los puntos siguientes:

(1) En la ensefianza universitaria espafiola de las matematicas para la economia y
empresa (y de manera bastante analoga al caso de las ciencias experimentales),
prevalece una organizacion de los contenidos matematicos que sigue una légica
matematica de construccion de conceptos y no de construccién de modelos. Dado que
esta organizacion sitta las nociones y teoremas como origen de la actividad matematica,
tiende a construir tipos de problemas muy «aislados» y «cerrados». Los problemas que
surgen o podrian surgir en el dmbito de la economia y empresa se utilizan para
ejemplificar el uso de las definiciones y teoremas, delimitando al mismo tiempo el
ambito de la aplicacion. Casi siempre aparecen al final del proceso de estudio, como una
consecuencia de los contenidos de cada tema, una aplicacion que les da sentido y

muestra su funcionalidad.

(2) El trabajo transpositivo se ha limitado a retomar una organizacion ya elaborada por
la matematica sabia que prevalece en la mayoria de estudios universitarios de las
ciencias experimentales y afadir algunas aplicaciones a modo de «ejemplos

motivadores» al final del capitulo, sin producirse una reconstruccion especifica de los
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contenidos matematicos a ensefiar a partir de las necesidades que se plantean en los
estudios de economia y empresa. Existe algin ejemplo de trabajo transpositivo en esta
direcciéon, como el libro de Chiang (2006), pero su difusion en la ensefianza es

extremadamente limitada.

(3) La ldgica del desarrollo matematico sabio acaba prevaleciendo sobre la I6gica del
desarrollo de los sistemas econdémicos y empresariales y, en consecuencia, la
problematica de la modelizacibn matematica estd practicamente ausente. Las
matematicas, lejos de considerarse como una herramienta de modelizacion de los
sistemas econOmicos y empresariales, se ven relegadas en las citadas instituciones
docentes a un papel secundario que permite, a lo sumo, precisar y cuantificar algunos

aspectos de los fenOmenos econémicos.

(4) En el caso de los estudios de bachillerato y, mas especificamente, en las
«Matematicas para las ciencias sociales» aparece el mismo fendmeno transpositivo,
hasta el punto que la asignatura de matematicas especifica de la modalidad de ciencias
sociales ha acabado siendo practicamente una version reducida y simplificada de su
analoga para la modalidad de ciencias y tecnologia, cuyos contenidos parecen
paradojicamente mas afines a los de las asignaturas de matematicas de las carreras de

economia y empresa.

(5) En las instituciones escolares (tanto en el bachillerato de la modalidad de ciencias
sociales como en la ensefianza universitaria de economia y empresa) se considera que
las matematicas no son de ninguna manera constitutivas del conocimiento econémico-
empresarial. Las matematicas, una vez construidas, se «aplican» a las ciencias
econdmicas y empresariales sin «contaminarse» por ellas y sin modificar la
probleméatica econémico-empresarial a cuyo estudio contribuyen. La actividad de
modelizacion matematica se interpreta asi como una mera «aplicacion» de
conocimientos matematicos previamente construidos y, en los casos mas extremos, se
confunde la modelizaciobn matemética con la construccion de sistemas econdmicos
artificiales para que se ajusten a la utilizacion de las herramientas matematicas que se
quieren aplicar. Se constata asi la vigencia del aplicacionismo (Barquero 2009) como
forma dominante de interpretar la relacion entre las matematicas y la economia y

empresa.
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(6) La relativa «universalidad» de estos resultados en el ambito empirico que hemos
tomado en consideracion refuerza nuestra hipotesis que las fuertes restricciones que
dificultan y practicamente impiden articular la ensefianza de las matematicas en torno a
la modelizacibn matematica de sistemas econdémico-empresariales, no podran ser
eliminadas de manera puramente voluntarista. Parece obvio que se requerird un mayor
conocimiento de los mecanismos que estan en el origen de dichas restricciones, del
nivel de codeterminacion didactica en el que surgen y de los instrumentos y dispositivos
que se requieren para convertirlos en condiciones modificables.

El movimiento post-autista constituye un sintoma muy interesante de la insuficiencia del
voluntarismo para cambiar las cosas en una direccion determinada incluso en el caso en
que, como sucede en el manifiesto de dicho movimiento, se perciba con bastante
claridad el sin sentido del uso descontrolado de la formalizacion matematica en algunos
estudios universitarios de economia. Esta constatacién no permite por si sola proponer
criterios fundados para decidir cuél seria un uso «adecuado» de las matematicas en
economia ni, mucho menos, para disefiar el tipo de dispositivos didacticos que
permitirian cambiar las cosas en la direccion de un uso funcional de las matematicas en

la ensefianza de las ciencias econdémicas y empresariales.

2.2. El problema de la ecologia de la modelizacion matematica de sistemas
econdmicos en la ensefianza universitaria

Una vez constatada la ausencia de una ensefianza universitaria que otorgue un papel
principal a la modelizacién matematica de sistemas economicos, surge la cuestion de la
ecologia de dicha ensefianza, es decir de las condiciones que se requieren y las
restricciones que dificultan llevarla a cabo de forma normalizada en la universidad
actual. Para responderla a esta cuestion es importante tener en cuenta la necesidad de
priorizar y jerarquizar las restricciones que tomaremaos en consideracion puesto que no
todas tienen la misma importancia ni la misma relevancia. Asi, puede suceder que una
restriccion concreta sea tan decisiva que anule o convierta en practicamente irrelevantes

a las restantes.

Las investigaciones relativas a la problematica ecoldgica han puesto de manifiesto que
las restricciones que determinan las caracteristicas de las praxeologias institucionales

(ya sean praxeologias matematicas, didacticas o de cualquier otro tipo) son, en general,
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independientes de la voluntad de los sujetos de las mismas. Lo anterior no significa que
las restricciones sean inamovibles ni que los sujetos no tengan responsabilidad alguna
en lo que se refiere a la trasformacion de las praxeologias. Siempre existen restricciones
que parecen inaccesibles desde ciertas posiciones institucionales (como, por ejemplo,
desde la posicion de «profesor» o de «alumno») y pueden serlo desde otras (por ejemplo
la de «director de un centro educativo» 0 «colectivo académico»), convirtiéndose asi en

una condicion para esta posicion.

El primer ambito institucional que hemos tomado en consideracion en este estudio
ecologico incluye los cursos «cero» 0 cursos propedéuticos de matematicas que
organizan las diferentes universidades espafiolas por considerarlos la respuesta
institucional espontanea al problema de las discontinuidades matematicas y didacticas
entre la Secundaria y la Universidad y, por lo tanto, un posible factor de cambio en el
papel que puede jugar la modelizacion matematica en el estudio de las ciencias
econdmicas y empresariales en los primeros cursos universitarios. En segundo lugar, y
como nucleo principal del ambito institucional considerado, hemos tomado los propios
cursos universitarios de matematicas para la economia y la empresa. En ambos casos
(cursos propedéuticos y cursos universitarios) hemos empezado analizando «c6mo son
las cosas» actualmente para proponer, a continuacion, modificaciones en una direccion
determinada, esto es, para proponer una nueva forma de ensefiar las matematicas en los
estudios universitarios de economia y empresa a fin de analizar su viabilidad, las
condiciones que se requieren para implementarla y, sobre todo, las restricciones que su

implementacidn pone de manifiesto.

La base empirica considerada en lo que respecta a los cursos propedéuticos abarca los
programas de cursos «cero» de bastantes universidades espafolas, tanto de ciencias
econdémicas como de ambitos estrictamente cientificos (biologia, geologia, quimica,
etc.); entrevistas a profesores responsables de la docencia de dichos cursos y materiales
utilizados tanto por los profesores como por los alumnos y la observacion detallada de
dos de estos cursos (Serrano 2007). En una segunda fase, después que el sistema
universitario espafiol estuviese integrado en el Espacio Europeo de Educacion Superior,
hemos vuelto a analizar los programas de cursos «cero» ofrecidos en muchas
Universidades espafiolas, esta vez restringiéndolo al &ambito econdmico. Forma parte de

este primer bloque de material empirico, el disefio, experimentacién y evaluacion de los
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cursos propedéuticos sustentados en la TAD (praxeologias matematicas reconstruidas,
modelo epistemoldgico de referencia, datos obtenidos del andlisis clinico de las

sucesivas experimentaciones, etc.).

En lo que respecta a los cursos universitarios de matematicas para la economia y la
empresa, ademas de la base empirica necesaria para indagar el estado actual de la
modelizacion matematica en los estudios universitarios de economia y empresa (y que
hemos comentado en el apartado anterior), hemos considerado todo el material empirico
originado por el disefio, experimentacion durante mas de cinco cursos académicos,
observacion y evaluacion de los recorridos de estudio e investigacion descritos en el

capitulo 4 de esta memoria.

La cuestion central que nos planteamos es la siguiente:
¢ Qué tipo de restricciones, procedentes de qué nivel de la escala de niveles
codeterminacion didactica son cruciales para la ecologia de la
modelizacion matematica en las instituciones universitarias responsables
de los estudio de economia y empresa?

Que podemos declinar en las cuestiones derivadas:

¢ Qué incidencia tienen o podrian tener los cursos propedéuticos sobre la vida de la
modelizacion matematica en un primer curso universitario de ciencias econémico-
empresariales? ¢Y si los cursos propedéuticos son disefiados e implementados en base
a los principios de la TAD? ¢Qué restricciones dificultan o impiden organizar el
estudio de las matemdticas en torno a la modelizacion de sistemas economico-
empresariales? ¢En qué niveles de la jerarquia surgen dichas restricciones? ¢Qué
condiciones se deberian instaurar, y en qué niveles de la jerarquia, para que fuese
posible la vida de la modelizacion matematica con las caracteristicas que propone la
TAD? ¢Como incide el «aplicacionismo» sobre el papel que se otorga a la
modelizacion matematica en las instituciones universitarias responsables de los estudio
de economia y empresa? ¢Qué dispositivos didacticos se requieren para convertir la
modelizacion matematica de sistemas econdmico-empresariales en el nucleo de la
ensefianza de las matematicas en los estudios de economia y empresa?

Los resultados obtenidos se pueden resumir en los puntos que presentamos a

continuacion.

(7) La respuesta institucional que la universidad ofrece al problema de las
discontinuidades entre la Secundaria y la Universidad se materializa en un modelo

didactico con fuertes rasgos «teoricistas» Yy «tecnicistas» sustentado en una
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epistemologia de corte «conceptualista». En efecto, el modelo didactico de los cursos
«cero» habituales pretende cubrir las lagunas de la ensefianza secundaria mediante la
acumulacién de nuevos conceptos y nuevas relaciones entre ellos y mediante la
ensefianza de ciertas técnicas basicas (principalmente algoritmicas) que no se han
trabajado en secundaria. Se constata asi que los cursos «cero» habituales, al agravar el
aislamiento y la desarticulacion de las praxeologias matematicas que se estudian en
secundaria, fortalecen ain mas las restricciones que dificultan la integracion de la

modelizacion matematica en los cursos universitarios de economia y empresa.

(8) Los cursos «cero» fundamentados en la teoria antropoldgica de lo didactico estan
centrados en el estudio de una cuestion generatriz que permite la articulacion mediante
el uso sistematico de la modelizacion matematica, de praxeologias puntuales que
aparecen aisladas en la matematica escolar de Secundaria. La puesta en marcha de estos
cursos muestra que es posible disefiar e implementar cursos «cero» con caracteristicas
muy distintas a la respuesta institucional espontanea que ofrece la universidad y que
preparan para una mejor aceptacion de las matematicas como herramienta de
modelizacion de situaciones econdmicas. Pero, en todo caso, los resultados a largo
plazo muestran, como era de esperar, la insuficiencia de los cursos «cero» para
modificar de forma significativa las restricciones que dificultan la integracion de la

modelizacion matematica en la ensefianza universitaria de economia y empresa.

Las condiciones que se requieren para posibilitar que los estudiantes reconstruyan
praxeologias matematicas locales relativamente completas mediante un trabajo
sistematico de modelizacion matematica se sitian en un ambito institucional
radicalmente mas amplio que el abarcado por los cursos «cero». En esta memoria nos
centramos especialmente en las condiciones que se deben instaurar en el ambito
universitario para posibilitar este tipo de actividad matematica y en las restricciones,
provenientes de cualquiera de los niveles de codeterminacion, que inciden sobre dichas
posibilidades. Esta opcion parece mas economica metodologicamente porque en el
ambito universitario se disfruta de mas autonomia docente que en los institutos de
educacion secundaria y porque las restricciones debidas al proceso de transposicién

didactica son mas «duras» en la ensefianza secundaria que en la universidad.
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(9) Los recorridos de estudio e investigacion (REI) experimentados durante mas de
cinco cursos académicos consecutivos en 1QS School of Management resultan ser un
dispositivo didactico apropiado para facilitar la integracion de la modelizacién
matematica en los estudios universitarios de economia y empresa. En particular hemos
mostrado que existen cuestiones empresariales «reales» o «realistas» suficientemente
generativas como para servir de punto de partida de distintos REI y que dichas
cuestiones pueden ser abordadas con modelos matematicos elaborados con las
herramientas de lo que constituye un primer curso universitario de matematicas para la

economia y empresa.

(10) Para garantizar el funcionamiento de los REI como dispositivo normalizado y su
«rendimiento» en términos de integracion de la modelizacion matematica, se requiere
qgue (los REI) constituyan el ndcleo en torno al cual se organizan los contenidos y
actividades de las materias 0 asignaturas de matematicas, incluyendo el proceso de
evaluacion de las mismas o, en otras palabras, que los REI no se organicen de forma
aislada del resto de dispositivos del programa de estudios. En nuestro caso, y a
diferencia de la investigacion de Barquero (2009), los REI experimentados en la
asignatura de Matematicas para la economia y empresa de 1QS-ADE se han articulado
totalmente a la organizacion didactica global de la asignatura, lo que constituye un
avance importante en relacion a los resultados obtenidos hasta la fecha. Ademas, la
pervivencia a largo plazo del cambio didactico originado por la integracion de la
modelizacion matematica resulta mucho mas segura si los REI constituyen el nucleo del
programa de estudios que si los REI se organizaran como un mero apéndice de los

demas dispositivos didacticos.

(11) Una condicion imprescindible para que los REI constituyan el ndcleo de un
programa de estudios (en nuestro caso del programa de la asignatura de Matemaéticas
para la economia y empresa de 1QS-ADE) radica en la elaboracion de infraestructuras
matematicas mediante un importante trabajo de ingenieria matematica con el objetivo
de organizar los contenidos del curso en torno a tipos de problemas y no de conceptos
matematicos. Se requiere, asimismo, la elaboracién de discursos tecnoldgico-tedricos

totalmente nuevos para adaptarlos a las nuevas organizaciones matematicas ensefiadas.
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(12) Para hacer posible la implantacion efectiva del nuevo contrato didactico inherente a
los REI se requiere la creacion de nuevos gestos didacticos como, por ejemplo, la
realizacion de actas de sesiones por parte del secretario de cada sesion, la presentacion
de informes parciales con nuevas cuestiones a tratar y propuestas para el trabajo futuro,
las presentaciones orales en clase, la busqueda de informacion méas alla de los media
tradicionales y, en definitiva, la creacion de nuevos dispositivos encaminados a facilitar
que los estudiantes compartan responsabilidades didacticas tradicionalmente asignadas
en exclusiva al profesor. Paralelamente dichos dispositivos facilitaran que el profesor
renuncie progresivamente a un gran numero de «gestos profesionales» que esta
acostumbrado a asumir en exclusiva sin ser casi consciente de ello: planificacion
temporal del trabajo, gestion de las puestas en comun, validacion de las respuestas,

formulacion de las nuevas cuestiones, etc.

(13) Otras condiciones aparentemente secundarias pero realmente muy importantes para
poner en marcha el nuevo contrato didactico son el realismo de la cuestion generatriz
del REI, la simulacién de una situacion profesional real (como, por ejemplo, la de una
consultoria de matematicas que recibe encargos por parte de una o varias empresas
durante el curso) y que el profesor no disponga realmente de una respuesta previa a la
cuestion formulada, hecho bastante habitual dado el grado de «apertura» de estas
cuestiones. Detalles como ponerle un nombre a la empresa, asignarle un logo o, en
algunas ocasiones, hablar de empresas reales (Bicing, Desigual, etc.) constituyen puntos
de apoyo nada despreciables para favorecer dichas condiciones.

(14) Los rasgos fuertemente teoricistas y tecnicistas de la organizacion didactica
universitaria tradicional constituyen una restriccion importante que dificulta
grandemente situar las cuestiones problematicas generadoras de los REI en el nGcleo del
programa de estudios, especialmente aquellas que surgen en el ambito de la economia y
empresa. Esta restriccion se pone claramente de manifiesto en el hecho que los
programas universitarios de asignaturas de matematicas para la economia y empresa se
organizan en torno a nociones o elementos tedricos y, en algunos casos, en torno a
grandes métodos o tipos de técnicas matematicas, pero nunca alrededor de grandes tipos

de cuestiones.
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(15) La aceleracion del tiempo didactico en la organizacion didactica universitaria
tradicional que impide mantener problemas abiertos durante un largo periodo de
tiempo (los alumnos tienen una sensacion de que en los REI «el tiempo no avanza» vy,
por lo tanto, que se estd durante demasiado tiempo realizando un mismo tipo de
actividad), la preponderancia de la «teoria» sobre la «practica» (los alumnos tienden a
considerar que los REI son excesivamente practicos, que hay poca teoria) y el caracter
excesivamente dirigido de la actividad escolar tradicional (los alumnos reclaman mas
direccion en los REI y no entienden cdmo es posible que les hagan «resolver problemas
sin saber los pasos que hay que hacer ni qué sentido tiene»), son rasgos del modelo
didactico tradicional que dificultan la vida de los REI en la ensefianza universitaria

(16) La organizacion pedagogica universitaria tradicional esta intimamente ligada a la
pedagogia monumentalista y, en consecuencia, el objetivo de los procesos de ensefianza
se centra en un contenido establecido de antemano y las cuestiones problematicas que
aparecen ocupan una posicion subsidiaria en los procesos de estudio y tienden a
desaparecer. Ante cualquier cuestion que se pueda plantear, se eliminan las respuestas
provisionales intermedias (puesto que la «buena respuesta» esta predeterminada). Queda
asi patente hasta qué punto esta caracteristica de la pedagogia monumentalista pueda

limitar la vida institucional de los procesos de modelizacion matematica.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y el desarrollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean la necesidad de superar, no sélo la
epistemologia dominante que se manifiesta en el «aplicacionismo» imperante, sino
también las restricciones que impone la ideologia pedagdgica dominante en el sistema
de ensefianza universitaria. Para ello serd necesaria la introduccion de nuevos
dispositivos y «gestos» didacticos que hasta ahora permanecian recluidos en el ambito
privado de la investigacion y que requieren un cambio del contrato didéctico habitual.

2.3 Sintesis de conclusiones
Las conclusiones obtenidas en torno a las cuatro cuestiones problematicas abordadas en

la investigacion se pueden resumir en las siguientes formulaciones.
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Q1: ¢Como se puede describir e interpretar la respuesta institucional espontanea, que
se materializa mediante los «cursos cero» de matematicas, al problema de las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la Secundaria y la Universidad?

La respuesta institucional que la universidad ofrece al problema de las discontinuidades
con que se encuentran los estudiantes al pasar de secundaria a la universidad se
materializa en unos «cursos cero» cuyo objetivo es trabajar, durante un corto periodo de
tiempo, una gran cantidad de organizaciones matematicas poco conectadas entre si con
una organizacion didactica que no activa todos los momentos o dimensiones del proceso
de estudio. Este doble hecho tiende a favorecer, y podria incluso agravar, el aislamiento
y la desarticulacion de las praxeologias matematicas estudiadas en secundaria porque
impide integrar las organizaciones matematicas escolares en organizaciones mas
amplias y completas. Por todo ello los «cursos cero» no facilitan la integracion de la

modelizacion matematica en los cursos universitarios de economia y empresa.

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacion a la respuesta institucional
espontanea, pueden presentar los «cursos cero» si se fundamentan en la teoria
antropoldgica de lo didactico?

Nuestra propuesta de cursos «cero» fundamentada en la teoria antropoldgica de lo
didactico parte del estudio de una cuestion generatriz con suficiente poder generador e
interés econdmico para requerir la articulacion, mediante el uso sistematico de la
modelizacion matematica, de praxeologias matematicas puntuales que aparecen aisladas
en la matematica escolar de secundaria. Esta estrategia permite a los estudiantes
empezar a utilizar las mateméticas de secundaria como una herramienta de
modelizacion de situaciones econdmicas. De todos modos, los resultados a largo plazo
muestran la insuficiencia de estos cursos para modificar de forma significativa las
restricciones que dificultan la integracion de la modelizacion matematica en la

ensefianza universitaria de economia y empresa.

Qs: ¢Qué papel juegan y cual podrian jugar las matematicas en los primeros cursos
universitarios de Economia y Empresa?

La mayoria de las universidades espafiolas responsables de la ensefianza de las

matematicas para la economia y empresa adoptan un programa estandar, similar al
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seguido en carreras cientificas, en los que los contenidos se organizan en torno a la
I6gica interna de los conceptos matematicos y no en torno a tipos de problemas
econdémicos o empresariales. La actividad de modelizacion matematica tiene un papel
muy secundario y, cuando aparece, se interpreta como una mera «aplicacién» de
conocimientos matematicos previamente construidos. Este aplicacionismo, derivado del
modelo epistemoldgico dominante, separa completamente la construccion de los

fendmenos economicos y empresariales de la aplicacion subsidiaria de las matematicas

Q4: ¢Qué condiciones se requieren y qué restricciones dificultan que el estudio
universitario de las matematicas en las instituciones responsables de la ensefianza de
las ciencias economicas y empresariales se organice en torno a la modelizacion
matematica de sistemas econémicos?

Se ha adoptado un dispositivo didactico para la ensefianza de las matematicas como

herramienta de modelizacion basado en los llamados recorridos de estudio e

investigacion. Se han disefiado y experimentado tres recorridos de estudio e

investigacion durante més de cinco cursos académicos consecutivos en la asignatura de

matematicas de primer curso de ADE en IQS School of Management.

El analisis clinico de estas experimentaciones ha dado lugar a dos grandes tipos de

resultados.

(1) Por un lado, se confirman los resultados obtenidos por Berta Barquero (2009) en el
caso de la ensefianza de las ciencias experimentales de que los recorridos de estudio
e investigacion son un dispositivo didactico apropiado para facilitar la integracion de
la modelizacidbn matematica en los estudios universitarios. Se han ampliado los
resultados de Barquero en dos sentidos. En primer lugar se incorpora el ambito
educativo de los estudios universitarios de economia y empresa al de las ciencias
experimentales. En segundo lugar se muestra por primera vez la posibilidad -y la
fecundidad- de integrar los recorridos de estudio e investigacion en la organizacion
didactica global de la asignatura, en lugar de introducirlos como un dispositivo
complementario.

(2) Por otro lado, el disefio, experimentacion y analisis de los recorridos de estudio e
investigacion ha permitido avanzar en el estudio de la ecologia de este dispositivo
didactico y, por extension, de la ensefianza de la modelizacion matematica en un

primer curso universitario de matematicas.
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En lo que se refiere a las principales condiciones que se requieren para integrar los
recorridos de estudio e investigacion en la ensefianza universitaria de las matematicas
como un dispositivo didactico normalizado, destacamos lo siguiente:

- Los recorridos de estudio e investigacion deben constituir el nicleo en torno al cual
se organizan los contenidos y actividades de la asignatura de matematicas,
incluyendo el proceso de evaluacion de las mismas. No basta con que aparezcan
como «complementos» a la organizacion didactica tradicional. Para ello es necesario
un importante trabajo de ingenieria matematica que permita la elaboracion de nuevas
organizaciones curriculares centradas en el trabajo de modelizacion.

- Para disefiar los recorridos, se deben tomar como punto de partida cuestiones
empresariales «reales» o «realistas» suficientemente generativas, en el sentido que su
estudio requiera la utilizacion de una gran parte de los modelos matematicos
elaborados con las herramientas de lo que constituye un primer curso universitario de
matematicas para la economia y empresa.

- La implementacion de los recorridos de estudio e investigacion requiere incorporar
nuevos dispositivos didacticos a la ensefianza universitaria tradicional, encaminados
por un lado a facilitar que los estudiantes compartan responsabilidades que el
contrato didactico imperante asigna en exclusiva al profesor y, por otro lado, a hacer
vivir en el aula algunas de las dialécticas que estan en la base del funcionamiento de
los recorridos. Se han experimentado algunos de estos dispositivos y analizado su
funcionalidad y condiciones de existencia. Se ha mostrado que su funcionamiento
también requiere la renuncia por parte del profesor de un gran nimero de «gestos

profesionales» y la creacion de nuevas técnicas y tecnologias didacticas.

Sobre las restricciones que dificultan el funcionamiento normalizado de los recorridos
de estudio e investigacion —y que inciden, al mismo tiempo, en la posibilidad de la
ensefianza de las matematicas como herramienta de modelizacion—, nuestra
investigacion ha puesto en evidencia las siguientes, que atribuimos a los rasgos
fuertemente teoricistas y tecnicistas de la organizacion didactica universitaria
tradicional y al aplicacionismo caracteristico de la epistemologia dominante:
o Dificultad para situar las cuestiones problematicas generadoras de los
recorridos en el nacleo del programa de estudios, permitiendo que las

necesidades «préacticas» precedan a la introduccién de recursos «tedricos», en
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lugar de partir de un listado de contenidos establecido de antemano en el que

las cuestiones problematicas ocupan una posicion subsidiaria.

o Dificultad para que los problemas abordados en clase permanezcan abiertos
durante un largo periodo de tiempo, dado que el avance del tiempo didactico se
mide en términos de la aparicion formal de conocimientos tedricos y no de

necesidades practicas o aporte y validacion de respuestas a problemas.

o Caracter excesivamente dirigido de la actividad escolar tradicional, que
dificulta que los estudiantes asuman de forma auténoma la resolucién de
cuestiones problematicas, asi como que el profesor delegue en ellos

responsabilidades esenciales del proceso de estudio.

0 Ausencia de un cuestionamiento de la pertinencia del saber ensefiado que se
supone transparente y no problematico, concomitante con una alarmante
escasez de medios para poner a prueba la validez de las respuestas «oficiales»

a las cuestiones planteadas.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y el desarrollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean la necesidad de superar, no solo la
epistemologia «aplicacionista» imperante, sino también las restricciones que impone la
ideologia pedagdgica dominante en el sistema de ensefianza universitaria. Para ello sera
necesaria la introduccion de nuevos dispositivos y «gestos» didacticos que hasta ahora
permanecian recluidos en el ambito privado de la investigacion y que no tienen una

entrada facil en el contrato didactico habitual.

3. Problemas abiertos

3.1. El papel de las matematicas en las ciencias economicas y empresariales fueray
dentro de la ensefianza universitaria

El andlisis empirico de las matematicas que se ensefian actualmente en los estudios
universitarios de economia y empresa muestra que el proceso transpositivo no parece
haber partido de las necesidades matematicas que surgen en el trabajo en ciencias
econdmicas y empresariales, o en los ambitos profesionales directamente vinculados a

estos estudios. Los obstaculos con que se encuentra hoy dia una ensefianza funcional de
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las matematicas para las ciencias econdmicas y sociales es, en gran parte, una
consecuencia de esta falta de trabajo transpositivo que se puede atribuir al predominio
del aplicacionismo como epistemologia dominante en la ensefianza universitaria. Se
plantea asi el problema de estudiar con mayor detalle y sistematicidad la naturaleza de
esta epistemologia dominante y como se relaciona con el papel que ha jugado desde el
inicio el proceso de matematizacién no solo en el desarrollo sino también en la
constitucion de las ciencias econdémicas. Para abordar este problema, no se puede obviar
la existencia de una relacion controvertida entre las ciencias economicas y las
matematicas que, como hemos visto con el caso del movimiento post-autista, sigue sin
una respuesta clara en la actualidad. Tampoco se puede omitir el gran desconocimiento
que existe hoy dia sobre las necesidades matematicas en los ambitos de estudio,
investigacion y desarrollo profesional al mundo de la economia y empresa. Creemos
que el futuro de la ensefianza universitaria no puede prescindir de abordar este problema

social cuyo componente didactico es primordial.

3.2. Las «Matematicas para las ciencias sociales» en el bachillerato

El problema de la ensefianza de las mateméticas como herramienta de modelizacion que
estd en el origen de nuestra investigacion se plantea de forma analoga en la ensefianza
secundaria y, en particular, en el bachillerato de la modalidad de ciencias econémicas y
sociales, la etapa mas proxima a la que se considera aqui. Hemos dicho que las
restricciones transpositivas suelen ser muchas mas rigidas en secundaria que en la
universidad y, en ciertos aspectos, incluso méas en el bachillerato debido a los
impedimentos que genera el examen final de acceso a la universidad. En lo que se
refiere a los recorridos de estudio e investigacion como dispositivo didactico para
facilitar dicha ensefianza, se puede mostrar, a partir de trabajos como el de Javier Garcia
(2005), Esther Rodriguez (2006) y Noemi Ruiz-Munzon (2010), que su ecologia
presenta muchos rasgos similares a los obtenidos en la investigacion que aqui
presentamos y que su implementacion como dispositivo normalizado choca con
restricciones muy fuertes a niveles tanto de la disciplina como de los contratos
didacticos, pedagogicos y escolares dominantes. De todos modos, no existen estudios
sistematicos sobre la posibilidad de organizar todo un curso de bachillerato a partir de
unos pocos REI que permitan recubrir los principales aspectos del curriculum de
matematicas, ni sobre la ecologia de este tipo de propuesta. La articulacion entre el
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bachillerato y la universidad constituye un problema crucial que no puede abordarse

unicamente desde una de las dos instituciones educativas implicadas.

3.3. Incidencia de los recorridos de estudio e investigacion en las praxeologias
personales de los estudiantes

El objetivo principal de nuestra propuesta didéctica, fundamentada en un anélisis
ecologico de los REI, es el de hacer posible que los estudiantes lleven a cabo una
actividad matematica funcional vinculado al ambito cientifico y profesional de la
economia y empresa. En consecuencia, si se pretendiese evaluar el «rendimiento» o,
mas en general, el efecto de esta modalidad de ensefianza sobre las praxeologias
personales de los estudiantes, se deberian utilizar instrumentos de evaluacién
apropiados. Nuestra investigacion no ha abordado de forma sistematica esta dimension,
por otra parte fundamental, del problema de ensefianza dado que, por cuestiones
metodoldgicas, consideramos que la dimensién ecoldgica es previa. A partir de los
resultados obtenidos y del material empirico recogido a lo largo de las
experimentaciones, se pueden plantear multiples cuestiones relacionadas con esta
dimensién como las siguientes:

- Estudio estadistico sistematico de las respuestas a los cuestionarios y entrevistas
para conocer mejor la percepcion de los estudiantes sobre el trabajo realizado en
los REI y su evolucién a lo largo del curso académico, asi como su vision de las
matematicas y de su relacidn con las ciencias econdmicas y empresariales.

- Relacion entre las respuestas al cuestionario y el rendimiento académico de los
estudiantes, tanto en el propio taller como en la asignatura de matematicas y
también en otras asignaturas relacionadas como, por ejemplo, la microeconomia,
la informatica, etc.

- Relacion entre el rendimiento de los estudiantes en el taller y en la asignatura de
matematicas.

- Incidencia de los talleres en la vision que tienen los estudiantes sobre las

matematicas y su funcién en el entorno econémico y empresarial.

3.4. La ecologia regional de los recorridos de estudio e investigacion
La investigacion que hemos realizado esta circunscrita a un ambito institucional muy

concreto y los resultados obtenidos en cuanto a la ecologia de los REI en la ensefianza
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universitaria no pueden extrapolarse tal cual mas all& de este nivel local. El problema de
la difusion de los REI como dispositivo didactico para la ensefianza universitaria de la
modelizacion matematica requiere nuevos estudios que aborden aquellas
particularidades que no siempre se pueden reproducir en otros ambitos institucionales.
Por ejemplo, mientras que en nuestro caso el equipo de profesores siempre contaba con
investigadores en didactica, cabria estudiar qué papel tiene la variable profesor en la
ecologia de los REI. Del mismo modo, la organizacion a nivel escolar y pedagdgico de
IQS School of Management cuenta con unas caracteristicas especificas que no sabemos
cémo han podido incidir en el funcionamiento de los REI: centro de una universidad
privada, grupos con un numero reducido de estudiantes, dedicacién del profesorado e
importancia otorgada a la docencia, nivel socio-econdémico de los estudiantes, atencion

personalizada, recursos pedagogicos disponibles, etc.

3.5. Profundizar en las analogias entre la ensefianza de las matematicas para las
ciencias economicas y para las ciencias experimentales

Nuestra investigacion toma como uno de sus puntos de partida el trabajo de tesis
doctoral de Berta Barquero (2009) en el cual se estudia la ecologia de la modelizacién
matematica en la ensefianza universitaria de las ciencias experimentales. En nuestro
caso, hemos utilizado una metodologia de investigacion similar pero ampliando
significativamente la base empirica, al considerar el curriculo de bachillerato, los cursos
de transicion a la universidad y la experimentacion regular de los REI de forma
integrada a la asignatura de matematicas. Los resultados obtenidos convergen
mayoritariamente con los de B. Barquero y corroboran las hipotesis formuladas en

términos de la ecologia de los REI en la ensefianza universitaria.

Estas similitudes pueden resultar sorprendentes si uno toma en consideracion el hecho
que las ciencias experimentales tienen un nivel de matematizacion mucho mayor que las
ciencias sociales y que el entorno institucional presenta caracteristicas distintas en las
facultades de ciencias y en las de economia y empresa (por ejemplo en el tipo de
formacion matematica del profesorado, la metodologia de las distintas areas, etc.).
Surgen asi dos cuestiones muy distintas. La primera seria de indole metodoldgica. Se
trataria de profundizar en las similitudes y diferencias entre ambos casos, para
contrastarlos en lugar de, como en nuestro caso, adoptar a uno como guia del otro. En

cierta manera, es posible que la investigacién de Barquero nos haya conducido a
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privilegiar los géneros proximos en detrimento de las diferencias especificas. La
segunda cuestion es de indole epistemoldgica y consiste en abordar, a través del estudio
del papel de la modelizacion matematica en las distintas ciencias y su ecologia
institucional, el problema sefialado al inicio de este apartado de la relacion entre las
matematicas y las demas ciencias asi como la manera en que los procesos de
transposicion didactica inciden en esta relacion. La cuestion subyacente seria la del
proceso de matematizacion progresiva de las distintas ciencias, la manera en que este
proceso se traslada a la ensefianza y, reciprocamente la forma en que la ensefianza —
especialmente la universitaria— incide en él. Para este estudio es necesario ampliar el
ambito empirico mas alla de los alumnos y profesores para incluir a los investigadores y

profesionales de la empresa.

El recorrido de estudio e investigacion que ha dado lugar a esta memoria se inicié a
partir de un problema docente muy practico sobre qué matematicas ensefiar en los
estudios universitarios de Economia y Empresa y cdmo organizar dicha ensefianza. La
problematizacién de esta cuestion en el marco de la teoria antropolégica de lo didactico
provoco la necesidad de elaborar un analisis epistemoldgico de la matematica escolar y,
especialmente, del papel que tiene la modelizacion matematica en el estudio de
problemas vinculados a la economia y empresa. Este estudio nos condujo al analisis de
las condiciones de posibilidad de nuevos dispositivos didacticos que faciliten la vida de
una actividad matematica funcional centrada en la modelizacion de sistemas
econdémicos y empresariales. La experimentacion de estos dispositivos ha puesto en
evidencia rasgos importantes de su ecologia institucional que delimitan un espacio de
posibilidades y condiciones para la renovaciéon de la ensefianza universitaria de las
matematicas. Las cuestiones que se abren al final de este recorrido exceden
ampliamente tanto el margen de accion de la propia practica docente, como el &mbito
institucional en el que surgia la cuestion inicial. De hecho, nos conduce a un problema
de epistemologia general y de gestion social de la transmision del conocimiento
relativo a la funcidon de las matematicas como herramienta en las practicas sociales
relacionadas con las distintas ciencias y su papel en la evolucion de las mismas. No
deberia sorprender que este problema tenga un fuerte componente didactico y que pueda

—y deba— abordarse con las herramientas que proporciona la ciencia didactica.
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Anexo 1.1. Emergencia de la teoria antropoldgica de lo didactico

En este apartado presentamos una «reconstruccion histérica» de las evoluciones de los
diversos enfoques en investigacion en didactica siguiendo la propuesta de Gascén
(1998) que han confluido hasta conformar las bases de la teoria antropolégica de lo

didactico (TAD), iniciada por Yves Chevallard a finales de los afios ochenta.

El enfoque clasico en didactica de las matematicas se caracteriza por la suposicion
acritica que el conocimiento matematico no es problematico, que el problema reside en
su ensefianza y aprendizaje, y que los saberes que se utilizan para describir e interpretar
los hechos educativos (pedagogia, psicologia, sociologia, etc.) pueden ser «aplicados» a
los problemas didacticos pero no pueden ser modificados como consecuencia de esta
aplicacion. A partir de aqui, se pueden distinguir dos enfoques sucesivos en el
desarrollo de la problematica didactica clasica. EI primero, centrado en el aprendizaje
del alumno, tiene como objeto primario de investigacion el conocimiento matematico
del alumno y su evolucion, delegando explicitamente en la psicologia la
fundamentacion cientifica de la didactica. El segundo enfoque amplia la problematica
didactica introduciendo cuestiones relativas al profesor y a su formacién profesional,
tomando como objeto primario de investigacion la actividad y el pensamiento del
profesor. En este caso, se necesita una base multidisciplinar mucho mas amplia que
incluya, entre otros, la psicologia educativa, la sociologia y la epistemologia de las

matematicas para fundamentar la investigacion.

A principios de la década de los setenta del siglo pasado, el investigador francés Guy
Brousseau vio la necesidad de crear un modelo propio, explicito y contrastable de la
actividad matematica que no se redujera al estudio de los procesos cognitivos de los
alumnos, para estudiar los fendmenos ligados a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Se toma como objeto de estudio no al alumno haciendo matematicas, sino
la situacion didactica por medio de la cual los alumnos consiguen apropiarse de un
saber matematico especifico ya constituido o en vias de constitucion. Se pasa asi a
considerar el proceso de ensefianza-aprendizaje en situacion, entendiéndose por
situacion didactica el conjunto de relaciones establecidas explicitamente o
implicitamente entre tres elementos: el alumno o grupo de alumnos; la interaccion del
alumno con un medio formado por un conjunto de objetos e instrumentos sin intencién

didactica, y el profesor o «instancia ensefiante», que propone al alumno diferentes
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situaciones con la intencion de hacer que se apropien de un saber matematico. Nace asi
la teoria de las situaciones didacticas (TSD), cuya principal aportacion fue postular la
existencia de fenomenos didacticos no reducibles a fendmenos psicoldgicos o
sociologicos, cuyo estudio necesita una modelizacion explicita y contrastable del saber
matematico en términos de situaciones. La ampliacion clave fue el postulado de
Brousseau (1986) de que todo fendmeno didéctico tiene un componente matematico
esencial, lo que comporta la problematizacion del conocimiento matematico y la
necesidad de elaborar modelos epistemologicos especificos de la didactica. De aqui que
Brousseau hubiera propuesto llamar epistemologia experimental a la nueva disciplina

gue preconizaba su teoria (Gascon 1998).

La necesidad de estudiar las condiciones de creacion y difusion del conocimiento
matematico en las diferentes instituciones sociales, desde las productoras o creadoras
del conocimiento, hasta las que lo utilizan como instrumento, pasando por las
instituciones mas propiamente didacticas, es decir, centradas en la ensefianza de las
matematicas, es el punto de partida del llamado enfoque antropoldgico en didactica
creado por el investigador Yves Chevallard, discipulo de Brousseau, a finales de los
afios ochenta. Este enfoque, que supone una ampliacion de la problematica de la TSD,
nace con las primeras teorizaciones sobre el proceso de transposicion didactica
(Chevallard 1985/1991), que pone de manifiesto que no es posible interpretar la
matematica ni la actividad matematica que se estudia en la escuela sin tener en cuenta
fendmenos relacionados con los procesos de (re)construccion de las matematicas que

tienen el origen en la institucion «sabia» o productora de los saberes matematicos.

Los procesos de transposicion didactica distinguen diferentes tipos de «saberes» (cf.
figura 1) que intervienen en todos los procesos de ensefianza y aprendizaje:
- el «saber sabio» o saber matematico, tal como lo produce la comunidad cientifica;
- el «saber matematico a ensefiar», tal como es designado oficialmente por los
programas oficiales y libros o tratados para la ensefianza;
- el «saber matematico ensefiado», tal como es realmente ensefiado por los profesores
en el aula;
- el «saber matematico aprendido» o construido por los alumnos al final del proceso

de ensefianza-aprendizaje y que queda disponible para nuevos procesos de estudio.
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Saber sabio Saber a ensefiar Saber ensefiado Saber aprendido
Instituciones

productoras del saber

«noosfera» «institucion escolar» «grupo de alumnos»

1
1
1
1
:
1
Sistema educativo Escuela, aula Comunidad de estudio | |
1
1
1
1
1
1
1

1
SOCIEDAD ! ESCUELA

___________________________________________________________________________________

Figura 1. Proceso de transposicion didactica

Mientras que algunas teorias didacticas tienden a centrar su analisis en las dos Gltimas

etapas del proceso transpositivo, la TAD postula que no es posible explicar las

caracteristicas del «saber aprendido», ni ninguno de los fendmenos didacticos que

emergen en él, sin tomar en consideracion todas las etapas de la transposicion. El

investigador se deberia situar asi en una posicion externa en relacion a las diversas

instituciones que forman parte de su objeto de estudio. Esto supone disponer de un

modelo suficientemente rico para describir el saber matemaético tanto si se situa en la

institucion «sabia», como si se trata de la practica de un estudiante universitario o de un

alumno de primaria. En este aspecto, el modelo de las situaciones didacticas propuesto

por G. Brousseau presenta dificultades importantes. Por ello, Y. Chevallard introduce la

nocion de praxeologia o de organizacién praxeoldgica como elemento basico para la

descripcion del saber. Dicha nocidn estd descrita detalladamente en el primer capitulo

de esta memoria.

Chevallard (2006a) afirma que no hay un sistema de referencia privilegiado desde el

cual observar, analizar, juzgar el mundo de los saberes y mas ampliamente, el de las

praxeologias. El «saber sabio» es una funcidn y no una sustancia, respecto a la cual el

didacta se debe descentrar expresamente. Pero la ausencia de un sistema de referencia

absoluto no hace menos imprescindible la utilizacion de sistemas de referencia relativos

adecuados a cada situacion, modelos cuyo carécter hipotético les atribuye una

provisionalidad permanente —o, mejor dicho, una evolucién permanente—, siempre

sometidos a la prueba del contraste empirico y reformulados en funcién de los nuevos

problemas por abordar (Bosch & Gascon 2005). Este modelo, que constituye una

herramienta fundamental para la emancipacién epistemoldgica e institucional del

analisis didactico, en términos de la TAD recibe el nombre de modelo epistemologico de

referencia.
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Anexo 2.1. Direcciones de las paginas web de los programas de grados en economia
de facultades espafiolas:

Universidad de Alcala (www.uah.es):
Grados en Administracion y direccion de empresas y en Contabilidad y Finanzas:

- Matematicas I:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=340001&CodPlan=G34
0&ANn0=2011-12

- Matematicas II:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=340004&CodPlan=G340
&Anno=2011-12

Grado en Economia:

- Andlisis matematico:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=360004&CodPlan=G360
&Anno=2011-12

Universidad Alfonso X (www.uax.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas:
- Matematicas empresariales:
http://campus.uax.es/asignatura/html_alumno/asig_prog.php?cod_asig=0120105&prev=publico

Universidad de Almeria (www.ual.es):
Grados en Administracion y direccion de empresas, en Economia y Finanzas y en Contabilidad:
- Matemadticas: http://cvirtual.ual.es/guiado/servlet/bin?id=5966_CAS

Universidad Auténoma de Barcelona (www.uab.es):

Grados en Administracion y direccion de empresas y en Economia:

- Matematicas I:
http://www.uab.es/quiesdocents/2011-12/g102345p950t2501572a2011-12iCAT .pdf

- Matematicas Il
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102344p950t2501572a2011-12iCAT .pdf

Grados en Comptabilitat i Finances, y en Empresa i Tecnologia:

- Matematicas I:
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102097p947t2501231a2011-12iCAT .pdf

- Matematicas II:
http://www.uab.es/quiesdocents/2011-12/g102096p947t2501231a2011-12iCAT .pdf

Universidad Auténoma de Madrid (www.uam.es):

Grado en Economia:

- Analisis matematico y Algebra lineal:
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654726586/1242654022725/quiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm

Grado en Administracion y direccion de empresas:

- Instrumentos matematicos para la empresa y Métodos matematicos para la empresa.
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654724360/1242654021641/quiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm

Grado en Economia y Finanzas:

- Analisis matematico y Algebra lineal:
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654732921/1242654023023/quiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm

Universidad de Barcelona (www.ub.edu):
Grado en Administracion y direccion de empresas:
- Matematicas I:
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesinformePD?curs=2010&codiGiga=363645&idioma=CAT&r

ecurs=publicacio
- Matematicas II:
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http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=340004&CodPlan=G340&Anno=2011-12
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=340004&CodPlan=G340&Anno=2011-12
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=360004&CodPlan=G360&Anno=2011-12
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descarga_fichero.asp?CodAsig=360004&CodPlan=G360&Anno=2011-12
http://www.uax.es/
http://campus.uax.es/asignatura/html_alumno/asig_prog.php?cod_asig=0120105&prev=publico
http://www.ual.es/
http://cvirtual.ual.es/guiado/servlet/bin?id=5966_CAS
http://www.uab.es/
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102345p950t2501572a2011-12iCAT.pdf
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102344p950t2501572a2011-12iCAT.pdf
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102097p947t2501231a2011-12iCAT.pdf
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/g102096p947t2501231a2011-12iCAT.pdf
http://www.uam.es/
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654726586/1242654022725/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654726586/1242654022725/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654724360/1242654021641/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654724360/1242654021641/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654732921/1242654023023/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/1242654732921/1242654023023/guiadocente/detalle/Curso_1%C2%BA,_2011-2012.htm
http://www.ub.edu/
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2010&codiGiga=363645&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2010&codiGiga=363645&idioma=CAT&recurs=publicacio

http://www.ub.edu/grad/plae/AccesinformePD?curs=2010&codiGiga=363646&idioma=CAT &r

ecurs=publicacio

Grado en Economia:

Matematicas I:
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2011&codiGiga=361831&idioma=CAT &r

ecurs=publicacio
Matematicas I1:
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesinformePD?curs=2011&codiGiga=361832&idioma=CAT &r

ecurs=publicacio

Universidad Carlos 111 (www.uc3m):
Grado en Administracion y direccion de empresas:

Matematicas para la economia I:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/204.13152.html
Matematicas para la economia Il:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/204.13156.html

Grado en Economia:

Matematicas para la economia I:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/202.13637.html
Matematicas para la economia Il:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/202.13641.html

Grado en Contabilidad y finanzas:

Matematicas para la economia:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/201.13742.html

Universidad Complutense de Madrid (www.ucm.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas:

Matematicas empresariales I:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=cdf355c7-12ba-42dd-9ff9-
7ebf42bbff85&groupld=127685

Matematicas empresariales I1:

http://portal.ucm.es/c/document_library/get file?uuid=f56d821d-d79d-48ff-8b40-
298cdc7e6475&(groupld=127685

Grado en Economia:

Matematicas I:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=95070faa-b859-42f3-a269-
407907509cbe&groupld=127685

Matematicas II:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=76c73c1f-523e-47fa-9¢25-
9c0dlebe64f3&groupld=127685

Universidad Europea de Madrid (www.uem.es):
Grado en Economia:

Matematicas:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9960001103
Analisis matematico:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9960001108

Grado en Finanzas y en Direccion y creacion de empresas:

Matematicas empresariales:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9987001105

Universidad de Girona (www.udg.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas y en Economia:

Matematicas I:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
codia=3107G00002&codip=

Matematicas I1:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
codia=3107G00003&codip=

Grado en Comptabilitat i Finances:
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http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2010&codiGiga=363646&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2010&codiGiga=363646&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2011&codiGiga=361831&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2011&codiGiga=361831&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2011&codiGiga=361832&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs=2011&codiGiga=361832&idioma=CAT&recurs=publicacio
http://www.uc3m/
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/204.13152.html
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/204.13156.html
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/202.13637.html
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/202.13641.html
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/Idioma_1/201.13742.html
http://www.ucm.es/
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=cdf355c7-12ba-42dd-9ff9-7ebf42bbff85&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=cdf355c7-12ba-42dd-9ff9-7ebf42bbff85&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=f56d821d-d79d-48ff-8b40-298cdc7e6475&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=f56d821d-d79d-48ff-8b40-298cdc7e6475&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=95070faa-b859-42f3-a269-407907509cbe&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=95070faa-b859-42f3-a269-407907509cbe&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=76c73c1f-523e-47fa-9c25-9c0d1ebe64f3&groupId=127685
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_file?uuid=76c73c1f-523e-47fa-9c25-9c0d1ebe64f3&groupId=127685
http://www.uem.es/
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9960001103
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9960001108
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verprograma_esp.php?asignatura=9987001105
http://www.udg.es/
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G00002&codip
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G00002&codip
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G00003&codip
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G00003&codip

- Matematicas Empresariales:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
c0dia=3107G02001&codip=

Universidad de Granada (www.ugr.es):

Grado en Administracion y direccion de empresas:

- Matematicas: http://grados.ugr.es/empresas/pages/infoacademica/1112 matematicas

Grado en Economia:

- Matematicas:
http://grados.ugr.es/economia/pages/infoacademica/quias-docentes-1a-geco/matematicas

Grado en Finanzas y Contabilidad:

- Matematicas:
http://grados.ugr.es/finanzas/pages/infoacademica/guias-docentes-11 12/fico_matem 11 12

Universidad de Huelva (www.uhu.es):
Grados en Administracion y direccion de empresas y en Finanzas y Contabilidad:
- Matematicas: http://www.uhu.es/empresariales/grados/ade/programas/matem.pdf

Universidad Internacional de Catalufia (www.uic.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas:
- Matematicas: http://www.uic.es/guia-docent?cod_asignatura=7794&anyo=2011

Universitat de Lleida (www.udl.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas:
- Matematicas empresariales: http://www.ade.udl.cat/export/sites/Ade/docs/quiadocent/2011-

2012/101303.pdf

Universitat Oberta de Catalufia (www.uoc.es):
Grado en Administracion y direccion de empresas:
- Fundamentos en Matematicas:
http://cv.uoc.edu/tren/trenacc/web/GAT _EXP.PLANDOCENTE?any academico=20111&cod a
signatura=71.516&idioma=CAS&pagina=PD_PREV PORTAL

Universitat Pompeu Fabra (www.upf.es):
Grados en Administracion y direccion de empresas y en Economia:
- Matematicas I: http://www.upf.edu/pra/3324/20833.html
- Matematicas Il: http://www.upf.edu/pra/3324/20834.html
Grado en Ciencias Empresariales-Management:
- Matemadticas: http://www.upf.edu/pra/3326/20639.html

Universidad Rey Juan Carlos (www.urjc.es):

Grado en Administracion y direccion de empresas:

- Matematicas:
http://www.urjc.es/estudios/grado/ade/quias/Primero/Matematicas%20Empresariales.pdf

Grado en Economia:

- Métodos matematicos para la economia I:
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/guias/Primero/Metodos%20Matematicos%20para%
201a%20Economia%20].pdf

- Maétodos matematicos para la economia Il:
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/quias/Primero/Metodos%20Matematicos%2011.pdf

Universitat Ramén Lull (www.url.es):

Grado en Administracion y direccion de empresas:

- Matematicas:
http://www.igs.edu/documentacion/files/estudios/Grados/ade/plan%20estudios/ MATEM%C3%8
1TICAS 1.pdf

Grado en Direccion de empresas — BBA:

- Matematicas:
http://madoc.esade.edu/asi/llibres/libros11.nsf/3d5b62f4877e723ac1257482003f0d21/c12578960
0549a4dc1257483003c0b92?0OpenDocument
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http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G02001&codip
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassignatura/tabid/15700/Default.aspx?curs=2011&codia=3107G02001&codip
http://www.ugr.es/
http://grados.ugr.es/empresas/pages/infoacademica/1112_matematicas
http://grados.ugr.es/economia/pages/infoacademica/guias-docentes-1a-geco/matematicas
http://grados.ugr.es/finanzas/pages/infoacademica/guias-docentes-11_12/fico_matem_11_12
http://www.uhu.es/
http://www.uhu.es/empresariales/grados/ade/programas/matem.pdf
http://www.uic.es/
http://www.uic.es/guia-docent?cod_asignatura=7794&anyo=2011
http://www.udl.es/
http://www.ade.udl.cat/export/sites/Ade/docs/guiadocent/2011-2012/101303.pdf
http://www.ade.udl.cat/export/sites/Ade/docs/guiadocent/2011-2012/101303.pdf
http://www.uoc.es/
http://cv.uoc.edu/tren/trenacc/web/GAT_EXP.PLANDOCENTE?any_academico=20111&cod_asignatura=71.516&idioma=CAS&pagina=PD_PREV_PORTAL
http://cv.uoc.edu/tren/trenacc/web/GAT_EXP.PLANDOCENTE?any_academico=20111&cod_asignatura=71.516&idioma=CAS&pagina=PD_PREV_PORTAL
http://www.upf.es/
http://www.upf.edu/pra/3324/20833.html
http://www.upf.edu/pra/3324/20834.html
http://www.upf.edu/pra/3326/20639.html
http://www.urjc.es/
http://www.urjc.es/estudios/grado/ade/guias/Primero/Matematicas%20Empresariales.pdf
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/guias/Primero/Metodos%20Matematicos%20para%20la%20Economia%20I.pdf
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/guias/Primero/Metodos%20Matematicos%20para%20la%20Economia%20I.pdf
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/guias/Primero/Metodos%20Matematicos%20II.pdf
http://www.url.es/
http://www.iqs.edu/documentacion/files/estudios/Grados/ade/plan%20estudios/MATEM%C3%81TICAS_1.pdf
http://www.iqs.edu/documentacion/files/estudios/Grados/ade/plan%20estudios/MATEM%C3%81TICAS_1.pdf
http://madoc.esade.edu/asi/llibres/libros11.nsf/3d5b62f4877e723ac1257482003f0d21/c125789600549a4dc1257483003c0b92?OpenDocument
http://madoc.esade.edu/asi/llibres/libros11.nsf/3d5b62f4877e723ac1257482003f0d21/c125789600549a4dc1257483003c0b92?OpenDocument

Universitat Rovira i Virgili (www.urv.es):

Grados en Administracion y direccion de empresas, en Contabilidad y Finanzas y en Economia:

- Matematicas I:
http://moodle.urv.net/docnet/quia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatur
a=16214008&any academic=2011 12

- Matematicas II:
http://moodle.urv.net/docnet/quia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatur
a=16214009&any academic=2011 12

UNED (www.uned.es):

Grado en Administracion y direccion de empresas:

- Matematicas I:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/
UNED_ MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=6502102-

- Matematicas II:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/
UNED_ MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65022024

Grado en Economia:

- Matematicas para la economia: Calculo:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/
UNED MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011026

- Matematicas para la economia: Algebra:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/
UNED MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011084

Anexo 2.2. indice del libro Métodos Fundamentales de Economia Matematica de
Chiang

1. Lanaturaleza de la economia matematica
1.1. Economia matematica versus no matematica
1.2. Economia matematica versus econometria
2. Modelos econémicos
2.1. Elementos de un modelo matematico
2.2. El sistema de los nimeros reales
2.3. El concepto de conjunto
2.4. Relaciones y funciones
2.5. Tipos de funciones
2.6. Funciones de dos o0 mas variables independientes
2.7. Niveles de generalidad
3. Analisis del equilibrio en economia
3.1. Elsignificado de equilibrio
3.2. Equilibrio parcial de mercado. Un modelo lineal
3.3. Equilibrio parcial de mercado. Un modelo no lineal
3.4. Equilibrio general de mercado
3.5. Equilibrio en el analisis de la renta nacional
4. Modelos lineales y algebra lineal
4.1. Matrices y vectores
4.2. Operaciones con matrices
4.3. Notas sobre operaciones con vectores
4.4. Leyes conmutativa, asociativa y distributiva
4.5. Matrices identidad y matrices nulas
4.6. Traspuestas e inversas
5. Modelos lineales y algebra matricial (continuacién)
5.1. Condiciones para la no singularidad de una matriz
5.2. Criterios de no singularidad a través del determinante
5.3. Propiedades basicas de los determinantes
5.4. Calculo de la matriz inversa
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http://www.urv.es/
http://moodle.urv.net/docnet/guia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatura=16214008&any_academic=2011_12
http://moodle.urv.net/docnet/guia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatura=16214008&any_academic=2011_12
http://moodle.urv.net/docnet/guia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatura=16214009&any_academic=2011_12
http://moodle.urv.net/docnet/guia_docent/index.php?centre=16&ensenyament=1621&assignatura=16214009&any_academic=2011_12
http://www.uned.es/
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=6502102-
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=6502102-
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65022024
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65022024
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011026
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011026
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011084
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.asp?url=http://portal.uned.es/pls/portal/url/page/UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignatura=65011084

10.

11.

12.

13.

5.5. Regla de Cramer

5.6. Aplicacion a modelos de mercado y de renta nacional

5.7. Modelos input-output de Leontief

5.8. Limitaciones del analisis estatico

Estatica comparativa y el concepto de derivada

6.1. La naturaleza de la estatica comparativa

6.2. Latasa de cambio y la derivada

6.3. Laderivaday la pendiente de una curva

6.4. EIl concepto de limite

6.5. Digresion sobre desigualdades y valores absolutos

6.6. Teoremas del limite

6.7. Continuidad y diferenciabilidad de una funcion

Reglas de diferenciacion y su uso en estatica comparativa

7.1. Reglas de diferenciacion para una funcién de una variable
7.2. Reglas de diferenciacion para dos o mas funciones de la misma variable
7.3. Reglas de diferenciacion para funciones de variables diferentes
7.4. Diferenciacion parcial

7.5. Aplicaciones al andlisis estatico comparativo

7.6. Una nota sobre los determinantes jacobianos

Andlisis estatico comparativo de modelos con funciones generales
8.1. Diferenciales

8.2. Diferenciales totales

8.3. Reglas de diferenciacion

8.4. Derivadas totales

8.5. Derivadas de funciones implicitas

8.6. Estatica comparativa de los modelos de funciones generales
8.7. Limitaciones de la estatica comparativa

Optimizacién: Una variedad especial del analisis de equilibrio
9.1. Valores 6ptimos y valores extremos

9.2. Maximo y minimo relativo: Criterio de la derivada primera
9.3. Derivada segunda y derivadas superiores

9.4. Criterio de la derivada segunda

9.5. Digresion acerca de las series de Maclaurin y Taylor

9.6. Criterio de la derivada de orden N para extremos relativos de una funcién de una variable
Funciones exponenciales y logaritmicas

10.1. La naturaleza de las funciones exponenciales

10.2. Funciones exponenciales naturales y el problema del crecimiento
10.3. Logaritmos

10.4. Funciones logaritmicas

10.5. Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas

10.6. Tiempo 6ptimo

10.7. Otras aplicaciones de las derivadas exponenciales y logaritmicas
El caso de més de una variable de la eleccion

11.1. La version diferencial de las condiciones de 6ptimo

11.2. Valores extremos de una funcion de dos variables

11.3. Formas cuadraticas. Una aproximacion

11.4. Funciones objetivo con mas de dos variables

11.5. Condiciones de segundo orden en relacion con la concavidad y convexidad
11.6. Aplicaciones econémicas

11.7. Aspectos estatico-comparativos de la optimizacion
Optimizacion con restricciones de igualdad

12.1. Efectos de una restriccion

12.2. Célculo de los valores estacionarios

12.3. Condiciones de segundo orden

12.4. Cuasiconcavidad y cuasiconvexidad

12.5. Maximizacion de la utilidad y demanda del consumidor
12.6. Funciones homogéneas

12.7. Combinacién de inputs de minimo coste

12.8. Algunas conclusiones generales

Dinamica econémica y calculo integral

13.1. Dinamica e integracion

13.2. Integrales indefinidas

13.3. Integrales Definidas

13.4. Integrales impropias
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14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

13.5. Algunas aplicaciones econémicas de las integrales

13.6. Modelo de crecimiento de Domar

Tiempo continuo: Ecuaciones diferenciales de primer orden

14.1. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con coeficientes y términos constantes
14.2. Dindmica del precio de mercado

14.3. Coeficiente variable y término variable

14.4. Ecuaciones diferenciales exactas

14.5. Ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden y de primer grado
14.6. El enfoque grafico-cualitativo

14.7. Modelo de crecimiento de Solow

Ecuaciones diferenciales de orden superior

15.1. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes y término constante
15.2. Nameros complejos y funciones circulares

15.3. Anadlisis del caso de la raiz compleja

15.4. Un modelo de mercado con expectativas de precios

15.5. La interaccion de la inflacion y el desempleo

15.6. Ecuaciones diferenciales con término variable

15.7. Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Tiempo discreto: ecuaciones en diferencias de primer orden

16.1. Tiempo discreto, diferencias y ecuaciones en diferencias

16.2. Resoluciones de una ecuacion en diferencias de primer orden

16.3. Estabilidad dinamica del equilibrio

16.4. El modelo de la telarafia

16.5. Modelo de mercado con inventario

16.6. Ecuaciones en diferencias no lineales. El enfoque grafico-cualitativo
Ecuaciones en diferencias de orden superior

17.1. Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden con coeficientes constantes y término constante
17.2. El modelo de Samuelson de la integracion entre el multiplicador y el acelerador
17.3. Inflacion y desempleo en tiempo discreto

17.4. Generalizaciones para término variable y ecuaciones de orden superior
Ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias simultaneas

18.1. Génesis de los sistemas dindmicos

18.2. Resoluciones de ecuaciones dindmicas simultaneas

18.3. Modelos dinamicos de input-output

18.4. El modelo de inflaciéon y desempleo una vez mas

18.5. Diagramas de fases de dos variables

18.6. Linealizacion de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal

18.7. Limitaciones de analisis dinamico

Programacion lineal

19.1. Ejemplos simples de programacion lineal

19.2. Formulacion general de los programas lineales

19.3. Conjuntos convexos y programacion lineal

19.4. Método simplex: blsqueda de puntos extremo

19.5. Método simplex: bdsqueda de un punto extremo éptimo

19.6. Notas adicionales sobre el método simplex

Programacion lineal (continuacion)

20.1. Dualidad

20.2. Interpretacion econdmica de un dual

20.3. Andlisis de actividad: nivel micro

20.4. Andlisis de actividad: nivel macro

Programacion no lineal

21.1. La naturaleza de la programacién no lineal

21.2. Condiciones de Kuhn-Tucker

21.3. La cualificacion de restricciones

21.4. Teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker: programacion concava

21.5. Teorema de suficiencia de Arrow-Enthoven: programacion cuasicéncava
21.6. Aplicaciones econdémicas

21.7. Limitaciones de la programacién matematica
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Anexo 2.3. Recopilacion de algunos enunciados de examen de las asignaturas de
matematicas en diferentes grados en economia de facultades espafiolas.

METODOS MATEMATICOS —- GRADO EN ADE (UAM) — Junio de 2011
4. Una empresa privada lactea produce dos tipos de leche, descremada y entera en cantidades d y e
(unidades de volumen) respectivamente. Los beneficios de la empresa dependen de los ingresos | y

los costes C de la forma B(I,C) = | — C. A su vez, los ingresos y costes dependen de la produccién,
I(e, d) y C(e, d) de forma que sus gradientes son Vl(e, d) = (100 — e, 100 — 3d) y VC(e, d) = (3¢,
d). Se pide:

a) Calcule los beneficios marginales respecto a e y respecto a d y la produccidn critica que anula
dichos beneficios marginales. (1 punto)

b) Utilizando la matriz hessiana de B respecto a (e, d), determine de qué tipo es dicha produccion
critica. (1 punto)

5. Sea la funcién de utilidad de un consumidor U(x, y) = x* + 2x°? + y* con x, y > 0, donde x e y
representan las cantidades consumidas de los bienes X e Y respectivamente. Responda a las
siguientes preguntas:

a) Estudie si en un entorno de la cesta (1,1) su curva de indiferencia define a y como funcion de x,
es decir y = f (x). En caso afirmativo, calcule la derivada de dicha funcion en x = 1, es decir f’(1).
(1 punto)

b) Si el consumidor desea consumir 1.2 unidades del producto X, ¢cual es el consumo aproximado
del bien Y para que su utilidad sea la misma? (1 punto)

MATEMATICAS - GRADO EN EMPRESARIALES (UPF) — Marzo de 2010
5. (15 p.) Supongamos que un monopolista produce dos bienes, A y B, que se venden por 100€ y
160€, respectivamente, por unidad. La funcién de costes, en euros, para producir g, unidades de A
y g2 unidades de B es la siguiente: C(q,0,) = 2 + é Q1% + Q5% + Q102
a) Encontrar la funcién de beneficios del monopolista en términos de g; y qp.
b) Determinar para que valores de q; y g, hay puntos estacionarios.
¢) Clasificar los puntos estacionarios.
d) Argumentar si los puntos estacionarios son extremos absolutos y dar el beneficio maximo
global, si existe.

MATEMATICAS | - GRADOS EN ECO/ADE/IBE (UPF) — Diciembre de 2010
2. (a) Los beneficios de una empresa en el afio 2000 fueron de 1 millén de $. Sabemos que los
beneficios de esta compafiia crecen con una tasa del 2% anual. Encuentra la formula de los
beneficios en el afio t (considerando el afio 2000 como el afio en que t = 0).

(b) Otra empresa tuvo en el afio 2000 beneficios de 0.5 millones de $. En esta empresa los
beneficios crecen con una tasa del 4% anual. En qué afio (si es el caso) la segunda empresa
pasara a tener mas beneficios que la primera empresa?

(10 puntos)
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INSTRUMENTOS MATEMATICOS PARA LA EMPRESA - G.ADE (UAM) - Enero de 2011
1. [1,5 puntos] Hoy hemos comprado un ordenador mediante unos pagos de 95 euros al mes
durante 2 afos, el primero de los cuales lo realizaremos dentro de un mes. Calcula el valor actual
de dicho ordenador si los tipos de interés en el proximo afio estaran al 4% nominal anual y en el
afio siguiente al 6% nominal anual (ambos con capitalizacion mensual de intereses).

2. [1,5 puntos] Tenemos la opcidn de invertir cierto capital en dos cuentas: la primera de ellas es al
4% nominal anual con capitalizacion mensual de intereses, y la segunda es al 4,25% nominal anual
con capitalizacion simple de intereses. Si queremos invertir el capital por un plazo de dos afios,
¢cudl de las dos cuentas sera mas rentable?

3. [1,5 puntos] Sean C(x) = 10 + 10x + 0,03x° la funcién de coste y p(x) = 50 — 0,01x la funcién de
demanda inversa (o precio por unidad) de una empresa monopolista al producir x unidades de un
cierto bien. Determina para qué produccion y a qué precio de venta por unidad la empresa obtiene
su maximo beneficio.

4. [2,5 puntos] Una cementera ha comprobado que la cantidad total de cemento producida a lo
largo del turno de 8 horas que comienza a las 6 de la mafiana viene dada por la funcion: P(t) = 3t°
- 50t* + 210t + 1750t, donde t representa el tiempo en horas transcurrido desde el inicio del turno
y P(t) se mide en toneladas, T.

a) Calcula la cantidad total de cemento producida entre las 10 de la mafiana y el final del turno.

b) Demuestra que en algun instante entre las 10 de la mafiana y el final del turno la velocidad de
produccion (produccion marginal) ha sido de 1078 T/h.

c) Calcula en qué momento del turno se produce cemento a mayor ritmo, es decir, en qué momento
la produccion marginal es maxima.

INSTRUMENTOS MATEMATICOS PARA LA EMPRESA - G. ADE (UAM) — Junio de 2011
1. [1,5 puntos] Hoy hemos comprado el mobiliario de nuestra oficina. Hemos dado una entrada

de 200 euros y, para pagar el resto, haremos unas entregas de 100 euros al mes durante 2 afios,
la primera de las cuales la realizaremos dentro de un mes. Calcula el valor final de dicho
mobiliario si los tipos de interés en el proximo afio estaran al 3% nominal anual y en el afio
siguiente al 5% nominal anual (ambos con capitalizacion mensual de intereses).

2. [1,5 puntos] Tenemos la opcidn de invertir cierto capital en dos cuentas: la primera de ellas es
al 4% nominal anual con capitalizacién mensual de intereses, y la segunda es al 4,25%
nominal anual con capitalizacidon bimensual de intereses. Si queremos invertir nuestro capital
durante 5 afios, ¢qué cuenta es mas interesante?

3. [1,5puntos] Sea C(x) =8 + x + % x* la funcion de costes de una empresa monopolista, donde x
> 0 es el nimero de unidades producidas de cierta mercancia, y cuya funcién inversa de
demanda (o precio por unidad) es p(x) =%. Determina para qué produccion de la

mercancia y a qué precio de venta por unidad la empresa obtiene su maximo beneficio.
Recuerda que el beneficio viene dado por la férmula B(x) = xp(x) — C(x)
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4. [2,5 puntos] Los datos de consumo de Red Eléctrica Espafiola muestran que el consumo
acumulado de energia en mega-vatios (MW) a lo largo del pasado domingo en la comunidad
de Madrid siguié la funcién: C(t) = 3600t — 630t* + 52t> — t* donde te[0,24] indica el tiempo
en horas transcurrido desde las 0 h del domingo.
Calcula el consumo total de energia en la comunidad de Madrid del domingo pasado.
Demuestra que en algin momento del dia la demanda de energia, es decir, el consumo
marginal, fue de 27648 MW/h.
Calcula el momento del dia en que la demanda de energia fue mayor.

METODOS MATEMATICOS - G. ADE (UAM) — Mayo de 2011
3. Una piscifactoria estima que el nivel de recuperacion del salmén en cautividad se mide
mediante un indice que viene dado por la siguiente forma cuadratica: r (x, y, z) = mx? + 2mxy + y?
+ 7%, donde me Ry x, y y z son variables que dependen tanto del volumen de explotacién como de
condiciones adicionales.
a) Clasificar la forma cuadratica r en funcion de los posibles valores de me R. (1.5 puntos)
b) Si la empresa asume una produccion sostenible de forma que no autoriza niveles de
recuperacion negativos, determine los posibles valores de m con los que se mantendra la
explotacion de los salmones. (0.5 puntos)

4. Como es bien sabido la Comision Europea controla la produccion a nivel de la Unién de ciertos
productos para asegurar precios. Los paises A y B son los Gnicos productores de aceite de oliva en
la actualidad. Las producciones respectivas en millones de toneladas/afio de estos paises se
denotan por x e y respectivamente. Los expertos de la Union han determinado en base a datos
histéricos que el precio medio en origen en la U.E. del hectolitro de aceite viene dado por la
formula: P(x, y) = 2(x* — 2x) + 5(y°> — 7y). Los cupos de produccién actuales de los paises Ay B son
de x =2 ey = 3 (millones de toneladas) respectivamente.

a) Demuestra que y, la produccidn del pais B, esta determinada por una funcion implicita y = f(x)
en un entorno de (2, 3) (las producciones actuales) para el conjunto de indiferencia del precio
actual. (1 punto)

b) Calcula cual tendria que ser la produccion aproximada del pais B si el pais A quiere aumentar su
produccion en 0,5 millones de toneladas al afio y la U.E. quiere mantener el nivel de precio medio
por hectolitro actual. (1 punto)

Enunciados de examen sin ninguna referencia econémica:

ALGEBRA LINEAL, Grado de Economia y Finanzas (UAM) de Junio de 2011; ANALISIS
MATEMATICO, Grado de Economia y Finanzas (UAM) de Mayo de 2011; MATEMATICAS llI,
Grados de ECO y ADE (UPF) de Junio de 2010; ALGEBRA LINEAL, Grado de Economia y Finanzas.
Universidad; Universidad de VIGO
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Anexo 3.1. Desarrollo de la praxeologia matematica correspondiente al «curso
cero» realizado en el curso académico 2006/07 en el Instituto Quimico de Sarria
(Universidad Ramon Llull)

El caso de las funciones afines

La primera sub-cuestion que se plantea es la siguiente:
Q1: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son funciones afines?
Se consideran dos técnicas puede esencialmente disponibles:

e Técnica algebraica (z,), basada en la manipulacién de ax + b > cx + d:
. . d-b
Sia>c,seobtiene:ax+b=>cx+de (a—c)x+ (b—d) 20ex2—
. . . . da-b
Si a <c, cambia el sentido de la desigualdad: ax + b > cx +d © x < P
En la ensefianza secundaria espafiola, las dificultades con los cambios de sentido de las
desigualdades provoca la sustitucion de la técnica anterior por otra técnica que reduce la
resolucion de las desigualdades a la de las ecuaciones correspondientes. En primer lugar
se resuelve la ecuacion f — g = 0 y después se evalua la funcién f — g en un punto de

cada uno de los intervalos delimitados por las soluciones:

e Técnica algebraicoecuacional (z) basada en la reduccion de la desigualdad a la
ecuacion correspondiente: Dado ax + b = cx + d, se considera: ax+b =cx +d

d-b . d-b d-b
& x = —. Se evalta f — g en un punto de (_OO’E) y en otro de (EOO) y se

a—c

decide el signo de la desigualdad (f<g 6 f > g).

En la ensefianza secundaria, el entorno tecnologicotedrico de las dos técnicas anteriores
se limita a las reglas del célculo algebraica y ecuacional (de aqui la evolucion de z,
hacia 7). De todas formas, en este caso, un razonamiento grafico basado en las
pendientes de las rectas asociadas a las funciones afines permite dar una justificacion
sencilla al cambio de signo de la desigualdad cuando a < c.

El caso de les funciones cuadraticas.

La segunda sub-cuestion que se plantea es la siguiente:

Q2: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son funciones polindmicas de 2° grado?
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Cuando f — g es un polinomio de segundo grado, la técnica algebraica fracasa*. La
técnica algebraicoecuacional sigue siendo eficaz aunque requiere en algunos casos un
nimero elevado de célculos. También presenta cierta «complejidad» a nivel
tecnolodgico: se tiene que escribir la funcion cuadratica f — g como un producto de dos
factores afines (factorizar) y estudiar el signo del producto en funcion del signo de cada
factor. Curiosamente, esta técnica acostumbra a fracasar (en manos de los estudiantes)
cuando la funcion cuadratica no tiene raices reales.

Por razones de economia y fiabilidad, tiene sentido entonces considerar una tercera
técnica basada en la representacion gréfica de fy g:

e Técnica grafica (zg): se esbozan las dos parabolas y = f(x) y y = g(x), y se establece
graficamente en que intervalos f(x) = g(x). Para determinar numéricamente los
intervalos solucion, se calculan los puntos de corte, si existen.

Veamos ahora la construccion de esta técnica grafica que permite representar la gréafica
de f(x) = a(x — b)* + ¢ a partir de la de f(x) = x* y la gréafica de f(x) = Ax* + Bx + C a
partir de la de f(x) = a(x — b)* + c.

Construccion de la técnica gréafica

1. Translaciones: paso de f(x) = x> a f(x) = (x = b)* + ¢
Por un lado, se considera la grafica de f(x) = x* y se le aplica un desplazamiento
horizontal de b unidades para obtener la grafica de f(x) = (x — b)* donde su vértice
se ha desplazado del punto (0,0) al punto (b,0). (figura 1.1)
Por otro lado, si a la grafica de f(x) = x* se le aplica un desplazamiento vertical de
¢ unidades, se obtiene la gréfica de f(x) = x* + ¢ donde su vértice se ha desplazado
del punto (0,0) al punto (0,c). (figura 1.2)
Finalmente, combinando los dos desplazamientos, se llega a la graficade  f(x) =
(x — b)? + ¢, donde su vértice se ha desplazado del punto (0,0) al punto (b,c).
(figura 1.3)

109 = (x- b fe

f(x) = x? f(x) = X2 f(x) = x*

figura 1.1 figura 1.2 figura 1.3

41 Una posible resolucion de ax® + bx + ¢ > 0 consistiria en «completar cuadrados» hasta obtener una
inecuacion equivalente del tipo a(x — p)? + ¢ > 0. Esta inecuacion se transforma en (x — p)> > - g/a ,y
después de una discusion sobre el signo de -g/a, se puede llegar a la solucién: |x — p| = /—q/a. Pero

esta técnica esta muy lejos del trabajo matematico que se hace en Secundaria.
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2. Dilataciones: Paso de f(x) = x* a f(x) = ax?
Si 0<a<1 se tiene que la pardbola resultante es mas «ancha» que la f(x) = X
pero el vértice no ha variado su posicion (figura 1.4).
Si a > 1 se tiene que la parabola resultante es més «estrecha» que la f(x) = x* pero
el vértice no ha variado su posicion (figura 1.4).
Si a es negativa la parabola «cambia de sentido» pero se mantienen las
consideraciones anteriores (figura 1.5).

f(x) = — 0°5x°

f(x) = -2

figura 1.4 figura 1.5

3. Combinaciones: como pasar de f(x) = x* a f(x) = a(x — b)? + ¢
Se aplica un desplazamiento del vértice (0,0) al punto (b,c) y se modifica el ancho
en funcion del valor de a en los términos explicados antes (figura 1.6)

W !
|
/

f(x) = a(x - .6)"?\_+ ¢/

f(x) = X2

figura 1.6

En la practica, esta Gltima técnica resulta mas eficiente que las algebraicas. Por un lado,
la representacion grafica permite determinar muy rapidamente la solucion cuando las
dos parabolas no se cortan o se cortan en algin punto evidente. Por otro lado, la técnica
es menos sensible a posibles errores numéricos ya que la grafica permite obtener a priori
un valor aproximado de las soluciones.

Notemos también que la 7y da respuesta a la cuestion Q; y, sobretodo, permite resolver
de manera eficaz las desigualdades donde f y g son funciones cuadraticas y afines
«elementales» (cuya representacion grafica es inmediata, como por ejemplo x> < x — 3).

4. Caso general: como pasar de f(x) = x* a f(x) = Ax* + Bx + C

La técnica anterior se puede ampliar facilmente al caso en que la parabola se
presenta en forma candnica f(x) = Ax* + Bx + C. En efecto, desarrollando la
expresion a(x — b)? + c, se obtienen las equivalencias: A=a, B=—2aby C=
ab® +c.

La grafica se deduce entonces del calculo del vértice de abscisas —B/2A, de la
«posicion» de la parabola (A > 0 6 A < 0) vy, si se necesita, del calculo de los
puntos de corte con el eje Ox.
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El caso de las funciones cuibicas

La tercera sub-cuestion a considerar es la siguiente:
Qs: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son funciones polindmicas de 3r grado?

Cuando f — g es un polinomio de grado 3, la técnica algebraico-ecuacional requiere la
resolucion de una ecuacion de tercer grado. Excepto casos excepcionales (raices
evidentes), el algoritmo de resolucion por radicales no acostumbra a ser del dominio del
estudiante. Esta limitacion fuerte de e justifica el recurso a la técnica grafica que sufre
aqui una clara modificacion respecto al caso anterior ya que en la mayoria de las veces
los intervalos solucion sélo se podran obtener de manera aproximada (usando el método
de dicotomia, por ejemplo).

e Técnica grafico-numérica (r4n): se esbozan las dos graficasy = f(x) y y = g(x) y se
establece graficamente y de manera aproximada en que intervalos f(x) = g(x).
Para determinar numéricamente los intervalos solucion se determina graficamente
un primer valor aproximado de la solucion que se «refina» posteriormente utilizando
el método de dicotomia.*?

Construccion de la técnica gréafica
Notamos aqui que, en secundaria, la representacion grafica de una funcién cubica no
acostumbra a ser del dominio del alumno.

6.1.1. Translaciones: Paso de f(x) = x*a f(x) = (x—b)* + ¢
Se considera la gréfica de f(x) = x* y se le aplica un desplazamiento horizontal de
b unidades para obtener la grafica de f(x) = (x — b)* donde el punto de inflexion
pasa del (0,0) al (b,0). (figura 2.1).
Se considera la gréfica f(x) = x> y se le aplica un desplazamiento vertical de ¢
unidades para obtener la grafica de f(x) = x* + ¢ donde el punto de inflexién pasa
del (0,0) al (0,c). (figura 2.2).
Finalmente consideramos el caso general f(x) = (x — b)® + ¢, donde se tiene un
desplazamiento del punto de inflexidn del (0,0) al (b,c) (figura 2.3).

42 El método de dicotomia (o biseccidon) se basa en el teorema de Bolzano segln el cual una funcion F
real continua en un intervalo [a,b] tal que F(a)F(b) < 0 tiene al menos un cero ¢ € (a,b). Para resolver la
ecuacion F(x) = 0, se evalta F en el punto medio de [a,b] y, en funcién de su signo, se determina el
subintervalo donde se encuentra el cero de la funcion. Se repite el procedimiento obteniendo en el paso n-
ésimo un intervalo de longitud (b — a)/2" donde se encuentra la solucion. (Ortega 1990).
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f(x) = (x - b)* f(x) = x*— ¢/ 0= el ;’:I
f X)=(X- +C
) = (x 7 b)° f(x) £ x°+1C /
; iy /
7 002
f(x) =x° . f(x) =he / f
figura 2.1 figura 2.2 figura 2.3

2. Dilataciones: Paso de f(x) = x* a f(x) = ax®
Si 0 <a< 1 se tiene que la ctbica resultante es méas «ancha» que f(x) = x° pero el
punto de inflexion no ha variado su posicion (figura 2.4).
Si a> 1 se tiene que la clbica resultante es mas «estrecha» que la f(x) = x° pero el
punto de inflexién no ha variado su posicién (figura 2.4).
Si a es negativa la hipérbola «cambia de sentido» pero se mantienen las
consideraciones anteriores (figura 2.5).

TX) & 2X f(x) =-2x°

f(x) & 0°5x° f(x) = - 0’5x°
Po=x 0 -

figura 2.4 figura.2.5

3. Combinaciones: cémo pasar de f(x) = x> a f(x) = a(x — b)> + ¢
Hay un desplazamiento del punto de inflexion del (0,0) al punto (b,c) y la anchura
depende del valor de a en los términos explicados antes (figura 2.6)

f(x) =a(x—b ) +c

f(x) =x°

figura 2.6

4. Caso general: como pasar de f(x) = x> a f(x) = A’ + Bx* + Cx + D
Siguiendo un procedimiento similar al caso cuadréatico, tendriamos que desarrollar
la expresion a(x — b)® + ¢, y obtendriamos las equivalencias: A = a, B = -3ab, C =

3ab?, D =-

= 2AC.
En general, si consideramos el caso A = 1, el que si podemos hacer es reducir

cualquier cubica de la forma x® + Bx* + Cx + D en una expresion del tipo z* +

+

LtfTizando el cambio de Vieta x = z — B/3.
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Llegados a este punto, es importante sefialar que la resolucion grafica de la inecuacion
f(x) = g(x) puede llevarse a cabo de muchas formas diferentes, ya sea representando
directamente las dos funciones iniciales f y g, ya sea buscando una inecuacién
equivalente h(x) > k(x) donde h y k sean funciones de representacion inmediata o cuasi
inmediata. Asi por ejemplo, la inecuacion 3x3 — x? — 2x + 1 > x3 + 2x puede dar
lugar a las inecuaciones equivalentes: 2x3 > x?+4x—1 6 2x3+1 > x% + 4x. En
general, el estudio del caso homogéneo 2x3 — x? — 4x + 1 > 0 acostumbra a dar lugar
a una grafica no inmediata que requiere el estudio de las variaciones de la funcién
(derivada, etc.). De todas formas, este estudio puede llegar a ser necesario, ya que no
siempre es evidente establecer con seguridad el numero de intersecciones entre las
curvas y = h(x) y y = k(x).

El caso de las funciones hiperbdlicas

La cuarta sub-cuestion que abordamos se puede formular en los términos siguientes:
Qq: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son hipérbolas del tipo ﬁ +c?

e 1. Sial hacer f — g queda un polinomio de grado < 2, se puede actuar como en el
caso de las funciones afines. Si no es asi, no se puede continuar, se debe cambiar a
alguna de las otras técnicas.

e 15 Surgen muchas dificultades para factorizar f — g, por lo que es mejor cambiar de
técnica.

e 174 se eshozan las dos funciones y visualmente se establecen en que intervalos
f(x) = g(x), ayudados del punto de corte, si existe, calculados previamente.

e 14, Se utilizara si al aplicar la técnica 74 no se pueden calcular los puntos de corte.
Una vez esbozadas las dos funciones se aplica el método de dicotomia para
aproximar la solucion.

Notemos que, al igual que en los casos anteriores, la representacion grafica de una
hipérbola no acostumbra a ser del dominio del alumno. Se tendrd, por tanto, que hacer
una extension de la técnica gréafica utilizada anteriormente:

Construccion de la técnica gréafica
1. Translaciones: Paso de f(x) = iaf(x) = ﬁ +c

Se considera la grafica de f(x) = i y se le aplica un desplazamiento horizontal de

b para obtener la gréafica de f(x) = ﬁ donde el centro de la hipérbola pasa del
punto (0,0) al punto (b,0). (figura 3.1)
Se considera la grafica f(x) = i y se le aplica un desplazamiento vertical de c

unidades para obtener la gréfica de f(x) = §+ c donde el centro de la hipérbola
pasa del punto (0,0) al punto (0,c). (figura 3.2)
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Finalmente se considera el caso general, donde lo que se tiene es un

desplazamiento del centro de la hipérbola del punto (0,0) al punto (b,c) (figura
3.3).

f(x) = 1/(x + b)

f(x) = U(x—b)\

fx) = |/

f(x)={/x+c
f(x) :I_L/x—c

f(xi =1/x

f(x):lr/(x—b)+c
|

K) = 1/x

figura 3.1

figura 3.2

2. Dilataciones: Paso de f(x) = %af(x) =

a

X

figura 3.3

Si 0 < a <1 se tiene que la hipérbola resultante es mas «ancha» que la f(x) =
pero el centro de la hipérbola no ha variado su posicion (figura 3. 4).

Si a > 1 se tiene que la hipérbola resultante es mas «estrecha» que la f(x) =

pero el centro de la hipérbola no ha variado su posicion (figura 3.4).

Si a es negativa la hipérbola «cambia de sentido» pero se mantienen las
consideraciones anteriores (figura 3.5).

f(x) = 2/x f(x) = - 0p/x
f(x) = 0°5/x f(x)=-2
| f(x) = 1/ f(x) = - 1K
figura 3.4 figura 3.5

3. Combinaciones: cémo pasar de f(x) = iaf(x) = ﬁ +c

Hay un desplazamiento del centro de la hipérbola (0,0) al punto (b,c) y la anchura
depende del valor de a en los términos explicados antes (figura 3.6).

f(x) = a/(x—b) Fe

f(x) = 1/x

figura 3.6.
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El caso de las funciones exponenciales

La quinta sub-cuestién se puede formular en los términos siguientes:
Qs: ¢Para qué x se cumple f(x) = g(x) si fy g son exponenciales del tipo a*~? + ¢ ?
Las técnicas algebraicas z, y 74 fracasan practicamente siempre.

e Para aplicar la tecnica gréafica, se esbozan las dos funciones y visualmente se
establece en que intervalos f(x) = g(x), a partir de los puntos de corte, si
existen, calculados previamente.

e Se utilizard la técnica graficonumérica si al aplicar la técnica grafica no se
pueden calcular los puntos de corte. Una vez esbozadas las dos funciones se
aplica el método de dicotomia para acotar la solucion.

Notemos que, en la misma linea que los casos anteriores, la representacion grafica de
una exponencial no acostumbra a ser del dominio del alumno.

Construccion de la técnica gréafica

A diferencia de las familias de funciones anteriores, la representacion grafica de la
exponencial tiene un tratamiento diferente. Para empezar, hace falta distinguir dos
casos, en funcion de los valores que puede tomar la base:

Si a > 1: la gréfica de f(x)=a" es Si 0<a<l: la gréfica de
f(x)=a" es creciente decreciente

1. Translaciones: Pasode f(x) = a*af(x) =a*+¢
Independientemente del valor de a se produce un desplazamiento vertical de ¢
unidades (es decir, su asintota horizontal se desplaza ¢ unidades)

f(x)=a*+c
f(x) = a*

f(x)=a*-c
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2. Dilataciones: Paso de f(x) = a*af(x) =a*? =a*.a™?=da* (d>0)

Si 0 <d <1 se tiene que la exponencial resultante es mas «ancha» que la f(x) =
a* pero sin variar su asintota horizontal.

Si d > 1 se tiene que la exponencial resultante es mas «estrecha» que la f(x) = a*
pero sin variar su asintota horizontal.

Si d es negativa la hipérbola «cambia de sentido» pero se mantienen las
consideraciones anteriores (distinguiendo entre 0 < [d| < 1 i |d| > 1)

f(x) = 2a*

f(x) =a*

f(x) = 0’5a"

3. Caso general: como pasar de f(x) = a*a f(x) =a*?+c=da*+c(d>0)
Hace falta aplicar un desplazamiento horizontal de ¢ unidades y modificar la
anchura segun el valor de d en los términos explicados antes.
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Anexo 3.2. Esquema del modelo epistemoldgico de referencia utilizado en el «curso
cero» del 2006/07

PP1

P disponibles «Incompletitudes»

Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?

- . Se tiene que distinguir los casos f creciente y
Qu: 1) zg(X)aCf?r?ezy g funciones P €> decreciente debido al cambio de sentido de la
algebraica desigualdad
Q2: f(x) > g(x) con fy g funciones |
polindmicas de grado 2
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones p 7 7 > Técnica fiable y econémica, pero poco justificada
polinémicas de grado 3 algebraicoecuacional (si no se recurre a Pygics)
Qa: f(x) > g(x) con fy g funciones |
racionales
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones > Técnica fiable y facil de justificar, pero poco
exponenciales Pyrafica econémica
Qe: f(x) > g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriores pero
diferentes entre elles
Q7: f(x) = g(x) donde fy g no son P .
ninguna de las funciones anteriores grafico numérica
PP2
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?
Qq: f(x) > g(x) con fy g funciones PIEN Apropiada s6lo para el caso en qué las dos
afines Paigebraica funciones tengan el mismo término «cuadréatico»
Q.: f(x) > g(x) con fy g funciones |
polindmicas de grado 2

Poco justificada (si no se recurre a Pguica) Y POCO
<> econdmica debido al nimero de calculos que se
tienen que realizar

Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones
polindmicas de grado 3

Palgebraico ecuacional

Qa4 f(x) > g(x) con fy g funciones
racionales

Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones

. <> Técnica fiable y facil de justificar
exponenciales

P gréfica

Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriores pero
diferentes entre ellas

Q7 f(x) > g(x) donde fy g no son
ninguna de las funciones anteriores

Pgraficn numeérica
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PP3

Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?

Q1:f(x) = g(x) confygson

P disponibles

«Incompletitudes»

; . g Técnica con un alcance muy limitado
funciones afines Paigebraica
Q2: f(x) > g(x) con fy g funciones
polindmicas de grado 2 l
- Técnica fiable si las funciones f, g o f — g tienen
QoSI.i ggxr%igéxgecora% % P ) <> raices evidentes, pero como antes, se tienen que
D J algetaico ecuacional hacer muchos célculos
Q4 f{x) > g(x) con fy g funciones
racionales !
Qs: /) 2 2(x) con f_y g funciones <> Econdmica y fiable si las raices son evidentes.
exponenciales Pyrafica
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriores pero l
diferentes entre ellos
.Q7:-/(X) 28(%) donQe fygno “on <> Econdmica y fiable si las raices no son evidentes.
ninguna de las funciones anteriores Pgrafico numérica
PP4
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?
Qu: f(x) 2 g(x) con Ty g funciones «> Alcance muy limitado
afines |:‘algebraica
Q2: f(x) > g(x) con fy g funciones |
polindmicas de grado 2
Qs f{x) > g(x) con fy g funciones > Alcance muy limitado, sélo si la funcién f—g
polinémicas de grado 3 Paigebraico ecuacional tiene ceros evidentes
Qs f{x) = g(x) con fy g funciones |
racionales
Q5:-/(‘f) > g(x) con f y g son g Econdémica y fiable si las raices son evidentes.
funciones exponenciales Pyrafica
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriores pero l
diferentes entre ellas
Q72 f(x) 2 g(x) donde fy g no son <> | Econémicay fiable si las raices no son evidentes.

ninguna de las funciones anteriores

Pgrafico numérica
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PP5

P disponibles

Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?

Qu: f{x) > g(x) con fy g funciones

>

«Incompletitudes»

Alcance limitadisimo

afines? |:‘algebraica
Q2: f(x) > g(x) con fy g funciones
polinémicas de grado 2 !
Qst f(x) 2 g(x) con fy g funciones > Alcance limitadisimo
polindmicas de grado 3 Palgebraico ecuacional
Q4 f{x) > g(x) con fy g funciones
racionales L
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones «> Fiable y eficaz si la funcion f — g tiene raices
exponenciales Pgrsfica evidentes
Qs: f(x) > g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriors pero diferentes l
entre ellas
Qr/x) 2 g(x) confy g no son > Apropiada si las raices no son evidentes
ninguna de les funciones anteriores P grafico numérica
PP6
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumple f(x) > g(x) si fy g son
funciones cualesquiera?
Quiftw) 2 g con fy g funciones Paigebraica > Alcance limitado
afines
Q2 f{x) > g(x) con fy g funciones
polinémicas de grado 2 !
f(x) >g(x) con f funciones .
Q3 : péliném)icas deyg?ado 3 Palgebraico ecuacional <> Alcance limitado
Qu: f(x) > g(x) con fy g funciones
racionales !
Qs:fi) 2 g(x) con Ty g funciones Pyrafica > Optima si las raices son evidentes
exponenciales
Qs f(x) = g(x) con fy g funciones
de los tipos anteriores pero l
diferentes entre ellos
Q- fix) 2 g(x) donde fy g no son P grafico numérica > Optima si las raices no son evidentes.

ninguna de les funciones anteriores
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Anexo 3.3. Material entregado durante el «curso cero» del 2006/07

INGRESOS I(x) COSTES C(x)
@ 1(x)=1,06-x-10 @ Cx)=x/4+7
@ 1(x)=3x+2 (b) C(x) =4-x
3)  1(x) =x/100 —
@ 1)=x-35 (©) C()=05x+025
© 109=5 (d) €09 =2-x
©® 100 =x"-3x (€) CH)=x"+2:x-1
@ 1) =(x+2)7-4 () Cx)=05x +45x+9
® 1(x)=x-50 (@) CX)=(xx+1)(x+3)
© :(X) = 52-X+ ’ 3 (h) C(x)=0,03:(x +1)*+3
o) 1(x) —>£ 2 X (i) C(X)=0,5x+2x
a 109=7x () C(x)=(x+1)+1
12) 1(x) = 3-(x + 10) - 30 (k) C()=x*+25x+15
13) 1(x)=05-(x-5)*-12,5 2
@) 1= (x-1)° () Cx) =5 x+2
@) 1x)=2-(x-1)°-2 = 0.02- 2
@6 1(x) =5x% +8x (m) €0 (7)’02 (1S
an 169 =x-(x+1)° () Cx)=g-x+7
18) I(x) =(x+1)-x-(x+5)
19) 1(x)=04-x-(2x +7) (0) C(x)=15
(20) 1(x)=(x-2)°-8 (p) C(X) = 4X* +7x +2
@1) 100 =01-(x- §)3 @ C)=x3+2
@) 109=2-(x-1)°-2 (r) C(x)=0,2-(x +5)?
@3) 1) =x+x*+x+1 3
! (5) Cx)=x+1
@4 1()=3-% (t) C(x)=0,3-(x+3)°-2
- (u) C(x)=0,1-x*+5
@) 109 =330 (V) C(x)=0,15+6
o 109 =222 (W) C(x) = 0,75
> (x) C(x) =0,75x
@) 1)=7-3z (y) Cx)=0,5-x+5
_ -1 (z) Cx)=0,25x+1
@) 10923402 (aa) C(x) = 0,5-(x + 2)?
@9 1(x) = 1,3X: 1 (bb)C(x) =x + 4
(30) 1(x)=1,04 . (cc) C(x) = 0,05-x* + 0,6
@) 1() =10-% (dd)C(x) = x* +13-x* + 50-x + 56
G 100 =18 (e0) €09 =5 =55
(33) IX)=72_4
X égx (ff) C(x) =0,02-x*
@9 109 = 11 : (99)C(x) = 0,02:(x +2)°
@) 1()=-3+1 (hh)C(x) = 0,4-x° + 0,5
_ i) Cx)=x+1
) I(x)=x+25+4 (i) C(x) ¥
i) CX)=7—>%
@7 |(x)=10—% W) €09 =5=3
@8) 1(x) =ﬁ+ X2
(39) I(x) =%x
40) I(x)=3+ 2x7- 1
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Anexo 3.4 Material entregado durante el «curso cero» del 2006/07

Ejercicio 1

El coste de fabricacion (en €) de un determinado articulo para la produccion de x

unidades viene dado por la funcién C(x) = x* + 100x
(@) Representa la funcion graficamente

(b) ¢Para qué producciones el coste es nulo? ;Cuél es el coste cuando todavia no se
ha producido nada? ;Para qué producciones el coste es superior a 500 €?

(c) Da la expresion general de la funcion de ingresos para la venta de x unidades del
articulo si el precio de venta es de 120 € por unidad. Representa la funcion de
ingresos juntamente con la de costes.

(d) ¢Qué cantidades tiene que producir la empresa para tener beneficios positivos?
Indica en la grafica qué producciones permiten tener mas beneficios.

(e) Repetir los apartados anteriores si la empresa se ve forzada a afadir un coste
constante de mantenimiento de la maquinaria de 50 €. ;Cémo influye este hecho
a la funcion de costes? ;Como se ven afectados los beneficios?

Ejercicio 2

Repite el problema anterior (apartados (a), (b), (c) y (d)) con la funcion de costes:
C(x) = 2x* — 3x + 1 considerando un precio unitario inicial de 12 €.

Explica graficamente:
- ¢Qué cambios se producen en la funcion de ingresos si los precios ahora son de

15 € por unidad? ;Como cambian los beneficios?

- ¢Y silos precios son de 10 € por unidad?

- Determina el precio unitario minimo a partir del cual la empresa empieza a tener
beneficios.
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Anexo 3.5. Enunciado del cuestionario® pasado a los alumnos del «curso cero» del

2004/05

Estamos haciendo una investigacion sobre los cursos de setiembre que se hacen en diferentes Universidades

catalanas. Por favor, contestad con la maxima sinceridad. Vuestras respuestas seran tratadas confidencialmente.

MUCHAS GRACIAS
Nota Matematicas Nota Matematicas Nota de acceso a la Tipo de
Bachillerato Selectividad Universidad Bachillerato

1. Porqué motivos decidiste hacer este curso?

2. Explica con tus palabras cual crees que es el objetivo del curso:

3. Valoradel 1 al 5 las siguientes caracteristicas del curso (marca la opcion escogida):

@)
(b)
(©
(d)
(€
U]
C);
(h)
()
@
K

Duracion del curso

Duracion de las sesiones
Contenido tedrico

Contenido practico

Dificultad

Tiempo dedicado a cada tema

Han aparecido conceptos nuevos?
Han aparecido técnicas nuevas?
Cantidad de trabajo hecho en clase
Cantidad de trabajo hecho en casa

Crees que el curso te ha sido util?

(muy corto=) 23
(muy cortas=)
(muy poco=)
(muy poco=)

(muy poca=)

(muy pocos=)
(muy pocas=)
(muy poco=)

1

1

1

1

1
(muy poco=) 1
1

1

1
(muy poco=) 1
1

N N N N NN NN NN NN NN DN
W W W W W ww w w w
~ b b B B B B~ B B b
o o1 o1 o1 o1 o1 o1 o1 o1 O

(muy poco=)

4. Indica dos de las principales aportaciones del curso:

5. Indica dos de las principales deficiencias del curso:

4

5

(=muy largo)
(=muy largas)
(=mucho)
(=mucho)
(=mucha)
(=mucho)
(=muchos)
(=muchas)
(=mucho)
(=mucho)

(=mucho)

6. Sabrias indicar alguna diferencia entre el trabajo que has realizado durante el curso y el

que hacias en Secundaria?

7. Comentarios sobre el curso en general:

3 La traduccion es nuestra.

307



1.

Anexo 3.6. Cuestionario a alumnos del «curso cero» 2004/05 analizado

Nota Matematicas | Nota Matematicas | Nota de acceso a la Tipo de
Bachillerato Selectividad Universidad Bachillerato
Media = 6.69 Media =5.44 Media = 6.35 Moda = Social

¢Porqué motivos decidiste hacer este curso?

Aproximadamente el 50% de las personas que han respondido la pregunta ha citado como motivo
REFRESCAR conceptos del bachillerato, un 15% adquirir una DINAMICA de trabajo, un 10% estar mas
PREPARADOS en el primer curso de Universidad y el resto, AMPLIAR conceptos.

Explica con tus palabras cual crees que es el objetivo del curso:

Aproximadamente el 50% de las personas que han respondido la pregunta ha citado como motivo
REPASAR conocimientos, un 20% INTRODUCCION de conceptos nuevos, un 20% ADQUIRIR un nivel
optimo y el resto, coger RITMO de trabajo.

Valora del 1 al 5 las siguientes caracteristicas del curso (marca la opcion escogida):

(@) Duracion del curso (muy corto=) Media = 3 (=muy largo)
(b) Duracién de las sesiones (muy cortas=) Media=3.45 (=muy largas)
(c) Contenido tedrico (muy poco=) Media=2.55  (=mucho)
(d) Contenido practico (muy poco=) Media=3.52  (=mucho)

(e) Dificultad (muy poca=) Media = 2.3 (=mucha)

(f) Tiempo dedicado a cada tema (muy poco=) Media=2.85 (=mucho)
(9) ¢Han aparecido conceptos nuevos? (muy pocos=) Media=1.8 (=muchos)
(h) ¢Han aparecido técnicas nuevas? (muy pocas=)  Media=2.9 (=muchas)
(i) Cantidad de trabajo hecho en clase (muy poco=) Media = 3.3 (=mucho)

(j) Cantidad de trabajo hecho en casa (muy poco=) Media=2.75  (=mucho)
(k) ¢Crees que el curso te ha sido Gtil? (muy poco=) Media=3.75  (=mucho)

Indica dos de las principales aportaciones del curso:

Entre los mas citados, encontramos las siguientes aportaciones: REFRESCAR conceptos del bachillerato,
APARICION de nuevas técnicas, INTRODUCCION de nuevos conceptos, mucha APLICACION
econdmica, CONOCER nuevos compafieros y COGER tanto, ritmo de trabajo como de confianza.

Indica dos de las principales deficiencias del curso:

De las personas que han respondido la pregunta han citado mayoritariamente la FALTA de temario y de
tiempo.

Sabrias indicar alguna diferencia entre el trabajo que has realizado durante el curso y el que hacias en
Secundaria?

De las personas que han respondido la pregunta, mayoritariamente han indicado como principales
diferencias la FORMA de trabajar, el RITMO de trabajo, la DISTRIBUCION del trabajo en clase y en
casa, y el hecho de que en el curso se EXPLICA el por qué de las cosas.

Comentarios sobre el curso en general:

Todas las personas que han contestado esta pregunta han dado una valoracion positiva.
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Anexo 3.7. «Curso cero» 2009/10. Diario de sesiones.

Primera sesion

En esta primera sesion del curso, se les entrega el siguiente enunciado:

Dada la situacion de crisis en la que se encuentra la industria discografica mundial desde hace ya
varios afios, puede resultar interesante hacer un estudio de las actividades econémicas que
desempefia una empresa discografica actual. El objetivo de este ejercicio, que se ird desarrollando
a lo largo del curso introductorio, serd realizar un estudio simplificado de las caracteristicas
empresariales y econémicas de la empresa discografica catalana Picap a través de modelos y
razonamientos matematicos, utilizando datos reales orientativos proporcionados por la propia
discografica e informacion que los alumnos deberan ser capaces de encontrar de forma autonoma.
Con todo ello se realizara una prediccion de la situacion a la que podria llegar esta empresa en los
proximos meses, creando debates de las ventajas y los inconvenientes de las magnitudes

econdmicas que constituyen los modelos utilizados.

Picap es una discografica catalana que nacié oficialmente en la
primavera de 1984. La idea principal de esta empresa era dar
soporte a los intérpretes y autores de Catalufia, respetando su

expresion linguistica, pero dando un soporte preferencial al
catalan. Picap es una empresa formada por un joven equipo
de profesionales que trabajan con profesionalidad e ilusion.

Para completar dicho trabajo, se les proporciona los siguientes datos:

Presupuesto Presupuesto Ingresos medios De los discos Numero
Grupos en Fecha de inicio del medio para la medio ?Jara la aproximados en vendidos, % que medio de
contrato con ESt.'Io contrato con la grabgmo_r], grabacion de concepto de se queda el artista copias
. musical . s masterizacion y ; . derechos de autor y % que se queda vendidas
Picap discografica o . cada videoclip " oy
disefio cada disco o por parte de la la discograéfica (1) hasta el
1) discogréfica(l) ) momento
Albert Fibla Cagﬁ't‘(’)rr' de 2003 3600 € 1500 € 2500 € 6% 473
Baetlria Folk 2004 3500 € 1600 € 1800 € 6% 350
Entregirats Pop 2000 2000 € 1000 € 1500 € 8% 302
Keympa "C";fl'gg 2001 2500 € 1300 € 1600 € 6% 411
Lexu’s Pop 2005 3400 € 1500 € 3500 € 6% 603
Naltrus Rock 2004 3000 € 1400 € 1700 € 6% 328
Nua Pop 2005 3500 € 1500 € 2100 € 7% 381
Pitjorestastu Pop/Rock 2006 3300 € 1300 € 1900 € 6% 290
Rodamons Rock 2004 3800 € 1700 € 3500 € 6% 715
Turnéz & Sesé Cagﬁ't‘(’)rr' de 2000 3100€ 1200 € 2200€ 6% 436

(1) datos orientativos

(2) El porcentaje del artista, llamado Royalties, oscila entre el 5% y el 18% sobre el bruto que ingresa la discografica por las ventas de su

disco.

Ademas, la empresa facilita la siguiente informacion:
- Estilos musicales con los que trabaja: Pop, Rock, Cancién de autor, Musica Céltica y Folk,

preferentemente.

- Fuentes de ingresos de la discogréafica: La principal fuente de ingresos es la venta de discos, la segunda
los derechos (emisién publica, sincronizaciones, licencias etc.) y, finalmente, las subvenciones publicas

(en un claro descenso).

- Tipos de gastos (exceptuando los de grabacion, masterizacion y disefio) por parte de la discografica
relacionados con la edicién y la venta de un disco: Cada disco tiene un presupuesto diferente en
funcion de las expectativas de ventas y del mercado al que se dirija, estas diferencias entre ellos pueden

SEr enormes.
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Otros gastos en concepto de empresa: produccion industrial (copias), canon de autor, canon de intérprete,
promocion y publicidad, gastos de distribucion, financieros, de estructura de empresa, transporte, entre
otros.
- Subvenciones de la Generalitat que recibe la discografica por cada disco editado (datos
orientativos): La discografica recibe unos 6000 € por cada disco editado aproximadamente.
- De los derechos de autor, porcentaje que se queda el autor y porcentaje que se queda la
discografica: Este canon normalmente se reparte de la siguiente forma: el 53% para la discografica y el
47% para el autor, aproximadamente.

Esta primera sesidn se dividio en dos partes. En la primera parte se llevo a cabo la eleccion de los equipos de
trabajo, que varié entre tres y cuatro personas, a los que se les asign6 un grupo musical. En la segunda se
pidi6 a cada equipo de trabajo la busqueda de la informacidn siguiente sobre el grupo musical asignado:

- Duracion del contrato con la discogréfica hasta el momento actual.

- Numero de discos editados con Picap y fecha de edicion de cada uno de ellos (para ello se propone
buscar en las paginas web de los grupos que se pueden encontrar en www.picap.cat, en
www.actualrecords.cat o directamente en www.google.es).

- Precio de venta de cada uno de estos discos en el mercado.

- Numero de canciones en cada disco.

- Duracion de las canciones de cada disco.

- Ndmero de videoclips de cada disco y fecha de presentacion de estos videoclips.

- Para las canciones del grupo, ranquing de compras a través de descargas en iTunes.

Segunda sesion

Esta sesion también se divide en dos partes. En la primera, y a partir de los datos recogidos durante la
primera sesion y los proporcionados por el enunciado del problema, se pide a cada grupo de trabajo
responder las siguientes cuestiones:

1) Si las subvenciones que otorga la Generalitat a esta empresa por cada disco han disminuido un 15%
respecto el afio anterior, ;de qué subvenciones disponia esta discografica anteriormente?

2) Si se sabe que estas subvenciones van a aumentar un 8% en los proximos cuatro meses, ¢;cuales seran en
este caso las subvenciones de las que va a disponer la discografica durante el préximo afio por cada
disco?

3) ¢Qué variacion porcentual se deberia producir para obtener una subvencién de 7800 € por disco editado
el afio que viene?

4) ¢Qué cantidad media han recibido los autores en concepto de derechos de autor por cada disco editado
con esta discografica?

5) Calculo de la duracion media de las canciones de cada disco. ;De qué nos informa este valor medio?
Interpretar.

6) Calculo de tiempo medio entre la publicacion de cada videoclip/disco. ;De qué nos informa este valor
medio? Interpretar.

7) Caélculo de los ingresos medios mensuales en concepto de derechos de autor que cobra la discogréfica
del primer disco de estos grupos.

8) Dada una variable que toma distintas categorias o valores, se entiende por moda la categoria mas
frecuente (que aparece con méas frecuencia). Si consideramos la variable canciones de un disco
determinado del grupo compradas a través de descargas en iTunes, ¢cual seria su moda?

En la segunda parte de la sesion se introduce el concepto de microeconomia y se inicia otro tipo de estudio:
La microeconomia es una parte de la economia que estudia el comportamiento econémico de
agentes individuales, como por ejemplo las empresas.

Mediante un estudio de mercado se determina que los costes referentes a cada una de las copias
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vendidas de cada disco que ha tenido que afrontar la discogréafica son aproximadamente de 3 €y
unos costes fijos anuales de unos 330 € por grupo.
Esto permite hacer otro tipo de cuestiones:

9) Construir modelos matematicos que representen los ingresos y los costes de la empresa discogréfica
Picap para el total de discos en el mercado de este grupo, escribiendo estas funciones en términos del
total de copias vendidas desde el inicio del contrato hasta el momento actual. Utilizar la informacion
recogida hasta el momento y detallar las magnitudes econdmicas bdasicas que determinan estas
funciones.

10) Citar dos aspectos que puedan resultar de interés para estudiar durante las proximas sesiones del curso.

Tercera sesion

Se pide dar respuesta a las siguientes cuestiones utilizando los dos modelos construidos durante la Gltima
sesion.
1) ¢(Qué nimero minimo de copias asegura unos beneficios positivos? ¢Podéis dar respuesta a esta
cuestioén utilizando Unicamente las funciones de ingresos y costes? Describir el método seguido para dar
la respuesta.

Dadas las diferentes fuentes de ingresos y los tipos de gastos de esta empresa discografica, calculados en
funcion del total de copias vendidas, podremos calcular sus beneficios realizando la diferencia entre ingresos
y costes.
2) Determinar la funcion que representa los beneficios de esta empresa en términos del total de copias
vendidas y representarla graficamente.
3) ¢Podréa alguna vez la discografica obtener unos beneficios superiores a 10000 € con las ventas de los
discos del grupo musical con el que trabajais? ¢ Cuantos discos deberian venderse?
4) ¢Os parece razonable el resultado? Explicar el porqué de la respuesta.
5) ¢Coémo deberia reaccionar la discogréafica para conseguir estos beneficios?
6) ¢Como se deberian modificar los parametros de los modelos encontrados para obtener estos beneficios?
7) ¢Cuéntos discos deberian venderse en este caso?

Cuarta y quinta sesion

Durante estas dos sesiones se proporciona a los alumnos datos nuevos sobre las funciones que representan los
ingresos y los costes de la discografica Picap, donde la variable x hace referencia al nimero total de copias
vendidas de los discos del grupo musical con el que trabajan.

INGRESOS 1(x) COSTES C(x)
(1) I(x) = 8,6:x + 510 (1) C(x) =0,001%* + 2,5x + 2750
(2) 1(x) = 0,001:x* + 4-x + 5500 (2) C(x) =0,005-(x + 50)* + 850
(3) I(x) = -0,05-(x — 950)* + 12500 (3) C(x) =0,00001-(x — 50)° + 1450
(4) 1(x) = 2520% 4 8500 4 C()=21x+970

x+790 _ ) X
(5) 1(x) = 0,000003(x+500)-(x+1000).(x + 1500) | ~ (®) C(x) =-10092:0,99903" + 13500

Con estos nuevos modelos matematicos, se pide responder a las cuatro primeras cuestiones planteadas en la
sesion anterior.
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Sexta sesion

Se les propone dos ejercicios. El primero tiene el enunciado siguiente:

(1) Las funciones cuya representacion grafica se muestra a continuacién pueden describir los ingresos y los
costes de la empresa discogréfica Picap, donde la variable independiente x hace referencia al nimero total
de copias vendidas de los discos del grupo musical con el que trabajais.

,// 4 i
A [
/ :

i A
i ¢
/ i
!.f"' /

Dada esta informacion gréafica, hacer un esbozo de sus respectivas funciones de beneficios.

Y el segundo:

(2) Relacionar, en cada caso, cada una de las funciones de ingresos (en negro) y costes (en rojo) de la
columna de la izquierda, con su respectiva funcion de beneficio, de la columna de la derecha. Describir
con todo detalle el método que habéis utilizado para dar la respuesta.
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Séptima sesion

Esta sesion se centra en estudiar cuando la empresa discogréafica Picap obtendra un beneficio méaximo. Se
dard mucha importancia a la discusién de los resultados en el sentido que estos sean coherentes en el contexto
en que trabajamos y coémo podriamos modificar esta situacion para conseguirlo en caso negativo. Se pide
utilizar los modelos de las sesiones 4 y 5.

Ademas, se pide a los alumnos responder las siguientes cuestiones relacionadas con el trabajo realizado en
esta sesion:

e ;Qué cantidad total de copias deberian venderse para obtener unos beneficios maximos? Dar una
respuesta aproximada a partir de la representacion grafica de las funciones de ingresos y costes o de la
funcion beneficio.

o Determinar, si es conveniente, posibles modificaciones en la representacion grafica de estas funciones
para conseguir un maximo con sentido. Explicar qué repercusion tendrian estas modificaciones gréaficas
en su expresion analitica.

e ;Cual de estas modificaciones puede interesarle mas a la discogréafica para conseguir su objetivo?

Octava sesién

Esta sesion se inicia con informacién nueva que se entrega a los alumnos. En concreto, se les proporciona
una tabla que recoge de forma aproximada el nimero de copias vendidas durante los Gltimos seis trimestres
(desde inicios del 2008) del primer disco de cada grupo musical.

AlbertFibla | 23 | 21 | 20 | 25 | 24 | 23
Baetlria 21 | 21 |21 | 23 | 24 | 27
Entregirats 10|12 15|11 |10 | 8
Keympa 14 | 12 | 13 | 15| 15 | 14
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Lexu’s 48 | 51 | 56 | 53 | 44 | 40
Naltrus 22 122 |20 | 15|16 | 12
Nua 28 | 35 30| 31|28 26
Pitjorestastu | 31 | 34 | 34 | 37 | 35 | 33
Rodamons 67 | 42 | 30 | 21 | 15 | 45
Turnéz & Sesé | 17 | 15 | 13 | 12 | 10 | 10

A partir de esta informacion, se pide dar respuesta a las cuestiones que se plantean a continuacion:
e Hacer una prediccidon numérica de las copias que se venderan durante los préximos dos trimestres,
indicando detalladamente el proceso que seguis para dar el resultado.
e Calcular los beneficios que se prevé que generara este disco para la discografica durante estos dos
préximos trimestres si las copias vendidas de este disco sigue la prediccion sefialada en el apartado
anterior.

Novena sesion

Esta sesion se utilizara para hacer una sintesis del trabajo realizado en las sesiones anteriores, y para ello se
pide de hacerlo de una forma original.
Se explica a los alumnos que los resultados de trabajos, experiencias y proyectos de investigacion pueden
darse a conocer de diversas maneras, por ejemplo presentandolos en congresos. Uno de los principales
medios de exposicidn que se utilizan en estos congresos son los pdsters. Estas formas de exposicion
contribuyen al intercambio de informacidn entre los asistentes. Y por tal motivo, se les pide realizar el
siguiente ejercicio:
o Preparar un péster en el que se sintetice el estudio desarrollado a lo largo del curso introductorio de
Matematicas. Debatir entre los miembros del grupo la estructura y el contenido del pdster.
o Preparar la exposicion oral del poster que se llevaré a cabo el tltimo dia del curso, distribuyendo la
explicacion convenientemente entre los miembros del grupo. La exposicion oral tendra una duracion
méaxima de 10 minutos.

Para ello, se proporcionan las caracteristicas generales que un péster deberia tener:
- Inteligible: que las ideas mostradas en él puedan seguirse con facilidad.
- Legible: que se pueda leer con facilidad (el tamafio del texto debe ser suficientemente grande para poder
leerlo a 2 0 3 metros de distancia).
- Bien organizado: el formato debe ser atractivo para las personas a las que va dirigido.
- Conciso: la informacidn expuesta debe ser la mas relevante, no se pueden exponer todos los detalles del
trabajo.

A nivel de formato se les informa que el tamafio del poster debe ser de 75¢cm x1m y se utilizara como soporte
para construirlo el programa PowerPoint. Para realizar el poster a partir de este programa lo primero que se
debe hacer es abrir una diapositiva en blanco y pulsar «Archivo» y «Configurar pagina», posteriormente se
estableceran las dimensiones fijadas. El titulo debe ser lo que més se vea del péster y justo debajo de éste
deben aparecer los autores del trabajo. Las diferentes partes del pdster deberan ir en cajas para que sea méas
facil trabajar con ellas.

Y finalmente, la estructura del poster debe estar formada por: titulo; autores; centro; introduccion, hipétesis y
objetivo; metodologia (materiales y métodos); resultados, y conclusiones.
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Décima sesidn

Esta ultima sesion se dedica a la presentacion de los posters. Primero se fija la hora de presentacion de cada
uno, y se dejan los quince minutos primeros para colocarlos y que toda la clase los puedan contemplar. A
continuacion se hace la exposicion, que ocupa entre cinco y ocho por grupo, mas unos minutos para hacer
preguntas. Finalmente se pasa un cuestionario a los alumnos en los que puedan valorar el contenido del
seminario y los objetivos de éste (unos 15 minutos aproximadamente).
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Anexo 3.8. «Curso cero» 2010/11. Diario de sesiones.

Primera sesion

En esta primera sesion del curso, se les entrega el siguiente enunciado:

A pesar de la situacion de crisis en la que nos encontramos y el estancamiento del consumo,
algunas empresas han conseguido desafiar las no muy alentadoras previsiones. Puede resultar
interesante iniciar un estudio sencillo, para una de estas empresas que se encuentran en pleno
auge, acerca de las posibles claves de su éxito y analizar algunas de las actividades econémicas
desempefiadas. Nos centraremos en la firma de moda Desigual, una empresa espafiola en
expansion internacional. El objetivo de este ejercicio, que se ira desarrollando a lo largo del curso
introductorio, sera realizar un estudio simplificado de algunas de las caracteristicas empresariales
y econémicas de esta firma de moda a través de modelos y razonamientos matematicos,
utilizando datos reales orientativos proporcionados por la propia empresa e informacion que los
alumnos deberan ser capaces de encontrar de forma auténoma. Con todo ello se realizara una
prediccion de la situacion a la que podria llegar esta empresa a corto plazo, creando debates de las
ventajas y los inconvenientes de las magnitudes econdmicas que constituyen los modelos
utilizados y razonando acerca de la viabilidad de estas predicciones.

Moda atrevida

«La empresa Desigual tiene su origen en el tandem formado por el disefiador suizo
Thomas Meyer, fundador y alma mater de la compafiia, y Manel Adell, el ejecutivo
que en 2003 toma las riendas del grupo para dirigir su expansion internacional. Su
historia empieza en los afios 80, cuando Thomas Meyer se paseaba por el puerto de

Ibiza apenas sin superar los 20 afios de edad. Thomas Meyer vendia camisetas en
el mercadillo de la isla. Puso una tienda, sin nombre, en el barrio de la Marina. En
ese tiempo primaban camisetas con el sello | love Ibiza. A contracorriente,
imprimid en sus t-shirts estampados basados en graffitis y manchas
caleidoscdpicas. Asi naci6 Desigual.»

(J. S Derqui)

Se les proporciona la siguiente informacién:
Desigual nos ha facilitado informacion que representa, de forma orientativa, la evolucién de algunas
caracteristicas empresariales y econémicas relevantes para la empresa.

1) Numero de tiendas propias abiertas a nivel nacional en los Gltimos trimestres:
Trimestre | T12008 | T2 2008 | T3 2008 | T4 2008 | T1 2009 | T2 2009 | T3 2009 | T 4 2009 | T 12010 | T 2 2010
Tiendas abiertas 15 19 12 22 20 25 24 35 45 55

2) Numero de tiendas propias abiertas fuera de Espafia en los Gltimos trimestres:
Trimestre | T12008 | T2 2008 | T3 2008 | T4 2008 | T1 2009 | T2 2009 | T3 2009 | T 42009 | T 12010 | T 2 2010
Tiendas abiertas 2 4 3 4 6 7 8 15 32 44

3) Evolucién de las ventas anuales contabilizadas en millones de euros:
Afio 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Millones de euros | 19 30 49 86 | 162 | 230

4) Evolucion de los ingresos semanales (€) desde el 31 de mayo de 2010 en la tienda de Passeig
de Gracia 47 (Barcelona):
Semana S1 | S2 | S3 | sS4 | S5 | s6 | S7 | S8 | s9 | s10 | s11
Ingresos semanales | 21570 | 22000 | 25000 | 26750 | 32000 | 37500 | 42000 | 45500 | 55000 | 67500 | 75000

5) Evolucién de los ingresos semanales (€) desde el 15 de febrero de 2010 en la tienda de las
Ramblas 136 (Barcelona):
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Semana S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 | S11
Ingresos semanales | 52500 | 25250 | 25000 | 26750 | 28790 | 31300 | 35000 | 34990 | 41000 | 43550 | 45570

6) Evolucion de los ingresos semanales (€) desde el 1 de marzo de 2010 en la tienda de la
Rambla de Catalunya 140 (Barcelona):
Semana S1 | S2 | S3 | s4 | S5 | S6 | S7 | S8 | S9 | si0

Ingresos semanales | 25000 | 25450 | 26750 | 28800 | 31300 | 35050 | 34995 | 40975 | 43700 | 45973

7) Evolucidn de los ingresos semanales (€) desde el 31 de mayo de 2010 en la tienda de la calle
Arcs 10 (Barcelona):
Semana S1 | s2 | S3 | s4 | S5 | s6 | ST | s8 | s9

Ingresos semanales | 21550 | 21975 | 24790 | 23980 | 27500 | 37450 | 41900 | 45555 | 56700

8) Evolucién de las ventas semanales de las camisetas one-print desde el 31 de mayo de 2010 en
la tienda de Passeig de Gracia 47 (Barcelona):
Semana S1|S2|S3|S4|S5|S6]|S7|S8]|S9|s10]|s11

Camisetas one-print vendidas | 120 | 125 | 124 | 133 | 128 | 187 | 204 | 253 | 297 | 450 | 500

9) Evolucion de las ventas semanales de las camisetas one-print desde el 15 de febrero de 2010
en la tienda de las Ramblas 136 (Barcelona):
Semana S1|S2|S3|S4|S5|S6|S7|S8|S9|s10]|s11

Camisetas one-print vendidas | 233 | 112 | 118 | 130 | 116 | 151 | 159 | 173 | 175 | 230 | 253

10)  Evolucion de las ventas semanales de las camisetas one-print desde el 1 de marzo de 2010 en
la tienda de la Rambla de Catalunya 140 (Barcelona):
Semana 112|134 (5|6 |7 ]|8]9]10

Camisetas one-print vendidas | 100 | 101 | 107 | 115 | 125 | 140 | 140 | 164 | 194 | 210

11) Evolucion de las ventas semanales de las camisetas one-print desde el 31 de mayo de 2010 en la
tienda de la calle Arcs 10 (Barcelona):
Semana 112|345 |67 ]8]29

Camisetas one-print vendidas | 86 | 88 | 99 | 96 | 110 | 150 | 186 | 225 | 345

Esta primera sesion se dividié en dos partes. En la primera hubo la eleccién de los equipos de trabajo,
que varid entre tres y cuatro personas, a los que se les asigné una caracteristica econémico-empresarial a
cada grupo para, posteriormente, poder estudiarla y analizarla. En la segunda se pidi6 a cada equipo de
trabajo la busqueda de la informacion acerca los origenes de Desigual y el papel que desempefia
actualmente e intentar determinar, de forma cualitativa, las posibles claves de su éxito.

Segunda sesion

A partir de los datos asignados a cada equipo de trabajo durante la primera sesién, se pide realizar un
estudio que permita hacer una prediccion numérica a corto plazo de las caracteristicas econémico-
empresariales expuestas. Se permite al estudiante utilizar cualquier herramienta matematica estudiada
en el bachillerato, indicando y justificando detalladamente el proceso de estudio seguido para dar el
resultado. Se deja pues al estudiante que explore libremente el problema.
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Tercera sesion

Esta sesion se dividio en dos partes. En la primera se hace una iniciacion al programa Excel, donde se
ensefia como introducir datos, realizar representaciones gréaficas, hacer referencias a otras celdas,
escribir formulas y calcular funciones matematicas. Ademas, cada equipo de trabajo debe realizar un
estudio del grado de error cometido por el modelo propuesto en la segunda sesion. ¢ Es posible mejorar
el modelo? ;Qué cambios podemos realizar?

En la segunda parte se introduce la herramienta solver de Excel: como podemos cargar este
complemento y como utilizarlo. Cada equipo de trabajo debe aplicar la herramienta solver al modelo
mejorado obtenido en la primera parte de la clase. Realizar una puesta en comun de los resultados
finales y comentar posibles errores.

Cuarta sesion

A partir de los resultados obtenidos en la tltima sesion, las respuestas al cuestionario facilitado el

primer dia y la informacion que se muestra a continuacion, se pide responder las siguientes cuestiones:

1) Discutir sobre las predicciones a corto plazo realizadas por todos los grupos de clase. ¢Puede existir
alguna prediccion que no se ajuste a la realidad?

2) ¢Como se puede reflejar el grado de notoriedad esponténea de la empresa Desigual entre los alumnos
del Curso Preparatorio de Matematicas?

3) Describir y representar el porcentaje de notoriedad sugerida entre todos los alumnos del curso.

4) ¢Cuales son las tiendas Desigual propias mas conocidas entre los alumnos del curso? Representar las
respuestas.

5) Si una de las camisetas one-print de esta firma se vende a 17 € durante el periodo de rebajas, tras un
descuento del 30%, ¢cuél era el precio de la camiseta anteriormente?

6) Supongamos que la empresa Desigual dispone durante esta temporada de 10 modelos diferentes de
camisetas de precios variados (como muestra la tabla). Estas camisetas no tienen el mismo impacto
entre los clientes y, en consecuencia, el porcentaje de consumo es distinto para cada una. También
conocemos que de cada 100 camisetas vendidas 16 son del modelo 1, 7 del modelo 2, 10 del modelo
3, 5 del modelo 4, 3 del modelo 5, 7 del modelo 6, 15 del modelo 7, 7 del modelo 8, 12 del modelo 9
y 18 del modelo 10.

Camisetas | Modelo1l | Modelo2 | Modelo3 | Modelo4 | Modelo5 | Modelo6 | Modelo7 | Modelo8 | Modelo9 | Modelo 10

Precio | 35€ 25€ 47 € 60 € 29€ 55€ 299€ | 45¢€ 49 € 39¢€

Describir y calcular dos formas de representar el precio de las camisetas Desigual.
7) Construir un modelo matematico que pueda representar los ingresos de la empresa Desigual en
funcidn del nimero de camisetas vendidas.
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Quinta sesién

A partir de un analisis mas profundo se ha determinado que las funciones siguientes representan los

ingresos Yy los costes de la empresa Desigual con respecto al nimero de camisetas one-print vendidas,
representado por la variable x.

INGRESOS I(x) COSTES C(x)
(1) 1(x) = 25-x (1) C(x) =0,001x" + 2,5x + 3750
(2) 1(x) = -0,003-x* + 15:x (2) C(x) = 0,005-(x + 50)* + 850
(3) I(x) = -0,01385:(x — 950)* + 12500 (3) C(x) =0,00001:(x — 50)° + 1450
(4) 1(x) = 0,01-x-(4500-x) (4) C(x)=2,1x+ 970
(5) 1(x) = 20-x (5) C(x) = 250-1,005* + 15500

Con estos modelos matematicos, responder a las cuestiones planteadas a continuacién:
1) ¢Qué nimero minimo de camisetas asegura unos beneficios positivos? ;Podéis dar respuesta a esta

cuestion utilizando Unicamente las funciones de ingresos y costes? Describir el método seguido para
dar la respuesta.

2) ¢Se podran obtener unos beneficios superiores a 10000 € de la venta de camisetas one-print?
¢Cuantas camisetas deberian venderse?

3) ¢Os parece razonable el resultado? Explicar el porqué de la respuesta.

4) ¢Como deberia reaccionar la empresa Desigual para conseguir estos beneficios? ;Cémo se podrian
modificar los parametros de los modelos para obtener estos beneficios?

Sexta sesion

En esta sesion se plantean dos ejercicios. El enunciado del primero es el siguiente:
(1) Las funciones cuya representacion grafica se muestra a continuacion pueden describir los ingresos
(color negro) y los costes (color rojo) de la empresa Desigual, donde la variable independiente x hace

referencia al nimero total de camisetas one-print vendidas. Dada esta informacion gréfica, hacer un
esbozo de sus respectivas funciones de beneficios.

Y el enunciado del segundo:

(2) Relacionar, en cada caso, cada una de las funciones de ingresos (en negro) y costes (en rojo) de la

columna de la izquierda con su respectiva funcion de beneficio de la columna de la derecha. Describir
con todo detalle el método que habéis utilizado para dar la respuesta.
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Séptima y octava sesion

Esta sesion se centra en estudiar cuando la empresa Desigual obtendra el beneficio maximo en relacién a
las ventas de las camisetas one-print. El alumno debera si los resultados obtenidos pueden tener sentido en
el contexto en el que trabajamos y cémo podriamos modificar esta situacion para conseguirlo en caso

contrario.

Para cada uno de los modelos de la sesion 5, determinar qué cantidad total de camisetas one-print deberian

venderse para obtener unos beneficios maximos.

Para los modelos del ejercicio 1 de la sesion 6, determinar qué cantidad total de camisetas one-print
deberian venderse para obtener unos beneficios maximos. Dar una respuesta aproximada a partir de la
representacion gréfica de las funciones de ingresos y costes o de la funcion beneficio.

Determinar, para el apartado anterior y siempre que sea conveniente, posibles modificaciones en la
representacion gréfica de estas funciones para conseguir un méaximo con sentido. Explicar qué repercusion

tendrian estas modificaciones graficas en su expresion analitica.

Novena y Décima sesiones

Ambas sesiones son idénticas a las descritas en «curso cero» anterior (2009-10).
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Anexo 4.1. Programa de la asignatura de matematicas en 1QS-ADE (URL)

GRADO EN ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

MATEMATICAS

Curso: Primero

Caracter: Obligatorio

N° de créditos: 9

Profesor: Vanessa Serrano - vanessa.serrano@iqgs.url.edu

OBJETIVOS

La asignatura de Matematicas tiene como objetivo principal aprender a elaborar y utilizar modelos matematicos
para la descripcion, el andlisis y la resolucion de situaciones problematicas que se dan en el ambito de la empresa,
la economia, las finanzas o la vida cotidiana. Las nociones matematicas de funcion en una o varias variables y de
matriz sirven de hilo conductor del programa.

Es necesario llegar a conocer las propiedades y principales usos de estos modelos matematicos, familiarizandose
con los principales tipos de situaciones econémicas, empresariales y sociales que éstos permiten representar. Pero
no basta con saber adaptar y utilizar con precision los modelos conocidos. Los estudiantes deberan ser capaces de
analizar una situacion problematica en términos de dependencia entre magnitudes variables, destacando la
informacion pertinente para elaborar un modelo matematico de dicha situacion. Y deberan saber utilizar los
modelos matematicos propuestos y sintetizar los resultados obtenidos con estos modelos para generar nuevos
conocimientos y cuestiones sobre las situaciones problematicas consideradas.

En la mayoria de casos, las técnicas de elaboracidn, utilizacion y evaluacion de estos modelos matematicos
requieren el uso de la calculadora simbolica Wiris (www.wiris.com) cuyo acceso se facilitara a los estudiantes
para hacer simulaciones, representar los datos, variar las situaciones estudiadas, hacer comprobaciones empiricas y
evaluar los resultados obtenidos. La utilizacién pertinente de la calculadora simbdlica también forma parte de los
objetivos del curso.

COMPETENCIAS QUE DEBE ADQUIRIR EL ESTUDIANTE

a) Competencias especificas:
Como resultado a los contenidos de la asignatura los estudiantes deberan ser capaces de conseguir los
siguientes objetivos («Analisis y Sintesis»):
1. Dominar los conceptos tedricos que constituyen la materia.
2. Conocer las técnicas basicas introducidas para modelizar situaciones.
3. Desarrollar el propio pensamiento analitico.
b) Competencias transversales
Como resultado de las actividades realizadas durante el curso, los estudiantes deberan desarrollar las siguientes
habilidades:
4. Conocer algunos soportes matematicos como hojas de calculo y calculadoras simbolicas («TICs»).
5. Trabajo en equipo.

PROGRAMA Y PLANIFICACION

La asignatura se estructura en tres partes: Calculo de Funciones en una Variable, Célculo de Funciones en varias
Variables y Algebra Lineal, que corresponden basicamente a los tres trimestres del curso académico:

I. CALCULO DE FUNCIONES EN UNA VARIABLE (septiembre — diciembre)

Tema 1. Familias de funciones elementales

Tema 2. Derivadas y calculo de variaciones

Tema 3. Problemas de modelizacion funcional y optimizacion.

Tema 4. Integrales y areas

II. CALCULO DE FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES (enero — marzo)

Tema 5. Estudio de funciones en varias variables

Tema 6. Derivadas parciales y optimizacion (con y sin restricciones).

[11. ALGEBRA LINEAL (abril - mayo)

Tema 7. Calculo matricial y sistemas de ecuaciones lineales
Tema 8. Aplicaciones lineales y cambios de base.

Tema 9. Matrices de transicion y diagonalizacion.
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ACTIVIDADES FORMATIVAS Y EVALUACION

Se alternaran las clases tedricas (explicaciones y resolucion de problemas) con un taller de modelizacion
matematica (seminarios) centrado en el estudio de una cuestion problematica relacionada con la economia o la
empresa y el temario del trimestre.

El trabajo en el taller de modelizacion matematica se realizara en grupos de 4 alumnos y requerira la entrega de
unos informes por grupo (cada dos semanas aproximadamente) con los resultados parciales obtenidos y un informe
individual al acabar el trimestre. Los informes por grupo entregados deberan tener una extension maxima de 20
paginas, el tipo de letra debera ser Times New Roman y el tamafio 12 (o similares). Cualquier informe debera
entregarse en pdf.

El sistema de evaluacion es el siguiente:
- Los tres trimestres se evaltan de forma independiente:
+ El trabajo realizado en el taller de modelizacién (participacién e informes) cuenta un 30% de la nota
trimestral.
+ El examen al final de trimestre (diciembre, marzo y mayo) cuenta un 40%.
+ EI 30% restante se repartira de la siguiente forma: 10% notas de clase (entregas de problemas resueltos y
comportamiento en el aula) y 20% controles.

Solo se realizaran los promedios trimestrales si la nota del examen final de cada trimestre es superior a 3,5.
En caso contrario la nota del trimestre sera la nota del examen.

La nota del informe individual se podra mejorar tanto en junio como en septiembre con una nueva entrega,
mientras que la nota de los informes por grupo, la nota de clase y la de los controles se mantendran durante
todo el curso.

= CONVOCATORIA DE JUNIO: El curso se puede aprobar si la media aritmética de las tres notas trimestrales
es superior a 5 y las notas de los examenes finales de trimestre son superiores a 3,5. En este caso, la nota final
sera la media aritmética de las tres notas trimestrales. En caso contrario, el estudiante debera presentarse en el
examen final de junio a los trimestres no aprobados (o con nota del examen final de trimestre inferior a 3,5).
Los porcentajes de la tabla anterior se mantienen en la convocatoria de junio.

= CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE: El examen de septiembre incluye siempre la totalidad del curso. Un
70% de la nota correspondera a este examen y el 30% restante a la nota del taller de modelizacion.

Los grupos del taller de modelizacién que expongan de forma voluntaria y con una buena presentacion
conjunta podran ver incrementada la nota de los informes de grupo en 2 puntos a final de curso (en la
evaluacidén continuada o en la convocatoria de junio, no en septiembre).

BIBLIOGRAFIA.
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Media, 1995.
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Anexo 4.2. Informes secretarios talleres curso 2010/11

Primer Trimestre
Q1. (Podemos predecir como evolucionara el tamafio de esta poblacion después de un ndmero
determinado de periodos?
Q2. ¢Sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de esta poblacion a largo plazo?
Q3. ¢Qué tipo de hipdtesis sobre el entorno, sobre la poblacion y sobre su crecimiento se tienen que
asumir?
Q4. ;Como podemos hacer predicciones sobre la evolucion de su tamafio y cémo éstas pueden ser
validadas?

Cuestiones Sesion 1:

Qil. ¢ Cémo podemos escribir las variables que representan el tiempo y el tamafio de la poblacién?
Qi2. ¢ Cémo podemos describir el crecimiento de esta poblacién?

Qi3. Utilizando los datos disponibles, ¢podriamos decir cudl sera el nimero de usuarios de esta red
social después de 1, 2, 3, 4 y 5 afios?

Cuestiones Sesion 2:

Qi4. Estudiar el modelo discreto propuesto

Qi5. Como afectara al modelo un nimero de usuarios inicial distinto?

Qi6. ¢Qué pasaria si existiera un nimero maximo de usuarios? ¢ Cambiaria el modelo planteado?
Qi7. ¢Cuando se alcanzaria la poblacién maxima?

Cuestiones Sesion 3:

Qi8. Especificar el nuevo modelo discreto planteado en funcién del maximo, encontrando A y B.

Qi9. Dar diferentes valores a los parametros del modelo y estudiar la evolucién de la poblacién
numérica y graficamente en los casos considerados.

Qi10. Arreglar, en la medida de lo posible, el modelo propuesto (simplificado). ¢Se puede dejar el nuevo
modelo expresado en términos de Py?

Cuestiones Sesion 4:
Qill. Estudiar de forma tedrica B 6 A. ¢entre que valores se mueve?
B

Qil12. Analizar el modelo normalizado aplicando un cambio de variable: Y,, = Py

Hacer un estudio de las caracteristicas de .
Qi13. Establecer otro tipo de relacién funcional entre r, y P,, y estudiarla.

-P?", conx= B + 1.
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Trimestre 1 Sesion 1 Grupo 1

En primer lugar, fijamos que las variables van a ser” i” para los afios
transcurridos desde 2004 e “Y;” para el tamafio de la poblacién al cabo
de “i” afios. (Recordar que es mas practico trabajar con subindices de

manera que podamos especificar los afios mas facilmente, es decir,

[T

nuestra notacion debe ajustarse a las formulas utilizadas y ser coherente
80%

entre ellas. Entonces, “i” es igual al afio transcurrido desde 2004).

A partir de aqui, ya podemos empezar a desarrollar el estudio del crecimiento de estas variables a través del calculo de la variacién
absoluta.

La variacion absoluta es la variacion que ha experimentado la variable durante el periodo «i» (AY;) y que se obtiene por diferencia
ente el dato registrado en el momento «i» y el dato en el momento inmediato anterior, «i-1».

AY;=Y;- Y. Asi pues, calculamos que:

AY2005 =56-18~= 38,‘AY2006 =151-56 = 95,‘AY2007 =447-151 = 296,'AY2008 =1034 - 447 = 587,'AY2009 = 3143 -1034 = 2109

Por lo tanto, podemos afirmar que: AYt > 0, hay una evolucion creciente de la
variable en estos periodos.

Variacion Absoluta

1’i Debemos tener en cuenta que en el momento de hacer las tablas para hacer la

08 representacion grafica en el primer afio, en 2004, no se pone ningn ndmero, ni

06 siquiera el 0, ya que no existe una variacion entre el primer afio y el anterior (el

04 afio anterior no existia esta red social). Por lo tanto se deja la celda vacia.

02 A partir de estas dos graficas vemos que existe un crecimiento
0 T T T T y aproximadamente exponencial.

Para medir las variaciones de modo mas preciso, eliminando las diferencias de escala para que sean comparables entre si, es necesario
expresar las variaciones en términos relativos. En este caso, es habitual expresarla en porcentaje o tanto por ciento, para lo cual se
multiplica por 100.

Calculamos la variacion relativa a través de la formula Lo .
Y = % 100: Variacién Relativa
y=2-2.100=211%, Y==-":100=177% | *
Yy = #7715 100 = 196% y = 10347447 100 = Y —————
151 447
131% Y = 222022100 = 204% 0 . : . : .
2005 2006 2007 2008 2009

Vemos que existe una tendencia que oscila alrededor de un valor. Calculamos el promedio y obtenemos que la media de la variacién
del crecimiento sea de un 183,8%.

En la tercera de nuestras cuestiones, debemos hacer la prediccion a 5 asi que buscamos la exponencial: Y = A - K*. De esta forma
podemos calcular las predicciones de forma mas precisa, es decir podemos calcular afios y meses. Se usa una forma continua que
permite calcular en afios o fracciones de afios. Para llevarlo a cabo podemos decir que: Y=18-2,8%. (Vamos probando con diferentes
valores para K y cogemos el 2,8 porque es un nimero que se adapta perfectamente a la grafica con los datos reales de crecimiento. Asi
nos da una buena prediccidn). La conclusion de las predicciones seria un crecimiento rapido y elevado.

Para poder predecir el nimero aproximado de usuarios para los proximos afios utilizamos la siguiente formula: AE =Y, - Y;

: fami A Yig -V
Tasa relativa de variacion: r; = - (En tanto por uno)

i

Lo reflejamos en un grafico con el Excel y vemos que va oscilando pero se mantiene en una linea estable.
Calculamos el promedio i da aprox. r es igual a 1.8
Calculamos el porcentaje de aumento: Y., = Y; - r +Y; Si sacamos factor comun de esta Gltima operacion obtenemos: Yi,; =2.8 -
Y; Esta forma es la discreta con la cual el tiempo debemos trabajarlo en afios.
“i” es igual al namero de afios transcurridos desde 2004 — i>0 (ieN)

De esta manera podemos obtener un modelo de prediccién recurrente.

.z . T ey . Y+1
También existe el indice de variacion que se calcula: Ii = =7 (En tanto por uno).
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Trimestre 1 | Sesion 1 | Grupo 2

Las variables tiempo y numero de usuarios son descritas como t y P, respectivamente.
La funcion es exponencial ya que tiende a crecer cada vez mas rapido. Para estudiar cuantitativamente los
resultados podemos hacer una tasa relativa de variacion de afio en afio: (P-Py.1)/Py.1 donde t =afios desde 2004
y P=poblacion por afio. Formula de funcién exponencial: P=A-k'+B
Segun el modelo matematico de la exponenciales, a largo plazo, iria aumentando indefinidamente cosa que no
tiene mucho sentido porgue o bien todo el mundo acaba siendo usuario o bien la red social estaria limitada.
El tiempo puede ser estudiado de forma discreta (nimeros naturales) o continua (decimales).
Discreta:

e P,=tamafio poblacion de usuarios al cabo de n afios

e n=ndmero de afios transcurridos desde 2004

e tasa absoluta de variacion= AP=P,,;-P,

o tasa relativa de variacion: r,=(Py.1-Pn)/P, (en tanto por 1)

o indice relativo de variacién: i,=P,+1/P, (en tanto por 1)

Afos(n) | iy,

3.11
2.65
2.96
2.31
3.04

O B W DN O

Las variables tiempo y numero de usuarios son descritas como t y P, respectivamente. Promedio: i=2.82
Modelo matematico que nos permita hacer predicciones: P,,,=2.82-P,

Continua: los afios se pueden tomar con nimeros decimales
e x=afios y=poblacién

Modelo: y=A-k*+B

Hipdtesis: ¢ Como trabajamos la variable temporal? Los afios se consideraran por ahora de forma discreta.
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Trimestre 1 | Sesion 1 | Grupo 3

El trabajo consiste en el estudio de la dindmica de poblacidn, se hace a través de una red social a la cual se
accede por invitacién, des del afio de su creacion el 2004 hasta el 2009 donde se puede ver que cada vez hay
un crecimiento mayor respecto al afio anterior y se ha calculado que cada afio tiene un crecimiento de un
300% mas 0 menos, esto se puede observar en todos los afios excepto en el primero ya que no hay un afio
anterior con el que se pueda comparar, es decir se han basado en el indice relativo de variacién.

La formula matematica que han usado para calcular es: Pu.1/P;

Han decidido basarse en:
P, = tamafio de la poblacién
t = afios transcurridos desde 2004

Se trata de las variables que han elegido para llevar a cabo sus estudios y graficas. Si se hubiera dado el caso
de que cada afo este indice tiene una tendencia creciente, no tendria sentido hacer el promedio de éstos.
Como en este caso mas 0 menos se mantiene estable si que es correcto hacer el promedio.

Para calcular la poblacién del afio 2010 o cualquier afio el grupo 1 ha usado la siguiente formula: Py = P -
2.824

Comentan que tendria sentido pensar que el nimero de usuarios de esta red social tendria que acabar
estabilizandose, ya que es imposible captar al todas las personas. Sus propuestas son determinar a partir de
que afio el crecimiento serd menor al de la media, la segunda si alguna vez decreceran los usuarios de
LunaticWorld y si se llegara a perder el 50% de los usuarios.

Mejoras que pueden aplicarse:
-En lugar de ir escribiendo la variable t como 2004, 2005, 2006, etc., sabiendo que su inicio es el 2004
podemos ir escribiendo: to t; t,

-Los afios los trabajamos de forma discreta, ya que por el momento trabajaremos con afios enteros no con
fracciones de afio, por lo tanto no es continua. Al nimero de afios transcurridos des de 2004 le llamariamos n,
porque es un nimero natural, entonces P,=tamafio de poblacidon al cabo de n afios.

-Se pueden usar tres métodos para conocer lo que ha variado la poblacién:
e Tasa absoluta de variacion, para calcular seria: AP = Pp,; - P,
e Tasa relativa de variacion, para calcular seria: r, = (Pn+1 - Pn)/Py,
e Indice relativo de variacion, para calcular seria: i, = Pys1/P,
Este se expresa en tanto por uno o tanta por cien, el grupo 1 ha usado este método y el resultado ha
sido i=2.824 (promedio de los iy,).
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Trimestre 1 Sesion 2 Grupo 1

1. Sucesion recurrente: Cada término de la sucesion es definido como una funcion de términos
anteriores.
Hay dos tipos:
e Convergente: tiene limite A (un namero real).
o Divergente: el limite es + infinito o - infinito.

2. Yiur=Yi-r+Yi=(1+) - Yi=a-Yi=ad" Y,
r=1,8241 (es el promedio del nimero de invitaciones de cada usuario antiguo)
En el caso de existir un ntmero maximo de usuarios en la red:
e Cuanto mas aumente la poblacion, menos invitaciones podremos hacer.
e Existe una relacion inversa entre el n° de invitaciones y el tamafio de la poblacion.

3. Yiu=Yi- 18241+,
e Este modelo es valido si no existe una limitacién en el niimero de usuarios.

Pueden existir diferentes situaciones:
» Si “a” es mayor que 1 crece sin parar.
» Si”a” esigual a 1 ni crece ni decrece, la poblacion se mantiene constante.
» Si“a” estaentre 0y 1 el modelo decrece.
TEORIA GENERAL
Formula general : X,=a" - Xg
e Siaesmayora l, el limite cuando n crece sera oo. DIVERGENTE.
e Siaestaentre 0y 1, el limite cuando n crece serd 0. CONVERGENTE.
e  Sia=l1, X=X, el limite sera X,. CONVERGENTE.

NUEVA HIPOTESIS
Existe un nimero maximo de usuarios (M).

Yi | ri=(Yia= Y)Y,
Y1
Y2
Y3
Y4
Y5

QB WI DN

En la tercera columna (tasa relativa de variacion) sale un promedio de 1,8. Relacidn entre la tasa relativa de
variacion y el indice relativo de variacion: l;=r;i+1 Hipotesis realizada en la primera sesion: el nimero
promedio de invitaciones se mantiene constante. Pero no puede ser constante si creemos que la poblacion
debe tener un nimero maximo. Cuando llega al maximo de poblacién las invitaciones seran 0. Buscamos que
r; decrezca a medida que Y; aumenta.

Cuando Yi=M, r=0r=-A - Y;+ B A,B han de ser mayor o igual a 0.

Si A es 0, r; seria constante, cuanto mas aumenta Y; mas disminuye r;. Por lo tanto, Yi..=Y;+(-A - Y;+ B) - Y;
Cuando Y; llegue al méximo (-A - Y;+ B)=0
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Trimestre 1 | Sesion 2 | Grupo 2

A modo de sintesis, en el tltimo seminario utilizamos el modelo discreto:
Pn+1=2.82-Pn

n=ndmero de afios transcurridos desde 2004 (n mayor o igual 0)
Pn=tamafio poblacién de usuarios al cabo de n afios

e Cuestion 1:
Ahora, utilizamos una nueva interpretacion para poder estudiar las caracteristicas del modelo: Pn+1=Pn
+1.82:Pn
1.82 es la media de invitaciones que envia un usuario en la red durante un afio (que suponiamos contante).
Con el modelo utilizado, y suponiendo que el nimero de invitaciones es constante, nos encontramos en una
situacion que no es demasiado real: vemos que el crecimiento va en aumento y que nunca para, es decir, no
hay un nimero maximo de poblacion. Este modelo a c/p es bastante efectivo, pero nos damos cuenta que a I/p
no nos sirve ya que la poblacién no crecera ilimitadamente.
Estudiamos la sucesion recurrente:

Pn=2.82 - Pn-1

Pn-1=2.82-Pn-2

P1=2.82 - Po

Pn+1=2.82"" . P,
Obtenemos una sucesién geométrica, que es lo mismo que Pn=2.82 - Pn-1, pero aplicando iterativamente la
recurrencia.

Caracteristicas de una sucesion geométrica: Xp=a" X,
Si0O<a<1limX,=0converge.

Sia>1lim X, =00 diverge.

Sia=0IlimX,=0

Sia=1lim X, = Xg

Utilizamos a = 2.82 , el resultado de esta sucesion. Por lo tanto, nos tiende a infinito por lo que a largo plazo
nos parece incoherente utilizar este modelo ya que la intuicion nos dice que la red social debe llegar a un
punto en el que la poblacién no crezca mas, ya sea porque todo el mundo la utiliza o porque haya un nimero
méaximo de usuarios permitido.

e Cuestion 2:
Si cambiamos Po, P1, P2... el promedio puede variar pero no necesariamente, lo que cambia es la poblacion.
in—=1=(Pn1/Py)=1=(Pn1-Pn)/Py=r,
Esta va cambiando la poblacion afo tras afio, pero suponemos que r, = r, es decir, 1.82 se mantiene constante.

e Cuestion 3:
Hipotesis: existe un numero méaximo de usuarios (K) en la red. Como en el modelo anterior el nimero de
invitaciones era constante ahora no nos sirve; cada afio no se invitan 1.82 usuarios.
Utilizaremos uno nuevo: Pn+1=Pn +Pn-r,—=> para que se contemple que existe un n°® maximo de usuarios, a
medida que Pn aumenta, r,, debe disminuir. Y cuando Pn=K, r, = 0.

Lo que queremos es que el n® de invitaciones que hace cada usuario ya existente no sea constante, por eso
tenemos que hacer que dependa de Pn. Para eso utilizaremos una formula con una relacion inversa que hara
que cuando aumente un pardmetro, disminuya el otro.

Vamos a utilizar una relacién lineal inversa: r, = -A - P, + B, donde A y B son mayores o iguales a cero.
Pn+1=Pn + Pn - (-A-Pn+B)
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Trimestre 1 Sesion 2 Grupo 3

Introduccion:

Para empezar, vamos a recordar los datos y formulaciones hechas en el informe anterior. La nomenclatura de las
variables quedaran fijadas de tal forma: el tiempo expresado en afios sera reconocido con la letra “t” y para referirnos al
tamafio de poblacion fijaremos la variable con la letra “P”, afiadiendo un subindice para determinar el afio del cual
expresamos la poblacién. Rectificamos los calculos de previsiones para los siguientes afios, multiplicando la variacion
relativa anual por cien para obtener el resultado sobre un cien por cien para conocer mejor el crecimiento real.

Pregunta 1: Estudio del modelo discreto planteado en la sesién anterior

Sucesion recurrente: para realizar el calculo de un término hay que hacerlo respecto al afio anterior.
P,=2.824*P, 4

Pn_1:2.824*Pn_2

Pn_2:2.824*Pn_3

ASI TODO EL RATO

P,=2.824*P,

P,=18

Pn1=2.824™1*p, ESTA EXPRESION ES EQUIVALENTE A ESTA EXPRESION: P,,,=2.824*P,,
P.+1=2.824™1*P > Sucesion geométrica

Sucesion geométrica: X,=a"*X

Si o> 1>lim, . Xy= +oo >DIVERGE

Si0<a<1-> lim,,.x,=0 >CONVERGE

Si 0=1-> x,=0 9Iimneoo Xn=Xo

Si 0=0~> x,=0 2> Iimnewxn=0

Si cambio lo que hay inicialmente, lo inicial de cada afio también cambiara, pero el modelo, es decir, la formula se puede
mantener. El parametro actual viene definido por un parametro anterior. Por ejemplo para saber lo que ha sucedido al
cabo de 20 afios, tenemos que saber lo que ha pasado durante los 19 afios anteriores. La n representa los afios
transcurridos desde el 2004. Como la sucesion es recurrente, cogeremos lo del afio anterior para calcular lo del afio de
ahora.

Pregunta 2: Como cambiaria nuestro modelo, si hubiera un maximo ndmero de usuarios

Podemos pensar que el nimero maximo de usuarios seria 50000, y esto querra decir que se parara en 50000 (por
ejemplo), y que a partir de este momento ya no podra crecer. Cuando alcanzamos este maximo, ya no se podra superar
este punto. Nuestro modelo es divergente.

Hipdtesis: Que pasaria si hay un nimero maximo de usuarios. Existiria un namero K de usuarios maximo.
El 2.824 salia de la media del indice relativo de variacion.

N P, indice de variacién
0 Po -

1 Py P./Py

2 P, P,/P,

3 Ps3 P4/P,

4 Py P4/P3

5 P P</P,

El 2.824 sale del promedio entre todos los indices de variacién.

Pregunta 3: ¢ Cuando llegamos a ese maximo niimero de usuarios?

Con el objetivo de conocer cuando la red social LunaticWorld llegaria a su poblacion méaxima debemos hacer una
prediccion basada en una sucesién recurrente. Primero, tenemos que conocer que es una sucesion, para ello tenemos que
tener claro que cuando hablamos de sucesiones no lo estamos haciendo de series, sino de la existencia de elementos
encadenados o sucesivos los cuales dependen de los anteriores

Lo que queremos es obtener un valor, para que el nimero de usuarios no aumente mas, y haya un maximo de usuarios de
esta red social.

Para obtener este maximo lo que tenemos que hacer es encontrar un modelo y darle valores a n.
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HIPOTESIS 1
e Supongamos que trabajamos con un poblacion de usuarios ilimitada
e Sino hay limitacion:  Y;,,=2,824 - Y;=2,824"" .Y,
Y= Yi+1,824 - Y;
ri= constante: es el promedio de las tasas relativas de variacion de la poblacion de los primeros afios.
e A partir de este modelo, conocemos que a largo plazo crece sin parar.
e Es importante recordar que solo tenemos informacion de los afios enteros, no sabemos en fracciones
de afio.

HIPOTESIS 2

¢ Nos planteamos la opcidn en que la poblacion estuviera limitada: Y,;=Yi+r;-Y;

e Queremos que r; (nimero de invitaciones por usuario) no sea constante y que a medida que Y;
aumente (poblacion méxima), r; disminuya. A medida que la poblacién aumente, podremos hacer
menos numero de invitaciones.

e Optamos por la relacion inversa més sencilla, la lineal:
r=-A-Y;+B sustituimos r; en el modelo inicial:

Y= Yi+ (-A-Yi+B) - Yi  cuando Yi= M, r; =0, lo sustituimos en la férmula anterior y podemos
establecer una relacion entre A 'y B. Por lo tanto:
1) B=A-M
0=-A-M+B
2) A=B/M
1) Yur=Yi+(A-Yi+A-M)-Yi 2> Y= Yi-A-Yi?+A M - Yi

e Es una relacion cuadrética, ya que la poblacion no se estanca del todo sino que va habiendo
oscilaciones.

e Cabe recordar que no podemos usar la formula recurrente en el afio 0 (2004), ya que el afio anterior
no habia red y decir que habia cero usuarios no es reflejar la realidad.

2) Yin=VYi+ (-B/M Yi +B) “Yi 2 Yiu= (1+ri+1) “Yi 2 Y=+ Y,

NUEVA HIPOTESIS:

¢ Realmente, la poblacion no se estanca, sino que va oscilando. De aqui sale la forma cuadréatica dicha
anteriormente. Puede ser que lleguemos a un punto méaximo y que alguien se dé de baja. Entonces la
poblacion en un principio disminuird, pero al poder hacer mas invitaciones, la poblacion volvera a
sobrepasar el nimero méaximo y asi sucesivamente.

e A largo plazo estas oscilaciones son cada vez menores e Yi se ird aproximando cada vez mas a M.

e Lo que realmente sucede es que llegamos al afio “i”, donde la poblacion aun esta por debajo de M, el
modelo permite que la poblacion continde.

e Siel maximo no se alcanza en un n° entero de afios apareceran estas oscilaciones.

10

5 3 pgp— el ==

0

Este grafico es un ejemplo de las oscilaciones. La linea roja es el niUmero méaximo de usuarios y la
verde son las oscilaciones que va haciendo. Diremos “i” al punto que se sobrepasa y “M” al que esta
por debajo del méximo.

e Para que no supere el punto maximo, tendriamos que coger M con un valor un poco por debajo del
maximo.
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Introduccion:

Para empezar, vamos a recordar los datos y formulaciones hechas en el informe anterior.

Sucesion recurrente: para realizar el calculo de un término hay que hacerlo respecto al afio anterior. Asi pues
el pardametro de un afio concreto viene definido por el pardmetro del afio anterior: P,=2.824-P,;

Un namero méaximo de usuarios hace que la funcion sea finita, es decir, que cuando se alcance este maximo
ya no se podra superar este punto.

Pregunta 1: Encontrar los parametros del nuevo modelo discreto que hemos planteado (en funcién del n°
méaximo de usuarios K). La sucesion recurrente nos da el tamafio de la poblacion de cada afio. K: fijado por
las personas que hayan accedido a la red. Al observar la grafica podemos ver como la funcién supera el limite
de usuarios y cuando alcanza el méximo oscila. Para cada afio que transcurre desde entonces la oscilacion es
menor.

La Ky la A estan relacionadas, hay que ir dando valores de K y observar el resultado que mas se ajuste.

La forma que adquiere la funcion de un afio para el otro tiene forma cuadratica, esto representa las
oscilaciones que encontramos en la grafica.

Pregunta 2: Nos planteamos la opcién en que la poblacidn estuviera limitada. Py41= P, + 1, - Py,

Queremos que r, (himero de invitaciones por usuario) no sea constante y que a medida que P, aumente
(poblacion maxima), r, disminuya. A medida que la poblacién aumente, podremos hacer menos invitaciones.
« Optamos por la relacion inversa mas sencilla, la lineal: r,.= -A - P, + B sustituimos r, en el modelo inicial:
Pp1= Py + (-A - P, + B) - P, cuando P, = K, r, =0, lo sustituimos en la formula anterior y podemos establecer
una relacion entre A'y B. Por lo tanto:

1)B=A-K(0=-A:-K+B)

2) A=B/K

Pr1=Pn+ (-A - Py + AK) - P,

Es una relacion cuadrética, ya que la poblacion no se estanca del todo sino que va habiendo oscilaciones.
Cabe recordar que no podemos usar la formula recurrente a partir del afio 0 (2004)

Concluimos: La poblacion no siempre se estanca, sino que puede ir oscilando. De aqui sale la forma
cuadrética. Puede ser que Ileguemos a un punto maximo y que algin usuario se dé de baja de la red, entonces
la poblacion en un principio disminuira, pero de esta forma se podran hacer mas invitaciones y la poblacion
volverd a superar el nimero maximo. Esta accion se ird repitiendo y por este motivo aparecen oscilaciones,
pero con el paso del tiempo estas seran cada vez menores. No apareceran oscilaciones en el caso que se
pudiera alcanzar el maximo un nimero entero de afos.

331




Trimestre 1 Sesion 3 | Grupo 3

El modelo que usébamos anteriormente servia para ejemplos a corto plazo, ya que a largo plazo la poblacion
se disparaba.

Por eso, buscamos una formula que incluyera una maximo K de poblacion, que hiciera que a la vez que
aumentaba la poblacion, el numero de invitaciones por usuario (r,,), fuese reduciéndose, hasta Ilegar a 0, en su
maximo K.

El grupo 10, obtuvo las siguientes férmulas:

Pn+1=Pn+(-A X P, +B)P,, A-K=B

Después se trataba de aplicar diferentes valores para encontrar una ecuacion, que al aumentar la poblacion,
disminuyera el nimero de invitaciones, hasta llegar a 0 en un maximo K de poblacion.

La Gltima pregunta, pedia si podiamos dejar el modelo en términos de P,. No se podia encontrar, ya que cada
vez mas, obtendriamos expresiones mas largas y mas complicadas, siendo imposible expresarlo en funcién de
P, de forma reducida, ya que r,, va disminuyendo afio tras afio, sin ser constante.

Conclusiones:

En la pasada sesién, concluimos que teniamos que encontrar un modelo, que se asemejase al patron de
crecimiento inicial, planteado en un principio.

También vimos, que el valor de A, tenia que ser muy pequefio, por ejemplo 0,000001, y que para reducir su
error, podiamos utilizar una herramienta del Excel llamada Solver.

Asi obtendremos unos valores, que hara reducir el promedio de los errores en valor absoluto cometidos por
este modelo, para que evolucione como inicialmente se habia planteado.
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HIPOTESIS:
] Inicialmente habiamos puesto limitacién en M= 100.000
. Nos proponemos establecer un maximo un poco por debajo de M y asi no se supera el maximo real permitido.
-Procurar:
»  Que sea un nimero entero. -Las oscilaciones.
»  Encontrar un valor de A que mejore al mismo tiempo: -El promedio de error.
. 2 objetivos que queriamos que cumpliera nuestro modelo:
»  Que la poblacién llegue al méximo y se estabilice.
»  Que los datos de los 6 primeros afios se asemejen al maximo a los valores reales.

PREGUNTA 1: Estudiar de forma tedrica el parametro B (0 A): Yiu=Yi.Yi (% -Yi+ B) ri=n°invitaciones
= No era necesario estudiar los dos parametros ya que: A = %c’) B=A-M

= Siestudiamos el parametro B: Be [a, b]: entre qué intervalo se movia B
= Siestudiamos el pardmetro A: -Solo teniamos que multiplicar sus extremos por M.

PRIMER OBJETIVO: Que a largo plazo el modelo se estabilice alrededor del méximo:
Si hacemos un estudio de Y;a largo plazo, empezando la red social en 2004 con 18 usuarios:
. Queriamos que los usuarios “‘Wasta el maximo y veiamos que:
»  Sise llegaba a la poblacién méaxima en nimero entero de afios > Se estanca.
»  Sise llegaba a la poblacion méxima entre un afio y otro = Va oscilando.
= Queriamos establecer el intervalo / margen maximo permitido que sobrepasa de M.
»  Si queremos mas precision: 1
»  Si queremos menos precision: 10
- Ahora la poblacién maxima= M+100 (margen que hemos aceptado, por ejemplo).

SEGUNDO OBJETIVO: Que el modelo en se asemeje a los datos reales.
% Nos encontramos con un problema:
- Cuando el margen de error es pequefio = las oscilaciones son mas grandes.
- Cuando las oscilaciones son pequefias = el margen de error es mas grande.
-Vigilar: Ya que una oscilacion que graficamente parece pequefia, en la realidad puede ser muy grande.

TASA DE VARIACION' AXi=Tis1 - i 2 Ari= ((-B/M) Yis +B) - ((-B/M)'Yi+1+B) -2 Ari= (-B/M) (Yi+1 - Y,) 2> Ar= (-B/M)'AYi Constante.
Como Ar; = (-B/M)-AY;;

- La variacion del nimero de invitaciones es inversamente proporcional a la variacion del nimero de usuarios.

- Y larelacién que existe entre ellas es invariante a los afios transcurridos, es decir, que si pasas de un afio a otro la relacion siempre sera la misma.

PREGUNTA 2:
Y (mayuscula) = Poblacién, y (mintscula) = Nueva variable normalizada [0,1]
*Para distinguirlas, a continuacion utilizaremos para denominar la poblacién la Y (negrita), y la variable normalizada: y (cursiva).
Yin=Yi+ Yi- ((-B/M)-Yi+B), Yie [18, M+100] Aceptamos un margen méaximo de error. Lo fijamos dependiendo de M. (Fijamos 100 como
podriamos fijar 500).
. Suponemos que el margen= 100.
= Si quiero comparar redes sociales una opcion es normalizarlas, llevarlas a escala [0, 1].
Cambio de variable:
Yi §(B/(B+1))-(Yi/M) vie[0,1]
a"B+1 > (B=0-1)
M. =(yi - (B+1) - M)/B = Yiu= (Yix1 - (B+1) - M)/B
Sustituimos a: Yisx= Yi+ Yi «((-B/M)-Yi + B) > M)/B = (yi-(B+1)-M)/B +((yi-(B+1)-M)/B)-((-B/M)-((yi -(B+1)-M)/B) + B)...yi=a - yi-(1 - Vi)
Yi€ [Ovl] 1 Y,
Para comprobar:

18 T

] .N_.

—_———> i

Yo=(B/(B+1))-(Yo/M)

. Queremos comprobar que este entre 0 y 1 para hacer una comparacion. o € [a+1, b+1]

PREGUNTA 3:

Entre rie Y;queremos encontrar una relacion inversa y no lineal. Proponemos la Hiperbodlica:

Expresion general: Y = (A/(X+C)) + B, Con dependiente r; ri= (A/(Y;+C)) + B

Objetivo: Encontrar los pardmetros A, B, C o establecer la relacion entre ellos: Cuando Y;=M que ri=0
-Generatriz: ri = 1/Y;

- Podemos considerar que C=0, ya que sin la C ya cumplimos los requisitos.

Por lo tanto resumiendo decimos que: C=0, A>0, B > 0. Y de esta forma nos queda la formula en funcién de dos parametros: r;= (A/Y;) - B
Como sabemos qué relacion hay entre Ay B: Si Yi=M > 1 =0

0=(A/M)-B  B=A/M

Por lo tanto, la formula nos queda asi: ri= (A/Y;) — (A/M)

Y el modelo final nos queda: Yia=Yi+ Yi- (A/Y;) — (A/M))

333




Trimestre 1 | Sesion 4 | Grupo 2

En la primera pregunta partimos de la tabla que nos dan los afios y el tamafio de la poblacion:
T (afios) P (poblacidn)
0 (2004) 18
1 (2005) 56
2 (2006) 151
3 (2007) 447
4 (2008) 1034
5 (2009) 3143

El objetivo que buscabamos es que la K se estabilice en k= 10.000 en este caso y lo representamos
graficamente para asegurarnos de que los datos que hemos obtenido cumplen la condicion de acercarse al
méaximo K.

15000

K constante

10000
Tamafio de la poblacion
5000 ==¢=_Crecimiento del...

0 5 10 Ados 15 20 25
PN ; ; . — B P
En la sequnda pregunta tenemos que hacer el siguiente cambio de variable: y, = =2

Partiremos del modelo discreto de la ultima sesion: P,,; = B, + (— % * P, + B) * P,

Tendremos que aislar P,y sustituirla en la formula anterior. Una vez sustituido nos tendria que salir la
siguiente formula: yn.;=a * yn* (1- yn)

En el caso de que no obtener esta formula puede significar que no se ha simplificado al méximo la formula.
Una vez tenemos el modelo normalizado podemos comparar poblaciones muy distintas entre si. El nuevo

modelo tiene que tomar valores entre el 0 y el 1.

En la tercera pregunta nos piden que busquemos una relacion inversa no lineal.

La sucesion dada es la siguiente: P, = P, + (— % * P, + B) * P,

A partir de la sucesién dada, se puede comprobar que esta sucesién nos muestra una relacion entre R, y P,
lineal: R, = —A * P, + B, donde A es la pendiente de esta recta. En nuestro caso, la convertiremos en una
relacion cuadrética: R,, = —A = P? + B. Podemos ver que en esta relacion la C=0.

En el caso de realizarlo con una relacion hiperbdlica la formula general seria la siguiente:

Pn+l: Pn+ (A/Pn_ A/k) * Pn A>0.
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Empezamos la sesion 3 presentando dos hipétesis sobre el modelo que predecia el nimero de afiliados a la red social.
Una de ellas era la posibilidad de que no hubiera ningun limite en la poblacién de dicha red, lo cual estaba representada
por una sucesion recurrente: P, = Pn + 1,824 - Pn
No obstante, nos centramos en una nueva hipotesis, basada en un limite que denominaremos K. Este modelo, el cual esta
determinado por una relacion lineal inversa entre r, y P,,, presenta dos posibilidades, en funcion de si trabajamos con el
parametro A o B:

- Enfuncionde A: P,yy = Pn + (—A-Pn+A-K) -Pn

- EnfunciéndeB: Py = Pn + (—g-Pn + B) - Pn
A partir de aqui, se pedia un seguido de cuestiones

1. Estudiar de forma tedrica el pardmetro B y la variacion absoluta de rn.

2. Analizar el modelo “normalizado” aplicando un cambio de variable.

3. Establecer otro tipo de relacion funcional entre r, y P, y estudiarla.

Cuestion 1

Con este Gltimo modelo, si se llegaba a un maximo de usuarios en un afio entero, el grafico no presentaba ningun tipo de
oscilacion. Pero si este afio no es entero, efectivamente el gréfico oscilaba tras superar K, aunque estas pequefias
oscilaciones se aceptaban siempre y cuando formen parte de un margen aceptable. Todo esto dependia del parametro B,
ademas de un margen de error mas grande para que no se supere el limite, por ejemplo, K + 100.

Se nos presentaban dos problemas. Uno de ellos era fijar mediante Excel un intervalo de valores para B para que las
oscilaciones estuvieran dentro del margen de error. Y otro de ellos era que los resultados del modelo tenian que
asemejarse a los resultados reales de los Gltimos afios. Para ello, se tenia que realizar un calculo para establecer hasta qué
B méximo se podia alcanzar, siempre y cuando cumpliera con los requisitos anteriores.

Ademas, se nos pedia calcular la tasa absoluta de variacién de r,,, el promedio de invitaciones que realizaba un usuario de
la red. Asimismo, el procedimiento es el siguiente:

B B B B
Arn Sl —TInh = (_E . Pn+1 + B)'( _E Pn + B) :_E . (Pn+1 - Pn) = _E -APn
En consecuencia, llegamos a la conclusién de que el aumento de invitaciones es invariable respecto al aumento de la
poblacidn, ya que establecimos una relacion lineal, y —-B/K se trataria de la pendiente de ésta.

Cuestion 2
En la segunda cuestién se nos pedia un normalizado con un cambio de variable, siguiendo las siguientes restricciones:
B P,
YVp=——-— B+l=a
" B+1 K

e Aislando Pn en funcion de Yn: p, = &K

Yni1-(B+1)-K

e Y Pn+lenfuncionde Yn+l: P, = B

YnyraK _ YpakK
~ B

B YpakK
K B

Yn-a-K

La substitucion quedaria de la siguiente forma: 5

Y resultando en lo siguiente: Y, ., =a-Y, - (1 —=Y,)

+( + B)

Para comprobar que esta bien realizado, se utiliza el Excel, dandole valores a n para ver como actla Yn (deberia estar
entre 0y 1). Los resultados que obtenemos son estos: ae[a + 1, b + 1] siendo B €[a, b] la respuesta de la primera
cuestién. Se normaliza la ecuacién para poder compararla con otros modelos, ya que en este caso ambos tomarian
valoresentre 0 y 1.

Cuestion 3
En la dltima pregunta, se busca una relacion no lineal inversa entre r, y P,. Ponemos como ejemplo la funcién

. T A
hiperbolicair, = — + B
i Pn+C .
Le aplicamos una relacién inversa:

La B se trata del movimiento vertical y lo aplicamos al modelo para que corte en el punto K. La A ha de ser positiva, ya
que comprende en el primer (siendo decreciente) y tercer cuadrante. Por ultimo, la C es el movimiento horizontal, y en

. . . A
este caso se requiere. El modelo quedaria asi: r, = P B
A

En el caso de que P, fueraK, y lar, =0: Ozg—B > BZE

El modelo definitivo quedaria de la siguiente manera: P,,, = Pn+ Pn - (:;n - %)
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Segundo trimestre

Cuestiones Sesion 1:
Q1. Hacer una simulacion en el caso del modelo discreto de recursos ilimitados acerca de la
evolucidn del tamafio de la poblacién de un afio respecto el anterior (eje x: P,y eje y: Pp.y).
Q2. Hacer una simulacién en el caso del modelo discreto de recursos imitados acerca de la
evolucion del tamafio de la poblacién de un afio respecto el anterior (eje x: P,y eje y: Pusa).
Q3. Escribir el modelo de recursos ilimitados considerando el tiempo como una magnitud
continua (modelo continuo).

Cuestiones Sesion 2:
Q1. Buscar informacién acerca de las ecuaciones diferenciales y estudiar los diferentes criterios de
clasificacion.
Q2. Resolver la ecuacién diferencial planteada en la sesién anterior, trabajando cada grupo con sus
propios datos

Cuestiones Sesion 3:

QL. Encontrar la ecuacidn diferencial que debe cumplir el modelo continuo x(t) de recursos limitados.
Q2. Clasificar la ecuacion diferencial planteada en el apartado anterior y resolverla.
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1ra Hipotesis: Modelo discreto (recursos ilimitados)

- El tiempo se valora como una magnitud discreta: ¥; =n° de usuarios al cabo de i afios desde el inicio (2004) y
i = ndmero natural

- Relacion de dependencia del afio siguiente con el anterior T
Yi.1 = f(Y;) = relacién funcional> sucesion recurrente
Y, = n°®de usuarios inicial (2004)

Y. _Y - - -7
T = % = tasa relativa de variacion

T

r = 1,824 =promedio

Hay ciertas oscilaciones pero r se mantiene constante: Y;,; = Y, +r.Y; 2> Y, = (1 +1).Y,
Yiy1 = @.Y; > a =1 +r = 2,824->Existe una relacion lineal entre Yi,,y Yi: Y;.; = a*1.Y,=> Sucesion geométrica
Si0 < a<1,Y,tiende a0 por lo que converge
{Si 1 =a, Y; = Y, se mantiene constante
Sia > 1, Y; crece infinitamente por lo que diverge a = 2,824
El modelo es ilimitado: no contempla un n°® maximo de usuarios.

2% Hipdtesis: Modelo Discreto (recursos limitados)
- Suponemos que existe n° maximo de usuarios M.
- El' modelo antiguo no funciona ya que no contempla un méximo, r; no puede ser constante.
- A medida que Y; se acerca al maximo, r; se acerca a 0. Hay que buscar la relacion inversa entre Y; y r; .

rn=—-AY,+B>B=AMo %=A
Yioa = Y+ 1.V, DY, + (=AY, + A.M).Y; DY, = —A.Y;? + (1 + A.M).Y; > Existe una relacion cuadratica
entre Y41 y ¥;

M esté prefijado y A es el Gnico parametro libre. Segln el valor que se le dé, la curva al llegar M se mantendra
constante en ese valor a lo largo del tiempo o bien oscilard en torno a este valor hasta estabilizarse en M.

1. Con el modelo de recursos ilimitados el crecimiento al estudiar la evolucion de la poblacién (Y;) en funcidn del afio
(i) se da un crecimiento exponencial. Mientras que si estudiamos la evolucion de la poblacion (Y;,,) en funcidn de la
del afio anterior (Y;) se obtiene un resultado bien diferente. Se pueden observar dos curvas una es la del afio siguiente
(Y1 = 2,824.Y;) ylaotra (Y;,; =Y;) la del afio anterior a este. Lo que sucede es que va creciendo rapidamente una
divergencia entre dichas rectas.

i Y; Yi
Yita 18 =2,824*18
_ A =2,824*18
7 =Y
Y, 3
v. | 4
Y, 5
Y
Y n Y,
Si fijamos valor de M en 10000 y A en 0,0001 -
En este modelo Ila
Yibe o ____ Y

oscilacion se manifiesta

M=Ys | En este caso, lo que

irando en torno al punto
9 P sucede en  este

,,,,,,,,,,,

M hasta llegar a él. Por lo modelo no se

que entorno a M hay una asemeja al modelo

concentracion de niintos v

[
Y;
/ M=Y., 14

2.Pasar del modelo discreto de recursos ilimitados al caso continuo (r; — n° de invitaciones)
Yi+1-Y; TIV Y'(t Y'(t . g . .
=" S () = = LGRS Y(t) = "® > Ecuacion diferencial
Y; Y(t) Y(t) r
Nos va a permitir encontrar el modelo de recursos ilimitados teniendo en cuenta el tiempo en cualquier momento.

Su resultado depende de la derivada.
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Para esta sesion de seminario se nos plantearon tres cuestiones principales, de las cuales dos de ellas
trataban de cerrar lo que vimos en el trimestre anterior y la Gltima buscaba introducir nuevos conceptos a
nuestros estudios sobre la red social.

La primera pregunta trataba de buscar una simulacién del crecimiento para el modelo discreto de los
recursos ilimitados, por lo que la tasa relativa de variacidn se consideraba constante y la relacion entre P y
P, era lineal:

Pra=(1+41)-Py.

Una vez hallado, para hacer la simulacién que nos muestra la poblacion de un afio respecto a la del afio
anterior, realizamos una tabla en la que el eje x corresponde a P, y el eje y a Pp.4, al ser de recursos
ilimitados la simulacién que nos salia una relacién lineal.

El gréfico resultante tiene que ser de la siguiente manera, ya que este crece de forma exponencial y sin
limite.

«Grafico»

La segunda pregunta nos pedia que realizaramos la misma simulacién pero esta vez debiamos recurrir al
modelo de los recursos limitados, donde marcamos un limite en la poblacion llamado k.

Para esta simulacion recurriremos a la siguiente expresion: Pp.;= P+ r,-P,

Pero esta vez r, tendrd una relacion inversa lineal con Py, por lo que trabajaremos sobre esta formula:

Pra1= Py + (-A-P, + A*K)-P,

Realizando una tabla en la que x sea P, y las y P,.; obtenemos una nueva progresion en la que vemos un
crecimiento hasta llegar hasta el limite pero una vez alcanzado la simulacidn anual oscila constantemente en
torno al valor marcado.

El gréfico seria el siguiente:

«Grafico»

En la tercera pregunta de este informe teniamos que tratar de hallar un modelo para la progresién de los
recursos ilimitados donde pudiéramos llegar a calcular la progresion en cualquier momento, lo que introdujo
la idea de la t como una variable continua. Para calcular esto realizamos un cambio de notacion P, = X(t)
Como para saber el crecimiento de una funcion en cualquier punto usamos la derivada en ese punto,
introducimos la idea en la férmula hallando la siguiente expresion. X (t)=X"(t)/r

Mediante esta formula aparece el nuevo concepto de ecuaciones diferenciales, las cuales estudiaremos en las
préximas sesiones.
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Introduccion:

En esta primera sesion de seminario englobamos todo lo trabajado durante el primer trimestre.

La primera pregunta trataba solo de analizar grafica y numéricamente lo ya estudiado anteriormente, aunque
afiadiéndole un pequefio cambio: en vez de analizar la poblacion respecto al tiempo analizarla respecto a la
poblacién del afio anterior.

Y con la segunda pregunta le dimos un cambio importante a nuestro proyecto, ya que a partir de ahora no
analizaremos el tiempo de forma discreta, sino que lo haremos de forma continua, es decir, en vez de
analizar la poblacion afio a afio la podremos analizar en el instante de tiempo que deseemos.

Pregunta 1

Recursos ilimitados

Representamos nuestro modelo de recursos ilimitados y graficamente aparece una funcion lineal, a
diferencia de las sesiones anteriores el objetivo de esta pregunta es la comprobacién de la relacion lineal que
existe entre Pp,q Y Ph.

Esta comprobacion se hace mediante un método conocido como el de “tela de arafia”.

Representamos: En el eje de las x tenemos P,; en el de las y P.,;. Ademas en la misma grafica dibujamos la
recta pendiente 1 que es lo que nos permitird hacer el anélisis.

Observamos que a medida que pasan los afios se distancia mas una recta de la otra, es decir nos da la
divergencia hacia infinito (crecimiento infinito).

Recursos limitados

Cuando representabamos poblacion en funcién del tiempo veiamos que la funcion crecia de forma
exponencial y podia sobrepasar el limite k porque el control de la poblacion se realizaba de forma anual y
después se estabilizaba con pequefias oscilaciones acercandose a k.

Si representamos Py, en el eje de las y y P, en el de las x, aparece una parabola convexa y observamos que
hay un momento en que la parabola se estanca y hay mucha concentracion de puntos, es que cuando
sobrepasamos el méaximo k, la poblacion de P,., ha de disminuir; disminuye, aumenta, disminuye... y
vamos entrando en un bucle hasta que a largo plazo llegamos a k, se conoce como punto atractor. Esto
ocurre si no llegamos al maximo k en un afio concreto, si llegdramos en un afio concreto la pardbola se
guedaria ahi.

Pregunta 2
En esta cuestion teniamos que pasar el modelo de recursos ilimitados de forma discreta a continua,
recordemos la formula discreta: Pp.q1= Pnt+ R *P,,
Donde R, es constante y P, es la poblacion en el afio n:
Ri=Pps1-Py
P, (Indica el crecimiento relativo anual)
Para pasar al modelo continuo aplicaremos los siguientes cambios: x(t)=Poblacion en el instante t; t
pertenece a los reales.
Para encontrar el incremento en un instante de tiempo determinado hacemos la derivada.
x'(t) , dx x'(t)
R(t) =m=>x (t) = E=>X(t) =%
Para saber el nimero de usuarios en el instante que queramos usaremos esta ecuacion diferencial (que son
las que dependen de su derivada).
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PREGUNTA 1:
En esta pregunta hablamos de los diferentes tipos y formas de clasificar las ecuaciones diferenciales:
e Segln el tipo: ordinarias (la funcidon que buscamos depende de una Unica variable independiente).
o parciales (la funcién que buscamos depende de mas de una variable independiente).
e Segun el orden: la derivada de orden mayor de la ecuacién diferencial.
e Seguln la linealidad: lineales (cuando la funcion y sus derivadas sucesivas estan elevadas a la
potencia 1 como mucho, entre otras caracteristicas) o no lineales.

PREGUNTA 2:
Se trata de resolver la ecuacion diferencial que nos proponian: x(t) = xT(t)

Esta fue el resultado de derivaciones y simplificaciones del modelo de recursos ilimitados.

Al resolver dicha ecuacion diferencial obtenemos la siguiente funcion: x(t) = e”t+¢

Donde r es el promedio de las tasas relativas de variacion y el valor de C lo conseguimos de la condicion
inicial (n° de usuarios del 2004, t=0).

Una vez obtenemos la funcion resultante vamos substituyendo los valores de t de la tabla inicial y lo
comparamos con los datos reales que tenia cada grupo en la blackboard acerca del crecimiento de usuarios,
representandolos graficamente.
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Pregunta I.
En esta pregunta se definio y explico los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales.
Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que nuestro objeto de bisqueda, que es una funcion y no una Unica
variable, esta expresado en términos de sus derivadas sucesivas.
La clasificacion de las variables son las siguientes;
e Ecuaciones diferenciales ordinarias: La funcién considerada depende de una sola variable independiente.
e Ecuaciones en derivadas parciales: La funcidn considerada depende de mas de una variable independiente.

Las ecuaciones diferenciales también se pueden separar o agrupar segin su orden y el grado. Las ecuaciones
diferenciales que méas encajan con la planteada en la sesién anterior son las ecuaciones lineales homogéneas de primer
ordeny de grado 1.
Es una ecuacién lineal con coeficientes constantes, por ejemplo: y’=y-a.
La solucion seria y=f(x)=c,-€*, siendo C un n° real.
La solucion seria = y=f(x)= C, - €*=> C siendo un n° real.
Obtenemos el grado de la ecuacidn diferencial mirando el mayor exponente (de la derivada de mayor orden) que hay
en la ecuacion, siempre y cuando la ecuacion diferencial esté expresada en forma de polinomio.
Para que la ecuacion sea diferencial lineal debe cumplir las condiciones siguientes:

¢ Ni la funcion ni sus derivadas estan elevadas a ninguna potencia distinta de uno o cero.

e En cada coeficiente que aparece multiplicandolos sélo interviene la variable independiente.

e Una combinacion lineal de sus soluciones es también solucion de la ecuacion.
Ejemplo: y”’+3y’’-6y’+y=0
Esta ecuacion es de orden 3 (mirando el mayor orden de derivacidn), lineal, con coeficientes constantes y homogénea
(el término independiente es 0).

Pregunta II.

. .. - L . x'(t
En el anterior seminario se obtuvo la siguiente ecuacion diferencial: X(t) = %

Tenemos en cuenta que los datos de la poblacidn respecto al afio a partir de ahora variara en funion del grupo, por lo
tanto cada uno tendré su R.

Recordamos que la R se obtiene haciendo la tasa relativa de variacidén con los nuevos datos y luego se hace el
promedio de éstas, de esta manera se obtiene R.

Para encontrar la prevision del n° de usuarios de la red social segun nuestro modelo para un afio determinado tenemos
de derivar la ecuacion X(t), es decir, hemos de encontrar X’(t).

Pero no podemos derivarla, ya que desconocemos la expresion de la funcién X(t), por lo que tenemos que integrar.

=X© S g =[L.x . - Rt AC—
R=75 2 Rdt=]7odt > JRdt=F- X' (0)dt > Rt+C=1In(X(0) > ™' e = X(1)

Aqui tenemos la ecuacidn diferencial de nuestra red social, pero nos falta saber cudl es la constante C, para encontrarla
sabemos que en el inicio de la red social (t=0), los usuarios X(t)=Xg (X,= poblacion en afio 2004 de cada grupo), por lo
que podemos deducir:

X(t) = ™" e©

Xo = gR0 . oC

Xo=1-¢€°

e%= X,

Podemos ver que se trata de una ecuacion diferencial ordinaria, ya que depende de una sola variable independiente, es
también una ecuacion lineal homogénea de primer orden.

A continuacién introducimos los datos obtenidos a partir de la funcion obtenida y los comparamos con los datos reales
para comprobar si se asemejan o se distancian mucho de ellos.

Para obtener la prevision del nimero de usuarios de la poblacién 10,5 afios desde el inicio, se sustituye 10,5 en t.

Es decir: X(t) = X, e710°
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Primera pregunta:
Las ecuaciones diferenciales son aquellas ecuaciones en las que intervienen derivadas de una o mas funciones. Se
pueden clasificar de dos formas:
Segun tipo:
1. Ordinarias: Tienen una Unica variable independiente.
2. Parciales: Tienen mas de una variable independiente.

Segun orden (orden maximo de derivacion):
1. Primer orden.
2. Segundo orden.
3. Orden superior.

Dentro de estos diversos tipos de ecuaciones diferenciales, podiamos encontrar tres distintas soluciones:
1. Solucién general.
2. Solucion particular.
3. Solucioén singular.

Concluimos en que nuestra ecuacion diferencial se trataba de una ordinaria de primer orden y de tipo lineal, ya que la
méaxima potencia de la funcién x(t) y de su derivada era 1.
Segunda pregunta:

>

x(t)
Con esta formula, primero poniamos el simbolo de integracion en cada lado, luego poniamos la x’(t) a multiplicar y le
poniamos en su lugar un numerador 1 a la x(t), luego veiamos que al ser r un nimero real, su integral es Gnicamente r -
t, y al otro lado tenemos una integral de tipo semi inmediata que nos da como resultado el logaritmo neperiano de x(t):
r-t+C=In(x(t)
Una vez resuelto la integral tenemos que aislar x(t), para conseguirlo aplicamos la exponencial en base el nimero e a
ambas partes de la igualdad, eliminando asi el logaritmo neperiano y quedandonos en una parte x(t) y en la otra el
nimero e elevadoar - t+ C:
X(t):er~t+c
Sabemos, que r es un nimero real, pero no lo tenemos, ni nos lo dan. A partir de los valores que nos facilitan a cada
grupo sobre el nimero de usuarios de esta red social durante los 6 primeros afios, tenemos que calcular la tasa media de
variacion entre afios consecutivos, luego sumarlos y dividirlos entre el nimero de datos, asi encontramos el valor r.
Por Gltimo nos queda encontrar la constante C, para realizarlo, hemos de saber nuestra poblacién en el afio 0
(condicidn inicial), entonces sabremos que cuando la t sea 0 la x(t) seré el n° de usuarios con que se abri6 la red social.

De esta forma obtendremos C. Nos quedaria un modelo de este tipo:
X(t)z 60.1457~t+5.86363

Partiamos de la siguiente ecuacion:  r

Posteriormente, en clase, estuvimos estudiando los diferentes promedios, ya que en muchos casos, entre los diferentes
valores habia alguno que sobresalia excesivamente por encima o por debajo de los demas. Estas situaciones podrian
estar provocadas por un error en la recoleccion de los datos, como por ejemplo que el n° de usuarios de un determinado
afio tome un valor negativo (no era nuestra situacion). Si el error es claro, podriamos hacer el promedio sin tener en
cuenta ese valor, ya que si no li hiciéramos, ese valor nos modificaria excesivamente el crecimiento de nuestra
promedio, tanto a la baja como a la alza.
Por Gltimo se dictaron las propuestas para el seminario siguiente:

1. Escribir la ecuacién diferencial relacionada con el modelo continuo para recursos limitados.

2. Clasificar la ecuacidn diferencial obtenida y resolverla paso a paso.

Después de dictarnos las preguntas, hizo especial énfasis, en que las siguientes propuestas al final del trabajo
estuvieran mas relacionadas con posibles variaciones que se podrian aplicar a nuestro modelo, hipétesis o
condiciones aun no estudiadas, o situaciones a las cuales podamos exponer nuestro modelo y que ain no se hayan
propuesto. Aun asi se pueden hacer propuestas de otro tipo.
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En esta sesion partimos del concepto v la clasificacion de la ecuacion diferencial encontrada en la sesién anterior,
también sabemos sus caracteristicas y sus tipos: ordinarias y parciales.

Grado: es el mayor exponente de la derivada de orden mayor de la funcidon (para ecuaciones diferenciales
polinémicas).

Orden: es el orden de derivacién mayor de la funcién.

Nuestra ecuacion diferencial es ordinaria, de grado 1, de orden 1 y NO lineal. x (t) = %(g

Pregunta 1: Encontrar la ecuacion diferencial que debe cumplir el modelo continuo x(t) de recursos limitados.
Como el modelo es de recursos limitados tenemos que establecer un maximo (M), este modelo debe cumplir que a
medida que la poblacién x(t) aumenta, r(t) disminuye, es decir, mantienen una relacién inversamente proporcional.
Para que la r(t) cumpla esto, la tenemos que modificar, ya que antes era una constante:

r () rt) = -A - x(t)+B B=A-M;A= %

Para simplificarlo, sustituimos B, y sacamos factor comln a la A:

r)=-A-xt) +A-M->r()=A- (-x(t) + M)

Sustituimos r por r(t) en el modelo de recursos ilimitados y nos queda la siguiente ecuacién diferencial:

_ x!(t)
x(1) = A-(—x(D)+M)

Pregunta 2: Clasificar la ecuacion diferencial planteada en el apartado anterior y resolverla.
La ecuacidn encontrada en el apartado anterior la clasificamos de manera que decimos que es una ecuacion diferencial
ordinaria de grado 1 y orden 1, para resolverla tenemos que integrarla, esto nos sirve para eliminar la derivada x’(t).
Lo primero que hacemos es aislar el parametro Ay la arreglamos para que sea mas facil integrar,
X(®) = A<(—J)cc’((tt))+M) > A (=x() + M)= %(tt)) 2 A x(t)-(i,i?t)+M)

x1(t)
x(6)-(—x(t)+M)
Cuando integramos la parte izquierda de la integral vemos que es una integral inmediata de una constante ([ 4 dt =
A -t + (), cuando integramos la parte derecha de la integral vemos que no es ni una inmediata ni una semi inmediata,

llegados a este punto vemos que nuestro denominador podria ser el denominador comin de una suma de fracciones, asi

- . . # #
gue separamos nuestra fraccién en una suma de fracciones: A= — +
x(t) —x(t)+M

El siguiente paso es encontrar el numerador de nuestra suma de fracciones de manera que cumpla que cuando hagamos
denominador comun sea x’(t). Si les damos valor 1 llegamos a la conclusion de que en nuestro numerador quedara M,
x1(t) . ( M )

M x(0)-(—x(t)+M)

Para continuar resolviéndola integramos ambas partes de la ecuacion: [ A dt = [

asi hacemos la siguiente transformacidn sin que cambie la ecuacién planteada:

i a1l XO x'(®)
Arreglando esta funcion nos queda: A = (x(t) _x(t)m)
i P _ 1 X1 = _ o . . .
Ahora integramos la funcién: [ A dt = ” 1l ety f_x(t)m dt ; la parte izquierda es la integral inmediata de una

constante la parte derecha tenemos dos semi inmediatas, integrando y arreglando nos queda la siguiente férmula:
= —In|- M - = In(—=>©_

A-M-t+C=Inlx(@®)|—In|-x@®)+M| > A-M-t+C '”(-xmm)

El método que utilizamos para eliminar el logaritmo es el nimero “e”, sabiendo ya su uso para la eliminacion del

logaritmo, y dejando aislado x(t) y resolviendo la funcién una vez hemos utilizado el nimero “e” nos queda la
t

At-M
-M-K .
¢ siendo K=ge®

siguiente y definitiva funcion: x(t) = TroAth
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1. Ecuacioén diferencial gue debe cumplir el modelo continuo de recursos limitados X(t).

Empezamos con la siguiente funcién: R(t) = —A*X(t) + B
x1(t)

De la tltima sesion obtuvimos: R(t) = );((;)) Sustituimos: X0 = =—-A*X(t)+B
Finalmente al pasar la parte derecha a la izquierda nos queda la siguiente ecuacién diferencial:

X1(t) _
X(t)x(-A*X()+B)

2. Clasificar la ecuacion diferencial y resolverla.
Segun la ecuacion que hemos obtenido podemos decir que es una ecuacion diferencial:
- ordinaria 1 sola variable “t” independiente
- 1° orden—> ya que solo aparece derivada una vez la funcién X(t)
- 1° grado—> es una ecuacion diferencial polinémica. Ya que el grado depende de la potencia de la derivada
de orden mayor y en este caso es 1.
- no lineal-> ya que para ser lineal la funcion X(t) y sus derivadas tienen que estar elevadas como méaximo a
potencia 1y sus coeficientes deben depender Unicamente de la variable independiente t.
Nos encontrdbamos con dos problemas para resolver la ecuacion:
- INTEGRAR (ya que no sabemos quien es X(t))
- El pardmetro B

B*X1(t) _
X(6)*(-~A=X(t)+B) dt = [1de

Entonces veiamos que si conseguiamos separar la fraccién en suma de dos, nos encontrabamos con dos

. .. o 1 BsXi(t) 1 B*X1(t)
integrales semi-inmediatas: Bf ) dt > Bf—(_A*X(t)+B) dt

. . P . . 1
Al integrar nos encontrdbamos con lo siguiente después de aislar B: Ef

... . . , 1
Por lo tanto iniciamos un proceso inverso del denominador comin: X'(t) * ——— =1
X(O)*(—A*X(t)+B)

Teniamos que conseguir esto: X'(t) * (X(t) m) =1

Pero nos dimos cuenta de que la parte entre parente5|s tenia que tener en el numerador el valor 1, de forma
A

X(t) (- A*X(t)+B))

X't _ 1 AxX1(t) In(X()) In(-A=X(t)+B) _

o & f—A*X(t)+Bdt_f1dt9 - - =t+C

ln<L>=B*(t+6)

que multiplicamos toda la ecuacion por B: X'(t) * (

Ahora ya podiamos integrar: % 1]

—A*X(t)+B

Cancelamos el logaritmo aplicando exponenciales a ambos lados y nos queda: ﬁ eBE+O)
B.eBt+0)

1+eBE+0) x4

Entonces para encontrar los parametros A y B utilizamos Solver (tal y como se hizo en el primer trimestre):

Sabemos que cuando t=0; X(t)= n° inicial segun los datos de cada grupo

Igualamos el nimero inicial a X(t), desarrollamos, factorizamos y encontramos el valor de C.

Entonces usamos la propiedad distributiva y despejamos X(t): X(t) =
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Introduccion

En la pasada sesion, estudiamos las ecuaciones diferenciales.

Podemos deducir que habian dos tipos de ecuaciones diferenciales: ordinarias, como la nuestra en la que la funcion
incognita dependia de una Unica variable independiente, y parciales.

En el modelo discreto de los recursos ilimitados se cumplia: Ry= (Py+1-Pn)/Ph,

En el seminario anterior pasamos la R, al caso continuo: R(t)= x’(t)/x(t) donde R es constante (el n® de usuarios no
tiene limitacion)

Resolviendo la ecuacién diferencial anterior mediante la integracion obtuvimos: x(t)= e®" - e
R-> tasa relativa de variacion (promedio)

Este modelo no es el mas indicado ya que no creemos posible considerar que haya un nimero ilimitado de usuarios.
Encontramos el valor de C (constante de integracion), despejandola e imponiendo la condicion del primer afio 2004
(t=0): Lnx()=R*t+C>C=In(x(t)) -R - t

Nos daba una prediccidn que crecia mas rapidamente que los datos reales.

C

1. Escribir la ecuacién diferencial relacionada con el modelo continuo para recursos limitados (plantearla).

Siendo x(t) = modelo continuo de recursos limitados. Tenemos que traducir el modelo de recursos ilimitados al
modelo de recursos limitados. A partir del modelo discreto limitado, encontraremos el modelo continuo limitado

Modelo discreto: Modelo continuo (instantes):

Phi1= Py (L+A*K-A*P,) R(t)= A*k-A*x(t)

B= A*k Ecuacién diferencial > x’(t) = R(t) * x(t)
A=BJ/k X’ ()= [A*K-A*X(1)]*X(t)

R,= -A*P,+B dx/dt= A(k*x(t)-x*(t))

2. Clasificar la ecuacion diferencial obtenida (ordinaria, parcial, lineal, etc.) y resolverla (solucion particular).
Clasificacion:
Ordinaria (una Unica variable independiente) de primer orden porque solo aparece derivada de orden uno x’(t).
Grado (potencia de la derivada de orden mayor siempre y cuando fuera una ecuacidn diferencial polinomial) 1 por que
la derivada de orden mayor esta elevada a 1.
No es lineal. Linealidad->Consiste en que tanto la funcién x(t) como sus derivadas consecutivas no estén elevadas a
ninguna potencia mayor que 1y que los coeficientes de estas funciones solo dependan de t.
Resolucion de la funcion:
dx’(t)= Ak*x(t)-x%(1)) > X" (O/(A*[-x()+k]*x(8))= 1 > X" (O/([-X(©)+K]*x(1))= A > x* () *[L/([-x()+K]*X(1))]= A

[1/(-x()+K)] + [1/x(D)]=> (x(t)- x(t) +K)/([-x(t)+K]*x(t)) (No es lo mismo que [1/([-x(t)+K]*x(t))]

X’ () *K/([-x(©)+K]*x(t))= A* k > -] [-X*(O)/(-x(H)+k)]dt + [[x* (O/x(t)] dt —JA*kdt >-In (—x(t)+ k)+|n(x(t)): A*k*t+ C
Ln [x(t)/(- x(t)+k)] A K*t+C > XM/ (-x() +K) =" C > x(t)=e* K" C L [x(t) + K]
X(t)+e *t+C | (t)_eA k* t+ck9x(t)*(l+eA k* t+C) eA*k t+C* k
x(t) AT C g1+ AT ©) S solucion final

¢Cbémo encontramos A? Utilizando como plantilla el modelo que usamos para calcular A en el trimestre pasado pero
con los nuevos valores reales.

¢Cémo encontramos C? Imponiendo que en 2004 x(0) sea el primer dato de los datos que se nos ha dado al principio
de este trimestre.

El gréafico ha de crecer y cuando se llegue al maximo debe ser estable.

Conclusiones
Cuando veiamos las oscilaciones en el modelo continuo nos parecia ilégico. En este seminario hemos comprobado
como pasandolo a modelo discreto estas oscilaciones desaparecian y cuando llegaba a k el modelo se estabilizaba.

Propuestas
Considerar que el nimero de invitaciones crece y luego decrece. Igualdad de individuos hasta ahora. Si hacemos

grupos de usuarios, el nimero de invitaciones sera diferente. En el informe individual, tendremos que comprobar que
nuestro modelo tiende al valor k:Haciendo una tabla y una gréafica en Excel. Calculando limite cuando t tiende a
infinito: t>, x(t)>k

345




Tercer trimestre

Cuestiones Sesion 1

1) Predecir la evolucion del tamafio de la poblacion de usuarios estructurada en estos
tres grupos de un mes n al mes siguiente n+1.

2) Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750
usuarios Premium, ¢cual se prevé que serd la distribucion de usuarios dentro de 1, 2, 3,
4y 5 meses?

3) En la situacion del apartado anterior, ¢cual se prevé que serd la distribucion de
usuarios dentro de 50 meses?

Cuestiones Sesion 2
Q1. ¢ Se puede destacar alguna caracteristica de las trayectorias generadas X(n)? Donde
X, (n)
X(n) es el nimero de usuarios de cada tipo dentro de n meses. X (n) =| x, (n)
X5 (n)
Q2. Hacer el estudio a largo plazo mediante la simulacion numérica. ¢Hay alguna
caracteristica que se mantenga mes a mes en todos los tipos de usuarios? A largo plazo.
(Se debe de hacer numéricamente (Excel o Wiris) no de manera tedrica).
Q3. (Es posible determinar el instante (mes) a partir del cual se cumple la caracteristica
anterior? Determinar el mes a partir del cual se cumple la caracteristica a largo plazo.
Q4. ;Qué pasaria si cambiaramos la situacion inicial pero manteniendo el total de
usuarios iniciales? Es decir, que en lugar de 1000, 2250, 1750 fueran otros nimeros
pero que sumaran 5000 igualmente.

Cuestiones Sesion 3:

Q1. Calcular analiticamente (sin hacer la simulacion numérica, es decir a priori) el valor
de a para el que se cumple P(n+1) = a * P(n) L*P(n) = a * P(n)

Q2. Calcular analiticamente (sin hacer el estudio a largo plazo) el instante de tiempo n,.
Instante de tiempo (mes) que se “estabiliza” el crecimiento relativo.

Q3. Propuestas
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Trimestre 3 Sesién1 | Grupo 1

Nos dicen que durante este trimestre los usuarios se dividiran en tres rangos (Basic, Medium y Premium) en funcién de
la antigiiedad como usuario de la red social, de manera que al cabo de un periodo mensual un usuario ya existente
puede mantenerse en su rango, pasar a un rango superior o dejar de ser usuario de la red. Cada uno de ellos con
diferentes funciones y privilegios. Cada uno de los grupos trabaja con sus propios datos.

Este seminario se podia plantear de dos formas (con matrices en Wiris o con las funciones de Excel)

Nos preguntaban:

1) Predecir la evolucion del tamafio de la poblacion de usuarios estructurada en estos tres grupos de un mes n al
mes siguiente n+1.

CADA GRUPO CON SUS PROPIOS DATOS

0 4 [
065 025 0
A= 0 0,55 05

La primera fila es B, la segunda es M y la tercera es P.
0 4 6 E
065 025 0 |= (;‘,f)
A - X(0) = ( 0 055 CIJS) I

Excel:
Bn1=4-M,+6-P,
M;+1=0,65-B,+0,25 - M,
Pn1=055-M,+05:P,

2) Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢cuél se
prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

0 4 4]
(ﬂ,ﬁs 025 0 ) (éggg)
1 mes: v 0 055 0.5/%\1750/= (resultado)

0 4 6 19500
065 025 0 J=| 12125
2 meses: v 0 055 05 2112,5/ = (resultado)
3 meses: exactamente igual, lo vas haciendo respectivamente hasta llegar al quinto mes.

Excel:

Bni1=4-2250+6 - 1750

Mp.1 = 0,65 - 1000 + 0,25 - 2250
P.:1=0,55-2250 + 0,5 - 1750

3) En la situacion del apartado anterior, ¢cual se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 50 meses?

0 4 6\ /1000
065 025 0 * (225(]) = (resultado)
0 053 05 1750

En el segundo mes - A - poblacién mes 1 = A - A - X(0) = A - X(0)

En el tercer mes > A - poblacin mes2=A - A - A - X(0) = A% X(0)

Enel mesn > A - poblacionmesn=A-A-...- A-X(0)=A"- X(0)

Excel: Coges la formula del apartado anterior, la pones en Excel y lo arrastras hasta llegar al mes 50.

NUEVAS PROPUESTAS:
1 ¢Se puede destacar alguna caracteristica de las trayectorias generales X(n)?
2 ¢Es posible encontrar el instante “n” a partir del cual se cumple la caracteristica del apartado anterior?
3 ¢ Qué sucederia si cambiaramos la situacion inicial?
4 Propuestas
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Trimestre 3 \ Sesionl Grupo 2

En esta primera sesion de seminario del tercer trimestre tratibamos con un nuevo aspecto. Este era que se introducia 3 tipos
diferentes de usuarios (poblacién) de la red social, clasificados de tres formas distintas: Basic, Medium y Premium.

Se nos planteaba la primera pregunta a resolver: Predecir la evolucion del tamafio de la poblacion de usuarios estructurada en
estos tres grupos de un mes n al mes siguiente n+1.

Con los datos que se nos daba a cada grupo del repartimiento de la poblacion de una forma determinada, lo que haciamos era una
asociacion:

B,=poblacion Basic en el mes n, B,,;= poblacién del mes siguiente Basic,

M,= poblacién Medium en el mes n, M,.1= poblacion del mes siguiente Medium

P,= poblacion Premium en el mes n, P,,;= poblacion del mes siguiente Premium

Se tiene que tener en cuenta que hay la posibilidad de darse de baja de la red y en el caso que no aparezca el tanto por ciento en los
datos que se nos dan, quiere decir que se ha ido el usuario de la red social, es decir, que el usuario se ha dado de baja de la red. Si no
dice que se quedan es que se han ido de la red.

Con los datos que se nos dan para cada grupo, se crean las diferentes ecuaciones para cada tipo de usuario, y a partir de aqui
podemos calcular el nimero de usuarios de un mes n al mes siguiente n+1. Por ejemplo:

Bn+1=2*M,+3*P,,

M,.1=0,75*B,

Pre1=Py* (1-0,50)+0,80*M,

Se nos plantea la segunda pregunta: Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuarios
Premium, ¢cual se prevé que sera la distribucion de usuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

Se nos da la informacién siguiente: Bo=1000, My=2250, P,=1750. Si la resolvemos utilizando Excel, lo que debemos hacer es una
tabla en Excel con la siguiente informacion: Poniendo cada mes con la férmula correspondiente encontrada en la pregunta 1:

Meses férmulade B,;;  férmulade M,,;  férmula de P,
1000 2250 1750

abdwNE O

Si aplicamos cada férmula para cada mes, obtendremos los usuarios de cada mes, y solo tendremos que arrastrar hacia abajo en
Excel para conocer los usuarios de los 5 meses siguientes.

En la tercera pregunta: En la situacién del apartado anterior, ¢ cual se prevé que serd la distribucion de usuarios dentro de
50 meses?:
Si lo resolvemos con la utilizacion de matrices, sabemos que ésta debe ser una matriz 3x3. Las columnas seran el mes anterior
(arriba) y las filas seran el mes posterior (izquierda)
Ahora sabemos cdmo es la cantidad inicial de la matriz X(0): x,(0) = 1000, x,(0)=2250, x3(0)=1750
Si multiplicamos la matriz hecha antes por esta matriz de X(0)->1000,2250,1750, qué es una 3x1 y pertenece al resultado del mes
anterior, sabremos que la matriz resultante sera un 3x1 y serd el resultado del mes posterior, por lo tanto, X(1)=T*X(0) //
X(2)=T*X(1) dénde: T*T*X(0)>X(2)y por lo tanto: X(50)= T*X(49)=T>*X(0)-> la T es la matriz encontrada y la X(0) es la
matriz de 1000, 2250 y 1750.
Si utilizamos el Excel para hacer este calculo, ya que se nos hara mas facil, porque solo debemos de arrastrar las formulas que
habiamos introducido en la pregunta dos hasta los 50 meses y asi obtendremos los usuarios des del mes 0 hasta el mes 50. Tenemos
que conocer todos los meses intermedios antes del 50 para poder llegar a calcular el mes 50. Si nos pidiera el mes 1000, lo que
deberiamos hacer es no utilizar férmulas en Excel porque serian demasiado grandes los valores. Para poder resolver esto,
introduciriamos la herramienta de las matrices.
Una vez tenemos esta tabla hecha, si hacemos un grafico, podemos ver que tiene forma exponencial. El nimero de invitaciones es
constante y esto es lo que hace que tenga forma exponencial y que no tenga un limite y siempre aumente, evolucione de manera
positiva. A largo plazo los tres grupos (Basic, Medium y Premium) aumentan demasiado rapido, aunque los usuarios de Basic
crezcan, lo hacen de una forma muy determinada y pronunciada a corto plazo.
La cuarta pregunta eran las propuestas planteadas por los distintos grupos:

¢ ;Como afectaria si introdujéramos un limite en la poblacion? Establecer un maximo (K) para cada tipo de usuarios.

o ;Podriamos conseguir que la poblacién disminuyese y aumentase de forma ciclica?

e ;Seriamos capaces de introducir una nueva variable como por ejemplo la edad de los usuarios para introducir mas tarde

restricciones de edad en los usuarios de nuestra red?
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Trimestre 3 | Sesién1 | Grupo 3

Hasta el momento, tratamos a todos los usuarios de la red social LunaticWorld por igual, sin distincion entre
ellos.

A partir de ahora los clasificamos segun su antigliedad como usuarios registrados, distinguimos tres niveles:
usuarios Basic, Medium y Premium.

Los diferentes niveles se distinguen en cuanto a nimero de invitaciones y capacidad de memoria disponible,
los Basic no gozan de ningun tipo de privilegio ya que son los usuarios noveles.

Cada grupo de seminario trabaja con unos datos distintos (disponibles en la plataforma Blackboard).

Para poder calcular la poblacion mes a mes, lo hacemos mediante un producto de matrices, partimos de la
situacion inicial, definida por X(0).

X(0)-> situacion inicial (mes 0), cada subindice se corresponde a uno de los tres grupos de usuarios

X, (0)
X(0) =| x,(0)

X5(0)

Z-> matriz (en la que colocamos por columnas los movimientos del mes anterior al mes siguiente)

Para calcular la poblacion en el mes 1: X(1) = X(0)" - Z" o bien X(1) = Z - X(0)

Parael mes 2: X(2) = Z - X(1) 2 X(2) = Z% - X(0)

Y asi consecutivamente, para el mes 3, X(3) = Z% - X(0)

Para calcular la poblacion en el mes 50, X(50)= Z*° - X(0)

Si queremos calcular la poblacién en el mes 50 mediante Microsoft Excel, tendremos que calcular todos los
meses intermedios.

Establecemos una notacion, que utilizaremos hasta haber finalizado el taller de modelizacion del tercer
trimestre.

Mes Anterior

M P
B B B
Mes Posterior M Mes Anterior { M Mes Posterior
P
P

P

A largo plazo, si representamos los datos calculados con Excel (usando la funcion =MMULT), observamos
unas ondulaciones debido a que hay una movilidad mes a mes y no se acumulan los datos, aunque puede
observarse que el nivel Basic es el que crece mas rapido.
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Trimestre 3 Sesion 2 Grupo 1

PREGUNTA 1: Saber si a largo plazo alguna caracteristica del crecimiento de los usuarios Basic, Medium y Premium
se mantiene estable.

Cogemos la matriz dada elevada al nimero de meses transcurridos y la multiplicamos por la situacion inicial para
encontrar el total de usuarios. Resultado evolucion total exponencial.

Tasa media de variacion (variacion de usuarios de un mes respecto el mes anterior) siempre oscila y a medida que pasa
el tiempo se estabiliza (en el caso del grupo que expone esto sucede a partir del mes n. y el valor en el que se estabiliza
es el 1,44). El crecimiento porcentual de usuarios desde que se estabiliza siempre seria el mismo. A partir del mes n, la
poblacién aumenta (para cada grupo de usuarios) en un 144%.

La reparticién porcentual de usuarios en cada categoria también se mantiene constante a largo plazo (los porcentajes
son distintos para cada categoria).

PREGUNTA 2: Buscar si es posible encontrar el instante n, a partir del cual se cumplen las caracteristicas del apartado
anterior.

La tasa de variacion no varia a partir de n.. El porcentaje de la poblacién Basic, Medium y Premium respecto al total de
la poblacién de la red social, siempre seria el mismo a partir de n.. Solo observando la tabla se puede ver a simple vista
el mes a partir del cual la tasa relativa de variacion y los porcentajes de la poblacion se estabilizan.

Conclusiones: a partir del mes n, (siempre que elijamos un mes superior a éste) se cumpliran las caracteristicas del
apartado anterior. Llegan a la estabilidad cuando coinciden todos los porcentajes (para cada grupo dependera de su
propia matriz).

P.D.: El nimero de decimales coincidente sera un factor determinante encontrar n. , en este caso han estudiado dos
decimales que ya son suficientes porque trabajamos en usuarios totales (en unidades).

PREGUNTA 3: ;Qué ocurriria si cambidramos la poblacion inicial?

Han cambiado la poblacion inicial en Excel y han observado los resultados que se presentan. Aparentemente, en
funcién de que poblacidn ponias se estabiliza antes o después que lo que habiamos calculado anteriormente. Si no
cambiamos la matriz inicial (matriz de Leslie) siempre se dan los mismos resultados (crecimiento relativo y
porcentajes de cada grupo de usuarios) a largo plazo.

Dudas que han surgido a lo largo de la semana:

Si consideramos la situacién inicial: 1000 Basic, 0 Medium, 0 Premium: La red social si evolucionaria ya que los
usuarios de Basic pasarian a Medium y luego a largo plazo a Premium. En consecuencia a partir del segundo mes ya
habrian nuevas invitaciones. La Unica situacion que no tiene sentido es el 0 usuarios Basic, 0 Medium y 0 Premium.
Las demas son correctamente consideradas.

Propuestas planteadas por el grupo que expone:
e ;Seria posible conseguir que la TRV se estabilizaria en un mes previstamente seleccionado?
e ;Podria ocurrir que la distribucién de usuarios se centrara en tan solo usuarios Basic? ;Y en Medium? ;Y en
Premium?
e ;Podria suceder que la distribucion de la poblacién entre usuarios Basic, Medium y Premium nunca se
estabilizara?

Conclusiones:

Primera pregunta hemos encontrado caracteristicas, en la segunda el punto donde se dan y en la tercera el efecto en la
respuesta si cambiamos la situacion inicial.

Aparentemente el resultado no cambia si cambiamos el total inicial de usuarios.

ANOTACIONES:

*A partir de un mes determinado se estabiliza n,, se cumple que la TRV es constante

X(n+1)= X(n)- r +X(n) 2 X(n+1)= (1+r) X(n) 2 X(n+1l)=a - X(n) 2 L-X(nN)=a - X(n) Sin>n,
L es la matriz de Leslie.
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Introduccion
Habiendo encontrado un modelo que asemejaba si no en su totalidad, en gran parte a la realidad, cambiamos de rama de estudio.
Hablamos de lo propuesto para la realizacion del primer informe del tercer trimestre. Se introduciria asi pues un nuevo criterio de
pertenencia a la red. Al dividir nuestra poblacion en tres rangos cuya movilidad venia definida por las caracteristicas propuestas,
encontrariamos los siguientes resultados:
e  Tras la busqueda de las tres ecuaciones que expresarian el total de la poblacién
Bn+1=0,1*Bn+2*Mn+2*Pn / Mn+1=0,9*Bn+0,2*Mn / Pn+1=0,5*Mn+0,755*Pn
Llegamos a deducir que se trata de una matriz (sin dejar de ser opcional su traduccion o bien en forma de matriz o bien en
forma de tres ecuaciones).
e Unavez mencionado que nuestros resultados pueden ser también una matriz, nos dispusimos como en el resto de casos a
hacer un estudio tanto a corto como a largo plazo del crecimiento de nuestra poblacion segun este modelo.
En definitiva nuestro objetivo en este informe era entrar mas en detalle en este punto de estudio.

Primera cuestion: ¢ Se puede destacar alguna caracteristica de las trayectorias generadas en X (h)?
Presentamos en primer lugar la matriz a partir de los datos proporcionados (grupo 3):

B |[M|P

B |01]2 2

M[09)02]0

P [0 0,5 | 0,755

En la sesion de correccion de este informe encontramos tres caracteristicas:
e Reparticién en un mes entre las tres categorias
Presentamos en primer lugar una tabla con los valores numéricos de la evolucion de la poblacién a partir de este nuevo
método de bdsqueda:

Meses B M P X(t)
0 1000 2250 1750 5000
1 8100 1350 2446,25 11896,25
2 8402,5 7560 2521,91875 | 18484,4188

3 21004,0875 9074,25 5684,04866 | 35762,3862

4 31617,0061 | 20718,5288 || 8828,58174 | 61164,1165

5 62255,9216 | 32599,0112 || 17024,8436 | 111879,776

6 105473,302 | 62550,1317 | 29153,2625 | 197176,696

7 193954,119 || 107435,998 | 53285,779 | 354675,895

8 340838,966 | 196045,906 | 93948,7621 | 630833,634

9 614073,233 | 345964,25 | 168954,269 | 1128991,75

A modo de resumen sobre lo que podemos observar en la tabla anterior, la columna de los totales se encuentra mediante la funcién
suma, es la suma de los tres rangos.

Tras obtener estos resultados, buscabamos una caracteristica que se mantuviese de mes a mes y a largo plazo, por ello calculamos el
porcentaje de ocupacion de cada rango.

B [20% | 68% | 45% | 59% | 52% | 56% | 53% | 55% | 54% | 54% | 54% | 54% | 54%

45% | 11% [ 41% | 25% | 34% [ 29% | 32% | 30% [ 31% | 31% | 31% | 31% | 31%

P [35%]21%]14% | 16% | 14% | 15% | 15% | 15% | 15% | 15% | 15% | 15% | 15%

Destacamos que es una reparticion porcentual no equitativa (dato que observamos cuando los porcentajes se estabilizan y lo que es
mas importante se mantienen). De todas formas nos sirve para poder fomentar la entrada de usuarios en aquellos rangos cuyo
porcentaje sea flojo.
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Estabilizacion relativa a largo plazo

Esta segunda caracteristica se encontraba afiadiendo una columna a la primera tabla presentada, calculando la tasa relativa
de variacion (tendremos asi pues, los valores de la tasa de decrecimiento de los usuarios de cada rango). Lo que
obtenemos es una estabilidad a largo plazo. Cabe destacar que esa estabilizacion se encuentra para cada rango en un punto
diferente y de la misma manera que en términos totales no existia pero en términos porcentuales si. Si tuviéramos en
cuenta todos los decimales que hay, encontrariamos la respuesta en el infinito pero al trabajar con una determinada
precision de tiempo, la encontramos antes. Para escoger el nimero de decimales que intervendran, tenemos en cuenta los
datos iniciales (trabajamos en miles por lo que intervienen 3 decimales), tiene como objetivo no olvidar a ningln usuario.
Oscilaciones al principio, esta tercera caracteristica es la que menos tuvimos en cuenta en la sesion.

En la tabla hay valores negativos, hay mas gente que se da de baja que de alta, por lo que interpretamos que la poblacion
decrece. A largo plazo es un crecimiento rapido y porcentualmente constante, es decir que crecen porcentualmente todos
de la misma manera. Cambiando la situacion inicial, las oscilaciones varian por falta de patrén por eso no la tenemos muy
en cuenta.

Segunda cuestion: ¢ Es posible determinar el mes (instante) a partir del cual se cumple la caracteristica anterior?
Si que existe un mes en el que se cumple la primera caracteristica mencionada. En funcion de los decimales es antes o
después. Se comentd también la opcion de trabajar con nimeros enteros para adquirir una mayor veracidad y no dividir a
un usuario.

Meses 0 1 2 3 4 5 6 7 8
B 1000 8100,00 | 8402,50 | 21004,09 | 31617,01 | 62255,92 | 105473,30 || 193954,12 | 340838,97
M 2250 1350,00 | 7560,00 [ 9074,25 | 20718,53 | 32599,01 | 62550,13 | 107436,00 | 196045,91
P 1750 2446,25 | 2521,92 [ 5684,05 | 8828,58 [ 17024,84 | 29153,26 | 53285,78 | 93948,76
X(t) 5000,00 | 11896,25 | 18484,42 | 35762,39 | 61164,12 | 111879,78 | 197176,70 | 354675,90 | 630833,63

Porcentaje poblacién

B 20% 68% 45% 59% 52% 56% 53% 55% 54%
M 45% 11% 41% 25% 34% 29% 32% 30% 31%
P 35% 21% 14% 16% 14% 15% 15% 15% 15%

Es a partir del mes 8 donde logramos la estabilidad de la reparticion del total de usuarios.

Tercera cuestion: ¢ Qué pasaria si cambiaramos la situacién inicial pero manteniendo el total de usuarios iniciales?

Solo hay una situacién que no se puede considerar (todo ceros por no haber movilidad).
Si mantenemos los 5000 pero cambiamos la distribucién llegaremos al mismo punto.

Si mantenemos el total, no varia.

Si cambiamos el total, la estabilidad es diferente y se da en un punto diferente.

Meses | B M P X(t) %B | %M | %P
0 2500 500 2000 5000 50% | 10% | 40%
1 5250 2350 1760 9360 56% | 25% | 19%
2 8745 5195 2503,8 16443,8 53% | 32% | 15%
3 16272,1 8909,5 4487,869 29669,469 | 55% | 30% | 15%
4 28421,948 || 16426,79 7843,0911 | 52691,8291 [ 54% | 31% | 15%
5 51381,957 || 28865,1112 | 14134,9288 [ 94381,997 | 54% | 31% || 15%
6 91138,2757 | 52016,7835 | 25104,4268 | 168259,486 | 54% | 31% || 15%
7 163356,248 | 92427,8048 | 44962,234 || 300746,287 | 54% || 31% | 15%
8 291115,702 | 165506,184 | 80160,3891 | 536782,276 | 54% | 31% || 15%
9 520444,717 | 295105,369 | 143274,186 [ 958824,272 | 54% | 31% || 15%

Lo Unico que se ve modificado es el mes en el que se estabiliza la poblacién.
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INTRODUCCION:

Conclusiones primera sesion:

- Obtener formulas para cada grupo y hallar las matrices.

- La poblacion Basic del mes siguiente viene determinada por el porcentaje de usuarios Basic del mes anterior que se
mantienen en su categoria, por las invitaciones de los Medium del mes anterior y por las invitaciones de los Premium
del mes anterior, etc..., explicacién del repartimiento porcentual de los usuarios en los tres grupos.

- Calcular el crecimiento de cada grupo de poblacion a corto plazo y a largo plazo (en meses).

- Comentario sobre la oscilacion y el repartimiento del crecimiento de cada categoria de usuarios y de todos a la vez.

PROPUESTAS SEGUNDA SESION:

12 Caracteristicas a destacar sobre las trayectorias generadas por X(n) de la poblacién por los distintos grupos
de usuarios a largo plazo:

La primera caracteristica es la movilidad de un grupo a otro en porcentaje y de la situacién inicial. A partir de un mes
determinado vemos que el crecimiento relativo de la poblacion se estabiliza, es decir, a partir de este momento que
hemos llamado n, el crecimiento porcentual de los grupos de usuarios es constante y el mismo para todos ellos). Desde
este punto siempre aumenta en términos relativos la poblacion. En el total de usuarios de cada mes, a largo plazo la
reparticion porcentual de cada grupo se mantiene constante cada mes.

2° s Es siempre posible encontrar el instante de tiempo (mes) a partir del cual se cumplen las caracteristicas
encontradas en el apartado anterior?

La respuesta es positiva pero a continuacion se detallan y argumentan los matices:

Que se mantengan las caracteristicas iniciales, es decir, que las trayectorias a partir de un instante (mes) sean estables
en cuanto a la continuidad de su crecimiento relativo, depende de los decimales en los que nos fijamos y que queremos
que sean coincidentes de un mes para otro, porque solo es una aproximacion (si realmente observamos todos los
decimales podemos comprobar que la estabilizacion tiende a infinito), entonces diremos que tendemos a la estabilidad
hacia el infinito. Y si, siempre se puede encontrar ese instante cuando asumimos un cierto grado de error (precision).
Luego, obviamente, también gracias a las TIC que utilizamos para estudiar las trayectorias, crecimientos, etc., (Excel,
Wiris) podemos estudiar y encontrar esta respuesta.

3% Cambiar situacion inicial por otra distinta manteniendo el total inicial de usuarios, observar y razonar el
cambio:

Observamos que siempre se terminan cumpliendo las caracteristicas, aunque aparentemente pueda costar mas o menos
llegar a la estabilidad pero terminan cogiendo los mismos valores en cuanto al crecimiento relativo.

Tarda mas 0 menos en estabilizarse el crecimiento relativo pero (con mas o menos oscilaciones en las trayectorias) se
obtiene el mismo resultado.

Se llega a una estabilidad a largo plazo en el crecimiento relativo, si marcamos una precisidn en cuanto los decimales
la veremos antes o luego (cuantos mas decimales mas tarde). A largo plazo la estabilidad siempre es la misma por
mucho que cambiemos la situacién inicial siempre (¢qué pasaria si cambiamos el total de usuarios inicial?).

CONCLUSIONES E INFORMACION

x4 (0) 1000
Sabemos que x(0) = [ x, (0 x(0) = (2250)
X3 (0) 3x1 1750 3x1

L —> Matriz de Leslie: Matriz que estamos estudiando, es la matriz que indica el repartimiento porcentual de los
individuos de un grupo a otro en meses consecutivos. Sacamos una formula final para analizar el crecimiento:
X(n) = L™+ X(0)
Existe un mes determinado n, a partir del cual:
(1+4r) = a, indice relativo de crecimiento :X(n+ 1) = X(n) +X(n) *r = (1 +1r)*X(m) > X(n+ 1) = a*X(n)

2> L+xX(n) = ax*X(n): L=< ) * X(n)=< ) = a*X(n)z( >
3x3 3x1 3x1

a (escalar (n° real)) *X(n) = ( > resultado matriz < )
3 3x1

x1

X
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Trimestre 3 \ Sesién 3 | Grupo 1

Es esta Ultima sesidn se nos pedia buscar informacidon sobre la matriz de Leslie y concluimos que su
principal caracteristica era que la poblacion no era cerrada sino que contemplaba la entrada y la salida de los
usuarios.

Recuperando el seminario anterior, obtenemos la siguiente ecuacion donde o es el indice relativo de
variacion (tasa relativa + 1): X{t + 1) = L - X{t) = ct- X () cuando t es lo su ficientemente grande.

En este caso podemos deducir que o es un valor propio de L que representa el indice relativo de variacion e
identificamos como uno de los valores propios.

Buscamos informacion tedrica sobre las matrices de Leslie y vimos que este valor “o” era un valor propio
de la matriz L, expresado como “A” en términos matematicos.

Para calcular o buscamos los valores propios de la matriz (vaps de L):(-0.93244, -0.42916, 2.1116)

Recordando la primera sesion, rescatamos la ecuacion: X {(t} = L7 - X(0)

Esta nos indic6 que la matriz L no se podria elevar a “t” sin saber el mes concreto. Para ello introdujimos el
concepto de diagonalizacion. Este concepto nos sirve para hacer un cambio de base en la matriz para
obtenerla expresada en forma de producto de una matriz diagonal D y la matriz de cambio de base P y su

: -1

inversa P™.

L=P.D-P*

Con la ayuda de la calculadora Wiris calculamos los vectores propios de la matriz L que nos permiten
calcular la matriz diagonal ya que conforman los valores de la diagonal de la nueva matriz:

. ~093244 0 0
D=P-L-P=1 o _oa2016 o
0 0 21116

Con esta matriz resultante si podiamos elevarla al mes “t” ya que s6lo tenemos que elevar los nimeros de la
diagonal principal (por ser diagonal).

Introdujimos la matriz anterior, que nos permite hacer el célculo de la prediccion.

Fijandonos vimos que cuando multiplichbamos entre si la expresion “t” veces las P se cancelaban con las P
1

Con todo ello nos fijamos en que de los valores de la diagonal los dos primeros cuando la t—> to4ian 4 0

mientras suficientemente que el otro tendia a o0 a medida que transcurria el tiempo. Por lo tanto Ginicamente

el ultima valor influia en la evolucién de los usuarios de la red a largo plazo.

Finalmente, calculamos “t” cuando se asume la estabilidad igualando los dos valores propios (tomados en
valor absoluto) a 0.001 (el error) y deducimos que en el mes 99 se llega a la estabilidad.

354




Trimestre 3 | Sesion 3 | Grupo 2

En este Gltimo seminario se plante6 buscar analiticamente (sin simulacion numérica) el indice relativo de
variacion y el mes en que éste se estabiliza, es decir, el valor de a. y el mes n que se llega a la estabilizacién.
Estos valores tenian que coincidir con lo hallados mediante la simulacion numérica (sesion 2). A través de
la teoria encontrada en Internet se llego a la siguiente expresion para llegar a la matriz diagonal.

D =P +«L+P (Matriz P = matriz veps)

Para poder diagonalizar la matriz L ésta debe ser cuadrada (la matriz de Leslie) y la matriz de paso P debe
ser invertible. Para encontrar la diagonal se calculan los valores propios, éstos corresponden a parte de la
diagonal principal. La matriz de Leslie guarda relacion con la diagonal mediante la siguiente formula
L=F«D=+p?

Lo que demuestra que las matrices estan relacionadas entre ellas.

De los tres valores que aparecen en la diagonal uno de ellos hace referencia al valor o.. Para determinar qué
valor era el indice relativo de variacion partimos de la siguiente expresion. %=1+

Para determinar qué valor era a., restamos una unidad a los tres valores, el que quedé entre cero y uno
determinamos que era la tasa relativa. Se determin6 que al elevar cada vap a n, observamos que los que
estaban entre 0 y 1 en valor absoluto, tienden a cero, en cambio el valor propio que corresponde a o al ir
elevando a n cada vez es mayor. Al trabajar con una red social cuyo n° de usuarios aumenta, solo tiene
sentido el valor que hace que crezca.

Un valor propio de nuestra matriz para ser el valor de la o debe ser mayor a uno, i en cambio la poblacion
disminuyese la o tendria que estar entre cero y uno.

Un caso en el que o sea negativa la descartaremos siempre.

Para hallar el periodo en el que se llega a la estabilidad, escogeremos un valor propio en valor absoluto de
los que estén entre cero y uno y sea mayor de los dos. Se elimina el simbolo negativo del valor propio (si es
necesario) ya que al calcular mediante los logaritmos no tendria resultado. Este valor se debe igualar a un
ndmero muy cercano a cero (precision).

Para hallar estos utilizamos la siguiente expresion. Ln(vap”n)=In(precision) Una vez resuelta esta expresion
podemos llegar a encontrar el mes n.

En algunos casos esta estabilidad no llega a coincidir con la hallada mediante la simulacion, este error se
explica ya que en el otro caso interviene el total de usuarios y en este caso no, por lo que sabemos que
manteniendo el total de usuarios si varian de grupos la estabilidad obtenida es la misma pero varia el
periodo en la que se alcanza, por lo que un cambio de distribucion deja la misma tasa relativa de variacion,
pero modifica el mes en el que se llega a la estabilidad.

Si se cambia el total inicial, el porcentaje de crecimiento se mantendrd, es decir la tasa relativa de
crecimiento se mantendra igual, en matriz de transicion tendera a cero, en la matriz de Leslie sera superior a
uno (en nuestro caso).

L(matriz de Leslie)=L*X(n)=a*X(n)
n—>mes de estabilidad
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Anexo 4.3. Cuestionario

Valora del 1 al 5 las siguientes cuestiones:

1. | NUmero sesiones: (pocas) 1/2|3|4]|5 | (demasiadas)
2. | Duracion de las sesiones: (cortas) 112 |3 |45 | (largas)
3. | Contenido teorico: (muypoco) | 1|2 |3|4]|5 | (demasiado)
4. | Contenido préctico: (muypoco) | 1|2 |3|4]|5 | (demasiado)
5. | Dificultad: (muypoca) | 1|2 |3|4 |5 | (demasiada)
6. | Cantidad de trabajo hecho en clase: (muypoco) | 1|2|3|4]|5 | (demasiado)
7. | Cantidad de trabajo hecho fuera de clase: (muypoco) | 1|2 |3 |4 |5 | (demasiado)
8. | Peso del seminario dentro de la nota global | (muypoco) |1 |2 |3 |4 |5 | (demasiado)
(35%):
9. | Reparto de responsabilidades: (muy facil 112 |3 |45 | (muycomplejo)
10. | Ambiente de trabajo: (muymalo) | 112 |3|4]|5 | (muybueno)
11 | Facilidad para quedar fuera de clase: (muypoca) | 1|2 |3|4]|5 | (muha)
12. | Me cuesta adaptarme al trabajo en grupo (muypoco) | 1|2 (3|45 | (mucho)
13. | El resultado es mejor al trabajar en grupo (desacuerdo) | 1|2 |3 |4 |5 | (acuerdo)
que solo/a:
14. | Interés del problema fuera de las (muypoco) | 112 |3|4]|5 | (mucho)
matematicas:
15. | Relacion con los con los contenidos del (muypoco) | 1|2 [3|4|5 | (mucho)
Curso :
16. | Dificultad global del problema: (muypoca) | 1|2 |3|4|5 | (mucha)
17. | Permite entender mejor la teoria: (desacuerdo) | 1|2 [ 3|4 |5 | (acuerdo)
18. | Muestra el lado préactico de la materia: (muypoco) | 1|2 (3|45 | (mucho)
19. | Me cuesta redactar los informes: (muypoco) | 1|2 [3|4|5 | (mucho)
20. | Me cuesta tener una visién global del (muypoco) | 112 |3|4]|5 | (mucho)
problema:
21. | Las puestas en comun sirven... (muypoco) | 1|2 [3|4|5 | (mucho)
22. | Las profesoras nos guian... (muypoco) | 1|2 |3 |4 |5 | (demasiado)
23. | Las correcciones de los informes me (muypoco) |12 |3|4]|5 | (mucho)
ayudan...
24. | Me siento comodo/a trabajando con el (muypoco) | 112 |3|4]|5 | (mucho)
ordenador:
25. | Usar las TIC facilita el trabajo en (muypoco) | 1|2 [3|4|5 | (mucho)
matematicas:
26. | He aprendido a usar mejor el ordenador (muypoco) | 1|2 (3|45 | (mucho)
27. | Indica un aspecto negativo del seminario:
28. | Indica otro aspecto positivo del seminario:
29. | Indica un aspecto negativo del seminario:
30. | Indica otro aspecto negativo del seminario:
31. | Comentarios generales:
32. | Dni:
33. | Numero de grupo:
34. | Trimestre:
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Anexo 4.4. Comentarios generales

- No se ha marcado estrictamente lo que se pedia y por ello las notas han sido tan bajas.

- El seminario de matematicas es una buena idea pero Unicamente afiadiria una buena
explicacion metodoldgica o un ejemplo para que a los alumnos les sirva como guia para
iniciar la investigacion.

- Me parece un taller muy interesante, que nos ayuda a ver las utilidades de las matematicas.

- No me gusta que el seminario sea tan seguido, pero asi nos habituamos. A veces ante
distintas opiniones no nos ponemos de acuerdo porque no partimos de unos apuntes iguales.

- Es una materia nueva que nos permite y nos aprende a saber trabajar en grupo, que para la
carrera que estamos estudiando es muy importante.

- Los seminarios nos ayudan bastante y a la vez aprendemos, por otra parte, nos quita tiempo
para dedicar a otras materias.

- Para no ir tanto al despacho de la profesora, que se explicara mas en clase las dudas
generales.

- Podrian afnadir una clase méas de seminario para resolver dudas sino demasiado trabajo en
casa.

- Muy satisfecho con la asignatura aunque a mi parecer la dificultad de ésta es poca,
demasiado facil.

- Me parece muy util el seminario, porque gracias a este realmente aprendo mas y me ayuda a
complementar la base tedrica, ademas de que es muy Util para encontrar un sentido
econdmico, cosa que nunca imaginé que fuese tan sencillo.

- Pienso que el informe individual es una pérdida de tiempo ya que es repetir lo que ya hemos
hecho.

- Quizas seria muy util colgar teoria en la blackboard.

- Est&d muy bien aplicar la préctica pero previamente tiene que estar estudiada en clase. Estaria
bien que se nos entregaran los seminarios corregidos.

- Es muy dificil hacer un informe individual sin copiar los seminarios anteriores. Es un trabajo
que considero innecesario. Si el seminario es un trabajo en grupo, deberia serlo de principio
a fin.

- Entregar el informe individual el mismo dias que el examen trimestral nos afecta muy
negativamente.

- Yo creo que los seminarios serian mas efectivos si los hiciéramos después de dar la materia.

- Hubiera estado bien si hubieran habido ganas por parte de todos. Al final mas que disfrutar
ha sido una tortura.

- No creo que nos vaya del todo bien aprendemos la teoria por nuestra cuenta para los
seminarios aungue asi aprendemos a buscar informacion, la teoria nunca queda clara hasta
después de las entregas y perjudica mucho la nota.

- Los grupos se hacen escoger demasiado pronto.

- Laidea de un secretario es indispensable.

- Tengo poca costumbre en redactar y comentar las matematicas.

- Veo poca relacion del seminario con las matematicas. Es mas de redactar y una presentacion
bonita.

- El seminario sirve para aprender a pensar y razonar los problemas pero a veces es necesario
mas tiempo y mas indicaciones.

- Creo que los seminarios tendrian que contener menos volumen de trabajo para proporcionar
mas tiempo al resto de la materia.
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Es un trabajo complejo, que requiere una continuidad.

Ponerlos en comdn ayuda, y realizar un caso al trimestre ayuda a ganar constancia en el
trabajo.

No creo que los seminarios sirvan realmente de mucho, dedicamos muchas horas que luego
no son recompensadas.

Estoy muy contenta con el seminario. Me ayuda a entender la teoria y a encontrarle una
utilidad practica a las matemaéticas en la carrera que estamos estudiando.

Me ha parecido una buena manera de estudiar las matematicas.

No encuentro correcto que ademas de puntuar un 30% respecto a la nota global, puntie un
30% mas dentro del examen final. Creo que esto no deberia entrar y centrarnos en lo hecho
en clase para el examen.

Los examenes no tienen nada que ver con los ejercicios realizados en clase. Son mucho méas
dificiles.

Creo que si el seminario pretende ser una forma de trabajar en equipo, no lo consigue,
porque al final se divide el trabajo, cada uno hace su parte y luego se junta.

Pese a los dolores de cabeza es mas dinamico que las clases tedricas.

Creo que es una nueva forma de aprender nuevos conocimientos y lograr un mejor trabajo en
equipo.

Aunque nos costaba llegar muchas veces al resultado, creo que con las puestas en comun
aclaramos y entendimos los problemas.

Los haria mas dirigidos al contenido de clase. Utilizaria la semana para hacer ejercicios y
resolverlos en clase. Ejercicios breves con lo aprendido en clase

Deberia ensefiarse algin concepto antes de pedir un trabajo sobre este

Me ha servido para dar una vision mas préactica a las matematicas.

Es una buena herramienta de trabajo, dado el porcentaje final de la asignatura, mejora la nota
a aquellos que tengan dificultades.

Se ponen en préctica las matematicas en casos reales mas que en ejercicios practicos, y es
una forma de utilizar las matematicas de una manera diferente.

Trabajar con hechos que sean reales facilita para entender lo que se esta trabajando.
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Anexo 4.5. Guion entrevista a alumnos

Sobre el funcionamiento y organizacion del taller:

o Opinidn de la cuestion inicial: ¢es interesante?, ;realista?, ¢aplicada?, ¢abierta?,
¢larga?, ¢relacionada con la teoria?

o Informacion necesaria: ¢donde buscar?, ;Quién les ha ayudado?, ¢dificultades?

o Trabajo en grupo: iadaptacion?, ¢participacion igualitaria?, ¢discusiones?,
¢cambios de grupo?, ;reparto de funciones?, ;trabajo fuera del aula?, ¢evolucion
a lo largo del curso?

o Informes en grupo: ¢dificultades organizativas o de redaccion?, ;papel de las
correcciones?, simportancia?, ;evolucién?, ¢ayudas de la profesora?

o Informes individual: ¢dificultades?, sayuda a preparar el examen?, ¢resta tiempo
a preparar el examen?

o Secretario de la semana: ¢;es util?

0 Trabajo en grupo dentro del aula: ¢se aprovecha?, ¢existe mucha dependencia
de la profesora?, ¢se tiene que esperar demasiado tiempo a ser atendido?, ¢es
mejor que trabajar fuera?

o Presentaciones orales de los grupos en clase: ;son Gtiles?

o Sistema de evaluacién: ¢es justo? ;cambios?

Sobre la funcion del taller en la asignatura:

o Sistema de evaluacion: ¢es justo? ;cambios?

0 Relacion con la teoria: ¢estan conectados?, ¢ayuda a entender la teoria?

0 Relacion con el examen: el taller sirve?, ¢el taller quita tiempo para estudiar
para el examen?

Diferencias entre los contenidos del taller de cada trimestre:
0 Opinién sobre cada trimestre, dificultades de cada uno, interés con los estudios
de economia, permite ver la utilidad de las matematicas para la economia.
0 Mismo problema: ¢Cansa?, ¢es forzado usar el mismo hilo conductor?
o Simulaciones numéricas: ¢til?, ;interesante?

Relacion con las matematicas en general:
o0 ¢Relacion con la economia?, ¢consigue dar autonomia en el proceso de estudio?,
(se consigue ver la utilidad?, ¢desconcierta no tener una Unica respuesta
correcta?, ¢cambios respecto secundaria?

Gestion del taller por parte de la profesora:
Lo mejor/peor
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