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Capitulo 1

Introduccion

Los flujos Morse-Smale constituyen la clase de los flujos méds simples
entre los estructuralmente estables, ademés de aparecer con frecuencia en las
aplicaciones. El estudio de este tipo de flujos, como el de otros flujos
genéricos, estd dirigido a su clasificacion topolégica. En dimensién dos,
los grafos de Peixoto asociados a campos vectoriales de tipo Morse-Smale
permiten esta clasificacion.

En dimensién tres, los flujos Morse-Smale no son densos pero definen un
conjunto abierto en el conjunto de los campos vectoriales de clase C* sobre
una variedad. Su clasificacién es un factor clave para analizar la clausura del
mencionado abierto. Para generalizar los grafos de Peixoto en tres dimen-
siones es inevitable la clasificacién topolégica de las érbitas periédicas y su
tipo de nudo asociado, ya que definen invariantes de sistemas conjugados.

La caracterizacién topoldgica del conjunto de érbitas periddicas de un
sistema Morse-Smale No Singular (NMS) sobre la esfera S° ha sido realizada
por M. Wada [51]. Aunque esto ha supuesto un paso muy importante en el
estudio cualitativo de los sistemas NMS, la variedad sobre la que se estudia es
muy restrictiva, por lo que es interesante hacer un estudio andlogo, siguiendo
los trabajos de T. Kobayashi [37], sobre otras variedades tridimensionales.

Por otra parte, en el campo de los sistemas Hamiltonianos integrables
de dimensién 2n, el teorema de Arnold-Liouville resuelve el problema de
integracién exigiendo, entre otras condiciones, que las integrales estén en
involucién y sean funcionalmente independientes. Esto permite que cada
una de las integrales disminuya el orden del sistema no en una unidad, sino
en dos. Ademds, bajo estas hipétesis, las superficies de nivel comunes no
singulares son uniones de toros, que reciben el nombre de toros de Liouville.

Durante la década de los ochenta, aparecieron algunos articulos de A. T.
Fomenko y sus colaboradores ([26],[8]) en los que se demostraba la existencia
de importantes restricciones topoldgicas sobre las 3-variedades que pueden ser

bt



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

conjuntos de mnivel no singulares de sistemas Hamiltonianos Bott
integrables (sistemas genéricos entre los integrables, [35]). En dichos articulos
se proporciona una clasificaciéon de las variedades mencionadas en términos
de los ”ladrillos elementales” de los que estdn construidas, asi como una
descripcién de las bifurcaciones de los toros de Liouville que pueden tener
lugar, y se derivan algunas consecuencias, como cotas inferiores para el
numero de 6rbitas periddicas dependiendo de la topologia de la superficie
de nivel.

D. Asimov prueba en [3] que toda variedad flujo compacta de dimensién
distinta de 3 que no sea una cinta de Mobius admite un flujo Morse Smale no
Singular. Por otra parte, J. W. Morgan [41] demostré que sélo una pequena
clase de 3-variedades puede tener flujos NMS. Su demostracién se basa en
probar que la clase de variedades antes mencionada puede definirse por la
propiedad de tener una descomposicién en asas redondas. En particular,
probo que las 3-variedades primas y orientables tales que la caracteristica de
Euler de cada una de las componentes de la frontera es nula, admiten un
flujo NMS si y sélo si son unién de espacios de Seifert no triviales pegados
sobre sus fronteras. Ademds demuestra que, dada una 3-variedad orientable
y conexa W tal que la caracteristica de Euler de cada una de las compo-
nentes de la frontera es nula y, dada una descomposicién prima de la variedad
W = Py#..#Prenlaque P, # 5% x S, i =1,....,T, puede afirmarse que W
admite un flujo NMS si y sélo si cada variedad prima P; lo admite a su vez.

Asi, la clasificacién topolégica de Morgan se hace en términos de dos
puntos de vista diferentes: por una parte, relaciona la propiedad de admisién
de un flujo NMS con la de descomposicién en asas redondas, completando el
trabajo de Asimov para el caso de dimensién 3; por otra parte, considera la
clase de 3-variedades que son unién de fibrados de Seifert y prueba que para
variedades primas las tres caracterizaciones son equivalentes.

J. Casasayas et. al. [15] muestran que los fluyjos Hamiltonianos Bott
integrables estdn fntimamente relacionados con los flujos NMS. De hecho,
demuestran que toda 3-variedad que sea superficie de nivel no singular de
un sistema Hamiltoniano Bott integrable también admite un flujo NMS. Uti-
lizan este punto de vista unificador para ver como la mayor parte de la teoria
de Fomenko puede deducirse de los trabajos de J. W. Morgan y D. Asimov
y entonces, aplicando los resultados de M. Wada [51], obtienen una clasifi-
cacion de los nudos y cadenas formados por las 6rbitas periédicas de sistemas
Hamiltonianos Bott integrables sobre la 3-esfera S° y el toro sélido.

En [37], T. Kobayashi considera un fluyjo NMS sobre una 3-variedad
orientable, simple, cerrada e irreducible. Bajo estas hipdtesis, define los
conceptos de flujo y cadena primitivos del flujo NMS y demuestra que existe
un numero finito de tipos de cadenas primitivas. Ademds, prueba que todo



flujo NMS sobre la variedad puede obtenerse a partir de un flujo primiti-
vo, cambiando el flujo en entornos regulares de érbitas cerradas atractoras o
repulsoras.

Sin embargo, la variedad S? x S? es la excepcién de muchos de estos
resultados: al no ser irreducible, no puede asegurarse la existencia de un
flujo NMS primitivo; del mismo modo, no es aplicable la caracterizacién de
J. W. Morgan de variedades con descomposicién prima que admiten un flujo
NMS. Todo ello nos lleva a plantearnos un objetivo: utilizar la teorfa de
nudos para, mediante la descomposicién en asas redondas de la variedad,
obtener la caracterizacion topoldgica del conjunto de 6rbitas periédicas de
un sistema Morse-Smale No Singular sobre S? x S, completando el trabajo
de M. Wada [51] sobre S3.

Por otra parte, esta variedad aparece en numerosos casos practicos de
Mecénica Celeste, al estudiar sistemas Hamiltonianos integrables con una
integral primera no degenerada, tales como el problema de Dos Centros Fijos,
ya que las variedades que aparecen como conjuntos de nivel son, para algunos
valores de la energfa, S? x St y S3. Este problema también resulta titil como
una primera aproximacién en la modelizacién del movimiento de un satélite
en torno a un planeta achatado. Ademads, el problema de dos centros fijos se
enlaza con el problema restringido de tres cuerpos cuando una de las masas
es infinitesimal. Por otra parte, en algunos casos integrables del movimiento
inercial de un cuerpo rigido tetradimensional con un punto fijo (véase [26]),
algunas superficies de nivel de dimensién 3 no singulares son difeomorfas
a 82 x S1. De modo similar, empleando una factorizacién apropiada en el
caso integrable de Kovalevskaya para un cuerpo sélido tridimensional, ciertas
superficies de nivel son también equivalentes a S? x S*.

Para una mejor comprensién de los conceptos y notacién utilizados en
esta memoria, en el segundo capitulo establecemos dichas nociones bésicas.
Tras analizar algunas cuestiones de topologfa de variedades tridimensionales,
nos centramos en el estudio de la descomposicién en asas redondas de 3-
variedades y de las variedades flujo, asi como de la teorfa de nudos. Estos
conceptos serdn los pilares sobre los que en el capitulo 3 construiremos las
descomposicién en asas redondas de la variedad S? x S! y el estudio de las
cadenas de érbitas periédicas asociadas a un fluyjo NMS sobre S2 x S*. En el
capitulo 2 centraremos también nuestro interés en los resultados obtenidos
por M. Wada [51] y K. Yano [53] en la construccién de la descomposicién en
asas redondas de la variedad tridimensional S%, ademés de la caracterizacién
de las cadena con indices mediante las operaciones de Wada en términos de
suma separada, suma conexa y cableado, partiendo de una cadena generado-
ra: la (0,2) —cadena de Hopf.

Las diferencias fundamentales de la variedad S? x S* respecto a S° son
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analizadas en el capitulo 3, como por ejemplo la existencia de esferas no
separadoras. Mientras en S° puede afirmarse que una esfera bidimensional
es frontera de dos discos D3, no puede afirmarse lo mismo de S? x S, y
eso implica dificultades anadidas: no existen cadenas generadoras, aparecen
componentes de la frontera no separadoras en la descomposicién en asas re-
dondas de la variedad, y se hace necesario distinguir entre cadenas locales
y globales en funcién de si pueden o no sumergirse en un disco D3. Estas
diferencias afectan, por supuesto, a la caracterizacién de las cadena con
indices, obtenidas a partir de la descomposicién en asas redondas de la
variedad, en términos de operaciones, abordada en el cuarto capitulo de la
presente memoria.

Del mismo modo que se ha hecho un estudio de los flujos NMS en S® con
pocas érbitas, [43], nosotros estamos interesados en un estudio similar para el
caso de S? x S*. Dicho estudio de los flujos NMS en la variedad S? x S* son los
objetivos del quinto capitulo, en el que asimismo se aborda el flujo inducido
por la descomposicién en asas redondas de la variedad. Asimismo, se define
la suma conexa de flujos, y su relacién con la suma conexa de las respectivas
variedades sobre las que se definen los flujos, estableciendo asi una primera
clasificacién de flujos como los que provienen de pegadas no esenciales y dan
lugar a la suma conexa de flujos sobre la variedad suma conexa y aquellos
provenientes de pegadas esenciales.

El estudio de los sistemas Hamiltonianos integrables, ubicado en el capi-
tulo sexto, se divide en dos partes: en la primera presentaremos algunos resul-
tados de A. T. Fomenko sobre la caracterizacién topolégica de 3-variedades
@ que son superficies de nivel de un sistema Hamiltoniano integrable me-
diante una integral de Bott. Asimismo, presentaremos algunos resultados
que relacionan las clases de variedades consideradas por Fomenko, Asimov,
Morgan, y otros. En un segundo bloque, utilizamos la relacién entre dos
teorias paralelas (flujos NMS por una parte y sistemas Hamiltonianos inte-
grables por la otra) y los resultados obtenidos en el capitulo 4 para obtener
una caracterizacién completa de los nudos y cadenas de érbitas periédicas de
sistemas Hamiltonianos Bott integrables sobre S? x S?.

Por 1ltimo, en el capitulo 7 aplicamos los resultados obtenidos en los
capitulos anteriores sobre un problema concreto: el problema de dos centros
fijos, integrable y con dos grados de libertad. Demostraremos que el espacio
de fases global de este problema es, para algunos valores de la energfa, la
variedad S? x S'. Se estudiardn las operaciones sobre cadena con fndices
que, de entre las definidas en el capitulo 4, generan las cadenas de 6rbitas
periédicas posibles en este problema y el tipo de flujos a que dan lugar.
Ademsds, probaremos que el problema de dos centros fijos pertenece a la
misma familia uniparamétrica que el problema circular restringido de tres



cuerpos, no integrable, y al que se pueden extender algunas de las érbitas
periédicas obtenidas en el caso integrable.
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Capitulo 2

Descomposicion en asas
redondas

El contenido del presente capitulo se divide en varias partes bien diferen-
ciadas: en primer lugar, la descomposicién de variedades tridimensionales en
otras mds simples que conserven de algiin modo las propiedades geométricas
y topolégicas de la variedad original; a continuacién se introducen algunas
nociones bdsicas sobre teorfa de nudos y el estudio de las variedades flujo,
en particular aquellas que admiten un flujo Morse Smale no Singular. Fi-
nalmente, se muestra la aplicaciéon que diferentes autores han hecho de los
conceptos introducidos en las secciones previas para el estudio de los sistemas
Morse-Smale no Singulares sobre una 3-variedad concreta: S°.

El interés de descomponer una 3-variedad como unién de piezas sencillas
radica en analizar como se pegan dichas piezas en la variedad y asf reducir
el estudio de la variedad a problemas sobre variedades maés sencillas o de
dimensién dos. Una forma de hacer esta descomposicién es mediante los
splittings de Heegaard (véanse [34], [32]), de facil descripcién geométrica
vy que, junto con la suma conexa, permiten definir una descomposiciéon de
la variedad en variedades primas. No obstante, nosotros emplearemos otro
método: la descomposicién en asas redondas, que nos inducird, de forma
natural, un estudio posterior sobre el conjunto de érbitas periddicas de tipo
NMS en la variedad. Esta técnica, cuyos elementos bésicos definiremos en el
presente capitulo, serd el eje fundamental que permitird més adelante cons-
truir una clasificacién de las variedades obtenidas al pegar asas redondas en
la variedad M en la que estdn sumergidas, de manera que M puede recons-
truirse mediante una sucesién de 3-variedades, cada una de ellas obtenida
pegando un asa redonda sobre la anterior (véanse [3], [41]). Estudiaremos
en el presente capitulo el caso concreto de los resultados obtenidos por dife-
rentes autores sobre S°. En capitulos posteriores realizaremos nuestras propias

11



12 CAPITULO 2. DESCOMPOSICION EN ASAS REDONDAS

aportaciones sobre la variedad S? x S?.

Por otra parte, si una variedad compacta y conexa tiene asociado un cam-
po vectorial, éste separa la frontera de la variedad en regiones diferenciadas
no necesariamente conexas, en funcién de si el campo vectorial es tangente
a la regién o la atraviesa, y en éste iltimo caso, en funcién del sentido en el
que el campo vectorial la atraviesa. El conjunto formado por la variedad y la
componente de la frontera por la que el campo vectorial entra en la variedad
define una variedad flujo (Reinhart, [45]). En particular, estudiaremos las
propiedades de un tipo concreto de variedades flujo: aquellas que admiten
un flujo de tipo Morse-Smale No Singular, directamente relacionados con las
descomposiciones en asas redondas de una variedad.

Finalmente, y en un segundo bloque del capitulo, aplicaremos los concep-
tos previamente definidos para obtener, siguiendo los pasos de M. Wada [51]
y K. Yano [53], la descomposicién en asas redondas de S® y la caracterizacion
de las cadenas de érbitas periddicas con indice de esta variedad.

2.1 Descomposicion de 3-variedades

La idea de cortar una 3-variedad alrededor de una 2-esfera fue introducida en
1929 por H. Kneser [36], en el que parece ser su unico articulo en variedades de
dimensién tres, aunque su influencia fue extremadamente importante. Kneser
considera la operacién de cortar una 3-variedad cerrada M a lo largo de una
2-esfera S sumergida en M, y cerrar cada una de las componentes resultantes
de la frontera con una 3-celda, obteniendo una 3-variedad M; (posiblemente
disconexa). El llamé reduccién a este proceso. Si la esfera S es entorno de
una 3-celda en M, entonces M; es una copia de M junto con una copia de S3,
y la reduccién es trivial. Una variedad es irreducible si admite tinicamente
reducciones triviales. Para justificar el término "reduccién”, Kneser afirma
que M, deberfa ser en algin sentido mds simple que M, pero no hay ningiin
invariante topolégico que permita probar esto. Sin embargo, demuestra el
siguiente teorema:

”Asociado a cada 3-variedad M existe un entero k con la si-
guiente propiedad: si se efectiian £+ 1 reducciones sucesivas sobre
M, entonces al menos una de ellas es trivial. Mediante &k (o
menos) reducciones no triviales M puede ser transformado en
una variedad irreducible.”

Para la demostracion de este teorema es necesario un resultado de J.W.
Alexander [1]. El teorema de Alexander afirma que toda 2-esfera en S®
separa a esta 3-variedad en dos regiones, cuya clausura es, en ambos casos,
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una 3-celda. En particular, S® es irreducible. La afirmacién correspondiente
a una dimensién menos, que cada circunferencia en S? la separa en dos
componentes cuyas clausuras son discos, es el teorema cldsico de Schonflies,
pero no necesita hipétesis adicionales. J.W. Alexander también prueba que
cualquier toro (poliédrico) en S es frontera de un toro sélido, un hecho que
fue conjeturado por H. Tietze [49]. Mds tarde, R. H. Fox [28] demostré que
el argumento de Alexander se generaliza para probar que cualquier superficie
cerrada en S° es compresible.

Dadas dos 3-variedades M; y M, se puede elegir un punto en el interior
de cada variedad, quitar el interior de una pequena 3-celda alrededor de cada
uno de los puntos elegidos y pegar las 2-esferas de la frontera mediante algin
homeomorfismo. La 3-variedad resultante es una suma conexa de ambas
variedades.

Definicién 1 Sean M, My y M, variedades conexas de dimension 3, B; C
int (M;), i = 1,2, 3-celdas sumergidas en M y h; : (M; —int (B;)) — M

embebimientos tales que

hl (Ml —nt (Bl>> N ]’Lz (Mz —nt (Bz)) == hl (631) == hz (832)

M = hy (My — int (B1)) U hy (My — int (B,))

Entonces decimos que M es la suma conexa de My y M, y lo denotamos
por May#Ms,.

Si construimos M a partir de My y M,, podemos elegir a voluntad las
3-celdas B; C int (M;), y notamos que existen dos formas diferentes de iden-
tificar 0By con 0B,. Si M, M; y M, son orientables, exigiremos que los
embebimientos h;, i = 1,2, preserven la orientacién (o equivalentemente,
que la identificacién de 0B; con 0B, invierta las orientaciones inducidas).
Ademss, en este caso se verifican las propiedades asociativa y conmutativa
de la suma conexa, con S actuando como elemento identidad.

Definicion 2 Una aplicacion f : E — B recibe el nombre de fibrado con
fibra F si cada punto de B tiene un entorno U y un homeomorfismo h :
Y (U) — U x F para el que el siguiente diagrama es conmutativo:

f'U)—">UxF

\ %)yecci 6n
U
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E y B reciben el nombre de espacio total y espacio base, respectiva-

mente. Cada conjunto f~1(b), b € B es la fibra en b y es homeomorfo a
F.

Definicion 3 Dado un fibrado f : E — B y los caminos p(t) y v (t), t €
[0,1] de E y B, respectivamente, decimos que i (t) es una elevacion de v (t)

en B si f (p(t)) =~ (t).

Lema 4 Sea f : E — B un fibrado y v (t), t € [0, 1] un camino diferenciable
a trozos en B. Entonces existe en E una elevacion p (t) del camino 7 (t) que
se define sin ambigiiedad por uno de sus puntos i1 (to) € E, donde f (1 (to)) =

7 (to) -

Consideremos un punto de la base b € B del fibrado. Sea 7 un camino
cerrado en B con origen y fin en b, que representa un elemento del grupo de
homotopia m; (B, b) . En virtud del lema 4, construimos un camino p (t) en
E que es una elevacion del camino v (¢) en B. Partiendo de un punto z; de la
fibra F, se sigue el camino y (t) que termina en un cierto punto z,¢y = p (1)
de la misma fibra F. Se obtiene asf la correspondencia v — o () en la que
o () es una transformacion sobre la fibra F :

o () 1 T = Teg)

La transformacién o () depende de la clase de homotopia; ademads, es evi-
dente que o (v 1) =0 (7) "  y o (7,07,) = 0 (1) 00 (7,) . Por tanto, o es un
homomorfismo del grupo fundamental 71 (B, b) en el grupo de las transforma-
ciones de los puntos de la fibra F, y recibe el nombre de mo-nodromia. Su
imagen, o (71 (B, b)), recibe asimismo el nombre de grupo de la monodromia.
En general, trabajaremos con fibrados en los que el espacio base es S*
y, abusando de la notacién, asociaremos el espacio total E con el fibrado,
denotandolo por F x, S*, donde ¢ es la monodromia del fibrado.

Lema 5 (Haken, [33]) Sea M wuna variedad de dimension 3 y S una 2-
esfera sumergida en M que no separa a M, entonces M = M;#S? X, ST,
siendo ¢ cualquier monodromia.

2.1.1 Descomposicion prima de 3-variedades

En 1928 H. Kneser [36] prob6 que toda 3-variedad orientable y compacta
podfa descomponerse como suma conexa de 3-variedades tales que ellas mis-
mas sélo pueden descomponerse en la forma trivial, aunque la unicidad de
dicha descomposicién fue probada por J. Milnor [39].
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El objeto de la presente seccién es la presentacién del teorema de Des-
composicion Prima para variedades tridimensionales cerradas y orientables,
para lo que es necesario introducir el concepto de splitting de Heegaard, asf
como algunos resultados intermedios. Existen generalizaciones que pueden
aplicarse a 3-variedades compactas en general, orientables o no, con o sin
frontera ([39], [40], [50]). Para obtener la unicidad en el caso no orientable
es necesario tener una ”forma normal” para la descomposicién.

Tal y como se ha establecido previamente, el interés de la variedad S? x S*
radica, no sélo en su reiterada aparicién como conjunto de nivel en sistemas
Hamiltonianos integrables, sino también como excepcién en numerosos resul-
tados acerca de topologia de 3-variedades. A continuacién introduciremos los
conceptos de variedad prima e irreducible. Milnor [39] probé que dichos con-
ceptos son equivalentes en variedades tridimensionales con las excepciones de

53,52 x Sty 52 x, St

Definicion 6 Una wvariedad tridimensional M es no trivial si no es
homeomorfa a S°.

Definicion 7 Una 3—variedad M es prima si toda 2-esfera separadora es
entorno de una 3-celda.

Proposicion 8 Una 3-variedad no trivial M es prima (con respecto a la
suma conexa) si M no puede descomponerse como suma conexa de manera
no trivial.

Al ser S® una variedad trivial respecto a la suma conexa, no es posible
aplicarle este resultado; sin embargo, en S® todas las esferas son separadoras
y entorno de 3-celdas, por lo que podemos afirmar que S® es una variedad
prima. Del mismo modo, se puede probar que S? x S* es una variedad prima,
aunque no todas sus 2-esferas sean separadoras.

Otra aproximacion al estudio de las 3-variedades se sirve de superficies
incompresibles. La idea consiste en sumergir una superficie en una 3-variedad
tal que la superficie sea lo mds sencilla posible y conserve la informacién
geométrica y algebraica.

Definicion 9 Una variedad N estd propiamente sumergida en M si N N
OM = ON.

Definicion 10 Una superficie F' propiamente sumergida en una 3-variedad
M (o sumergida en OM ) es compresible en M si se verifica una de las
siguientes condiciones:
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i) F'= 52y F es entorno de una 3-celda en M, o

1) existe un disco D C M tal que DN F = 0D y 0D es no trivial en F.
De otro modo decimos que F' es incompresible en M.

Por ejemplo, una 2-esfera S? que no separa, la 3-variedad M es incompre-
sible en M.

Definicion 11 Una 3-variedad en la que toda 2— esfera es compresible recibe
el nombre de irreducible.

En particular, las variedades S® y 2 son irreducibles, pero no S? x St.

Lema 12 (Haken, [33]) Si M es una 3-variedad prima y no es irreducible,
entonces M es un fibrado de 2-esferas sobre S*.

Proposicion 13 (Milnor, [39, Lemma 1]) Una variedad es prima si y
solamente si es irreducible, excepto las variedades S? x S* y S? x, S*, con ¢
invirtiendo la orientacion en S2.

Definicién 14 Una 3-variedad M que contiene a un conjunto de discos bidi-
mensionales { D1, D, ... , D,} sumergidos propiamente en M y disjuntos dos
a dos, tales que el resultado de cortar M a lo largo de UD; es un disco tridi-
mensional recibe el nombre de cubo con n asas. Es decir, un n-cubo con
asas es una variedad de dimension 3 con n agujeros.

Notese que la frontera de un cubo con n asas es una superficie cerrada de
caracteristica de Euler 2 — 2n que sera orientable si y solo si M es orientable.

Definicion 15 Sea M wuna 3-variedad cerrada y conexa. Una superficie F
inmersa en M, cerrada y conexa determina un Splitting de Heegaard de
M si F separa a M y la clausura de cada componente del complementario
M — F es un cubo con asas. Si la superficie F' determina un splitting de

Heegaard de la variedad tridimensional cerrada y orientable M, denotaremos
por (M; F) al splitting de Heegaard de M.

Teorema 1 (Hempel, [32]) Toda 3-variedad M cerrada y conexa admite
un splitting de Heegaard.

Definicion 16 FElgénero del splitting de Heegaard (M; F') es por defini-
cion el género de la superficie F'. El género de la variedad M es el minimo
de los géneros de todos los splitting de Heegaard posibles de M, es decir, el
minimo niumero n de asas en que se puede romper la variedad.
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La caracterizacién del splitting de Heegaard de género minimo en una
3-variedad arbitraria es un problema abierto. Sin embargo, en 1939 Rei-
demeister [44] consigui6 clasificar las 3-variedades que poseen superficies de
Heegaard de género 1. En particular, los espacios lenticulares, entre los que
estdn incluidos S® y 52 x, S* (incluyendo ¢ = id), admiten splittings de
Heegaard de género uno (véase [49)).

Teorema 2 (Reidemeister, [44]) Sea M una 3-variedad. Si M admite
un splitting de Heegaard de género uno, entonces M = S3, M =~ 52 x, S*
(incluyendo ¢ = id) o M es irreducible. En particular, una 3-variedad de
género uno es prima.

Definicion 17 Un arco « propiamente sumergido en una 2-variedad T es
no esencial en T si existe un arco B C OT tal que o U G es la frontera de
un disco en T'. De otro modo, « es esencial en T (véase fig. 2.1).

Fig. 2.1: Arcos esencial y no esencial.

Definicidén 18 Una curva cerrada simple « en T es no esencial en T
si es contractible en T'. En otro caso, o es esencial.

El siguiente resultado establece la existencia y unicidad de una descom-
posicién en factores primos de una 3-variedad compacta. La existencia puede
demostrarse (véase [34]) por induccién sobre el género del splitting de Hee-
gaard de la variedad.
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Teorema 3 (Descomposicion Prima, Kneser [36], Milnor [39]) Sea
M una variedad tridimensional compacta. Entonces M puede decomponerse
en la forma

M = My#Mo# - - - M,

donde cada M; es primo. Ademds, la descomposicion de M es tnica salvo
homeomorfismo.

2.2 Introduccién a la Teoria de Nudos

Comenzaremos con algunas definiciones y propiedades fundamentales en la
teoria de nudos (véanse [10] y [24]) para relacionarlos después con las érbitas
periédicas en los sistemas dindmicos. Todo ello nos permitird definir sistemas
y orbitas periédicas de tipo Morse-Smale No Singulares en la siguiente seccién
del presente capitulo.

2.2.1 Nudos y cadenas

Definicion 19 Sea h una aplicacion de V- en W wvariedades diferenciables de
dimension n y m respectivamente con n < m. Dado un embebimiento de S*
en R, llamaremos nudo a h(SY) o a la propia aplicacion. Ademds, diremos
que un nudo estd orientado cuando introducimos un sentido de recorrido.

Sea £ un dominio de un plano de R3. Sea E x I el fibrado obtenido
al asociar a cada punto ¢ de E un segmento, centrado en ¢, de la normal
al plano que contiene a F. Sea (z,y,z) un sistema de coordenadas sobre
E x I, con (z,y,0) € E. Denotamos por p : E x I — E a la proyec-
cion: (z,y,z) — (x,y,0). En esta definicién, podemos sustituir £ por una
hipersuperficie difeomorfa £’y E x I por un fibrado normal isomorfo sobre
E'.

Definicion 20 Sea k un nudo contenido en E x I y p(k) su proyeccion. Un
punto P € p(k) es un punto mualtiple de la proyeccion si su antiimagen
mediante la proyeccion contiene mds de un punto (véase fig. 2.2).

Por otra parte, una proyeccion p de un nudo & es regular si:

1) Existe s6lo un nimero finito de puntos muiltiples y todos ellos son
puntos dobles (cruces).

2) Si recorremos el borde de una bola suficientemente pequena incluida
en F. alrededor del punto de cruce, encontramos alternativamente cada una
de las ramas que se cruzan.
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Fig. 2.2: Entorno de un punto de cruce en la proyeccién de un nudo k.

Sean q1 = (x,y,21) y @2 = (x,y, 22) las dos antiimagenes de un cruce.
Diremos que la rama o arco que contiene a q; es superior a la rama que
contiene a g si 213 > 2.

Definicién 21 La representacién o diagrama de un nudo k se obtiene
mediante una proyeccion reqular especificando en cada cruce cudl es la rama
supertor, mediante linea continua, y cudl la inferior, mediante linea discon-
tinua.

Definicion 22 Una cadena es un embebimiento de n circunferencias en
N3, es decir, un conjunto de n nudos que pueden estar separados o entre-
lazados. Cada uno de estos nudos recibe el nombre de componente, y de
este modo podemos redefinir un nudo como una cadena formada por una sola
componente.

Diremos ademds que dos cadenas son equivalentes si existe un homeo-
morfismo de 32 en R que conserva la orientacién y transforma una cadena,
en otra. Es condicién necesaria y suficiente para la equivalencia de dos nudos
en 72 0 S% que podamos pasar de la representaciéon de uno a la del otro me-
diante alguno de los movimientos de Reidemeister (véase fig. 2.3). Dichos
movimientos se han de llevar a cabo localmente sin haber més arcos presentes
que los implicados en dicho movimiento.
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R

Fig. 2.3: Movimientos de Reidemeister.

En adelante denotaremos por 72 a una variedad homeomorfa a S* x St y
por toro sélido a una variedad homeomorfa a D? x S*; diremos que 772 es un
toro estandar si para un sistema de referencia adecuado puede expresarse
de la siguiente forma:

x = (a+ pcosh)cosp 0<ep<2rm
y = (a+ pcosf)sinp 0<6<2r
z = psiné 0 < p<a, con p fijo

Si en lugar de fijar p, lo hacemos variar desde 0 hasta r: 0 < p < r < a,
se obtiene un toro sélido estandar. Es decir, un toro sélido estdndar es un
fibrado de discos normales sobre una circunferencia (analitica).

Sea T'S un toro sélido cualquiera. Un homeomorfismo h de un toro sélido
estdndar en T'S, h : D? x S* — T'S, se denomina referencia del toro sélido.
Sobre un toro sélido pueden definirse dos tipos de curvas esenciales (con
distinto tipo de homotopia): un paralelo de T'S es cualquier curva simple
en 0TS de la forma h(p x S?), para alguna referencia h y para algtin punto
p € 0T'S; un meridiano de T'S es una curva cerrada simple en 9T'S que es
homdloga a 0 en T'S pero no lo es sobre 9T'S. Asimismo, el ndcleo o centro
de T'S es la curva h(0 x S?), siendo 0 el origen de D?.

Por otra parte, un entorno tubular o regular de un nudo £ en una
variedad M es un toro sélido T° de centro k, y se denota por N(k, M).
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Definicion 23 Un nudo k, es un (p,q)-cable de ky si al tomar un entorno
tubular de k1, el nudo k, da p vueltas longitudinales y q transversales sobre
el borde de dicho entorno. Si kp es un (p,q)-cable de ky, diremos que ki es
el nudo base de dicho cable.

Definicion 24 Diremos que un nudo es (p,q)-toroidal si es equivalente a
un nudo situado sobre un toro, donde p y q son primos entre si. Los nudos
toroidales se caracterizan por el nimero de vueltas p que dan al toro en
sentido longitudinal y el nimero de vueltas q que dan en sentido transversal.

Dado un nudo k, supongamos que corta a un plano 7 en dos tnicos
puntos Py ) . El arco de k£ desde P hasta () se cierra por un arco en m
obteniéndose el nudo ki; el otro arco desde () hasta P se cierra del mismo
modo obteniéndose el nudo k,. Diremos que el nudo k£ es la suma conexa
(o el producto) de k1 y k, y lo denotamos ki#k, (véase fig.2.4). Dados dos
nudos k; y k, su suma conexa ki#k; es el nudo construido este modo.

RN
< /6\@

Fig. 2.4: Suma conexa de nudos.

x~
x~

Si en la anterior introduccién sustituimos R por S® obtenemos las defini-
ciones bésicas de nudos sobre la esfera S2. Sin embargo, en posteriores capi-
tulos llevaremos a cabo la caracterizacién de las érbitas periédicas de un
sistema NMS sobre la variedad S? x S, por lo que resulta imprescindible
trasladar los conceptos definidos en esta seccién a dicha 3-variedad. Em-
plearemos la descomposicién trivial S? x S* = S? x S14S53 de modo que
los nudos definidos en S® pueden considerarse sumergidos en la 3-celda de
52 x S* definida por la suma conexa. Asi, llamaremos locales a este tipo de
nudos sumergidos en una 3-celda y definiremos a los nudos propios de 52 x S*
como hudos globales. Estos conceptos serdn introducidos en el capitulo 3.

Por 1ltimo, la relacién existente entre los nudos y las érbitas periddicas es
evidente: toda 6rbita periédica de un sistema dindmico sobre una variedad



22 CAPITULO 2. DESCOMPOSICION EN ASAS REDONDAS

de dimension tres es una curva cerrada sin autointersecciones, por lo que se le
puede asociar un nudo. Los trabajos iniciales sobre la aplicacién de la teoria
de nudos a las érbitas periddicas de un sistema dindmico fueron llevados a
cabo por J. Birman y R. Williams; ambos desarrollaron una herramienta
muy util en el andlisis del comportamiento de las érbitas anudadas de los
flujos hiperbdlicos, sobre todo en aquellos sistemas en los que el caos hace
aparicién: las plantillas o "templates” (véanse [4], [5] y [52]). R. Ghrist, P.
Holmes y M. Sullivan proporcionan en [29] una amplia visién de la relacién
existente entre los sistemas dindmicos y la teorfa de nudos.

2.3 Variedades Flujo

Estudiaremos en esta seccion las variedades flujo, como un determinado tipo
de variedades sobre las que se define un campo vectorial, y algunas de las
propiedades que verifican, demostradas por D. Asimov [3] y B. L. Reinhart
[45]. Ademds, tras definir los conceptos de asas redondas y asas ampliadas, y
enunciar algunos resultados previos, estableceremos un relacién directa entre
las variedades flujo y la descomposiciéon en asas redondas de la variedad: ésta
serd posible si y solamente si la variedad admite un tipo especial de flujo:
Morse-Smale No Singular (Morgan [41], Asimov [3]).

Definicion 25 Sea W una variedad compacta, orientable y conexa. Sea V
un campo vectorial sobre W continuo y no singular (sin puntos de equilibrio).
Definimos, de forma intuitiva, la frontera negativa de una variedad, y la
denotamos por W, como la subvariedad de OW donde el campo vectorial
V' estd dirigido hacia la parte interior de W. Por otra parte, definimos la
frontera positiva de la variedad, y denotamos por 0+W, como 0+W =
OW —0_W. Llamamos variedad flujo al par (W,0 W).

Es decir, supondremos que en todos los puntos de la frontera de la va-
riedad el campo vectorial es transversal a la variedad, por lo que su direccién
serd hacia dentro o hacia fuera de éste.

Proposicion 26 Los bordes positivo 0+W y negativo W estan en com-
ponentes conexas distintas.

Este resultado se prueba por reduccién al absurdo: supongamos que am-
bos bordes no estan separados y consideremos un arco que una un punto del
borde positivo con otro del borde negativo, sean x € 9 W y 2/ € 9. W.
Si en = el campo vectorial estd en una parte del plano tangente a la va-
riedad y podemos pasar con continuidad a ' donde el campo vectorial esta
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por el otro lado del plano tangente, existird un punto zg de la trayectoria
S C OW donde el campo vectorial estd sobre el plano tangente, es decir,
xo € OW — (0_WUO+W) = (. Por tanto, podemos afirmar que ambos
bordes son subvariedades separadas.

Ejemplo 27 El disco de la figura 2.5 no es una variedad flujo, ya que existen
dos puntos en los que el flujo es tangente a la variedad, por lo que las fronteras
positiva y negativa no estdn separadas. Sin embargo, la corona de la figura
2.5 st es una variedad flujo.

oW

oW

Fig. 2.5: Campos vectoriales.

Proposicion 28 (Reinhart, [45]) Sea (W,0_W) una 3-variedad flujo. En-
tonces X(W) =R (0 W) =R(0.W) =0.

2.3.1 Descomposicion en asas redondas

El concepto de asa redonda se revela tremendamente ttil a la hora de es-
tablecer una clasificacién de variedades tridimensionales, ya que, entre otras
cosas, permite establecer una conexién directa entre las variedades que ad-
miten una descomposicién en asas redondas y aquellas que admiten un flujo
Morse-Smale No Singular (que estudiaremos en la seccién siguiente). De
este modo, se convierte en una herramienta inestimable en el estudio de los
sistemas dindmicos, ya que pueden estudiarse en paralelo y relacionarse pos-
teriormente sus caracteristicas topoldgicas y algebraicas.

Definicion 29 Un asa redonda de dimension n es

R, = DF x D+t « gt
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donde k < n. Definimos las fronteras positiva y negativa de un asa como:

O+R, = DFx oDV F1xgt
O Ry, = 0DFx D" *1xgst

En el caso orientable podemos considerar un asa R como un espacio
fibrado donde la base es S* y la fibra un producto de discos D*¥ x DnF=1,
Asi, decimos que un asa redonda de dimensién n es un fibrado de discos sobre
St

En dimensién n = 3, veamos cémo son las k-asas redondas, teniendo en
cuenta que una k-asa es homeomorfa a un toro sélido

R, =DFx D" F1xSl>p?x st

Si k =0, el asa es de la forma Ry = {p} x D? x S* siendo {p} un punto y
0 _Ro = (), ya que el borde de un punto es el conjunto vacfo. De este modo,
una 0-asa es un toro sélido tal que todo el flujo sale por la frontera del asa,
es decir, 0+ Rg = OR,.

Cuando k = 1, el asa viene definida por Ry = D! x D! x St siendo {a, b}
y {c,d} los puntos del borde del primer y segundo disco D!, respectivamente
(ver figura 2.6). Las fronteras negativa (por donde entra el flujo) y positiva
(por donde sale el flujo) son:

Y
. 1 1 {CL}XDlXSl
a_Rl = {a,b} x D*x 8 —]/ {b} % Dl % Sl
2
D' x {c} x St
— 1 1 _
8+R1 = D x {C,d} x St = Dl % {d} % Sl

De hecho, R; no es una variedad flujo, ya que el flujo es tangente a R; en
parte de su frontera, concretamente en 0+ Ry N0 Ry = {c,d} x {a,b} x S,

S'x D
Fig. 2.6: 1-Asa redonda.
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Si k=2, elasaes R, = D? x {p} x St , siendo sus fronteras positiva y
negativa:
8+R2 - @
0 Ry, = 0D*x {p}xSt=5txst="1?

por lo que podemos concluir que una 2-asa es un toro sélido tal que todo el
flujo entra por la frontera del asa.

Definicion 30 La suma de Whitney de dos fibrados (E,p, B) y (E',p', B)
es otro fibrado (E & E',p ® p', B) con la misma base donde la fibra en cada
punto b € B es la suma directa de las fibras E, ® Ej.

En el fibrado definido por la suma de Whitney, el espacio total F & E’ es
homeomorfo al conjunto de pares (e,€’) € E x E' de modo que p (e) = p’ (e).

Definicidon 31 Sea Y una 3-variedad. Decimos que la 3-variedad X se ob-
tiene a partir de'Y pegdandole una k-asa redonda Ry si:

1. emisten dos fibrados sobre S*, E* y E>7% y
2. existe un embebimiento ¢ : E* x 0E27% — Y tal que

Si ¢
X=Y  'Etgprt
©

En el caso particular en que Y = D3, al pegar un asa redonda se obtiene
un toro sélido al que se le ha quitado una 3-celda (fig. 2.7).

Fig. 2.7: 1-Asa Ry pegada sobre D3
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Definicion 32 Una descomposicion en asas redondas de una 3-variedad
M es una sucesion:

@ZMQCM]_C“'CMZ'CM1'+1C“'CMN:M

donde cada M;+1 se obtiene de M, anadiendo un Rj.

N

1

3,
{E Ax{0)
- 1
Cl‘ zfo .CE T
: =
x| =T
3R, gyl

Fig. 2.8: Seccidn de un asa ampliada.

Teorema 4 (Morgan, [41]) Sea M una variedad compacta, orientable e
irreducible, cuya frontera es vacia o union disjunta de toros. Supongamos
que M tiene una descomposicion en asas redondas

0=MycMyC---CM;CMs1C---CMy=M
entonces OM; estd formada por toros.

Definicién 33 Consideremos el borde negativo de la 1-asa, O_Ry. Identifi-
cando la frontera negativa de la 1-asa con la frontera positiva de otro asa A,
obtenemos un asa redonda engordada o ampliada (véase fig. 2.8). De-
notamos por vy al centro de una seccion de Ry. Asociaremos el asa ampliada
con la terna (C,0_C,~). Nétese que (C,0_C,~) es una variedad flujo.

L
C=Ax [0, 1] R]_
0_Ry



2.3. VARIEDADES FLUJO 27

De este modo, C podra pegarse con el asa siguiente por su borde negativo,
0_C = Ax{0} . Un asa ampliada C, por tanto, no es otra cosa que la variedad
resultante de pegar, de la forma anteriormente descrita, un asa R; a una
variedad bidimensional A. En la figura 2.9 vemos cémo la frontera negativa
de una 1-asa estd formada por los dos coronas que limitan la seccién. Las
circunferencias c¢; y ¢, estdan en distintas componentes conexas de la frontera
negativa de la 1-asa.

o,R

O

Fig. 2.9: 1-Asa Ry con las érbitas ¢1 y ¢o sobre O_ Rj.

Por tanto, dada una descomposicién en asas ampliadas de la variedad W,
@ZMOCM]_C"‘CM@'CMi+1C"‘CMN:M

donde

S .
I/Vi: Cj Z:1,2,...,N

j=1
cada Cj es, o bien una 0 6 2-asa, o bien es un asa ampliada de la forma
S
Cj:AX[O,l] BS@BU
©

donde A es unién de componentes de OW;, B, @ B, es la suma de Whitney
de B, y B,, fibrados de D* sobre Si, y la imagen de la aplicacién por la que
pegamos el asa

¢: B, ®(0B,) — A x {1}
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intersecta cada componente de A x {1}. Sea 0_C; = A x {0} y consideremos
Cj junto con 0_Cj y el centro 7, como la O-seccién de B, @ B,.
Notemos que la componente C; asociada a una 0 6 2-asa es un toro sélido.

2.3.2 Flujo Morse-Smale No Singular

Dentro del campo de las variedades flujo, trabajaremos con un tipo concre-
to de variedades: aquellas que admiten un flujo del tipo Morse-Smale no
Singular (NMS). Definiremos a continuacién estas variedades, para seguida-
mente establecer, mediante resultados de J. W. Morgan [41] y D. Asimov [3],
la equivalencia entre variedades flujo que admiten un flujo NMS y aquellas
sobre las que se puede establecer una descomposicion en asas redondas. Pre-

viamente, recordaremos algunos conceptos bésicos de Sistemas Dindmicos y
flujos NMS (véase [46]).

Definicion 34 Dado un sistema dindmico (M, ), diremos que x € M es
un punto No errante si para cualquier € > 0 y para cualquier t > 0, existe
T >t tal que d (¢ (z,T),x) <e.

Definicion 35 Sea z un punto de la érbita periddica v (x) y ¥ una hipersu-
perficie que corta transversalmente a vy (x) en xo. Entonces, en un entorno O
de o, O C X, estd definida la funcion de clase C que a caday € O le hace
corresponder el minimo tiempo o (y) tal que ¢ (y,0 (y)) € O, siendo o (xg)
el periodo de 7. A la aplicacion P : O — O definida por P (y) = ¢ (y,0 (y))
se le denomina aplicacion de Poincaré. Por extension, al entorno O se
le denomina seccion de Poincaré.

Definicion 36 Una Orbita es hiperbolica si los valores propios de la parte
lineal de la aplicacion de Poincaré asociada a dicha orbita tienen mddulo
distinto de la unidad.

Definicion 37 Llamaremos indice de una orbita periddica hiperbdlica a la
dimension de su variedad estable restringida a una seccion de Poincaré.

Definicion 38 Un flujo Morse-Smale (MS) es un flujo que verifica:

1. El conjunto de puntos no errantes consta de un mimero finito de ele-
mentos criticos

2. Dichos elementos criticos son drbitas periddicas y puntos de equilibrio
hiperbaolicos.
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3. Dados dos elementos criticos c1 y ¢, cualesquiera, la variedad inestable
de c1 intersecta transversalmente la variedad estable de c,.

Definicion 39 Un flujo Morse-Smale No Singular (NMS) es un flujo
Morse-Smale sin puntos de equilibrio.

A continuacién expondremos algunos resultados que relacionan una va-
riedad con el flujo que pueda estar definido sobre ella: concretamente, se
establece una relaciéon entre aquellas variedades que admiten una descom-
posicién en asas redondas y aquellas que admiten un flujo NMS.

Proposicion 40 (Asimov, [3]) Si (M,0_-M) es una variedad flujo tridi-
mensional con una descomposicion en asas redondas,

@ZMOCM]_C"‘CMiCMZ’+1C"‘CMN:M

entonces M admite un flujo NMS, cuyas drbitas cerradas son eractamente
las del flujo y éste se dirige hacia fuera de OM;.

Proposicion 41 (Morgan, [41]) Sea (M,0-M) una 3-variedad que posee
un flujo NMS. Entonces M tiene una descomposicion en asas redondas tal

que las curvas situadas en los centros de los toros son las drbitas periddicas
del flujo.

Noétese que, en una descomposicion en asas redondas de una variedad
compacta, orientable e irreducible, todas las fronteras son toroidales (teorema
4), por lo que puede afirmarse que la variedad es unién de fibrados sobre S*.
Asociamos el centro de cada fibrado, tal y como ha sido definido en la seccién
2.2.1, con una ¢rbita periédica del flujo.

De este modo, es equivalente una descomposiciéon en asas redondas de
una 3-variedad y una descomposicién en asas ampliadas, simplemente com-
pletando la variedad mediante la pegada de toros sélidos (entornos de drbitas
periédicas), a las componentes de la frontera. Debido a dicha equivalencia,
al referirnos en adelante a una descomposicién en asas de una variedad, se
entenderd que se han empleado asas ampliadas en su obtencion.

Estos resultados nos permiten afirmar que todas las variedades tridimen-
sionales que admiten un fluyjo NMS admiten una descomposicién en asas
redondas y a la inversa. Las proposiciones 40 y 41 nos dicen que las érbitas
periédicas del flujo estdn en el centro de los toros de la descomposiciéon en
asas redondas sin ampliar. Una vez probada la equivalencia entre ambas
descomposiciones, podemos afirmar que las érbitas cerradas del flujo son los
centros de los toros sélidos que corresponden a las asas redondas y, en cuanto
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a las asas ampliadas, las érbitas periédicas estdn situadas en el centro de las
componentes (del complementario en la variedad) equivalentes a D? x S,

Esta afirmacién se utiliza para clasificar el tipo de érbitas periédicas que
aparecen en las 3-variedades. En particular, en la siguiente seccién se repro-
duce el estudio topoldgico, realizado por M. Wada [51], del tipo de nudos
que se pueden encontrar en la esfera S°. En los capitulos 3 y 4 realizamos un
estudio similar sobre la variedad S? x S?.

2.4 Descomposicion en asas redondas de S°

Comenzaremos esta seccién con algunas de las propiedades mads significativas
de S3. A continuacién estudiaremos su descomposicién en asas redondas, que
agruparemos en el lema de clasificacion de asas ampliadas de Wada. En este
lema se describen todas las formas posibles de pegar un asa redonda a un
toro o a dos toros en S°.

A continuacién el teorema de Wada [51] nos proporcionard una
caracterizacion de las cadenas de 6rbitas periddicas con indice en la variedad,
en términos de operaciones sobre una cadena generadora: la (0, 2)-cadena de
Hopf.

2.4.1 Propiedades de S°.

La variedad con la que vamos a trabajar es la esfera de dimensién tres,

S8, variedad difeomorfa a la definida por il 72 = 1 en N*. La esfera S es
=1

equivalente a la compactificacién de Alexandrov de R2. Representamos S°

mediante un complejo simplicial en el que pegamos dos conos por sus bases

e identificamos la parte superior con la inferior (véase fig. 2.10). También

puede considerarse S° como la unién de dos toros sélidos, Dy x S* y D, x S*,

pegados por sus fronteras identificando los circulos transversales de un toro

con los longitudinales del otro:

L
SSZD]_XS:L DzXSl
P

donde ¥ : OD; x St — 0D, x S! es un homeomorfismo que preserva la
orientacién, tal que

Dy x S*N Dy x S*=090D; x St =0D, x S*
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Fig. 2.10. Foliacién de 3

A continuacién, y basdndonos en los conceptos introducidos en la seccién
anterior, deduciremos algunas propiedades topoldgicas de la variedad S2,
tales como:

Definicion 42 Un subconjunto X C Y estd bicollarizado en Y si existe
un embebimiento b : X x [-1,1] — Y tal que b(z,0) = z, x € X. La
aplicacion b, o su imagen, es el bicollar en si. En el caso en que X eY
son, respectivamente, (n — 1) y n-variedades (sin frontera), el bicollar es un
entorno de X en'Y.

Teorema 5 (generalizado de Schonflies, [47]) Sea K™ una esfera de
dimension (n — 1) bicollarizada en R". Entonces la clausura de su dominio
complementario acotado es homeomorfo a la n-celda D™.

En particular, para n = 3, los siguientes resultados obtenidos por J.
W. Alexander [1] y D. Rolfsen [47], respectivamente, concluyen no sélo la
existencia de dos discos D® en el complementario de una esfera separadora
en S%, sino también la existencia de un toro sélido en el complementario,
respecto a S2, de un toro bidimensional.

Teorema 6 (Alexander, [1]) Una 2-esfera diferenciable en S® subdivide el
espacio en dos 3-celdas.

Teorema 7 (del toro sélido en S3, Rolfsen [47]) Todo toro diferencia-
ble en S® es frontera de un toro sélido, al menos por uno de sus lados.
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2.4.2 Asas redondas en S°

Si lo que pretendemos es encontrar una descomposicién de S® en asas re-
dondas, habremos de clasificar en primer lugar las asas ampliadas en esta
variedad, (C,0_C,~), donde 7 es el nicleo de una seccién de la 1-asa asocia-
da al asa ampliada C; es decir, hemos de estudiar de qué distintas formas
podemos pegar una asa redonda R; a un toro o unién disjunta de toros.

El siguiente resultado, aun siendo original de M. Wada [51], fue obtenido
de manera independiente por K. Yano, en [53] y [54]. Dado que las demostra-
ciones aportadas por ambos autores son extremadamente esquematicas, op-
tamos por incluir una prueba detallada del mismo, encontrando ademsés al-
gunas diferencias. Ademds, en el capitulo 3 emplearemos algunos detalles de
la misma para clasificar las asas ampliadas en S? x S*.

Lema 43 Consideremos una descomposicién en asas redondas de S°,

donde cada M; es union de 0-asas y 2-asas redondas y 1-asas ampliadas. El
triplete (C,0_C,~) asociado a un 1-asa redonda ampliada corresponde a uno
de los siguientes tipos:

a) C =T, x[0,1)#T7 x [0,1], donde Ty y Ty son toros bidimensionales,
0-C =Ty x{0}UT, x {0} yv es un nudo trivial en C.

b) C2T?x[0,1]#D*>x 8, 0_C=T?>x{0} 00_-C =T?>x{0}UdD? x S*

y vy es un nudo trivial en C.

c) C = Dy x S*#D, x S, donde 0_C = D1 x S* y v es un nudo trivial
en C.

d) C = F,r x S, donde Fyuq es un disco con p > 1 agujeros, d_C' es una
componente o unién de dos componentes de OC y v = {x} x S* para
algun punto {} de int (F)).

e) C = T?x[0,1] — (S®— N (k)), donde 0_-C = T? x {0}, N (k) es un
entorno regular de un nudo no trivial k y v = {*} x S* para algin
punto {x} de una seccion transversal de C.

i—¢ —
f)y C =~ D?x St —int "W , donde W es un entorno tubular del (2,1)-cable
de {0} x S* en D? x S, 0_C = 0W y = {0} x S*.
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Demostracion. Consideremos la érbita de tipo silla v en el centro de
una l-asa redonda Rj, junto con la aplicaciéon de pegada

L
¢:Bs (0B,) — Ax {1}
S1

donde B, y B, son fibrados sobre S* y A es la 2-variedad sobre la que se
pega Ry, A=T? 0 A=T?UTZ.

Si Ry es orientable, es difeomorfa a [—1,1], x [—1,1], x S*, donde & Rl =
[—1,1] x {£1} x S y las curvas de pegada ¢ = {O} {:I:l} x St i=1,2,
d1V1den cada componente en dos coronas:

Apy = [=1,0] x {£1} x S*
An, = [0,1] x {£1} x S*

Si la curva de pegada no es esencial, define la frontera de un disco D? sobre
A x {1} y se estudian diferentes casos en funcién de si A,, C D? o A,, C D?.

Cuando la 1-asa no es orientable, es difeomorfa a una cinta de Mobius
engordada, R; =2 M B x [0, 1] ; en este caso, Ry se pega sobre un toro emple-
ando la curva de pegada ¢ = ¢ (0+ Ry @ {0}), donde 0+ Ry y también 0 R;,
son fibrados no orientables de D1 sobre S*.

l. Supongamos R; orientable. Analizaremos las diferentes formas de pe-
gar la 1-asa sobre A dependiendo del tipo de homotopia de las curvas de
pegada.

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, aparecen los siguientes
casos:

1. Consideremos en primer lugar que A = T

(a) Cuando las curvas de pegada ¢; son no esenciales, existe un disco
D? C A x {1} tal que dD? = ¢;, i 12yA’ Cchon]—Oo
1.

i. Sij=0(oj=1) parai=1,2, entonces una componente de
la frontera del asa ampliada es la 2-esfera S (véase fig. 2.11).

i 1¢ 2
S:D]_U {O}x[—l,l]xS UDggS
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ii.

Fig. 2.11: Asa ampliada BT#D3 —ant (W) no admisible en S°.

La frontera del asa ampliada tiene dos componentes no
toroidales: un bitoro BT? y una esfera S?. Asi, C = Br#D3—
int (W), donde denotamos por BT a un bitoro sélido y por
W a un toro sélido tal que OW = A x {0}. Sin embargo, el
teorema de Poincaré-Hopf asegura la existencia de un pun-
to de equilibrio en la 3-celda cuya frontera es la esfera antes
mencionada, lo que no es compatible con un flujo NMS.
Sij=0parai=1y j=1parai=2 (o viceversa), entonces
podemos asumir que D3 C D?, ya que de otro modo serfa
necesaria la existencia de superficies no separadoras en S°.
La frontera del asa ampliada tiene componentes toroidales:
A x {0}, A x {1} y (D1 —int(D,)) U ({0} x [-1,1] x S?)
(fig. 2.12); nétese que esta iltima componente estd contenida
en la 3-celda de frontera

i ¢
S=D;U {0} x[-1,1] x S* UD, == §?

Fig. 2.12: Asa ampliada T2 x [0,1] #D? x St
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(aunque dicha esfera no es componente de 9C),
"BVl FCR BPUURN ¢
T°= Di—int D U {0} x[-1,1]xS* CS
En torno a esta esfera, puede determinarse de forma univoca
dicho asa ampliada como la suma conexa T2 x [0, 1]#D? x St

(figura 2.13). En este caso, la érbita de tipo silla v es un
nudo trivial en el asa ampliada y el borde negativo de C' es

8 C=Ax{0}.

©

Fig. 2.13: Suma conexa T2 x [0, 1] #D? x S*.

(b) Supongamos que las curvas de pegada son ¢; no esencial y ¢
esencial, y consideremos el disco D? C A x {1} tal que 9D? = ¢;.
Ademss, por continuidad, ¢, debe ser un meridiano o un paralelo.
En este caso, existe una 2-esfera S sumergida en el asa ampliada
tal que A x {0} C S, a partir de la cual puede construirse la suma
conexa C' = D? x S14# D3 x St (véase la figura 2.14):

i 2 ¢ [ 1¢ / / 2
S=T?x{1}—E U {#1}x[-1,1]] x S* UD,UD, =~ S

donde E =2 [—1,1] x {&1} x S* es la corona sobre T? x {1} que
se identifica con una componente de la frontera negativa de R;
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y D! es un 2-disco contenido en T? x {1} tal que D? C D}y
oD, = {£1} x {-1} x S, i=1,2.

Fig. 2.14: Suma conexa de dos toros sélidos

Fig. 2.15: Pegada esencial (paralelo) y no esencial de un asa orientable

sobre un toro
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(c) Asi, el asa ampliada es C' = D? x S'# D3 x S, el borde negativo
de C es la frontera de un toro sélido 9_C = A x {0} = 9D? x S*

y la érbita de tipo silla v es un nudo trivial en C' (figuras 2.15 y
2.16).

Fig. 2.16: Pegada esencial (meridiano) y no esencial de un asa orientable

sobre un toro: C' = Dy x S*# D, x St

(d) Consideremos que ambas curvas ¢; son esenciales. En la siguiente
construccién asumiremos que son meridianos, aunque de forma
totalmente andloga puede establecerse un resultado similar si las
curvas de pegada son paralelos. El caso mixto (¢; meridiano y
¢, paralelo, o viceversa) no es admisible, ya que el asa se auto-
intersectarfa. Sea Fj la corona sumergida en A x {1} cuya frontera
son las curvas {1} x {—1} x St y {1} x {1} x S? y sea asimismo
Ej; la corona sumergida en A x {1} cuya frontera estd formada por
{=1} x{=1} xSty {—1} x {1} x S*. Exigiendo ademds que F;N
E, = (), dichas coronas quedan completamente determinadas. Asi,
las componentes de la frontera del asa ampliada son toroidales:
Ax {0}, ByU([-1,1] x {1} x SY) y B, U ([-1,1] x {—1} x SY).
Supondremos, por el momento, que todas ellas son frontera de
toros sélidos, de manera que N = C'U N; U N, sea un toro sélido,
donde 0C' = ON U ON; U ON,.
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Fig. 2.17: Disco con dos agujeros para ¢; ¢ = 1,2 meridianos.

Fig. 2.18: Asa ampliada C' & F}, X St con dos curvas de pegada esenciales

(meridianos).

Si la pegada de la 1-asa es longitudinal pero las curvas ¢; no son
paralelos, una de las componentes de la frontera del asa ampliada
es un 2-toro cuyo nicleo es un (p,q)-cable del correspondiente
nticleo de 7% x {0} . En este caso, el asa engordada es Fj+1 X S,
p>1,0 C = Ax{0}yla érbita de tipo silla es v = {x} x St
donde {*} € F,41.

En los casos restantes, el asa ampliada resultante es, por tanto,
C = F,x St (véanse las figuras 2.17, 2.18 y 2.19 para el caso en que
las curvas de pegada sean meridianos y paralelos de A), la érbita
de tipo silla es v = {*} x S, donde {*} € F, y & _C = A x {0}.
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Fig. 2.19: Asa ampliada C' = F5 X St con dos curvas de pegada

esenciales (paralelos).

Si al menos una componente de 9C', por ejemplo dN,, no es borde
de un toro sélido sumergido en NV, el asa ampliada es equivalente
aT? x [0,1] — (S® = N (k)), donde N (k) es un entorno regular
del nudo no trivial k, 0 _C = A x {0} y v = {x} x S* es un nudo
trivial en S? x S, para algiin punto {x} de una seccién transversal
de C (figura 2.20).

Fig. 2.20: Asa ampliada C' 2 T? x [0,1] — (S® — N (k))
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2. Supongamos que pegamos la 1-asa sobre la unién de dos toros, A =
T?UTz:

(a) Sean las curvas de pegada c; no esenciales. Denotamos por D? y
D3 a los 2-discos tales que D? C T? x {1} y ¢; = 0D?. Distin-
guiremos los siguientes casos:

i. Si A, C Dfconj=0/(oj=1)parai=1,2, (véase la figura
2.21), el asa ampliada es C' = Br# D3 — (int(Wy) Uint (W5)),
donde BT es un bitoro sélido y W; = T? x {0} . Dado que una
de las componentes de la frontera es una esfera S?, aplicando
el teorema de Poincaré-Hopf, existe un punto de equilibrio en

la 3-celda cuya frontera es la esfera S?, lo que no es compatible
con un fluyjo NMS.

Fig. 2.21: Asa ampliada C' = BT# D% — (int(Wh) U int (W3))

ii. SiAiLj C D?conj=0parai =1y j=1parai=2
(o viceversa), la frontera del asa ampliada tiene componentes
toroidales: T? x {0}, T§ x {0}, 0D? x S* = T? x {1} y
D? U ({0} x [-1,1] x SY) UT? x {1}. Esta tltima compo-
nente estd sumergida en la 3-celda de frontera S = D; U
({0} x [~1,1] x S*) U D,. De este modo, el asa ampliada es
equivalente a la suma conexa: T2 x [0, 1]#7? x [0, 1] (como
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puede observarse en las figuras 2.22 y 2.23). La ¢rbita de tipo
silla v es un nudo trivial de C'y 9_C = T? x {0} UT# x {0}.

Fig. 2.23: Suma conexa de dos toros T2 x [0, 1]
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(b) Supongamos que ¢; es curva no esencial de T? y ¢, es curva esencial

de T%; entonces existe un disco D? C T2 x {1} tal que dD? =
c1. Ademsds, por continuidad, la curva esencial ¢, debe ser un
meridiano o un paralelo de 7T5.

Notemos que la pegada esencial del asa sobre T? separa la su-
perficie 77 x {1} en dos coronas: E = [—1,1] x {1} x S* y su
complementario, de manera que E se identifica con una de las dos
componentes de la frontera negativa del asa. Asi, la 2-esfera:

i 2 ¢ i l¢ /
S= T, x{1} —F U {£1} x[-1,1] x §* UD;

es frontera de una 3-celda sumergida en el asa ampliada tal que
T? x {0} C S, donde Dj es un disco tal que Dy C D} C T?x {1} y
OD] = {1} x {—1} x S%. De este modo, el asa ampliada resultante
es C = T2 x [0,1]#D? x S* (véanse figuras 2.24 y 2.25 para c;
meridiano y paralelo de T3, respectivamente), v es un nudo trivial
de C y la frontera negativa del asa ampliada serd _C = T? x
{0} uoD? x St

Fig. 2.24: Asa ampliada T2 x 0, 1] #D? x S* con curva esencial

meridiano.
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Fig. 2.25: Asa ampliada T? x [O, 1] #D2 x St con curva esencial paralelo.

Si ¢; y ¢ son esenciales, han de ser ambas paralelos, o bien
paralelo y meridiano por la continuidad de la 1l-asa al ser pe-
gada a ambos toros. En ambos casos, las componentes del asa
ampliada son toroidales: T2 x {0}, T? x {0} y 9D? x St =
(T? x {1} — B)U({#1} x [-1,1] x SHU(TZ x {1} — E,) , donde
E; son sendas coronas sobre T? x {1}, E; = [-1,1] x {1} x S,
tales que cada corona se identifica con una de las componentes de
la frontera negativa de Ry. Asf, el asa ampliada es C' = F, x S?,
de manera que 0_C = T2 x {0} UTZ x {1} y v = {*} x S? para
algun punto {x} € int (F3).

Fig. 2.26: Asa ampliada C' = F5 X S* obtenida al pegar Rj sobre
A = T7 UT5 mediante dos paralelos.
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Fig. 2.27: Asa ampliada C' =2 F, x S obtenida al pegar Rj sobre
A =T UT, mediante un meridiano y un paralelo.

En las figuras 2.26 y 2.27 puede verse el asa ampliada en aquellos
casos en que las curvas de pegada son, respectivamente, paralelos
o meridiano y paralelo, respectivamente.

Il. Supongamos R; no es orientable. Dintinguiremos dos casos en funcién
del tipo de homotopia de la curva de pegada c:

1. Si ¢ es no esencial en T? x {1}, es frontera de un disco D?, entonces
D?U(MB x {0}) C C serfa un plano proyectivo sumergido en S3, con
lo que llegamos a una contradiccién (véase [9]).

2. Supongamos que c es esencial en T? x {1}; 0_C = T? x {0} es la
frontera del entorno tubular W de un (2, 1)-cable de {0} Sg en D?x S*
y v = {0} x S1, lo que demuestra C' = D? x S* —int W (véase fig.
2.28).
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it
Fig. 2.28: Asa ampliada C' = D? x St —int W .

2.4.3 Cadenas con indice en S°

Siguiendo los resultados previos, es posible caracterizar el conjunto de cade-
nas con fndice formado por las érbitas cerradas de un flujo NMS sobre S® en
términos de un generador y seis operaciones.

Segun los resultados de M. Wada, las cadenas en S° deben ser nudos
toroidales iterados o suma conexa de nudos iterados (segin la notacién de

Fomenko (]26]), nudos generalizados). Esto invalida el siguiente resultado de
J.W. Morgan [41]:

Teorema 8 (J.W. Morgan, [41]) (a) Si K C S® es una drbita periddica
atractora de un flujo NMS sobre S°, entonces K es un nudo toroidal iterado.
(b) Si K C 7 es una drbita periddica atractora de un flujo NMS sobre T,
entonces K es un nudo toroidal iterado en T.

En el siguiente teorema, Wada [51] proporciona la caracterizacién de las
cadenas con indice mediante seis operaciones, que define en términos de suma

separada, suma conexa y cableado, partiendo de una cadena generadora: la
(0,2) —cadena de Hopf.
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Tal y como se definié en la seccién 2.2, la suma conexa de dos cadenas
(I1#t15) se obtiene componiendo una componente k; de [; y una componente
k, de l,, ambas con indices 0 6 2. El indice de la componente k;#k;, serd
igual al indice de k; o al de k,. Ademds, dadas dos cadenas con indice, I; y
I, denotamos por l; - I a la suma separada de l; y I, (es decir, la unién de
dos cadenas de manera que existe una esfera S? que las separa).

Teorema 9 (M. Wada, [51]) Toda cadena con indices formada por las or-
bitas cerradas de un flujo NMS sobre S se obtiene a partir de la (0,2)—cadena
de Hopf aplicando las seis operaciones siguientes:

1. I(l3,lp) =11 - lp - u, donde u es un nudo trivial con indice 1.

)6)- )6

Fig. 2.29: Operacion I de Wada aplicada sobre dos cadenas de Hopf.

2. 1I(l1, 1) =11+ (lo—kz) - u, donde ky es una componente de l con indice
0o 2.

)~ o ¢

Qe K)o

Fig. 2.30: Operacion II de Wada aplicada sobre dos cadenas de Hopf.
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8. IT1(I1, 1) = (Ip — k$) - (I — k37%) - u, donde ky es una componente de
[y con indice o y kp es una componente de l, con indice 2 — «, donde
«a toma los valores 0 ¢ 2.

C@C@%QQ 5

A= Kk U= ko U

Fig. 2.31: Operacion III de Wada aplicada sobre dos cadenas de Hopf.

4. IV (ly,1lp) = (lh#l) Um, donde m es un meridiano de ki #k, con indice

Fig. 2.32: Operacion IV de Wada aplicada sobre dos cadenas de Hopf.

5. V() =1Uc*Uc. La operacion V sobre una cadena | consiste en elegir

una componente k de I, con indice 0 6 2, y reemplazar N(k,S®) por
D? x S conteniendo tres circulos con indice; {0} x S, ¢ yct; c® y
ct son (p,q)-cables paralelos sobre ON ({0} x S, D? x St), siendo p el

numero de vueltas longitudinales y q el nimero de vueltas transversales.
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Los indices de {0} x S* y ¢® son 0 6 2, con uno de ellos igual al de k.
El indice de ¢t es 1.

Fig. 2.33: Operacion V de Wada aplicada sobre dos cadenas de Hopf.

6. VI(I) =1Uc™. La operacion VI sobre una cadena | consiste en elegir
una componente k de | con indice o = 0 6 2, y reemplazar N(k, S®) por
D? x St conteniendo dos circulos con indice; {0}x S* y el (2, q)-cable
c® de {0}x S. El indice de {0}x St es 1, y el indice de c® es igual al
indice de k.

P

N
(2,q)-cable

Fig. 2.34: Operacion VI de Wada aplicada sobre una cadena de Hopf.

La primera implicacién del teorema anterior permite afirmar que toda ca-
dena con fndices formada por las érbitas cerradas de un flujo NMS sobre S3
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puede obtenerse aplicando las operaciones descritas, llamadas operaciones
de Wada, sobre la (0, 2)-cadena de Hopf. La base de la demostracién de este
resultado es un proceso de induccién sobre el nimero de érbitas periédicas
de indice 1. En este proceso, se comprueba que cada una de las posibles
asas ampliadas asociadas a una érbita de tipo silla proporciona una descom-
posicién en asas redondas de S®. En cada uno de los casos, la cadena de ér-
bitas periddicas formada por los centros de los toros de dicha descomposicién
corresponde a una de las operaciones definidas en el enunciado.
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Capitulo 3

Descomposicion en asas
redondas de 52 x S1

En el estudio de un sistema dindmico hemos de fijar nuestra atencién en el
conjunto de sus Orbitas periédicas. La estructura de este conjunto puede ser
muy compleja; sin embargo, si el espacio de fases es una variedad tridimen-
sional y hay un mimero finito de érbitas periédicas, es posible caracterizar el
conjunto de todas las érbitas periédicas como una cadena. Un paso previo
para dicha caracterizacion es la descomposicion en asas redondas del espacio
de fases, ya que es en el centro de los toros de dicha descomposicién donde
estan situadas las érbitas periddicas del sistema.

A continuacién consideraremos flujos NMS sobre una 3-variedad simple,
cerrada y orientable: S? x S!. El interés de esta variedad reside, en primer
lugar, en que es una variedad prima, dado que el Teorema de la Descom-
posicién Prima (teorema 3, seccién 2.1.1) proporciona la descomposicién de
toda 3-variedad compacta en términos de suma conexa de variedades primas.
Asimismo, es relevante el papel que juega esta variedad en la clasificacion de
las 3-variedades compactas y orientables que admiten difeomorfismos Morse-
Smale (sin puntos o curvas heteroclinicos), obtenida por Bonatti et. al. en
[7]: la variedad M es difeomorfa a la 3-esfera S® o a la suma conexa de un
ntimero finito de copias de S? x S'. Ademds, es la excepcién en numerosos
resultados previos (Kobayashi [37], Morgan [41]), en los que la atencién se
centra sobre variedades irreducibles o primas con S2 x S, por lo que no se
ha estudiado la descomposicién en asas redondas de esta variedad. Siguiendo
los trabajos de T. Kobayashi [37] y M. Wada [51], se estudiara a continuacién
el conjunto de érbitas periédicas de tipo NMS en esta variedad.

Comenzaremos con un andlisis de las caracteristicas especificas de S? x S*;
en particular, la existencia de superficies bidimensionales no separadoras y
la pegada de asas sobre superficies bidimensionales.

51
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Posteriormente centraremos nuestra atencién en la descomposicion en
asas redondas de la variedad. Esta descomposicién se obtiene tras el es-
tudio de las asas ampliadas resultantes de la pegada de 1l-asas redondas
sobre superficies bidimensionales. Las caracteristicas especiales de S? x S*
respecto a S, objeto del estudio realizado en [51], [53], [54],... hacen que
aparezcan nuevos tipos de asas ampliadas (con componentes de la frontera
no toroidales) caracteristicas de S? x St.

Por 1ltimo, y basdndonos en los resultados obtenidos, estableceremos la
descomposicién en asas redondas de la variedad junto con el anélisis de las
superficies bidimensionales que pueden formar parte de la frontera en dicha
descomposicién (véase [22]).

3.1 Superficies en §? x S!

El comportamiento de un sistema dindmico depende en gran parte de la
variedad en que estd definido el sistema. Dado que en esta memoria
estudiamos flujos de tipo NMS sobre la variedad S? x S?, estamos interesados
en aquellas subvariedades en las que el flujo es transversal a sus fronteras. Por
tanto, nos interesa conocer las caracteristicas de las superficies sumergidas
en S? x S, ya que éstas condicionardn el comportamiento del flujo.

En la figura 3.1 representamos una triangulacién de una 2-esfera en la
que S? se obtiene identificando las lineas superiores con las inferiores. De
este modo, la variedad S? x S* puede considerarse como el producto de este
romboide por un intervalo cuyos extremos estdn identificados.

Fig. 3.1: Representacion de S2.

Asimismo, puede considerarse S? x S como la unién de dos toros sélidos
D3 x S'y D3 x St identificando sus fronteras, D? x S*ND3x St = 9D? x S1 =
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dD3 x S de manera que los paralelos de un toro quedan identificados con
los del otro; es decir, S? x St es el espacio lenticular L (0,1). De este modo,
la variedad puede ser foliada en toros, como se muestra en la figura 3.2.

Fig. 3.2: S% x S* foliado por toros.

Por otra parte, es conocido que una 3-variedad es prima si cada 2-esfera
que separa a la variedad es entorno de una 3-celda D*. J. Milnor establece
en [39] que S? x S? verifica dicha propiedad. Ademds, es necesario tener en
cuenta que en S? x S* el complementario de un disco D2 no es otra 3-celda,
al contrario de lo que ocurre en la esfera tridimensional S°.

3.1.1 Superficies no separadoras en S? x S?

La mas simple de las superficies no separadoras orientables es la esfera no
separadora, cuya existencia es la razén por la que S? x S* no es irreducible
(véase seccién 2.1). Otras variedades no separadoras orientables pueden
obtenerse pegando asas sobre esferas no separadoras, como es el caso de
toros y bitoros no separadores.

Por otra parte, G. E. Bredon y J. W. Wood prueban en [9] que el espacio
proyectivo no puede sumergirse en una variedad del tipo M2 x S (siendo M?
orientable), aunque si la cinta de Mobius. Ademsds, la botella de Klein no
admite ser sumergida en M? x S excepto precisamente en el caso M? = S2.

Esferas no separadoras

Denotaremos en adelante a las esferas no separadoras por B2 En la figura
3.3 pueden verse distintas esferas bidimensionales en S? x S'; nétese que no



54CAPITULO 3. DESCOMPOSICION EN ASAS REDONDAS DE 52 x 5!

todas ellas son fronteras de 3-celdas sumergidas en la variedad. Ademads,
72 (82 x 8*) = Z, pudiendo considerar como generador del grupo Z una
2-esfera no separadora del tipo B2 x {x}.

Fig. 3.3: Tres formas diferentes de considerar una 3-bola en 5?2 x St

La existencia de esferas no separadoras en S? x S es fundamental en el
siguiente resultado:

Proposicion 44 (Hatcher, [31]) La tnica 3-variedad prima, orientable,
compacta 1y conexa que no es irreducible es S? x S*.

De esta propiedad se deduce que no pueden aplicarse sobre S? x S* ciertos
resultados relativos a la descomposicién en asas redondas de 3-variedades,
tales como el teorema 4 (Morgan, [41]), segun el cual la frontera de la des-
composicion en asas redondas de una variedad compacta, irreducible y orien-
table estd compuesta por uniones de toros. En la seccién 3.2 establecemos el

tipo de variedades que aparecen en una descomposicion en asas redondas de
52 x St

Definicion 45 Un asa es una superficie de la forma h = S? — (D U D3),
donde S? es una 2-esfera y D?, i = 1,2, son 2-discos. Si S? es una esfera
separadora, también lo serd el asa. Del mismo modo, diremos que el asa h
es N0 separadora si la esfera es no separadora, y la denotaremos por B

Lema 46 Un asa separadora pegada sobre dos esferas no separadoras genera
una 2-esfera separadora.
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Demostracion. Al pegar un asa h sobre dos esferas, es obvio que se
obtiene otra esfera. Asdemés, por dgﬁnicién del asa h, ésta es separadora:

_p2u B-D2 Uh=25?

Toros no separadores

Hemos visto que, en S? x S, hay 2-esferas que no son frontera de 3-celdas.
Ademas, se hace necesario distinguir el caracter de un toro sélido en funcién
de su posible submersién en una 3-celda.

Definicion 47 Dado un toro sélido D? x S* en la variedad S? x S*, diremos
que es local si estd sumergido en una bola D3. En otro caso, diremos que es
un toro global.

Esta propiedad de los toros sélidos puede extenderse de forma evidente a
las orbitas periédicas situadas en el centro de los 2-toros separadores.

Dado que toda ¢érbita periédica de un sistema dindmico sobre una 3-
variedad tiene un nudo asociado, podemos asociar también caracteristicas de
los nudos en S? x S! a sus 6rbitas periddicas correspondientes, y viceversa.
En general, un nudo en S? x S? es global si su clase de homotopia contiene
al elemento unidad del grupo Z = 71 (5% x St). Asf, diremos que una 6rbita
periédica es local o global en S? x S* si lo es su nudo asociado.

Por otra parte, como corolario del lema 46, pueden obtenerse toros sepa-
radores partiendo de la definicién de asa y de dos esferas no separadoras:

Corolario 48 T2 = B2 + B2 4 hy + hy.

Utilizaremos a continuacién estos resultados para construir un toro 772
mediante la suma de una 2-esfera S y un asa h. Pueden darse los siguientes
casos, dependiendo del cardcter separador o no, tanto de la esfera como del
asa:

1. B2+ =12
Por definicién del asa,
hin B2 = {c1, ¢} tales que 3D, D3 C 92, ci=0D? i=1,2

Estos dos discos nos permiten cerrar el asa y obtener otra esfera no
separadora:

hUD2U D3~ R

Nuevamente por definicion del asa, el toro resultante 1" es separador
(véase corolario 48).
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Fig. 3.4: Toro separador (asa no separadora)

2. B2+ p =92

Si el asa es separadora, también lo es la esfera S? = h U D? U D3,
siguiendo la notacién del caso anterior. Por definicién de asa, el toro
obtenido al pegar h sobre B2 s no separador, y lo denotaremos por
P2, Es evidente que un toro no separador no puede sumergirse en una
3-celda, por lo que los toros no separadores son globales en S? x S?
(véase fig. 3.5).

Fig. 3.5: Toro no separador (asa separadora).

3. S°+h="T2%

Si pegamos sobre S? un asa separadora, el resultado serd, obviamente,
un 2-toro separador T72.

4. S24+ B =P

Si el asa es no separadora, el 2-toro resultante es no separador, Pp2 y es
equivalente al caso 2 (véase fig. 3.6).
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Fig. 3.6: Toro no separador (asa no separadora).

Como consecuencia de los conceptos previamente definidos, puede estable-
cerse el siguiente resultado:

Lema 49 (a) B2 > 72; (b) P2 > T2,

Demostracion. Si el toro separador es global, entonces intersecta con
cualquier 2-esfera no separadora, por lo que ni B2 i P2 pueden sumergirse
en el toro separador.

Si el toro separador es local, podrd considerarse sumergido en una 3-celda,
la cual no puede contener a ninguna superficie no separadora. m

Sin embargo, es posible probar que, dado un 2-toro separador en S2 x S*,
siempre encontraremos un toro sélido, al menos por uno de sus lados.

Teorema 10 (del toro sélido en S? x St. Bonatti et. al., [6]) Sea T2
= St x S un 2-toro separador y sea h : T? — S? x S' una submersion
diferenciable tal que el homomorfismo h, : Z?> — Z inducido por h en los
correspondientes primeros grupos de homotopia no sea trivial. FEntonces
eriste una submersion diferenciable H : D? x S* — S? x S tal que
H (0D? x S*) = T2

Botellas de Klein

Sabemos que la botella de Klein, que denotaremos en adelante por K?, puede
sumergirse en S? x S. Al igual que en el caso de los toros no separadores,
puede obtenerse mediante la suma de un asa h y una esfera no separadora
B2 (vease la fig. 3.7).
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Fig. 3.7: Botella de Klein en 52 x St

Como veremos en el teorema 11, es posible obtener dicha superficie como
variedad invariante al estudiar las asas ampliadas en S?x S*. Para representar
en S? x S? dicha superficie hacemos uso de la no irreducibilidad de la variedad
mediante una ”abertura” no separadora de la frontera. Podemos apreciar en
la figura 3.8 una representacién de K° = K? x I sumergida en la variedad.

Fig. 3.8: K? x I en S? x S*.

Ademads, por ser la botella de Klein una 2-superficie global y no separadora,
puede probarse que no es posible encontrar en la variedad dos botellas de
Klein distintas:

Lema 50 En S? x St cualesquiera dos botellas de Klein se intersectan.

Demostracion. Basta con demostrar que S? x S*— K? no puede contener
una botella de Klein: en primer lugar, toda variedad que contenga a K?
tiene asociada una esfera no separadora B2 La figura 3.9 representa K? si
identificamos D con D a través de K; y pegamos las otras circunferencias
separadas.
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Fig. 3.9: Representaciéon de una botella de Klein K.

La identificacién obliga a que la esfera resultante de cerrar K; anadiendo
dos discos limite sea no separadora.

Por otra parte, en una submersién de K? en S? x S!, ésta ha de ser
global, ya que de otro modo podrfa considerarse sumergida en S3 (52 x St =
S2 x S14£53). Por ello toda esfera seccién de la variedad queda dividida por
K? en discos y el grupo de homotopia del complementario de los discos en
esta esfera no es trivial. Asf, S? x S* — K2 no admite una esfera no separadora,
y no puede contener a otra botella de Klein. m

El siguiente resultado establece que, en S? x S, todas las botellas de
Klein son difeomorfas a una botella de Klein estandar, denotada por K.

Proposicion 51 (Bonatti et.al., [7]) Dada una botella de Klein K’
sumergida de forma diferenciable en S? x S, existe un difeomorfismo que
conserva la orientacion ¢ € Dif f+ (S? x St) tal que ¢ o K' = K. Ademds,
puede elegirse ¢ tal que ¢, : 7 (5% x ST) — 71 (S? x St) sea la identidad.

Nétese que, a pesar de que K? sea una superficie no separadora, la frontera
de K3 es un toro separador T72.

3.2 Descomposicion de S? x S' en asas re-
dondas

En el capitulo 2 se estudiaron algunos conceptos bdsicos sobre asas redondas,
asas ampliadas y descomposicién en asas que nos serdn ttiles en esta seccién.
Previamente se ha definido el cardcter global o local de los nudos asociados a
las asas redondas en la descomposicion de una variedad. Por tanto, es nece-
sario analizar cémo afecta dicho carédcter al pegar un 1-asa sobre variedades
bidimensionales que pueden ser, a su vez, globales o locales.
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3.2.1 Lemas previos

A continuacién demostraremos algunos resultados necesarios para el estudio
de las asas ampliadas en S? x S*, centrados en el cardcter global o local de
los nudos asociados a las asas en la descomposicién de S? x S?.

Lema 52 Una 1-asa redonda sobre S? x S asociada a un nudo global no
puede pegarse sobre toros locales.

Demostracion. Supongamos que la 1-asa es orientable y denotemos por
c1 = ({0} x {=1} xSY v co = ({0} x {1} x S?) a las dos curvas de
pegada, cerradas y simples.

Las curvas ¢;, © = 1,2, son homotépicamente equivalentes al centro del
asa, ya que pueden considerarse como la intersecciéon de la variedad estable
de la érbita periddica de tipo silla con la frontera del asa y el flujo define
la homotopia. Asi, si la 1-asa estd asociada a un nudo global, las curvas de
pegada son también esenciales en S? x S*. Por otra parte, todas las curvas
cerradas sobre un toro local son triviales en S? x S*, por lo que no pueden
ser identificadas con ¢;, i = 1, 2.

Si la 1-asa es no orientable ha de pegarse esencialmente, ya que, en otro
caso, tendrfamos un plano proyectivo sumergido en S? x S*, lo que nos llevaria
a una contradiccion [9]. Asi, la curva de pegada ha de ser esencial en la
variedad. m

Lema 53 Si v es un nudo local asociado a una I1-asa redonda en S? x S*,
dicha 1-asa redonda puede pegarse de manera esencial a un toro global solo
mediante circulos transversales.

Demostracion. Si v es un nudo local, puede pegarse de manera esencial
mediante circulos transversales a un toro sélido global ya que este tipo de
curvas son topologicamente equivalentes a curvas triviales. Obviamente, éste
no es el caso de las curvas esenciales longitudinales sobre S? x S'. m

Siguiendo un razonamiento andlogo, se prueba el siguiente resultado:

Lema 54 La pegada no esencial de una 1-asa implica una orbita de tipo silla
local.

Demostracion. La 6rbita de tipo silla v es homotdépicamente equivalente
a las curvas de pegada, asi que una curva de pegada no esencial induce el
tipo de homotopfia trivial sobre v. m

Es fécil observar que:
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Lema 55 Dado m un (p,q)-cable de un nudo k esencial en un toro sdlido,
la variedad obtenida al considerar un entorno toroidal del nudo k y del (p, q)-
cable m, es el fibrado sobre S, F,v1 x S, donde Fj+q es un disco con p+ 1
agujeros.

Basdndonos en este resultado, concluiremos en la siguiente seccién que el
asa ampliada generada al pegar una 1-asa sobre un toro por medio de dos
nudos (p, q)-toroidales es el fibrado sobre S*, F,.q x S*.

3.2.2 Clasificacion de asas ampliadas en S? x St

A continuacién, y basdndonos en los resultados anteriores, construiremos
la descomposicién en asas redondas de la variedad, encontrando todas las
posibles formas de generar un asa ampliada en S? x S?.

Consideremos una descomposicién en asas redondas de S? x S?,

(Z):M()CM]_C"‘CM¢CM¢+1C"‘CMN:SZXS:L

Cada asa ampliada C; es de la forma

L
Cj:AX[O,l] ES@EU
¥

donde A es unién de componentes de IM;, E,® E, es la suma de Whitney de
los discos E; y E, sobre S; y la imagen de la aplicacién por la que pegamos
el asa

¢: Es® (OE,) — A x {1}

intersecta cada componente de A x {1}. Sea 0_C; = A x {0} y consideremos
C; junto con 0_Cj y el centro vy como la 0-seccién de E; @ E,. Sabemos,
ademds, que la componente C; asociada a una 0 ¢ 2-asa es un toro sélido.

En lo sucesivo consideraremos que pegamos el 1-asa R; sobre A x {1} C
0+Cj. No obstante, es posible hacer un razonamiento anédlogo considerando
que el l-asa se pega sobre 0 C; = A x {0}, obteniéndose el mismo asa
ampliada. Sin embargo, en el capitulo préximo, veremos que al considerar
las cadena con indices asociadas a la descomposicién en asas el flujo NMS es
el inverso.
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Con el objetivo de obtener la descomposicién en asas redondas de S°,
Wada [51] y Yano [53] analizaron el tipo de asas ampliadas que podian en-
contrarse en dicha variedad. Ambos emplearon un resultado de Morgan
[41], segun el cual toda variedad con frontera vacia, compacta, orientable
e irreducible que admita una descomposicién en asas redondas verifica que
todas las componentes de la frontera de la descomposicién son toroidales.
Bassndose en la aplicacién sobre S° de este resultado, concluyeron que la
construccién de asas ampliadas sélo podia tener lugar al pegar 1-asas sobre
uniones de toros bidimensionales. Sin embargo, sabemos que dicho resultado
no es aplicable a S? x S, ya que esta variedad no es irreducible. De he-
cho, veremos a continuaciéon cémo aparecen en la descomposicién en asas de
52 xSt componentes no toroidales de la frontera, tales como bitoros y esferas
no separadores. Estas superficies no separadoras son las componentes de la
frontera de la suma conexa de un bitoro sélido y una 3-celda, que denotare-
mos por Br#D3. Ademés, denotaremos por W al entorno toroidal de una
6rbita periédica y por W al entorno toroidal de un (2, g)-cable.

Teorema 11 Sea v una drbita periddica de tipo silla en el centro de una
1-asa redonda Ry. El asa ampliada asociada C en S? x S* es equivalente a
uno de los siguientes casos:

1. C = Br#D?® — (int (Wy) Uint (W>)) es global, donde & C = dWy U
OW, = T2 x {0} UTZ x {0}, T; locales, i = 1,2, y la drbita de tipo silla
v es un nudo trivial local.

2. C = Br#D? —int (W) es global, donde & _C = W = T? x {0}, T?
local y v es un nudo trivial local.

3. C2TZx[0,1)#T% x [0,1], donde & _C =TZ x {0} UT? x {0}, T? es

local y la orbita v es un nudo trivial local.

4. C = D? x ST#T? x [0,1], donde 0_C = T? x {0} UdD? x St o
0 _C=T?x{0} y~v es un nudo trivial local.

5. C =~ D?x S*D3 x S, donde 0_C = 0D? x St y~ es un nudo trivial
local.

6. C = 8% x ST4T? x [0,1] es global, donde 0 _C = T? x {0} y es un

nudo trivial local.

7. C2T?x[0,1] — N (k) X Fpe1 x S, p> 1, donde k' y v son (p,q)-
cables de una componente k = {x} x S* con {*} € int (Fpe1) y0_C =
T? x {0} UTZ x {0} 00_C =1T?x{0}.
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8 C=2T?2x[0,1] — (S*— N (k)) es local, donde d_C = T? x {0}, N (k)
es un entorno reqular de un nudo no trivial k y~y = {*} x S* para algin
punto {*} de una seccion transversal de C.

9. C = K3—int (W) es global, donde W es un toro sdlido global de frontera
OW =0_C=T?x{0} y~ es un nudo trivial global.

i—¢ —
10. C= D2x S —int "W , donde W es un entorno tubular del (2, q)-cable
de {0} x S* en D? x S*, 0_C = 0W y~ = {0} x S*.

Demostracion. Consideremos la aplicacién mediante la cual se pegan
las asas redondas:

L
p:Ey, (0B, — Ax {1}
51

donde A es la superficie sobre la que se pega la l-asa: en primer lugar
consideraremos que A es un toro o unioén de toros. El posterior andlisis de la
frontera de las asas ampliadas resultantes determinara qué tipo de superficies
no toroidales pueden definir A.

Utilizando la notacién definida en el lema 43, obtendremos las distintas
asas ampliadas distinguiendo en primer lugar si R; es orientable o no, para
considerar a continuacién el tipo de homotopfa de las curvas de pegada.
Ademss, en S? x S? la 1-asa puede ser no separadora, por lo que se estudiard
también esta posibilidad en cada caso.

I. Consideremos en primer lugar que R; es orientable:

1. Supongamos que A = T2. Pueden darse los siguientes casos:

(a) Sean c; y cp curvas triviales. Sabemos que existe un disco D?
sobre A x {1} cuya frontera coincide con ¢; y que contiene a una
de las coronas limitadas por ¢;, A;, .

a.l. Si Aflj C D?conj=0(oj=1) parai = 1,2, entonces, al

igual que en el caso correspondiente del lema 43, una compo-
nente de la frontera del asa ampliada es la 2-esfera S.
Pueden darse dos casos en funcién de si la 1-asa es, o no,
separadora:
i) Si Ry es separadora, entonces el 1-asa encerrard una 3-celda,
cuya componente asociada en la frontera es S (véase la figura
3.10 para A global). Aplicando el teorema de Poincaré-Hopf
serd necesaria la existencia de puntos de equilibrio en dicha
3-celda y por tanto el flujo no serd NMS.
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a.2.

Fig. 3.10: Caso no admisible de pegada no esencial sobre un toro global

i1) Si, la l-asa y, por tanto, la esfera S es no separadora,
A deberd ser un toro local (si fuese global intersectaria con
S). El asa ampliada resultante serd equivalente a Br# D3 —
int (W), donde S define la suma conexa y W es un toro sélido
de frontera OW = T? x {0}(figura 3.11), que corresponde
al caso (2) del enunciado. La érbita de tipo silla v es un

nudo trivial local y la frontera negativa del asa ampliada es
d_C = 0W local (85C = BP2U B2).

Fig. 3.11: C = Br#D® —int (W), 0_C =T? x {0}

Si se verifica A, C D? con j =0parai=1yconj=1
para i =2y D3 C D? (o D? C D?), distinguiremos entre asa
separadora y asa no separadora:

i) Consideremos R; separadora. De forma andloga a lo de-
mostrado para el caso correspondiente en S, el asa ampliada
es equivalente a la suma conexa D? x S#T? x [0,1], donde
0 _C =T?x {0} y 7 es un nudo trivial local (caso (4) del
enunciado). Tanto el asa ampliada como su frontera negativa
serdn globales si y s6lo si A es global (véase la figura 3.12).
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a.3.

Fig. 3.12: C' = D? x S1#T? x 0,1],0 C= T? x {0} global,

R1 separadora

i1) Si Ry es no separadora, por ser triviales las curvas de pe-
gada, ésta no puede tener lugar sobre un toro global, ya que
ambos se intersectarian. Al pegar la 1-asa no separadora so-
bre un toro local, generamos un asa ampliada local cuya fron-
tera tiene tres componentes toroidales y locales, dos de ellas
no separadoras y una tercera, & _C = T? x {0}, separadora
(figura 3.13). Ademds, la érbita de tipo silla asociada a la
1-asa es un nudo trivial local en C'. También en este caso el
asa ampliada es del tipo (4), equivalente a la suma conexa
D? x S*#T? x [0,1], aunque la esfera sumergida en C' que
genera dicha suma conexa es no separadora.

Fig. 3.13: C = D? x ST#T? x [0,1], 0_C =T? x {0} local, Ry

no separadora

Si se verifica Aflj C D? con j =0 parai =1y con j = 1 para
i = 2y ademas D3 N D? = (), entonces la frontera de C' estd
compuesta por dos toros separadores locales. La érbita de tipo
silla es asimismo local, mientras que el asa ampliada resultante
es global,de manera que su complementario en S? x S son
dos toros sélidos locales enlazados. De este modo, C' = S? x
SY#T? x [0, 1] corresponde al caso (6) del enunciado (figura
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3.14).

Fig. 3.14: C' = 8% x SY4#T? x [0,1], 0_C = T? x {0} local

(b) Supongamos ¢; trivial y ¢, esencial. Consideremos el 2-disco
D? C A x {1} tal que D? = ¢;. Por continuidad, c, debe ser
un meridiano o un paralelo. Pueden darse dos casos:

b.1. Consideremos, en primer lugar que la 1-asa es separadora.
Si A es global, aplicando el lema 53, la érbita de tipo silla
asociada al asa no puede ser global y eso descarta que la curva
esencial sea un paralelo (figura 3.15). De forma andloga al
caso correspondiente en S3, podemos encontrar una 2-esfera
S tal que S C A x {0} y define la suma conexa C' = D? x
Sr#D3 x St tal que O_C = 0D? x S, ambas globales en
5% x St (caso (5) del enunciado).

Fig. 3.15: C' = D% X Sl#D% xSt o C= (9D% x St global, Ry

separadora

Por otra parte, si pegamos R; a un toro local empleando una
curva esencial y una trivial, el asa ampliada puede ser global
(figura 3.16), o local y de nuevo C es equivalente a D? x
S14 D32 x St siendo la érbita de tipo silla « local y 0_C =
dD? x St local.
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Fig. 3.16: C' & D% X Sl#Dg x St 0 C= 3D% x St local, Ry

separadora

b.2. Si R; es un asa no separadora, podremos pegarla a un toro
global o local. Denotemos por S la 2-esfera:

2 ¢ i ¢
S="T"x{1}—F U {£1} x [-1,1] x S* UD;UD;,

donde F = [~1,1] x {+1} x S* es la corona sobre T2 x {1}
que se identifica con una componente de 0 Ry y D}, i = 1,2,
son dos 2-discos contenidos en A x {1} tales que D C D!y
0D} = {£1} x {—1} x S*. Si A es un toro global, la frontera
del asa ampliada tiene dos componentes: un toro global y
otro local, ambos separadores y enlazados entre si (fig. 3.17).
Nétese que el toro local es del tipo Qf + 922 + hi + hy. La
3-celda de frontera S contiene a la componente local de la
frontera del asa ampliada y el asa ampliada es del tipo (5),
suma conexa de dos toros sélidos D? x S1# D2 x St.

Fig. 3.17: C = D% X Sl#Dg xSt o C= 8D% x St global, Ry

no separadora

Si el asa no separadora se pega sobre un toro local, la frontera
de C' estd compuesta por dos toros separadores, al menos uno
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de ellos local del tipo B2 + EZZ + hy + hy (figura 3.18). La
esfera S verifica A x {0} C S, por lo que genera una suma,

conexa. De nuevo el asa ampliada es local y equivalente a
D? x ST#D3 x St

Fig. 3.18: C' & D% X Sl#D% x S* local, 0 C= an x St Ry

no separadora

(¢) Supongamos que c¢; y ¢ son curvas esenciales. Las curvas de
pegada han de ser necesariamente meridianos cuando la pegada
sea transversal al toro (para evitar autointersecciones de la 1-asa),
pero si la pegada es longitudinal, dichas curvas no tienen por qué
ser paralelos, sino que pueden ser cualquier tipo de curva esencial
no trivial en el toro. Asi, pueden darse dos casos:

c.1. Cuando el asa es separadora, el toro sobre el que se pega

R; puede ser global o local. Del mismo modo que en el
lema 43, las componentes de la frontera del asa ampliada son
toroidales. Supondremos, por el momento, que todas ellas son
frontera de toros sélidos, de manera que No = C'U N; U N,
sea un toro solido, donde Ny, N1 y N, son las componentes
conexas del complementario del asa ampliada en S? x Sty
0C = ONg U ONy UON,.
Supongamos en primer lugar que las curvas de pegada son
meridianos o paralelos. Si A = T? es global, la érbita
periédica de tipo silla v es global para una pegada longitudi-
nal y local cuando la pegada es transversal. En este caso el
asa ampliada es del tipo (7), C = F, x S, donde F; es un
disco con dos agujeros y & _C = T? x {0} global (véase la
figura 3.19).
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Fig. 3.19: C = F, x S%, 0 _C= T? x [0, 1], Ry separadora

Si, por el contrario, el toro sobre el que se pega el asa es
local, también lo sera la érbita de tipo silla v (figura 3.20),
aunque el asa ampliada resultante puede ser global o local,
respectivamente. También en este caso, el asa ampliada es
equivalente a la variedad C' = F, x S'y 0 _C =T? x {0}.
En segundo lugar, si la pegada es longitudinal pero las curvas
¢; no son paralelos, una de las componentes de la frontera
positiva del asa ampliada es un toro cuyo nicleo es un (p, q)-
cable del micleo de T? x {0}. En este caso, el asa ampliada
es C' 2 F,q x ST (véase el lema 55) global o local en funcién
del cardcter del toro A, donde Fj,+1 es un disco con p+1 > 2
agujeros y 0_C = T? x {0} . Nétese que en el caso particular
en que p = 1y g = 0, se obtiene de nuevo el asa ampliada
F2 X Sl.

Fig. 3.20: C 2 F, x S 0 C=T?x [0, 1] local, Ry separadora

Finalmente, si al menos una de las componentes de la frontera
del asa ampliada no es borde de un toro sélido sumergido en
Np, el asa ampliada puede ser local o global. Si C' es local, es
equivalente a T2 x [0, 1] — (S® — N (k)) ,(véase la figura 2.25),
donde N (k) es un entorno regular del nudo local no trivial &,
0 _C = Ax{0}, que corresponde al caso (8) del enunciado, y
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c.2.

la 6rbita de tipo silla v = {*} x S, para algtn punto {*} de
una seccién transversal de C, es un nudo trivial en S? x S*.
Si, por el contrario, el asa ampliada es global (figura 3.21), de
nuevo C = F, x S1, 9 C =T? x {0} y k es un nudo trivial
en S2 x St

Fig. 3.21: C =2 F, X St global con A local cuando una de las

componentes de OC' no es borde de un toro sélido.

Supongamos que R; es un asa no separadora. Dicha 1-asa
puede pegarse sobre un toro local o global.

Cuando el asa ampliada resultante es local, su frontera tiene
tres componentes: dos de ellas no separadoras y una tercera
componente separadora enlazada con una de las anteriores.
Asi, el asa ampliada C' es equivalente a F,» x St (figura 3.22).
Por otra parte, la érbita de tipo silla asociada es v = {*} x S,
{*} € F.

N/

A4
[

Fig. 3.22: C' = F, x St, 0 C= T? x [0, 1] local, Ry no separadora

Cuando C es global, su frontera necesariamente tiene dos com-
ponentes. Si A es local y las curvas de pegada son longitudi-
nales sobre el A = T? (figura 3.23), el complementario del asa
ampliada tiene dos componentes conexas: dos toros sélidos,
uno local y otro global cuyo micleo es un (2,1)-cable. Asi se
obtiene C' = K3 —int (W), donde W es el toro sélido del com-



3.2. DESCOMPOSICION DE 5? x S* EN ASAS REDONDAS 71

plementario de C cuya frontera es T2 x {0} y « es una 6rbita
local. En esta variedad, la unién de las variedades invariantes
de la 6rbita de tipo silla y la propia 6rbita forman una botella
de Klein, K? = WsUW*®. Al ser locales tanto la érbita de tipo
silla v como una de las componentes de OC' (frontera a su vez
del entorno regular de una érbita periddica), la topologia de
la botella de Klein fuerza un nimero impar de inversiones de
la orientacion sobre las 6rbitas periddicas. Dado que el campo
vectorial es continuo, el flujo debe anularse en algin punto.
Sin embargo, sabemos que un flujo NMS no es singular, por
lo que este caso no es admisible.

Fig. 3.23: C' =2 K3 —int (W) no admisible

Si A es global y R; se pega sobre A usando dos curvas transver-
sales, por continuidad de la 1-asa, A debe dar dos vueltas lon-
gitudinales a S? x S1. La frontera del asa ampliada resultante
tiene como componentes a un toro separador local y al toro
global no trivial A x {0} . Asi, el asa ampliada es equivalente
a K3 —int (W), donde K2 x [0, 1], W es un toro sélido local y
la frontera de la botella de Klein engordada es A x {0} (véase
la figura 3.24). En este caso, al igual que ocurre para A local,
la topologia de la botella de Klein fuerza un nimero impar de
inversiones de la orientacién sobre las érbitas periddicas, por
lo que el flujo debe anularse en algiin punto. Nuevamente, el
asa ampliada no es admisible.
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Fig. 3.24: C = K® —int (W) no admisible

Si R; se pega sobre un toro global mediante dos curvas de pe-
gada esenciales y longitudinales, la 1-asa es topolégicamente
equivalente a la unién de dos bandas de Mobius engordadas
globales de manera que cada curva de pegada estd en la fron-
tera de una cinta de Mobius. Las componentes de la frontera
del asa engordada son dos toros separadores; ademés, el nudo
en el centro del toro sobre el que se pega la 1-asa debe ser
del mismo tipo de homotopia que las curvas de pegada, por lo
que éste debe ser global (figura 3.25). De este modo se obtiene
nuevamente el asa ampliada C' = K3 — int (W), donde W es
un toro sélido tal que OW = A x {0}, y la 6rbita de tipo silla
7 es global (caso (9) del enunciado).

Fig. 3.25: C' = K3 —int (W)

2. Consideremos que c¢; y ¢, estdn sobre componentes distintas de A =
T?UT?, donde ¢; C sz, j =1,2. Aparecen diferentes casos en funcién
del tipo de homotopia de las curvas de pegada y de si la 1-asa es, o no,

separadora;:

(a) Supongamos que ¢ y ¢; son curvas triviales. Existe un disco DJZ.
sobre cada T? x {1} tal que 0D = ¢;, j = 1,2 y que contiene a
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una de las coronas limitadas por c;.

a.l.

a.2.

Si A,flj C D?conj=0(oj=1)parai = 1,2, una compo-
nente de la frontera del asa ampliada es la esfera S, definida
del mismo modo que en el caso A = T?. Pueden darse dos
casos:
i) Si la 1-asa es separadora, también lo sera la esfera S y
aplicando el teorema de Poincaré-Hopf concluimos que no es
compatible con un flujo NMS.
it) Supongamos que R; es un asa no separadora: ninguno de
los dos toros que componen A puede ser global, ya que inter-
sectarfan con la 1-asa, dado el cardcter trivial de las curvas de
pegada. En este caso la esfera S es no separado&x y el asa andg
pliada es equivalente a la suma conexa BT#D— int (W)
i=1
definida por S, correspondiente al caso (1) del enunciado.
Ademis, la frontera negativa del asa ampliada es 0 C =
T2 x {0} UTZ x {0}, (8+C = BP2 U B2 y 1a érbita de tipo
silla y es local en C (figura 3.26).

3
Fig. 3.26: C' = BT#D° — int (W)

Supongamos que Aflj C D?con j = 0 parai = 1y con
7 = 1 para i = 2; distinguiremos entre 1-asa separadora y no
separadora:

i) Si Ry es una l-asa separadora, con la misma notacién que
en el caso correpondiente en el lema 43, la 3-celda de fron-
tera S contiene a T? x [0,1] (o, respectivamente, a Ts X
[0,1]) y el asa ampliada C' es equivalente a la suma conexa
T? x [0, 1] #T2 x [0,1], por lo que se corresponde con el caso
(3) del enunciado (figura 3.27). La frontera negativa del asa
ampliada es 0 _C =T? x {0} UT# x {0}.
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Fig. 3.27: C = T? x [0, 1] #7172 x [0, 1], global,
0_C=T2x {0} UTZ x {0},

Noétese que no es admisible pegar de este modo la 1-asa sobre
dos toros globales, ya que por definicién no puede sumergirse
un toro global en una 3-celda. Asi, uno de los toros sobre los
que se pega el asa es local, y el otro puede ser local o global.
En el caso en que ambos toros sea locales, el asa ampliada
puede sumergirse por completo en una 3-celda, y por tanto C
serd un asa ampliada local.

i1) Si R; es un asa no separadora, los toros que componen
A deben ser locales y las componentes de la frontera del asa
engordada (véase fig. 3.28) son dos toros separadores locales,
que componen la d C| y dos no separadores. El asa ampliada
es nuevamente del tipo (3), C' = Ty x[0, 1] #1, %[0, 1] , aunque
en este caso es local.

Fig. 3.28: C' = le x [0,1] #T22 x [0,1], local,
0 C=T?x{0}UuT$ x {0}.

(b) Supongamos ¢; trivial y ¢, esencial. De nuevo existe un disco
D? C T? x {1} tal que dD? = ¢; y por continuidad, la curva
esencial debe ser meridiano o paralelo. Asi pues, distinguimos dos
casos:

b.1 Supongamos R; separadora. Del mismo modo que en el caso
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b.2.

correspondiente del lema 43, podemos encontrar una esfera S
que defina al asa ampliada como D? x ST#T? x [0,1] (caso
(4) del enunciado) y &_C =T? x {0} UdD? x S*. Dado que
T, x {0} C S ambos toros no pueden ser globales. Por tanto,
uno de los toros debe ser local, mientras que el otro puede
ser global o local. Asi, el lema 53 nos permite afirmar que el
1-asa redonda estd pegada de forma esencial al toro local o
esencialmente al toro global mediante una circulo transversal
(figura 3.29). En ambos casos, la érbita de tipo silla v aso-
ciada a la 1-asa es local. Si ambos toros son locales, el asa
ampliada puede sumergirse por completo en una 3-celda, y
por tanto C' es un asa ampliada local.

Fig 3.29: C' = D? x ST#T? x [0,1],
0 C=T?x{0yudD? x St

Supongamos que R; es no separadora: al ser una de las cur-
vas de pegada no esencial, no es posible pegar el asa a dos
toros globales, ya que uno de ellos la intersectaria. Por otra
parte, tanto si uno de los toros es global como si ambos son
locales (figura 3.30), la frontera del asa ampliada estd com-
puesta por tres toros, todos ellos separadores. Ademads, si la
pegada esencial de la 1-asa tiene lugar sobre un toro global
por el lema 53 ésta debe efectuarse sobre circulos transver-
sales, mientras que si dicha pegada esencial tiene lugar sobre
un toro local, la correspondiente curva de pegada ha de ser
un paralelo. En cualquier caso, la esfera S definida en el caso
separador genera la suma conexa que define el asa ampliada:
C = D? x SY4T? x [0, 1] que es global si T? x [0, 1] también
lo es.
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Fig. 3.30: C =2 D? x ST#T? x [0, 1] global y local, resp., con Ry no

separadora.

(¢) Supongamos que ¢; y ¢, son curvas esenciales; entonces han de ser
ambas paralelos o bien meridiano y paralelo, respectivamente, por
la continuidad del asa al ser pegada a ambos toros. Pueden darse
dos casos:

c.1. Cuando R; es separadora, dos casos son admisibles: si la pe-
gada de la 1-asa tiene lugar sobre dos toros globales mediante
curvas esenciales longitudinales, v es global (figura 3.31); si la
1-asa esta pegada a un toro local y otro global (o equivalen-
temente a dos toros globales mediante dos curvas esenciales
transversales, aplicando el lema 53), v es local (figura 3.32);
En todos los casos la frontera del asa ampliada estd compuesta
por tres toros separadores: T? x {0}, T5 x {0} y

T ¢ i L P ¢
Ty x {1} — By U {1} x[-1,1] x S* U T; x {1} — E,

donde E; y E, son las coronas de pegada: E; = [—1,1] x
{=1} x Sty B, = [-1,1] x {+1} x S y el asa ampliada es
del tipo (7) del enunciado, C =2 [, x Sy C =T? x {0} U
T? x {0}. Si ambos toros son locales el asa ampliada es local
en S? x S1; en otro caso, C' es global.

Fig. 3.31: C 2 F, x S1, 0 _C =Ty x {0} UTs x {0}, 7 global.
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Fig. 3.32: C' = F» x S1, 0 C=T x{0}UT, x {0}, v local.

c.2. Al ser ambas curvas de pegada esenciales, un asa no sepa-
radora puede pegarse tanto a dos toros globales, como a un
toro global y uno local (véanse ambos casos en la figura 3.33),
o a dos toros locales (figura 3.34). En los dos primeros ca-
sos, las componentes de la frontera son tres toros separadores,
0 _C =TZx{0}UT? x {0} es la unién de dos toros sepa-
radores globales, mientras que la frontera positiva de C' es
local en el primer caso y global en el segundo.

Fig. 333: C X F, x ST, 0 _C =T x {0} UT? x {0} global.

Finalmente, si la 1-asa se pega sobre dos toros locales, los tres
toros que forman la frontera del asa ampliada son separadores
y locales.

En todos los casos descritos la orbita de tipo silla es local y
el asa ampliada es equivalente a C' = F, x S%, siendo global
en los dos primeros casos y local en el tercero.
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Fig. 3.34: C 2 F, x ST, 0 C =TZ x {0} UT? x {0} local.

Consideremos a continuacién las componentes de la frontera no
toroidales que han aparecido en algunos de los casos anteriormente
descritos:

3. Consideraremos en primer lugar que A = BP2. Denotemos por o, 01
y 02 a tres de los generadores del grupo de homotopia del bitoro, que
se muestran el la figura 3.35. Nétese que las curvas esenciales del tipo
de homotopfa o1 o 0, no son admisibles como curvas de pegada, ya
que el bitoro se obtiene partiendo de pegadas no esenciales sobre toros,
por lo que la variedad estable de la érbita de tipo silla presentard un
punto critico al dirigirse el flujo a érbitas cuyo tipo de homotopia es
g;, 1= 1, 2.

Fig. 3.35: Generadores del grupo 71 (BTZ)

(a) Sean c1,c, € BP? x {1} triviales, ¢; = D?, D; ¢ BP? x {1} .

a.1. Supongamos que A% C D? con j =0 (0o j = 1) para i = 1,2.
Si la 1-asa es separadora, la frontera del asa ampliada resul-
tante contiene, de nuevo, una esfera separadora. Aplicando el
teorema de Poincaré-Hopf, el flujo asociado no es NMS.
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Fig. 3.36: Pegada no esencial de Ry no separadora con
¢ € BP? x {1}, A;- C D? con j=0 (0 j=1) para i=1,2

Si, por el contrario, la 1-asa es no separadora, la frontera
positiva de C' contiene a un tritoro separador (véase la figura
3.36) y su caracteristica de Euler es no nula:

s -

i ¢
R(0.0) =R B +R'TriT? £0

De este modo podemos afirmar que C' no es una variedad flujo
y, por tanto, no es un asa ampliada admisible.

a.2. Si At € D? con j =0 parai =1y conj=1parai= 2,
el asa ampliada C' posee una frontera positiva con una com-
ponente toroidal (separadora si y sélo si R; lo es) y un bitoro
no separador si Ry es separadora, y viceversa, (véase la figura
3.37).

Fig. 3.37: Pegada no esencial de Ry separadora con ¢; € BPZ X {1} ,
A;- C DZ»2 con j=0 para i=1 y con j=1 para i=2

Asi, la caracteristica de Euler de C, considerada como varie-
dad flujo, es:
3 .

P ¢
R(0.C) =% BP2 +n'T? £¢
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por lo que este caso no es admisible.

(b) Supongamos que ¢; es trivial y ¢, esencial, ¢, € o1 (resp. ¢; € o,
ya que no es posible pegar con continuidad la 1-asa para c; trivial
y ¢ €0)y c1,c, € BP? x {1}; las componentes de la frontera
positiva del asa ampliada C' son BP? x {0} y un bitoro que es
separador si R; no lo es, y viceversa (véase la figura 3.38). La
caracteristica de Euler de C' nuevamente es distinta de cero, por
lo que esta posibilidad queda también descartada.

Fig. 3.38: Asa ampliada con ¢ € 01y ¢; € BP? x {1}

(c) Siambas curvas de pegada son esenciales, pueden ser de dos tipos
de homotopia distintos, o del mismo:

c.1. Supongamos que ¢; € o, i = 1,2. En este caso, la frontera
positiva del asa ampliada estd compuesta por un bitoro no
separador y un toro separador si R; es su vez separadora, o
a la inversa, 0-C = BT2UP? si Ry es no separadora (figura
3.39). Sin embargo, independientemente de si la 1-asa es 0 no
separadora, la caracteristica de Euler de la frontera positiva
de C' es no nula, por lo que el asa ampliada no es una variedad
flujo.

Fig. 3.39: Pegada esencial de Rj separadora con ¢1,Cy € Bﬁz X {1},
C; € O',i = 1, 2.



3.2. DESCOMPOSICION DE 5? x S* EN ASAS REDONDAS 81

c.2.

c.3.

Supongamos ahora que ¢; € o1, ¢ = 1,2, (0 equivalentemente,
¢; € 02,1 = 1,2). De nuevo, la frontera positiva del asa
ampliada estd formada por un toro y un bitoro (ambos
separadores si R; es separadora, figura 3.40, y no separadores
si Ry es no separadora). Obviamente, el asa ampliada no es
admisible, ya que X (0.C) # 0.

Fig. 3.40: Pegada esencial de Ry separadora con 1, Co € sz X {1},
c €o,t=1,2.

Si, por el contrario, ¢; € 01 y ¢ € 02 , la tinica componente
de la frontera positiva de C' es un bitoro no separador si R;
es separadora o un bitoro separador si no lo es R; (véase la
figura 3.41 para el caso R; separadora). Llegamos, por tanto,
a un asa ampliada cuya frontera tiene caracteristica de Euler
distinta de cero, por lo que no es una variedad flujo.

Fig. 3.41: Pegada esencial de Ry separadora con
C1,C2 € Brpz X {1}, Cc1 € 01, C2 € 03.

4. Supongamos ahora que A = B2, Debido al tipo de homotopia de las
curvas de pegada, inicamente pueden efectuarse pegadas no esenciales
sobre A. Consideremos los 2-discos D; C B2 x {1} tales que dD; = ¢;,
j = 1,2. Al ser A una esfera, la 1-asa tinicamente puede pegarse de
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forma no esencial, por lo que pueden darse dos casos:

(a)

Si A; C D?conj=0(oj=1)parai=1,2y el asa es separadora,
aparece nuevamente una esfera separadora entre las componentes
de la frontera, con lo que no resulta un asa ampliada admisible.
Sin embargo, si el asa es no separadora (fig. 3.42), las componentes
de la frontera positiva son:

8+C' - 92 UT2

por lo que el asa ampliada no es una variedad flujo y, por tanto,
no es admisible.

Fig. 3.42: Pegada no esencial de Ry no separadora con ¢; € 92 X {1} ,
A; C .DZ2 con j =0 (OJ :l) para i =1,2

SiAj. C D?con j=0parai=1yconj=1parai =2 el
asa debe ser separadora ya que de otro modo aparece una esfera
separadora en la frontera positiva de C| con lo que el asa ampliada
no es una variedad flujo, aplicando el teorema de Poincaré-Hopf.
Asi, la 1-asa genera una componente toroidal no separadora en la
frontera (fig. 3.43). En este caso la caracteristica de Euler de la
frontera es:

N (85C) = N 3102, =0
N@O C)=X B +£0

y el asa ampliada no es una variedad flujo, siguiendo el mismo
razonamiento que en casos previos.
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Fig. 3.43: Pegada no esencial de Rj separadora con ¢1,Cy € 92 X {1} ,
) 2 . . . .
A; C D7 con j =0 parai=1y con j =1 parai=2

5. Supongamos ahora que A = BP? U T?. Notemos que dicho toro ha de
ser local, puesto que, de otro modo, intesectaria con BP2. En funcién
del tipo de homotopia de las curvas de pegada pueden darse los casos
siguientes:

(a) Consideremos ¢;, i = 1,2, no esenciales, ¢; € T2 y ¢, € BP2x {1}
Distinguiremos dos casos en funcién de las coronas generadas en
la frontera negativa de la 1-asa:

a.l. Si A5 € D? con j =0 (0 j = 1) parai = 1,2 y la l-asa
es separadora, por ser ambas curvas de pegada triviales, se
genera una esfera separadora S como componente de la fron-
tera del asa ampliada (véase la figura 3.44), por lo que el flujo
asociado no es NMS (teorema de Poincaré-Hopf).

Fig. 3.44: Pegada no esencial de Ry separadora con ¢ € T? y
Cc € BP? x {1}, A;- - DZ2 con j =0 (o j =1) parai=1,2

Si el asa es no separadora, la frontera positiva del asa
ampliada estd formada por una esfera no separadora y un tri-
toro separador TriT? (figura 3.45). La caracteristica de Euler
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de dicha frontera positiva es no nula y, por tanto, el asa am-
pliada resultante no es una variedad flujo.

0.C = B2 U TriT?

Fig. 3.45: Pegada no esencial de R1 no separadora con ¢; € T? y
c2 € BP? x {1}, AL C D? conj =0 (0 j =1) para i =1,2

a.2. Si A5 € D? con j = 0 para i = 1y con j = 1 para i = 2,
pueden darse dos casos: cuando R; es separadora, la fron-
tera positiva del asa ampliada obtenida al pegar la 1-asa esta
formada por un bitoro (separador si R; es no separadora, y
al contrario) y un toro, que es separador si y sélo si lo es la
l-asa. De este modo, tampoco en este caso el asa ampliada
C' es una variedad flujo (fig. 3.46).

Fig. 3.46: Pegada no esencial de R1 no separadora con ¢; € T? y
cy € BP? x {1}, A} C Diz con j =0 parai =1y conj =1 parai=2

(b) Consideremos que una de las curvas de pegada es esencial; en
funcién de si se encuentra sobre el toro o sobre el bitoro, pueden
darse los diferentes casos, pero en todos ellos la curva esencial
debe ser longitudinal, por continuidad de la 1-asa.

b.1. Sean ¢; € T2 x {1} esencial y ¢, € BP? x {1} trivial. Tanto si
R, es separadora como si no, las componentes de la frontera
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positiva del asa ampliada C' son BP? y b2 (véase la figura 3.47
para el caso de una 1-asa separadora), mientras que la frontera
negativa estd formada por el bitoro BP? x {0} y T2 x {0}.
La caracteristica de Euler de C' es, de nuevo, no nula, por lo
que el asa ampliada no es admisible.

Fig. 3.47: Pegada esencial sobre T? x {1} y no esencial sobre
BP? x {1} de Ry separadora.

b.2. Si ¢; es trivial, y ¢, es esencial, la frontera del asa ampliada
C estd compuesta por:

6...0 - B:bz
o _C=BP?x {0} UT? x {0}
tanto en el caso de una l-asa separadora (fig. 3.48), como si

ésta es no separadora. Asi, el asa ampliada resultante no es
admisible, ya que la caracteristica de Euler de 9C' es no nula.

Fig. 3.48: Pegada esencial sobre sz X {1} y no esencial sobre
T? x {1} de Ry separadora.

(c) Si las curvas de pegada son esenciales, tanto si la 1-asa es sepa-
radora (en este caso, el toro y el bitoro pueden estar enlazados)
como si no lo es, el asa ampliada C' no es una variedad flujo, ya
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que las componentes de la frontera son, en todos los casos,

8+C = BP?
o C=BP?>x {0} UuT? x {0}

y por tanto X (9C) # 0. En la figura 3.49 podemos observar el asa
ampliada obtenida mediante un asa no separadora.

\
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Fig. 3.49: Pegada esencial de R1 no separadora con ¢ € T? y
¢, € BP? x {1}.

6. Consideremos A = 82 U T2.

(a) Sean las curvas de pegada triviales sobre A, ¢1 € T? y ¢, € B2
{1}, pueden darse los siguientes casos:

a.1. Consideremos que A? C D? conj =0 (0j =1)parai=1,2y
que la 1-asa es separadora. Aplicando el teorema de Poincaré-
Hopf, el flujo no es NMS, ya que aparece una esfera separadora
en la frontera del asa ampliada.

Fig. 3.50: Pegada no esencial de R1 no separadora con ¢; € T? y
c2 € B2 x {1}, AL C D? conj =0 (0 j =1) para i =12

Si la 1-asa es no separadora, la frontera positiva de C' estd
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formada por:
0.C =T? U B?

Dado que X (0+C) # 0, el asa ampliada resultante (véase la
figura 3.50) no es admisible.

a.2. Supongamos que A; C D?conj=0parai=1yconj=1
para i = 2. Cuando 1-asa es separadora, el asa ampliada tiene

como componentes de la frontera positiva a (véase la figura
3.51):

8+C = P?
o C =R x{0tuT?x {0}

Dado que la frontera negativa tiene caracteristica de Euler no
nula, el asa ampliada no es admisible.

N7

e

\\ \\

,,,,,,

Fig. 3.51: Pegada no esencial de Ry separadora con ¢ € T? y
c € B2 « {1}, A;- - DZ-2 con j =0 parai =1y con j =1 para i =2

Si la 1-asa es no separadora, la frontera positiva de C' es-
t4 formada por 0+C = P2y 52 y, aplicando el teorema de
Poincaré-Hopf, el flujo asociado a C' no es NMS.

(b) Si una de las curvas de pegada es esencial, necesariamente debe
estar sobre la componente toroidal: ¢; € T? x {1} esencial, y ¢, €
B2 « {1} trivial. La tinica componente de la frontera positiva del
asa ampliada C es una esfera no separadora, independientemente
de que R; sea o no separadora, mientras que la frontera negativa
estd formada por la esfera no separadora 82 x {0} y 7?2 x {0}
(véase la figura 3.52 para el caso de una 1-asa separadora). El asa
ampliada resultante no es admisible, ya que la caracteristica de
Euler de 0C es, de nuevo, no nula.
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Fig. 3.52: Pegada esencial sobre T? x {1} y no esencial sobre 92 X {1} de
R1 separadora.

7. Finalmente, supongamos que A = BP2 U b2,

(a) Consideremos ¢;, i = 1,2, no esenciales y los discos D7 C BP2 x
{1}, D2 c B2 x {1} tales que ODF =cj, j =1,2.

a.l. Si las coronas A; en que las curvas de pegada separan cada
componente de 0 R; verifican A;'- CD?conj=0(0j=1)
para ¢ = 1,2, al pegar el asa se genera una esfera S como
componente de la frontera del asa ampliada (véase la figura
3.53). Sila 1-asa es no separadora no puede pegarse a la esfera
B2 5 {1} y al bitoro BP? x {1} al mismo tiempo, ya que estén
en componentes conexas distintas. Si R; es separadora, la
esfera S serd separadora y, por tanto, el flujo asociado no
es NMS, ya que se hace necesaria la existencia de puntos de
equilibrio en la 3-celda de frontera S.

Fig. 3.53: Pegada no esencial de Rq separadora con ¢1 € BPZ X {1}
y C € b2 {1}, A;- C DZ-Z con j =0 (0 j =1) parai=1,2
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a.2 Por otra parte, si Ag- CD?conj=0parai=1yconj=1
para ¢ = 2, la 1-asa no puede ser separadora, ya que en ese
caso englobarfa a una esfera no separadora; y si la 1-asa es no
separadora, nuevamente aparece una esfera separadora como
componente de la frontera del asa ampliada (fig. 3.54).

Fig. 3.54: Pegada no esencial de R1 no separadora con
c € BP? x {1} v € B2 « {1}, A;- - DZ2 con j=0parai=1y
con j =1 para i =2

(b) Si sélo una de las curvas de pegada es esencial, necesariamente
debe ser del tipo de homotopia o1 6 02, y Ry debe ser separado-
ra, ya que la misma l-asa separa BP2 x {1} y 52 x {1} en dos
componentes conexas diferentes. Asumimos que ¢; € o1 (resp.
¢1 € 02), 1 € BP?x {1} y ¢, € B2 x {1}, con la pegada de la
1-asa obtenemos un toro separador como componente de la fron-
tera del asa ampliada (véase la figura 3.55). Asi, el asa ampliada
C' es del tipo (2) del enunciado, topolégicamente equivalente a
Bt#D3 —int (W), donde W = 0,.C = T? y las fronteras positiva
y negativa de C son:

0+C = T?
8 _C = BP? x {0} UK x {0}

Fig. 3.55: C = Bb#D3 — int (W), 8 _C = BP?2 x {0} U B2 x {0}
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II. Consideraremos, finalmente, que R; es no orientable. En este caso,

0 R; y 0+R; son fibrados no orientables de D! sobre S y la l-asa no
orientable se pega empleando una tnica curva de pegada ¢ = ¢ (0+ Ry @ {0})
sobre A; la 1-asa es difeomorfa a una cinta de Mobius gruesa, Ry =2 M B x I,
y puede ser local o global. La curva de pegada puede ser trivial o esencial:

1. Sic = 0D? C T? x {1} es no esencial, DU (MB x {0}) C C es un

plano proyectivo sumergido en S? x S, y llegamos a una contradiccién
(véase [9]).

. Si la curva de pegada ¢ = ¢ (0+ Ry @ {0}) es esencial, no puede pegarse

sobre A = 2. Si 4 = prz, no es posible asociar con continuidad una
curva esencial del tipo o 6 0;, ¢ = 1,2, a la curva de pegada c, por lo que
ésta tampoco es una situacion admisible. Finalmente, cuan@q;A =172
se obtiene el caso (10) del enunciado, C' = D? x S* —int W | donde
W es un toro sélido global, la érbita de tipo silla v = {0} x S* estd en
el centro de la banda, & C = T? x {0} y T? es un (2, 1)-toro (figura
3.56). El asa ampliada serd global o local en funcién del carédcter global
o local del toro sobre el que se pega la 1-asa. El complementario de este
asa engordada es equivalente a K3 — int (W) (caso (9) del enunciado),
obtenida al pegar la unién de dos bandas de Mobius globales engordadas
(de manera que cada curva de pegada estd en la frontera de una cinta
de Mobius) sobre el entorno toroidal de una érbita atractora, ya que el
flujo NMS asociado a ambas asas ampliadas es el inverso.

s
Fig. 3.56: C' =2 D? x S* —int W global

Por otra parte, puede establecerse el siguiente resultado:
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Proposicion 56 Toda cadena de drbitas periddicas sobre S? x S' puede
obtenerse como resultado de una descomposicion en asas redondas en la que
no haya botellas de Klein.

Demostracion. Basta con probar el resultado con una cadena de érbitas
periédicas proveniente de una pegada de asas en forma de botella de Klein.
En este caso sabemos, por el lema 11 (de clasificacién de variedades) que
el asa ampliada es C' = K3 — int (W). Podemos afirmar que C' admite una
descomposicién en asas redondas interna debido a que K2 es topoldgicamente
equivalente a pegar un toro sélido sobre un fibrado no trivial de un disco con
dos agujeros F' sobre S*, que denotaremos por A3. Consideraremos como toro
s6lido un entorno regular de la érbita repulsora (o atractora, invirtiendo el
flujo). La clausura del complementario de este toro respecto de K2 es el asa
ampliada A% que contiene a la érbita de tipo silla. Ademds, sabemos que,
salvo pegadas reiteradas sobre el mismo toro, C' es tnica por el lema 50. Por
tanto, esta descomposicién se anade a la del complementario de C' en S? x S*
definiendo la descomposicién del enunciado. m

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema 11, aunque
proporcionamos una demostracién completamente independiente, basada en
un proceso de induccién sobre el niimero de esferas no separadoras que forman
parte de la frontera en una descomposicién en asas redondas de S? x S*.

Corolario 57 Consideremos una descomposicion en asas redondas asociada
a un flujo NMS sobre S? x S*.

@ZMQCMlC...CMstzxsl

Entonces todas las componentes de la frontera son toros o parejas de bitoros
BP? y esferas B2 o separadores.

Demostracion. Es conocido que S? x S admite un flujo NMS (proposi-
ci6én 40), por lo que, como variedad flujo (véase seccién 2.3), su caracteristica
de Euler verifica:

i ¢
N2 x5t =0

Ademas, cada M; es asimismo una variedad flujo con componentes de la
frontera disjuntas entre si, por lo que, aplicando la proposicién 28

Sabemos ademés que la inica variedad de dimensién 2 que tiene caracteristica
de Euler nula es un toro, por tanto las componentes separadoras de la frontera
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serdn toros ([41, Teorema 6]), ya que una esfera separadora en la frontera
estarfa en contradiccién con un flujo NMS.

Consideremos ahora la existencia de componentes no toroidales de la fron-
tera, que ademds sean no separadoras: son necesarias al menos dos compo-
nentes no separadoras para delimitar una regién conexa en S? x S! 'y, por
tanto, una variedad flujo. Nétese que un razonamiento andlogo al del lema
50 nos permite descartar la simultaneidad de botellas de Klein y bitoros o
toros no separadores; ademds, por el corolario 56, no es necesario tener en
cuenta a las variedades del tipo K2 —int (W) en una descomposicién en asas
redondas.

Ademads, es facil ver que las asas ampliadas con toros no separadores como
componentes de la frontera son incompatibles con las que tienen bitoros y
esferas no separadores en la frontera.

Sea M; tal que su frontera tiene componentes que no son toroidales ni
separadoras. La frontera no tiene toros globales entre sus componentes, ya
que se intersectarian con las componentes no separadoras. Es conocido que,
por ser la caracteristica de Euler aditiva, se verifica:

N(AUB) =X(A4)+R(B) -X(ANB)

Como M; es una variedad flujo, si algunas componentes de la frontera no son
toroidales y existen componentes no separadoras, debe haber alguna esfera
no separadora entre ellas, ya que la esfera es la tnica 2-variedad con carac-
terfstica de Euler positiva. Demostraremos por induccién sobre el niimero
de esferas no separadoras que las unicas componentes no separadoras y no
toroidales de la frontera son pares de esferas y bitoros.

e Supongamos que existe una unica esfera no separadora B2 entre las
componentes de la frontera de M;. Para que M; sea variedad flujo,
su frontera debe contener otra componente no separadora tal que su
caracteristica de Euler sea opuesta a la de B2 . un bitoro Bﬁz, siendo
el resto de las componentes de la frontera toros.

e Supongamos que existen en dM; dos copias de B2, Para que se anule
su caracteristica de Euler hay dos posibilidades:

1. Existen en 0M; dos copias de Bibz, cada una de ellas asociada a
una esfera no separadora.

2. En 0M; existe un tetratoro no separador. Sin embargo, dos de
estas tres componentes de 9M; separan una regién conexa de S? x
Sty por tanto definen una variedad flujo, cuya caracteristica de
Euler debe anularse. Esto nos lleva a una contradiccion.
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Del mismo modo que dos esferas no separadoras definen una seccién de
52 x S, n esferas delimitan otras tantas secciones de la variedad, en cada
una de las cuales debe existir un bitoro para que M; sea una variedad flujo.
|

A partir de estos resultados podemos hablar de la descomposicién en asas
redondas asociada al flujo NMS sobre S? x S? y de las cadenas de érbitas a
que dan lugar. Nos hemos centrado hasta el momento en la descomposicion
en asas de la variedad, mientras que las cadena con indices y su flujo NMS
asociado sobre la variedad S? x S serdn objeto de estudio en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 4

Cadenas con indices en S? x 1

A partir de la descomposicién en asas redondas de S? x S podemos caracteri-
zar el conjunto de cadenas con indices que se obtiene al estudiar las érbitas
cerradas de un flujo NMS sobre S? x S* en términos de las operaciones suma
separada, suma conexa y cableado de cadenas sobre cadenas globales y lo-
cales, similares a las operaciones obtenidas por M. Wada [51]. Aplicando los
resultados de Asimov y Morgan enunciados en las proposiciones 40 y 41, las
cadenas con indices situadas en los centros de los toros en una descomposi-
cién en asas redondas de S? x S* nos permiten enlazar dicha descomposicién
con su flujo NMS asociado.

Notese que, segin la proposicién 56, toda cadena de orbitas periddicas
sobre S? x S puede obtenerse como resultado de una descomposicién en
asas redondas en la que no aparezca el asa ampliada K3 — int (W) . Asf, en
el estudio de las cadenas de érbitas periédicas de tipo NMS sobre S? x S*
podemos restringirnos a éste tltimo caso.

El objetivo de este capitulo es el estudio de las cadenas con indices prove-
nientes de un flujo NMS sobre S? x S1; emplearemos para ello la descomposi-
cién en asas redondas de la variedad, obtenida en el capitulo anterior. Dis-
tinguiremos entre cadenas y nudos locales o globales, denotando los primeros
mediante letras mintsculas. Las maytsculas denotardn cadenas o nudos que
puedan ser locales o globales.

4.1 Lemas previos

Sabemos que dos toros sélidos globales D? x Sy D3 x S* proporcionan una
descomposicién en asas redondas de S? x S'. Una cadena L que satisfaga
L = L1 U Ly, siendo cada L;, i = 1,2, el centro de D? x S* con indices 0
y 2 respectivamente, es una cadena de un flujo NMS sobre S? x S. Esta

95
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cadena L es global, ya que las orbitas periédicas situadas en el centro de
estos toros no pueden ser aisladas por 2-esferas. Denotaremos en lo sucesivo
a la cadena resultante por (0,2)-cadena de Hopf global. En el siguiente
resultado probamos que esta cadena corresponde al flujo NMS mds simple
en S x St.

Lema 58 Consideremos un flujo NMS sobre la variedad S? x S. Si dicho
flujo no contiene ninguna orbita de tipo silla, la cadena de orbitas periddicas
es la (0,2)-cadena de Hopf global.

Demostracion. En este caso, los conjuntos limite de toda érbita no
periddica son los mismos; de otro modo serfa necesaria una separatriz, es
decir, una o6rbita periddica de tipo silla. Los entornos regulares de cada
érbita limite proporcionan una descomposicién de S? x S*. Si alguna 6rbita
periédica no fuese un nudo trivial global, serfa necesaria la existencia de al
menos una Orbita de tipo silla. Asi, cada una de esas orbitas periddicas,
que no pueden aislarse empleando 3-celdas, son érbitas triviales enlazadas.
Por tanto, la cadena de érbitas periédicas asociada al flujo en S? x St es la
(0,2)-cadena de Hopf global. m

Por otra parte, dada una cadena que conste de una 6rbita global y una
local, la existencia de esferas no separadoras en S? x S* hace posible que
siempre podamos encontrar una esfera separadora .S, construida uniendo dos
esferas no separadoras mediante un asa, tal que S separa la érbita local y
la global. Por tanto, para que la cadena sea no separable, deben existir al
menos dos érbitas globales en dicha cadena.

Lema 59 Sea L una cadena global que contiene una drbita local y una drbita
global triviales. Entonces L es separable.

Demostracion. Supongamos que hay dos orbitas en la cadena L: una
global A y otra local o y consideremos los entornos regulares de cada una de
ellas, N (A) y N (a). Por ser a local, existe una 3-celda D? tal que su frontera
es del tipo 52 = B2+ 82 4 hy + hy tal que N (a) € D3y N(A)ND? =0
(véase la figura 4.1)
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Fig. 4.1: Esfera separadora tal que N (a) c D3 y N (A) ND® =10

4.2 Cadenas con indices en S2% x St

Las operaciones sobre cadenas de orbitas periddicas estdn asociadas a las
asas ampliadas descritas en el teorema 11 del capitulo 3. De hecho, si la
descomposicién en asas de la variedad tiene componentes de la frontera no
separadoras, son necesarias al menos dos asas ampliadas para reconstruir
S2 x S* e implican cadenas de 6rbitas periédicas que contienen dos érbitas
de tipo silla y que definen el fluyjo NMS asociado sobre la variedad. Sin
embargo, cuando las componentes de la frontera de un asa ampliada son
separadoras, es posible completar la variedad tnicamente con toros sélidos,
lo que proporciona cadenas de érbitas periddicas con una érbita de tipo silla
asociadas al flujo NMS.

Teorema 12 Toda cadena con indices proveniente de un flujo NMS sobre
52 x St puede obtenerse aplicando las siquientes operaciones:

1. Oy (I, Ly) =11 - Ly - u donde u es un nudo trivial local de indice 1.

3 3 -

2. 02 (llj, Lz) = l]_ — k{a) 'Lz',u 0 02 (l]_, Lz) = ll- L2 — Kéa) -u donde

k{a) respectivamente, Kéa) es una componente de ly (resp., Lp) de

indice o (0 6 2) yu es un nudo trivial local de indice 1.
3 - 3 -

3. 03(l1, Lp) = Iy — ki“) - Ly — Kézfa) -u donde kga) es una compo-

nente de ly de indice o (0 6 2), Kéz_a) es una componente de L, de
indice 2 — a y u es un nudo trivial local de indice 1.
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4. O4(lh, Lp) = (h#L2) Um. La suma conexa ly# L, se obtiene mediante
la composicion de un nudo K, de L, y otro ky de Iy cada uno de los
cuales tiene indice 0 ¢ 2. FEl indice de la componente resultante es el
indice del nudo K,, m es un meridiano de ki# K, y su indice es 1.

5. Os (L). Se elige una componente Ky de L de indice 0 62 y se reemplaza
el entorno N (K1, 5% x SY) por D?>x S que a su vez contiene tres curvas
con indice: {0} x S*, Ky y Ks. Aqui, Ko y Kz son (p,q)-cables de
ON ({0} x S, D? x S1). Los indices de {0} x S* y K, son 0 62 y uno
de ellos es igual al indice de Ky. FEl indice de K3 es 1.

6. Og (L). Se elige una componente Ky de L de indice 0 62 y se reemplaza
N (K1, 8% x 8%) por D? x S*. Hay dos cadenas con indices: {0} x S* y
el (2,q) —cable K, de {0} x S, el indice de {0} x S es 1 yind (K;) =
ind (K3).

7. O7 (1) =1-u, donde u es un nudo local trivial de indice 1.

donde l; denota una cadena local admisible y L; es una cadena admisible
local o global.

Demostracion. Sea

5% x St = C;
j=1
una descomposicién en asas redondas de S? x S* y denotemos por L la cadena
con indices compuesta por los centros de esta descomposicion.

Consideremos una componente C' = C asociada a una l—asa. El asa
ampliada C' debe ser equivalente a una de las variedades descritas en el
teorema de clasificaciéon de asas ampliadas (teorema 11).

Si C' es local, las componentes de su frontera son necesariamente toroidales;
para completar la variedad obviamente son necesarias otras asas ampliadas,
resultando descomposiciones en asas redondas de S? x S? cuyo flujo asociado
se caracteriza por una cadena de 6rbitas periédicas con dos o mas érbitas de
tipo silla. Este es el caso, en particular, del asa ampliada del tipo (8) en el
teorema 11, C = Ty x [0,1] — (S® — N (k)), ya que tinicamente puede darse
como asa ampliada local.

Veamos el caso en que C es global en S2 x St :

A.- Consideremos en primer lugar que todas las componentes de IC' sean
separadoras:
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1. Si C =Ty x [0,1] #T3 x [0,1], la suma conexa (véase el teorema 11)
estd definida por la 2-esfera:

i ¢
S=D2U"'[=1,1] x {1} x ST U D?

Dicha esfera S separa la variedad en una 3-celda By = SUC; UC] U
(T1 x [0,1]) por uno de sus lados y en su complementario en S? x
St B,. Denotemos por C;, Cf", Cy, C5 las cuatro componentes del
complementario de C' en S? x S%; concretamente, C; = T; x {0} local
y Cy =T, x {0} global (véase fig. 4.2).

Fig. 4.2: Asa ampliada y cadena asociadas a la operacién Oy

Es claro que:
SZx St —(CUBy)=CrucCy =83

con lo que C; U C; proporciona una descomposicién de S® en asas
redondas.

De forma similar,
SPPxSt—(CUB)=CuCy =28%x st

y teniendo en cuenta que S? x S' = S? x S'4S3 se obtiene una
descomposicién en asas redondas de S? x S*.
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Denotemos por 1 y L, las cadenas (local y global, respectivamente) for-
madas por los centros de las asas redondas en dichas descomposiciones.
Dado que la esfera bidimensional S separa C; U C]” de C; U C5, las
cadenas correspondientes a la bola D® y su complementario en S? x St
estan separadas. Ademds, en el ecuador de la esfera S la suma conexa
define la érbita de tipo silla. Asi, la cadena L asociada al asa ampliada
se obtiene de [; y L, mediante la operacién O, cuya cadena de érbitas
periédicas asociada puede observarse también en la figura 4.2.

L= Ol(ll,Lz) = l]_ : L2 U

. SiC2T?x[0,1] #D? x S, existen dos posibilidades: C' se ha obtenido

pegando una 1-asa separadora sobre un toro global A = T2 empleando
dos curvas de pegada triviales o bien pegando una 1-asa a un toro global
y otro local usando una curva de pegada no esencial y otra esencial.

2.1 Si A = T? la esfera S = D? U ([-1,1] x {1} x S*) U D3 define
la suma conexa y separa la variedad en una 3-celda B; y su com-
plementario en S? x S, que denotaremos por B,. Asimismo,
denotamos por C, C; y C5 a las componentes del complemen-
tario de C' en S? x St (véase fig. 4.3), tales que C, = T? x {0},
C;:TZX{l}yC;LCBl.

Del mismo modo que en el caso anterior,
S xSt~ (CUB) =Cy UCy 2282 x St

Ademds, Cy = D? x S* es local, por lo que, C, junto a una 0-asa
(D? x S*, k1) forman una descomposicién en asas redondas de S°.
La suma conexa de ambas descomposiciones en asas proporciona
una descomposicién en asas redondas de S? x S?.
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2.2

Fig. 4.3: Asa redonda y cadena asociadas a la operacién O.

Denotando por l; y L, las cadenas (local y global, respectiva-
mente) formadas por los centros de las asas redondas en dichas
descomposiciones, la construccion del asa ampliada induce que [;
pierda una componente k; de indice 0. Ademds, por ser el asa
ampliada una suma conexa, la érbita de tipo silla en el ecuador
de S estd separada del resto de componentes de la cadena.

L= Oz(ll,Lz) == (ll - ]{?1) . L2 U

Si A =T?UT?, la esfera que define la suma conexa es (véase el
teorema 11),

i 2 ¢ i :I_¢ /
S=Tyx{1}—FE U {£1} x[-1,1] x S* UD;

que nuevamente separa la variedad. Denotaremos por B; a la 3-
celda de frontera S y por B, a su complementario en S? x S*.
Asimismo, denotaremos por C; , i = 1,2, a las componentes del
complementario de C, cuyas fronteras son 0C; = T; x {0}, i =
1,2, y por Cf alarestante componente Gonexa del complementario
del asa ampliada C, C; = S?2 x S' ~ CUC[ UC; , (véase la
figura 4.4).
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:

Fig. 4.4: Asas ampliadas y cadenas asociadas a la operacién Oy

Nétese que C; y C] son globales si la pegada esencial de la 1-asa
tiene lugar sobre el toro local (en cuyo caso C;, C Bj). De este
modo, C'U By = T? x [0,1], luego

SZx St~ (CUB)=CruC) =252 x st
de S?% x St

con lo que C U Cy forma una descomposicién en asas redondas

De forma similar al caso 2.1, C; junto con una 2-asa (D? x S, ki)
forman una descomposicién en asas redondas de S3, por lo que
obtenemos una descomposicién en asas redondas de S? x S?.

Si denotamos por l; vy L, las cadenas local y global, respecti-
vamente formadas por los centros de las asas redondas en dichas

descomposiciones, por construccion del asa ampliada [; pierde una

L, mediante la operacion:

componente k1. Ademads, la 6rbita de tipo silla estd separada del
Asi, deducimos que la cadena L (véase fig 4.4) se obtiene de I y

resto de componentes de la cadena, por definicién de suma conexa.

L= Oz(ll, Lz) = (ll — kl) . Lz U
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donde el indice de k1 es 2.

Si, por el contrario, la pegada trivial se efectiia sobre el toro local,
C1 y Cf son ambos locales, C] C By y C5 es global. En este caso,
C U By = D? x S global que, junto con una 2-asa (D? x S, K5)
constituye una descomposicién en asas de S? x St. Ademds, C] U
Cy = 5% y la suma conexa de ambas descomposiciones es a su
vez una descomposicién en asas redondas de S? x S, de donde
podemos deducir que la cadena [ se obtiene de [; y L, mediante
la operacion

L= Oz(ll,Lz) = ll : (Lz — Kz) U

donde K es una componente global de indice 2 (figura 4.4).

3. Cuando C = D? x S'#D? x S', el asa ampliada puede provenir de
pegar una l-asa sobre un toro global usando una curva de pegada

esencial y otra no esencial, o bien pegando sobre un toro local una 1-
asa separadora empleando las mismas curvas de pegada. Denotaremos

por C] vy C; a las componentes del complementario de C' en S? x S*
(figura 4.5), donde C] = T? x {0}

Fig. 4.5: Asa ampliada y cadena asociadas a la operacién Oz

En todos los casos la esfera

¢ ¢ ,
S="T?x {1}~ B U'{£1} x [-1,1] x S* UD, U D,
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define la suma conexa de dos toros sélidos (teorema 11). Nuevamente,
denotamos por Bj a la 3-celda de frontera S y por B; a su complemen-
tario en la variedad. Entonces,

CUB; =D*x S*
donde D? x S* es un toro sélido global y, por tanto,
S?2x St —(CuB,) =D*>xS*

de modo que podemos reconstruir S? x S!' pegando una 2-asa
(D? x S, K3) sobre C] . Denotemos por L, a la cadena con indices
que consiste en los centros de esta descomposicién en asas redondas.

Por otra parte,
CHr=8*x8'—(CUB;)=D?*x S*

es un toro sélido local sumergido en Bj, con lo que obtendremos nue-
vamente una descomposicién en asas de S® pegando a C; una 0-asa
(D? x S, k1); denotamos por I; a la cadena con ndices resultante.

En este caso la cadena que representa el flujo de la variedad esté defini-
da por la operacién O3 (véase la figura 4:5))

L=0sli,Ly) = (ly — k). L, — K&

-~

donde a@ = 0 6 2 y la érbita de tipo silla es un nudo separado de la
cadena, por definicién de suma conexa.

. Si C = 82 x SY#T? x [0,1] el asa ampliada proviene de pegar una

1-asa no separadora sobre un toro local empleando curvas de pegada
¢; no esenciales de manera que las coronas que limitan cada ¢; = 9D?
verifican A’ C D? con j = 0 parai =1, j = 1 parai =2y D{ND5 = 0.
Denotemos por B; a la 3-celda de frontera la esfera S que define la
suma conexa (véase el teorema 11) y por C] y Cf" a las componentes
del complementario de C' en S? x S. Nétese que ambas componentes
son locales, C7 = T? x {0} y C; UC; C B (figura 4.6).

Fig. 4.6: Asa ampliada y cadena asociadas a la operaciéon Oy
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De hecho, C; UCT = 5% y dado que CUCT UCT = 82 x S, concluimos
que esta es una descomposicién en asas redondas de S? x S* tal que los
centros de las asas forman la cadena local [, separada de la érbita de
tipo silla que aparece en el ecuador de la esfera S de la suma conexa
(fig. 4.11). Asi, el flujo en la variedad es descrito por la operacién:

O:()=1-u

5. Supongamos ahora que C' = F,.q x S*. Distinguiremos dos casos en
funcién de si la frontera de C' contiene tinicamente toros globales o si
una de sus componentes es un toro local.

5.1 Supongamos que todas las componentes de la frontera de C' son
toros globales y denotemos por C, C, y C3 a las componentes
conexas del complementario de C' en S? x S?.

Esta asa ampliada puede obtenerse pegando una 1-asa separadora
sobre A = T? empleando curvas esenciales longitudinales o bien
sobre A = T?2UT? empleando dos paralelos como curvas de pegada.
En este ultimo caso, p = 1.

Cuando la 1-asa se pega sobre un tnico toro (véase la figura 4.7),
0C; = T? x {0} y CUCLUCy = D? x St global, por lo que
D?x S8t junto con C3 forman una descomposicién en asas redondas
de 8% x S*. Ademds, la 6rbita periédica en el centro de Cs y la
6rbita de tipo silla son (p, ¢)-cables del centro de C1, por lo que la
cadena que define el flujo NMS se describe mediante la operacion
Os.

Si A=T?UTZ 00, =T? x {0} y 9C, = T? x {0} (fig. 4.13); de
forma andloga al caso anterior, C'UCy U C, = D? x St es global y
junto con C3 forman una descomposicién en asas de S? x St. La
érbita en el centro de C, junto con la érbita de tipo silla son (1, 0)-
cables de la 6rbita en el centro de C', describiéndose la cadena
asociada al flujo NMS por la operaciéon Os con p = 1.



106

CAPITULO 4. CADENAS CON INDICES EN 52 x St

\
\
\
\
\
\
\
\

\
\
\

Fig. 4.7: Asas ampliadas y cadenas asociadas a la operacién Os.

5.2 Consideremos ahora que una de las componentes de la frontera de

C es un toro local: el asa ampliada proviene entonces de pegar
una 1l-asa separadora sobre A = T2 (global o local) empleando
para ello como curvas de pegada dos meridianos si A es global
o dos paralelos cuando A es local. También podemos encontrar
esta asa ampliada pegando una 1-asa separadora sobre la unién
de dos toros enlazados, uno de ellos local, empleando como curvas
de pegada un meridiano y un paralelo (figura 4.8), o bien pegando
una 1-asa no separadora sobre A = T? UT? , donde al menos uno
de los toros debe ser global.

Las componentes del complementario de C' en S? x S* son tres,
que denotaremos por Cy, Cyp y C3; cuando A = T2, 9Cy = T? x {0}
y si A = T?UT?, entonces 0C; = T? x {0} y 00, = T? x {0}.
En cualquier caso, C U Cy U C, = D? x S* puede reemplazarse
por un asa (D? x S* K;), que junto con (Cs, K,) forman una
descomposicién en asas redondas de S? x S* en la que la érbita de
tipo silla y el centro de C, son meridianos de la drbita periédica
situada en el centro de Cj(aplicando el lema 59) y el indice de
K depende de si 0C, C 9_C. Asi, la operacién asociada al flujo
NMS en este caso es Og.

IR 1
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Fig. 4.8: Asa ampliada y cadena asociadas a la operaciéon Og

6. Por ultimo, si C' = K3 —int (W) o C = D?x S* —int IW¢, denotemos
por P = C —int (N (U,C)) donde U es la 6rbita de indice 1. Entonces,
P = F», xS, Sea C, la componente del complementario de C' en S? x S*
tal que OC5 es un (2,1)-toro. Obtenemos ast P U C, = T? x [0,1].

Fig. 4.9: Asa ampliada y cadena asociadas a la operacién Og
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De este modo, C'U C5 es equivalente a D? x S* con dos nudos con
indice: U = {*} x S* de indice 1 que estars en el centro de una banda
de Mobius (formada por la variedad estable de la 6rbita silla en el
caso C = K3 — int (Vg) (fig. 4.9) o por la variedad inestable en el
caso D? x St —int W ) y K, el (2,q)-cable de U de ndice a, donde
1t = 0 6 2 dependiendo de si dy C 0_C' o no. Podemos construir una
descomposicién en asas redondas de S? x S* reemplazando CUC5 por un
a-asa redonda (D? x S, K7) . Denotando por L; la cadena con indices
consistente en los centros de esa descomposicién en asas redondas, L
se obtiene a partir de L; mediante la operacion Og.

B.- Supongamos ahora que la frontera de C' tiene componentes no sepa-
radoras.

Consideraremos en primer lugar las asas ampliadas con componentes no
toroidales en su frontera. Nétese que el complementario en S? x S* de estas
asas ampliadas es, salvo unién de toros sélidos locales, otra asa ampliada
cuya frontera tiene un bitoro y una esfera no separadores como componentes
(véase la figura 4.10).

Fig. 4.10: S? x S* — Br# D3 =~ Br#D3

Asi, es posible construir una descomposicién en asas redondas de la var-
iedad identificando las fronteras no separadoras de dos asas ampliadas de los
tipos descritos en el teorema 11. Nétese que las asas ampliadas cuyas com-
ponentes de la frontera son bitoros y esferas son incompatibles con aquellas
que tienen toros no separadores. Veremos que al efectuar diferentes combi-
naciones entre dichas asas engordadas, se obtienen distintas cadenas.

Hg il
1. Supongamos C = Br#D? — int (W;) . Denotemos por 71 y T2

i=1
dos toros solidos tales que d1; = OW;, © = 1, 2. Nétese que

CUT*UT? 2 Br#D® =82 x St — '
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Asi, dependiendo de la variedad C’, pueden darse dos casos:

1.1

1.2

Mg il
Si C" = Br#D® — int (W!) UttU7T2 2 Br#D3 la cadena
de érbitas peric’)dicaszaslociada al flujo NMS estara formada por la
suma separada de las cadenas formadas por W; UW/ i = 1,2, (ya
que cada W; U W/ puede aislarse en una 3-celda) y de dos érbitas
de tipo silla, asimismo locales, u; (figura 4.11), correspondientes

a las asas ampliadas C'y C" :
l]_ . lz cUL U2

que se puede obtener a partir de la operaciones anteriores:

Oz (12,02 (I3, h)) =1y - Ip - ug - up

Fig. 4.11: C = Br# D3 —

Sea C' = [Br#D3 —int (W')] U T, donde 7 es un toro sélido tal
que 01 = OW. Nétese que Wy U W' = S3 y W, junto con un
toro local asociado al nudo k£ de indice 2 forma asimismo una
descomposicién en asas redondas de S%; dado que S° es trivial
respecto a la suma conexa, la cadena de érbitas periddicas asociada
estard formada por la suma separada de las cadenas aisladas en
las 3-celdas descritas (figura 4.12), y dos 6rbitas de tipo silla w;,
i=1,2,

l]_'(lz—k)'ul‘Uz
que se puede obtener como:

O3 (5,05 (I3, h)) =11 - (lo — k) - ug - up
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3
Fig. 4.12: C' = Br#D3 ~ int (W)
=1

C' > [Br#D3® —int (W)|UT

2. Consideremos ahora que C = Br# D? —int (W) ; en este caso, la fron-
tera de C' estd compuesta por el bitoro sz, la 2-esfera B2 y un toro
separador que corresponde al entorno regular de una 6rbita repulsora.
Como en el caso anterior,

CUTXBr#D*=58%2x St -’

Asi, dependiendo de la variedad complementaria, pueden darse dos
Casos:

M il
g >
2.1 SiC'> Br#D?— int (W])  U7T*UT2, la cadena de érbitas

=1
periédicas asociada al flujo estard formada de nuevo por
ll-(lz—k‘)-ul-uz

donde k es la componente de la cadena de Hopf local I, con indice
0, (figura 4.13).
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2.2 Si C" = [Br#D? —int (W)] U, por ser W y W’ locales (figura
4.14), podemos encontrar dos 3-celdas tales que W y W' estén
sumergidas en ellas y junto con los toros locales (D? x St ki),
(D3 x St k) de indices a y 2 — o, respectivamente forman sendas
descomposiciones de S° en asas redondas. Asf, las cadenas en los
centros de dichas descomposiciones junto con las érbitas de tipo
silla forman la c%dena aso,ciaga al flujo NMS:

ll — k’ia) : lz — ng—a) cUL - U2

que puede obtenerse como:

03 (lz, 03 (ll, h)) = (ll — ]{31) . (lz — ]{I) s UL - U2

%

Fig. 4.14: C = BT#D3 —int (W), C' = [Br#D? — int (W')| U

3. Si C =Ty x[0,1]#T? x [0,1] se obtiene pegando una 1-asa no sepa-
radora sobre dos toros locales, utilizando curvas triviales, de manera
que las coronas que limitan cada ¢; verifican Aé- C D? con j = 0 para
t=1yconj=1parai=2.

Las componentes de la frontera de C' son dos toros separadores y dos no
separadores, por lo que para completar la variedad hemos de utilizar

otra asa ampliada C’ con dos componentes de la frontera toroidales,
tales que puedan identificarse con las de C. Existen dos posibilidades:

318 C" = C =Ty x[0,1]#7T? x [0,1] es local, entonces las com-
ponentes separadoras de las fronteras de ambas asas ampliadas
quedan enlazadas y, por ser locales, es posible encontrar sendas
3-celdas tales que contengan cada una de ellas una descomposicién
de S3. De este modo, la cadena asociada al flujo NMS es, en este
caso,

l1-12~u1~u2



112

CAPITULO 4. CADENAS CON INDICES EN 52 x St

3.2 SiC' = D? x S*#T? x [0, 1] es local, al identificar las componentes
no separadoras de su frontera con las correspondientes de C, la
unica componente separadora de C" queda enlazada con una de
las respectivas componentes toroidales separadoras de la frontera
de C. Denotemos por Oy y (5 a las componentes conexas de S? x
St — C con frontera separadora y por Cj a la componente conexa,
de S? x S* — C' con borde separador. Asi, es posible encontrar
sendas 3-celdas B;, i = 1,2, en 2 x St tales que C1UC) = S® C By
y Cy U (D? x S k) C B, donde D? x S es un asa de indice 2,
y definen la suma conexa S? x S = §2 x S14:5345%. La cadena
de 6rbitas periddicas asociada al flujo es, por tanto,

ll-(lg—k)-ul-uz

4. Si C = D? x ST#T? x [0,1], se obtiene pegando una l-asa no sepa-

radora sobre un toro local, utilizando curvas triviales, de manera que
las coronas que limitan cada ¢; verifican A; C D? con j =0 parai =1
ycon j = 1parai =2y D5 C D? (o D? C D?). Las componentes
de la frontera son dos toros no separadores y un toro separador local.
Del mismo modo que en el caso anterior, es necesario pegar a C otra
asa ampliada C’ identificando las componentes no separadoras de sus
fronteras para completar la variedad. Hay dos posibilidades:

4.1 Si C" = O = D? x S*#7T? x [0,1], las dos componentes de la
frontera toroidales y separadoras pueden aislarse mediante sendas
3-celdas en S? x S'. Empleando razonamientos andlogos a los
expuestos en casos anteriores, podemos afirmar que la cadena
asociada al flujo en este caso es

3 - 3 -
l]_ — k’ia) . lz — knga) s U1 - U2

4.2 Para C" = Ty x [0,1] #T? x [0,1], la descomposicién en asas re-
dondas asociada ha sido ya descrita en el caso 3.2, siendo la cadena
resultante

ll-(lz—k)-ul-uz

Si C = F, x S, se obtiene pegando una 1-asa no separadora sobre un
toro local empleando curvas de pegada esenciales longitudinales; Las
componentes de la frontera de C' son dos toros no separadores enlazados
y un toro separador local. Obviamente, para completar la variedad es
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necesario utilizar otra asa ampliada C’ con dos componentes de la fron-
tera no separadoras y enlazadas, para poder efectuar la identificacion;
esto deja una séla posibilidad: C' = C’. Las componentes separadoras
de 0C' U 9C" pueden sumergirse en 3-celdas disjuntas, de manera que
siguiendo razonamientos andlogos a los desarrollados en casos anteri-
ores, la cadena asociada al flujo NMS es
3 - 3 -
l]_ — k’ia) . lz — knga) s U1 - U2

|

Ademas, en el capitulo siguiente, veremos que la composicién de los flujos
NMS descritos por estas cadenas es a su vez un flujo NMS, obteniéndose
que es posible recomponer la variedad S? x S! a partir de un ntimero par
de asas ampliadas cuyas componentes no separadoras de la frontera sean
bitoros y esferas. Si las componentes no separadoras de la frontera de las asas
ampliadas son toroidales, también es posible recomponer S? x S*, aunque el
nimero de asas ampliadas no es necesariamente par.

Los resultados obtenidos permiten resumir el tipo de nudo de las 6rbitas
silla. Asi, las érbitas locales de tipo silla u que pueden aislarse del resto de
la cadena mediante una 3-celda provienen de las operaciones Oy, O,, Oz, O7;
si no pueden aislarse del resto de la cadena mediante una 3-celda pero son
asimismo locales, se han obtenido mediante la operacién O, y, finalmente, si
las orbitas de tipo silla u son todas globales, podemos afirmar que la cadena
proviene de la aplicacién de las operaciones Os y Og.
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Capitulo 5

Flujos NMS sobre 52 x 51

En este capitulo llevaremos a cabo un estudio de los flujos NMS, con distintos
intereses: por un lado, demostramos de forma univoca que las unicas 3-
variedades que admiten un flujo NMS con 0 6 1 6rbitas periddicas de tipo
silla son los espacios lenticulares (seccién 5.1); en particular, S x St. Veremos
ademds que en algunos casos este flujo es una suma conexa de flujos (seccién
5.2) sobre una variedad que es, a su vez, suma conexa de variedades ( [13]).
En esta seccién dibujaremos el flujo completo para los sistemas NMS en 52 x
St con una érbita de tipo silla que son suma conexa de flujos, comprobando
lo enunciado anteriormente.

En la seccién siguiente también estudiaremos los flujos de sistemas NMS
provenientes de asas ampliadas construidas mediante pegadas esenciales.
Estos flujos son especialmente interesantes para el caso de sistemas
Hamiltonianos (capitulo 6).

Por otra parte, recordemos que, en el caso especifico en que el asa am-
pliada es del tipo Br#D3 — int (W) o Br#D3 — (int (W) Uint (W2)), la
descomposicién en asas redondas (que incluya a una de las anteriores) més
simple que podemos encontrar de S? x S consta de dos asas ampliadas (teo-
rema 12). Para estos casos, describiremos en la seccién 5.4 el fluyjo NMS
asociado a dicha descomposicién, teniendo en cuenta que dicho flujo estd
determinado por la existencia de un nimero par de érbitas de tipo silla.

Finalmente, veremos que los flujos NMS asociados a las cadenas de tipo
[ - u son propios de S? x S* si | es una cadena con una unica componente
conexa (proposicién 62).

115
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5.1 Espacios lenticulares

Los espacios lenticulares fueron definidos en primer lugar por Tietze [49], co-
mo los ejemplos mas simples posibles entre las 3-variedades obtenidas identifi-
cando caras de un poliedro. A. Hatcher proporciona, en [31], una clasificaciéon
de los espacios lenticulares, entre los que figura la variedad objeto de nuestro
estudio, S? x S*. A continuacién proporcionaremos la definicién de espacio
lenticular y mostraremos, en lineas generales, dichos resultados.

Definicion 60 Sean D; x S* y D, x St dos toros sdlidos y sean m; = {z;} x
OD? yl; = S* x {y;} los meridianos vy paralelos, respectivamente, de los toros
sélidos D; x S*, i = 1,2. Llamamos espacio lenticular, y lo denotamos
por L (p,q), a una 3-variedad que se obtiene a partir de Dy x S* y Dy x St
identificando sus fronteras de manera que el difeomorfismo

@:8D1x81—>8D2><Sl

identifica un meridiano m; a una curva de pendiente p/q, es decir, que rodea
el factor S* girando p veces en torno a un meridiano y q veces en torno a un
paralelo.

Asumimos la convencién de que un meridiano tiene pendiente co y un
paralelo tiene pendiente 0. El cociente p/q determina L (p, q) completamente,
ya que las circunferencias en 9D x S* estdn determinadas, salvo isotopia, por
sus pendientes, y una vez el disco meridiano del segundo toro sélido se ha
pegado al primero, sélo existe una forma de pegar la 3-celda restante.

Hasta el momento hemos estudiado dos variedades que pueden construirse
como la unién de dos toros sélidos Dy x Sty D, x S* tales que

i ¢ ¢
'Dix St N 'D, xSt = 8Dy x St = AD, x §*

Dependiendo de la manera en que identifiquemos, una a una, las curvas
esenciales en la frontera de los toros, la variedad obtenida puede ser S° =
L(0,1) 0 5% x S* = [L(1,0).

En particular, 71 (L (p,q)) = Z,. Esto puede deducirse directamente de
la definicién de L (p, q) ya que el disco meridiano del segundo toro sélido se
pega a D? x ST a lo largo de una circunferencia que rodea el factor S* g veces,
por lo que la siguiente pegada de la 3-celda no tienen efecto sobre 7;. Debido
a que m1 (L (p,q)) = Z,, q estd determinado de forma uncia por L (p,q) , ya
que siempre consideramos q > 0.

Sin embargo, existe cierta ambigiiedad respecto a p. En primer lugar,
podemos reelegir el paralelo en D? x S* afiadiendo un cierto niimero de giros
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en torno al meridiano. Esto cambia la pendiente de la variedad en un nimero
entero, tal que L (p,q) = L(p',q) si p = p(modq). Asimismo, cambiar la
orientacién de D? x S cambia el signo de los giros, por lo que L (—p,q) =
L (p,q) (ndtese que no especificamos la orientacién de L (p, q)). Finalmente,
podemos intercambiar los papeles de los toros sélidos en la definicién de
L (p,q), reemplazando ¢ por 1.

Nuestro interés en este tipo de espacios radica en que son las 3-variedades
que admiten un flujo NMS con una o ninguna érbita de tipo silla (véase [13]).

Teorema 13 Sea M una 3-variedad orientable, simple, compacta y sin fron-
tera. Si M admite un flujo NMS con O 6 1 orbitas de tipo silla, entonces M
es un espacto lenticular.

Demostracion. Bajo la hipétesis de la existencia de un flujo NMS y
aplicando la proposicién 41 de Morgan [41], M admite una descomposicién
en asas redondas. Ademds, por hipétesis, esta descomposicién tendrd como
méximo un asa ampliada, ya que hay en ella 0 6 1 érbitas de tipo silla.

Denotemos por r el mimero de 6rbitas periédicas de tipo silla de la
variedad.

Si no hay ninguna o6rbita de tipo silla, la variedad se construye pegando
una 0-asa redonda y una 2-asa redonda. Por definicién, M es en este caso,
un espacio lenticular.

Si hay mads orbitas periddicas atractoras y repulsoras, es necesaria una
separatriz entre las respectivas regiones de atracciéon. De este modo, deberd
existir, al menos, una érbita de tipo silla.

Por otra parte, si hay una érbita de tipo silla, ésta proviene de pegar una
1-asa redonda a un toro o a una unién de toros.

Cuando la 1-asa redonda es orientable puede pegarse mediante circulos
esenciales o no esenciales, mientras que si la 1-asa redonda es no orientable,
s6lo puede pegarse mediante circulos esenciales a un toro, como se ha de-
mostrado en el lema 43 y el teorema 11. Ademds, debido a la existencia de
una unica orbita de tipo silla, quedan descartadas las asas ampliadas de los
tipos (1), (2) y (8) en el teorema 11, ya que en estos casos son necesarias
al menos dos asas ampliadas para completar la variedad. De esta forma eli-
minamos aquellos casos en los que, en la frontera de una descomposicién en
asas redondas de M pueden existir componentes no toroidales.

Pegamos la 1-asa a toros repulsores sobre la variedad estable de la érbita
de tipo silla. De este modo, el asa ampliada resultante se comporta como un
toro repulsor. Para completar la variedad, identificamos las componentes del
complementario con 0-asas, si su borde pertenece a 0 C'; asimismo, identi-
ficamos cada una de las restantes componentes del complementario con una
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2-asa, hasta obtener un toro sélido que se comporta como un toro repulsor
global, que denotaremos por D; x St. Por tanto, sobre ¢l puede pegarse una
2-asa, que denotaremos por D, x S, para completar el fluyjo NMS. La va-
riedad M se reconstruye pegando sobre sus fronteras dos toros sélidos: un
toro repulsor, obtenido a partir del asa ampliada, y otro atractor. Asi, pode-
mos afirmar que M es un espacio lenticular L (p, q) , donde p, ¢ € Z dependen
del homeomorfismo que identifica las fronteras de ambos toros. m

Nétese que, se encuentran descomposiciones de S? x S! con compo-
nentes no toroidales de la frontera de las asas ampliadas; esta descomposicion
exige un nimero par de orbitas de tipo silla, ya que el complementario de la
variedad en estos casos es necesariamente otra asa ampliada con las mismas
componentes no toroidales de la frontera.

Dado que la existencia de una descomposicién en asas redondas de la
variedad es condicién necesaria y suficiente para que dicha variedad admita
un flujo NMS, resulta interesante conocer cémo es el flujo NMS asociado a
las asas ampliadas que definen la descomposicién. En las secciones siguientes
estudiaremos los flujos bésicos en S? x S* con una o dos érbitas de tipo silla,
entendiendo como bésico aquel flujo obtenido a partir de una descomposicién
en asas redondas de la variedad con el minimo nimero de asas ampliadas
posible.

5.2 Suma conexa de flujos

La suma conexa de toros se obtiene al pegar una 1-asa redonda por medio de
una o dos curvas no esenciales (K. Yano [53], M. Wada [51], etc). En el lema
43 y el teorema 11 se han clasificado las diferentes sumas conexas en funcién
del tipo de pegada empleado. A continuacién definiremos la suma conexa de
flujos (véase [42]), y veremos que el flujo asociado a la suma conexa de toros
corresponde a la suma conexa de los flujos de cada uno de los toros.

Definicion 61 Sean ¢, y ¢, flujos NMS sobre las variedades tridimensio-
nales My y M, respectivamente. Sean D3 C M;, i = 1,2, las 3-celdas tales
que @, es transversal a OD? excepta en dos puntos de las circunferencias o;
situadas sobre el ecuador. Sea B; "B; la parte de la frontera a través de
la cual las trayectorias de @; entran (salen) de OD?. Dejando a un lado los
circulos mdzimos o; denotamos los flujos modificados por @,.
Identifiquemos las fronteras de las variedades My — D3 y M, — D3 con un
homeomorfismo que invierta la orientacion, h : 0D3 — OD3, tal que

i ¢ i ¢ .
h B =B,, h B =B;, h(o1)=o0;
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Asi los flujos @1 y ¢, proporcionan un flujo ¢ sobre My# M, con una orbita
tipo silla en o;. El flujo ¢ recibe el nombre de suma conexa de los flujos
$1 Y P2

A continuacién mostraremos los flujos NMS sobre S2 x S! correspon-
dientes a las asas engordadas obtenidas en el teorema 11 que son suma conexa
de variedades y demostraremos que sus correspondientes flujos son también
suma conexa de flujos.

Suma conexa T x [0, 1|#713 x [0, 1]

Esta asa ampliada se obtiene al pegar una 1-asa redonda a dos toros disjuntos
mediante dos circulos no esenciales (caso (3) del teorema 11). Denotemos
por ¢; v ¢, los flujos correspondientes a cada T; x [0,1], i = 1,2, tales que
0_C =Ty x {0} UT, x {0}. Consideremos dos discos D? sumergidos en
T; x [0,1], i = 1,2, transversalmente a los flujos respectivos. Tal y como
se ha visto en la definicién de flujo conexo, al definir una aplicacién h que
invierta la orientacion entre las fronteras D2, el ecuador de la resultante
OD?® se convierte en una 6rbita de tipo silla separada del resto de 6rbitas
periddicas de la variedad. Las componentes del complementario son toros
sélidos en cuyos centros hay érbitas atractoras o repulsoras de acuerdo con
la direccién del flujo en la frontera. Dichas componentes son tres: una de
ellas es incompresible en la variedad, cuya frontera es precisamente 77 x {0},
y las otras dos estdn enlazadas entre si y estdn sumergidas en la 3-celda

D3. Nétese que una de estas componentes enlazadas tiene como frontera a
T2 X {O}

Fig. 5.1: Flujo NMS conexo de 17 X [O, 1] #T, X [O, 1].
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Para obtener el flujo conexo es necesario tener en cuenta que el asa re-
donda se ha pegado de forma trivial a los toros, asi que el comportamiento
del flujo debe ser no esencial; es decir, las variedades estable e inestable de la
orbita silla deben ser triviales respecto de las érbitas atractoras y repulsoras,
ya sean locales o globales. El flujo conexo resultante puede verse de forma
genérica en la figura 5.1.

Para tener un flujo NMS sobre S? x St uno de los toros debe ser global (sea
Ty x [0, 1]), por lo que tendremos una 6rbita periédica global repulsora. Dado
que Ty x [0,1] estd sumergido en una 3-celda D3, las érbitas periédicas de
su interior serdn locales y estardn enlazadas, obteniéndose una (0, 2)-cadena
de Hopf local. Por supuesto, la érbita de tipo silla en el ecuador de D3 es
también local. Como hemos visto, para recomponer S? x S! se necesita un
érbita global atractora en el complementario (figura 5.2).

Fig. 5.2: Flujo NMS conexo de 11 X [0, 1] #7173 x [0, 1] en 52 x St

Suma conexa D? x S1#T?%x[0,1] Denotaremos por ¢, y ¢, los flujos sobre
My = D? x Sty M, = T? x [0, 1], respectivamente. Consideremos ademds
las 3-celdas D3 C My y D3 C M, tales que ¢; y ¢, son transversales a sus
fronteras. Sabemos que & C = T? x {0} obien d_C =T?x {0} UID? x S*,
por lo que M; puede ser una 2-asa o una 0-asa, respectivamente.

En el primer caso, el asa ampliada ha sido obtenida pegando una 1-asa
sobre un toro mediante dos curvas triviales (véase el teorema 11). Para con-
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servar el tipo de homotopia de las curvas, las variedades estable e inestable
de la orbita silla deben ser triviales respecto de las érbitas atractoras y re-
pulsoras (figura 5.3).

Fig. 5.4: Flujo NMS conexo de D? x ST#T? x [0,1] con _C = T? x {0} sobre
5% x St

Por otra parte, para estudiar el flujo conexo ¢ en S? x S* ha de tenerse en
cuenta el cardcter local o global de las érbitas periédicas. En nuestro caso, el
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disco D?® contiene a una érbita atractora y a una de tipo silla, cuyo caracter
local se hace evidente. Asi, My, situado en S? x ST — D3, es global en S? x St
y, consiguientemente, tanto la érbita repulsora como la érbita atractora, en
el complementario de la variedad, son ambas globales. Puede observarse el
flujo resultante en la figura 5.4.

Si 0 C =T?x {0} UdD? x S el asa ampliada resulta de pegar una
1-asa sobre dos toros respulsores mediante una curva esencial y otra trivial
(véase teorema 11). Una de las componentes de la variedad estable de u debe
acercarse de modo esencial a la érbita repulsora situada en el complementario
del asa ampliada, y de modo trivial a la érbita repulsora situada en el interior
de la 3-celda (o a la inversa). Puede observarse el flujo conexo ¢ en las figuras
5.5 (curva esencial paralelo) y 5.6 (curva esencial meridiano).

0 C=T?x{0yudD? x St

Fig. 5.6: Flujo NMS conexo de D? x S1#T7? x [0, 1] con
0 C=T?x{0yudD? x St
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Al estudiar el flujo conexo sumergido en S? x S!, destaca el cardcter
local de la (0, 2)-cadena de Hopf cuando la curva de pegada esencial es un
meridiano, y global cuando dicha curva es un paralelo, asi como de la érbita
de tipo silla. Por otra parte, la variedad M; es global en el primer caso y
local en el segundo, y por tanto la érbita repulsora en el complementario del

asa ampliada sera global o local, respectivamente (véanse las figuras 5.7 y
5.8).

=

I \
[ ___ / s % (/ \\
) = | \
(4\;\/ e }
T |

Fig. 5.8: Flujo NMS conexo de D? x S*#T? x [0,1] (b) en 52 x St
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Suma conexa D? x S'#D3 x S! Esta variedad es topolégicamente
equivalente al asa engordada obtenida al pegar una 1-asa redonda a un toro
T? mediante una curva esencial y una trivial (caso (5) del teorema 11).

Denotamos por ¢; ¥ ¢, a los flujos sobre D? x Sty D3 x S, respectiva-
mente. Entonces uno de ellos, ¢;, serd el flujo de una 0-asa redonda, y ¢,
serd el flujo asociado a una 2-asa redonda, ambos transversales a la frontera
de cada toro sélido, pero en sentidos opuestos. Consideremos ademds dos
bolas D3, i = 1,2, inmersas en D? x S, respectivamente, siendo la frontera
de cada una de ellas transversal al flujo.

Identificamos las fronteras de D? x S* — D? i = 1,2, mediante el homeo-
morfismo h. Como en los casos anteriores, las variedades estable e inestable
de la érbita de tipo silla se acercaran esencial o trivialmente a las correspon-
dientes orbitas periddicas. El flujo resultante puede observarse en la figura
5.9.

Fig. 5.9: Flujo NMS conexo de D% X Sl#D% x St

Asimismo, las componentes conexas del complementario de C' tendrdn
cardcter global o local dependiendo de la construccion del asa ampliada. El
flujo NMS en S? x S? puede verse en la figura 5.10.
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Fig. 5.10: Flujo NMS conexo de D% X Sl#Dg x St en S% x St

Suma conexa S? x S'#T? x [0,1] Esta variedad se obtiene, como se de-
mostré en el teorema 11, pegando una 1-asa sobre un toro local empleando
curvas triviales ¢; tales que las coronas que limitan cada ¢; = D? verifican
Aé- CD?conj=0parai=1,j=1parai=2y D?N D35 = (). En este
caso, las dos componentes conexas de S? x S — C estdn sumergidas en la
3-celda cuya frontera define la suma conexa. Identificaremos dichas compo-
nentes conexas con una 0-asa y una 2-asa locales. Al igual que en los casos
anteriores, el cardcter no esencial de las curvas de pegada se refleja en las
variedades invariantes de la 6rbita de tipo silla asociada a la 1-asa (fig. 5.11).

Fig. 5.11: Flujo NMS conexo de S? x ST#T? x [0,1] en 52 x St
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5.3 Flujos asociados a pegadas esenciales

Para completar el estudio, incluiremos también los flujos corresleondlentes
a la variedad F,+3 x S* y a las variedades D? x St —int Wy K3 —
int (W) . Veremos que tenemos distintos flujos correspondientes a la variedad
F,+1 x St dependiendo de las distintas formas de _pggar la 1-asa, mientras
que los flujos correspondientes a D? x St — int "W y K3 —int (W) son
equivalentes, invirtiendo la orientacién.

a) Si se ha obtenido el asa ampliada Fj,+1 x S* pegando la 1-asa redonda
mediante dos curvas esenciales longitudinales a uno o dos toros globales,
las componentes conexas del complementario del asa ampliada son una
0-asay dos 2-asas, en el caso 0 _C' = T?x {0}, o bien el complementario
de C estd formado por dos 0-asas y una 2-asa en el caso d_C = T? x
{0} UT? x {0} . Ademés, en el primer caso, la 6rbita periédica situada
en el centro de una de las 2-asas, junto con la érbita de tipo silla son
(p, q)-cables de la érbita situada en el centro de la 0-asa.

Dado que es necesario conservar el tipo de homotopia de las curvas,
las variedades estable e inestable de la érbita de tipo silla tienden de
forma esencial a las 6rbitas. Podemos observar el flujo descrito en las
figuras 5.12 y 5.13.

Fig. 5.12: Flujo NMS de Fpyqg X Stcond C=T? x {0},p=1
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Fig. 5.13: Flujo NMS de F' X St con 0 C= T? x {0} UT? x {0}

Si analizamos el flujo del asa sumergida en la variedad S? x S*, notamos
que el asa ampliada se comporta como un toro repulsor global y que
todas las drbitas son globales y estdn enlazadas. El flujo resultante en
52 x St se muestra en las figuras 5.14 y 5.15.

Fig. 5.14: Flujo NMS de Fp4+q X St con 0 C= T? x {0}, p=1en 5?2 x St
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Fig. 5.15: Flujo NMS de F' X ST con & _C' =T? x {0} UT? x {0}, en
S2 x St

b) Supongamos que se ha obtenido F» x S! pegando la 1-asa redonda
mediante dos curvas esenciales transversales a un toro global o longitu-
dinales sobre un toro local. Las componentes conexas del complemen-
tario son una 0-asa local y dos 2-asas en el primer caso y dos 0-asas y
una 2-asa local en el segundo; la 6rbita de tipo silla es asimismo local.
Como ademsds la pegada es esencial en ambos casos, el flujo es inverso
uno respecto al otro (véase la figura 5.16). Por otra parte, dado que el
asa ampliada se ha construido pegando una 1-asa mediante dos curvas
esenciales, las variedades estable e inestable de la 6rbita de tipo silla
han de comportarse de modo esencial respecto de las érbitas periddicas.
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Fig. 5.16: Flujo NMS de F» x St (b)

El comportamiento de esta asa ampliada en S? x S* es el de un toro

repulsor (atractor) global y el flujo resultante se muestra en la figura
5.17.

Fig. 5.17: Flujo NMS de F5 x St (b) en S% x S*
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c) Si una l-asa se pega de forma esencial a un toro local y otro global,

enlazados entre si, y se emplea para ello una curva longitudinal sobre
el toro local y otra transversal sobre el toro global, el asa ampliada
se comporta como un toro repulsor. Las componentes conexas de su
complementario son dos 0-asas, una de ellas incompresible en C, y una
2-asa, tales que la orbita de tipo silla y el centro de la 0-asa local son
meridianos del centro de la O-asa global. Ademds el comportamiento de
las variedades invariantes de la 6rbita de tipo silla es esencial respecto a
las érbitas de la cadena. Puede observarse el flujo sobre el asa ampliada
en la figura 5.18.

Fig. 5.18: Flujo NMS de F5 x S? (¢)

Consideremos dicha asa ampliada sumergida en S? x S? : la érbita
repulsora incompresible en el asa ampliada es global, asi como la érbita
atractora del complementario. Las restantes 6rbitas son locales, ya que
al ser meridianos de la primera, pueden sumergirse en una 3-celda. El
flujo resultante se muestra en la figura 5.19.
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Fig. 5.19: Flujo NMS de F» x St (c) en S? x S*

d) Elflujo NMS asociado al asa ampliada D? x S*—int IW¢ , €s equivalente
al asociado a K* —int (W) invirtiendo la orientacién. En ambos casos,
el complementario del asa ampliada tiene dos componentes conexas:
una de ellas, de frontera T2 x {0}, es una 0-asa y la restante es una
2-asa, ambas globales.

i—¢
El centro de la 0-asa es, en el caso D? x S* — int |I/V , un (2, q)-cable
de la 6rbita de tipo silla u; respectivamente, la 2-asa es un (2, ¢)-cable
de la 6rbita de tipo silla en K3 — int (W).

Al igual que en los casos anteriores, dado que la curva de pegada de
la 1-asa es esencial, las variedades estable e inestable de la érbita de
tipo silla han de comportarse asimismo de manera esencial respecto a
las 6rbitas atractora y repulsora.

Al considerar tanto el asa ampliada como su flujo asociado sumergidos
en S? x S, observamos que dicha asa engordada se comporta como un
toro repulsor global, siendo todas las drbitas descritas globales en la
variedad. En las figuras 5.20 y 5.21 se muestra el flujo resultante.
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¢

—int W en S22 x St

Fig. 5.20: Flujo NMS de D? x S*



5.3. FLUJOS ASOCIADOS A PEGADAS ESENCIALES 133

Fig. 5.21: Flujo NMS de K3 —int (W) en S? x S?
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5.4 Flujos NMS basicos asociados a cadenas
locales

En esta seccién mostraremos los flujos correspondientes a las descomposi-
ciones en asas redondas con componentes de la frontera no separadoras.
Dichas asas ampliadas fueron obtenidas en el teorema 11, y se caracteri-
zan por tener componentes de la frontera no toroidales, como bitoros BP y
esferas 82 no separadores o toros no separadores P2, Como se demostré en
el teorema, 12, para completar el flujo en S? x S es necesario construir una
descomposicién en asas redondas con al menos dos asas ampliadas tales que
puedan identificarse la componentes no separadoras de sus respectivas fron-
teras. Dichas descomposiciones dan lugar a cadenas locales con dos érbitas
de tipo silla como minimo; ademads, si las componentes no separadoras de la
frontera de las asas ampliadas son no toroidales, el mimero de érbitas de tipo
silla tiene que ser par (proposicién 62).

Teniendo en cuenta que las asas ampliadas han sido obtenidas pegando
de forma trivial una 1-asa no separadora sobre uno o dos toros, las variedades
invariantes de la érbita de tipo silla deberan comportarse asimismo de forma
no esencial respecto de las érbitas peridédicas situadas en el centro de las
0-asas y 2-asas.

Flujo asociado a dos asas ampliadas del tipo
Br#D3 — (int (W1) Uint (Wy))

Consideremos dos asas ampliadas del tipo Br# D3 — (int (W7) U int (W)),
que denotaremos por A; y Ay, de manera que las componentes conexas del
complementario son dos parejas de O-asas y 2-asas locales enlazadas entre si.

En la figura 5.22 representamos el flujo sobre las variedades M; = B #D3.
En esta figura las componentes de la frontera serdn aparentemente separado-
ras y el flujo pasard de una componente de S? x S a la otra atravesando,
tanto la frontera del bitoro, como la del disco D3.

Para visualizar este flujo en S? x S, hemos de tener en cuenta que las
componentes no separadoras de la frontera son identificadas entre si. Noétese
que, dado el cardcter no separador de algunas componentes de la frontera, una
componente de las variedades estable e inestable de cada érbita de tipo silla
(cuatro componentes en total) han de ”abrirse” para seguir las trayectorias
definidas sobre las componentes A; y A,. El fluyjo NMS completo puede
observarse en la figura 5.23.
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Fig. 5.22: Flujo NMS bésico asociado a dos asas ampliadas del tipo
Br#D? — (int (W1) Uint (W) .
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Fig. 5.23: Flujo NMS bésico asociado a dos asas ampliadas del tipo
Br#D? — (int (Wy) Uint (W3)) sobre 5% x St
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Flujo basico asociado a asas ampliadas de los tipos Br#D? —int (W)
y Br#D? — (int (Wy) U int (W>))

Del mismo modo que en el caso anterior, sea A; el asa ampliada Br#D? —
(int (Wy) Uint (W,)) v Az el asa Br#D3 — int (W) . Asi, las componentes
del complementario de dicha unién en S? x S? son una 0-asa y una 2-asa
locales enlazadas entre s{ y un asa redonda de indice 0 6 2.

Supongamos que A; contiene a la érbita de tipo silla u; y a las érbitas
repulsoras r1 y 12, centros de las respectivas O-asas mientras que A, contiene
a la orbita de tipo silla up y a la 6rbita atractora a centro de una 2-asa. En
otro caso el flujo es equivalente, pero invirtiendo la orientacién. En la figura
5.24 se puede observar el flujo sobre ambas componentes de la variedad.

Nuevamente son cuatro las componentes de las variedades estable
e inestable de ambas orbitas de tipo silla las que han de ”abrirse” para
seguir las trayectorias definidas sobre las componentes A; y A,. El flujo
NMS completo puede observarse en la figura 5.25.

Fig. 5.24: Flujo NMS bésico asociado a asas ampliadas de los tipos
Br#D? — (int (Wy) Uint (W3)) y Br#D? — int (W)
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Fig. 5.25: Flujo NMS bdsico asociado a asas ampliadas de los tipos
Bt#D3 — (int (Wh) Uint (W3)) v Br#D® — int (W) sobre 52 x St
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Flujo bésico asociado a dos asas ampliadas del tipo Br# D3 —int (W)

Consideremos dos asas ampliadas del tipo Br#D?® — int (W) . Las compo-
nentes conexas del complementario de su unién son una (-asa y una 2-asa
separadas cuyos centros, junto con las 6rbitas de tipo silla, generan el flujo
NMS. En la figura 5.26 se puede observar el flujo sobre ambas componentes
de la variedad.

Fig. 5.26: Flujo NMS basico asociado a dos asas ampliadas del tipo BT#D3 —int (W)

Del mismo modo que en el caso anterior, visualizaremos este flujo en
la variedad S? x S : son dos las componentes de las variedades estable e
inestable de ambas o6rbitas de tipo silla las que ”se abren” para seguir las
trayectorias definidas sobre las componentes no separadoras de la frontera
(véase la figura 5.27).

Ademss, es facil ver que S? x S puede recomponerse pegando por las
fronteras no separadoras un nimero par de asas ampliadas de los tipos ante-
riores. En la figura 5.28 puede verse una composicién de flujos asociados a
una, descomposicién de S? x S del tipo descrito.
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Fig. 5.27: Flujo NMS bésico asociado a dos asas ampliadas del tipo
BT#D? — int (W) sobre 52 x St
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Fig. 5.28: Flujo NMS asociado a asas ampliadas del tipo
B’]‘?@ED3 — (int (Wl) Uint (Wz))

Proposicidon 62 Las cadenas compuestas sélo por nudos locales son propias
de S? x S* sélo si tienen un nimero par de nudos triviales de indice 1 o si
son de la forma - u, siendo | una cadena con una unica componente conexa.

Demostracion. Dada una descomposicién en asas redondas de S? x
St con un nimero par de asas ampliadas de los tipos Br#D? — int (W) y
Bt#D? — (int (Wy) Uint (W5)), se obtienen cadenas locales con un nimero
par de 6rbitas de tipo silla. Como hemos visto, estas asas ampliadas son
propias de S? x S?.

Si tenemos una cadena de la forma [ - u, siendo [ una cadena con una
tinica componente conexa, esta cadena no es propia de S ya que para ello
[ tiene que provenir de las operaciones I, I1 y II1 (véase [12]), por lo que [
tendria mds de una componente conexa. H
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Capitulo 6

Sistemas Hamiltonianos
Integrables

Comenzaremos con el estudio de los sistemas Hamiltonianos integrables y la
topologia de las variedades subyacentes. Dividiremos el andlisis de los sis-
temas Hamiltonianos integrables en dos partes: en la primera presentaremos
los resultados de Fomenko sobre la caracterizacién topoldgica de 3-variedades
@ que son superficies de nivel de un sistema Hamiltoniano integrable me-
diante una integral de Bott. La idea subyacente es que si un sistema Hamil-
toniano es integrable sobre una superficie de nivel @) y la segunda integral
satisface ciertas condiciones sobre no degeneracion, entonces () admite una
descomposicién en bloques elementales que son 3-variedades relativamente
simples pegadas entre si por sus fronteras. Describiremos asimismo la relaciéon
entre el trabajo de Fomenko y sus colaboradores ([25], [26], [27]) y el de Asi-
mov, Morgan, Wada y otros que recientemente han contribuido al estudio
topoldgico de variedades que admiten flujos NMS. Asimismo, presentaremos
algunos resultados que relacionan las clases de variedades consideradas por
dichos autores.

En un segundo bloque, utilizamos la relacién entre dos teorfas paralelas
(flujos NMS por una parte y sistemas Hamiltonianos integrables por la otra)
y los resultados obtenidos en el capitulo 4 sobre la caracterizacién topoldgica
de cadenas de érbitas periddicas en S? x S* para obtener una caracterizacién
completa de los nudos y cadenas de érbitas periddicas de sistemas Hamilto-
nianos sobre S? x St (véase [23]).

143
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6.1 Sistemas Hamiltonianos integrables sobre

Q

Si, dado un campo vectorial v de una variedad N-dimensional M, pueden en-
contrarse r integrales independientes fi,..., f., entonces el orden del
correpondiente sistema de ecuaciones diferenciales decrece en un entero r.
Geométricamente ésto correponde a que las trayectorias integrales del sis-
tema v se mueven sobre superficies de nivel comunes de las integrales fi, ..., f;
que, en general, son (N — r)-subvariedades diferenciables en M. Entonces,
para una integraciéon completa del sistema necesitamos N — 1 integrales in-
dependientes. Asi, sus superficies de nivel comunes serian de dimensién 1 y
coincidirfan con las trayectorias integrales del sistema.

Sin embargo, a menudo no puede encontrarse un conjunto completo de
integrales o dicho conjunto simplemente no existe. En esos casos hemos
de conformarnos con diferentes tipos de ”integrabilidad parcial”. Para ello
han de verificarse ciertos requisitos: hemos de encontrar un conjunto de
integrales independientes f1, ..., f, tales que sus superficies de nivel comunes
sean suficientemente simples, por ejemplo, que todas ellas sean difeomorfas a
la misma variedad simple. Ademads, es también deseable que el sistema inicial,
restringido a la superficie de nivel comin, sea transformado en un sistema
organizado de forma sencilla, es decir, en el que las trayectorias integrales
admitan una descripcion simple.

6.1.1 EI teorema de Arnold-Liouville

Para algunos sistemas Hamiltonianos existe una integrabilidad parcial ex-
tremadamente aconsejable, para la cual la superficie de nivel comiin de las
integrales es un toro y la restriccion a éste del sistema inicial establece un
movimiento a lo largo del toro condicionalmente periédico. Nos referiremos
a este caso como integrabilidad conmutativa y la estudiaremos a conti-
nuacion con detalle.

Diremos que dos funciones f y ¢ estan en involucion sobre una
variedad simpléctica M de dimensién 2n si su corchete de Poisson es nulo.
En los sistema Hamiltonianos es suficiente encontrar tinicamente n integrales
en involucién para que la descripcién del movimiento de las trayectorias in-
tegrales sea lo bastante completo. En este caso, cada integral ”vale por dos”,
es decir, cada una de estas integrales permite disminuir el orden del sistema
no en una unidad, como en el caso general, sino en dos. El teorema de
Arnold-Liouville (véase [26]) demuestra que, dado un conjunto de integrales
independientes fi, ... , f, en una variedad simpléctica 2n-dimensional, las su-
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perficies de nivel comunes no singulares son uniones de toros, que llamaremos
en adelante toros de Liouville.

Definicion 63 Sea M una variedad diferenciable 4-dimensional, compacta
y simpléctica. Decimos que el sistema Hamiltoniano sobre M asociado al
Hamiltoniano H es integrable Liouville sobre una inica superficie de nivel
Q st existe una funcion f real diferenciable definida en un entorno U de Q)
en M tal que:

a) f y H son independientes,

b) el corchete de Poisson {f,H} : U — R depende sélo de la energia, es
decir, existe una funcion X : 8 — R tal que {f,H} = Ao H,

c) sih = H (Q) entonces X (h) = X (h) = 0.

Una funcién f con dichas propiedades recibe el nombre de integral del
sistema Hamiltoniano sobre (). Notese que esta propiedad es méas débil
que la de integrabilidad global sobre la variedad tetradimensional M pero,
en particular, cada sistema globalmente integrable serd a su vez integrable
en cada nivel de energfa.

Del teorema de Arnold-Liouville se deduce que todas las superficies de
nivel no singulares de f en () son toros de Liouville. Por tanto la va-
riedad @ estard foliada en toros en un entorno de todo f~*(a), siendo a un
valor regular de f. Las subvariedades criticas de f estaran asociadas a posi-
bles bifurcaciones sobre toros de Liouville. Diremos que una integral f es
orientable si todas sus superficies de nivel lo son. En particular si un sistema
admite una integral no orientable también admitird una integral orientable
(véase [26]).

Decimos que una integral f es una integral Bott sobre () si el conjunto
de los puntos criticos de f sobre () es la unién de subvariedades criticas
no degeneradas y disjuntas, es decir, si el Hessiano de f sobre los planos
normales a sus subvariedades criticas es no degenerado. De hecho, V. V.
Kalashnikov prueba en [35] que los sistemas Hamiltonianos Bott integrables
son genéricos.

6.1.2 Topologia de las variedades subyacentes

A la pregunta de si las superficies de energia constante no singulares de los sis-
temas Hamiltonianos integrables poseen caracteristicas que las distingan del
resto de 3-variedades diferenciables, Fomenko [25] respondié con una clasifi-
cacién completa de este tipo de superficies de nivel empleando variedades mas
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simples (llamadas ”ladrillos elementales”) tales que al combinarlas pegan-
dolas por sus fronteras podia generarse cualquier superficie isoenergética de
un sistema Hamiltoniano integrable.

Casasayas et. al. [15], [16] demostraron la equivalencia entre la clase de
variedades que admitfan una descomposicién en ladrillos elementales y la
clase de las que admite un flujo NMS, siguiendo la teoria de Morse. Repro-
duciremos a grandes rasgos estos razonamientos para, en la seccion siguiente,
aplicarlos a la variedad S? x S* como superficie de nivel de un sistema Hamil-
toniano Bott integrable.

Para establecer el resultado principal de Fomenko consideraremos los
siguientes cuatro tipos de 3-variedades o ”ladrillos elementales”:

I. El toro s¢lido D? x S*;
II. El toro grueso T? x [0,1];
III. Los "pantalones” F x S, donde F es un 2-disco con dos agujeros;

IV. Los ”pantalones no orientables”, es decir, el espacio fibrado de Seifert
cuya variedad de 6rbitas es el anillo y que tiene una fibra excepcional
de multiplicidad 2.

V. La botella de Klein "gruesa” K? x I, cuya frontera es un toro T2

De entre estos cinco tipos de variedades, sélo las tres primeras son inde-
pendientes desde el punto de vista topoldgico, ya que las dos tltimas pueden
descomponerse en combinaciones de las variedades I, I1 y I11.

i ¢ i ¢
A2 = '"pPust i mxst
3 2 2 1 I ¢
K° = K°xI=2D“x§ + FxS

A continuacién mostramos el teorema de clasificacién topolégica para su-
perficies de nivel tridimensionales de sistemas integrables, debido a Fomenko.

Teorema 14 (Fomenko [26]) Sea M una 4-variedad diferenciable y sim-
pléctica (compacta o no) y sea v = sgradH un campo vectorial Hamiltoniano
sobre M, donde H es una funcion hamiltoniana diferenciable. Supongamos
que el sistema es integrable Liouville sobre una superficie de nivel tridimen-
sional, no singular y compacta QQ de H, con una integral de Bott f. Sea m
el numero de soluciones periddicas del sistema sobre () sobre las cuales f tiene
un

mazximo o minimo local (luego las soluciones son estables). Sea p el nimero
de 2-toros criticos de la integral f (el mdximo o minimo de la integral); q el
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nimero de curvas criticas de la integral (trayectorias inestables del sistema)
con un diagrama de separatriz orientable; s es nimero de curvas criticas de
f con un diagrama de separatriz no orientable y r el nimero de botellas de
Klein criticas. FEsta es una lista erhaustiva de todas las variedades criticas
posibles de f sobre (). Entonces () se puede representar pegando ladrillos
elementales mediante difeomorfismos de toros de la frontera:

Q = m -IT+p - I1+q - 111
m-I+p- Il +q-I1I+s-1IV +7r-V

_ 2 1 L) 1 | ¢ A3 73
= m- D°xXS +p- T°xS5 +q- Fx8§ +s-A+r-K

Si la integral f es orientable, entonces r = 0.

Notese que, si f es una integral no orientable sobre @, entonces 71 (Q)) # 0
y el grupo 71 (Q) contiene a un subgrupo de orden 2. Si Q = S3, entonces
toda integral Bott de f sobre @ es orientable. Sin embargo, si Q = S? x S*,
dado que 11 (Q) = Z y contiene al subgrupo de los interos impares (de orden
2, ya que al sumar dos enteros impares, nos da un par), una integral Bott
f sobre S? x St puede ser orientable o no orientable. Si f es orientable,
entonces r = 0, es decir, el nimero de subvariedades criticas de f sobre )
homeomorfas a la botella de Klein es cero.

En muchos sistemas integrables las superficies isoenergéticas son a menudo
difeomorfas a la esfera S%, al espacio proyectivo RP?, al espacio lenticu-
lar L (p,q) o a la variedad S? x S. En [26] se prueba que, en un sistema
Hamiltoniano integrable mediante una integral Bott f sobre superficies de ni-
vel @ homeomorfas a una de las 3-variedades anteriores, si la integral f es
orientable, el niimero m de soluciones periédicas estables del sistema sobre
@Q es m > 2, mientras que si la integral f es no orientable, entonces para S°
m > 2, mientras que para RP3, L (p,q) o S? x S* tenemos m > 1.

En la seccién 6.2 efectuaremos un estudio exhaustivo del comportamiento

de las 6rbitas periddicas en un sistema Hamiltoniano cuya superficie de nivel
sea S% x St

La botella de Klein K2 como subvariedad critica de f sobre @

Consideremos la representacion de la botella de Klein K2 de la figura 6.1, de
modo que identificamos los lados superior e inferior manteniendo la
orientacién, mientras que al identificar los lados izquierdo y derecho, ésta
se invierte.
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Fig. 6.1: Botella de Klein K?2.

Denotamos por a y (3 los dos tipos de homotopia de las curvas sobre
K?2. El grupo de homotopia 71 (K?) estd generado por a y 3 con la relacién
aff = Ba~l. Segiin Godbillén [30], una curva cerrada en K? que no sea
contractible a un punto esta representada por uno de los siguientes elementos
(véase fig.6.2) :

O

oo oo (@ Cob

Fig. 6.2: (a) curva trivial en K2; (b) foliacién o; (c) foliacién ﬁz; curvas ﬁfla

El siguiente resultado establece, no sélo el tipo de érbitas periddicas que
se pueden encontrar sobre una superficie critica del tipo K? de un sistema
Hamiltoniano Bott integrable, sino que ademés todas las trayectorias sobre
K? son cerradas, i.e., érbitas periédicas.

Proposicion 64 En una botella de Klein K? critica de un sistema Hamil-
toniano Bott integrable no singular sobre la superficie de nivel Q) todas las
orbitas son periddicas del tipo 572 o 37 ta, n € Z.

Demostracion. Si la trayectoria sobre K? es cerrada, es una oérbita
periédica. Si, por el contrario, es abierta, su clausura es un conjunto de
dimensién dos ([26], pag.70). Sobre K? se verifica el teorema de Poincaré-
Bendixon, en el sentido de que si un conjunto limite no contiene un punto de
equilibrio es un ciclo ([38]). Por ello es incompatible que la clausura de una
trayectoria sea de dimensién dos con la exigencia de un flujo no singular. De
este modo, todas las érbitas son periédicas sobre K?2.
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Respecto a la segunda afirmacién, basta con descartar las curvas cerradas
triviales o las foliaciones del tipo a*?!. La regién limitada por una curva trivial
debe contener un punto de equilibrio, de forma similar a como ocurre en el
plano, lo que contradice la hipétesis de no singularidad. En una foliacién de
tipo «, la topologia de la botella de Klein obliga a invertir el sentido de la
orientaciéon de estas drbitas un nimero impar de veces. Por la continuidad
del campo esto no es posible sin que el campo se anule en algin punto
(basta considerar, por ejemplo, el minimo de la funcién que define el campo
sobre cada orbita periddica) entrando de nuevo en contradiccién con la no
singularidad del flujo. =

Como consecuencia de esta propiedad, el flujo es tansversal a una curva
de tipo «, definiendo un homeomorfismo que invierte la orientacién sobre esa
curva. Todo homeomorfismo sobre S' que invierte la orientacién tiene dos
puntos fijos que corresponden a dos érbitas periédicas del flujo. En la figura
6.2 se representan, entre otras, éstas érbitas de periodo 1. Ello nos permite
ampliar el concepto de érbita de tipo NMS.

Definicidn 65 Dado un Hamiltoniano integrable H sobre un conjunto de
nwel no singular ) por medio de una integral Bott f y dada una orbita
periddica vy, diremos que es una Orbita NMS si f () no es un valor reqular
de f, siy no estd en un toro critico de f o siy es una de las orbitas periddicas
de periodo 1 descritas en el pdarrafo anterior.

Lema 66 (Fomenko [26]) Los puntos criticos de wuna integral Bott
diferenciable f sobre una superfice de nivel no singular Q) llenan curvas criti-

cas diferenciables aisladas o toros bidimensionales diferenciables o botellas de
Klein.

De la demostracion de este lema se deduce que el flujo del sistema es denso
en una botella de Klein o en un toro critico, es decir, dada una trayectoria
integral no degenerada del campo vectorial v que parte de un punto critico de
la integral f, si la trayectoria es abierta, su clausura es un subconjunto conexo
bidimensional formado por puntos criticos de la integral. Por este motivo,
ambas superficies no pueden ser entornos regulares de érbitas periddicas.

Lema 67 (Fomenko [26]) Las curvas criticas de la integral f sobre @
pueden tener indice 0, 1 ¢ 2, mientras que los toros criticos o las botellas
de Klein sdélo pueden tener indice 0 ¢ 1.

Sin embargo, las superficies de energia no singulares de una integral f y

(2 son compactos y por el teorema de Liouville son localmente homeomorfos
a T2
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Fomenko prueba que, sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos
tnicamente al estudio de las integrales orientables. Es decir, considerando
la superficie () bajo un doble recubrimiento siempre podemos asumir que la
integral f es integrable.

Proposicion 68 Una drbita atractora y otra repulsora definen un flujo NMS
sobre K?2.

Demostracion. Un flujo no singular sobre la botella de Klein es transver-
sal a las 6rbitas de tipo . Ademds, K? se obtiene identificando dos curvas de
tipo « invirtiendo la orientacién y dos curvas de tipo § mediante un homeo-
morfismo que conserva la orientacion. Es fdcil ver cémo en este caso, el flujo
sobre K? va de la érbita atractora a la repulsora. m

6.1.3 Descomposicién en asas redondas de @

Morgan [41] y Asimov[3] probaron que una 3-variedad compacta y orientable
admite una descomposicién en asas redondas si y sélo si admite a su vez
un fluyjo NMS (véase las proposiciones 40 y 41). Sabemos ademds que las
subvariedades criticas de f sobre @ son homeomorfas a 7?. Al variar f,
mientras no pasemos por un valor regular, obtenemos un subconjunto de @)
homeomorfo a T? x I. El siguiente resultado ha sido obtenido también por
J. Casasayas [15].

Lema 69 (Campos [11]) Si Q es una superficie de nivel compacta y no
singular de un sistema Hamiltoniano integrable Liouville con una integral
Bott f, entonces Q) admite una descomposicion en asas redondas.

Demostracion. Consideremos el campo vectorial v = sgrad f definido
sobre ). Bastara construir un campo vectorial NMS v sobre ) tan préximo
a v como queramos.

El teorema de Liouville nos asegura que cada uno de los subconjun-
tos T? x I de Q estd foliado por toros invariantes. Sea (S x I;) x I una
referencia para T? x I. En (S x I;) C D? podemos considerar un sistema
de coordenadas polares (r,0) . Sea 7 el campo equivalente a v restringido a
la referencia. Modificamos 7 a 7 anadiéndole una componente radial arbitra-
riamente pequena. Sea ahora U el campo correspondiente a 77 deformado de
v. Entonces, T sobre T2 x I ya no tiene ninguna érbita periédica completa y
los toros limite serdn cruzados hacia fuera o hacia dentro por dicho campo,
segun el signo de la componente radial anadida.

Segiin Fomenko [26], variando f, los toros invariantes de los sistemas
considerados pueden sufrir alguna de las siguientes modificaciones:



6.1.

SISTEMAS HAMILTONIANOS INTEGRABLES SOBRE @ 151

. Un toro T? se contrae al circulo axial del toro sélido y después desa-

parece: T? — St — ().

. Dos toros T2 se acercan a lo largo de un cilindro, juntdndose en un solo

toro que después desaparece: 27?% — T? — ().

. Un toro 7% desdobla en dos toros manteniendo un circulo comin (silla

orientada), cuando ambos estan sobre la superficie de nivel de la integral
f: T? — 272

. Un toro T? da dos vueltas alrededor de otro toro 1?2, siguiendo la

topologia de una silla no orientada, estando sobre la superficie de nivel
de la integral f: T2 — T?.

. Un toro T? se transforma en una botella de Klein (cubriéndola dos

veces) y después desaparece: T? — K2 — ().

Analicemos en cada caso cémo construimos el flujo modificado .

. Hacemos tender la componente radial anadida ¢, diferenciablemente a

cero seglin nos acercamos al centro del toro sélido. La variedad critica
St pasard de ser una 6rbita eliptica a una atractora o repulsora.

Sea c; la constante radial correspondiente al 72 x I exterior. Asignemos
al T? x I interior junto con el toro critico un incremento radial igual a
c1. El resultado de pegar los conjuntos de toros es equivalente al 72 x I
inicial con 7.

. E1 St critico corresponde a una érbita hiperbélica, siendo los toros de

lo que es la frontera comun, sus variedades invariantes. Modificamos
esta configuracion mediantesun cambio arbitrariamente pequeno del

campo en un entorno de 7% ~ T2 y asignamos a los conjuntos de toros
S1

invariantes 2 y 3 (véase la figura 6.3) un ¢; de signo compatible con la

modificacion.
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S
Fig. 6.3: Flujo modificado en un entorno de T2 T?
S1

Extendemos diferencialmente el campo T sobre los conj1§1tos de toros
1, 2 y 3 a la modificacién hecha sobre un entorno de 72 ~ T72.

S1
Observemos que el signo de ¢ puede ser arbitrario, por lo que no existen
problemas de compatibilidad al modificar v a v en este caso y la érbita
periédica se mantiene como tal.

4. Este ultimo caso es una variante, en su tratamiento, del caso 3. Los
iterados sucesivos pg, p1, po,... saltan altenativamente de un toro in-
variante al otro (figura 6.4). Salvo ésto, los detalles son similares.

Y \\\
\\
< D \
) TN\ ya ”'\'\\”
\\ ‘ ) ‘ //
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S
Fig. 6.4: Flujo modificado en un entorno de T? ~ T?
S1

5. En la iltima bifurcacién de los toros de Liouville, se deforma el flujo
dentro de K? de modo que una de las dos érbitas de periodo 1 sea
atractora y la otra repulsora. Al considerar el sistema completo con la
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modificacién radial descrita, una de las drbitas 1-periddicas se conver-
tird en atractora y la otra en una 6rbita de tipo silla (figura 6.5).

Fig. 6.5: Orbitas NMS atractora y de tipo silla sobre K.

Como @ es compacta, tras un nimero finito de modificaciones de v, en
la forma descrita, obtenemos un campo v arbitrariamente préximo a v pero
que es de tipo NMS.

Para ver que la variedad () admite un fluyjo NMS tendriamos que com-
probar que no hay conexiones silla-silla. Si existiesen, podemos eliminarlas
mediante una pequena perturbacién en un entorno de la conexién silla-silla.
De este modo se obtiene la tesis del lema. m

Ademsds, dado que hemos relacionado los sistemas Hamiltonianos con
los sistemas NMS, podemos afirmar que los primeros también admiten una
descomposicién en asas redondas. Los siguientes resultados nos dicen, sin
embargo, que las descomposiciones en asas redondas admisibles en un sistema
hamiltoniano son las que se obtienen de pegadas esenciales. El resultado se
deduce del hecho de que si cualquier entorno de la érbita £ de indice 1 que
estd en el centro de la 1-asa redonda intersecta con un toro de Liouville
a lo largo de los anillos rodeados por circulos triviales, entonces habria un
disco invariante hacia delante o hacia atrds sobre ese toro. Esto es una
contradiccién, ya que el flujo sobre los toros de Liouville es conjugado a un
flujo lineal.

Lema 70 (Casasayas [15]) En la descomposicion en asas redondas asoci-
ada a la superficie de nivel no singular () de un sistema Hamiltoniano inte-
grable con una integral Bott f, las 1-asas redondas se pegan a los toros de la
frontera mediante curvas esenciales.
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6.2 Sistemas Hamiltonianos integrables sobre
S? x St

En esta seccién utilizaremos los resultados de las secciones precedentes para
proporcionar una descripcion de los nudos y cadenas de orbitas periddicas de
las sistemas Hamiltonianos Bott integrables sobre S? x S?.

6.2.1 Descomposicion en asas redondas

Consideremos S? x S' como superficie isoenergética de un sistema
Hamiltoniano Bott integrable (con una integral de Bott f orientable). Al
aplicar sobre S? x St el lema 69, concluimos que dicho sistema admite una
descomposicién en asas redondas y, por tanto, un flujo NMS. Asi, serdn
validos para este sistema Hamiltoniano los resultados obtenidos en capitulos
anteriores sobre flujos Morse-Smale no Singulares sobre S2 x S?.

Ademads, por el lema 70 asumimos que existe una descomposicién en asas
redondas en la que no todas las asas ampliadas son vilidas, sino sélo aquellas
obtenidas mediante pegadas esenciales de 1-asas redondas. Segtn el teorema
11 de clasificacién de asas ampliadas en S? x S*, dichas asas arnphadas sog
de los tipos T2 x [0,1] — (83 — N (k)) local, F x St D? x St ~ int "W
y K3 ~ int (W), donde W es un entorno tubular de una érbita periédica
repulsora y W es un entorno tubular de un (2, 1)-cable.

Proposicion 71 La botella de. Klgin K? es una superficie invariante de las
asas ampliadas D? x S* ~ int "W y K3 ~int (W).

Demostracion. En el asa ampliada K3 ~ int (1) la 1-asa no separadora
se pega sobre un toro global mediante dos curvas longitudinales; la érbita de
tipo silla y la repulsora r deben ser, por tanto del mismo tipo de homotopl’a.
En el centro de K se encuentra la botella de, Kl@ln K? =W? (u) U

Respecto al asa ampliada D? x S ~ int W , se obtiene pegando a un
toro global una 1-asa no orientable; en este Caso, las variedades estable e
inestable de la drbita de tipo silla siguen una cinta de Mobius, con dicha
orbita de tipo silla en el centro de la banda. La érbita atractora es un nudo
trivial paralelo a la ¢rbita silla u; de este modo la reconstruccién del flujo
equivale a pegar dos cintas de Mobius con las érbitas en su centro, por sus
fronteras. Asi, obtenemos la botella de Klein como variedad inestable de la
silla, junto con la érbita atractora, K2 = W* (u) Ua. m
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6.2.2 Cadenas con indices en un sistema Hamiltoniano
integrable sobre 52 x St

Sabemos por la proposicién 64 que en una botella de Klein K? critica de un
sistema Hamiltoniano Bott integrable no singular sobre () todas las érbitas
son periddicas delgipo 520 o™, n € Z. Por otra parte, las asas ampliadas
D?x St ~int W y K3 ~ int (W) de un sistema NMS sobre S2 x S sabemos
que aparecen también en la descomposicién en asas redondas de un sistema
Hamiltoniano sobre S? x S*. Se ha probado (proposicién 71) que la variedad
inestable (estable) de la 6rbita de tipo silla, junto con la érbita atractorg
(repulsora), forman una botella de Klein invariante K2 en D*x S* ~ int W
(resp. en K3 ~ int (W)) y se comprueba que tanto la érbita de tipo silla
como las érbitas repulsora y atractora son del tipo 372

Segtin el teorema 12, cada tipo de asa ampliada tiene asociada en S? x S*
determinado tipo de operaciones sobre cadenas de orbitas periédicas locales
y globales de la variedad. En el teorema siguiente estudiaremos qué tipo de
operaciones sobre cadenas de érbitas periédicas en S? x S* pueden darse en
los sistemas Hamiltonianos integrables. Denotaremos por P el conjunto de
orbitas de tipo NMS de H en Q.

Teorema 15 Sea Q ~ S? x S' una superficie de nivel no singular de un
Hamiltoniano H integrable sobre () mediante una integral de Bott orientable
f- La cadena con indices formada por las drbitas de P puede obtenerse
partiendo de cadenas globales y locales aplicando las operaciones O, Os y Og
del teorema 12.

Demostracion.  La primera implicaciéon de este teorema puede
obtenerse facilmente repitiendo los argumentos de la demostracién del teo-
rema 12 teniendo en cuanta que, como indica el lema 70, las tnicas asas
ampliadas que pueden aparecer en la descomposicién son las que correspon-
den a las operaciones Oy (para T2 x [0, 1] — (S® — N (k)) local y F, x S*), Os
(para Fj+1 X S*) y Og (para D? x St ~int (W) y K3 ~int(W)). =

De este teorema y de la demostracién del teorema 12 se deducen los
siguientes resultados inmediatos.

Corolario 72 Sea H un Hamiltoniano asociado a un sistema integrable so-
bre Q ~ S? x S mediante una integral de Bott orientable f. Si k es una
orbita periddica de H entonces k se obtiene a partir de (0,2)-cadenas de Hopf
globales y cadenas locales mediante sumas conexas y cableados.

Demostracion. Este resultado es inmediato a partir del teorema 15 y
del hecho que las operaciones de cableado y suma conexa de nudos y cadenas
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son las operaciones bésicas con las que se definen las operaciones Oy Os y
Og (véase el teorema 12). =

Definicion 73 Una cadena L es separable en S? x S* si existe una 2-esfera
separadora inmersa en la variedad que es disjunta con L y ademds separa
las componentes de L en subcadenas. De otro modo, diremos que L es NO
separable.

Corolario 74 Sea H un Hamiltoniano asociado a un sistema integrable so-
bre Q ~ S? x S* mediante una integral de Bott orientable f. Entonces, el

conjunto P de orbitas de tipo NMS de H en Q forma una cadena no separa-
ble.

Demostracion. Por la forma en que estdn definidas, las operaciones de
cableado y suma conexa de nudos y cadenas con las que se definen las opera-
ciones Os, Os y Og no dejan ninguna componente de las cadenas separada.
[

De este modo quedan caracterizadas las cadenas de érbitas periddicas de
tipo NMS que pueden darse en un sistema Hamiltoniano H integrable sobre
la superficie de nivel Q = S? x S*. En el capitulo siguiente aplicaremos estos
resultados sobre un problema de la Mecdnica Celeste cuyo espacio de fases
es, bajo determinadas condiciones, la variedad S? x S*.



Capitulo 7

Aplicacion a la Mecanica
Celeste

La variedad S? x S* aparece al estudiar el espacio de fases de problemas
clésicos de la Mecéanica Celeste, en particular en el problema de dos centros
fijos.

Una breve descripcién del problema nos llevard a la construccion del es-
pacio de fases global para cada uno de los rangos posibles de la energfa.
Una vez reconstruido dicho espacio de fases global, estaremos en condiciones
de aplicar sobre él los conocimientos que sobre la descomposicién en asas
redondas de la variedad S? x S' hemos adquirido en el capitulo 3. De
este modo seremos capaces de identificar por una parte, qué tipo de asas
ampliadas aparecen en la descomposicion en asas redondas de la variedad y
por otra, qué tipo de operaciones generan las cadena con indices globales en
cada caso.

7.1 Descripcion del problema de dos centros
fijos

Consideramos el movimiento de un planeta de masa mg atraido por dos astros
fijos con masas m y m’, respectivamente. Sean ademds r y 7’ las distancias
respectivas del planeta a m y m’ (véase la figura 7.1).

El Hamiltoniano de este problema puede expresarse como:
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(—c0) (60)

Fig. 7.1: Problema de dos centros fijos.
Para regularizar este problema aplicamos las coordenadas hiperbdlicas y
lo resolvemos de forma separada:
x = cosh & cosn —0<E< 0
y = sinh ¢ sinn 0<n<2rm
omitiendo el factor positivo m,, se obtiene:

1 1 i , Lt kcoshé+ K cosn
2 cosh? € — cos?n Pe P cosh? € — cos? 7

donde k = ym, (m+m') y k' = ym, (m —m’). Supondremos ademds que
m>m'yc=1, porloque k > k' > 0.

7.1.1 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones que describen el movimiento del sistema son:

- L .
£= cosh? £é—cos? i De
. o l .

= Cosh? £—cos2n P

_ . ¢
2-cosh¢-sinh & _%pg + %pn kcosh& —cosn + —1l . k sinh §

Pe = (coshzgfcos2 n)z cosh 5 cos2 7
o 2-cosn-sinn 1 1 B
Py = (cosh? ¢ —cos? n)” 5P¢ + 5Py — kcosh§ —cosn + m k' sinn



7.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE DOS CENTROS FIJOS 159

Estas ecuaciones pueden ser reescritas de forma separable mediante el
cambio de variables: tA 7 / % = cosh? € — cos?n de este modo, y para un
valor dado del Hamiltoniano H = h, las ecuaciones de movimiento quedan:

& = P

o _

B

lf = 2h -cosh¢ -sinh& + k - sinh &
T4 = 2h - cosn - sinn + k' sinn

Si a este resultado unimos las expresiones de los momentos generalizados,
tenemos:

&
17

g—.
%:i 2|F+kcosh§—|—hcosh2§
% =+ 2(G + K cosny — heos?n)

Las ecuaciones de movimiento admiten el escalado:

Pe=a-py pp=a-py, k=d -k K=d -k 7=3

a

El hecho de que las ecuaciones de movimiento permanezcan invariantes bajo
el cambio de escala indica que podemos fijar una de las constantes y con-
siderar sélo los casos k' =1 (luego k > 1) y k' = 0 (estudiaremos de forma
separada la singularidad m = m/). Abusaremos de la notacién en lo sucesivo,
denotando:

Pe=pe;, Pp=py kE=k

7.1.2 Separacion del sistema

Segtn los resultados obtenidos en [19], para un valor dado del Hamiltoniano
H = h, aparecen dos nuevas funciones:

2
F (€, pe) = % — kcosh & — heosh? ¢
2
G(n,py) = % — cosn + hcos?n
que definen un nuevo sistema Hamiltoniano, dependiendo de un parametro
h cuya funcién Hamiltoniana es K (h) = F(h) + G(h), tal que:

F
H—— 119
cosh® & — cos?n
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Asi, para el valor concreto H = h se verifica F' = —G.

Es posible resolver estas ecuaciones de forma separada para, posterior-
mente, estudiar la solucién global del sistema original empleando la condicion
F = —@ para cada valor de la energia h. Asi, se estudian las soluciones para
los momentos:

q ¢ P
pe =+ 2‘F+kcosh§+hcosh2§w, py =% 2(G+cosn— hcos?n)

para todos los valores posibles de la energfa ([17]).
Si la energfa es negativa, las soluciones en el espacio de fases (€, pe) pueden
verse en las figuras 7.2 y 7.3.

Fig. 7.2: E.f. (€, pg) para h < —4& Fig. 7.3: E.L. (€, pe) para h > —

ISTES

Las soluciones en el espacio de fases (1, p,) pueden verse en las figuras
74y 7.5.

Fig. 7.4: Ef. (n,p,,]) para h < —% Fig. 7.5: E.f. (n,pn) para h > —%

La combinacién de los espacios de fases separados 7.3 y 7.5 sélo se da en
el problema de Kepler, en el que la masa de uno de los dos astros se considera
nula. Nuestras hipétesis de partida exigen masas m > m’ > 0, por lo que
ésta no es una posibilidad admisible.
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7.2 Descomposicion en asas redondas

A continuacién se obtiene el espacio de fases global en todos los rangos de la
energfa, pudiéndose observar en cada caso la estructura de las 6rbitas NMS en
52 x St para cada uno de los rangos de h [18]. Partiendo de estos resultados,
se estudiard la descomposicién en asas redondas de cada uno de ellos (véase

[20], [21])

7.2.1 Construccion del espacio de fases completo

Encontraremos tres estructuras diferentes del espacio de fases global, en otros
tantos rangos de la energia h. Ademds, analizaremos algunos casos limite
cuyo espacio de fases global no es S? x S, sino dos copias de la esfera S°.
En el siguiente diagrama (figura 7.6) mostramos, coloreadas, la regiones del
espacio (k,h) en las que el espacio de fases del sistema es S? x St o S2,
distinguiendo los casos en funcién de la energfa del sistema y de la relacién
entre ésta y k, como se detalla a continuaciéon. Esta distincién se basa en
el estudio de la regién de Hill asociada a cada rango de la energfa: segiin si
dicha regién es conexa o no tenemos una o dos copias del espacio de fases,

y segin sea esta regién un disco o una corona obtenemos como espacio de
fases S°® 0 S2 x St

Erpario de fases completo para k=1

N /g

1 11 12 1z 14 15 16 17 18 18 32
&

Fig. 7.6: Espacio de fases S? X St en funcién de k vy h
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Caso 1: h > —3

. . . 2
Para valores de la energia h > —%se verifica necesariamente que G = —% >

h + 1 (por ser k > 1), cuyos espacios de fases separados son 7.3 y 7.5, en
los que representamos las curvas de nivel correspondientes a las funciones
hamiltonianas separadas:

1
§p§ — kcoshé —heosh®’¢é = F

1
§p727 —cosn+hcos’ny = G

provenientes de la funcién hamiltoniana:

1 1 ¢ .
H= — p24+p? —kcosh& — cos
cosh® & — cos?n 2 e P : 1

Consideramos en primer lugar la proyeccién del espacio de fases completo
(tetradimensional) para = 0. Para un valor concreto de la energia H = h,
consideramos la expresién del hamiltoniano como la circunferencia

petp = A
i
= 2h cosh?& —cos®n + kcoshé + cosn

siendo r = r (§).

Fig. 7.7: Coordenadas polares en la circunferencia descrita por los momentos.

Estudiando las coordenadas polares sobre esta circunferencia (véase figura
7.7), encontramos la coordenada angular § = 6 (p¢,p,), 0 € [—m,7|. Esta
coordenada angular 6 nos proporciona la relacién entre ambos momentos
cinéticos y, por tanto, entre los espacios de fases separados.

La proyeccién de S? donde dibujaremos el espacio de fases completo para
n = 0 es la siguiente: partimos de la esfera S?; sobre un didmetro contenido en
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el ecuador de la esfera situamos el eje sobre el que mediremos la coordenada

¢. Para un valor determinado de esta coordenada tenemos definida una
2

circunferencia pg + p% = r“ con centro en este valor de &.

e
A ?

Fig. 7.8: Coordenadas (6, §) sobre 2

Cortamos la esfera por el ecuador hasta alcanzar el eje £ y separamos
ambos trozos de esfera, deformandola hasta obtener la representacién plana
final (véase la figura 7.8), en la que la circunferencia pg + pf7 = 7?2 queda
representada por un segmento perpendicular a dicho eje con sus extremos
identificados. Sobre este segmento se representa la coodenada angular 6 de
manera que toma valor = 0 en su interseccién con el eje &, § = 7 en el
extremo superior y § = —7 en el inferior.

Partiendo de esta base procederemos a pegar sobre esta representaciéon
las curvas de nivel de ambos espacios de fases separados, identificandolas
mediante el valor que sobre ellas toman las funciones hamiltonianas, ya que
se verifica F' = —G.

Consideremos en primer lugar el minimo valor de F' para el que aparecen
curvas de nivel (concretamente dos puntos de equilibrio) en el espacio de
fases (§,pe), F' = %. El el espacio (n,p,) al valor G = —% corresponde
la méas exterior de las curvas de nivel, topolégicamente equivalente a una
circunferencia. Sin embargo, para n = 0 tenemos dos puntos cuyos momentos
cinéticos son opuestos (figura 7.9).
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2
Fig. 7.9: Puntos de equilibrio correspondientes a F' = lz—h para ) = 0.

Sobre los puntos de equilibrio correspondientes a F' = %, sabemos que
pe = 0; esto corresponde a los valores 6 = 0y 6 = 7 de la coordenada angular
sobre la circunferencia definida por los momentos cinéticos. De este modo,
al multiplicarlos por los puntos de (7, p,) obtenemos, para # = 0 dos puntos
sobre el eje £ y para 6 = 7 dos puntos sobre los extremos superior e inferior
de cada uno de los segmentos correspondientes a cada uno de los puntos de
equilibrio del espacio (&, pe).

2
Fig. 7.10: Curvas de nivel correspondientes a i—h <F<-h-k
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Fig. 7.11: Curvas de nivel correspondientes a F' < —h — k

Al aumentar el valor de F' en el espacio (&, pe¢), las curvas de nivel son
circunferencias en torno a los anteriores puntos de equilibrio, para las que
pe toma valores préximos a cero. Estas circunferencias tienen asociadas en
(n,py,) curvas de nivel exteriores, que no tocan en ningin momento al eje
pn = 0, por lo que los dos puntos correspondientes a 1 = 0 tienen momento
no nulo. Por todo ello, la coordenada angular # tomara valores proximos
a cero, tanto positivos como negativos, asi como valores préximos a 7 (fig.
7.10).

Fig. 7.12: Curvas de nivel correspondientes a F' < —h — 1
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F=-h+1

Fig. 7.13: Curvas de nivel correspondientes a F' < —h + 1

Cuando F' = —h — k, estamos en (&, p¢) sobre la curva critica en forma
de ocho (fig. 7.11). El punto de equilibrio en el origen, al ser de momento
cinético nulo, tendrd una posicién en la proyeccién de S? con valor angular
0 =0 o0 0 = m. Asimismo, los demds puntos de la curva critica corresponden
a valores nulos o préximos a cero del momento p¢, por lo que sobre nuestra
proyeccion, seran valores de 6 cercanos o iguales a cero (o a ).

Cuando F' = —h — 1 (fig. 7.12) aparece una 6rbita critica en el espacio
de fases (1, p,) que si intersecta al eje p, = 0, pero no en n = 0, sino en
n = m, por lo que no es una curva critica en nuestra proyeccién de S?, siendo
simplemente una curva cerrada en torno a £ = 0.

Esta situacién no cambia hasta llegar al punto de equilibrio y minimo
de la funcién hamiltoniana G en el espacio (n,p,), F' = —h + 1 (fig. 7.13).
En este caso, p, = 0 por lo que § = 7 y en esta posicién se obtiene una
circunferencia, surgida de multiplicar el punto de equilibrio de (7, p,) por su
circunferencia asociada en (£, pe). Esta es la proyeccién de S2 paran = 0
(fig. 7.14). Si aumentamos el valor de la coordenada angular 7, la estructura
de la proyeccién seguira siendo la misma hasta llegar a n = 7, valor critico en
el que aparece un punto de equilibrio correspondiente a la curva F' = —h —1.
Mientras tanto, la unica diferencia consiste en que, para cada valor de F',
los puntos del espacio (1, p,) por los que multiplicamos la curva de nivel
de (&, pe) tienen como segunda coordenada un momento p, menor en valor
absoluto que el que le correspondia para n = 0. Esto significa que, como
veremos a continuacion, en nuestra proyeccion la coordenada angular 6 estd
cada vez mds cercade § = 7 y 6 = —7Z, por lo que las circunferencias tienden
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a ser mdas grandes y la curva critica F' = —h + 1 desaparece puesto que
para este valor de F' no sé6lo no hay ningiin punto de equilibrio, sino que ni
siquiera hay curvas de nivel en (7, p,) (nétese que para este valor concreto de
7, el maximo valor que puede tomar la funcién hamiltoniana es precisamente
F=-h—-1yF=—-h—-1<-h+1.

F=-h-1

— — F=—h-k

Fig. 7.14: Seccién de S? x ST paran = 0

Al llegar a n = m, la construccién de la proyeccién de S? es angloga a
la anterior hasta llegar a la curva F' = —h — 1, para la que obtenemos un
tnico punto en el espacio (7, p,) y por tanto una tnica circunferencia sobre
la proyeccién de S?, correspondiente a 6 = Z, (ya que p, = 0) y ademas
para este valor de 7, F' = —h — 1 es el mayor de los valores de F' para los
que existen curvas de nivel, por lo que ya no aparecen las circunferencias
correspondientes a F' € [—h — 1, —h + 1| que aparecian para valores n < .
Lo que ha ocurrido es que, como ya se ha comentado antes, al movernos en
el espacio (7, p,) hacia valores de  mds grandes, las distintas circunferencias
que obtenfamos en torno a F' = —h — k se abren cada vez més, hasta unirse
las dos curvas correspondientes a ' = —h — 1, colapsdndose todas las demas
en ella (aquellas para las que —h — 1 < F' < —h + 1). El proceso se repite
a la inversa cuando nos movemos de n = 7 hacia n = 27 . Si representamos
el proceso completo con tres valores de n : 0, m y 27, podemos hacernos
una idea de cudl es el comportamiento de las curvas de nivel y las érbitas
periédicas (NMS) en el espacio de fases completo: S? x St (véase figura 7.15).
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Fig. 7.15: Espacio de fases completo (S? x S?) en el caso h > —2

N

Caso 2: —£ <h<—2

Los espacios de fases separados se correponden con las figuras 7.3 y 7.4. La
construccién del espacio de fases completo es similar a la del caso anterior,
salvo que la estructura del espacio (7, p,) es mas compleja y por tanto también
lo seré la del espacio global. Existen cuatro puntos de equilibrio en el espacio
de fases separado (1, p,), dos de ellos de tip(lp sifla (concretamente los puntos
situados en las coordenadas 1 = =+ arccos % , pp = 0) y la curva limite
G= —ﬁ delimita tres regiones de comportamiento diferentes para las curvas
de nivel. Estos puntos de equilibrio daran lugar a las érbitas periddicas de
tipo NMS locales.

Debido precisamente a la complejidad de este espacio, en la figura 7.17
aparecen Unicamente secciones del espacio de fases completo correspon-
dientes a valores de la coordenada angular pertenecientes al intervalo [0, 7].
Por supuesto, la estructura del espacio de fases completo es simétrica
respecto a la seccién = 7w y esto permite visualizar ficilmente la estructura
general sin necesidad de incluir todas las secciones en una misma figura, lo
que dificultarfa su comprension.
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Fig. 7.16: Identificacion de las secciones del espacio de fases.

En la figura 7.16 podemos ver sobre el espacio separado (7, p,) los valores
de n para los que se han obtenido las secciones del espacio de fases completo.

Fig. 7.17: Secciones del espacio de fases completo para —% <h< —%,.
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Las érbitas periddicas de tipo NMS que aparecen en el espacio de fases
completo para este rango de valores de h son seis globales, de las cuales dos
son de tipo silla (correspondientes al punto de equilibrio del origen en el
espacio separado (&, p¢)) y cuatro locales, dos de las cuales son también silla.

Caso 3: h < —%

Los espacios de fases separados son, en este caso, los correspondientes a las
figuras 7.2 y 7.4. Al ser la estructura del espacio (§, pe) méds simple que en el
caso precedente (un tnico punto de equilibrio en el origen que dard lugar a
dos 6rbitas NMS globales), también lo sera la estructura orbital en el espacio
de fases completo. Sin embargo, se mantiene el espacio separado (1, p,) del
caso anterior, por lo que continia siendo conveniente mostrar secciones del
espacio de fases global en lugar de su estructura completa. Dichas secciones,
que se pueden observar en la figura 7.18, corresponden a los mismos valores
de la coordenada angular que en el caso anterior, mostrados en la figura 7.17.

Fig. 7.18: Secciones del espacio de fases completo para h < —%.

Sih= —%, para todo k > 1 se verifica la desigualdad k£ > —ﬁ — h ylos
espacios de fases separados aparecen tal y como han sido descritos. En el caso
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particular A < —%, pueden darse circunstancias especiales que modifican la
estructura del espacio separado (7, p,) en funcién de cierta relacién entre k

y h.

1. k> —ﬁ — h: esta desigualdad define una estructura de los espacios
separados totalmente andloga a la descrita anteriormente.

2. k= —ﬁ — h: en este caso el valor maximo que puede tomar la funcién
Hamiltoniana G es el correspondiente a la curva limite, G = —ﬁ, por lo
que las curvas de nivel de este espacio de fases separado son unicamente
aquellas para las que G < —ﬁ y eso descarta a las sinusoides exteriores
a la curva limite. Esta circunstancia tiene como consecuencia que el
espacio de fases gompleto ya no es S2 x S, ya que para los valores
n = =+ arccos i dicho espacio de fases se reduce a un tnico punto.
En la figura 7.19 se muestra la estructura del espacio de fases global,
dos copias de S® unidas mediante dos puntos, a través del mecanismo

de las secciones antes descrito.

Fig. 7.19: Secciones del espacio de fases completo para h < —% (caso 2).

3.1 < k< —4—1h — h: cuando el valor maximo que alcanza la funcién

Hamiltoniana G es menor que el valor correspondiente a la curva critica,
G < — 2, el espacio separado (77, p,) es la unién de dos discos disjuntos,
centrados en 7 = 0 y n = 7, respectivamente, como puede observarse

en la figura 7.20.
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Fig. 7.20: Espacio (1), p,) para h = —% (caso 3)

Precisamente por no ser conexo el espacio (1, p,), el espacio de fases
completo tampoco es la variedad S? x S, sino dos copias disjuntas de
S3, y sus secciones pueden observarse en la figura 7.21.
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Fig. 7.21: Secciones del espacio de fases completo para h = —% (caso 3).

4. k = 1: esta posibilidad corresponde al problema de Kepler, es decir, al
caso en que la masa m’ sea nula. Por definicién de nuestro problema,
esta no es una posibilidad admisible. Para un estudio detallado de este
problema, véase [19].

Los resultados anteriormente expuestos, e ilustrados en la figura 7.6,
pueden resumirse en los siguientes teoremas.

Teorema 16 El espacio de fases del problema de dos centros fijos (en coor-
denadas hiperbdlicas), para h < 0, es:

1. S? x St cuando h > —% o bien cuando h < —%, para k > —4—1h — h.

2. Dos copias de S® cuando h < —%,

(a) unidas mediante dos puntos si k = —2 — h, o

an
(b) disjuntas si k < —2 — h.

Teorema 17 El espacio de fases del problema de dos centros fijos (en
coordenadas hiperbdlicas), para masas idénticas de los primarios (k' = 0)
y h <0, es:

1. S? x S* para h > —k;
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2. Dos copias de S°,

(a) unidas mediante dos puntos si h = —k, o

(b) disjuntas si h < —k.

7.2.2 Descomposicion en asas redondas de S? x St

Una vez obtenida la estructura orbital del espacio de fases completo es posi-
ble reconstruir dicho espacio y su correspondiente flujo NMS utilizando las
herramientas de descomposicién en asas redondas de una variedad descritas
en el capitulo 2. Es decir, para los casos en los que el espacio de fases com-
pleto es S? x S*, es posible obtener la descomposicién en asas redondas de
la variedad.

Caso 1: h > —1

En este caso, si observamos la estructura orbital del espacio de fases completo
generado en la seccién anterior (figura 7.15), encontramos ocho érbitas de
tipo NMS: seis de ellas globales y otras dos locales.

Recordemos que la variedad S? x S puede obtenerse de la unién de dos
toros sélidos D? x Sty D3 x St tales que D? x S*N D3 x S = 0D? x St =
D3 x S1. Comparando esta descripcién con el caso particular del flujo NMS
para h > —%, de entre las 6rbitas NMS globales, encontramos tres de ellas en
cada uno de los dos toros sélidos cuya unién genera la variedad. En cada trio
encontramos dos érbitas que pueden ser atractoras o repulsoras, situadas en
el centro de los toros interiores a la superficie bidimensional generada por la
curva lfmite en forma de ocho. El punto de cruce en dicha curva limite en
forma de ocho es un punto de equilibrio que genera una 6rbita periédica de
tipo silla en la variedad.

Nétese que en esta representacién de S? x S es necesario identificar las
lineas superiores con las inferiores, de manera que las 6rbitas NMS situadas
por encima y por debajo del toro central D? x St son las mismas y estén
situadas en el centro del otro toro sélido, D3 x S?t.

Las dos orbitas NMS locales pueden considerarse en uno de los toros
sélidos que generan la variedad, por ejemplo D3 x S. Estas érbitas aparecen
para valores concretos de la coordenada angular n: en los puntos (0,0) y (m, 0)
del espacio de fases separado (1, p,). La érbita NMS local que corresponde
a 1 = 7 es una orbita de tipo silla, como se deduce al observar la figura
7.5. La otra 6rbita NMS local puede ser atractora o repulsora. Veremos
a continuacién como las 6rbitas NMS, tanto globales como locales, pueden
considerarse como resultado de pegar asas redondas.
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Supongamos que el asa ampliada se ha construido pegando la 1-asa redon-
da a un solo toro por medio de dos curvas esenciales (caso (7) del teorema 11).
Puede deducirse por el lema 53 que este toro debe ser global en S? x S*, por
lo que el asa engordada obtenida puede observarse en la figura 7.22. Notese
en esta grafica que aparecen dos ¢érbitas dy y d, (una serd atractora y la otra
repulsora) en los centros de ambos toros: el original y el generado por el asa,
respectivamente. También aparece una érbita u; de tipo silla en la 1-asa, que
puede ser considerada en la interseccion de los dos toros. Esta estructura se
puede reconocer con facilidad en el centro de los dos toros sélidos que general
la variedad S? x S* en el fluyjo NMS que estamos reconstruyendo.

Fig. 7.22: Asa ampliada con dos curvas esenciales globales sobre un toro

Por otra parte, las dos érbitas NMS locales que se muestran en la figura
7.15 (y que denotaremos por ds y up), aparecen al pegar una l-asa a dos
toros mediante dos curvas locales esenciales (caso (7) del teorema 11). En
este caso, uno de esos dos toros es el asa engordada obtenida en el paso
anterior de esta construccién, como puede observarse en la figura 7.23.
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Fig. 7.23: Asa ampliada con dos curvas locales esenciales sobre dos toros (caso 1).

Las dos asas ampliadas que acabamos de construir, y que se muestran en
las figuras 7.22 y 7.23 son topolégicamente equivalentes a dos toros sélidos,
que denotamos de nuevo por D? x S1y D3 x S, respectivamente. Si se pegan
estos toros por sus fronteras de manera que

D? x S*N D5 x St =0D? x S* = 9D3 x S*

se obtiene nuevamente la estructura de S? x S! mostrada en la figura 7.15.

Caso 2: -4 <h< —3

Si se observa la figura 7.17, es facil encontrar las érbitas periédicas de tipo
NMS del sistema: seis de ellas son globales (de éstas, dos son de tipo silla) y
otras cuatro son locales. Para reconstruir el espacio de fases global partimos
de dos toros (cada uno de ellos con una 6rbita atractora o repulsora en su
centro) a cada uno de los cuales se pega un asa mediante dos curvas esenciales
globales, del mismo modo que se muestra en la figura 7.21. De este modo
surgen dos toros sélidos, D7 x S* y D5 x S*, cada uno de los cuales contiene
a las tres 6rbitas NMS globales del sistema.

Sobre uno de estos toros (por ejemplo, D? x S!) pegamos dos veces y
de forma consecutiva una 1l-asa empleando la técnica de la figura 7.23, obte-
niendo una variedad topolégicamente equivalente a un toro sélido en cuyo
interior hay tres érbitas NMS globales (d3, dz y u1) y cuatro locales enlazadas
con éstas, ds, dg, uy y uz (véase la figura 7.24). Denotaremos este toro sélido
por D? x S1.
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Fig. 7.24: Asa ampliada obtenida pegando dos veces un 1-asa con dos curvas locales

esenciales sobre dos toros (caso 2).

Recordemos que D? x St se ha obtenido a partir de una de las asas am-
pliadas ”gemelas” que hemos generado al comienzo: queda pues, en este
momento D3 x St es decir, un toro sélido con tres érbitas NMS globales
en su centro y por otra parte D? x S1, el asa generada pegando dos asas de
forma sucesiva. Si pegamos estos dos toros sélidos por sus fronteras

D?xStuDsxSY /) DIxS'NDixS'=0D}x St=0D5 x St

se obtiene nuevamente la estructura de S? x S* mostrada en la figura 7.17.

Caso 3: h < —%

Para este rango de valores de la energfa sélo cabe la reconstruccion del espacio
de fases global mediante la descomposicién en asas redondas en el caso general
h = —g y en el caso h < —%, k > —4—1h — h, en que los espacios de fases
separados (&,pe¢) v (1,p,) estdn completos y por tanto el espacio global es
S% x St

En este caso (véase la figura 7.18) existen dos 6rbitas NMS globales, que
pueden ser atractoras o repulsoras, y cuatro érbitas NMS locales, dos de ellas
de tipo silla, enlazadas con una de las érbitas globales.

Las 6rbitas NMS globales son centros de dos toros sélidos D? x St y
D3 x St. Si sobre uno de estos toros, D? x S', y otro toro auxiliar, D3 x S*
enlazado con D? x S* pero de forma disjunta, pegamos de forma consecutiva
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dos 1-asas redondas mediante dos curvas esenciales (una sobre cada toro),
obtenemos el asa ampliada D? x St (véase la figura 7.25).

Fig. 7.25: Asa ampliada obtenida pegando dos veces un 1-asa con dos curvas locales

esenciales sobre dos toros (caso 3).

Basta pegar por sus fronteras el asa ampliada D? x S (topolégicamente
equivalente a un toro sélido) y el toro sélido D7 x S*

D} x StuDsx S /) DIxS'NDixS'=0D}x St=0D5 x St

para obtener nuevamente la estructura de S? x S* mostrada en la figura 7.18.

Una vez redefinidos todos los casos posibles en el problema de dos centros
fijos en términos de descomposicién en asas redondas, se hace necesario el
estudio de las cadenas de érbitas periédicas asociadas al flujo NMS, teniendo
en cuenta el indice de las 6rbitas que los componen. De este modo es posi-
ble aplicar los resultados que sobre operaciones con cadena con indices se
han definido en el capitulo 3, asi como las conclusiones del capitulo 5 sobre
sistemas Hamiltonianos.

7.3 Cadenas con indices en el problema de
dos centros fijos

A continuacién analizaremos cudles son las operaciones que se han de efec-
tuar sobre cadenas bdsicas para reconstruir la variedad, segin las distintas
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descomposiciones en asas redondas encontradas en la seccién anterior (véase
[21)).

En la seccién 6.2 se demostré que, dada S? x S como superficie de nivel
no singular de un Hamiltoniano H Bott integrable, la cadena de érbitas con
indice del sistema puede obtenerse partiendo de cadenas globales y locales
aplicando las operaciones O4 Os y Og del teorema 12. En el siguiente teorema
se proporcionan los anidamientos que, partiendo de estas operaciones, dan
lugar a cadenas de érbitas periddicas asociadas al problema de dos centros
fijos.

Teorema 18 Cuando el espacio de fases del problema de dos centros fijos
es S? x St el conjunto de drbitas periddicas satisface una de las siguientes
afirmaciones:

1. La cadena de orbitas periddicas, cuando h > —%, puede caracterizarse
por

Os (04 (05 (H) , b))

2. La cadena de orbitas periddicas, para —% < h< —%, puede caracteri-
zarse por

O5(04(04 (05 (H) ,h) , h))
3. La cadena de orbitas periddicas puede caracterizarse por
04(04 (H7 h) ) h)

sth=—

TES]

0’h§—§pamk>—ﬁ—h,

donde H denota a la (0,2) — cadena de Hopf global y h a una (0, 2)-cadena
de Hopf local.

Demostracion. Distinguiremos en la prueba entre los diferentes rangos
de la energia:

. 1
1. Energia h > —3

Como se ha visto en la seccién 7.2, la cadena asociada a este rango de
valores de la energia consta de seis nudos globales (cuatro hiperbélicos
y dos tipo silla) y dos locales (uno hiperbélico y otro de tipo silla).

La estructura orbital de tipo NMS del sistema para este rango de valores
de la energia corresponde a la figura 7.28 donde se distinguen en azul
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las érbitas de tipo silla (indice 1), en rojo las érbitas repulsoras (indice
0) y en verde las atractoras (indice 2). Asi, los haces triples de 6rbitas
globales corresponden a las orbitas centrales de los dos toros sélidos
que generan la variedad y estardn por tanto enlazadas entre si; por
otra parte, las érbitas de menor tamano enlazadas en la figura con uno
de los haces triples son las orbitas locales resultado de haber pegado la
1-asa en la forma descrita en el apartado anterior para este caso y en
realidad estdn encadenadas con los dos haces triples.

Recordemos que en la seccién anterior denotamos por D? x Sty D2 x St
a los toros sélidos que pegamos por sus fronteras para generar a S2 x S?.
Para reconstruir el flujo en la variedad, D? x S (figura 7.15) ha de
comportarse como atractor y D3 x S! como repulsor. Asf, las dos
6rbitas de fdice distinto de la unidad en D; x ST han de ser atractoras,
mientras que D2 x ST se comporta como un toro sélido repulsor al tener
todas sus érbitas de indice 1 6 0.

Si queremos traducir la estructura orbital NMS del sistema para h >

—% en términos de operaciones sobre cadenas predefinidas en S? x St

(véase el teorema 12), la primera dificultad reside en identificar la triple
cadena.

Denotemos por H; a una (0,2)-cadena de Hopf global y obtengamos
en primer lugar aplicando la operacién Os sobre H;:

L} = Os (Hy)

A . 2z
Sobre L; aplicamos la operacién O4 de manera que:

L} = O4 (LY, hy) = (Ly#hi) Umy

donde h; es una (0, 2)-cadena de Hopf local.

La cadena global L resulta de aplicar la operacién Os nuevamente (fig.
7.26).
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Fig. 7.26: Cadena asociada a la operacién Oy (05 (H))

La cadena obtenida ser4:

"

= Os (04 ( ?I.a hl))
05 (04 (05 (Hl) ) hl))

Fig. 7.27: Cadena de érbitas periédicas NMS para h > —%l.

- 1
2. Energla =* <h < —3

Como se ha visto en la seccién 7.2, la cadena asociada a este rango de
valores de la energia consta de seis nudos globales (cuatro hiperbélicos
y dos tipo silla) y cuatro locales (dos hiperbdlicos y dos tipo silla). La
estructura orbital de tipo NMS del sistema para este rango de valores
de la energfa corresponde a la figura 7.28 donde la clave de colores
empleada es la misma que en el caso anterior.
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Fig. 7.28: Cadena de 6rbitas periédicas NMS para %k <h< —%/.

Recordemos que en la seccién anterior denotamos por D? x Sty D3 x
St a los toros sélidos que pegamos por sus fronteras para generar a
S2 x S1. Para reconstruir el flujo en la variedad, D3 x S* (figura 7.15)
ha de comportarse como atractor y D? x S como repulsor. Asi, las dos
érbitas de fndice distinto de la unidad en D3 x ST han de ser atractoras,
mientras que D? x S se comporta como un toro sélido repulsor al tener
todas sus érbitas de indice 1 6 0.

Para traducir la estructura orbital NMS del sistema en términos de
operaciones sobre cadenas predefinidas en S? x S* el procedimiento es,
en este caso, totalmente andlogo al llevado a cabo en el caso anterior:
consideremos H; (0, 2)-cadena de Hopf global sobre la que se aplica la
operacién Os.

L] = Os (H,)

Sobre L) aplicamos dos veces consecutivas la operacién O, de manera
que:

Ly = [(Li#he) Umy] #ho Um,

donde h; y hy son (0, 2)-cadenas de Hopf locales.

La cadena global L resulta de aplicar nuevamente la operacién Os.
3 -

L = Os L
== 05 ([(Lg_#hl) U ml] #hz U m2>

, k
3. Energia h < —3

La cadena asociada a este valor de la energia tiene dos nudos globales
hiperbélicos y cuatro locales, dos hiperbdlicos y dos tipo silla. La
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cadena representativa de la estructura orbital NMS en este rango de
valores de la energfa se muestra en la figura 7.29.

Fig. 7.29: Cadena de 6rbitas periédicas NMS para h < —k

N

Si, como en la seccién anterior denotamos por Dy x Sty Dy x St a
los toros sélidos que pegamos por sus fronteras para generar a S? X
St. Para reconstruir el flujo en la variedad, D3 x S? (figura 7.18) es
atractor y D? x S! se comporta como repulsor, por lo que la tinica
érbita contenida en D3 x St es atractora, mientras que D? x St tiene
todas sus 6rbitas con indice 1 6 0.

La estructura orbital NMS del sistema en términos de operaciones sobre
cadenas predefinidas en S? x S* tiene una estructura mds simple que en
casos anteriores: denotamos por H; a una (0, 2)-cadena de Hopf global
y por hy y hy a dos (0, 2)-cadenas de Hopf locales.

Le aplicamos dos veces consecutivas la operacién O4 a H y a hy y hy,
respectivamente, de manera que la cadena global queda:

L= [(H#hl) U ml] #hz U mo
donde m; y m;, son meridianos de L con indice unidad.

[

Como conclusién de este capitulo resaltamos que en las secciones prece-
dentes se ha analizado la estructura orbital NMS en el problema de dos
centros fijos para valores negativos de la energia y se ha traducido esta in-
formacion en términos de operaciones sobre cadenas predefinidas. Como ya
se comenté en el capitulo anterior, esta informacion resulta 1til no sélo en
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sf misma, sino como herramienta para trasladar parte de estos datos a pro-
blemas no integrales préximos y analizar su estructura orbital, o al menos
la parte de esta que pueda ser deducida a partir del problema integrable
asociado.

7.4 EIl problema circular restringido de tres
cuerpos

A continuacién enlazaremos el problema restringido de tres cuerpos, con dos
masas iguales, con el problema de dos centros fijos. Consideramos el pro-
blema restringido circular y plano de tres cuerpos de modo que los primarios
estén situados a una unidad de distancia del origen del sistema de coorde-
nadas en rotacién. En este problema se consideran dos primarios que giran
alrededor de su centro de gravedad siguiendo érbitas circulares. Otro cuerpo
de masa infinitesimal se mueve bajo la influencia de los dos primarios, pero
sin afectar a su movimiento. Si se considera un sistema de referencia con la
misma velocidad angular que los dos primarios, la posicién de éstos pasa a
ser fija. En esta seccién veremos que el problema restringido de tres cuer-
pos pertenece, en éste caso, a la misma familia uniparamétrica de sistemas
Hamiltonianos que el problema de dos centros fijos.

Ademss, el espacio de fases en coordenadas hiperbdlicas del problema
circular restringido de tres cuerpos es también S? x S! para algunos valores
de la energfa. Asi, algunas érbitas periédicas NMS obtenidas en el problema
de dos centros fijos pueden, en principio, continuarse a érbitas periédicas del
problema circular restringido de tres cuerpos.

Para lograr este objetivo, consideramos el problema circular restringido
de tres cuerpos con masas iguales en ambos primarios, situadas a distancia
unidad del origen de coordenadas. Bajo estas condiciones, el Lagrangiano
del sistema (véase [48]) puede expresarse como

3 - r— . H il
12 yao, o oyaio, o b 11
L=< 24y + —(@y—yz)+-—= 2°+y" +ya —+-—
2 4 8 r S
donde « es la masa de los primarios y v es el parametro gravitacional.
Fijando unidades de manera que o = %, el Lagrangiano

3 -

17, N ¢ 1 1
L=2 i+ +elwy—yi)+= a2 +9% +=+=
2 2 r s
corresponde al problema circular restringido de tres cuerpos para € = % y

también al problema de dos centros fijos para e =0, k =2y k' = 0.
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Empleando coordenadas hiperbdlicas, se obtiene la funcién Hamiltoniana

2+ 2 . .
H= (o fiCOSZ mE pgzp" — e (cosnsing - pe + cosh{sinh & - p,;) — 2 cosh§

Mediante un cambio apropiado de la variable temporal incluyendo al tér-
mino osh?E o7 L ___ las ecuaciones de movimiento resultantes son:
£—cos
f' = pe —ecosnsing
77 = p, —ecoshsinh§ i
pg = 2coshésinhé - H —|— € coshzf + sn&h f Pp + 2sinh ¢
p, = 2cosnsingn - H+s cos?n — sin®n pe

Teorema 19 Sea ¢ = 2, existen valores Hy < Hy < 0 tales que para H; <
h < H» la variedad de energia constante del problema circular restringido de
tres cuerpos es S% x S*.

Demostracion. Cuando £ > 0 se obtiene la siguiente expresién para un

valor dado del Hamiltoniano H = h
3 - 3 -
esin(2n) 2 e sinh(2£) 2
——2 T P2
€2 (sin?(2n)+sinh?(2¢)) oh

4 +4 COSh£ + coshZ €—cos2

Buscamos aquellos valores de h tales que

i ¢
2l 2 2
g% sin® (2n) + sinh” (2¢) 2h
4 cosh >0
4 4 coshé cosh? & — cos?n

define una corona.

En particular, para ¢ = 5, se ha obtenido numéricamente que H; = —2 y
H, = —1.7283981 12043076472 ... Para este rango de valores de la energfa el
espacio de fases del problema de dos centros fijos corresponde a h < —%.

De este modo, puede concluirse que la variedad de energia constante de
ambos problemas es 5% x S (véase el teorema 16). m

Finalmente, vemos que las drbitas periédicas que pueden ser continuadas
del problema de dos centros fijos al problema circular restringido de tres
cuerpos son, en particular, las érbitas de colisién.

1. £ = pe = 0: drbita de colisién entre los dos primarios.

2. n= 0,7, p, = 0 : para este punto de equilibrio se obtienen érbitas de
colisién sobre uno de los primarios.
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En consecuencia, algunas de las érbitas periédicas del problema de dos
centros fijos pueden ser continuadas y obtener asi 6rbitas periédicas de tipo
NMS del problema restringido de tres cuerpos. Ademds, algunos de los toros
invariantes del problema de dos centros fijos se mantendrdn en el problema
no integrable.
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