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C A P I T U L O I 

BASES TEÓRICAS 



1.1 

To climb steep h i l l s requires 
a slow pace at f i r s t . 

Shakespeare. 

1.1. ' TRANSMISIÓN DE CALOR 

1.1.1. CONDUCCIÓN 

1.1.1.1. LEY DE FOURIER. CONDUCTIVIDAD TÉRMICA 

La conducción es un proceso en e l c u a l e x i s t e un f l u j o de 
c a l o r de un punto que posee una determinada temperatura h a c i a 
o t r o de temperatura i n f e r i o r a través de un medio (sólido, lí­
quido o gaseoso), o e n t r e d i f e r e n t e s medios en contacto físico 
d i r e c t o . En e l f l u j o de c a l o r por conducción, l a energía es 
t r a n s m i t i d a por c o n t a c t o m o l e c u l a r d i r e c t o s i n desplazamiento 
a p r e c i a b l e de l a s moléculas. 

La conducción es e l único mecanismo en e l que puede haber 
f l u j o de c a l o r en sólidos opacos. Es también importante en f l u i 
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dos, pero en medios no sólidos está combinada con l a convección 
y en algunos casos también con l a radiación. 

La relación básica para l a t r a n s f e r e n c i a de c a l o r por con­
ducción, fue propuesta por F o u r i e r en 1822 "Theorie a n a l y t i g u e 
de l a c h a l e u r " . Estableció, basado en operaciones experimenta­
l e s , que e l f l u j o de c a l o r por conducción en un m a t e r i a l , es 
p r o p o r c i o n a l a l área normal a l a dirección d e l f l u j o de c a l o r 
y a l g r a d i e n t e de temperaturas en esa dirección 

cuyas c o n d i c i o n e s corresponderán a l caso i d e a l de tener una pía 
ca delgada de m a t e r i a l conductor cuyas caras se encuentran a d i 
f e r e n t e s temperaturas próximas e n t r e s i y cuya s u p e r f i c i e es muy 
grande comparada con su espesor (problema unidimensional) y una 
vez e s t a b l e c i d o e l régimen permanente. E l c o e f i c i e n t e de propor 
c i o n a l i d a d que aparece.es l a c o n d u c t i v i d a d térmica. 

Dicho c o e f i c i e n t e no es-constante en g e n e r a l , s i n o que depen 
de de muchos f a c t o r e s , en e s p e c i a l : 

a)'De l a temperatura: k = k ( t ) . Para i n t e r v a l o s no muy grandes 
de temperat\ira se puede suponer constante o b i e n aproxima 
da mediante una función l i n e a l k =kQ (1+at) donde a < < l y n e 
g a t i v a en l a mayoría de l o s m a t e r i a l e s sólidos. E s t a depen 
dencia de l a temperatura, s i es a p r e c i a b l e , puede t e n e r im 

http://aparece.es
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p o r t a n c i a por su i n f l u e n c i a en l a s propiedades de l a so­
lución de l a ecuación de conducción. 

b) D e l punto k = k ( P ) . En estos casos se d i c e que e l medio 
es heterogéneo. En caso c o n t r a r i o , homogéneo. 

c) De l a dirección de propagación: k = k { e ) . En estos casos 
se d i c e que e l medio es anisótropo. Es e l caso de l o s c r i s 
t a l e s y m a t e r i a l e s laminados o sometidos a estados t e n s i o 
n a l e s no uniformes. 

d) Del tiempo,, debido a procesos que modifiquen l a s c a r a c t e 
rísticas d e l medio y que puedan i n f l u i r en su capacidad 
de transmisión d e l c a l o r . M o d i f i c a c i o n e s c r i s t a l i n a s , cam 
b i o s de f a s e , e n v e j e c i m i e n t o , e t c . 

La generalización de l a Ley de F o u r i e r a un medio c u a l ­
q u i e r a y su formulación t e n s o r i a l puede hacerse razonablemen 
te en v a r i a s etapas. 

a) Forma v e c t o r i a l de l a .ley de F o u r i e r 

Para pasar de l a fórmula de F o u r i e r a una expresión d i f e 
r e n c i a l es p r e c i s o hacer una hipótesis fundamental para l a Teo 
ría Matemática de l a Conducción d e l c a l o r : " E l f l u j o térmico 
que a t r a v i e s a una s u p e r f i c i e isoterma por unidad de área en 
un punto es i g u a l a: 



I n t u i t i v a m e n t e correspondería a l a aplicación de l a Fórmu 
l a de F o u r i e r a una p l a c a de espesor i n f i n i t e s i m a l s i t u a d a so­
bre l a isoterma. Según l a definición de densidad e s c a l a r de f l u 
j o en una dirección correspondería a q^: 

, 3t 
^n = 3Í 

En c u a l q u i e r o t r a dirección e 

q g = q . e = |q|.je| . cosS = q^ cos6 = -k cose = k (gr'ad t . e) 

(1.3) 

Como l a ecuación (1.3) debe v e r i f i c a r s e c u a l q u i e r a que 
sea e 

q = -k gr'ad t (1.4) 

que se conoce como ecuación v e c t o r i a l de l a l e y de F o u r i e r . ' E n 
un sistema c a r t e s i a n o ortonormal l a ecuación (1.4). se expresa­
rá mediante l a s t r e s ecuaciones e s c a l a r e s : 
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b) Formxalación t e n s o r i a l . Medios anisótropos 

Muchos medios de gran i m p o r t a n c i a práctica son anisótropos. 
A l ser l a c o n d u c t i v i d a d d i s t i n t a según l a s d i r e c c i o n e s , e l vec­
t o r densidad de f l u j o no es normal a l a s u p e r f i c i e isoterma. 

La hipótesis fundamental más simple en este caso, generali_ 
zación de l a s ecuaciones (1.5), es que cada componente d e l vec 
t o r densidad de f l u j o sea función l i n e a l de cada una de l a s com 
ponentes d e l g r a d i e n t e de temperaturas. En un sistema c a r t e s i a ­
no ortonormal. 

a = - k i £ - k - ^ - k ^ 
X X 3x xy 3y xz 3z 

, 31 , 31 , 31 /i<-\ 
% = " V 33F - V 3y " V 3? ^^'^^ 

a = -k - k - k ^ 
^2 zx 3x zy 3y zz 3z 

que con l a notación i n d i c i a l h a b i t u a l en cálculo t e n s o r i a l que 
daría: 

donde k^^ son l a s componentes de un tensor de segundo orden 
que r e p r e s e n t a l a c o n d u c t i v i d a d térmica d e l medio. Desde un 
punto de v i s t a a l g e b r a i c o sería un te n s o r euclídeo de según-
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do orden. La ecuación (1.7) expresa que e l v e c t o r densidad de 
c o r r i e n t e es i g u a l y de signo c o n t r a r i o a l producto contraído 
d e l tensor de c o n d u c t i v i d a d por e l gr a d i e n t e de temperaturas. 
Expresado con carácter intrínseco, válido en c u a l q u i e r s i s t e ­
ma de r e f e r e n c i a , c a r t e s i a n o o de coordenadas curvilíneas; 

q = - j : ^ ^ ^ grad t (1.8) 

De l a p r o p i a hipótesis fundamental se deduce que l a con­
d u c t i v i d a d en d i r e c c i o n e s opuestas es l a misma. S i se s u s t i t u 
ye l a s componentes d e l g r a d i e n t e de temperatura por sus opue£ 
t a s l a s componentes de q resultarían cambiadas de signo . En 
c r i s t a l e s con c e n t r o de simetría este r e s u l t a d o es consecuen­
c i a de l a simetría. En l a s 11 c l a s e s que no t i e n e n c e n t r o l a 
forma de l a s ecuaciones (1.6) debe entenderse j u s t i f i c a d a ex-
perimentalmente. Se ha demostrado que l a d i f e r e n c i a , s i exi£ 
t e , es-pequeña. 

Por o t r a p a r t e , e l tensor de c o n d u c t i v i d a d es simétrico. 
En e l caso de c r i s t a l e s , no es p o s i b l e obtener, mediante l a 
ecuación termodinámica clásica, una prueba g e n e r a l de d i c h a 
simetría. A mediados de s i g l o , no obstante, se ha logrado pro 
bar basándose en e l p r i n c i p i o de r e v e r s i b i l i d a d microscópica 
de Onsager. Es p r e c i s o señalar que l o s c o e f i c i e n t e s d e l t e n s o r 
de c o n d u c t i v i d a d i n t e r v i e n e n en l a ecuación de conducción en 
l a forma (R, . + R..), por l o que su simetría s o l o afectaría a l a 
dirección d e l v e c t o r densidad de f l u j o , pero no a l a solución 
de l a ecuación. 
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Dada e s t a simetría, es p o s i b l e encontrar en cada punto tres 
d i r e c c i o n e s llamadas p r i n c i p a l e s , respecto a l a s cuales l a s com 
ponentes d e l tensor de c o n d u c t i v i d a d adoptaría una forma diago­
n a l : 

X O 
O k 

O 

O 
O y 

o k. 

(1.9.a) 

Los v a l o r e s de l a d i a g o n a l , denominados cond u c t i v i d a d e s 
p r i n c i p a l e s , serían l o s au t o v a l o r e s de l a m a t r i z ||k^j|| de (1.7) 
y l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s sus autovectores asociados. La 
obtención de l a s mismas se reduce a l a diagonalización por 
semejanza o r t o g o n a l de una m a t r i z simétrica. Consecuencia de 
e l l o es que l a s t r e s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s deben ser a su 
vez o r t o g o n a l e s . 

S i e l medio es isótropo l a s c o n d u c t i v i d a d e s en todas d i ­
r e c c i o n e s son i g u a l e s por l o que l a expresión (1.8) se reduc¿ 
ría a: 

k 0 0 

0 k 0 

0 0 k 

(1.9.b) 

La l e y de F o u r i e r quedaría en este caso en un sistema or 
tonormal. 
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9t 
3x 

-k > q = -k grad t (1.10) 

3t 

expresión en l a que k vendría expresado por un e s c a l a r . No obs 
t a n t e , desde un punto de v i s t a a l g e b r a i c o , es un tensor euclí-
deo de segundo orden. De hecho l a expresión (1.9) puede i n t e r ­
p r e t a r s e como 

diendo I l a m a t r i z idéntica: k ^ j = k ^^j» Dado que en base o r t o 
normal l a s componentes d e l te n s o r métrico fundamental d e l espa­
c i o son l a s 6^^, en un medio isótropo e l tensor de c o n d u c t i v i ­
dad es p r o p o r c i o n a l a l te n s o r métrico fundamental 

expresión válida en c u a l q u i e r sistema de r e f e r e n c i a . 

Las c o n d u c t i v i d a d e s térmicas de l o s m a t e r i a l e s u t i l i z a d o s 
-2 

en ingeniería, a presión atmosférica, o s c i l a n e n t r e 10 W/mk 
—1 2 para l o s gases, a 5 . 10 para l o s líquidos, y 5 . 10 para e l 

cobre. E x i s t e n en l a l i t e r a t u r a científica gran número de t a -

(1.11) 

(1.12) 
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b l a s y f i g u r a s con v a l o r e s de l a c o n d u c t i v i d a d de muy d i v e r s o s 
m a t e r i a l e s . A título de ejemplo se recomienda c o n s u l t a r en l a 
Bibliografía. Carslav; y Jaeger (8) , N e c a t i (27) ̂  K r e i t h 
(20), McAdams (25) y Wong (37). 

A l f i n a l d e l presente capítulo se hace un e s t u d i o de l a s 
propiedades térmicas d e l m a t e r i a l básico en construcción: e l 
hormigón. 

1.1.1.2. LA CONDUCCIÓN DE CALOR EN UNA DIMENSIÓN 

E l problema de conducción de c a l o r en una dimensión puede 
esquematizarse mediante una b a r r a que supondremos de sección , 
S, con una c o n d u c t i v i d a d térmica, k, c a l o r específico, C y den 
si d a d p. Tomando un o r i g e n O sobre l a misma para d e f i n i r l o s 
puntos de l a b a r r a , suponiendo que su s u p e r f i c i e es adiabática 
y en cada punto se está generando una ca n t i d a d de c a l o r por uni_ 
dad de volumen y de tiempo, que representamos por q, e l p r o b l e ­
ma se traduce en obtener una función de x y d e l tiempo que d e f i 
na l a temperatura en cada punto de l a b a r r a y en cada i n s t a n t e 
de tiempo: t ( x , T ) . 

tíx,t¡ t(x» dx.t) 

q / p e / -

O X 
x+ dx 

Figura l.l. 
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Para o b t e n e r l a aplicaremos e l primer p r i n c i p i o de l a Termo 
dinámica o de l a conservación de l a energía, a l volumen conté 
nido entre dos secciones normales separadas una d i s t a n c i a muy 
pequeña, dx. 

E l f l u j o de c a l o r que entre en e l elemento de volumen por 
conducción será: 

<Í>^ = q(x)S -q'S = {q(x) - q ( x + dx) }S (1.13) 

d e s a r r o l l a n d o en s e r i e l a función q y tomando sólo e l primer tér 
mino 

*x = íg(^) -{q(x) + g dx}}S = - S dx (1.14) 

a p l i c a n d o l a l e y de F o u r i e r 

= =-¿{-k %}S dx= k S - ^ - ^ i i i ^ dx (1.15) *x = ^3T^x =-dSF^-^ l^'" , 2 
a X 

En un tiempo d i e l c a l o r que e n t r a por conducción será 

dQ = c¡) . dT = k . S ^ ^̂ '̂'̂ ^ dx . dT (1.16) 
^ 3X' 

La c a n t i d a d de c a l o r generada en su i n t e r i o r en un tiempo 

dQ2 = q . dV dT = q . S . dx . dT (1.17) 



1.11 

La energía almacenada en e l mismo tiempo a l s u b i r la' tempe 
r a t u r a de t ( x , T ) a t(x,T+dT) será: 

dQj = p . C . dV dt = p. C . S . dx dt (1.18) 

E s t a b l e c i e n d o e l balance de energía llegamos a que: (1.16)+ 
+(1.17) = (1.18) 

2 
k . S ^ dx . dT + q . S . dx . dT = p. C . S . dx . d 

9x^ 

Que s i m p l i f i c a d a se puede e s c r i b i r como 

9^t(x T) ^ 1 = i t J x L L L (1.19) 
k k 3T 

que r e p r e s e n t a l a ecuación de conducción en una dimensión. En 
e l l a podemos observar que l a derivación con resp e c t o a l a va­
r i a b l e e s p a c i a l es de segundo orden, mientras que resp e c t o a l 
tiempo es de primer orden. E s t a segunda característica t i e n e 
una t r a s c e n d e n c i a física importante, ya que nos i n d i c a que l a 
ecuación no es i n v a r i a n t e r e s p e c t o a una inversión en e l ti e m 
po. Es d e c i r , s i s u t i t u i m o s T por -T, no obtenemos l a misma 
ecuación. E l l o nos i n d i c a un s e n t i d o en e l proceso de conduc­
ción que es conforme a l a e x p e r i e n c i a . E s t a característica 
d i s t i n g u e l a s propiedades de l a s s o l u c i o n e s de e s t a ecuación 
de o t r o grupo de ecuaciones análogas en que l a d e r i v a d a con 
res p e c t o a l tiempo es de segundo orden, l a ecuación de ondas 
cuyas s o l u c i o n e s t i e n e n propiedades completamente d i s t i n t a s a 
l a s que nos ocupan. 
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E l i n v e r s o d e l c o e f i c i e n t e que aparece en e l segundo miem­
bro se denomina d i f u s i v i d a d térmica y l o representamos por: 

(1.20) 

Depende exclusivamente de l a s características d e l m a t e r i a l 
de que esté hecha l a b a r r a y re p r e s e n t a l a capacidad d e l mate­
r i a l para d i s i p a r c u a l q u i e r aumento de temperatura que se pro­
duzca en su i n t e r i o r . De su definición se ve fácilmente que es 
e l c o c i e n t e entre l a c o n d u c t i v i d a d térmica, que re p r e s e n t a l a 
capacidad de transmisión de energía térmica d e l sólido, y e l 
c a l o r específico por unidad de volumen, que rep r e s e n t a su capa 
c i d a d de almacenamiento de c a l o r . 

En l a t a b l a adjunta se i n d i c a n v a l o r e s de d i f u s i v i d a d de 
algunos m a t e r i a l e s . 

TABLA 1.1 

Difusividad térmica de algunos materiales 

MATERIAL TEMPERATURA "C axlo[m/seg.] 

Aluminio 0 85,7 
Cobre 0 114,1 
Oro 20 120,8 

. Hierro (c - 4%) 20 17,0 
Mercurio O 4,44 
Asbesto O 0,258 
Lad r i l l o refractario 200 0,52 
Vidrio - 0,60 
Agua O 0,129 
Hormigón _ 0,44-1,2 



1.13 

La solución concreta de l a ecuación d i f e r e n c i a l de l a con 
ducción de c a l o r , para cada problema, vendrá determinada por 
l a s c o n d i c i o n e s de contorno (para x = a , x=a+L) y por sus con­
d i c i o n e s i n i c i a l e s (t(x,0) = f { x ) : a£x_<a+L), según sabemos de 
l a teoría de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s . 

En e s t a forma s i m p l i f i c a d a de l a ecuación d e l c a l o r vemos 
ya pues claramente l o s p r i n c i p a l e s elementos que van a i n t e r v e 
n i r en l o s procesos de transmisión de c a l o r por conducción. Pa 
r a obtener l a ecuación en t r e s dimensiones es p r e c i s o generala^ 
za r l o s conceptos y d e f i n i c i o n e s básicas u t i l i z a d o s en e s t e a-
partado, con l a herramienta que nos prop o r c i o n a l a teoría de 
Campos. 

1.1.1.3. ECUACIÓN DE CONDUCCIÓN DEL CALOR EN TRES DIMENSIONES 

Ap l i c a n d o e l teorema de conservación de l a energía a una 
s u p e r f i c i e c e r r a d a S, e l f l u j o de c a l o r que s a l e de l a misma 
será: 

donde n es l a normal e x t e r i o r . E s t a c a n t i d a d de c a l o r deberá 
ser i g u a l a l generado en su i n t e r i o r menos e l acumulado por 
elevación de l a temperatura, por unidad de tiempo 

4) q . n . dS (1.21) 

(1.22) 
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Igualando ambas expresiones y a p l i c a n d o e l teorema de l a 
d i v e r g e n c i a a l primero 

gi q . n . dS = ^ JJ 
3t, (^-p C •|^)dV = V d i v q dV 

I 
9t, ^ n i ( d i v q-g + PC | f ) d V = O (1.23) 

Como e s t a ecuación se debe c u m p l i r c u a l q u i e r a que sea l a 
s u p e r f i c i e S e l e g i d a , e l integrando deberá ser idénticamente 
nulo 

at d i v q-q + pe = O 
o T 

(1.24) 

a p l i c a n d o l a l e y de F o u r i e r (1.8) 

d i v ( - ^ ^ grad t) - g + p C H = O (1.25) 

Ecuación g e n e r a l de l a conducción de c a l o r . 

Casos p a r t i c u l a r e s ; 

a) S i e l medio es homogéneo e isótropo 

Por ser isótropo g = -k grad t por l o que (1.25) quedará: 

3t d i v ( - k grad t ) - g +pC = O 
d T 

(1.26) 



1.15 

y por ser homogéneo k es constante por l o que 

-k d i v ( g r a d t) - q + pC = O 

y (1.27) 

denominado clásicamente ecuación d e l c a l o r o ecuación de d i f u 
sión. En e l primer miembro aparece At, l a p l a c i a n o d e l campo 
de temperaturas, que da su carácter a este t i p o de ecuaciones, 
denominadas ecuaciones de t i p o elíptico, debido a su forma ca 
nónica. 

S i e l régimen es permanente o e s t a c i o n a r i o 

denominada ecuación de P o i s s o n . Caso p a r t i c u l a r suyo es cuando 
no hay generación de c a l o r y 

dt = O 
y queda 

At + = O (1.28) 

At = O (1.29) 

Ecuación de L a p l a c e , ecuaciones clásicas de l a teoría d e l 
p o t e n c i a l . 
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b) S i e l medio es anisótropo pero homogéneo 

En este caso podemos c o n s i d e r a r k como constante. S i u t i l i ^ 
zamos un sistema c a r t e s i a n o ortonormal. 

(1.30) 
1 ^ . „ 8t 
' ^ i j W-d^ + g = PC 8? 

En e s t e caso mediante un cambio de l o s eje s puede r e d u c i r 

se a l a ecuación canónica en que l o s c o e f i c i e n t e s de l a s d e r i ­

vadas cruzadas sean nulos y l o s r e s t a n t e s unidad, reduciéndose 

a l caso a n t e r i o r (medio isótropo c o r r e s p o n d i e n t e ) . 

NOTA; 

En todas l a s ecuaciones a n t e r i o r e s , e l c a l o r específico 
como se sabe depende d e l proceso de calentamiento. En e l ca­
so de l o s sólidos su variación es escasa y debe u t i l i z a r s e Cp 
c a l o r específico a presión const a n t e . En caso de que l a s d i ­
l a t a c i o n e s térmicas estén r e s t r i n g i d a s en l a aplicación d e l 
primer p r i n c i p i o habría que añadir e l t r a b a j o de l a s f u e r z a s 
de dilatación así como c u a l q u i e r variación energética que ten 
ga l u g a r en e l seno d e l medio. 
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1.1.1.4. PROPIEDADES DE LA ECUACIÓN DE CONDUCCIÓN 

En g e n e r a l , l a mayoría de l o s casos en l o s que es p o s i b l e 
obtener s o l u c i o n e s analíticas de l a ecuación d e l ' c a l o r suponen 
que l o s d i f e r e n t e s c o e f i c i e n t e s que aparecen en l a misma son 
constantes, es d e c i r , no dependen n i d e l punto n i de l a tempe­
r a t u r a . Cuando e x i s t e dependencia d e l punto, l a s d i f i c u l t a d e s , 
en p r i n c i p i o , no son graves ya que no a f e c t a n a l a e s e n c i a de 
l a ecuación, y hay algunos casos r e s u e l t o s para l e y e s simples 
de variación como sólidos compuestos. 

En caso de que l a s propiedades térmicas dependan a su vez 
de l a temperatura e l problema es más complicado, ya que l a 
ecuación d e j a de ser l i n e a l . E x i s t e n unos pocos casos de s o l u 
c i o n e s con variación l e n t a de temperatura, pero en g e n e r a l l o s 
métodos numéricos r e s u l t a n más adecuados para abordar t a l e s 
problemas. 

Algunos de estos casos r e s u e l t o s pueden encontrarse en l a 
bibliografía. 

1.1.1.5. CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO 

La ecuación de conducción es una ecuación en deriva d a s par 
cíales que depende de t r e s v a r i a b l e s e s p a c i a l e s (simétrica r e s ­
pecto a e l l a s en un sistema c a r t e s i a n o ) y una v a r i a b l e temporal 
cuyo papel en l a ecuación es claramente d i f e r e n t e a l a s a n t e r i o 
r e s . 
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La solución de un problema c o n c r e t o , correspondiente a l a 

ecuación, n e c e s i t a p r e c i s a r l a s con d i c i o n e s de contorno de d i ­

cho problema. Desde e l punto de v i s t a matemático a l s e r una 

ecuación de c u a t r o v a r i a b l e s , d i c h a condición deberá represen­

t a r s e en un espacio de c u a t r o dimensiones. No obstante, es más 

u s u a l h a b l a r de c o n d i c i o n e s de contorno correspondientes a l a 

v a r i a b l e e s p a c i a l y c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s c o r r e s p o n d i e n t e s a 

l a temporal. Sería l a condición de contorno correspondiente a 

l a c u a r t a v a r i a b l e . 

Se supondrá que l a solución de l a ecuación es. c o n t i n u a res_ 

pecto a l a s c u a t r o v a r i a b l e s y d i f e r e n c i a b l e de segundo orden 

r e s p e c t o a l a s v a r i a b l e s . e s p a c i a l e s y de primer orden r e s p e c t o 

a l tiempo. Se e x c l u y e n l a s u p e r f i c i e d e l sólido y e l i n s t a n t e 

i n i c i a l , 

a) Condiciones i n i c i a l e s 

Se suponen dada l a temperatura en todos l o s puntos d e l só 

l i d o en un i n s t a n t e dado que se supondrá o r i g e n de tiempos. S i 

l a función dada es c o n t i n u a , l a solución d e l problema deberá 

tender a l v a l o r dado cuando t t i e n d e a c e r o . 

t C t =0) = f (x,y,2) (1.31) 

l a solución deberá cximplir: 

l i m t ( x , y , z ; T ) = f ( x , y , z ) (1.32) 
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S i l a distribución i n i c i a l de temperaturas es d i s c o n t i n u a 
d i c h a s d i s c o n t i n u i d a d e s desaparecen en poco tiempo, y en este 
caso nu e s t r a solución debe converger h a c i a l o s v a l o r e s i n i c i a ­
l e s en a q u e l l o s puntos en que sea co n t i n u a . 

b) Condiciones de contorno 

Desde un punto de v i s t a físico corresponden a l a s d i f e r e n 
t e s formas de transmisión de c a l o r , en nuestro caso, e n t r e un 
sólido y l o que l e rodea (vacío, f l u i d o s , o t r o s sólidos, e t c . ) . 

Desde e l punto de v i s t a matemático se suelen c o n c r e t a r en 
t r e s t i p o s fundamentales que se d e s c r i b e n a continuación: 

« 
b . l . Condición de D i r i c h l e t . 

Consistiría en f i j a r en cada i n s t a n t e de tiempo e l v a l o r 
de l a temperatura en t o d o s . l o s puntos de l a s u p e r f i c i e d e l 
sólido 

t ( x , y , z ; T ) = f ( x , y , z ; T ) V p e S ; Vx^eT (1.33) 

b-. 2. Condición de Neumann. 

E l f l u j o de c a l o r a través de l a s u p e r f i c i e que l i m i t a e l 
sólido es f i j a d o para cada punto de d i c h a s u p e r f i c i e y en todo 
i n s t a n t e . Matemáticamente, d i c h a condición se traduce en d e t e r 
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minar l a de r i v a d a d e l campo de temperaturas con r e s p e c t o a l a 
norinal. En un medio isótropo, e l f l u j o a través de un elemento 
d i f e r e n c i a l de s u p e r f i c i e sería: 

Dicha expresión muestra l a relación e x i s t e n t e , para este 
t i p o de condición de contorno, e n t r e e l concepto físico y e l 
matemático. Desde este punto de v i s t a l a condición de c o n t o r ­
no quedaría d e f i n i d a por: 

Un caso p a r t i c u l a r de e s t a condición sería cuando d i c h o f l 
jo. es nulo en todo i n s t a n t e , caso c o r r e s p o n d i e n t e a una s u p e r f i 
cié adiabática, o a i s l a d a térmicamente. 

b.3. Condición de F o u r i e r . 

En e s t e caso no se f i j a n i l a temperatura n i su d e r i v a d a 
según l a n o m a l , s i n o que e s t a b l e c e una relación en t r e ambas 
que v e r i f i q u e n un condición determinada 

—̂  ^ ^ 

d(j) = q . dS = q . n . dS = -grad t . n . dS = - ̂  dS (1.34) 

= f ( x , y , z ? T ) V P e S ; ¥T e T (1.35) 

3t 
3n + a t = b P e S t e: T (1.36) 

donde a es una función a r b i t r a r i a d e l punto P no n e g a t i v a n i 
idénticamente n u l a . 
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b.4. Otros t i p o s de condiciones de contorno. 

Además de estos t r e s t i p o s de co n d i c i o n e s de contorno clá 
s i c a s en func i o n e s armónicas y teoría d e l p o t e n c i a l en l a prác 
t i c a pueden encontrarse o t r a s c o n d i c i o n e s que no admiten su i n 
clusión en ninguno de l o s t r e s t i p o s , fundamentalmente l a s de­
bidas a condiciones no l i n e a l e s . Casos típicos son l a s c o n d i ­
ciones debidas a l a radiación y convección n a t u r a l eh que l a 
temperatura e n t r a en forma de po t e n c i a s s u p e r i o r e s a l a unidad. 
En e l caso de l a radiación, l a c u a r t a p o t e n c i a . 

b.5. Sólidos compuestos. 

Un caso de heterogeneidad de gran interés práctico c o n s i s 
t e en un sólido compuesto por v a r i o s sólidos homogéneos en con 
t a c t o e n t r e sí. En e s t e caso e l problema se descompone en t a n ­
t o s problemas como sólidos simples e x i s t a n . Las c o n d i c i o n e s de 
contorno en l a s s u p e r f i c i e s de separación corresponderán a l a 
imposición de que e l f l u j o sea continuo a través de l a superf¿ 
cié 

dt 3t 
^1 1 ^ = ^2 TÍT P ^ s (1-37) 

asimismo podemos suponer que l a temperatura sea l a misma en l o s 
dos medios. Esto sólo es válido en e l caso de que l a unión sea 
s u f i c i e n t e m e n t e íntima e n t r e l o s dos medios como e l caso de l a 
soldadura 
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P e S (1.38) 

En caso c o n t r a r i o l a condición a imponer será d e l t i p o 
de convección con una relación l i n e a l de l a d i f e r e n c i a de tem 
pe r a t u r a s . 

E s t a situación se da en muy pocas ocasiones, como por ejem 
pío,cuando entre ambos cuerpos e x i s t e un f l u i d o de. un espesor 
muy pequeño, como es e l caso de l u b r i c a n t e en p i e z a s de motores. 

E l d e s a r r o l l o de l o s puntos a n t e r i o r e s puede encontrarse 

e n t r e o t r a s en l a s r e f e r e n c i a s (1) , (8) , (14 ) , (19 ) / (26 ) ^ (27 ) . 

1.1.1.6. PROPIEDADES TÉRMICAS DEL HORMIGÓN 

1.1.1,6.1. Co n d u c t i v i d a d 

Por l a p r o p i a concepción d e l m a t e r i a l hormigón, como suma 
o aglomerado de componentes muy d i v e r s a s (áridos, agua, cemen­
to) , sus propiedades físicas variarán fundamentalmente con es­
t o s m a t e r i a l e s . 

E l agua t i e n e unas propiedades físicas que podemos consi_ 
d e r a r - c o n s t a n t e s en l a s c o n d i c i o n e s normales, y e l cemento u t i 

= h ( t ^ - t 2 ) (1.39) 
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l i z a d o habitualmente en Ingeniería C i v i l , también podemos con 
s i d e r a r que poseen propiedades físicas r e l a t i v a m e n t e constan­
t e s . S i n embargo, l o s áridos t i e n e n muy d i f e r e n t e s propieda­
des dependiendo de. su composición, así por ejemplo según Ne-
v i l l e (28) l a c o n d u c t i v i d a d d e l hormigón puede o s c i l a r e n t r e 
1,38 W/mK con áridos de b a r i t a y.con dolomías 3,68 W/mK. 

Se puede tomar como v a l o r medio de c o n d u c t i v i d a d en hor 
migón e l v a l o r 1,4 W/mK. Diversos autores como Hunt y Cooke 
(18) dan e l v a l o r k = l , 3 8 W/mK, Mary Emerson (15) índica 
1,4 W/mK, K r e i t h (20) i n d i c a que l a c o n d u c t i v i d a d puede o s c i ­
l a r e n t r e 0,93 W/mK y 1,2 W/mK. 

Variación de l a c o n d u c t i v i d a d con e l contenido de agua 

Para un hormigón dado, e s t a es l a p r i n c i p a l fuente de 
variación de su c o n d u c t i v i d a d . E l contenido de agua en un 
hormigón en un i n s t a n t e dado depende esencialmente de su hi£ 
t o r i a (dosificación i n i c i a l , edad y condic i o n e s de conserva­
ción, c o n d i c i o n e s a m b i e n t a l e s ) . 

Es difícil generalmente conocer cuál es l a humedad d e l 
hormigón en c o n d i c i o n e s h a b i t u a l e s , no obstante según Loudon 
y Stacy (23) se sugiere,que para e l hormigón p r o t e g i d o de 
l a s i n c l e m e n c i a s climatológicas se tome un v a l o r de l a hume­
dad d e l 2,5% y para hormigón expuesto, se tome un v a l o r d e l 
5%. 
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La curva de c o n d u c t i v i d a d d e l hormigón con relación a l a 
humedad, según Barón-y Sauterey (3) se muestra en l a f i g u r a 
1.2. 

K c a l / m h ' C 

5 ÍO 15 % 
CONTENIDO 
EN AGUA 

Figura 1.2. 

Variación de l a c o n d u c t i v i d a d con l a t e m p e r a t u r a 

La c o n d u c t i v i d a d térmica ha s i d o determinada por Marechal 
(24) en régimen c u a s i - e s t a c i o n a r i o , (con muy pequeño g r a d i e n ­
t e térmico) para cada temperatura y una vez e s t a b l e c i d o , en 
todos l o s casos e l e q u i l i b r i o higrométrico con e l ambiente. La 
curva r e p r e s e n t a t i v a de l a f i g u r a 1.3, permite examinar e l f e ­
nómeno . 

Se observa l a gran dependencia de l a c o n d u c t i v i d a d con 
re s p e c t o a l contenido en agua, ya que l a curva se ha e x p e r i ­
mentado s u f i c i e n t e m e n t e l e n t a para p e r m i t i r l a deshidratación 
debido a l a temperatura y, por t a n t o , en caso de e n f r i a m i e n t o . 
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no sigue l a curva s i n o r e c t a s sensiblemente h o r i z o n t a l e s . Igual_ 
mente se observa e l cambio de pendiente entre 50°C y 60*0 d e b i ­
do a que a p a r t i r de esa temperatura e l agua l i b e r a d a t i e n e una 
mayor energía de enlace y por t a n t o , se e l i m i n a en mucha menor 
c a n t i d a d . 

§ 2 
9 
> 
o 3 O z 
o 
o 

I -

KcQt/m h *C 

100 200 300 400 

TEMPERATURA 

Figura 1.2. 

Esta.dependencia de l a c o n d u c t i v i d a d d e l hormigón con re£ 
pecto a l agua y a l a temperatura, hace que l a determinación ex 
p e r i m e n t a l de l a c o n d u c t i v i d a d sea un proceso complicado, y de 
pendiente de l a aplicación p o s t e r i o r que se de a ese v a l o r de 
l a c o n d u c t i v i d a d , puesto, que, s i es para a p l i c a r l o a casos es­
t a c i o n a r i o s , se deberá obtener a l a temperatura o temperaturas 
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de l a s p o s t e r i o r e s a p l i c a c i o n e s , y s i es para un caso de e s t u 
d i o s en régimen v a r i a b l e se deberá determinar l a c o n d u c t i v i ­
dad por métodos en régimen v a r i a b l e (Carslow y Jaeger, pág. 
26). (8). 

1.1.1.6.2. D i f u s i v i d a d 

Representa l a capacidad d e l m a t e r i a l para d i s i p a r c u a l q u i e r 
aumento de l a temperatura que se produzca en su i n t e r i o r , y se 
r e l a c i o n a con l a c o n d u c t i v i d a d mediante l a expresión 

(1.40) 

p = densidad 
C = c a l o r específico 

En e s t a expresión e l c a l o r , específico varía poco con e l 
carácter mineralógico de l o s áridos, pero sí que varía con 
l a humedad y por t a n t o con l a temperatura. En hormigones ñor 
males o s c i l a , según N e v i l l e (28) , e n t r e 840 J/Kg,k y 1.170 
J/Kg.k. 

La densidad en hormigones- de construcción normales es 
r e l a t i v a m e n t e constante y v a l e p = 2.400 kgm/m^. 
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/ c i x x c i u x u i i e i i i d u x i - u s i v x u t i u e i i t i f e í . x u 

7 • —6 2 — 7 2 m /seg. y 1,2 .10 m /seg. con un v a l o r medio de 5,5 .10 m /seg. 
Esto supone una variación en l a d i f u s i v i d a d e n t r e 4 . 10 

íg. y 1.2 
( f i g u r a 1.4.) 
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Figura 1.4. 
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1.1.1.6.3. C o e f i c i e n t e de dilatación térmica 

A l i g u a l que l a s demás propiedades físicas d e l hormigón su 
c o e f i c i e n t e de dilatación térmica o s c i l a con sus componentes y 
con l a s c o n d i c i o n e s ambientales. 

En l a s f i g u r a 1.5 de C o l l e p a r d i (9) y en l a 1,6 de N e v i -
l l e (28) se observa l a dependencia d e l t i p o y c a n t i d a d de are 
na y áridos gruesos sobre e l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica. 
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Table 7.14: Ctiefficient of Thcnnal Expansión of 1:6 Concretes made wiih Differení Aggregates'^'' 

Typc of aggregaic 

Linear cocfTicicni of ¡herma) expansión 

Air-cured cot\crcie Watcr<ured concrete Air-curcd and weiied concrete 

per "F 10-" per C 10-- per y 10 • per C 10« per -F I0-» per C lo­
l.Vl .7-3 I2'2 68 11-7 es 
9-5 5-3 8-6 4'8 7-7 4-3 12-8 71 i:-2 6-8 11? 6-5 
9-5 5-3 8-$ 4-7 7-9 4-4 n-7 6-5 10-1 5-6 8-6 4-8 
7-4 41 61 3-4 5-9 3-3 7-4 41 61 3-4 6-5 3-6 
10-6 5-9 9-2 5 1 8-8 4-9 121 6-7 9-2 51 8-5 4-7 

Gravcl 
Grantte 
Ouartíitc 
Doleriic 
Sandsionc 
Limcstone 
Poriland stone 
Blasi-furnacc slai; 
Foamcd slac 
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En España e l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica l o f i j a 
l a Instrucción: 

-Instrucción EH-82 (10) (Artículo 26.11): 

" E l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica d e l hormigón armado 

se tomará i g u a l a 10 

-Instrucción EP-77 (11) (Artículo 35.11): 

" E l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica d e l hormigón arma­

do se tomará i g u a l a l O " ^ " . 

-En ambos,casos l o s comentarios de l a Instrucción a dic h o s 

artículos índica: 

"Los ensayos han demostrado que e s t e c o e f i c i e n t e puede va 

r i a r en una proporción r e l a t i v a m e n t e elevada ( d e l orden 

d e l ±30 por 100). Dicho c o e f i c i e n t e depende de l a n a t u r a 

l e z a d e l cemento, de l a de l o s áridos, de l a d o s i f i c a ­

ción, de l a hidrometría y de l a s dimensiones de l a s sec­

c i o n e s . 

Por l o . que r e s p e c t a l o s áridos, l o s v a l o r e s más bajos 

se obtienen con áridos c a l i z o s y l o s más elevados con 

áridos silíceos". 

- I n s t r u c c i o n e s r e l a t i v a s a l a s ac c i o n e s a c o n s i d e r a r en 

e l proyecto de puentes de c a r r e t e r a y f e r r o c a r r i l (30) 

(31) en sus artículos 4.3.3 r e f e r i d o a acciones tér­

micas índica: 
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"Los e f e c t o s de l o s cambios de temperatura se deducirán 
a p a r t i r de l o s c r i t e r i o s que se dan más adelante, con 
siderando para e l c o e f i c i e n t e de dilatación l i n e a l l o s 
s i g u i e n t e s v a l o r e s : 

Elementos de hormigón: 10 ^ 
Elementos de acero : 1,2 . 10 ^ 

En l o s comentarios a este artículo, ambas I n s t r u c c i o n e s 
a p o s t i l l a n : 

" E l c o e f i c i e n t e 10 ^ es a p l i c a b l e a elementos e s t r u c t u r a 
l e s de hormigón armado o pretensado en conjunto, s i n 
que sea n e c e s a r i o tomar 1,2 .10 ^ para l a s armaduras". 

- E l Model Code en su versión española y en e l artículo 
2.5.5 d e l volumen I I i n d i c a (12): 

" E l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica d e l hormigón debe 
tomarse i g u a l a 10 . 10 ^ por grado centígrado". 

No hace comentarios a l artículo i 
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1.1.2. RADIACIÓN 

1.1.2.1. RADIACIÓN TÉRMICA 

Radiación térmica es l a t r a n s f e r e n c i a de c a l o r de un cuer 
po a o t r o de menor temperatura por medio de ondas electromagné 
t i c a s a través d e l medio que l a s separa. 

Las ondas de radiación térmica t i e n e n propiedades s i m i l a 
r es a o t r o s t i p o s de ondas electromagnéticas, diferenciándose 
solamente en l a l o n g i t u d de onda. 

La m a t e r i a en estado sólido o líquido emite un es p e c t r o 
continuo de radiación. Los d e t a l l e s d e l espe c t r o son prácti­
camente independientes de l a n a t u r a l e z a d e l cuerpo emisor, 
pero dependen fundamentalmente de l a temperatura. 

A l a s temperaturas o r d i n a r i a s , l a mayor p a r t e de l o s cuer 
pos son v i s i b l e s , no por l a l u z que emiten s i n o por l a l u z que 
r e f l e j a n . S i n embargo, a a l t a s temperaturas, l o s cuerpos emi­
ten energía dentro d e l espe c t r o v i s i b l e y se hacen luminosas 
por sí mismas. 
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1.1.2.2. RADIACIÓN DEL CUERPO NEGRO 

E l cuerpo negro es un cuerpo i d e a l que emite y absorbe 
para toda temperatura e l máximo p o s i b l e de radiación en t o ­
das l a s l o n g i t u d e s de onda. E l cuerpo negro es un concepto 
teórico que mantiene un límite s u p e r i o r a l a emisión de r a 
diación de acuerdo con e l segundo p r i n c i p i o de l a Termodiná 
mica. Es una medida estándar con l a c u a l se podrá comparar 
l a radiación características de o t r o s medios. 

Se d e f i n e poder emisivo monocromático o e s p e c t r a l d e l 
cuerpo negro. E^^ como l a emisión t o t a l de energía por 
unidad de tiempo y por unidad de área para un cuerpo negro 
a l a l o n g i t u d de onda A y en e l i n t e r v a l o de l o n g i t u d e s de 
onda X y X+dX. E l . a d j e t i v o e s p e c t r a l se u t i l i z a para i n d i ^ 
c a r l a dependencia de l a radiación de l a l o n g i t u d de onda 
mientras que monocromática i n d i c a que l a ca n t i d a d de r a d i a 
ción corresponde una l o n g i t u d de onda dada X. 

La distribución de energía de un cuerpo negro a l o l a r 
go de l a s d i f e r e n t e s l o n g i t u d e s de onda fué d e s c u b i e r t a por 
Max Planck en 1900 a través de su teoría cuántica*. 
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(T) = poder emisivo monocromático de un cuerpo negro 
(W/(m2.m)) 

X = l o n g i t u d de onda (m). 
T _ temperatura a b s o l u t a (K). 

= 374,15 . lO"-"-^ Wm̂ . 
C2 = 14,388 . 10~^ mK. 
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Figura 1.7. 
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E l poder emisivo monocromático de un cuerpo negro a l a s 
d i v e r s a s temperaturas se observa en l a f i g u r a (1.7) en fu n ­
ción de l a l o n g i t u d de onda. Se deduce de l a gráfica que a 
temperaturas i n f e r i o r e s a 6000 K l a emisión de energía de r a 
diación está comprendida e n t r e 0.2|i y SOy. 

S i l a expresión de l a l e y de Planck l a derivamos con 
res p e c t o a X e igualamos a cero para obtener l a s máximas de 
energía.para cada temperaturas obtenemos l a l e y de d e s p l a ­
zamiento de Wien , fórmula (1.42) , l a c u a l i n d i c a l a longi_ 
tud de onda en que se emite mayor c a n t i d a d de energía para 
cada temperatura 

.T = 2.898 m.K (1.42) 

E s t a curva está también d i b u j a d a en l a f i g u r a (1.7), y 
se observa que para incrementos p o s i t i v o s de l a temperatura, 
l a l o n g i t u d de onda de poder e m i s i v o máximo decrece. 

E l rango v i s i b l e de l o n g i t u d e s de onda se exti e n d e so­
lamente sobre una e s t r e c h a región entre 0,4]J y 0,7IJ sombrea 
da en l a f i g u r a (1..7), Solamente una p a r t e muy pequeña de 
l a energía corresponde en este rango de l o n g i t u d e s de onda 
para temperaturas i n f e r i o r e s a 900 K. Para temperaturas su­
p e r i o r e s , l a energía r a d i a n t e se incrementa en l a zona v i s i 
b l e . Aproximadamente a 1000 K una p a r t e importante dé l a 
energía r a d i a n t e es e m i t i d a e n t r e 0,6ii y 0,7y y un o b j e t o 
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a e s t a temperatura se enciende con un suave c o l o r r o j o . Inore 
mentando l a temperatura, e l b r i l l o r o j o y a m a r i l l o comienza a 
ser blanco h a c i a l a s 1600 K. 

La c a n t i d a d t o t a l de energía r a d i a n t e que emite una superfi 
cié por unidad de área a l a temperatura T para todas l a s Ion 
gi t u d e s de onda, es e l poder emisivo t o t a l . S i l a s u p e r f i ­
c i e es un cuerpo negro, e l poder emisivo viene dado por l a 
i n t e g r a l de l a distribución de Planck extendida a todas l a s 
lo n g i t u d e s de onda: 

00 

•°m ' j " ^ u . 

00 

5 Co/AT (̂ -̂ ^̂  

y cuyo r e s u l t a d o es: 

E°^^ = o (W.m"^) (1.44) 

o l e y de Stefan-Baltzman, donde a =constante de Stefan-Bolt£ 
man y v a l e : 

o = 5,67 .10"^ W/m̂ K̂ ^ (1.45) 

1.1.2.2.1. Absorción., reflexión y transmisión de l a radiación 

Consideremos un haz de energía r a d i a n t e que i n c i d e sobre 

una s u p e r f i c i e como i n d i c a l a f i g u r a 1.8. S i llamamos G a l a 
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-2 energía r a d i a n t e g l o b a l i n c i d e n t e {W.m ), una porción de 
energía se absorbe dentro d e l m a t e r i a l aG, o t r a porción se 
r e f l e j a en l a s u p e r f i c i e pG, y e l r e s t o se tr a n s m i t e den­
t r o d e l cuerpo xG. 

E l f a c t o r de absorción ( a b s o r t i v i d a d ) a de un cuerpo 

es l a fracción de energía i n c i d e n t e absorbida por e l cuer 

po. E l f a c t o r de reflexión ( r e f l e c t i v i d a d ) p de l a super­

f i c i e es l a fracción de energía i n c i d e n t e r e f l e j a d a , y 

f a c t o r de transmisión ( t r a n s m i t i v i d a d ) T es l a fracción 

de energía i n c i d e n t e t r a n s m i t i d a a través d e l cuerpo. E l 

balance de energía indicará: 

G Radiación 
incidente 

transmitida 

Figura L8, 

aG + pG + TG = G 

a+p+T = 1 

(1.46) 

(1.47) 
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Para v a l o r e s p a r t i c u l a r e s de l o s f a c t o r e s obtenemos 

l o s cuerpos característicos 

T = O Cuerpos opacos 
p s = l - 4 . T = a = 0-^ R e f l e c t o r p e r f e c t o 
a = i - ^ T = p = 0-^ Cuerpo negro 
Gases - ^ T = : 1 ; a = p - 0 

I g u a l que se han d e f i n i d o e s tos f a c t o r e s para toda l a 

energía, se podrían d e f i n i r para cada l o n g i t u d de onda a,, 

1.1.2.3. RADIACIÓN DE CUERPOS REALES 

La mayor p a r t e de l a s s u p e r f i c i e s que se u t i l i z a n en 

Ingeniería no se comportan como cuerpos negros. En e s t a s su 

p e r f i c i e s es conveniente d e f i n i r l a capacidad de emisión y 

absorción de éstas, r e f e r i d a s a l caso de un cuerpo negro. 

S i llamamos E^ e l poder e m i s i v o monocromático de una 

s u f s e r f i c i e r e a l (no cuerpo n e g r o ) , l a e m i s i v i d a d monocroma 

t i c a e, de l a s u p e r f i c i e , se d e f i n e como 

E X X (1.48) 
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Es d e c i r , es l a proporción de energía r a d i a d a por l a 
s u p e r f i c i e r e a l r e s p e c t o a l cuerpo negro y es siempre menor 
que l a unidad. E x i s t e una importante relación e n t r e l a emi-
s i v i d a d y l a a b s o r t i v i d a d a^^, d e f i n i d a por l a l e y de K i r -
chhoff que e s t a b l e c e que para todas l a s s u p e r f i c i e s l a emi-
s i v i d a d monocromática e s . i g u a l a l a a b s o r t i v i d a d monocromáti 
ca 

= (1.49) 

Se llamará cuerpo g r i s a un cuerpo i d e a l que cumpla que 
para una temperatura dada l a relación entre su poder emisivo 
monocromático y e l poder emisivo monocromático de un cuerpo 
negro a l a misma l o n g i t u d de onda, es constante en todo e l 
esp e c t r o de l o n g i t u d e s de onda y por t a n t o , su poder e m i s i v o 
Eg será 

Eg = E° = o (1.50) 

La forma de l a cur v a e s p e c t r a l para una s u p e r f i c i e g r i s 
es s i m i l a r a l a de una s u p e r f i c i e negra, pero l a a l t u r a se 
reduce en e l v a l o r numérico de l a e m i s i v i d a d . 

En l o s cálculos de t r a n s f e r e n c i a de c a l o r , normalmente 
todas l a s s u p e r f i c i e s se c o n s i d e r a n como g r i s e s aunque en 
l a práctica se desvíen bastante de l a s e s p e c i f i c a c i o n e s d e l 
cuerpo g r i s , ya que i n t e r e s a mas l a energía t o t a l y no l a mono 
cromática. 
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Como ejemplo, l a f i g u r a (1.9) muestra e l e s p e c t r o carac 
terístico de un cuerpo negro "a 1600 K y e l espectro d e l po­
der emisivo de un metal i n d u s t r i a l a l a misma temperatura. 

LONGITUD DE ONDA A. (mieras) 

Figura 1.9. 

Superpuesta l a curva e s p e c t r a l de l a s u p e r f i c i e r e a l 
está l a de un cuerpo g r i s de f a c t o r de emisión e =0,6. E£ 
te v a l o r de l a e m i s i v i d a d se e l i g e de manera que e l poder 
em i s i v o t o t a l de l a s u p e r f i c i e r e a l sea i g u a l que e l d e l 
cuerpo g r i s . 

Aunque d i c h o s e s p e c t r o s d i f i e r e n bastante e n t r e sí, se 
c o n s i d e r a a e f e c t o s prácticos de cálculos, como una a p r o x i ­
mación s u f i c i e n t e m e n t e buena en todas l a s l o n g i t u d e s de on­
da y por t a n t o , se tomará en e s t e caso, E = e, = 0,6. 
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En l a bibliografía (25) , (22) e x i s t e n v a r i a s t a b l a s 
de e m i s i v i d a d e s de muy v a r i a d o s m a t e r i a l e s para d i f e r e n t e s 
l o n g i t u d e s de onda. 

1.1.2.4. RADIACIÓN SOLAR SOBRE LA SUPERFICIE TERRESTRE 

Se suponen conocidos l o s temas elementales de Astrofí­
s i c a como son l o s r e f e r e n t e s a l a posición de l a t i e r r a en 
e l sistema s o l a r y sus movimientos dentro d e l mismo, i n d i ­
cándose a continuación unas f i g u r a s como definición de a l ­
gunos conceptos y v a r i a b l e s u t i l i z a d a s posteriormente. (20) , 
(21), (22),(34). 

Polo norte de la 
esfera celeste 

Polo sur de la 
esfera celeste 

Figura i. 10. • Esfera terrestre mostrando el camino 
aparente del sol y el ángulo de 
declinación solar. 
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5 
Figura L ¡i. * Posisién de ía tierra respecto 

a los rayos solares en el 
solsticio de invierno. 

Figura 112.! Rotación de la tierra ai rededor del sol 
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La posición de un punto P de l a s u p e r f i c i e t e r r e s t r e con 
respecto a l o s rayos d e l S o l es conocida en todo i n s t a n t e por 
l o s s i g u i e n t e s ángulos; l a t i t u d 1, y ángulo h o r a r i o h d e l pun 
to y declinación s o l a r d. Se pueden observar en l a f i g u r a 
(1.13). 

/ \> 
/ \ Rayos solares 

\ * 

\ 0 

Ecuador ^ v ^ / 

/ 
/ 

/ 

Figura i.¡3.- Ángulos latitud (i) 
horario (h) y declinación 
solar (a) 

La l a t i t u d 1 es e l ángulo formado por e l punto P y e l 
ecuador. Es e l ángulo formado por OP y l a proyección de OP 
sobre e l plano d e l ecuador. 

E l ángulo h o r a r i o h es e l ángulo medio sobre e l pla n o 
e c u a t o r i a l e n t r e l a proyección de OP y l a proyección sobre 
e l mismo pla n o de l a línea que une e l c e n t r o d e l S o l y e l 
c e n t r o de l a T i e r r a . A mediodía e l ángulo es cero. E l án­
gulo h o r a r i o expresa e l tiempo d e l día con r e s p e c t o a l me­
diodía. Una- hora r e p r e s e n t a 15° d e l ángulo h o r a r i o . 
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h = ^ (t-12) (1.51) 

La declinación s o l a r d es l a d i s t a n c i a angular de l o s 
rayos s o l a r e s a l ecuador. Se mide como e l ángulo formado 
por l a línea que une e l centro d e l S o l y e l c e n t r o de l a 
T i e r r a , y su proyección sobre e l plano e c u a t o r i a l t e r r e s ­
t r e a l mediodía. 

Además de l o s ángulos a n t e r i o r e s , es p r e c i s o u t i l i z a r 
o t r o s ángulos en l o s cálculos de radiación. Son e l ángulo ce 
ínital s o l a r la a l t i t u d 3, y e l ángulo a c i m u t a l y, ( f i g u 
r a s 1.14 y 1.15). 

\ 

Normal al plano 
tangente 

\ 

Oeste X I 
\ I 

\ t \ I \ 
Figura 1.14. • Definición de ios 
ángulos cenital solar (t) altitud 
solar (p) y acimut (Y) 

Figura 1.15. •• Relación entre un punto 
de la superficie terrestre 
y los rayos solares 
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De s e n c i l l a s r e l a c i o n e s geométricas se ob t i e n e : 

(1.52) 

senB = cos\p = eos 1 eos h eos d + sen 1 sen d (1.53) 

sen (180-Y) = «ec $ eos d sen h (1.54) 

max 2 1-á (1.55) 

Cuando l a s s u p e r f i c i e s de cálculo no son h o r i z o n t a l e s , 
es n e c e s a r i o d e f i n i r l a posición r e l a t i v a d e l S o l con r e s ­
pecto a l a s u p e r f i c i e , a través d e l ángulo 6, que es ángu­
l o formado por l o s rayos s o l a r e s y l a normal a l a s u p e r f i ­
c i e . También será p r e c i s o d e f i n i r e l ángulo a e n t r e l o s a-
cimutes de l a s u p e r f i c i e y l o s rayos s o l a r e s ( f i g u r a 1.16). 

Normal (superficie inclinad! 

V 

Figura LI6. • Relación entre los rayos solares 
y una superficie inclinada. 
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Las r e l a c i o n e s e n t r e e s t os ángulos son: 

cos6 = cosB cosa cos<j) + sen3 sen<^ (1.56) 

S i l a s u p e r f i c i e es v e r t i c a l ((|)=0) 

cose = cos3 cosa (1.57) 

S i l a s u p e r f i c i e es h o r i z o n t a l ((}> 

cos9 = sen3 = cos^p ^ Q = ^ (1.58) 

Tenemos por t a n t o , en cada i n s t a n t e e l ángulo 9 e n t r e 
l o s rayos s o l a r e s y una s u p e r f i c i e c u a l q u i e r a , en función 
de l a geometría de l a s u p e r f i c i e (ángulos ^ y a) y en f u n ­
ción de B que a su vez depende de l a l a t i t u d (1) d e l l u g a r , 
de l a hora (h) y d e l día d e l año (d). 

Tenemos por t a n t o , r e s u e l t o teóricamente e l problema, 
ya que dado e l v a l o r de l a i n t e n s i d a d de radiación s o l a r , 
normal a l o s rayos s o l a r e s 1̂ ,̂ tendremos e l v a l o r de l a 
i n t e n s i d a d en l a s u p e r f i c i e de r e f e r e n c i a 

I-, = I„.cos6 (1.59) 
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E l problema fundamental surge a l obtener e l v a l o r de 
I ^ . En primer l u g a r t i e n e una componente de radiación 
d i f u s a que no depende de l a dirección y se puede suponer 
como constante. 

La radiación d i r e c t a que queda depende de muchos f a c ­
t o r e s : 

.La l a t i t u d t e r r e s t r e , pues en e s t e caso l a radiación 
i n c i d e sobre cada punto con d i f e r e n t e ángulo y por 
tan t o se p i e r d e más por reflexión, además l a capa a t 
mosférica que a t r a v i e s a es d i f e r e n t e y por c o n s i g u i e n 
te l a c a n t i d a d que se p i e r d e por absorción también es 
v a r i a b l e . 

.La meteorología, pues l a d i f e r e n t e c a n t i d a d de nubes o 
n i e b l a s es fundamental para determinar l a c a n t i d a d de 
radiación d i r e c t a . 

.La humedad r e l a t i v a d e l a i r e , q u e hace que d i c h a agua 
absorba mayor o menor c a n t i d a d de radiación (p.e. l o s 
d e s i e r t o s ) . 

.La contaminación, que hace que no sean v a l i d o s l o s r e g i s ­
t r o s de datos en e l campo para l a s ciudades que están 
próximas. 
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.La geografía, ya que además de l a a l t u r a sobre e l n i ­
v e l d e l mar (o b s e r v a t o r i o de Izaña), i n f l u y e e l con­
junt o de c o r d i l l e r a s , ríos, e t c . . . , en todo su en t o r ­
no. 

No obstante se puede hacer una primera aproximación a 
p a r t i r d e l dato de l a constante s o l a r que es e l f l u j o medio 
de energía s o l a r que i n c i d e en l a s u p e r f i c i e e x t e r i o r de l a 
atmósfera t e r r e s t r e , medido a l a d i s t a n c i a media entre e l 
S o l y l a T i e r r a . Este v a l o r de l a constante s o l a r se tomará 

2 

como IQ =1353 W/m y se considerará como f i j o para todos 
l o s cálculos ya que su variación es muy pequeña, según se 
demuestra en l a t a b l a a d j u n t a . 

TABLA 1.2.- Variación anual de l a radiación solar con l a excentri 
cidad de l a órbita. (Ref. 22). 

FECHA 
RELACIÓN DEL FLUJO 

RADIO VECTORA A LA CONSTANTE SOLAR 
RADIACIÓN SOLAR 

1 Enero 
1 Febrero 
1 Marzo 
1 A b r i l 
1 Mayo 
1 Junio 
1 J u l i o 
1 Agosto 
1 Setiembre 
1 Octubre 
1 Noviembre 
1 Diciembre 

0.9832 
0.9853 
0.9908 
0.9993 
1.0076 
1.0141 
1.0167 
1.01A9 
1.0092 
1.0011 
0.9925 
0.9860 

1.034 
1.030 
1.090 
1.001 
0.985 
0.972 
0.967 
0.971 
0.982 
1.998 
1.015 
1.029 

1.399 
1.394 
1.379 
1.354 
1.333 
1.312 
1.308 
1.312 
1.329 
1.350 
1.373 
1.392 

a Relación entre l a distancia Tierra-Sol y l a distancia media 
Tierra-Sol . 
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De l o s d i v e r s o s métodos para pasar d e l dato de l a con£ 
t a n t e s o l a r a l v a l o r de l a radiación, l a mejor correlación 
se ha encontrado • en l a fórmula *• 

m (1.60) 

Ijjj = Radiación en l a s u p e r f i c i e t e r r e s t r e 
Iq = Constante s o l a r 
m = masa de a i r e r e l a t i v o , d e f i n i d o como e l c o c i e n ­

te e n t r e e l camino r e c o r r i d o por e l rayo s o l a r y 
e l más c o r t o p o s i b l e ( f i g u r a 1.17) 

T = c o e f i c i e n t e de transmisión por unidad de masa de 
a i r e 

Horizontal del 
lugar 

Capa 
armosférlcQ 

Figura 1.17 ^ Definiciórt de la masa relativa del aire 
m " BP/AP s cosec p 
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E l v a l o r de m depende de l a posición d e l s o l dado por 
e l ángulo c e n i t a l s o l a r i), que forman l o s rayos s o l a r e s con 
l a v e r t i c a l d e l l u g a r . Admitiendo que e l espesor de l a a t ­
mósfera es d e s p r e c i a b l e f r e n t e a l r a d i o de l a t i e r r a , l a ma 
sa de a i r e r e l a t i v a m es i g u a l a l a secante de ^. E s t a r e ­
lación se c o n s i d e r a válida para prácticamente todos l o s va­
l o r e s d e l ángulo ip, excepto en l a s a l i d a y puesta d e l s o l 
en que l a radiación es muy pequeña. 

Por t a n t o 

l/cos\(j 

Ijj = Ijjcose = cos^ N 

Tenemos por t a n t o , l a fórmula que l i g a l a constante so 
l a r con l a radiación en día despejado sobre una s u p e r f i c i e 
h o r i z o n t a l , a través únicamente d e l ángulo \¡j que forman l o s 
rayos s o l a r e s y l a v e r t i c a l d e l l u g a r . E s t e ángulo ^ depende, 
como l o demuestra su.expresión (1.53) de l a l a t i t u d , de l a 
declinación s o l a r anual es d e c i r , d e l día d e l año, y de l a 
hora d e l día. 

La fórmula a n t e r i o r (1.61) se ha comparado con l o s r e ­
g i s t r o s de datos r e a l e s obtenidos en España, alguno de cu­
yos r e s u l t a d o s se expresan en l a s f i g u r a s (1.18) y (1.19). 
Con carácter g e n e r a l podemos observar l a s s i g u i e n t e s p a r t i ­
c u l a r i d a d e s : 
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-En l o s mapas de irradiación se observan l a s líneas 
de isorradiación sensiblemente en l a dirección E-W, 
como i n d i c a su dependencia de l a l a t i t u d . No obstan 
t e , l a c o r n i s a cantábrica posee un v a l o r d e l g r a ­
d i e n t e de temperatura s u p e r i o r a l r e s t o , l o c u a l im 
p l i c a d i f e r e n t e v a l o r d e l parámetro T que e l r e s t o 
de l a península, fundamentalmente en verano. 

-En l o s gráficos de l a s f i g u r a s (1.18) y (1.19) se 
comprueba una buena correlación para T =0,7 en e l 
sur y c e n t r o de l a península, mientras que es nece 
s a r i o e l v a l o r T =0,5 en l a c o r n i s a cantábrica. 

-En España l o s v a l o r e s de x no dependen básicamente 
de l a estación climatológica como defienden o t r o s 
autores (20) , para l o s v a l o r e s medios de l a r a d i a ­
ción. 

-Los v a l o r e s de o radiación en un plano h o r i z o n ­
t a l de l a s u p e r f i c i e t e r r e s t r e en España, se o b t i e 
nen de l o s datos d e l I n s t i t u t o Meteorológico Nació 
n a l , b i e n en forma d i r e c t a de l o s datos numéricos 
de Radiación S o l a r s i es que se desean l o s datos 
de un l u g a r próximo a una estación meteorológica, o 
bie n de l o s mapas de irradiación que también públi­
ca e l I n s t i t u t o N a c i o n a l de Meteorología. (Capítulo 4). 
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Figura 1.18 
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IH = l o COSljJX = o » t 

1100 

1000 

900 

X = 0.5 

t = altitud 

O Oviedo üunlo 

A Oviedo Marzo 

o Oviedo Enero 

Verano 
Otoño - Primavera 

Invierno 

7 8 •0 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Figura 1.19 
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1.1.3. CONVECCIÓN 

1.1.3.1. LEY DE NEWTON DE LA CONVECCIÓN 

La convección es e l mecanismo de transmisión de c a l o r 
que t i e n e l u g a r en un f l u i d o en v i r t u d de movimientos ma­
croscópicos de l a masa d e l p r o p i o f l u i d o . S i este movimien 
t o es debido a l e f e c t o de l a gravitación, en v i r t u d de l a s 
d i f e r e n c i a s de densidad, se llama convección n a t u r a l . S i 
por e l c o n t r a r i o , e l movimiento d e l f l u i d o es producido por 
causas e x t e r i o r e s , no conectadas con l a temperatura d e l 
f l u i d o , se llama convección f o r z a d a . 

Las l e y e s de transmisión por convección son extremada 
mente complejas. Cuando un cuerpo se enfría o c a l i e n t a en 
e l seno de un f l u i d o , e l f l u j o calorífico depende de muizhas 
causas: d i f e r e n c i a de temperaturas e n t r e e l f l u i d o y e l cuer 
po, densidad, v i s c o s i d a d , calor.específico y c o n d u c t i v i d a d 
térm.ica d e l f l u i d o . 

Como además l a s c o n d i c i o n e s físicas d e l f l u i d o depen­
den de l a temperatura y de l a presión, es lógico que e l c a l 
culo r i g u r o s o d e l f l u j o de convección no sea siempre f a c t i ­
ble y se tenga que r e c u r r i r a métodos experimentales. 
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Consideremos una p l a c a p l a n a de temperatura s u p e r f i c i a l 
t , que se enfría a l contacto con una c o r r i e n t e de a i r e a tem 
p e r a t u r a t ^ que f l u y e paralelamente a l a p l a c a . En un plano 
normal a l a p l a c a , l a temperatura d e l a i r e varía desde t has 
t a t ^ de una forma p a r e c i d a a l a i n d i c a d a en l a f i g u r a 1.20. 
También puede observarse en l a c i t a d a f i g u r a l a distribución 
de v e l o c i d a d e s d e l a i r e V{2) en función de l a a l t u r a . 

Figura 1.20. 

La r e s i s t e n c i a térmica a l i n t e r c a m b i o de c a l o r e n t r e l a 
pared y e l a i r e puede suponerse concentrada en una película 
(capa límite) de a i r e de espesor AZ, no perfectamente d e f i n i ­
da, pero que puede aproximarse extrapolando l a distribución 
prácticamente l i n e a l de temperaturas j u n t o a l a pared, hasta 
a l c a n z a r e l v a l o r t , d e l a i r e . 
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De este modo, l a l e y de F o u r i e r de conducción térmica, 
se aplicaría a e s t a película de c o n d u c t i v i d a d K en l a forma: 

<j) = -k . s II = - - j - S . At (1.62) 

En e s t a expresión es desconocido e l v a l o r de l a conduc 
t i v i d a d d e l a i r e , y d e l espesor de l a película AZ, por l o q u e 
se c o n s i d e r a como un único c o e f i c i e n t e h , que llamaremos coe 
f i c i e n t e de convección térmica y de l a expresión a n t e r i o r , re 
s u l t a l a llamada l e y de Newton de l a convección 

i = h S .At (1.63) 
c 

A p a r t i r de l a expresión (1.63) de l a l e y de Newton, e l 
problema de l a . convección se reduce a determinar en cada caso 
e l v a l o r d e l c o e f i c i e n t e de convección h . 

c 

1.1.3.2. EL COEFICIENTE DE CONVECCIÓN 

Los i n g e n i e r o s han usado l a l e y de Newton de l a convec 
ción durante muchos años, aunque sea más b i e n una definición 
d e l c o e f i c i e n t e de convección h que l a l e y fenomenológica 
de l a convección. 

La evaluación d e l c o e f i c i e n t e de convección es difícil, 
a l t r a t a r s e de un fenómeno complejo, ya que e l v a l o r de h en 
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un determinado sistema depende de f a c t o r e s como l a geometría 
de l a s u p e r f i c i e , v e l o c i d a d d e l f l u i d o , y de l a s propiedades 
físicas d e l f l u i d o o de l a misma d i f e r e n c i a de temperaturas. 

La aplicación d e l Análisis Dimensional a e s t e fenómeno 
ha p e r m i t i d o d e f i n i r e i d e n t i f i c a r una s e r i e de números a d i -
mensionales de e s p e c i a l i m p o r t a n c i a en e l e s t u d i o de algunos 
fenómenos r e l a c i o n a d o s con l a convección (Nu s s e l t , P r a n d t l , 
Reynolds, P e c l e t , Stanton, G r a s h o f ) . Dichos números adimen-
s i o n a l e s dependen cada uno de e l l o s de v a r i a s de estas v a r i a 
b l e s que d e f i n e n e l problema. 

En l a bibliografía (5), ( 7 ) , (21) , (27) se recogen re 
f e r e n c i a s de t e x t o s que t r a t a n en e l c o e f i c i e n t e de convec­
ción desde e l punto de v i s t a de l o s números adimensionales y 
sus r e l a c i o n e s . 

S i n embargo, a través d e l Análisis Dimensional, no se l i e 
ga a d e f i n i r de una forma práctica para e l i n g e n i e r o cuál es 
e l v a l o r d e l c o e f i c i e n t e de convección, que únicamente, se 
puede determinar de forma e x p e r i m e n t a l en cada caso concreto. 

Desde e l punto de v i s t a i n g e n i e r i l , y para e l t r a b a j o 
d e s a r r o l l a d o en e s t a T e s i s en p a r t i c u l a r , e l f l u i d o a consi_ 
d e r a r es siempre e l a i r e con l o c u a l ya se s i m p l i f i c a e l f e 
nómeno, y e l rango de temperaturas también se reduce, pues­
t o que se r e f i e r e a l a temperatura ambiente y a l a tempera-
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t u r a que posee e l sólido debido a l o s fenómenos ambientales. 

Por t a n t o , l o s v a l o r e s d e l c o e f i c i e n t e de convección 
están muy acotados según l o s casos y según K r e i t h (20) , os 

c i l a n de l a forma que i n d i c a l a t a b l a adjunta. 

TABLA 1.3.- Valores del coeficiente de convección. 

Aire, convección l i b r e . 6 . 30 
Vapor sobrecalentado o aire 
con convección forzada. 30 — 300 W/m̂ K 
Aceite convección forzada. 60 - 1800 W/m\ 
Agua convección forzada. 300 T 6000 W/m̂ K 
Agua en ebullición. 3000 • 60000 W/m̂ K 
Vapor condensado. 6000 • 120000 W/m̂ K 

Mary Emerson (15) c o n s i d e r a en l a p a r t e s u p e r i o r d e l 
puente (pavimento) un c o e f i c i e n t e que i n c l u y e conjuntamente 
l a radiación y l a convección (Capítulo 1.1.3.4). Considera 
l o s v a l o r e s de a través de dos fu e n t e s , l a s p u b l i c a c i o n e s 
de B i l l i n g t o n (4) que obti e n e v a l o r e s de h comprendidos 

c 
2 

en t r e 14 y 57 W/m K, concretamente para v e l o c i d a d e s l i g e r a s 
2 

d e l v i e n t o e n t r e 8 y 11 Km/h e l v a l o r de es 23 W/m K. Los 
datos experimentales en puentes de áreas urbanas de Londres 
y Manchester y en áreas r u r a l e s i n d i c a n en este caso v a l o r e s 
de e n t r e 20 W/m̂ K y 29 W/m̂ K. 

Para v e l o c i d a d c a s i n u la d e l v i e n t o , B i l l i n g t o n (4) 
2 

i n d i c a un v a l o r de 19 W/m K y l o s v a l o r e s experimentales os 

c i l a n e n t r e 15 W/m̂ K y 22 W/m̂ K. 
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Para e l caso de convección pura ( s i n radiación), por 
ejemplo en l o s l a t e r a l e s d e l t a b l e r o d e l puente o en e l par 
te i n f e r i o r , o en e l i n t e r i o r , Mary Emerson, obtiene v a l o -

2 2 res de h_ de 9 W/m K a l a i r e l i b r e y 2 W/m K en e l i n t e r i o r 
de l o s t a b l e r o s d e f i n i d o e s t e último como c o e f i c i e n t e de 
convección entre a i p e r f i c i e s ( C a p i t u l o 1,1.3.3). 

En 1975 Hunt y Cooke (18) proponen e l v a l o r de = 
11,3, siendo contestados por l a misma r e v i s t a d e l ASCE por 
A l l i y (2) y P r i e s t l e y y Thurston (32) que l e i n d i c a n que 
esos v a l o r e s son c o r r e c t o s solamente para e l a i r e en calma 
y ponen de m a n i f i e s t o l a im p o r t a n c i a de l a v e l o c i d a d d e l 
v i e n t o en e l v a l o r d e l c o e f i c i e n t e de convección h_. 

En 1980 F a l k n e r (16) propone para e l caso concreto 
de t a b l e r o s de puente una expresión d e l c o e f i c i e n t e de con 
vección de l a forma: 

= 5,58 + 3,38 V Watios/m^K. (1.64) 

siendo V = v e l o c i d a d d e l v i e n t o en m/seg. 

Para e l caso de a i r e encerrado en un t a b l e r o de t i p o 

l o s a a l i e g r a d a o sección cajón, se co n s i d e r a V=0 y por tan 

to = 5,58 W/m̂ K. 
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En 1985 l a Comisión Europea d e l Hormigón CEB (13) 
propone e l uso de dos fórmulas: 

h^=-5,6 + 4,0.V (W/m^K) para V<5 m/seg. (1.65) 

y 
= 7,15 . V°'"^^ para V>5 m/seg. (1.66) 

siendo ambas fórmulas una ampliación o modificación d e l cam 
po de v a l i d e z de l a fórmula (1.64). 

Todos estos datos muestran una gran concordancia en­
t r e e l l a s , y por t a n t o podemos c o n s i d e r a r que e l c o e f i c i e n 

2 
t e de convección h o s c i l a e n t r e v a l o r e s de 2 W/(m K) y 40 

2 
. W/(m K), dependiendo de l a s c o n d i c i o n e s ambientales atmos­
féricas. 

1.1.3.3. COEFICIENTE DE CONVECCIÓN ENTRE SUPERFICIES 

Se c o n s i d e r a e l caso de dos s u p e r f i c i e s p a r a l e l a s de 
dos cuerpos que están separados una d i s t a n c i a d, r e l a t i v a ­
mente pequeña comparada con l a s dimensiones de l a s u p e r f i ­
c i e por un medio que normalmente es e l a i r e . 

Las p l a c a s t i e n e n d i f e r e n t e temperatura y se t r a t a 
de e s t u d i a r e l f l u j o de c a l o r entre ambas, por medio de 
l a consideración de l o s fenómenos de l a convección de l a 
primera p l a c a con e l a i r e , l a conducción a través d e l ai_ 
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re de espesor d y c o n d u c t i v i d a d y l a convección d e l a i r e 
y l a segunda p l a c a . ( F i g u r a 1.21). 

Sólido Aire Sólido 
o 

Fluido 

Figura 1.21. 

q = ^ c ^ ^ l - ^ a l ^ = - T ^'^al-^a2> ^c^\2-'^2^ 

1 a l _ a l a2 _ a2 2 _ 1 2 
^ _2_ . _d_ ^^'^^^ 

\ ^a \ ka 

S i e s t e f l u j o de c a l o r se c o n s i d e r a i n d u c i d o solamen­
t e a través de un hipotético mecanismo f i c t i c i o de convec­
ción e n t r e ambas p l a c a s de l a forma: 

q = hgg(T^ - T j ) (1.68) 

igualando obtendríamos l a definición d e l c o e f i c i e n t e de con 

vección e n t r e ambas p l a c a s de l a forma: 
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h r e p r e s e n t a e l c o e f i c i e n t e de convección en t r e l a s s s 
dos s u p e r f i c i e s , y su determinación se debe hacer 
de forma experimental ya que depende de muchos fac 

. t o r e s y entran en juego nuevos mecanismos depen­
diendo de l a geometría. 

1.1.3.4. COEFICIENTE CONJUNTO.DE RADIACIÓN CONVECCIÓN 

Supongamos un ob j e t o , por ejemplo un puente, expuesto 
a l medio ambiente, sea: 

' T = temperatura a b s o l u t a de l a s u p e r f i c i e d e l puente. 
T^ = temperatura a b s o l u t a d e l c i e l o . 
T, = temperatura a b s o l u t a d e l ambiente. 

a. 

Suponiendo como fenómeno independiente l a radiación so 

l a r i n c i d e n t e , se e s t a b l e c e e l f l u j o de c a l o r en e l puente 

debido a convección, y a radiación térmica e n t r e e l puente y 

e l c i e l o como fenómenos separados que luego se superpondrán: 

q^ = h^CT^ -T) (W/m̂ ) (1.70) c c a 

A á ú A A A 4 4 á á 
q = ea(T^-T^) = ea(T^-T,+T^-T^) = ea(T^-T^)+ ea(T^-T^) 

= e0(T^-T^)+e0(T^+T^)(T^+T)(T^-T) (W/m̂ ) (1.71) c a a a a 
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Siendo l a densidad de f l u j o de c a l o r t r a n s m i t i d o 
d e l a i r e a l sólido por e l mecanismo de convección, y 
l a densidad de f l u j o de c a l o r t r a n s m i t i d o por radiación 
térmica 

q +q^ = £0(T^-T^) + {Ea(T^+T^) (T +T)+h^}(T -T) = 

=ea(Tj-T^)+h^^(T^-T) = q^^+q^^ (1.72) 

q^^ = eo(T^-T^) (W/m̂ ) (1.73a) 

q̂ 3_ = h^3,(T^-T) (W/m̂ ) (1.73b) 

La expresión (1.73a) corresponde, a l a densidad de f l u 
j o de c a l o r e n t r e e l c i e l o y e l ambiente debido a radiación 
ent r e ambos, que es muy próximo a g^, ya que l a temperatura 
ambiente d i f i e r e poco de l a s u p e r f i c i e d e l puente. 

La expresión (1,73b) es l a l e y de Newton de l a convec­

ción en l a c u a l llamaremos c o e f i c i e n t e conjunto de radiación 

convección a l v a l o r : 

= + Z O Í T I +T2) (T +T) (1.74) 
c r C o a 

s i b i e n , en l a práctica se utilizará únicamente como un coe­

f i c i e n t e de convección, pero con sus v a l o r e s numéricos l i g e ­

ramente a l t e r a d o s obtenidos, además, de forma e x p e r i m e n t a l . 
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En e l caso d e l cálculo diurno d e l estado térmico de un 
sólido (p.e.: un t a b l e r o de puente) e l término q^^ de l a ex­
presión (1.73a) d e b e r l a englobarse de forma a d i t i v a a l térmi_ 
no de radiación s o l a r , siendo su i n f l u e n c i a pequeña cuando 
l a radiación s o l a r es elevada. 

Para e l cálculo nocturno, este término expresa e l fenó 
meno de l a pérdida de energía por radiación térmica h a c i a e l 
c i e l o ' q u e se puede c u a n t i f i c a r a través de. l a p r o p i a expre­
sión (1.73a), ya que en es t e caso, para noche despejada, Kreith 
(20), propone u t i l i z a r una temperatura d e l c i e l o 

T = -45°C = 228K (1.74) 

Para e l - caso.de temperatura d e l ^ ambiente 

= -5°C = 268K (1.75) 

y con un c o e f i c i e n t e de emisión h a b i t u a l 

e = 0,95 (1.76) 

r e s u l t a una pérdida t o t a l por emisión térmica de 

q , = eail^ - T^) = -132 W/m̂  ^ r l ^ c a' (1.77) 
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que concuerda bastante b i e n con e l v a l o r experimental u t i l i z a 
do por Emerson (15) que propone u t i l i z a r un v a l o r máximo de 
1.73a de: 

q^^ = -110 W/m̂  (1.78) 
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1.2. TERHOELASTICIDAD 

1.2.1. T E R M O E L A S T I C I D A D T R I D I M E N S I O N A L 

1.2.1.1. RELACIONES TENSION-DEFORMACION 

Se considerará como hipótesis de p a r t i d a que un cuerpo 
elástico sometido a una deformación, permanecerá constante 
s i se mantiene constante l a temperatura. 

Los cambios térmicos en un cuerpo estarán acompañados 
de cambios en l a posición r e l a t i v a de l a s partículas compo­
nentes d e l cuerpo. Tales cambios, en g e n e r a l , no se produci_ 
rán l i b r e m e n t e y por t a n t o , e l cuerpo estará sometido a un 
estado t e n s i o n a l . 

Bajo una expansión térmica l i b r e de un cuerpo isótropo, 
un volumen elemental paralepipédico de lados l 9 p a r a l e l o s a 
l o s e j e s coordenados se deformará dando l u g a r a un p a r a l e l e ­
pípedo s i m i l a r de e j e s l i . 

P ara cambios térmicos pequeños, l a relación entre 1? y 
1,- es de l a forma: 

1^ = l°(l+aAT) (1.79) 
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donde a es e l c o e f i c i e n t e de dilatación térmica. 

Debido a e l l o l a s componentes de l a s deformaciones e^^ 
debido a l a expansión térmica l i b r e son: 

e^j = a AT6^j (1.80) 

La dilatación d e l volumen elemental, normalmente no pue 
de hacerse l i b r e m e n t e , y por t a n t o l a deformación t o t a l e^^ 
puede ponerse como l a suma a l g e b r a i c a de l a s deformaciones 
térmicas el . y de l a s deformaciones elásticas producidas por 
l a r e s i s t e n c i a a l a expansión térmica ^, por t a n t o : 

e.j = e^j * (1-81) 

donde se sabe que 

Generalizando l a l e y de Hooke, en 1841, Frank Neumann 
propuso l a hipótesis de que l a s componentes ^ de l a defo£ 
mación elástica están r e l a c i o n a d a s con l a s te n s i o n e s a ^ ^ 
por l a relación tensión-deformación: 

^ i j = ^ ^ i j - l ^ k k ^ i j (1-83) 
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Desde luego, esto i m p l i c a que l o s cambios de temperatu­
r a T son tan pequeños que e l módulo de e l a s t i c i d a d E y e l mó 
dulo de Poisson permanecen constantes, considerando en con­
ju n t o l a s ecuaciones (1.80) a (1.83), se obtendrá 

Resolviendo e l sistema y despejando l a s t e n s i o n e s se ob­
tendrá l a s ecuaciones de Lame. 

^ i j " ^ ^ k k ^ i j ^ i j "^^^ ^̂ ^̂ ^ ̂ "̂  ^ i j (1.85) 

en l a c u a l 

^ = (i4-v)1i-^2v) : ^1-8^^^ 

G = (l.B6b) 

Estando l i g a d a s e s t a s dos v a r i a b l e s por l a expresión: 

3X + 2G = 3K (1.87) 

Se llamará G, módulo de r i g i d e z o de e l a s t i c i d a d t r a n s 
v e r a l y K módulo de e l a s t i c i d a d de volumen o módulo de com­
presión. 
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La ecuación (1.85) se llama l e y de Duhamel-Neumann, pue£ 
t o que fué deducida en 1838 por Duhamel, guien l a obtuvo de 
d i f e r e n t e s hipótesis, basado en l a concepción d e l cuerpo elá£ 
t i c o como un sistema de puntos m a t e r i a l e s bajo i n t e r a c i o n e s 
moleculares. 

1.2.1.2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO 

Las ecuaciones de e q u i l i b r i o son l a s mismas que l a s de 
l a E l a s t i c i d a d i soterma, puesto que están basadas en l a a p l i 
cación d e l teorema d e l momento l i n e a l que.son c o n s i d e r a c i o ­
nes puramente mecánicas. En coordenadas c a r t e s i a n a s rectangu 
l a r e s x, y, z, estas ecuaciones toman l a forma: 

^ i j , j \ " ° ^'3 ^ ^3 il'BS) 

que d e s a r r o l l a d o se o b t i e n e : 

3a 3a 3a 
. _ J Ü + X = O 3x az 

3a 3a 3a 
H + + + Y 

3x 3y 3z ^ 
= O (1.89) 

3a. 2X 
3x + 

3a 3a 
3y 3z + Z = O 

donde X,y,Z rep r e s e n t a n l a s componentes de l a s f u e r z a s másicas. 
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En l a bibliografía (6), (27), (33) se pueden obtener 
l a s expresiones en o t r o s sistemas coordenados. 

1.2.1.3. RELACIONES DEFORMACIÓN-DESPLAZAMIENTO 

Las r e l a c i o n e s e x i s t e n t e s e n t r e deformaciones y desplaza 
mientes se obtienen de l a s c o n s i d e r a c i o n e s puramente geométr^ 
cas y por ta n t o son l a s mismas que en l a E l a s t i c i d a d isoterma. 
En un sistema de e j e s c a r t e s i a n o s r e c t a n g u l a r e s l a s ec u a c i o ­
nes serán: 

que d e s a r r o l l a d o se obtendrá: 

^xx 3x ' yy 9y ' zz 9z 

_ l,9u , 9v. 1,9v , 9w. o-, 
^xy = I^ay ̂  aS> ' ^yz = 1 % 9y^ ' ^^'^^^ 

1,9u , 9w, 
^xz " 2Í3¥ + 3ÍÊ  

donde u,v,w son l a s componentes de l o s v e c t o r e s desplazamien 
t o en l a s d i r e c c i o n e s x,y,z. 

En l a bibliografía (6) , (27) , (33) se puede obtener l a s 
expresiones en o t r o s sistemas coordenados. 
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Estas ecuaciones e q u i v a l e n a l a s de c o m p a t i b i l i d a d s i ob 
tenemos l a s r e l a c i o n e s adecuadas derivando l a s a n t e r i o r e s . 

1.2.1.4. CONDICIONES DE CONTORNO 

Los t i p o s de condic i o n e s de contorno que pueden conside 
r a r s e en problemas termodinámicos se d i s c u t e n en (6) , de 
forma que ctmiplan l a s c o n d i c i o n e s que permiten l a v a l i d e z 
d e l teorema de u n i c i d a d . En l a mayoría de l o s casos, no obs­
t a n t e , l a s p o s i b l e s c o n d i c i o n e s se reducirán a uno de l o s 
dos s i g u i e n t e s casos: 

1.2.1.4.1. Condición de tensión en e l contorno 

Las c o n d i c i o n e s de contorno en e s t e caso están expresa 
das en términos de l a s componentes de l a s tensiones a través 
de l a s s i g u i e n t e s ecuaciones que deberán s a t i s f a c e r todos 
l o s puntos de l a s u p e r f i c i e de contorno: 

X . = 0 . . n . 1 X3 3 (1.92) 

que d e s a r r o l l a d o da l u g a r a: 

X = a n + 0 n + 0 n XX X xy y xz z 
\ 

y = o n + o n + 0_„ n„ > xy X yy y yz z 

Z = 0 n + 0 n + 0 n 2x X zy y zz z 

(1.93) 
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donde X, Y, Z son l a s componentes de l o s esfue r z o s en l a su 
p e r f i c i e considerada en l a s d i r e c c i o n e s X, Y, Z y donde n^, 
n^, n^ son l o s cosenos d i r e c t o r e s de l a normal e x t e r i o r a 
l a s u p e r f i c i e . Estas fórmulas son i g u a l e s que l a s de e q u i l i 
b r i o i n t e r n o . 

1.2.1.4.2. Condición de desplazamiento en e l borde 

En este caso l a s c o n d i c i o n e s de contorno se expresan por 
l a s ecuaciones: 

u = f ( p ) 
V = g (p) 
w = h(p) 

(1.94) 

donde f,g,h son func i o n e s a r b i t r a r i a s , 

En l a práctica pueden darse c u a l q u i e r t i p o de combina­
ción de condición de contorno a p a r t i r de l a s a n t e r i o r e s y 
l a s d i f i c u l t a d e s de su realización son i g u a l e s en Termoelas 
t i c i d a d que en E l a s t i c i d a d Isoterma. 

NOTA;Obsérvese que l a s c o n d i c i o n e s de contorno se r e f i e r e n 
a desplazamientos y a t e n s i o n e s , pero nunca a tempera 
t u r a s . E s t e caso de condición de contorno en tempera­
t u r a s se r e s u e l v e en e l paso p r e v i o de determinación 
de l a distribución de temperaturas en e l cuerpo para 
s o l u c i o n a r solamente e l problema térmico y con es t o s 
nuevos datos pasar a l problema termoelástico. 
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1.2.1.5. SEPARACIÓN DE TENSIONES DEBIDO A TEMPERATURAS Y A 

CARGAS EXTERIORES 

Las formulaciones matemáticas de l a T e r m o e l a s t i c i d a d con 
si d e r a n t a nto e l e f e c t o de cargas e x t e r i o r e s como l a s d i s t r i ­
buciones no uniformes de temperatura. Para todos l o s casos e£ 
tamos en e l ámbito de l a ELASTICIDAD LINEAL, y por ta n t o t o ­
das l a s ecuaciones y c o n d i c i o n e s de contorno son de t i p o l i ­
n e a l . E s t o permite d i v i d i r e l problema en dos p a r t e s separa­
das y así c a l c u l a r l a s tens i o n e s como l a suma de (1) l a s de­
bidas a l a temperatura solamente y (2) l a s debidas a cargas 
e x t e r i o r e s en ausencia de temperaturas: 

(1) Las tension e s , deformaciones y c o r r i m i e n t o s , debido a l a 

temperatura solamente, se obtienen por l a solución de 

l a s ecuaciones (1.84), (1.88), (1.90), imponiendo ade­

más l a s con d i c i o n e s de contorno que llamaremos de "cuer 

po l i b r e " , es d e c i r : 

A l r e s o l v e r e s t e sistema r e s u l t a una solución en d e s p l a 

zamientos en e l contorno de l a forma: 

0. = O (1.95) 

u = u^(p) 

V = v^(p) 

w = w^(p) 

(1.96) 
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(2) La solución correspondiente a l a s cargas e x t e r i o r e s en 
ausencia de temperaturas, debe s a t i s f a c e r l a s mismas 
ecuaciones (1.84), (1.88), (1.90), en l a s cuales se de 
be hacer T H o en l a Ley de Hooke. 

Las c o n d i c i o n e s de contorno, según se explicó en e l ca 
pítulo 1.2.1.4. puede v e n i r dada, dependiendo, bie n de l a s 
te n s i o n e s , b i e n de l o s desplazamientos, o como una combina­
ción l i n e a l de ambas. S i es en función de l a s t e n s i o n e s , l a s 
con d i c i o n e s son directamente l a s c o n d i c i o n e s de contorno da­
das 

X;¿ = 0^^ n^ (1.97) 

S i se i n d i c a n l a s co n d i c i o n e s en función de l o s d e s p l a 
zamientos l a s c o n d i c i o n e s de contorno serán: 

u = f ( p ) - Urpíp) 
V = g(p) - v^{p) 
w = h(p) - w„(p) 

(1.98) 

En e l caso de condición de contorno m i x t a , se efectuará 
una separación s i m i l a r de l o s cálculos. 

Se comprueba fácilmente que c u a l q u i e r a de l o s casos (1.95) 
+ (1.97) ó (1.96) + (1.98) cumple totalmente l a s c o n d i c i o n e s 
de contorno en cada caso. Además e x i s t e una gran v e n t a j a en 
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e s t e sistema y es que se pueden t r a t a r como dos problemas se 
parados que en e l caso de utilización de ordenador puede ser 
dos programas d i f e r e n t e s uno de t e r m o e l a s t i c i d a d pura s i n a£ 
clones e x t e r i o r e s y o t r o de e l a s t i c i d a d clásica isoterma. 

1.2.1.6. FORMULACIÓN MATEMÁTICA DEL PROBLEMA DE TERMOELASTI­

CIDAD 

E l problema de t e r m o e l a s t i c i d a d c o n s i s t e en l a de t e r m i ­
nación de l a s s i g u i e n t e s quince incógnitas, considerando ya 
conocida l a distribución de'temperaturas: 

6 componentes de tens i o n e s cfxx'^yy'^zz'^^xz'^xy'^yz* 
6 componentes de deformaciones Exx'Sy'^zz'^xz'^xy'^z' 
3 componentes de desplazamientos u,v,w. 

Y para e l l o , en todo.'el cuerpo se deberán cu m p l i r l a s 
s i g u i e n t e s quince ecuaciones: 

3 ecuaciones de e q u i l i b r i o i n t e r n o . 
6 ecuaciones tensión-deformación. 
6 ecuaciones desplazamientos-deformaciones. 

Además se deberán c u m p l i r l a s c o n d i c i o n e s de contorno. 

Según se demuestra por e l teorema de u n i c i d a d e x i s t e 
un sólo juego de doce componentes de t e n s i o n e s y deforma-
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ciones y o t r o juego de t r e s componentes en desplazamientos 
(excepto e l movimiento de sólido rígido) que s a t i s f a c e e l 
conjunto de ecuaciones expresado anteriormente. 

Las fórmulas a n t e r i o r e s son l a expresión más completa 
desde un punto de v i s t a físico. S i n embargo, l a s ecuaciones 
a s o l u c i o n a r i n c l u y e n q u i n c e v a r i a b l e s , mientras que l a s con 
d i c i o n e s de contorno contienen normalmente s o l o l a s t r e s 
componentes en desplazamientos, o b i e n l a s s e i s componentes 
de- l a s t e n s i o n e s . Por e l l o , es conveniente s i m p l i f i c a r l a s 
fórmulas de manera que se exprese e l problema s o l o en térmi 
nos de l a s v a r i a b l e s que aparecen en l a s c o n 4 i c i o n e s de con 
torno consideradas en cada caso. 

Por t a n t o , podremos tener dos p o s i b l e s grupos de fórmu 
l a s , b i e n en desplazamientos o b i e n en t e n s i o n e s . 

Se utilizará es t e segundo grupo puesto que será con l a s 
expresiones de l a s te n s i o n e s con l a s que se trabajará en l o 
sucesivo en e l presente t r a b a j o . 

Las ecuaciones r e s u l t a n t e s serán por t a n t o : 

(1+v)V a. . + + a E 6 i j 1-v 
1+v „2, V T + a. E ÉL- = O (1.99) 

i , j e I 
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D e s a r r o l l a n d o l a expresión obtenemos: 

^'^ ax^ 

3y2 = o 

3x8z 

(l+v)?^0 + +a E 1 ^ = O yz dx3z 3y3z 

> 
(1.100) 

E s t a s ecuaciones se conocen como ecuaciones de compati­
b i l i d a d expresadas en términos de l a s componentes de l a s ten 
s i o n e s . 

Para s o l u c i o n a r e l problema termoelástico se deben u n i r 
a e s t a s s e i s ecuaciones l a s t r e s ecuaciones de e q u i l i b r i o i n 
terno y l a s c o n d i c i o n e s de contorno. 

1.2.2. ESTUDIO BIDIMENSIONAL DE LA TERMOELASTICIDAD 

En l o s casos de t e r m o e l a s t i c i d a d b i d i m e n s i o n a l se con­
siderará siempre una distribución de temperaturas de l a f o r 
ma 

T = TCx,y) 



Desde e l punto de v i s t a propiamente elástico se podrían 
hacer dos d i v i s i o n e s : 

-Tensión plan a , corresponde a l caso o = 0 ; i e I ^ . 
-Deformación plan a , será e l caso u^= u^{x,y); U2=0 (a=l,2). 

Las ecuaciones de cada uno de l o s casos se obtienen a par 
t i r de l a s expresiones de e l a s t i c i d a d t r i d i m e n s i o n a l con l a s 
nuevas hipótesis i n d i c a d a s a r r i b a , y se pueden observar en l a 

La única d i f e r e n c i a que se puede e s t a b l e c e r con l a t e r ­
m o e l a s t i c i d a d t r i d i m e n s i o n a l es que l a s ecuaciones de compa­
t i b i l i d a d (1.101) se s i m p l i f i c a n enormemente y permite d e f i ­
n i r l a s funciones de A i r y para su e s t u d i o . 

1.2.2.1. FUNCIÓN DE AIRY EN TÉRMINOS DE TENSIONES 

A través de l a s ecuaciones que l i g a n deformaciones y de 
i g u a l modo que en e l caso t r i d i m e n s i o n a l (ecuación 1.100) se 
puede obtener unas ecuaciones que se llamarán de c o m p a t i b i l i _ 
dad en deformaciones y que en dos dimensiones r e s u l t a l a ún± 

ca ecuación: 

bibliografía ( 6 ) , ( 1 7 ) , ( 2 9 ) , ( 3 3 ) , ( 3 5 ) , ( 3 6 ) . 

XX 
2 + 

9y 
(1.101) 
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En e s t a ecuación en deformaciones podemos s u s t i t u i r l a s 
ecuaciones de Hooke en c u a l q u i e r a de l o s casos de tensión 
plana y deformación pl a n a , obteniéndose l a s s i g u i e n t e s ecua­
c i o n e s : 

2 2 Tensión plana V (^f^^+o^y)+a E V T = O 

Deformación plana V^(a +a ) V^T 
XX yy' 1-v 

Est a s expresiones (1.102) y (1.103) corresponden a l a s 
ecuaciones (1.100) pero en E l a s t i c i d a d B i d i m e n s i o n a l . 

(1.102) 

= O (1.103) 

Las componentes de l a s t e n s i o n e s , deberán c u m p l i r ade­

más l a s con d i c i o n e s de e q u i l i b r i o y l a s de contorno. Es con 

dici'ón n e c e s a r i a y s u f i c i e n t e para v e r i f i c a r l a s condicione; 

de e q u i l i b r i o i n t e r n o que l a s t e n s i o n e s d e r i v e n de una f u n ­

ción de tensi o n e s ij^, llamada función de te n s i o n e s de A i r y , 

de l a s i g u i e n t e forma: 

Sustituyendo l a s tensi o n e s en función de en l a s cond 

clones de c o m p a t i b i l i d a d obtendremos l a s s i g u i e n t e s e c u a c i o 

nes d i f e r e n c i a l e s : 

Tensión pl a n a : V ^¡) + aE V T = O (1.105) 
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Deformación plana: V^^ + = O (1.106) 

Con l o c u a l e l problema queda reducido' a encontrar una 
función de A i r y ^ que cumpla l a s ecuaciones (1.105) y (1.106) 
en cada caso, de forma que e s t a función s a t i s f a g a l a s ecuacio 
nes de contorno correspondientes a l caso p a r t i c u l a r planteado. 
Una vez d e f i n i d a l a función ^, l a s te n s i o n e s se podrán obte­
ner de l a s ecuaciones (1.104). En l a bibliografía (35), (36) 
se i n d i c a n ejemplos de resolución de problemas elásticos por 
est e método. 
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C A P I T U L O II 

ESTADO DEL CONOCIMIENTO 
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. 2.1. EVOLUCIÓN HISTÓRICA DEL ESTUDIO DE EFECTOS TERPIICOS EN PUENTES 

Las primeras t r a b a j o s de e f e c t o s térmicos l o contemplan l a s 
normas alemanas DIN (Deutscte Normen) que ya l o co n s i d e r a en 1951 
para e d i f i c i o s (17),y e s t r u c t u r a s pretensadas en 1953 (18) , poste­
riormente en 1967 son t e n i d o s en cuenta para c a r r e t e r a s y pasare­
l a s peatonales (19) . 

La primera publicación sobre e f e c t o s térmicos t i e n e l u g a r en 
1961 con Stephenson (55) que e s t u d i a l o s g r a d i e n t e s de temperatura 
en columnas e s b e l t a s . 

En 1957 aparece en Japón un artículo de Naruoka, H i r o i y 
Yamaguti (42) sobre l a medida de temperaturas en e l i n t e r i o r d e l 
puente S h i g i t a con t a b l e r o de l o s a armada, y un e s t u d i o de l a s 
tensiones térmicas a que daba l u g a r . 
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Entre l o s años 1961 y 1965 Zuk, hace d i v e r s a s p u b l i c a c i o n e s (57), 
, (58) , (59) , sobre comportamiento térmico de puentes. 

En 1968, Mary Emerson (2 1 ) p e r t e n e c i e n t e a l M i n i s t e r i o de Trans 
p o r t e s británico (Department of Enviroment) p u b l i c a l a s primeras 
c o n c l u s i o n e s importantes de l o s análisis efectuados con l a s medi­
ci o n e s de l o s puentes Hammersmith, Medway y Beachley/Wye, y que se 
puedenresumir en l a s s i g u i e n t e s puntos: 

-En puentes de hormigón, e l máximo rango de temperatura media 
d e l puente es s i m i l a r a l máximo rango de temperatura ambien­
te- en l a zona. 

- E l rangO' de temperaturas de puente considerada en l a norma 
i n g l e s a e r a inadecuado. En p a r t i c u l a r l a s temperaturas míni^ 
mas no eran s u f i c i e n t e m e n t e b a j a s y e l rango considerado no 
era apropiado en ninguna área d e l país. 

En 1970, Maher (40) , estudiando .las unidades experimentales 
de l o s puentes instrumentados propone una ley-de distribución de 
temperaturas en puentes de sección cajón formada por una d i s t r i ­
bución l i n e a l en l a l o s a s u p e r i o r y n u l a en l a l o s a i n f e r i o r y 
de e s t a forma obtenía l a s c o n s i g u i e n t e s l e y e s de t e n s i o n e s d e f o r 
maciones y g i r o s . 

En '1970 The M i n i s t r y of Works de Nueva Zelanda p u b l i c a l a 

norma (38)"Bridge d e s i g n temperature g r a d i e n t " , donde de forma 
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s i m i l a r a l a solución de Maher, supone una distribución de 
temperaturas constante en e l f o r j a d o s u p e r i o r de l a sección 
cajón, y n u l a en e l c e n t r o . 

También en 1970, Bosshart (6) p u b l i c a un artículo en 
que r e l a t a algunas medidas de temperaturas efectuadas en 
secciones de puente de hormigón pretensado. Considera un 
puente con r e v e s t i m i e n t o bituminoso y a p a r t i r de l a s va­
r i a c i o n e s d i a r i a s de l a temperatura determina l a mayor d i 
f e r e n c i a instantánea e n t r e l a f i b r a s u p e r i o r y e l alma de 
l a sección cajón. E l p o s t e r i o r cálculo de l a s t e n s i o n e s de 
autotensión muestra que éstas superan ampliamente e l v a l o r 
esperado y en v a r i a s s e c c i o n e s predomina sobre l a i n f l u e n ­
c i a de l a carga útil. 

Hasta 1972, se sigue estudiando e l fenómeno fundamental^ 
mente en Nueva Zelanda donde a través d e l " M i n i s t r y of Works" 
(39) y P r i e s t l e y encabezando e l grupo de- t r a b a j o se efectúan 
d i v e r s a s p u b l i c a c i o n e s (11), (34), (43), (44), (45), (46), 
(47) , y se f i j a l a normativa (39) de uso de una distribución 
de temperaturas de parábola de sexto grado para e l cálculo 
térmico de puentes. 

En Alemania'Leonhardt (35) p u b l i c a un artículo sobre l a s 

c o n c l u s i o n e s sobre daños en puentes de hormigón pretensado, 

y en I n g l a t e r r a se p u b l i c a n dos normativas que contemplan 

l o s e f e c t o s térmicos en puentes, r e f e r i d o s a puentes de ho r ­

migón (9) y de acero (8) . 
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En España se p u b l i c a en 1972 l a "Instrucción r e l a t i v a a 
l a s acciones a c o n s i d e r a r en e l proyecto de puentes de c a r r e 
t e r a (O.M. 1182)", donde en e l apartado "Acciones Térmicas" 
se puede l e e r : 

Que-doAÁ a juicio del pn.oytcJtUta la oZzctlSn deZ ghadlmtz tímlco 

dohAt&pondltYVtiL. VodAd admlZOUse. m gmojuil m gnadltntt conÁtantt. 

Cuando el pmytctlÁta OÁX. lo ju¿tl{¡lque., podM. pH.eÁcÁndl/i6e, de. lo& 

t^tctoé pA.oducu.do¿ pon. el gnjxdldvitt tímlco. 

En 1973 e l e s t u d i o de e f e c t o s térmicos en puentes da un 
g i r o importante ya que pasa d e l análisis de l o s datos e x p e r i 
mentales a l e s t u d i o teórico de l a conducción de c a l o r en puen 
t e s con l a consideración de l a s v a r i a b l e s que i n t e r v i e n e n co­
mo l a s propiedades térmicas d e l hormigón (c o n d u c t i v i d a d térmi 
ca, c a l o r específico, densidad, d i f u s i v i l i d a d . . . ) , l a s v a r i a ­
b l e s ambientales como l a temperatura ambiente y l a radiación 
s o l a r , l a s c o n d i c i o n e s de contorno d e l puente, l a geometría 
d e l puente y cuantas o t r a s i n f l u y e n en e l proceso, y e l p r i ­
mer paso l o da Mary Emerson en una publicación d e l Department 
of Enviroment (22) , que ha s e r v i d o de modelo a l o s autores 
p o s t e r i o r e s . 

E l modelo de cálculo considerado es de f l u j o de c a l o r 

u n i d i m e n s i o n a l , y l o s datos de entrada d e l problema son l a 

geometría d e l puente, l a s propiedades d e l hormigón y l a s 

co n d i c i o n e s ' a m b i e n t a l e s extremas que se pueden p r o d u c i r en 
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Gran Bretaña r e f e r i d o s a radiación y temperatura en i n v i e r n o y 
verano. 

Basado en e s t e t r a b a j o d e l Department of Environment, pu­
b l i c a una nueva normativa (15)"Standard highway l o a d i n g s " en 
e l mismo año de 1973. 

En 1975 se p u b l i c a n t r a b a j o s de bastantes autores (7) , 
(20) , (32), (33), (41), (52). Hunt y Cooke (29) p u b l i c a n en 
Estados Unidos en e l ASCE un artículo siguiendo l o s pasos de 
Emerson pero con mayor r i g o r teórica en e l c u a l comenta e l 
programa de cálculo electrónico que usaron para e l e s t u d i o 
de temperaturas en e l puente, que será s i m i l a r a l usado por 
e l r e s t o de l o s i n v e s t i g a d o r e s . 

A p a r t i r de 1976, e l grupo de Mary Emerson en e l "Depart 
ment of Enviroment" británico, hace v a r i a s p u b l i c a c i o n e s (5) , 
(23) , (24), (30), r e l a t i v a s a e f e c t o s térmicos. 

R o d o l l i y Green (53)hacen un e s t u d i o comparativo e n t r e 
l o s d i v e r s o s métodos e x i s t e n t e s en esos momentos, y cuyas 
c o n c l u s i o n e s son l a e x i s t e n c i a de un g r a d i e n t e no l i n e a l de 
temperaturas, con l a s c o n s i g u i e n t e s t e n s i o n e s de a u t o t e n s i o n 
y de c o n t i n u i d a d , que l o s métodos e x i s t e n t e s ( B r i t s h Standard, 
Maher, P r i e s t l e y , New Zealand M i n i s t r y of Works...) pueden s e r 
válidos. Consi d e r a asimismo que l a s cargas térmicas deben con­
c l u i r s e en e l cálculo en estados de s e r v i c i o d e l puente r e f o r 
zando l a e s t r u c t u r a para poder r e s i s t i r t a l e s a c c i o n e s . 
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Hasta 1978 siguen publicando básicamente l o s mismos autores 
P r i e s t l e y (48), (49) , (50) y (51) . The Department of Enviroment 
británico (5) , (23) , (24) , (25) , (26) , (30) y o t r o s como Hambly 
(28) , A l l i y (2),(3) y Chen y Krok sky (12) , pero todos u t i l i z a n 
un método de cálculo d i g i t a l de temperaturas a p a r t i r de l o s da­
tos ambientales que c o n t r a s t a n con l a s medidas experimentales ya 
r e a l i z a d a s . 

En 1977 se e d i t a e l "Standard highway l o a d l n g s " BE 1/77 (16) 
que será l a nueva norma británica, completada en 1978 por " S t e e l 
concrete and composite b r i d g e s " BS 5400, 

E l Comité Europeo d e l Hormigón (CEB) c o n s c i e n t e d e l pro­
blema de l o s e f e c t o s térmicos en puentes, creo en 1979'el Task 
Group I I / l "Thermal E f f e c t s " . E s t e grupo se unió a l a Comisión 
I I " S t r u c t u r a l A n l a y s i s " , y su o b j e t i v o e r a preparar una guía 
de efectaDs térmicos en puentes de hormigón. 

En e l "CEB-FIP Model Code f o r Concrete S t r u c t u r e s " de 197 8 
se recogía solamente información r e l a t i v a a v a r i a c i o n e s medias 
de temperatura. S i e l i n g e n i e r o deseaba una guía de d i s t r i b u ­
ción de temperaturas en una sección d e l puente no i n d i c a b a na­
da y e l p r o y e c t i s t a d e b i a c o n s u l t a r l o s artículos e s p e c i a l i z a ­
dos p u b l i c a d o s hasta l e época. 

En Octubre de 1981 en un encuentro de l a Comisión I I en 

Pavía, l o s miembros d e l Task Group "Thermal e f f e c t s " c o n c l u -
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yeron que se debía p r e s t a r gran cuidado a un capítulo c a s i de£ 
conocido por l o s p r o y e c t i s t a s y es e l r e f e r e n t e a l e s t u d i o de 
l a s temperaturas y su distribución en un puente con e l c o n s i ­
guiente estado t e n s i o n a l debida e s t e campo de temperaturas. 

En e l boletín de" información'del CEB de A b r i l de 1982, (13) 
se i n c l u y e n los, artículos presentados en l a reunión de Pavía, 
en l o s que se i n c l u y e n dos comunicaciones de grupos españoles 
de l a s u n i v e r s i d a d e s de Santander (4) y Barcelona (1) entre 
o t r o s autores (31) , '(56) , (27) . 

En e l boletín de información d e l CEB número 167 (14) corre£ 
pendiente a Enero de 1985 se prepara l a contribución a l a "24̂ ^ 
Sessión Pléniere du CEB"que se celebrará en Rotterdam en J u n i o 
de'1985. 
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2.2. CONDUCCIÓN DE CALOR EN PUENTES 

La ecuación gene r a l de l a conducción de c a l o r en sólidos 
es fórmula {1,25) 

S i se co n s i d e r a l o s m a t e r i a l e s que forman l a e s t r u c t u r a 
de un puente como homogéneos e isótropos resultará l a expre­
sión 

S i b i e n / e l puente estará compuesto por d i f e r e n t e s mate 
r i a l e s , hormigón, acero, pavimento bituminoso, se podrá apl_i 
c a r l a fórmula a n t e r i o r a cada uno de e l l o s y luego imponer 
l a s c o n d i c i o n e s de contorno para c o n s i d e r a r e l sólido conjun 
t o como un s o l o cuerpo en e l c u a l cada p a r t e , t i e n e sus pro­
piedades p a r t i c u l a r e s . 

Además, para poder r e s o l v e r e s t a ecuación se deberán im 
poner l a s co n d i c i o n e s i n i c i a l e s y l a s con d i c i o n e s de c o n t o r ­
no. (Capítulo 1.1,1.5.). Las c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s pueden ser 
a r b i t r a r i a s , pero se suele tomar siempre e l caso de temperatu 
r a uniforme en e l puente. Las co n d i c i o n e s de contorno que se 
producen realmente en e l medio ambiente, no t i e n e n nada que 
ver con l a s c o n d i c i o n e s de contorno típicas que se i n d i c a n en 

(2.1) 

(2.2) 
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l a bibliografía clásica {condiciones de D i r i c h l e t , de Neuman, 
o de F o u r i e r ) s i n o que son condiciones de absorción de r a d i a 
ción s o l a r , (onda c o r t a ) , c o n d i c i o n e s de emisión de radiación 
(onda larga) a l e x t e r i o r y c o n d i c i o n e s de transmisión de c a l o r 
en e l contorno por convección, de t r a t a m i e n t o más complicado 
que l o s casos clásicos. 

La expresión 2.2 de l a conducción de c a l o r se r e f i e r e a 

un e s t u d i o t r i d i m e n s i o n a l d e l problema.(Figura 2.1.) 

Figura 2. i. 

S i n embargo se puede c o n s i d e r a r como buena, l a hipótesis 
de que, en e l sentido, l o n g i t u d i n a l d e l t a b l e r o , l a s c o n d i c i o ­
nes en que éste se encuentra, son idénticas, y por t a n t o e l 
campo de temperaturas será independiente de e s t a v a r i a b l e , y 
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en consecuencia l a ecuación 2.2 se podrá e s c r i b i r de l a forma 
b i d i m e n s i o n a l s i g u i e n t e : 

í^^t a^t . q _ pC at 
( ñ + —5") + F ~ IT (2.3) 
ax^ ay^ K k a i 

Los casos en que se consideran l a s t r e s dimensiones espe 
c i a l e s ha s i d o estudiado por Rambhai (54), con técnicas de 
elementos f i n i t o s y demostró que efectivamente, podría no con 
s i d e r a r s e l a t e r c e r a dimensión. 

La resolución de l a ecuación 2.3 con carácter ge n e r a l 
j u n t o con l a s c o n d i c i o n e s de contorno es i m p o s i b l e analítica^ 
mente, y solamente se puede abordar con nuevas s i m p l i f i c a c i o 
nes y con técnicas moméricas. 

La primera simplificación, es c o n s i d e r a r e l puente, de£ 
de bastante tiempo después de su construcción, es d e c i r en 
s e r v i c i o , con l o c u a l l a única fuente de c a l o r i n t e r n a , que 
sería e l c a l o r de fraguado se a n u l a , y por t a n t o e l término 
(q/K) es cero. 

S i n embargo e l caso de puentes durante su construcción 
con espesores de hormigonado s u p e r i o r e s a 0,50 m merece ser 
est u d i a d o , s i b i e n no es o b j e t o d e l presente t r a b a j o , aunque 
autores como Leonhardt (36), han detectado casos de f i s u r a s 
muy poco después de su construcción, aumentado e l problema 
por l a escasa r e s i s t e n c i a i n i c i a l d e l hormigón. 
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Por t a n t o , efectuada e s t a simplificación, l a ecuación (2.3) 

r e s u l t a de l a forma: 

3^t a^t _ pC a t -2 41 

Aún se puede c o n s i d e r a r o t r a simplificación, ya que en l a s 
puentes se considerará que e l foco c a l i e n t e es l a zona s u p e r i o r 
sometida a l a radiación s o l a r , y por t a n t o e l f l u j o de c a l o r se 
producirá desde e s t a zona v e r t i c a l m e n t e h a c i a abajo, y práctica 
mente e l movimiento t r a n s v e r s a l será nulo y por t a n t o l a s tempe 
r a t u r a s dependen de l a v a r i a b l e "y " pudiendo c o n s i d e r a r s e l a ecua 
ción de c a l o r de forma u n i d i m e n s i o n a l ( F i g u r a 2.1.): 

2 
3 t pC 3t /"> c\ 

Con ambas ecuaciones (2.4) y (2.5) se trabajará en e l pre 
senté e s t u d i o refiriéndose l a primera a casos en que e l f l u j o 
de c a l o r sea claramente b i d i m e n s i o n a l como puentes de sección 
cajón o de t i p o l o s a a l i g e r a d a , y l a segunda a l caso de puen­
t e s con t a b l e r o t i p o l o s a . 

E s t a s ecuaciones son i m p o s i b l e s de r e s o l v e r analíticamen 
t e , sobre todo con l a s c o n d i c i o n e s de contorno que se e x p l i ­
can anteriormente; por t a n t o , su resolución se ha abordado de 
forma numérica, por medio de l a técnica de d i f e r e n c i a s f i n i -
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t a s en ambos casos de as e q u i b l e implantación con medios compu 
t a c i o n a l e s . 

La ecuación (2.5) de f l u j o u n i d i m e n s i o n a l de c a l o r ha si_ 
do u t i l i z a d a por l a práctica t o t a l i d a d de l o s autores. Em.er-
son (22) , P r i e s t l e y (51) , R a d o l l i y D i l l o n (53) , Hunt y 
Cooke (29) , mientras que l a ecuación b i d i m e n s i o n a l (24) se 
ha u t i l i z a d o e n t r e o t r a s por Lanigan por medio de elementos 
f i n i t o s 1973 (34) y Kal e v r a s 1982 (31) . 
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2.3. CALCULO DE TENSIONES TÉRMICAS A NIVEL SECCIÓN. (AUTOTENSION) 

2 . 3 . 1 . INTRODUCCIÓN 

Se d e f i n e como estados de autotensión en una sección de 
una e s t r u c t u r a a l conjunto de s o l i c i t a c i o n e s en esa sección 
cuya f u e r z a r e s u l t a n t e y momento r e s u l t a n t e es nulo. 

Son ejemplos típicos, e l caso de l o s e f e c t o s de retracción 
parci a l m e n t e coartada por l a s b a r r a s de acero de l a armadura 
que se encontrará en compresión f r e n t e a l tatmigón traccionado. 
Otro ejemplo es e l caso de g r a d i e n t e s térmicos no uniformes 
en una sección en l a s c u a l e s unas f i b r a s en tracción quedan 
s u j e t a s por o t r a s en compresión s i n f u e r z a t o t a l n i momento 
r e s u l t a n t e . 

También se pueden d e f i n i r estados autotensión a n i v e l , 
no s o l o de sección, s i n o también a n i v e l de l a e s t r u c t u r a 
completa y es e l caso de deformaciones impuestas, que por t a n 
to no darán r e s u l t a n t e e x t e r i o r . Por t a n t o , e l sistema de 
fu e r z a s formado por l a s r e a c c i o n e s sobre l a e s t r u c t u r a es 
idénticamente nu l o . Son l o s casos de retracción, variación 
uniforme de l a temperatura en toda l a e s t r u c t u r a , g r a d i e n t e 
constante de temperaturas. 
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En e s t e capítulo se t r a t a r a únicamente d e l e s t u d i o d e l 
estado de auto t e n s i o n a n i v e l sección comentándose únicamen 
te e l caso de au t o t e n s i o n e s t r u c t u r a l en e l capítulo 8, pa­
r a e l caso de g r a d i e n t e constante de temperaturas como un 
caso p a r t i c u l a r de l a distribución a r b i t r a r i a de temperatu­
r a a n i v e l sección. 

2.3.2. GRADIENTE DE TEMPERATURAS CONSTANTE 

Este es e l caso en que l a distribución de temperaturas 
es l i n e a l ( f i g u r a 2.2) a l o l a r g o d e l canto h de l a p i e z a . 
S i se c o n s i d e r a una rebanada de l o n g i t u d ds ( f i g u r a 2.2), su 
puesta totalmente l i b r e , t a l acción témica producirá, ade­
más de una elongación uniforme de l a rebanada, una i n c u r v a -
ción de v a l o r : 

I d ^2.6) 

siendo a e l c o e f i c i e n t e de dilatación l i n e a l d e l hormigón, y 
R e l r a d i o de c u r v a t u r a . 

S i l a rebanada pertenece a una p i e z a isostáticamente su£ 
tentada, l a c u r v a t u r a se desarrollará con l i b e r t a d y e l ángu­
l o t o t a l g i r a d o e n t r e l a s secciones extremas, resultaría de 
l a ecuación d i f e r e n c i a l según l a f i g u r a 2.2: 

(2.7) 
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TEMPERATURAS 

60= aTi 6, 

y 

DEFORMACIONES 

Figura 2.2. 

integrando a l o l a r g o de l a l o n g i t u d t o t a l de l a p i e z a , y dan 
do l u g a r también a l a s c o n s i g u i e n t e s f l e c h a s . 

Figura 2.3. 
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S i por e l c o n t r a r i o l a rebanada proviene de un d i n t e l con 
t i n u o , o en general hiperestático, l a l i b e r t a d de incurvación 
se ve r e s t r i n g i d a por l a necesidad de r e s p e t a r l a s condiciones 
de contorno. Y por t a n t o , según l a teoría de R e s i s t e n c i a de Ma 
t e r i a l e s se puede obtener l a expresión e l v a l o r d e l momento 
f l e c t o r en función de l a c u r v a t u r a según l a expresión: 

R E l (2.8) 

M 
E l 

a AT M = E l . a . AT (2.9) 

M es e l momento f l e c t o r n e c e s a r i o para e l i m i n a r l a incurvación 
de l a v i g a , con l a s c o n s i g u i e n t e s t e n s i o n e s . 

a 

Figura 2.4. 

En e l d i n t e l continuo aparecen estos momentos hiperestá-
t i c o s y l a s corresp o n d i e n t e s r e a c c i o n e s hiperestáticas capa­
ces de mantener dichas c o n d i c i o n e s de borde. 
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Descomponiendo e l diagrama de temperaturas según l a f i ­
gura 2.2 en una distribución constante, y una l i n e a l entre O 
y AT, l a s deformaciones correspondientes serán una dilatación 
uniforme y un movimiento de cada f i b r a l i n e a l a l i g u a l que l a 
temperatura, t a l como i n d i c a l a f i g u r a 2.2 de forma que l a 
sección plana a l f i n a l r e s u l t e p l a n a , y este movimiento de 
cada f i b r a se ha producido s i n que suponga que se coarte l a 
deformación de l a s f i b r a s adyacentes, y por tanto s i n tensión 
ninguna r e s i d u a l entre l a s f i b r a s . 

2.3.3. GRADIENTE TÉRMICO REAL 

En l a práctica l a distribución de temperaturas sobre un 
t a b l e r o de puente nunca es l i n e a l , como l o demuestra l a expe 
r i e n c i a , s i n o que adopta curvas d e l t i p o de l a s que se expon 
drán posteriormente a l o l a r g o de e s t e t r a b a j o . 

Supongamos que l a distribución de temperatura varía con 
respe c t o a l a profundidad según una l e y t = t ( y ) . 

Temperatura Deformaciones Tensiones 

Figura 2.5. 
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Según l a hipótesis de N a v i e r - B e r n o u i l l i , l a s secciones 
planas antes de l a deformación permanecerán planas depués 
de deformadas, y por t a n t o se adopta una l e y l i n e a l en l a s 
deformaciones f i n a l e s en l a f i g u r a (2.5). 

= + e2(y/d) (2.10) 

Debido a l a l e y de temperaturas existirá una l e y de de­
formaciones e^ = a t ( y ) , y l a deformación f i n a l será i g u a l a 
l a deformación térmica más l a deformación elástica que i m p l i 
ca l a aparición de l a s te n s i o n e s : 

ey = + (2.11) 

®s " ®y " ®t " ^1 +e2(y/d) - a t ( y ) (2.12) 

Las c o n s i g u i e n t e s t e n s i o n e s serán por t a n t o : 

= E(eg) = E(e^+e2(y/d) - a t ( y ) ) (2.13) 

E s t a l e y de t e n s i o n e s con re s p e c t o a l a profundidad debe 
rá cum p l i r l a s l e y e s de e q u i l i b r i o de l a estática, y que a ni_ 
v e l sección serán: 

*La f u e r z a a x i l r e s u l t a n t e en toda l a sección deberá ser 

n u l a . 
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*E1 momento de l a s tensiones con respecto a l c e n t r o i d e 
de l a sección debe ser nulo. 

Las premisas a n t e r i o r e s dan l u g a r a l a s s i g u i e n t e s ecua 
c i o n e s : 

b^ dy = O E\^{eT+e2{|)-a t ( y ) } b ^ d y = O 
(2.14) 

M = j^Ogby . (y-n)dy = O E {6^+62^ - a t (y) } b (y-n)dy = O 

donde n es l a c o t a de l a f i b r a n e u t r a . 

(2.15) 

De l a ecuación (2.14) se o b t i e n e : 

^•d 

O 
by.dy + y by.dy - a 

O •̂ O 
,,d 

b(y).by.dy = O (2.16) 

I , - a t ( y ) . b .dy = O 
y 

(2.17) 

siendo I , e l momento estático o de primer orden de l a sección 
con res p e c t o a l a base de c o t a c e r o , 1̂ ^ = n A 

^d 
+(e2n)/d = (a/A) t ( y ) by.dy (2.18) 

Haciendo 
^d 

t ( y ) b .dy = e^+(e2n)/d = 
a P, 
_ _ (2.19) 
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De l a ecuación 2.15 se ob t i e n e : 

(y-n)by.dy 

e ^ ( I ^ - n A ) +-^(l¿-nl^) - a 

(y -yn)by.dy-a 

/•d 

O 

t{y)by (y-n).dy = O 
(2.20) 

t ( y ) . b y ( y - n ) d y = O (2.21) 

I 2 , es e l momento de i n e r c i a o de segundo orden de l a sección 
con res p e c t o a l a base de cot a c e r o , y que, según e l teorema 

2 
de S t e i n e r , será 12=12+1^ siendo e l momento de i n e r c i a 
de l a sección resp e c t o a l c e n t r o i d e 

d 
(2.22) t(y)b„(y-n)dy = 

Las i n t e g r a l e s P^ y P2 son r e s o l u b l e s y se puede obtener 
su v a l o r numérico en cada caso ya que dependen de l a sección, 
que es conocida y de l a distribución de temperatura que tam­
bién se conoce o se c o n s i d e r a una distribución dato. 

Por t a n t o l a ecuación (2.21) r e s u l t a : 

~ I2 ~ a P2 = O (2.23) 

Mediante l a s ecuaciones (2.19) y (2.23) se obt i e n e n l a s 
incógnitas que se prec i s a b a n (e^^ y 6 2 ) , l a s c u a l e s permiten 
obtener l a s l e y e s de deformaciones (2.10) , (2.11) y (2.12) y 
l a l e y f i n a l de t e n s i o n e s (2.13). 
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Nótese que de l a ecuación (2.23) se deduce directamente 

62 r que es l a incógnita que i n d i c a directamente l a c u r v a t u r a 

de l a sección. 

La l e y de tens i o n e s (2.13): 

cjg = E( e ^ + e 2(y/d) - a t ( y ) ) (2.24) 

es l a llamada l e y de autotensión a n i v e l de sección de p i e z a , 

donde l a tracción que soportan unas f i b r a s a l a s que no se de 

j a a c o r t a r con l i b e r t a d , quede e q u i l i b r a d o por l a s compresio­

nes que s u f r e n o t r a s que no pueden d i l a t a r s e como desearían, 

ya que l a t o t a l i d a d de l a sección no se mueve debido a e s t e 

estado de autotensión. 

Quiere e l l o d e c i r , que e l problema podría ve r s e de l a s_i 

guíente forma, d i f e r e n t e a l a a n t e r i o r , pero totalmente compa 

t i b i e : 

Dada l a l e y de temperaturas r e a l en un puente t ( y ) , se 

tratará de obtener un plano t a l que l a l e y d i f e r e n c i a e n t r e 

l a l e y de distribución r e a l de temperaturas y o t r a l e y tra p e 

z o i d a l , conduzca a un estado de auto-tensión: 
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TEMPERATURAS 

Figura 2, 6, 

De e s t a manera se tiene e l fenómeno separado en t r e s fá 

Gilmente r e s o l u b l e s : 

-Una dilatación constante de toda l a p i e z a de v a l o r : 

d ( A l ) = a T ds (2.25) 

-Un g i r o de cada rebanada de v a l o r : 

de = ds (2.26) 

-Un estado de autotensión s i n deformación de v a l o r de 
l a tensión 

Tgs 6 2 / 0 

T, = e , / a 
aTíT2 
Ti=To + T, 
T . = T« + T,+T2 
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0g = -E a (2.27) 

y se podran c o n s i d e r a r sus e f e c t o s en cada caso. La dilatación 
servirá para diseñar e l t i p o de apoyo que permita t a l movimien 
to en e l t a b l e r o de un puente. E l g i r o servirá como coacción 
impuesta para a p l i c a r en caso de puentes hiperestáticos. E l es 
tado de autotensión se deberá sumar a todas l a s demás hipóte­
s i s de carga d e l puente, según i n d i q u e l a Instrucción. 
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2M. NORMAS EUROPEAS RELATIVAS A EFECTOS TÉRMICOS EN PUENTES 

2 . 4 . 1 . I N T R O D U C C I Ó N 

Las normas europeas en l a a c t u a l i d a d contienen únicamen 
te información gene r a l sobre l a s cargas térmicas, y se r e f i e 
r en únicamente a dos c u e s t i o n e s , l a temperatura media d e l 
puente y l a d i f e r e n c i a de temperaturas AT entre l a par t e su­
p e r i o r e i n f e r i o r d e l puente. 

Solamente l a norma i n g l e s a i n d i c a l a distribución de tem 
p e r a t u r a s con re s p e c t o a l a profundidad en e l hormigón; en e l 
r e s t o de l o s casos únicamente se comentarán l a s i n d i c a c i o n e s 
r e l a t i v a s a l a temperatura media y a l v a l o r de l a d i f e r e n 
c i a de temperaturas AT. También se hace alguna indicación de 
l o s c o e f i c i e n t e s de seguridad y. 

2 . 4 . 2 . G R A N B R E T A Ñ A ( N O R M A B S - 5 4 0 0 ) 

Es l a norma más el a b o r a d a , en l o que se r e f i e r e a a c c i o 
nes térmicas, de l a s normas europeas. Así por ejemplo, l a s 
temperaturas medias de l o s puentes se obt i e n e n de unos mapas 
de Gran Bretaña { f i g u r a s 2.7 y 2 . 8 ) con l a s líneas de i g u a l 
temperatura ambiente a l a s que luego habrá de a f e c t a r de una 
s e r i e de c o e f i c i e n t e s c o r r e c t o r e s como a l t i t u d sobre e l n i v e l 
d e l mar o l a s c o n d i c i o n e s p e c u l i a r e s de l a situación d e l puen 
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t e ( i n d i c a i n c l u s o l a p o s i b i l i d a d de c o n s u l t a r con e l s e r v i ­
c i o meteorológico para mejor precisión). 

A continuación se r e l a c i o n a n l a s temperaturas ambientes 
extremas con l a s temperaturas medias o " e f i c a c e s " d e l puente 
dependiendo d e l t i p o de puente. En l a t a b l a 2.1 se puede ob 
servar t a l relación para e l caso de puentes de hormigón. 

TABLA 2.1. 

Mcximum 

tamparalura 

Máximum affactiva 

bridga tamparatura 

°c «C 
24 27 
25 28 
26 29 
27 29 
28 30 
29 3t 
30 32 
31 32 
32 33 
33 33 
34 34 
35 35 
36 36 
37 36 
38 

Mínimum 
•hade air 
tamparatura 

Mínimum af tactiva 

bridge tamparatura 

"C »c 
-24 -14 
-23 -13 
-22 -13 
-21 -12 
-20 -12 
-19 -11 
-18 -11 
-17 -10 
-16 -10 
-15 _ 9 
-14 - 9 
-13 - 8 
-12 _ 7 
-11 - 6 
-10 - 6 
- S _ 5 
_ 8 - 4 - 7 - 3 
- 6 • - 3 
- 5 - 2 

La distribución de temperaturas, a l i g u a l que l a s tempe 

r a t u r a s medias, v i e n e d e f i n i d a en función de l a tipología es 

t r u c t u r a l . En l a f i g u r a 2.9 vienen i n d i c a d a s l a s d i s t r i b u c i o 

nes de temperaturas para e l caso de puentes de hormigón. 
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BS5400 : P8n2 :1978 

Isotherms of máximum shade a i r temperatura 
Cin °C) 

Figura 2.7 
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BS5400 :Part2 :1978 

Isotherms of minimum shade a i r temperature 
o 

( i n C) 

Figura 2.8 
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Concrete slab or concrete 
deck on concrete beoms 
or box girders 

surtacing 

.-te o 

surfdcing 

A, 

A, 

^,-0 .3 /» >0.10fn 
<í 0.25 m 

ftj « 0.3/> ^ (0.1 m+ surfacing 
depth in metres) 

(forthinslabs, is Itmited by -A», -/>,) 

A, - A* - 0.2^^0.25 r 
A, - A, - 0.25/»^ 0.2 r 

Depth Surfacing Positive Reverse temperalure 
of thickness temperMure difference 
iUbm differtncí 

1̂ 2̂ h 1̂ 2̂ h '4 . 
m Rim "C oc Oc Oc Oc Oc ; 
«0.2 unsurfaced IZO 5.0 0.1 47 17 ao a7 

wrterproofed M.5 1.5 0.0 47 L7 ao a7 
50 13.2 4.9 0.3 3.1 LO a2 L2 
100 S.5 3.5 dS ZO as as L5 
l » 5.6 2.5 -0.2 L l as a7 L7 
200 3.7 -as as a2 LO L8 

0.4 unsurfaced 15.2 4.4 L2 9.0 3.5 a4 Z9 
waferproofed a 6 15 LO 9.0 3.5 a4 Z9 • 

» 17.2 46 L4 6.4 Z3 a6 3.2 
100 12.0 3.0 i5 45 L4 LO 3.5 
150 15 2.0 i2 3.2 a? L4 3.S 
200 6.2 L3 1.0 Z2 as L9 40 
unsurfaced 15.2 4.0 i4 1L8 40 a? 46 
waterprooted a. 6 &.0 i4 1L8 40 a9 46 
SO IT. 6 4.0 i8 17 Z7 L2 49 

100 Ü.O 3.0 ¿0 6.5 L8 L5 5.0 
150 9.7 2.2 L7 4 Í L l L7 5.1 
200 7.2 i5 15 3.6 a6 L9 5.1 

as unsurtaced 15.4 40 2.0 1Z8 3.3 a9 5.6 
waterpnxrfed 23.6 5.0 L4 IZ8 3.3 a i 5.6 
50 17.8 40 t\ 9.8 Z4 L2 5.8 

100 B.5 3.0 2.5 7.6 L7 L5 6.0 
1» 10.0 2.5 2.0 5.8 L3 L7 6.2 
a» 7.5 t\ L5 45 LO L« 6.0 
unsurfaced 15.4 40 2.0 0.4 3,0 af 44 
waterproofed B.6 5.0 i4 13.4 3,0 a? 44 
SO 17.8 40 Z\ las Z l L2 6.3 

100 D.5 3.0 2.5 8.0 L5 L5 6.3 
150 10.0 ti 2.0 6w2 L l L7 6.2 
200 7.5 t\ L5 48 a9 L9 5.8 
unsurfaced 15.4 45 2.0 U.7 LO a6 6.7 
waterproofed 23.6 5.0 L4 D.7 LO a6 6.7 
50 17.8 40 2.1 10.6 a 7 as 6.6 

100 D.5 3.0 t% 8.4 as LO 6.5 
150 10.0 15 ZO 6.5 a4 L l 42 
200 7.5 ti L5 5.0 as L2 5.6 

• temperatura f i e l d 

Figura 2.9 
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Los c o e f i c i e n t e s de seguridad u t i l i z a d o s son: 

-Estados límites últimos: = 1»3 
-Estados límites en s e r v i c i o : = 1,0 

Los v a l o r e s de y^^ m u l t i p l i c a d o r e s de l a carga son: 

-Estados límites últimos 7^3 =1/1 
(Excepto s i se usan métodos plásticos en cuyo caso 
Yf3 = 1,15). 

-Estados límites en s e r v i c i o : y^^ ~ 1/0' 

2.4.3. E S P A Ñ A 

La "Instrucción r e l a t i v a a l a s acciones 'a c o n s i d e r a r en 
e l proyecto de puentes de c a r r e t e r a (O.M. 1972)" i n d i c a en 
e l capítulo 4.3.3.2. dedicado a l a s a c c i o n e s térmicas: 

Va/ta zL estadio dz ¿o¿ zizcXo¿ tOmlcoi, i>z coyUjldzAand un IncAmzn 

to unl£omz dz tmpzmjúxnja, 2xpn.zia.d0 zn gnxido¿, zzntX.Qnxx.do6' 

A = ±(20 - 0,75 e) <}: O 

e s t a variación de temperaturas se r e f i e r e como oscilación so 
bre l a temperatura de construcción d e l puente, l o c u a l tampo 
co es muy c l a r o que temperatura es ésta. 

http://2xpn.zia.d0
http://zzntX.Qnxx.do6'
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e, es e l espesor f i c t i c i o de l a p i e z a expresado en centí^ 
metros que en elementos s u p e r f i c i a l e s c o i n c i d e sensiblemente 
con e l espesor. 

R e l a t i v o a l a d i f e r e n c i a de temperaturas, l a Instrucción 

i n d i c a : 

Qu2.dcviá a jiUcXo dol pKoyzc;t¿6ta la eJízccU.6n doZ QKjcs.dlzntt tímlco 

c.ofüu¿ÁpoYid¿2ntz. VodnÁ. admütíAéz, en general, un gAadLCtntt coni,tan 

te,. Cuando ei. pnjoy(LctU,ta a¿>X. to jubt¿{)¿quz, podná. ph.£Ácu,ndUA^t deZ 

QAtadLo de ¿OÁ e^ecto^ pA.odu(ú.do¿, pon. e l 3''uid¿eníe tínmlco. 

I n d i c a también que aquziZoi (¿tmzntoi> en quz atguna de ¿oó poA 
tu putda (¿Átxui 6omeX¿da a ¿a^ accUón d¿n.zata. de£ ¿o¿ ¿oAñ. ntcoMojilo con-

¿IdtncJi una di^eAmcXa de tmpeAotuÁjO. tntjit ta pantz má¿, c.aLie.nt2, y ta 

móó lfiX.a de 10 ghadoi, c2.ntX.gnado¿. 

R e l a t i v o a c o e f i c i e n t e s de se g u r i d a d , y sistemas de cál_ 
c u l o no vienen i n d i c a d o s por l a "Instrucción r e l a t i v a a l a s 
acciones a c o n s i d e r a r en e l proyecto de puentes de c a r r e t e r a " 
o l a "Instrucción r e l a t i v a a l a s acciones a c o n s i d e r a r en e l 
proyecto de puentes de f e r r o c a r r i l " s i n o por l a s I n s t r u c c i o ­
nes EH-82 y EP-77. 

En e l l a s se t r a t a l a s cargas térmicas como un sistema 
más de cargas y por t a n t o l o s c o e f i c i e n t e s son l o s habitúa 
l e s . 
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En l o s métodos de análisis, l a Instrucción española per 
mite l o s métodos l i n e a l e s y l o s n o - l i n e a l e s , en concreto, l a 
Instrucción EP-77 en su artículo 46.2, i n d i c a : 

AMtlciiío 46.2. AccUonzÁ ¿ndüizata&i ion, i>ol¿cJjtOicÁ.oniL¿> otiQlYKxdcu, 

pon. £aó dQ.ionma(Uon2J> mput&ta¿, podndn catcuZoJt&t zn n.€gmzn eXá¿ 
tizo o, ¿1 ka ¿ugoA, tznXzndo zn zuznta ¿a n.z&puz&tano ¿¿nzat dz 

¿o¿ matznXalzí dz ¿a ZÁtAuztanxi, zn pantizuZan. dzt honmígón, 

2.4.4. FRANCIA 

La reglamentación f r a n c e s a d e f i n e c u a l debe s e r l a tempe 
r a t u r a i n i c i a l durante l a construcción 

T ^ = 8 - 14°C m, ü 

y además l o s v a l o r e s máximos y mínimos 

max T = 40°C m 
min T =-30°C m 

E l v a l o r de l a d i f e r e n c i a de temperaturas en e l puente 
en t r e l a p a r t e s u p e r i o r e i n f e r i o r d e l t a b l e r o l o d i f e r e n c i a 
en dos casos, AT = 6°C en e l caso de que este g r a d i e n t e con_s 
t a n t e sea compatible con l a sobrecarga de uso característica 
y AT = 12°C cuando e l g r a d i e n t e no sea compatible con l a so­
brecarga. 
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Estas temperaturas se u t i l i z a n para e l cálculo de 'movi_ 
mientes d e l t a b l e r o y dimensionamiento de l a s j u n t a s . 

Los momentos de c o n t i n u i d a d se calcularán con un cálcu 
l o elástico l i n e a l ya que supone c l a s e I en l a e s t r u c t u r a . 

E f e c t o s como l a fisuración r e s u l t a n t e se c a l c u l a n d i v i 

diendo l a temperatura media en dos p a r t e s . 

-Una primera p a r t e de v a l o r T̂ ^ = ±10°C,en e l c u a l se 
t i e n e n en cuenta l a onda térmica d i a r i a , siendo e s t e 
v a l o r de l a oscilación d i a r i a muy r e a l i s t a . 

-Una segunda p a r t e d e l v a l o r de l a temperatura será 

e l r e s t o que quede después de q u i t a r l a onda d i a r i a , 

y que corresponde a l a s ondas de mayor período de 

tiempo como l a s ondas semanales o e s t a c i o n a l e s . 

En e l primer caso u t i l i z a una expresión d e l módulo de 

e l a s t i c i d a d d e l hormigón de 

= 12000 ̂ JT^ (N/m^) 

y en e l segundo caso 
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De acuerdo con l a nomenclatura d e l Código Modelo e l fac 
t o r de combinación de carga térmica con sobrecarga es: 

-Estados límites últimos: ÎJ = 0,5 
-Estados límites en s e r v i c i o : i|i = 0,6 

y e l f a c t o r de seguridad: 

-Estados límites últimos: y = 1.0 
-Estados límites en s e r v i c i o : y - 1,35 

2.4.5. ALEMANIA 

Para e l cálculo de l a s f u e r z a s y momentos de c o m p a t i b i l i ^ 
dad d e b i d o s ' l a s c o n d i c i o n e s térmicas se supondrán unos v a l o ­
res de l a temperatura p r i n c i p a l d e l puente de: 

T = 30°C m,max 
T„ =-20°C m,min 

y para e l cálculo de l o s movimientos de t a b l e r o y dimensio 
namiento de ju n t a s se supondrá: 

T = 50°C m,max 
T . = -4''C m,min 
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La d i f e r e n c i a de temperatura entre l a s pa r t e s s u p e r i o r 
e i n f e r i o r d e l t a b l e r o se considerará en dos p a r t e s , corre£ 
pendientes a una situación d i u r n a , y una situación nocturna 
d e l puente. 

AT = 7,0K 
AT = -3,5K 

E l f a c t o r de combinación de l a s cargas téinnicas con l a 
sobrecarga se toma 

1,0(SC) + 0,7(AT) 
0,7(SC) + 1,0(AT) 

. Los momentos de c o m p a t i b i l i d a d se pueden c a l c u l a r nor­
malmente suponiendo un comportamiento elástico l i n e a l s i se 
efectúa e l cálculo en c l a s e I . S i se dimensionan en c l a s e I I 
est o se debe co n f i r m a r con un análisis adecuado. 

E l c o e f i c i e n t e de seguridad se tomará 

Y = 1,0 

2.4.6. AUSTRIA 

No i n d i c a ninguna especificación r e l a t i v a a l a d i f e r e n 
c i a de temperaturas en e l t a b l e r o . 
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E l cálculo de l a temperatura d e l puente depende d e l meto 
do de cálculo, así por ejemplo para e l caso de e f e c t u a r un 
análisis suponiendo comportamiento l i n e a l de l a e s t r u c t u r a 
(Y = 1,7) se considerará 

T = ±15°C m 

en e l caso de un análisis con comportamiento no l i n e a l (y 
1,4), se tomará: 

T = +30°C m 

T = -20°C m 

Para e l e s t u d i o d e l movimiento d e l t a b l e r o y dimensio­
nes de j u n t a s , se considerará: 

T = 40°C m,max 

T ^. =-30°C m,min 
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3. OBJETIVOS DE LA TESIS 

E l o b j e t i v o o r i g i n a l de e s t a t e s i s , fué más b i e n una i n g u i e 
tud t r a n s m i t i d a por compañeros e s p e c i a l i s t a s en puentes, sobre 
e l comportamiento de l o s t a b l e r o s de puente f r e n t e a l a s a c c i o ­
nes térmicas ambientales. 

E s t a i n q u i e t u d se transformé en una s e r i e de o b j e t i v o s que 
fueron surgiendo, según se i b a i n t r o d u c i e n d o en e l tema. Así, 
por ejemplo, estudiando l a normativa i n t e r n a c i o n a l a l r e s p e c t o , 
se observa una laguna para l o s p r o y e c t i s t a s , que no t i e n e n n i n ­
guna guía n i pueden a p l i c a r ningún dato concreto, y únicamente 
l e s quedaba g u i a r s e por e l buen s e n t i d o y por l o s artículos e£ 
p e c i a l i z a d o s . 

Por t a n t o , e l primer o b j e t i v o que se planteó era c r e a r l a s 
bases para l a creación de una "norma de acciones térmicas 
ambientales en puentes" que l i b e r a s e a l i n g e n i e r o p r o y e c t i s t a 
de l a s t a r e a s p r o p i a s d e l i n g e n i e r o i n v e s t i g a d o r . 

Pero además de l a creación de e s t a base para una f u t u r a ñor 
nta, germina en e l i n v e s t i g a d o r l a i n q u i e t u d por e l comportamien 
to r e a l de l o s t a b l e r o s de puente, ¿cuáles son l a s zonas más a-
fec t a d a s ? , ¿cuál es e l rango de variación de l o s v a l o r e s térmi-
cos?¿son c o r r e c t o s l o s parámetros térmicos ( c o n d u c t i v i d a d , d i f u 
s i v i d a d ) de l o s m a t e r i a l e s de construcción? ¿se comportan l o s 
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m a t e r i a l e s de i g u a l forma ante cargas térmicas que ante cargas 
g r a v i t a t o r i a s ? . La respuesta a cada una de l a s preguntas se con 
v i e r t e en o b j e t i v o , aunque algunos no se puedan cumplir por l i ­
m i t aciones d e l i n v e s t i g a d o r y de l o s medios. 

Una vez conocido e l comportamiento térmico (es d e c i r , e l 
campo de temperaturas), de l o s d i v e r s o s t i p o s de t a b l e r o s de 
puente, surge un nuevo o b j e t i v o : ¿Cómo a f e c t a este estado ténnico a] 
estado t e n s i o n a l d e l puente?. Se deberán a p l i c a r o t r a s ténicas 
( R e s i s t e n c i a de M a t e r i a l e s , T e r m o e l a s t i c i d a d ) , no tan antiguas 
como l a Teoría de Conducción de C a l o r , pero ya d e s a r r o l l a d a s 
hace muchos años, que permitan una aplicación rápida, y lo g r e n 
conocer y acotar l a i n f l u e n c i a de l a s acciones térmicas en e l 
estado t e n s i o n a l . 

En su conjunto y a modo de resumen l o s o b j e t i v o s de e s t a 
t e s i s d o c t o r a l se pueden s i n t e t i z a r en l o s s i g u i e n t e s apartados 

- E s t u d i o d e l comportamiento de t a b l e r o s de puente d e f i n i e n 
do l a s zonas más afectadas por l o s g r a d i e n t e s térmicos. 

-Comprobar s i l o s r e s u l t a d o s están recogidos dentro de l a s 
a c t u a l e s normativas, s i es que e x i s t e n . 

- R e a l i z a r l a s c o r r e c c i o n e s a que d i e r a l u g a r en l a s r e g l a ­

mentaciones. 
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-Definición de un diagrama de temperaturas para obtener 
l a s tensiones a que da l u g a r e l estado de a u t o t e n s i o n , 
y l o s correspondientes g i r o s de l a s secciones para e l 
cálculo hiperestático d e l t a b l e r o . 

- D e f i n i r un modelo de f l u j o de c a l o r para cada t i p o de 
puente y p r o p o r c i o n a r p o s i b l e s métodos de cálculo para 
cada uno. 
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