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Introduccion

El estudio de la relacién entre propiedades de un anillo R y propiedades de
un anillo de matrices infinitas, digamos B, consiste en resolver dos problemas:

Primero. Dada una clase de anillos C y un anillo R € C encontrar la
clasificacion, en términos de la teoria de anillos, de B.

Segundo. Dada una clase de anillos C, determinar cuando R pertenece a
dicha clase, en términos de B.

La investigacion sobre estas cuestiones y mas en general, del punto de
vista algebraico en el estudio de los anillos de matrices infinitas fue iniciada
alrededor de 1940 con las contribuciones de Baer, Jacobson, Amitsur, Mackey
y otros (véase [22]). Durante 20 anos estuvieron en el mismo plano tanto el
anillo de matrices de filas finitas RFM,, (R) (véase mas adelante la notacién)
como (algunos de) sus subanillos “densos” (respecto de la topologia finita);
es decir, aquellos subanillos que contienen al conjunto de todas las matrices
con un numero finito de entradas no nulas.

En 1964, N. Jacobson en su libro Structure of Rings [22], hizo un recuento
sistematico y organizado sobre el estudio y clasificacién de los anillos, y en
particular, una recopilacién de las principales técnicas y resultados sobre el
estudio de los anillos de matrices infinitas.

Ese libro es nuestro punto de partida. Su objeto central de estudio, que
constituye el marco tedrico para la clasificacion de los anillos, son los anillos
con “condicién minimal”; o sea, con zdcalo distinto de cero, pero sin condicio-
nes de finitud (en principio), con particular interés en los anillos primitivos
con zocalo no cero. Con objeto de dar un teorema de densidad, se introduce
el concepto de par dual de espacios vectoriales y se estudia su realizacion
como anillo de matrices, a través de la matriz asociada en el sentido habi-
tual. Otros temas son estudiados, pero nosotros nos quedamos con tres ideas
bésicas que usaremos como punto de partida.

La primera se refiere a cémo se pueden interpretar los anillos de matrices
infinitas en términos de endomorfismos de espacios vectoriales, o, actualmen-
te, de modulos libres. Dado un espacio vectorial de dimensién infinita, o bien
un moédulo libre, se trata de describir en términos de la teoria de médulos los



2 Introduccién

elementos de aquellos subanillos de endomorfismos tales que, dada una base
fija, resulten isomorfos a los subanillos de matrices “densos” mencionados
anteriormente.

Para lograr esto, tomamos el concepto de par dual de espacios vectoriales
y la nociéon de N-topologia. La definicién formal se puede encontrar mas
adelante. Esencialmente, un par dual esta formado por un par de espacios
vectoriales V' y N sobre un anillo de divisién, D, junto con una forma bilineal
V x N — D, que es no degenerada. De hecho, N siempre puede verse como
subespacio del espacio dual, V*. Para construir la N-topologia, primero se
considera el espacio dual de N. Ahora consideramos la topologia finita de
N*; es decir, la topologia generada por la subbase de vecindades del cero
formada por los anuladores (en N*) de subconjuntos finitos de N. Finalmente,
como el par dual es no degenerado, se tiene que V se sumerge en N*, y
como tal, hereda la topologia finita. A dicha restriccién la llamamos la N-
topologia. Después se considera el subanillo del anillo de endomorfismos de
V', que consiste en aquellos endomorfismos que, vistos como aplicaciones del
espacio topologico V', son continuos. Finalmente, se consideran aquellos casos
donde la eleccién de N y la topologia que determina hace que el anillo de los
endomorfismos continuos sea isomorfo a un subanillo de matrices denso.

En el libro de Jacobson se consideran, entre otros, dos tipos de pares
duales (V, N) que nos interesan. Uno es cuando N es el propio V* y otro es
el subespacio generado por la base dual de V. En el primer caso, tenemos a
RFM,, (D) y en el otro a RCFM,, (D).

También se aborda una descripcién alternativa, mas aritmética, de los
homomorfismos continuos; a saber, la nocién de nocién de homomorfismo
con adjunto. En anillos generales, se puede probar que todo homomorfismo
con adjunto es continuo, sin embargo, el reciproco no es cierto, por eso la
nociéon de continuidad se ha perdido. De hecho, algunos trabajos definen
homomorfismo continuo como aquél que tiene adjunto.

La segunda idea se refiere al llamado “problema del isomorfismo”, que se
puede plantear del siguiente modo: dados dos anillos de matrices sobre ciertos
anillos de division, de tal manera que los anillos de matrices son isomorfos,
encontrar una relacion entre los anillos base. Este estudio, en general, es de-
terminante para saber a qué tipo de resultados podemos aspirar cuando se
trata el problema de las relaciones entre propiedades de R y sus anillos de
matrices. El resultado principal del libro es que dos anillos de endomorfismos
continuos son isomorfos si y sélo si entre los pares duales de espacios vecto-
riales de quienes proceden existe un isomorfismo semilineal, que ademas, es
continuo.

La tercera es la relacién entre el anillo base y el anillo de matrices; es decir,
nuestro tema de trabajo, ahora en un contexto mas amplio. El resultado mas



notable del libro en este tema es que un anillo B es primitivo con zdcalo
distinto de cero si y sélo si existe un par dual de espacios vectoriales tal que
B es isomorfo al anillo de endomorfismos continuos. Si los espacios son de
dimensiéon numerable, entonces B es ademas isomorfo a un anillo de matrices
de filas y columnas finitas. Este dltimo anillo es uno de los ejemplo mas
estudiados y recurridos de dicho libro.

Vamos ahora a comentar la situacion actual de estos temas.

Sobre los pares duales sélo conocemos un trabajo muy notable en la li-
teratura de algebra asociativa. En 1959, D. Ornstein introdujo la nocion de
(o, B)-par dual, para o y 8 cardinales infinitos, con objeto de clasificar en
términos de la teoria de anillos, otros subanillos densos de matrices, y de
hecho ésos son todos los que se conocen.

En cuanto al problema del isomorfismo, hasta donde sabemos, el resultado
méas general aparece en [30] (véase también [8]), donde se prueba que para
cualesquiera dos anillos Ry y Ry, si (V1, N1)y (Va, Na) son («, 3) pares duales
con anillos de endomorfismos continuos (con adjunto) isomorfos entonces los
anillos R; y Ry son equivalentes de Morita y la equivalencia relaciona los
pares duales, de tal manera que se puede establecer el reciproco.

Este tipo de resultados, aunque son cruciales a la hora de decidir las
propiedades que podremos relacionar, no se usan directamente en ninguno de
nuestros resultados ni tampoco ocurre que las técnicas desarrolladas en estos
trabajos se usen siquiera indirectamente; de hecho, existen resultados sobre
relaciones entre propiedades de un anillo y sus anillos de matrices infinitas
que son anteriores al desarrollo general del problema del isomorfismo, como
por ejemplo [32].

Sobre la relacién entre propiedades de un anillo y sus anillos de matrices
infinitas existe una gran cantidad de literatura, pero la mayoria de los tra-
bajos no se refieren a los subanillos densos en general sino exclusivamente
a anillos del tipo RFM,, (R). La historia es que la nocién de par dual y el
estudio de los endomorfismos continuos se abandoné por mas de 20 anos en
los que el estudio de las matrices infinitas se centrd exclusivamente en las
matrices de filas (o columnas) finitas y sus ideales.

Esta situacion coincide, y posiblemente aqui encontremos la explicacién a
este fendmeno, con la apariciéon del lenguaje y las técnicas de las categorias.
Como muestra, se puede comprobar al revisar los trabajos sobre relaciones
entre propiedades de un anillo R y el anillo REM,, (R), que casi todos tienen
como ingrediente la poderosa herramienta de la adjuncién entre Hom y ®,
con la notabilisima excepcién de los resultados sobre el radical de Jacobson
de RFM,, (R) (véase [33]).

En el caso de los subanillos “densos” de RFM,, (R) no se conoce un funtor
(o més bien, una adjuncién) que nos ayude a establecer un “trénsito claro”,
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lo cual hace que las relaciones que se establecen no tengan una técnica comun
y requieran en cada caso de ideas particulares sobre aritmética de matrices
y teoria de anillos y médulos.

La reaparicién de los subanillos densos de matrices infinitas, o mas bien,
algunas familias muy restringidas de ellos, y los pares duales en la teoria de
anillos se debe principalmente a los trabajos sobre representaciones de alge-
bras numerable dimensionales que involucran al anillo de matrices de filas y
columnas finitas, RCFM,, (R) (véase [20]). A partir de los resultados sobre
representaciones, algunas propiedades de las algebras numerable dimensio-
nales, como la propiedad de intercambio, ser anillo de Baer, ser regular de
von Neumann, coherente, etcétera, se plantean sobre los anillos de matrices
de filas y columnas finitas y posteriormente, mas en general, en los anillos de
matrices que provienen de los pares duales definidos por D. Ornstein.

Es este el contexto en que se desarrolla nuestro trabajo. Sabiendo que la
relacién entre propiedades de un anillo R y su anillo de matrices RFM,, (R)
es un tema muy importante en la teorfa de anillos (véase [29]) y considerando
la importancia de otros subanillos densos como RCFM,, (R), nos propusimos
dos tareas: la primera fue llenar algunos huecos en los resultados para anillos
de matrices de filas finitas y segundo, dar los primeros pasos en el estudio de
estas relaciones para los anillos de matrices de filas y columnas finitas.

El primer capitulo esta dedicado a establecer la herramienta basica sobre
los anillos de matrices; empezando por su propia definicién. Establecemos
la notacion y aprovechamos para repasar la aritmética basica. Como hemos
comentado, el estudio de la relaciéon entre un anillo R y su anillo de matrices
RFM,, (R) utiliza como base la adjuncién Hom, ®. Eso es posible porque
RFM, (R) es isomorfo al anillo de endomorfismos de un R-mddulo libre de
rango «, a través, como siempre, de construir la matriz asociada a una base
ordenada. La relacién entre End (rF) y RFM, (R) es bien conocida y no
haria falta en absoluto repasarla si no fuera porque vamos a relacionar algunos
subanillos de End (g F') y REM,, (R), a través de la restriccion del isomorfismo
anterior. Asi que dedicamos algunas lineas a comentar el isomorfismo entre
los dos anillos anteriores.

A continuacién introducimos el concepto de par dual, que hemos comen-
tado en péarrafos anteriores, asi como la nocién de homomorfismo (semilineal)
continuo y con adjunto. Estudiaremos la relaciéon entre endomorfismos con-
tinuos y adjuntos que nos permite pasar del punto de vista topoldgico al
aritmético, para poder describir en un contexto general, los subanillos de
matrices asociadas a los endomorfismos con adjunto en términos exclusiva-
mente del lenguaje de las matrices.

Finalmente, repasaremos la descripciéon y algunas propiedades del radical
de Jacobson en anillos de matrices infinitas.



En el segundo capitulo estudiamos la relacién entre propiedades de un
anillo R y su anillo de matrices RFM,, (R). Como comentamos anteriormente,
existe mucha literatura a este respecto y no es nuestro propdsito hacer un
recuento de ella. Nos limitamos a presentar los resultados necesarios para
tener un contexto adecuado; para mostrar nuestras aportaciones sobre todo
en un caso que, sorprendentemente, no aparece en la literatura. Nos referimos
a cuando el anillo R es artiniano.

Para ello, partimos del caso bésico: los anillos artinianos semisimples.
Después, presentamos una caracterizacion para cuando el anillo R es noet-
heriano y nos pasamos a los anillos perfectos. En este caso, partimos de una
caracterizacién conocida que dice que un anillo R es perfecto a la izquierda
si y sélo si el anillo RFM,, (R) es semirregular (véase mas adelante la defini-
cién). Por la definicién de semirregular tenemos entonces que comprobar si
los idempotentes se levantan en las matrices médulo el radical. Nuestro acier-
to es que logramos eliminar la condicién del levantamiento de idempotentes,
a través del estudio del radical de Jacobson en matrices. La idea global para
llegar después a los anillos artinianos es que la relacién entre R y RFM,, (R)
se establece a partir del hecho de que los anillos artinianos se caracterizan
por ser perfectos y noetherianos.

El tercer capitulo contiene los resultados m&as importantes de nuestro
trabajo. Es el inicio del estudio de las relaciones entre un anillo R y las
matrices RCFM,, (R).

Comenzamos con el caso basico; los anillos artinianos semisimples. Des-
pués, usamos estos resultados para relacionar el anillo de los enteros con
sus matrices de filas y columnas finitas. Probaremos que en RCFM,, (Z) to-
dos los anuladores de los ideales finitamente generados son proyectivos y
ciclicos aunque no necesariamente sumandos directos (luego este anillo no
es de Baer, pero estd muy cerca); asi, tenemos nuevos ejemplos de anillos
coherentes, donde ademas, se pueden calcular dimensiones proyectivas. En
esa seccion, también incluiremos algunos resultados de otros autores sobre
anillos noetherianos para completar el panorama.

Después estudiaremos las relaciones para anillos perfectos y semiprima-
rios, avanzando en las propiedades del radical de Jacobson de RCFM,, (R).
Finalmente, con la idea de ofrecer un panorama completo, mencionaremos
una caracterizaciéon reciente para anillos artinianos.
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Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados generales de
la teoria de anillos y médulos que seran directamente usados para resolver los
problemas que nos ocupan. La naturaleza del problema que estudiamos nos
obliga a incluir un amplio espectro de nociones y resultados sobre todo sobre
anillos e ideales, pero también de la teoria de modulos. Antes de presentar los
resultados de los siguientes capitulos, es conveniente familiarizarnos con las
definiciones de los elementos que vamos a manejar, y enunciar las propiedades
y relaciones mas significativas para nuestro trabajo.

Sabiendo que los objetos de matematicas con los que trabajamos tie-
nen distintas caracterizaciones, y cada una de ellas puede ser usada como
definicién, es importante advertir al lector de que la lista de nociones que
presentamos tiene una perspectiva sesgada hacia el uso que tienen en los re-
sultados y técnicas empleadas en nuestro trabajo; asi que algunos conceptos
pueden no aparecer en su forma mas “conocida” o “clasica” ni en forma am-
plia, como ocurre con la definicion, por citar un ejemplo, de ideal puro en un
anillo (véase la Definicién 2.1.2).

Asi que ésta es solo una lista de “nociones para consultar”, con el criterio
(siempre subjetivo) de que “tal vez no las recuerde todo mundo”. Otras
nociones y resultados que consideramos del nivel “todos las recuerdan”, como
semisimple, artiniano, Teorema de Estructura de Wedderburn, etc. han sido
omitidas. Pedimos disculpas al lector afectado por nuestro criterio.

A lo largo de todo este trabajo “anillo” significara “anillo asociativo con
identidad” y los médulos sobre un anillo seran moédulos unitarios. Para un
anillo R, denotamos la categoria de los R-moédulos con R — Mod. Por ideales
de un anillo entenderemos ideales bilateros. Los endomorfismos actuarén,
salvo indicacién explicita, siempre como escalares opuestos.

Definicién 0.0.1.

Sea R un anillo y M un R-mddulo libre por la izquierda con base B,
cuyos elementos tiene indices en un conjunto (normalmente bien ordenado).
Para un elemento x de M, llamamos soporte de x respecto a B, al conjunto
formado por los indices, para los que los coeficientes de la expresion de x
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8 Preliminares

como combinacion lineal de elementos de la base B no es nulo. Denotamos
a este conjunto por suppp ().

En la definiciéon anterior, cuando los elementos ya estén expresados en
coordenadas o no haya posible confusion, no escribiremos la base, B.

Definicién 0.0.2.

Sean R y R' anillos y o un isomorfismo de anillos de R en R'. Sean pFE
un R-mddulo por la izquierda y p E' un R'-mddulo por la izquierda. Diremos
que f : E— E' es un homomorfismo o-semilineal si cumple

1. Para todo a,b € E se cumple que f(a+0b) = f(a)+ f(b).
2. Para todo r € R y para todo a € E se cumple que f (ra) = o (r) f (a).

Definicién 0.0.3.
Sea R un anillo. Diremos que R tiene nimero de base simple si R =

R%.

Definicién 0.0.4.
Sea R un anillo. Diremos que un ideal a la izquierda I de R es superfluo
st para todo ideal a la izquierda J de R, tal que I+J = R se tiene que J = R.

Definicién 0.0.5.
Sea R un anillo y sea I un ideal (bildtero) de R. Diremos que I levanta
idempotentes o que los idempotentes se levantan modulo I, si para todo

idempotente f en R/I eziste un idempotente e en R tal que la clase de e en
R/I es f.

Definicién 0.0.6.
Diremos que un anillo es primo si el producto de dos de sus ideales no
nulos es no nulo.

Definicién 0.0.7.
Sea R un anillo. Diremos que un ideal I es un ideal primo si R/I es un
anillo primo.

Definicién 0.0.8.
Diremos que un anillo es semiprimo si la interseccion de sus ideales
PTEIMOS €s Cero.

Definicién 0.0.9.
Diremos que un anillo R es coherente a la izquierda si todo ideal a la
izquierda finitamente generado es finitamente presentado.



Definicién 0.0.10.

Sea R un anillo, r € R y X C R un subconjunto del anillo. Llamaremos
anulador por la izquierda de v al ideal (por la izquierda) lgr(r) = {s €
R | sr = 0}. Andlogamente llamaremos anulador por la derecha de r al ideal
(por la derecha) rg (r) = {s € R | rs = 0}. Llamaremos anulador de X por
la izquierda de v al ideal por la izquierda lg (X) = Nyer lg (r). Andlogamente
llamaremos anulador de X por la derecha de r al ideal por la derecharg (X) =
Nrer TR(T).

Definicién 0.0.11.
Sea R un anillo. Diremos que R es de Baer si para todo conjunto X C R,
los ideales lr (X) y rr (X) son sumandos directos.

Proposicion 0.0.12.
Sea R un anillo tal que todo anulador por la izquierda (respectivamente
derecha) es sumando directo. Entonces R es anillo de Baer.

Proposiciéon 0.0.13.
Sea R un anillo de Baer y e € R idempotente. Entonces eRe es de Baer.

Definicién 0.0.14.
Sea I un ideal por la izquierda de un anillo R. Diremos que I es nilpo-
tente si existe n € N tal que I = 0.

Definicién 0.0.15.

Sea I un ideal por la izquierda de un anillo R. Diremos que I es T-
nilpotente por la izquierda, si dada una familia {x,}, . de elementos de I,
existe n € N tal que x129...x,, = 0.

Definicién 0.0.16.

Sea R un anillo. Un ideal I por la izquierda o por la derecha de R se dice
que es un tdeal nil, si para todo elemento a € I, existe un numero natural
n € N tal que a™ = 0.

Definicién 0.0.17.
Sea R un anillo, llamaremos radical de Jacobson de R, a la suma de

los ideales superfluos a la izquierda o derecha de R. Denotaremos a dicho
ideal por J (R).

Existen muchas caracterizaciones del radical de Jacobson. Nosotros usa-
mos la siguiente.

Proposicion 0.0.18.

Sea R un anillo. El radical de Jacobson R es el ideal formado por aquellos
elementos a € R tales que, para cualesquiera x,y € R, el elemento 1 — zay
es invertible.
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Proposicion 0.0.19.

Sea R un anillo, J(R) su radical y e € R un idempotente no nulo de R.
Entonces J (eRe) = eJ (R) e.

Adn mas, si J(R) es T-nilpotente o nilpotente entonces J (eRe) también
lo es.

Definicién 0.0.20.
Sea R un anillo y J(R) su radical de Jacobson. Diremos que R es un
anillo semilocal si R/J(R) es un anillo semisimple artiniano.

Definicién 0.0.21.
Sea R un anillo y J (R) su radical de Jacobson. Diremos que R es un anillo
semiprimario si R es un anillo semilocal y J (R) un ideal nilpotente.

Definicién 0.0.22.
Sea R un anillo y J (R) su radical de Jacobson. Diremos que R es perfec-
to por la izquierda si R es semilocal y J (R) es T-nilpotente por la izquierda.

Definicién 0.0.23.

Sea R un anillo artiniano por la izquierda y por la derecha. Diremos que
R es quasi-Frobenius sirgr (1g (1)) = I para todo ideal por la derecha de
R ylg (rr (J)) = J para todo ideal por la izquierda de R.

Proposicién 0.0.24.
Sea R un anillo noetheriano por la izquierda o por la derecha y auto-
wnyectivo por la izquierda o por la derecha. Entonces R es quasi-Frobenius.

Definicién 0.0.25.
Sea R un anillo. Diremos que R es regular von Neumann si para todo
x € R existe y € R tal que xyx = x.

Proposicién 0.0.26.
Un anillo R es reqular de von Neumann si y solo si todo ideal por la
izquierda (respectivamente derecha) finitamente generado es sumando directo.

Proposiciéon 0.0.27.
Sea R un anillo reqular von Neumann y e € R un elemento idempotente.
Entonces eRe es un anillo regular von Neumann.

Proposiciéon 0.0.28.
Sea R un anillo. Si R es reqular von Neumann y noetheriano por la iz-
quierda entonces es semisimple artiniano.
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Proposicion 0.0.29.

Sea R un anillo. Si R cumple ACC (condicion de cadena ascendente) en
sumandos directos y es reqular von Neumann entonces es semisimple arti-
niano.

Teorema 0.0.30 (Hopkins). Sea R un anillo. R es artiniano por la izquierda
sty solo si R es moetheriano por la izquierda y semiprimario.

Teorema 0.0.31 (Levitzki). Sea R un anillo. Si R es noetheriano por la
izquierda entonces todo ideal nil por algun lado es nilpotente.

Proposiciéon 0.0.32.
Sea R un anillo. Si R es perfecto por algin lado y noetheriano por la
1zquierda entonces es artintano por la izquierda.

Teorema 0.0.33.

Un anillo R es perfecto por la izquierda si y solo si R satisface DCC
(condicion de cadena descendente) en ideales por la derecha finitamente ge-
nerados.

Teorema 0.0.34 (Bjork). Sea R un anillo. Todo R-mddulo que satisfaga
DCC por algin lado para submodulos ciclicos también satisface la condicion
para submaodulos finitamente generados.

Definicién 0.0.35.
Sea R un anillo y J (R) su radical de Jacobson. Diremos que R es semi-
regular si R/J (R) es regular y los idempotentes se levantan modulo J (R).

Definicién 0.0.36.
Un anillo R decimos que es semthereditario por la izquierda, st todo
ideal por la izquierda finitamente generado es proyectivo.

Definicién 0.0.37.
Sea R un anillo y gM un R-modulo por la izquierda. Llamaremos reso-
lucion proyectiva de M, a una sucesion exacta de la forma

.—P,—P, 41— ...—F—M-—70

Donde cada P, es un R-mddulo por la izquierda proyectivo. Diremos que la
longitud de la resolucion esn+1 si P, #0, y P,, =0V m > n.

Definicién 0.0.38.

Sea R un anillo y gM un R-mddulo por la izquierda. Llamaremos di-
mension proyectiva de M a la menor de las longitudes de las resoluciones
proyectivas de M.
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Proposicion 0.0.39.
Sean Mg, sN modulos y sWgr un bimddulo. Entonces existe un isomor-
fismo
@ : Hompg (M, Homg (W,N)) — Homg (W &g M), N)

definido por
o (f) (wem) = f(m)(w).
Para todo f € Homg (W ®@r M), N) y para todo w @ m € W &g M.

Proposicién 0.0.40.
Sean rN, s P modulos y sUg un bimodulo. Si s P es finitamente generado
y proyectivo, existe un isomorfismo

302HOms(P,U)®RN—>HOms(P,(U®RN))

definido por
@ (y®rn):p—7(p) ®rn.

Proposicién 0.0.41.
Sean sN, Pr modulos y sUg un bimddulo. Si Pr es finitamente generado
y proyectivo, existe un isomorfismo

¢:P®r Homg (U N)— Homg(Hompg (P,U),N)

definido por
e(p®r7):0—~((p)).

Definicién 0.0.42.

Sean A, B dos categorias y F,G : A — B dos funtores covariantes. Una
transformacion natural de F' a G, es una familia de morfismos en B, vy :
F (M) — G(M), para cada objeto de M € A tal que, para todo morfismo
f: M — N, el siguiente diagrama es conmutativo

Fory " pv)

v | N

aon Yogw

Esta transformacion natural serd representada por v : F — G, y diremos
que es un tsomorfismo natural si para todo M € A, el morfismo vy es
un isomorfismo.
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Definicién 0.0.43.
Sean A, B dos categorias y F,G : A — B dos funtores covariantes. Dire-
mos que F' y G son naturalmente isomorfos si existe una transforma-

cion natural de F' a G que es un isomorfismo natural. Lo representaremos
por F = @G.

Definicién 0.0.44.

Sean R y S anillos, T : R— Mod — S—Mod y H : S—Mod — R— Mod
funtores covariantes (aditivos). Decimos que (T, H) forman un par adjunto si
para cada R-modulo M y cada S-mdodulo, N existe un isomorfismo de grupos
abelianos

éun : Homg (M,H(N)) — Homg (T(M),N),

que es natural en las dos variables.

La siguiente proposicion muestra que toda adjuncién entre categorias de
modulos se realiza a través de Hom y ®

Proposicion 0.0.45.

Sea (T, H) un par adjunto entre las categorias R-Mod y S-Mod y con-
sideremos el bimddulo sUgr = T (rRr). Entonces H = Homg (Ug,—) y
T=(sU®g—).

Definicién 0.0.46.

Sea F' un funtor covariante entre dos categorias A y B. Diremos que F
es una equivalencia categorica entre las categorias A y B, si existe otro
funtor covariante G de B a A tal que FG = 14 y GF = 15. Diremos entonces
que F' y G son equivalencias categdricas inversas.

Definicién 0.0.47.
Dos categorias A, B son equivalentes si existe un funtor covariante de
A a B que sea una equivalencia entre categorias.

Definicién 0.0.48.

Sean R y S anillos. Diremos que R y S son Morita equivalentes, y
lo representaremos por R ~ S, si las categorias R — Mod y S — Mod son
equivalentes.

Desde el punto de vista de nuestro problema; es decir, la relacién entre
propiedades de un anillo y sus anillos de matrices, en el caso de matrices
finitas la teoria de Morita constituye una herramienta formidable. La lla-
ve es lo que se denomina las propiedades invariantes de Morita. Damos a
continuacion algunas de éstas:
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Preliminares

Sucesiones exactas.

Médulos fieles.

Sumas directas y productos directos.

Modulos generadores y progeneradores.

Modulos proyectivos e inyectivos.

Moédulos simples y semisimples.

Moédulos indescomponibles.

Submodulos superfluos y esenciales.

Anillos simples.

Envolturas proyectivas y recubrimientos inyectivos.
Anillos regulares.

Médulos finitamente generados y finitamente cogenerados.

Médulos artinianos y noetherianos.



Capitulo 1.

Anillos de matrices infinitas

Cuando consideremos un cardinal, digamos X, nos referiremos a un ordinal-
cardinal; es decir, consideraremos el primer ordinal cuyo cardinal es N. Sea
a un cardinal (a partir de ahora, un ordinal-cardinal). Entonces, o es un
conjunto bien ordenado, que ademas, cuando es infinito, como ordinal, es
ordinal limite. Es conocido que siempre podemos interpretar a los ordina-
les como el conjunto de los ordinales que son estrictamente menores que
él, « = {0 | [ < a}. Asilo haremos en este trabajo, y de esta manera
sera entonces mas comodo considerar los conjuntos de indices para manipu-
lar matrices infinitas, pues seran inicamente ordinales-cardinales (infinitos).
La tradicion de no escribir “indices 0” en matrices hace que lo anterior se
complique en matrices finitas; pero a nosotros no nos afecta porque las ma-
trices que consideramos son infinitas. Para una exposicién detallada sobre
cardinales y ordinales, puede consultarse [14]. Como es costumbre, dado un
ordinal-cardinal, «, denotamos al sucesor ordinal-cardinal con a™. En esta
linea, para la cardinalidad numerable escribiremos w en vez de Nj.

Sea R un anillo, kM un R-modulo por la izquierda y o un cardinal. Una
matriz en M de orden « X «, serd una matriz con entradas en el modulo M y
cuyos indices recorren « (en el orden obvio). Llamaremos M,, (M) al conjunto
formado por todas las matrices en M de orden a x . Cuando trabajemos
con cardinalidad numerable, obviaremos el cardinal y escribiremos solamente
M (M).

Dada una matriz a € M, (M), la entrada o el elemento que ocupa la fila i
y la columna j, se dird que ocupa la posicion 75 de la matriz y serd denotado
por a(i,7). De esta manera, podemos definir una matriz indicando cuéles
son sus entradas en cada una de las posiciones. Lo indicaremos escribiendo
a=(a (ihj))ian'

Siempre se tiene que M, (M) es R-médulo a la izquierda con las opera-

15
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ciones habituales.

Sea R un anillo. En el caso de las matrices finitas, sabemos que M,, (R)
tiene estructura de anillo. Sin embargo, cuando queremos extender de forma
natural el producto al orden infinito, nos vemos obligados a considerar sumas
infinitas, y no podemos asegurar que la operacién pueda realizarse. Notese
que un elemento que ocupase la posicion ij en un posible producto de dos
matrices a,b € M, (R) tendria la forma, (ab) (i,7) = > ,cna (i, k) b(k, ) y
esto, en general, no sabemos qué significa.

Aquellas matrices que realizan endomorfismos sobre médulos libres no
presentan este problema. Siempre podemos asignar un valor a (o “ejecutar”)
la suma anterior, puesto que ocurre uno de los siguientes casos: dado i € «,
a (i, k) es cero, para casi todo valor de k € «, o dado j € «a, b(k, j) es cero,
para casi todo valor de k € «.

1.1. Aritmética de matrices.

Vamos a presentar con detalle algunos conceptos necesarios para intro-
ducirnos en los anillos de matrices infinitas. También vamos a ir presentando
la notaciéon que vamos a seguir en el trabajo, asi como algunas propiedades
que caracterizan a las matrices. Comenzaremos con las matrices de filas o
columnas finitas.

Definicién 1.1.1.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Dada una matriz a de M, (R),
diremos que a es una matriz de filas finitas si fijado un indice i € «, el
conjunto de indices j € « para los cuales a (i,7) es distinto de cero, es finito,
es decir,

Viea, X,={je€alal(ij)F#0} es finito. (1.1)

Denotaremos por REM,, (R) al conjunto de las matrices de M, (R) de
filas finitas.

Definicién 1.1.2.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Dada una matriz a de M, (R),
diremos que a es una matriz de columnas finitas si fijado un indice
J € a, el conjunto de indices i € a para los cuales a (i,7) es distinto de cero,
es finito, es decir,

VieaX;={icalal(ij)#0} es finito. (1.2)

Denotaremos por CFM,, (R) al conjunto de las matrices de M, (R) de
columnas finitas.
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Si nos quedamos con los conjuntos anteriores, podemos definir la multi-
plicacion de matrices al igual que en el caso finito. Asi por ejemplo, dadas
dos matrices a = (a (i,7));jeq ¥ b = (b(i,7))jeq Pertenecientes a REM,, (R),
definimos la multiplicacién por

ab = <Za(i,k) b(k:,j)) : (1.3)

key

ije€

donde Y C « es un conjunto finito que contiene al conjunto X; de la Defini-
cion 1.1.1. Por comodidad, en general escribiremos

ab = (Z a(i, k)b (k,j)) : (1.4)

kea

teniendo claro que en realidad es finita.

De la misma forma, podemos hablar de la multiplicacién de matrices en
el conjunto CFM,, (R).

Es inmediato comprobar que las definiciones anteriores de suma y produc-
to de matrices cumplen los axiomas de anillo con uno. Por lo tanto, podemos
hablar del anillo de matrices de filas finitas, REM,, (R) y del anillo de matri-
ces de columnas finitas, CFM,, (R).

Resumiendo, al trabajar sobre las matrices de filas o columnas finitas po-
demos mantener las mismas operaciones definidas para matrices sobre con-
juntos de indices finitos. El siguiente resultado nos muestra, ademas, que
cierta asociatividad se verifica.

Proposicién 1.1.3.

Sea R un anillo, L un (R, R)-bimdédulo y o un cardinal infinito. Conside-
remos los anillos S = RFM,, (R) y T = CFM,, (R). Entonces M, (L), tiene
estructura de (S, T)-bimddulo.

Demostracion.

Hacemos M = M, (L). Es claro que M es un S-médulo por la izquierda
y es un T-modulo por la derecha. Asi pues, sélo nos queda comprobar que
dado s € S, t € T'y m € M se cumple que s(mt) = (sm)t. Denotemos por
eij, a las matrices que tienen a la unidad de R en la posicién ij y 0 en las
demas entradas, y abreviamos e;; = e;. Ahora bien, primero observaremos
que Vi € a, se cumple que e;(sm) = (e;s)m y que (mt)e; = m(te;). Vamos a
ver que Vj € a se tiene que e;(sm)e; = (e;s)me; y que ej(mit)e; = e;m(te;).
Para demostrar la primera afirmacion tengamos en cuenta que:

1. Como s € S, por la definicién de 5, existe un subconjunto finito oy; C
para el cual tenemos que e;s = Zkeai €;S€y.
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2. Como el conjunto «a; anterior es finito, entonces Vm € M se tiene que
(zkEai eisek) m= ZkEai CiSEEIMN.

3. Al ser ¢, = 0 Vk ¢ ay, entonces Zkeai eiseRme; = Y .o €isepme; =
e;(sm)e;.

De esta manera tenemos que

(eis)me; = (Z eisek> me; = Z e;sexme; = e;(sm)e;.

ke, k€,
Para demostrar la segunda afirmacién tengamos en cuenta que:

1. Comot € T, por la definicién de T, existe un subconjunto finito «o;; C «
para el cual tenemos que te; = Zk@i exte;.

2. Como el conjunto «a; anterior es finito, entonces Vm € M se tiene que
m (Zkeai ekte,-) = kea, MEKE;.

3. Al ser e, = 0 Vk ¢ «;, entonces Zk@i ejmeglte; = Y o, eymexte; =
e;(mt)e;.

De esta manera,

e;m(te;) = e;m (Z ektei> = Z e;mexte; = ej(mt)e;.

k€, kea;
Para terminar comprobaremos finalmente que V 7,7 € a tendremos que
ei(s(mt))e; = e;((sm)t)e;. Utilizando la misma notacién, las mismas obser-
vaciones y los resultados previos tenemos que

e;(s(mt))e; = (e;5)(mt)e; = (e;5)m(te;) = e;(sm)(te;) = e;((sm)t)e;.
[

Un anillo que serd objeto de estudio en esta tesis es aquel formado por
las matrices infinitas que en cada fila y en cada columna, la cantidad de
elementos no nulos es finito. Lo llamaremos el anillo de filas y columnas
finitas y lo denotaremos por RCFM,, (R). Formalmente:

Definicién 1.1.4.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Dada una matriz a de M, (R),
diremos que a es una matriz de filas y columnas finitas si es a la vez,
una matriz de filas finitas y una matriz de columnas finitas.

Denotaremos por RCFM,, (R) al conjunto de las matrices de M, (R) de
filas y columnas finitas.
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Es decir, RCFM,, (R), puede ser visto como la interseccién de los anillos
RFM,, (R) y CFM,, (R), y por tanto también es un anillo,

RCFM,, (R) = RFM, (R) N CFM, (R)

El estudio de la estructura de los anillos anteriores involucra algunos
ideales notables. Empezamos destacando el ideal formado por las matrices
que sélo tienen una cantidad finita de entradas no nulas.

Definicién 1.1.5.

Sea R un anillo, o un cardinal infinito y a una matriz de M, (R). Diremos
que a es una matriz finita si tiene una cantidad finita de entradas no nulas.
Denotaremos por FM,, (R) al conjunto de las matrices finitas.

FM, (R) ={a €M, (R) | a(i,j) =0 para casi todo i,j € a}. (1.5)

Se puede comprobar facilmente que FM, (R) es un ideal bildtero del
anillo RCFM,, (R), y es ideal a la derecha de RFM, (R) y a la izquierda
de CFM,, (R).

Definicién 1.1.6.

Sea R un anillo, o un cardinal infinito y a una matriz de M, (R). Diremos
que a es una matriz con finitas columnas si tiene una cantidad finita
de columnas no nulas. Denotaremos por FC, (R) al conjunto de las matrices
con finitas columnas.

FC,(R)={aeM,(R)| Fjocal a(i,j)=0VieaVj>j} (1.6)

Definicién 1.1.7.

Sea R un anillo, o un cardinal infinito y a una matriz de M, (R). Diremos
que a es una matriz con finitas filas si tiene una cantidad finita de filas
no nulas. Denotaremos por FR, (R) al conjunto de las matrices con finitas

filas.

FRo(R)={aeM,(R)| Jipea]| a(i,j)=0VjeaVi>i}. (1.7)

También aqui se puede comprobar que FC, (R) y FR, (R) son ideales
bildteros de RFM,, (R) y CFM,, (R), respectivamente.
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1.2. Generalidades

Todo lo que vamos a comentar en esta secciéon es comun a los anillos que
ya hemos definido; por esto, trabajaremos con un anillo de matrices infinitas,
digamos S, que puede ser RFM,, (R), CFM,, (R) o RCFM,, (R).

El elemento unidad de S serd denotado por I y tiene en la posicién ij la
delta de Kronecker, es decir, I (¢,7) = d;;.

Si denotamos por e;;, a las matrices que tienen la unidad de R en la
posicién 75 v 0 en las demés entradas, se tiene la siguiente igualdad

€ijCrl = 5jk€ila

Llamaremos a estas matrices ij-bdasicas. A la familia {e;;}; jeq se la de-
nomina familia de matrices basicas de S. Cuando i = j, denotaremos
e; = e;. Estas matrices son muy importantes por el papel que juegan en la
teoria y su utilidad en el desarrollo de las operaciones aritméticas. Llamare-
mos a la familia {e;};c., familia de matrices idempotentes bdsicas de
S.

Algunas propiedades que utilizaremos de forma continua con respecto a
las matrices ¢-basicas y de facil comprobacion son:

= Existe un isomorfismo de anillos entre e;Se; y R. Usando este isomor-
fismo tenemos que:

» Existe un isomorfismo semilineal entre e;RFM, (R), ¢;RCFM,, (R) y
R

» Existe un isomorfismo semilineal entre CFM,, (R)e;, RCFM,, (R)e; y
R®),

Sea X C « un subconjunto de «, denotamos

ex = E €.

ieX

Utilizando esta notacion podemos describir al anillo S de una manera
efectiva. Asi, pues, una matriz a del anillo RFM,, (R), es aquella para la que,
fijado el indice ¢ € «, existe un subconjunto finito de «, digamos X;, tal
que e;a = e;aey,. De manera analoga, podemos describir los elementos de
CFM,, (R), como aquellas matrices para las cuales se tiene que si fijamos el
indice j € «, existe un subconjunto finito X; de a tal que ae; = ex;ae;.

Vamos a terminar esta seccién con algunas observaciones sobre la aso-
ciatividad cuando pretendemos realizar productos entre distintos anillos de
matrices.
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Es claro que si x € RFM, (R) e y € CFM,(R) entonces el producto
x -y estd definido y, como hemos visto, hay asociatividad en el sentido de
la Proposicion 1.1.3. En cuanto al otro orden en el producto, atin cuando
tuviésemos tres matrices © € CFM,(R), y € My (R) v 2 € RFM,(R) y
los productos (zy)z vy z(yz) tuviesen sentido (o sea, fuesen ejecutables), no
necesariamente se verifica la asociatividad, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.2.1.

Ezisten tres matrices distintas z,y,z € M(R) tales que © € CFM (R),
y € RCFM (R) y z € RFM (R), con xy = yz = 1. Por tanto (vy)z = z #
r = x(yz).

1111
0111
r=> > =00 11
i€ i<jEQ
1 =1 0 0
0 1 -1 0
y:Z(eii—ez’(m)): 0 0 1 -1
1€Q .
0 0 00
-1 0 00
L ;= | -1 -1 00
;;a ! 1 -1 -1 0

Si realizamos las multiplicaciones anteriores veremos que

kea k<lea meo

B Z Z Z €iCkl (emm - em(m+1)) e =

k€a k<leameEa

- Z Z eit (emm — €m(m+1)) €5 =

i<lEa mEa

= Z (@z‘lej - €i<l+1)€j)

i<lea
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0 7 <t
Z (eie; — exurnye;) =  eii-ne; — eijej + eijej — eigrne; =

isl€a = —€ + €ij = 0 1< j

y por tanto e;xye; = e;e;, de donde se obtiene que vy = 1.

e, — o, (Z (ekk_ek(k+l))> (—Z 3 elm) .

kea lea I>mea

= - Z Z Z €; (ekk - 6k(k+1)) €im€j =

k€a l€a I>mea

== > (i i) eme = — > emeit Y Cimej =

lea I>mea iI>mea i+1>meEa
= — E eimej + E eimej + eiiej = 61'63'
i>mea i>mea

y por tanto yz =1

1.3. Endomorfismos y matrices

Otra linea de trabajo en la que el anillo REFM,, (R) aparece de forma na-
tural es el estudio de los endomorfismos de médulos libres (operando siempre
como escalares opuestos). Recordemos que para el caso finito, independiente-
mente de que se consideren modulos libres a la izquierda o la derecha, existen
isomorfismos entre el anillo de endomorfismos de R™ y el anillo de matrices
de orden n sobre R. En el caso infinito, hemos de distinguir si consideramos
modulos libres a la izquierda o a la derecha, porque estéan relacionados con
anillos diferentes.

Es sabido que si R se un anillo y gF' es un R-médulo libre por la izquierda
de rango «, entonces RFM,, (R) es isomorfo al anillo End (gF'). Vamos a
describir el homomorfismo con méas detalle.

Sea B = {b;}ico una base ordenada para F y sea ¢ : F' — R(® el isomor-
fismo tipico con el que representamos los elementos de F' como coordenadas,
respecto de la base B. Dado un elemento (genérico) = de F, lo expresamos
en términos de B, x =) .. x (1) b;, y ¥(x) = (2 (7))

Vamos a definir los siguientes homomorfismos. Nétese que no son mas
que una manera muy formal de considerar la matriz asociada en el sentido
habitual.
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¢ End (F)
f

y ademds, fi~! = vg(f)

¢: RFM,(R) — End(F)
a = ¢l  F = K (19)
r — (Zieax(i)a(ivﬂ'))iea

Atn cuando lo anterior es bien conocido, nosotros vamos a definir otras
relaciones que no son tan conocidas y haremos mencion a este isomorfismo,
asi que lo dejamos enunciado.

Proposicién 1.3.1.
Los homomorfismos definidos en la ecuacion 1.8 y 1.9 son isomorfismos
de anillos, inversos.

A veces, de tanto usarlo, acabamos identificando el endomorfismo con la
matriz asociada. Procuraremos evitar que esta “deformacion” cree confusio-
nes al lector.

1.4. Pares duales y homomorfismos con adjunto

Esta seccién contiene la base tedrica especifica de nuestro trabajo. Hemos
procurado desarrollarla con algo de detalle y cuidado de tal manera que
queden claramente construidos los endomorfismos con adjunto.

Definicién 1.4.1.
Sea R un anillo. Un par dual, estd formado por un R-mddulo a la iz-
quierda rE y un R-mddulo a la derecha Fgr, junto con una forma bilineal

RE X FR — R
no degenerada.

De forma genérica representaremos a dicha forma bilineal por (,) y al par
dual sobre R por (E, F). Cuando queramos resaltar el anillo base, denotare-
mos la forma bilineal por (,)g y al par dual por g (E, F').

Ejemplos 1.4.2.
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1. Sea a un cardinal infinito y R un anillo. Consideremos R, el mddulo
libre sobre R a la izquierda y la derecha. Fijada la base candnica de R,
consideramos la forma bilineal {,) sobre pR(®) x Rgg) mds conocida.
Dados dos elementos expresados en coordenadas a = (a;),c, ¥y b =
(bi)ieq (a,b) = > ., aibi. Es conocido que esta forma bilineal es no

degenerada, y por tanto, (RR("“), Rg;f)) es un par dual sobre R.

2. Sea R un anillo y rE un R-mddulo por la izquierda. Consideremos el
dual, E*, junto con la forma bilineal habitual (,) : Ex E* — R definida
por (e, f) = f(e). Entonces (E, E*) es un par dual sobre R.

Definicién 1.4.3.
Sea R un anillo y (E, F') un par dual sobre R. Sean o y 3 dos cardinales
infinitos. Diremos que el par (E, F') es un («, 5)-par dual sobre R , si E es

un maodulo libre de rango a y ademds, existe una base S en E de cardinalidad
aytad que F={f:E—R||SN(E—Ker(f))|<pg}.

Dicho de otra manera, existe una base en E tal que F' esta formado por los
elementos f, del dual de F/, donde el cardinal del conjunto de los elementos
de la base que no anulan a f tiene cardinal estrictamente menor que 3. A
estos pares duales, también los llamaremos pares duales de Ornstein. El
Ejemplo 1.4.2(1) anterior es un («, w)-par dual

Sea R un anillo y sea (E,F) un par dual sobre R. Como comentamos
en la Introduccién, para construir la F-topologia, primero consideramos la
topologia finita de F™; es decir, la topologia lineal que tiene como (una)
subbase de vecindades del cero a los anuladores (en F*) de subconjuntos
finitos de F'. Luego, como la definiciéon de par dual implica que la aplicacion
bilineal es no degenerada, se tiene que F se sumerge en F* y como tal, hereda
la topologia finita. A dicha restriccion es que la llamamos la F-topologia. Para
més detalles podemos consultar [22]. Bajo esta topologia, podemos hablar de
continuidad, y diremos, por ejemplo, que un endomorfismo de E es continuo
si es una funcion continua bajo la F-topologia.

Homomorfismos continuos, adjuntos y matriz asociada

Definicién 1.4.4.

Sean R y R' dos anillos, o un isomorfismo de anillos de R en R' y g (E, F)
y r (E', F') dos pares duales sobre R y R’ respectivamente. Diremos que un
homomorfismo o-semilineal de E en E' es un homomorfismo continuo
si lo es bajo la F-topologia sobre E y la F'-topologia sobre E'.
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Es facil comprobar que la suma usual de homomorfismos continuos es
nuevamente un homomorfismo continuo y la composiciéon de endomorfismos
continuos es también continuo.

Cuando R = R, 0 = 1g y r(E,F) =g (E',F’) los homomorfismos
semilineales son simplemente endomorfismos y denotaremos con Endp, (£)
al anillo de los endomorfismos de E que son continuos.

Definicién 1.4.5.

Sean R y R' dos anillos, o un isomorfismo de anillos de R en R' y r (E, F)
y r (E',F') dos pares duales sobre R y R', con formas bilineales “<,>"y
4,17, respectivamente. Dado un homomorfismo o-semilineal f : E — FE’,
diremos que f tiene homomorfismo adjunto si existe un homomorfismo
o-semilineal f : F' — F que cumple:

o((z,f(y)) =[f(x),y] VeecEyeF (1.10)

Cuando R =R, o0 =1, g (E,F) =r (F',F') y f es un endomorfismo,
decimos que f es un endomorfismo con adjunto.

Existe una estrecha relacién entre homomorfismo o-semilineal, su homo-
morfismo dual y los homomorfismos continuos. En el caso de los espacios
vectoriales sobre anillos de division se tiene el siguiente resultado. Véase [22,

Theorem IV.7.1, Proposition IV.7.2].

Teorema 1.4.6.

Sean D y D' anillos de division, o un isomorfismo de anillos de D en D’
yp(E,F)yp (EF'") dos pares duales sobre D y D', respectivamente. Sea
f: E — E' un homomorfismo o-semilineal. Son equivalentes:

1. El homomorfismo f tiene homomorfismo adjunto.

2. La restriccion del homomorfismo dual sobre F' es un homomorfismo
o~ L-semilineal sobre F.

3. El homomorfismo f es continuo
En este caso, el adjunto de f es la restriccion del dual sobre F'.

Nétese que, en general, si f : E — E’ es un homomorfismo o-semilineal
entonces f* : E™ — FE* verifica, para a € E'y x € E™, que a - f*(x) =
o ta-zf).

En el caso de anillos generales, como veremos a continuacién, se tiene
equivalencia entre las dos primeras condiciones. Ademas, se puede compro-
bar que todo endomorfismo con adjunto es continuo, pero el reciproco no
necesariamente ocurre.

Dado el desuso del concepto de endomorfismo continuo, muchas veces se
identifica endomorfismo continuo y endomorfismo con adjunto.
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Proposicién 1.4.7.

Sean R y R' dos anillos, (E,F) un par dual sobre R y (E', F') un par
dual sobre R'. Sea f un homomorfismo o-semilineal de E en E'. Entonces
f tiene adjunto si y solo si la imagen de la restriccion del dual de f sobre
F' esta contenida en F. En este caso, el adjunto de [ es precisamente la
restriccion del dual sobre F”.

Demostracion.

Como ya hemos comentado anteriormente, F' queda sumergido en E* a
través de la forma bilineal del par dual. Llamaremos ¢ a la inmersion de F'
en E* y ¢’ ala inmersién de F’ en E*.

[ =] Lo que tenemos que ver es que dado un elemento y € F’ la imagen
de ¢ (y) a través del dual nos queda en ¢ (F'). En particular vamos
a comprobar que YV y € F’ se tiene que f*(¢'(y)) = ¢ (7 (y)) Sea,
x € F, veamos que ambas funciones tienen la misma imagen,

Asf pues f* (¢’ (y)) € ¢ (F).

[ <] Vamos a comprobar que en este caso, la restriccién del dual es pre-
cisamente el adjunto de f. Por hipdtesis, la restriccion del dual so-
bre I’ es elemento de ¢ (F'). Asi para cada ¢y € F’ existe y € F
tal que f*(¢'(v')) = ¢(y). Como ¢ es un monomorfismo, podemos
considerar el inverso de ¢ sobre su imagen, que (abusando de escri-
tura) denotamos ¢~!. Entonces y = (¢~ o f* o ¢') (¢/). Hacemos f =
¢ tofrog. Seax € Fey € F'. Vamos a comprobar que [f (z),y] =
o({z, (¢ o f*og¢')(y))). Para ello, sélo tenemos que recordar como
actian ¢ y ¢’ pues

De lo anterior se desprende de inmediato que dado un par dual, (F, F),
el anillo de los endomorfismos con adjunto es un subanillo del anillo de endo-
morfismos de /' y en consecuencia el conjunto de matrices asociadas respecto
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de cualquier base (0, més formalmente, la imagen de End}, (E) por el iso-
morfismo definido en la correspondencia 1.8) tendra estructura de subanillo.
Como siempre ocurre, la descripcién de dichos subanillos de matrices depen-
dera de la elecciéon de las bases.

En lo que resta de esta seccion, vamos a considerar ciertos pares duales
donde podemos encontrar bases para las cuales los subanillos de matrices
asociadas a los endomorfismos con adjunto tienen descripciones tipicas; es
decir, de las formas que hemos definido en las secciones anteriores. Para una
exposicién mds amplia véase el libro de N. Jacobson [22].

Primero vamos a establecer en general una descripcion de la imagen de
End} (F) por el isomorfismo definido en la correspondencia (1.8).

Proposicion 1.4.8.

Sea R un anillo, o un cardinal infinito y (E, F) un par dual sobre R, con
E libre de rango o. Sea g un endomorfismo de E con endomorfismo dual g*
de E*. Sea B una base para E y 1 : E — R el isomorfismo tipico (tomar
coordenadas) dado por B. Sea ¢ : Endg (F) — RFM,, (R) el isomorfismo de
anillos definido en (1.8),a partir de 1p. Entonces, g es un endomorfismo con
adjunto si y solo si ¢(g) (V=) (F) C (=) (F).

Demostracion.
Es inmediata del hecho de que, para f € F, g*(f) € F si y sélo si

#lg) (1) (f) € @7)" (F) .

De lo anterior se desprende el siguiente resultado.

Corolario 1.4.9.
En la situacion de la proposicién anterior, haciendo M = (1) (F), el
anillo de endomorfismos con adjunto verifica

End (E) = {a € RFM, (R) | aM C M}

bajo la restriccion del isomorfismo ¢ : REM,, (R) — Endg (F) definido en la
Correspondencia (1.8)

Vamos ahora a describir algunos subanillos; en particular, aquellos que
seran nuestros objetos de estudio. Usaremos la notacion de los dos resultados
anteriores.

1. Sea R un anillo, g £ un médulo libre de rango a y sea (E, F') un par dual
sobre R donde F' = E*, es decir, F' es el dual completo. Trivialmente,
F=FE*~R*= M y End} (E) = Endg (F) asi que

Endf (E) = {a € RFM, (R) | aR* C R*} = RFM, (R).
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2. Sea (E, F') un par dual sobre R, donde F es libre con base B = {b;}

Anillos de matrices infinitas

ea’

Sea B* = {bf | bf(b;) =0;;} y F = (B*). En este caso, claramente
F= RE;"; y de hecho M = Rgg) C R%; luego

Endf (E) {a € RFM, (R) | aRY ¢ Rgg“)} — B, (R).

Se afirma que este ultimo anillo es RCFM,, (R).

Es claro que RCFM,, (R) C B, (R). Para la contencién reciproca, con-
sidérese cualquier a € B, (R) y cualquier elemento de la base candnica
de RE?), digamos el i-ésimo, x;. Entonces ax; es la i-ésima columna de
la matriz a, y como ax; € Rg) entonces la i-ésima columna de a tiene

soporte finito; es decir, un nimero finito de elementos no nulos. Por
tanto a € RCFM,, (R).

. Consideremos (E, F') un («, 3) par dual sobre R, con base B. Nosotros

no nos ocuparemos de este caso, pero vamos a describir el subanillo
de matrices de los endomorfismos continuos para que el lector pueda
saber hasta donde se ha generalizado, pues este caso abarca a todos los
anteriores.

De forma directa se puede comprobar que en este caso
M = {z € R | |supp(x)| < B}.

Es inmediato ver que RS) C M. Considérese ahora una matriz a €
RFM,, (R) tal que aM C M.

En principio, es claro que, usando la base candnica de R}f"), cada colum-
na de a tiene menos que 3 elementos no nulos; pero esto no es suficiente
para describir al subanillo de matrices, como veremos un poco mas ade-
lante. Por lo pronto, considérese un elemento x € M cualquiera y sea
v = |supp(z)|. Entonces supp(ax) = U;eysupp(ax;), donde z; son los
elementos de la base candnica de Rg‘). Luego, el cardinal del soporte
de una unién menor que (3 de soportes de a, ha de ser menor que (.

De lo anterior se desprende la siguiente descripcion:

Endf; (E) 2 €5 (R) ={a € RFM, (R) | ¥V X C a con |X| < 3
dY Cacon|Y| < fyeyaex = aex}
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Por ejemplo, &, (R) = RCFM,, (R) vy &,.0+ (R) = RFM,, (R)

Como comentamos anteriormente, el conjunto de las matrices tales que
tienen cada columna con soporte de cardinalidad menor que 3 puede contener
propiamente al anillo &, 3 (R). De hecho, puede que ni siquiera dicho conjunto
sea cerrado bajo producto (y en consecuencia no serd anillo), como se muestra
en el ejemplo a continuacion.

Consideremos la sucesion de cardinales Ny < 8y < .... Definimos R, como
el limite de los anteriores (véase [14], para una descripcién detallada).

Ejemplo 1.4.10.

Sean o > N, = [, vistos como ordinales-cardinales. Definimos a €
RFM,, (R) tal que a(i,1) = 1 para 1 < i < Ny, a(i,2) = 1 para Xy < i <
No,..., a(i,j) =1 para X;_; < i <N;, ybe RFM, (R) tal que b(i,1) =1
para todo 1 < 1 < N,,. Por la definicion de la matriz bdsica ey, tenemos que
|supp(abey)| = N,,; asi que ab & E,.5 (R).

Es importante hacer notar que en todos los ejemplos anteriores hemos
construido el par dual a partir de una base dada para el mddulo libre a
la izquierda. Asi, de inmediato surge la pregunta de cuando, dado un par
dual, podemos construir bases (y no partir de ellas) de tal manera que la
descripcion del médulo a la derecha y el subanillo de matrices sea “explicita”.
Sobre esto sabemos muy poco. En el caso més simple, o sea cuando el par
dual esta formado por el dual completo, la base elegida no interviene. Aparte
de éste, sélo se conoce un caso mas, y es cuando el par dual esta formado
por dos espacios vectoriales de dimensién numerable.

El argumento es largo y lo desarrollaremos en varios pasos. Comenzamos
extendiendo la Definicién 0.0.10.

Definicién 1.4.11.

Sea R un anillo y g (E, F') un par dual sobre R. Sea x un elemento de E.
Llamaremos anulador de x en F al submddulo rp (x) ={y € F | (z,y) =
0}. Dado un conjunto X C E, llamaremos anulador de X en F al submddulo

rp(X)={ye F|{(r,y)y =0V 2z e X}

De forma andloga se define el anulador sobre F de un elemento de F', al
igual que sobre los subconjuntos de F'. Nétese que rp (X) = Ngextr (7).

Atn cuando no es dificil probar el siguiente resultado, creemos interesante
destacarlo pues lo usaremos repetidamente.

Lema 1.4.12.

Sea D un anillo de division y (E, F) un par dual. Sea X = {x;}ien un
conjunto generador para E. Dado un elemento f no nulo de F', existe el
menor indice iy € N tal que (x;, f) = 0V i <ig mientras que (z;,, f) # 0.
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Demostracion.
Inmediata.
O

Definicién 1.4.13.

Sea R un anillo y (E,F) un par dual sobre R con B = {e;}ica una
base de E y B" = {f;}ica una base de F. Diremos que B y B’ son bases
biortogonales si (e;, f;) = 6;; para cualquier par de indices i,j € a.

Por ejemplo, en todo (o, w)-par dual (E, F'), donde se ha fijado una base B
para construirlo, ocurre que F' =< B* > y asi se tienen bases biortogonales.

El siguiente resultado podemos consultarlo en [24]. Nétese que el siguiente
par dual no parte de una base dada.

Proposicion 1.4.14.

Sea D un anillo de division y (E,F) un par dual, donde E y F son
espacios de dimension numerable. Existen bases {e;}ien de E y { fitien de F
de tal manera que (e;, f;) = 0;; para cualquier par de indices i, j € N.

Demostracion.

Haremos induccién sobre los indices de la familia que queremos construir.
Sabemos que existen conjuntos generadores X = {z;}ien v Y = {y; }ien de
E' y F respectivamente. Sea f; = y;. Por el Lema 1.4.12, existe p; el menor
indice para el cual (x,,, fi) # 0. Como D es anillo de divisién entonces
todo elemento no nulo tiene inverso y podemos considerar el elemento e; =
(@, f1) " tx,,. Claramente se tiene que (er, fi) = 1. Supongamos que ya
tenemos una familia {eq,...,ex} C Ey {f1,..., fu} C F tal que (e;, f;) = 6;;
Vi j<k.

Ahora vamos a quitar todos los elementos que estando en los conjuntos
generadores iniciales X e Y, ya se encuentran en el subespacio generado por
los nuevos conjuntos que estamos definiendo. Pero tenemos que hacerlo de
forma ordenada, pues serda muy importante luego poder determinar dentro
de qué subespacio se encuentra cada uno de los generadores iniciales. Para
ello, tenemos que diferenciar dos posibles casos sobre la paridad del valor de
k.

Si k£ es un nimero par, vamos a fijar el menor indice ny, para el cual, el
elemento y,, ¢ f1D+ ...+ fiD y consideraremos el elemento

fk+1 = Yny, — (fk‘(ekaynk> +...+ fl(el’ynk» :

Para el indice n; fijado anteriormente, y por el Lema 1.4.12, existe p,, el
menor indice que cumple <$unk , fr+1) # 0. Entonces hacemos

Ck+1 = <$unk,fk+1>7l (%nk - <%nk,fk>€k e <$unk,f1>€1) :
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Si k es un nimero impar, fijemos entonces el menor indice ny para el cual
Tp, & Dey + -+ -+ Dey y consideremos el elemento

Cr+1 = Tpy, — (<xnka fk)ek + ...+ <xnk7 f1>61) )

Para este elemento e;y; y por el Lema 1.4.12, existe el menor indice 7,
que cumple (€x41, Yy, ) # 0. Ahora hacemos

fkf+1 = (y’Ynk - fk<€k’y’7nk> e T f1<615y77lk>) <€k+17y7nk>_1

Vamos a comprobar la ortogonalidad de los elementos e, v fri1 con
respecto al resto de elementos e; v f; para cada indice ¢ menor o igual a k.
Primero veamos que ocurre si k es par:

(€is for1) = (€ Yny — Sio ((€rs Yny) + -+ frlen, yny))) =
= <ei7ynk> - <eiafk><6kaynk> T T <6i7f1><617ynk> =
= <eivynk> - <€i7ynk> =0

(ert1, [i) = <xﬂnk7 fk+1>_1<xunk - <xunk7fk>€k .. <mﬂnk7f1>el7fi> =
= <xﬂnk7 fk+1>_1<xunkafi> - <xunkafk+l>_l<xunk7 fe)lex fi)—
— e T For) T @y fi) e fi) =
= <$Nnk7 fk+1>71 ((x/‘«nk7f1> - <xl‘«nk’ f1>) =0

<ek+17fk+1> - <xunk7fk+1>_1<'rl$nk - <xunk>fk>6k T T <xunk7f1>€1a fk+1> =
= Ty For) " (T Frrr) = (T s Forn) ™ @ fi) (s fra) =
= ... <Iunk7fk+1>_1<xm f1><€17fk+1> =

= <95uafk+1>_1<$u,fk+1> =1

Ahora veamos que ocurre cuando k es impar:

(e, frr1) = (e, (y%k - fk(ekuy'mk> R f1<61,y%,€>) <6k+1,y%k>_1> =
= (€ Y (€113 Y ) = (€0 Fi) (s Yoy ) (Cht 1y Yy )T
e <6i7 f1><€17y’Ynk><6k+17y'Ynk>_1 =

= (€ Yrn, ) = (€0 Uy, )) (k1 Um0, ) T =0

<ek+17fi> = <‘rnk - (<xnk7fk>ek .ot <mnk’f1>61)7fi> =
= <xnk7f7«> - <xnk7fk><ek>fl> e <xnk>f1><elvfi> =



32 Anillos de matrices infinitas

(ert1y 1) = <€k+1,ywnk - fk(ekay'ynk> e f1<€1,3/%,€>><€k+1,ywnk>71 =

= <€k+1;ywnk><€k+1aywnk>fl — (€k+1, fk><ekay’Ynk><ek+17y’Ynk>71_

= — ... = <€k+1, f1><€17 y'ynk><ek+1’ y'ynk> -

= <ek+17 y'Ynk><ek+1’ y’ynk>71 =1

Vamos a ver que los dos conjuntos A = {e; }ien v B = {f; }ien son bases
de E y F respectivamente. Primero, para comprobar que es un conjunto
generador, vamos a ver que todo elemento de X estd en A. Consideremos
un elemento z; € X. Por construcciéon el indice p; cumple que es el menor
para el cual z,, ¢ Dey + --- + De; y se tiene que i < n,, < n,+1, asi que
x; € De; + ... De; 1, demostrando asi que A es un conjunto generador.

Ahora vamos a ver que A es linealmente independiente. Para ello, consi-
deremos una combinacion lineal igualada a 0,

1€EN

Fijado k € N, tenemos que

0= (Z diei, fr) = Zdi<€i>fk> = di,

1€EN €N

por tanto para cualquier indice k se tiene que dy = 0, demostrando finalmente
que A es un conjunto linealmente independiente.

El mismo razonamiento nos permite comprobar que B es también una
base.

U
Como consecuencias directas tenemos.

Definicién 1.4.15.

Sean R y R’ anillos. Sea g (E, F') un par dual sobre R y g (E', F") un par
dual sobre R'. Diremos que estos pares son pares duales equivalentes, si
existe un isomorfismo con adjunto o continuo entre ellos.

Corolario 1.4.16.

Sea D un anillo de division, E un D-espacio vectorial numerablemente
generado, y sean Iy y Fy subespacios de E* tales que ambos son numerable-
mente generados. Entonces los pares duales (E, Fy) y (E, Fy) son equivalen-
tes.
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Corolario 1.4.17.

Sea D un anillo de division y (E, F) un par dual sobre D con E, F de
dimension numerable. Entonces los pares (E, F) y (D(N),D(N)) son equiva-
lentes.

Asi que un par dual (F, F') sobre un anillo de divisiéon D con E, F' espacios
de dimensién numerable, siempre se tiene que es un (w,w)-par dual y por
tanto su anillo de endomorfismos es RCFM (D)

Hasta donde nosotros sabemos, estos resultados soélo se han podido ge-
neralizar a ciertos pares duales sobre dominios de ideales principales. Vamos
a enunciar sélo el resultado final, para no extendernos demasiado con cues-
tiones técnicas. Para una exposicién clara y detallada, véase [14, Capitulo
XI]. Aunque estd hecha en los enteros, la versién original de S. Chase [12]
considera dominios de ideales principales.

Sélo necesitamos recordar que si R es un dominio de ideales principales.

Definicién 1.4.18.
Sea R un dominio de ideales principales. Decimos que un submodulo N
de M es puro sitN =rM N N para todo r € R.

Mas adelante, daremos la nocién de ideal puro sobre un anillo general. El
siguiente resultado es una adaptacién de [14, Theorem XI.3.5]

Teorema 1.4.19.

Sea R un dominio de ideales principales y (E,F') un par dual sobre R
donde E es un modulo libre de rango numerable. Entonces E es submodulo
puro y denso en F* si y solo si el par dual tiene bases biortogonales.

En este caso, F' es también puro y denso en E* con la E-topologia.

Aunque no es objeto de esta tesis y sélo hay que comprobar detalles, que-
remos hacer notar que més en general, se tiene que todo (a, w)-par dual sobre
un anillo R es equivalente al par (R(a), R(a)) junto con las bases candnicas
tomadas como biortogonales, y todo («,at)-par dual sobre un anillo R es
equivalente al par (R(a), Ra).

1.5. El radical de Jacobson

En esta seccién, vamos a ver una caracterizacion del radical de Jacobson
para los anillos RFM,, (R) y para RCFM, (R). Como siempre, si R es un
anillo, J (R) serd el radical de Jacobson de dicho anillo.
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Definicién 1.5.1.

Sea R un anillo e {I;}ico una familia de ideales por la izquierda de R.
Diremos que la familia se desvanece por la izquierda en R, si para cual-
quier subconjunto numerable de indices (distintos) {in}nen y para cualquier
coleccion {a;, € I, }nen, existe k € N tal que a;, ... a; = 0.

Definicién 1.5.2.

Sea R un anillo y A una matriz de My, (R). Diremos que la matriz se
desvanece por la izquierda en R, si la familia {R("‘)Aei}iea, vistos como
ideales a la izquierda de R, se desvanece por la izquierda en R®. De for-
ma andloga diremos que A se desvanece por la derecha en R, si la familia
{eiAR(O‘)}iea, vistos como ideales a la derecha de R, se desvanece por la
derecha en R®. Diremos que una matriz se desvanece si desvanece por la
1zquierda y por la derecha.

Vamos ahora a caracterizar el radical de Jacobson de RFM, (R). El si-
guiente resultado es original de Sexauer y Warnock [33], pero hemos reescrito
la demostracién, tomando el argumento dado en [39] para el caso mas general
de los anillos de endomorfismos de moédulos proyectivos, y simplificando al
caso de los moédulos libres.

Teorema 1.5.3.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. El radical de Jacobson de
RFM,, (R) es el conjunto de matrices en RFM, (J (R)) que se desvanecen
por la izquierda en R.

Demostracion.
Para simplificar la notacién, llamaremos £ = RFM,, (R).

[ C ] Por la Proposicién 0.0.19 se tiene la inclusién
J(E) € RFM, (J (R)).

Ahora, sea A = (a;;) € J(E) y X una familia numerable de indices
de «. Para cada k € X tomamos 0 # ¢ € R Ae;, v formamos la
coleccion eliminando el caso trivial. Para cada k£ € X, existe al menos
un elemento p, € R tal que ¢ = pAey,. Llamaremos py; al elemento
que ocupa la posicion i-ésima en el vector p,. Asi pues tenemos que

Cr = E Pkjajk,

JEQ
donde la suma anterior es finita. Podemos suponer, SPG, que py; = 0
si ajr = 0. Llamemos B a la matriz, B = (b;;) donde b;; = p;; sii € X
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y cero en el resto. Entonces la diagonal del producto BA en los indices
ke X es

BA (k, k) = Zbkjajk = Zpkjajk = Ck-

JjE€a JjEa

Claramente, podemos reordenar las columnas de A de tal manera que
X ={1,2,...}. También es inmediato ver que como A tiene filas finitas
y prj = 0 si ajp = 0, la matriz B es una matriz de filas y columnas
finitas. (Este hecho es la llave para caracterizar el radical en filas y
columna finitas.)

Vamos a construir una sucesion n; < ng < ... en X, tal que eniBAenj =
0siyj>aq.

Hacemos n; = 1. Como supp (e, B) (el soporte de e,, B, visto como
vector. Definicién 0.0.1) es finito, existe ny > ny; ny € X, el primero
tal que e,, BAe, = 0 para todo k > ny, k € X. Elegimos, pues, ns.
Entonces e,,, BAe,, = 0.

Supongamos ahora que hemos definido n; < ... <n,, con e,, BAe,, =
0, para todo 0 < 7 < j < r. Entonces, existe n,.; € X, el primero
tal que n, < n,41y (Oi_, en;) BAe, = 0 para todo k > n,.1, lo cual
implica que e,, BAe,, ., = 0parai=1,...,r, porque e,, = ey, 22:1 €n;
Consideremos las matrices P = (ZmeN emnm) By F = ZmeN €nm

que sirven para juntar las filas de B y las columnas de A, seleccionadas,
y el resto hacerlo 0.

Entonces es facil ver que:

a) e, PAFe,, = c,, para todo m € N.
b) e;PAFe; =0 para todo i < j.

Por tanto, PAF € J (E) es una matriz triangular inferior con la diago-
nal formada por los elementos c,, .

Vamos a multiplicar esta matriz por elementos arbitrarios del anillo.
Aunque ahora parece extrano luego veremos su utilidad. Consideremos
T1,...,7n,... elementos arbitrarios del anillo y D la matriz diagonal
con D (n,n) = r,. Entonces PAF D es una matriz triangular inferior
que cumple PAFD (m,m) = ¢, T'm.

Ahora vamos desplazar las columnas de esta nueva matriz un lugar a
la derecha. Sea G' =}, -\ €mm+1. Entonces
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0 CniT1 0
CnyT2 0
Cnyms 0O

0
PAFDG = |

Donde los puntos representan elementos del anillo cuyo valor no nos
interesa. Consideremos la matriz

1 —cpm 0 e
0 1 —Cp, T2 0 .
=19 o 1 —cyrs O

Entonces, la matriz PAF DG + H es una matriz con el primer bloque
numerable triangular inferior donde los elementos de la diagonal tienen
inverso, y luego sélo diagonal con 1. Por tanto, PAF DG + H tiene
inverso. Sea U dicho inverso. Entonces PAFDGU + HU =1 o lo que
es lo mismo, HU =1 — PAFDGU.

Como J(FE) es un ideal bildtero, PAFDGU € J(FE) y por tanto 1 —
PAFDGU tiene inversa. Asi, HU tiene inversa por la derecha, y por
tanto H tiene inversa por la derecha. Por ([2], ejercicio 28.1) se tiene
que el inverso de B es de la forma :

1 —cpr1 epyTricn,m2
0 1 —CpyT2  CpyT2CnyT3

Notese que, para que la matriz anterior pueda pertenecer a FE, tiene
que tener por fila, una cantidad finita de elementos no nulos; es decir,
para todo k € N, existe ky € N con ky > k tal que

Cny Tk - - Cn;7j = 0 para todo j > k.

Tomando k£ = 1 tendremos que c¢,,71...¢y, Tk, = 0. Y esto lo hemos
0

demostrado para cualquier valor de los elementos r,,, en particular, to-

mando 7, = 18i ¢y, = Cpyt1 Y Tk = Cpyt1 - - - Cny,y —1 €1 CASO coNtrario.

Tenemos asi que existe un que indice kg tal que

C1Cy . ..Cky = 0.



1.5 El radical de Jacobson 37

y por tanto la matriz A se desvanece por la izquierda.

Sea a € FE tal que se desvanece por la izquierda y tiene entradas
en J(R). Notese que entonces, para toda familia {rj}jeN de matri-
ces en F y todo subconjunto de indices {ij}jeN, existe n € N tal que
H;L:1 ei;rjae;,, = 0. De acuerdo con nuestra definicién de radical de
Jacobson (Definicién 0.0.17), queremos probar que Fa es superfluo. Sea
I un ideal tal que Ea+ I = E. Denotamos T =z + 1 € E/Q.

Sea r; € E tal que 1 = 71a. Hacemos entonces

€ = E €171064,

11E€AL

Advertimos al lector de tener cuidado con el abuso de escritura que
haremos con los indices.

Ahora, para cada i; hacemos

€, = g €, T10E;,.

i2€A2

Se afirma que podemos suponer SPG, sustituyendo 71 por 79, que en la
suma anterior 7; € As. Supongamos que si. entonces

€;, = €;,7r1a€;, + E €i,T10€;, .
117£i2€ Ao

Ahora, e;, (1 —ra)e; (i1,11) es invertible, asi que, multiplicando por la
siguiente matriz diagonal d tal que d (iyi1) = (&5, (1 — r1a) e;, (iy,i1)) "
y d(i,i) = 1 para todo i # i1 se tiene que, haciendo ry = dry

€, = E €i,T20€;,

i9€ Ao
con ’il g AQ.

Asi, por recurrencia, podemos expresar, para cada n € N,

6_1 = E s E €1710€4, * €4,T20€;, -+ - €; _TnAE; .
Aq An

Finalmente (en [39] se menciona el teorema de la base de Konig), es
facil ver (por ejemplo, interpretando los sumandos como un érbol) que
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si la suma anterior no es cero entonces existe {ei].rjaeij +1} tal que
n .« .

Hj:1 ei,rjae;, ., 7 0, para todo n € N, contradiciendo que a se desva-

nece por la izquierda. Luego e = 0. Asi procedemos con todos los €;,

hasta obtener que 1 = 0. Por tanto I = F.

]

Los siguientes corolarios aparecen también en [33]. Aqui cabe senalar que
también ha habido aportaciones y soluciones parciales anteriores al trabajo
de Sexauer y Warnock, que incluyen algunos de los resultados a continuacion.
Para un recuento de todos ellos puede consultarse [39].

Corolario 1.5.4.
Sea R un anillo y a un cardinal infinito.

J(RFM, (R)) = RFM,, (J (R))
si y solo si J(R) es T-nilpotente por la izquierda.

Corolario 1.5.5.
Sea R un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Elideal J(R) es nilpotente.

2. El ideal J(RFM,, (R)) es T-nilpotente a la izquierda y a la derecha.
3. El ideal J(RFM, (R)) es nilpotente.

4. Elideal J(RFM, (RFM,, (R))) es igual a RFM, (RFM, (J (R))).

Pasemos ahora a caracterizar el radical de Jacobson para el anillo de filas
y columnas finitas. Estos resultados pueden consultarse en [35].

Proposicién 1.5.6.
Sea R un anillo. El radical de Jacobson de RCFM,, (R) es el conjunto de
las matrices en RCFM,, (J (R)) que se desvanecen en R.

Demostracion.

Para simplificar la notacién llamaremos B = RCFM,, (R), E = RFM,, (R)
y F = CFM, (R).

Al igual que en el caso del anillo de matrices de filas finitas, se tiene la
inclusién J (B) € RCFM,, (J (R)).
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[ D] Supongamos que tenemos una matriz v € B cuyas columnas forman
una familia de ideales por la izquierda que se desvanecen por la iz-
quierda y cuyas filas forman una familia de ideales por la derecha que
se desvanecen por la derecha. Por el Teorema 1.5.3 dicha matriz perte-
nece a J (E) y a J(F). Entonces, para cualesquiera matrices a,b € B,
la matriz 1 — ayb tiene inverso en E y en F, o sea, existen matrices
x € Fyye F tal que

r(l—ayh)=1—-ayb)r=1=y(1—ayb) = (1 —ayb)y

Usando la Proposicién 1.1.3, tenemos que x = y, lo cual, a su vez,
implica que x =y € ENF = RCFM,, (R) y por tanto v € J(B).

N

Para demostrar la otra inclusion, consideramos A € J(B), y basta re-
petir el argumento de la Proposicién 1.1.3 por la izquierda y la derecha.
Esto es posible porque A es de filas y columnas finitas y la matriz “B”
que se tiene en el argumento de la demostracién de dicha proposicion,
es una matriz de filas y columnas finitas.

[
Obtenemos asi la siguiente igualdad:
J(RCFM,, (R)) = J(RFM, (R)) N J(CFM,, (R)).

Corolario 1.5.7.
Sea R un anillo, el ideal J (RCFM,, (R)) es igual a RCFM,, (J(R)) si y
sélo si J(R) es T-nilpotente a la izquierda y a la derecha.

El siguiente corolario es andlogo al resultado obtenido en [33] sobre el

radical de Jacobson del anillo REM,, (R).

Corolario 1.5.8.
Sea R un anillo y o un cardinal infinito, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Elideal J (R) es nilpotente.

2. El ideal J(RCFM,, (R)) es T-nilpotente a la izquierda y a la derecha.
3. Elideal J(RCFM,, (R)) es nilpotente.
(

4. Elideal J(RCFM, (RCFM,, (R))) es igual a RCEM (RCFM,, (J (R))).



40 Anillos de matrices infinitas

Demostracion.
Para simplificar la notacién llamaremos E = RFM,, (R), F' = CFM,, (R)
v B = RCFM, (R).

[1 = 2] Si J(R) es nilpotente, tanto J(E) como J(F') son T-nilpotentes; por
tanto, la interseccién, J (B), es T-nilpotente.

[2 = 1] Por la Proposicién 0.0.19 se tiene que J (R) es T-nilpotente. Suponga-
mos que existe una sucesién ny; < ny < ... y una familia {a;};.y en
J(R) tales que a}* = 0, pero a¥ # 0 si k < n;. Consideremos la matriz
diagonal A tal que A(i,i) = a;, si i < w y 0 el resto. Es obvio que
A € J(B), pero A" # 0 para todo n € N, lo cual es imposible.

[1 = 3] SiJ(R) esnilpotente, tanto J (F) como J (F') son nilpotentes, por tanto,
la interseccién J (B) es nilpotente.

[3=1] Sea a € J(R) un elemento, la matriz A = (ad;;),; es una matriz de
J(B), que por hipdtesis es nilpotente, es decir, existe n € N tal que
A" = 0, y por tanto si nos fijamos en la posicién (1,1) de la matriz
anterior, tendremos que a = 0. Siendo n independiente del elemento
a escogido. Asi J (R) es nilpotente.

[1 < 4] Este resultado es inmediato a partir del Corolario 1.5.7.
O

Finalmente, cabe senalar que recientemente también se ha calculado el ra-
dical de Jacobson de las matrices &, g(R) (véase [6]). En este caso, no comen-
taremos la demostraciéon, porque nosotros no trabajaremos en este anillo de
matrices. Sélo incluimos el enunciado para completar la informacion.

Teorema 1.5.9.
Sea R un anillo y o, B cardinales infinitos tales que w < 3. Entonces

J(ap(R)) = J (REMa(R)) N Ea p(R)



Capitulo 2.

Propiedades de un anillo R y el
anillo RFM(R)

2.1. Anillos semisimples

Comenzamos abordando el caso que intuitivamente debe de ser punto de
partida; esto es, cuando el anillo base es semisimple artiniano. El primer re-
sultado sobre este caso se encuentra en el trabajo de K. Wolfson [40], que
data de 1953. En él, Wolfson prueba que si el anillo R es semisimple artiniano
entonces, para cualquier cardinal « se tiene que RFM,, (R) es un anillo regu-
lar von Neumann. En principio, este resultado se obtiene de forma “lateral”;
es decir, que no es el objetivo principal del articulo, y para probarlo utiliza
herramienta “de sobra”. El reciproco de este resultado fue probado casi 20
anos después independientemente en [32, 38|, utilizando ya técnicas categdri-
cas. Nosotros vamos a hacer un argumento de demostracién, procurando que
sea lo mas corto y claro posible, y deje de manifiesto cémo se pueden emplear
técnicas categodricas en la relacién de propiedades entre un anillo y sus anillos
de matrices cuando se trata del anillo completo REM,, (R).

Teorema 2.1.1.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es semisimple artiniano.

2. RFM,, (R) es un anillo regular von Neumann, para todo cardinal infi-
nito o.

3. RFM,, (R) es un anillo regular von Neumann, para algin cardinal infi-
nito «.

41
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Demostracion.

1= 2]

2= 3]
3=1]

Comenzamos suponiendo entonces que R es semisimple artiniano. Con-
sideremos un cardinal infinito . Tenemos que ver que RFM,, (R) es
regular von Neumann. Para ello, consideremos cualquier elemento a €
RFM, (R). Claramente, se tiene que R® - a es sumando directo de
R Ahora, usando el hecho de que R® es proyectivo, es inmediato
ver que

Homp (R, R®a) = Homp (R, R™) a = RFM,, (R) a

Ahora consideramos la sucesién exacta escindida

0 — Ker (a) = R@ = R@q — 0

Sabemos que, entonces el funtor Hom (R(a), —) nos da una sucesion
exacta escindida

0 — Homp (R(O‘), Ker(a)) S Homp (R(a), R(a)) =
Homp (R(O‘), R(a)a) — 0
Con lo cual, usando el isomorfismo anterior, se tiene el resultado.
Es un caso particular.

Ahora suponemos que RFM,, (R) es regular von Neumann. Primero,
por la Proposicién 0.0.27 tenemos que R es, a su vez, un anillo regular
von Neumann, y de hecho, basta probar el resultado para o = w. Vamos
a probar a continuacién, que, ademas, R es noetheriano.

Considérese un ideal de R, numerablemente generado, digamos I. Sea
I = (xq,...). Ahora construimos la matriz a € RFM, (R) tal que
tiene en la primera columna los generadores; es decir, a(i,1) = =z,
para i < w y cero el resto. Como RFM,, (R) es regular von Neumann,
existe b € RFM,, (R) tal que a = aba. Ahora bien, consideremos la
primera fila de b. Sabemos que existe un nimero natural n € N tal que
b(1,n + k) = 0, para todo k € N. Nétese entonces que la matriz ab es
de la forma

r1b(1,1) ... x16(1,n)

0...
ab = Z'Qb(l,l) xgb(l,n) 0...
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asi que
> rib(1,j)z; 0.,
aba = | 2_j= x2b(1,5)z; O...
y como a = aba, tenemos que I = (xy,...,x,). Por tanto [ es finita-

mente generado. Luego R es noetheriano. Asi que R es noetheriano y
regular de von Neumann; luego, por la Proposicion 0.0.28, se tiene que
R es semisimple artiniano.

]

En lo que sigue, vamos a dar nuestra aportacion al estudio del problema
de relacionar propiedades de un anillo R y RFM,, (R). Para ello, necesitamos
un resultado previo.

Recordemos que FC, (R) es el ideal de RFM,, (R) formado por las matri-
ces que tienen s6lo una cantidad finita de columnas no nulas, es decir, para
todo a € FC,, (R), existe X C « finito, tal que a = aey.

Definicién 2.1.2.
Sea R un anillo y sea I un ideal por la izquierda de R. Diremos que I es
un ideal puro por la derecha en R, si para todo x € I, se tiene que x € Ix.

La definicién anterior coincide con la de submoédulo puro en el contexto
de los dominios de ideales principales. Los ideales puros, en el contexto de
anillos sin uno, se conocen como anillos sin uno, s-unitarios.

El siguiente resultado aparece en 1988 en [17]. Hemos decidido reproducir
la demostracién para comodidad del lector.

Teorema 2.1.3.
Sea R un anillo. Son equivalentes

1. R es noetheriano por la izquierda.

2. FC, (R) es un ideal puro por la derecha de RFM, (R), para todo car-
dinal infinito «.

3. FC, (R) es un ideal puro por la derecha de RFM,, (R), para algin car-
dinal infinito «.

Demostracion.
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[1 = 2] Sea a un cardinal infinito. Denotemos con Ey = FC, (R). Sea = € Ej.
Por definicién, existe un nimero natural m tal que z (i, k) = 0 para todo
k > m. Para cada i € «a sea x; = (x (i,1),...2(i,m)) € R™. Como
R es noetheriano, R™ también lo es, luego el submédulo generado por
{#i},cq » sea M, debera de ser finitamente generado, asi que existen € N
tal que {z1, ..., 2, } generaa M. Sea {ri;},_, jcr1 .y l0s coeficientes de
expresar cada x; como combinacién lineal de los x4, ..., z,. Definimos
la matriz r € Ej tal que

(i, 7) ri; siteayl<j<mn
r(i,7) = .
J 0 otro caso.

Es claro que rx = z. Luego Ey es ideal puro por la derecha de E.
[2 = 3] Es caso particular.

[3 = 1] Denotemos con Ey = FC,, (R). Sea I un ideal a lo més « generado de
Ry sea {:Bj}jea un conjunto generador para I. Considérese la matriz
rxe FEytalque z(1,5) =2, yx(i,j) =0sii# 1. Como z € Eyy Ey
es puro por la derecha de E entonces existe r € Ey tal que rz = x.
Como r € Ey, existe un nimero natural n, tal que r (i, k) = 0 si k > n.
Luego x1,...,x, es generador para I, asi que R es noetheriano por la
izquierda.

]

2.2. Propiedades mas generales

Ahora pasamos a nuestras aportaciones. En [40] se demuestra que un
anillo R es perfecto a la izquierda si y sélo si el anillo REM,, (R) es semi-
rregular. La condicién de semirregularidad implica por definicion el levan-
tamiento de idempotentes, que, tendriamos entonces que verificar cada vez.
Sobre este resultado, hemos logrado eliminar la condicién del levantamiento
de idempotentes.

Proposicién 2.2.1.
Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Si REM,, (R) /J (RFM,, (R)) es
reqular von Neumann entonces J (R) es T-nilpotente por la izquierda.

Demostracion.
Consideremos ry, 73, ... una sucesién en J (R). Vamos a comprobar que
existe un natural n tal que ry...r, = 0. Definimos la matriz diagonal a:
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a = E T'LEL

keN
Como RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es regular von Neumann, entonces existe
una matriz b € RFM,, (R) tal que a — aba € J(RFM,, (R)).
Vamos a describir los elementos de esta matriz. Como a es una matriz
diagonal, el producto aba es facil de calcular, y de forma directa podemos
comprobar que

rib(i,7)r; sii,j<w
abCZ:{ (j)] ]

en otro caso

Entonces, la matriz a — aba ha de ser de la forma

—r;ib(i,7)r; sit#j<w

a—aba=r;—rb(i,i)r; sii=j<w

0 en otro caso
Ahora bien, como cada r; es elemento del radical, J(R), entonces da-
do cualquier elemento de la diagonal de b, digamos b(i,i) € R, el produc-

to 7;b(7,1) también es elemento del radical de R, y en consecuencia se tie-
ne que 1 — r;b(i,1) es invertible; es decir, existe un elemento z; € R tal

que x; (1 —r;b(i,7)) = 1. Multiplicando a la derecha por r; se tiene que
ZT; (T’i — Tib(i, 2)7”1) =T;.
Consideremos ahora la matriz diagonal z = ). <o Ti€i. Sabemos que

a—aba € J(RFM, (R)) y por lo tanto se tiene que x (a — aba) también
es elemento del radical de Jacobson de RFM,, (R). Por el Teorema 1.5.3 ocu-
rre entonces que la matriz = (a — aba) se desvanece por la izquierda. Vamos
a aplicar esta propiedad sobre la diagonal de dicha matriz.

Primero calculamos la diagonal. Tomando en cuenta que x es una matriz
diagonal con los primeros menores que w elementos no cero,

x (a — aba) (i,1) = x; (r; — ;b (3, 7) r;)
Como z; (r; — r;b(i,1)r;) = r; entonces se tiene que {ry,rs,...} son los
elementos de la diagonal de x (a — aba). Usando ahora el hecho de que la
matriz = (a — aba) se desvanece por la izquierda, se tiene que existe n € N

tal que 71 - - -7, = 0. Por lo tanto, J (R) es T-nilpotente por la izquierda.
]

Corolario 2.2.2.
Sea R un anillo. El anillo REM, (R) es semiregular si y sdlo si el anillo
cociente REM,, (R) /J (RFM,, (R)) es regular von Neumann.
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Demostracion.

La condicién de necesaria es consecuencia directa de la definicién de anillo
semiregular. Para la suficiencia, supongamos que RFM,, (R) /J (RFM,, (R))
es regular von Neumann. Por la proposicién anterior, tenemos que el radical
de Jacobson de R es T-nilpotente a la izquierda. Por el Corolario 1.5.4, lo
anterior implica que el ideal J (RFM,, (R)) = RFM,, (J (R)) y en consecuencia
se tiene el isomorfismo

RFM,, (R) /J (RFM, (R)) = RFM,, (R/J (R)).

Por tanto RFM,, (R/J (R)) es regular von Neumann y por el Teorema
2.1.1, R/J (R) es semisimple artiniano. Esto, junto con el hecho de que J (R)
es T-nilpotente a la izquierda, implica que R es perfecto por la izquierda.
Finalmente, por ([27], Teorema 3.9) RFM,, (R) es semiregular.

[

Teorema 2.2.3.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El anillo R es perfecto por la izquierda.

2. El anillo RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es reqular von Neumann para todo
cardinal infinito «.

3. El anillo RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es reqular von Neumann para algin
cardinal infinito «.

Demostracion.

[1 = 2] Si R esun anillo perfecto por la izquierda entonces J (R) es T-nilpotente
por la izquierda y R/J(R) es semisimple artiniano. Por ser J(R) T-
nilpotente por la izquierda tenemos que

RFM, (R) /J (RFM,, (R)) = RFM, (R/J (R))
Que es regular von Neumann por ser R/J (R) semisimple artiniano.

[2 = 3] Es un caso particular.

[3 = 1] Supongamos que RFM, (R) /J(RFM, (R)) es regular von Neumann
para algun cardinal infinito a. Por la Proposiciéon 2.2.1 J(R) es T-

nilpotente a la izquierda. Por el Corolario 1.5.4 se tiene que los anillos
RFM,, (R) /J(RFM, (R)) y REFM, (R/J (R)) son isomorfos.
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Luego RFM,, (R/J (R)) es regular von Neumann. Por el Teorema 2.1.1,
el anillo R/J (R) es semisimple. Esto, junto con el hecho de que J (R)
es T-nilpotente por la izquierda nos permite concluir que R es perfecto
por la izquierda.

Teorema 2.2.4.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El anillo R es artiniano por la izquierda.

2. El anillo RFM,, (R) /J (RFM, (R)) es reqular von Neumann y FC, (R)
es un ideal puro de RFM,, (R) para todo cardinal infinito .

3. El anillo RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es reqular von Neumann y FC, (R)
es un ideal puro de RFM,, (R) para algin cardinal infinito «.

Demostracion.

[1 = 2] Supongamos que R es artiniano por la izquierda. Entonces, por el Teo-
rema 2.2.3, RFM, (R) /J (RFM, (R)) es regular von Neumann, para
cualquier cardinal infinito «, y por el Teorema 2.1.3, FC, (R) es un
ideal puro de RFM,, (R) para todo cardinal infinito a.

[2 = 3] Es un caso particular.

[3 = 1] Por el Teorema 2.1.3, FC, (R) es puro en RFM, (R) si y sélo R es un
anillo noetheriano. Por el Teorema 2.2.3, RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es
regular von Neumann si y sélo si R es perfecto. Como R es noetheriano
y perfecto por la izquierda, la Proposicién 0.0.32 nos dice que R es
artiniano por la izquierda.

[

Vamos a ver otra caracterizacién mas de los anillos artinianos en términos
del anillo de matrices RFM,, (R)

Proposicién 2.2.5.
Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El ideal por la derecha I de R, es finitamente generado.

2. El ideal por la derecha RFM,, (I) de RFM,, (R) es ciclico.
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3. Elideal por la derecha RFM,, (I) de REM,, (R) es finitamente generado.

Demostracion.

[1 = 2] Sea pues, I un ideal a la derecha de R, tal que es finitamente generado.
Sea {z1,...,x,} un conjunto generador para I.

Hacemos X = (zy...x,) un bloque para una matriz y definimos la

matriz a como
X 0 ...
0 X 0
““lo o . o0..

Notese que a no necesariamente es una matriz diagonal.

Vamos a probar que la matriz a es un generador para el ideal REM,, (I).
Consideremos cualquier elemento b € RFM,, (I). Como cada entrada
de la matriz b es un elemento del ideal a la derecha I, entonces podemos

expresar
k
by =Dy
k=1

con yl(f) € R.

Ahora formamos los bloques de matriz columna

(1)

yi]
Yij = :
y)
y definimos la matriz en bloques
Yii Y
c= Yy Yo

Entonces es claro que ac = b. Por lo tanto, REM,, () es un ideal ciclico
a la derecha.

2 < 3] Inmediato del hecho de que RFM, (R) tiene nimero de base simple
(véase la Definicién 0.0.3).
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[2 = 1] Supongamos pues que RFM, (I) es ideal a la derecha ciclico y sea
a € RFM,, (I) un generador. Como a tiene filas finitas, existe un nimero
natural, digamos n € N, tal que a(1,n + k) = 0; para todo k € N.

Se afirma que el conjunto {a(1,1),...,a(1,n)} es un generador para

el ideal por la derecha, I, de R. Sea r € I, un elemento arbitrario.
Consideremos la matriz

r 0

b=10 0

Como b € RFM,, (1) entonces, por hipdtesis, existe ¢ € RFM,, (R) de
tal manera que ac = b. De aqui se tiene que 2?21 a(l,j)c(j,1) =ry
por tanto I es finitamente generado.

[

La primera aplicacién del resultado anterior es para los anillos noetheria-
nos.

Corolario 2.2.6.
Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. R es un anillo noetheriano por la derecha.

2. Para todo ideal por la derecha I, de R, el ideal por la derecha REM,, (1)
de RFM,, (R) es ciclico.

3. Para todo ideal por la derecha I, de R, el ideal por la derecha RFM,, (I)
de RFM,, (R) es finitamente generado.

Demostracion.

[1 < 2] Inmediato del hecho de que todo ideal por la derecha de R es finitamente
generado, junto con la proposicion anterior.

[2 < 3] Inmediato del hecho de que RFM,, (R) tiene nimero de base simple.
[

La siguiente aplicacién de la proposicién anterior es menos obvia. Vamos
a relacionar la propiedad de un anillo R de ser artiniano por la derecha. Para
ello, usaremos el hecho de que el radical es finitamente generado.

El resultado a continuacion aparece como ejercicio en todos los textos que
conocemos, pero en ellos (véase por ejemplo [2, Ex. 28.9]), las sugerencias que
aparecen para resolverlo no nos resultan claras, asi que vamos a probarlo.
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Lema 2.2.7.
Sea R perfecto por la izquierda y J su radical de Jacobson. Si J es fini-
tamente generado por la derecha entonces R es artiniano por la derecha.

Demostracion.

Sea aq, ..., a, un conjunto generador para J. Como J es bildtero entonces
J2=0"aR)J =Y a;J = aa;R, y asi sucesivamente se tiene que J" es
finitamente generado. Por el Teorema de Bjork 0.0.34 la cadena J D J2 D ...
se estaciona.

Supongamos que J" = J""! = J. J" Por el Lema de Nakayama [2,
Corollary 15.13] se tiene que J" = 0.

Consideremos la serie R > J > J2 > ... > J" = 0. Cada factor J¢/J""!
es entonces finitamente generado a la derecha y semisimple, y por tanto la
serie anterior se puede refinar a una serie de composicién, ya que los médulos
R/ J-simples son R-simples. Por lo tanto R es artiniano a la derecha.

m

Teorema 2.2.8.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es artiniano por la derecha.

2. FEl radical de Jacobson, J(RFM, (R)), visto como ideal por la derecha
de RFM,, (R) es ciclico y RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es un anillo reqular
von Neumann para todo cardinal infinito o.

3. El radical de Jacobson, J (RFM,, (R)), visto como ideal por la derecha
de RFM,, (R) es ciclico y RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es un anillo regular

von Neumann para algun cardinal infinito c.

4. El radical de Jacobson, J (RFM,, (R)), visto como ideal por la derecha
de RFM,, (R) es finitamente generado y RFM, (R) /J(RFM, (R)) es
un anillo reqular von Neumann para todo cardinal infinito c.

5. El radical de Jacobson, J (RFM, (R)), visto como ideal por la derecha
de RFM,, (R) es finitamente generado y REM,, (R) /J (RFM,, (R)) es

un anillo regular von Neumann para algin cardinal infinito c.
En este caso, se verifica que J(RFM, (R)) = RFM,, (J (R)).

Demostracion.



2.2 Propiedades mas generales 51

1= 2]

[2 = 3]
[4 = 5]
2 & 4]
[3 < 5]

5= 1]

Como R es artiniano por la derecha entonces J(R) es nilpotente y
R/J (R) es anillo semisimple artiniano. Ademés, por el teorema de Hop-
kins (véase Teorema 0.0.30) R es noetheriano por la derecha.

Como R es noetheriano por la derecha entonces la Proposicién 2.2.6 nos
dice que el radical de Jacobson, J (RFM,, (R)), visto como ideal por la
derecha de RFM,, (R) es ciclico. Como J (R) es nilpotente y R/J (R) es
anillo semisimple artiniano entonces R es perfecto por los dos lados; en

particular, es perfecto por la izquierda. Luego, por el Teorema 2.2.3, se
tiene que el anillo RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es regular von Neumann
para todo cardinal infinito «.

Es un caso particular.
Es un caso particular.
Inmediato del hecho de que RFM,, (R) tiene nimero de base simple.
Inmediato del hecho de que RFM,, (R) tiene nimero de base simple.

Sea « un cardinal infinito. Como el radical de Jacobson, J (REM,, (R)),
visto como ideal por la derecha de RFM,, (R) es finitamente generado
entonces, por la Proposicién 2.2.5, J (R) es un ideal finitamente genera-
do por la derecha. Como RFM,, (R) /J (RFM,, (R)) es un anillo regular
von Neumann, el Teorema 2.2.3 nos dice que R es perfecto por la iz-
quierda. Finalmente por el Lema 2.2.7 R es artiniano por la derecha.

]
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Capitulo 3.

__ Propiedades de un anillo R y el
anillo RCFM(R)

3.1. Anillos semisimples

Los resultados de esta seccién constituyen la parte principal de esta te-
sis. Comenzaremos con los anillos artinianos semisimples. Toda esta seccién
estard dedicada a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un anillo artintano semisimple.
2. Para todo cardinal infinito o, RCFM,, (R) es un anillo de Baer.
3. Eziste un cardinal infinito « tal que RCFM,, (R) es un anillo de Baer.

Una parte de la demostracion de este teorema ([2 = 1]y [2 < 3]) es la
aportacién central de nuestro trabajo. La implicacién [1 = 2|, se realizé entre
1945 y 1959. Hemos creido conveniente reproducir la demostracién completa
del teorema, para unificar el lenguaje en un resultado completo y por su
importancia en esta tesis.

La demostracion es demasiado extensa, asi que iremos desarrollandola
con resultados parciales. Vamos a comenzar considerando un anillo R que
sea semisimple. Sabemos que R es Morita equivalente a un producto finito
de anillos de divisién y también sabemos por [21] que dos anillos son Morita
equivalentes, si y solo si, sus anillos de matrices de filas y columnas finitas son
isomorfos. Luego, para demostrar [1 = 2], basta probar que para cualquier

23
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anillo de divisién, D, el anillo de las matrices RCFM,, (D) es un anillo de
Baer.

Usaremos las bases establecidas en el Capitulo 1 que relacionan los pares
duales y sus endomorfismos con adjunto y el anillo de matrices de filas y
columnas finitas.

Recordemos (Definicién 1.4.11) que, dado un par dual (E, F') y un sub-
conjunto X C E hemos definido el anulador de X en F', que denotamos por
rr (X). Andlogamente, para un conjunto Y C F hemos definido el anulador
de Y en E, que denotamos por 1 (Y). Entonces podemos considerar el doble
anulador. De ahi la siguiente definicion.

Definicién 3.1.2.
Sea R un anillo, (E,F) un par dual sobre R y M un submddulo de E

(respectivamente de F'). Diremos que M es cerrado si es igual a su doble
anulador; es decir, M = lg (rp (M)) (respectivamente M = rp (1g (M))).

Las descomposiciones en sumandos directos cerrados estan relacionadas
con idempotentes de filas y columnas finitas.

Definicién 3.1.3.
Sea R un anillo y (E, F) un par dual sobre R. Diremos que el par dual es

escindible si para todo submdodulo cerrado M de E, existe un complemento
cerrado N de E tal que E=M &N y F =rp (M) ®rp (N).

En el Ejemplo 1.4.2(1) vimos que en general para cualquier anillo y
en particular para un anillo de division, D, si un par dual es de la forma

(simplificando la notacion) (DD(Q),DE)O‘)> junto con la forma bilineal da-

da por las bases candnicas, su anillo de endomorfismos con adjunto verifica
BEndp® (D) = RCFM, (R).

Luego, estos pares duales son los que nos interesan. Como nuestro objetivo
no es el estudio de los pares duales genéricos sino los anillos de matrices, nos
vamos a centrar sélo en pares duales expresados de la forma anterior. Esto
nos va a permitir simplificar bastante las demostraciones y la exposicion
(jsélo quedard en 8 péginas la demostraciéon de [1 = 2]!). Vamos entonces a
ponerles nombre propio y fijar la notacion.

Notacién 3.1.4.
Sea R un anillo, y consideremos los R-mddulos libres g R y Rgg), Junto
con las bases candnicas B = {x;},., y B* = {z}},c,. Consideremos el par

dual dado por la pareja (RR("‘), RE?), junto con la forma bilineal del producto

. ; a (@) —
de vectores; es decir, para v € R y w € RyR’, conv = Y . 1T y
— * —
w= Ziea x7si, (v, w) = ZiEQ TiS;.



3.1 Anillos semisimples 55

Siempre nos referiremos a este par dual simplemente como el par dual

(rB, RE).

El siguiente teorema nos muestra por qué debemos estudiar los pares
duales escindibles.

Teorema 3.1.5.
Sea R un anillo y o un cardinal infinito. El par dual (RR(O‘),RE;?)> es

escindible si y solo si el anillo RCFM,, (R) es anillo de Baer.

Demostracion.
Para simplificar la notacién hacemos B = RCFM,, (R).

[ =] Sea X un conjunto arbitrario de B, consideremos el submédulo cerrado
M =R @15 (rp (X)) = lgw (rp (X)), donde Igw) (V) es el anulador
en el sentido habitual. Como M es cerrado en el par dual, y éste es
escindible, existe un submédulo K € R tal que zkRY = M @ K y
R =g (M) ® 1) (K).

Identificamos a los idempotentes de las descomposiciones con sus ma-
trices asociadas, f € RFM, (R) y g € CFM,(R). Hacemos R f =
My gR® = r(M). Entonces fg = 0. Como R®™(1 — f) = K y
(1—g)R™ = rp@ (K) entonces (1— f)(1—g) = 0. Recordemos que el
producto de un elemento de RFM,, (R) por uno de CFM,(R) siempre
puede ejecutarse y es asociativo. Como fg = 0 entonces (1 — f)g = g.
Como (1 — f)(1 —g) =0 entonces (1 — f)g=(1—f). Luegog=1—f
y por tanto f € RCFM, (R).

[ <] Para demostrar el reciproco, sea M un submédulo cerrado de zR(®).
Visto M como subconjunto de B, tenemos que, al ser B anillo de Baer,
g (rg(M)) = Bg para g un idempotente. Luego rg(M) = (1 — g)B.
Es facil comprobar que M = R(®g y que si llamamos N = R (1 — g)
tendremos que pR® = M @ N y RE;?) =T (M) ® e (N).

O

Ahora vamos a probar que los pares duales de la forma ( pD@, D([?)),

con D, anillo de division, son todos escindibles. Los argumentos originales
para (a, #)-pares duales de Mackey y Ornstein podemos consultarlos en [24,
28]. Estos resultados, asi como las técnicas utilizadas en las demostraciones,
dependen de la cardinalidad de o y 3. En nuestro caso, sélo tenemos que
considerar § = w, lo que simplifica un poco nuestro trabajo. En [24], G. W.
Mackey probo el caso en que o = 3 = w. Después, D. Ornstein extendio estos
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resultados a otros cardinales, pero curiosamente su argumento no sustituye
a éste, porque lo considera como caso aparte. De hecho, Ornstein probé que
el que un (o, §)-par dual sea escindible o no, depende del cardinal 3. Vamos
a reescribir la demostraciéon del teorema de Mackey.

Notese que en el caso de la dimensiéon numerable no tenemos que acu-
dir a ninguna notacién especial porque ya sabemos que siempre hay bases
biortogonales (véase la Proposicién 1.4.14).

Teorema 3.1.6.
Sea D un anillo de division, y (E, F) un par dual sobre D, con E y F
espacios de dimension numerable. Entonces el par dual es escindible.

Demostracion.

Sea M < E un subespacio cerrado por la izquierda. El anulador, rp (M)
es un subespacio cerrado de F. Para ambos subespacios, existen los comple-
mentos directos, N < Ey K < F,talesque E=M®Ny F=rp(M)®K.

Las distintas restricciones de la forma bilineal nos permiten considerar los
pares duales (M, K) y (N,rg (M)). Aplicando la Proposicién 1.4.14, existen
bases {m;}ien C M, {ki},en C K, {nit;cny € N v {7i}ien C tr (M) tal que
(mi, kj) = (n;,rj) = 6;; Vi,j € N. Es decir, se tienen bases biortogonales.

Ahora vamos a construir los complementos adecuados. Este argumento
estd tomado de [25]. Consideremos los elementos

Ty =N — <ni7 k:1>m1 — .. (nz’, ki—1>mi—1
v = ki — 7"1("17 k1> ... 7”%1(”1—1, kz>

Donde mg = kg =19 = ng = 0.

Llamaremos X al subespacio generado por {;}ien, y llamaremos Y al
subespacio generado por {y; };en. Primero vamos a comprobar que son com-
plementos directos.

Como cada n; es una combinacién lineal de elementos de X y de M, y
éstos son base de NV, tendremos que N = M + X y por tanto que £ = M+ X.

Falta ver que la suma es directa. Tomemos un elemento e de la interseccion
de M y X. Entonces, por pertenecer a M existe una combinacién lineal

tal que e = > M, a;m; donde o; € D, para i = 1,...,7;, mientras que
por pertenecer a X tendremos que e = Y 2, f;z; donde §; € D, para i =
1,...,7. Igualando ambas expresiones tendremos que:

7 2 72
Z a;m; = Zﬁzxz = Zﬁz (nz - <ni7 k:1>m1 — ... <ni7 ki—1>mz’—1)
i=1 i=1 i=1

Luego,



3.1 Anillos semisimples o7

Y1 Y2 2
Z a;m; + Z Bi ((niy k1)ymy — ... — (ng, ki)mi—q) = Zﬁznz
i=1 i=1 i=1

Es decir, tenemos un elemento y_ )%, fin; € M N N. Como M NN =0
y {n;}ien es una base, podemos afirmar que los coeficientes 3; = 0, para
t=1,...,7% ypor tanto que e = 0, o sea, que MNX = 0, demostrando asi que
la suma es directa. Luego £ = M & X. Un razonamiento completamente
anédlogo nos permite comprobar que F'=1p (M) @Y.

Ahora vamos a ver que X e Y son subespacios cerrados, y aun mas,
que cada uno es el anulador del otro. Para ello comenzamos con el siguiente
calculo.

(mi,y;) = (ma, by — ri(na, ky) — o= rjmadng-, ky)) =
= (mg, kj) — (ma, i) (ny, k) — oo — (ma, 1) (noa, ky) =
= (mi, kj) = b

y que

(i, yi) = (i kj —ri(na, k) — oo —rjoa(ng-1, ky)) =

= (ni, kj) — (ni, ) (na, k) — o= (g, o) (g, ky) =
<7”li,k'j> — <ni,kj) =0 1<y

“{

Asi pues, la forma bilineal aplicada sobre los dos elementos que acabamos
de construir, tiene la siguiente forma:

<$z‘>yj> = <nz - <ni7 k;1>m1 - ... <7”Li7 ki—1>mi—17yj> =
= (ni, y5) — (i, k) (ma, yg) — oo — (i ki) (maoa, ) =
_ {(”z‘a%') — (i, kj) = (i, ki) = (nas k) =0 0>
(ni,y;) =0 1 <J

De aqui se desprende que, X Clg (V) y que Y C rp (X).

Para ver la inclusién contraria, si consideramos un elemento a € lg (Y),
podemos expresarlo como suma de a = m +x € M & X. Por tanto 0 =
{a,y;) = (m,y;) + (z,y;) = (m,y;), siendo esta igualdad vélida para todo
indice. Esto nos dice que m € lg (Y), siendo por tanto m € lg (rp (M)) N
lg (Y) = 0. Asi pues, la componente sobre M se anula, lo cual implica que
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a € X y por tanto que lg (Y) € X. Con un razonamiento andlogo se tiene
querp (X) CY.
Asi, tenemos que lg (Y) = X yrp (X) =Y. Esto implica que £ = M & X
y que F' = 1rp (M) @ rp(X), lo cual demuestra que el par dual (F, F) es
escindible.
[

Ahora vamos a abordar el caso en que el cardinal « es mas que numerable.
Como ya hemos comentado, en [28] Ornstein probé que los («, 3) pares duales
pueden o no ser escindibles, dependiendo del cardinal 3. En nuestro caso, sélo
consideramos (3 = w, donde resulta que el par dual es escindible. Vamos a
reescribir los argumentos centrandonos sélo en nuestro caso y con la Notacion
3.14.

Vamos a introducir un concepto que nos va a ayudar a simplificar la
notacién y a tener una visualizacion méas clara de la idea que subyace en el
desarrollo de los siguientes resultados.

Definicién 3.1.7.

Sea R un anillo y M un R-mddulo libre por la izquierda con base B. Dado
un elemento x de M, llamaremos longitud de x respecto a B, al cardinal
del soporte de x.

La idea de los siguientes resultados es: sea D un anillo de division, y
(D(o‘), D(a)) un par dual, donde, recordemos, ya hemos fijado las bases canoni-
cas. Dado un subespacio cerrado S <p D@, se construird una base de S tal
que determine una particién, {C;} en la base candnica, cuyas clases de equi-
valencia seran numerables. Después, se hara la interseccion de los subespacios
generados por los C; con el subespacio .S, formando una familia independien-
te de subespacios cerrados cuya suma serd el propio S. Luego se consideraran
los anuladores de las sumas », ; C, digamos A; y como (Cj) y A; forman
pares duales de dimensiéon numerable, podremos obtener el resultado final
usando el argumento de Mackey y sumando los espacios cerrados. Aun cuan-
do la suma de subespacios cerrados no es cerrada, en este caso, se comprueba
facilmente que si lo es.

Se comienza entonces construyendo la base S.

Lema 3.1.8.

Sea D un anillo de division y (D(a), D(a)) un par dual. Sea S un subes-
pacio cerrado de p D). Denotamos con {zi},c,, la base candnica de pD@),
Entonces, existe una base {b;} de S tal que, para cada z;,

{b; | i€ supp (b))} <w
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Demostracion.

En general, al considerar cualquier base de S, podemos construir la ma-
triz de coeficientes (como filas) en el sentido habitual (respecto de la base
candnica), aunque la matriz sea infinita. Como los espacios son por la iz-
quierda, es evidente que dicha matriz estd en RFM,, (D), pero no podemos
decir nada sobre el soporte de las columnas. La idea de la demostracion es
construir una base muy concreta de filas y columnas finitas. Para ello, iremos
agrupando los elementos de la misma longitud, para extraer conjuntos lineal-
mente independientes, hasta finalizar en una base cuya matriz de coeficientes
respecto de la base candnica tenga columnas con soporte a lo mas numerable
(no tiene que ser finito).

Vamos a empezar por formar el conjunto de los elementos de S con lon-
gitud igual a 1, tenemos:

S1={s €S| [supp(s)| = 1}.

Llamaremos Y7 = {X C S | X es linealmente independiente}. Si Ty no
es un conjunto vacio, por el lema de Zorn, existe un subconjunto maximal
By = By de Y;;si Ty es un conjunto vacio, tomaremos B, = B, = 0.

Hacemos

Sy ={s €S ||supp(s)| <2},
Ty, ={B; C X C Sy | X es linealmente independiente}.

Sea By un elemento maximal de T (si es no vacio) y

By={s€B, | |supp(s) =2}.

De forma recurrente, hacemos:

Sp={s €S| |supp(s)| <n}.
T,={B,-1 C X CS,| X es linealmente independiente}.

B,, un maximal de Y, y B, = {s € B, | |supp(s)| = n}.

Como todos los elementos de S tienen longitud finita, todos los elementos
de S pertenecen a algiin conjunto S,, que, a su vez, claramente esta generado
por los elementos de By, ..., B,. Hemos formado asi, { B, }nen, una familia
de conjuntos, cuya interseccién es vacia dos a dos y que, como su unién es
linealmente independiente (por construccién), forma una base de S. Con-
sideremos la matriz C' de la base B = UB,,, que ordenamos considerando
primero todos los elementos de Bj, ordenados de cualquier forma fija, des-
pués todos los elementos de By, etc., de tal manera que si B = {by,...,b;,...}
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(de cardinalidad «), tendremos que para cada par de indices i < j ocurre
|supp (b;) | < [supp (by) |-

Vamos a comprobar que la matriz C' tiene todas sus columnas con soporte
a lo mas numerable. Supongamos que no; es decir, que tenemos un indice ay
para el cual, el cardinal de los elementos no nulos de la columna Ce,, (visto
como columna, o bien, C' -z} ) es § > w. Consideremos U el conjunto de
todos los elementos de B cuyo soporte tiene al indice a4, es decir,

U={be B|aj € supp(b)}.

Este conjunto U tiene cardinalidad §.

Una caracteristica importante de U, es que para todo subconjunto X de
U, se cumple que Nyexsupp(b) es no vacio, pues oy siempre pertenece a dicha
interseccion.

Como la cardinalidad de U es la suma numerable de las cardinalidades
de UNB,, vy 6 > w, existe al menos un conjunto cuyo cardinal es w < v < 9.
Vamos a llamar n a algin indice para el cual, |U N B,| = v > w. Como la
longitud de los elementos de B,, es n, podemos asegurar que dado un conjunto
X C UnN By, se tiene que 1 < | Myex supp (b) | < n.

Vamos a considerar el maximo de los cardinales anteriores para todos los
subconjuntos de U con cardinalidad ~y, llamaremos

m = maz {| Mpex supp (b)| | X CUN B, |X|=7~}.

Luego existe un conjunto X con cardinalidad ~ incluido en U N B,, donde
Meexsupp (b) ={a1,...,an}, con m < n. Como X es infinito, entonces m <
n ya que, en otro caso, X no podria tener mas de n elementos linealmente
independientes.

Noétese que si Y C U N B, e |Y| =~y entonces | Nyey supp(b)| < m.

Consideremos el espacio S = S + (Tagy - -+ Ta,, ). En general, la suma de
espacios cerrados no es cerrado; pero la suma de un espacio cerrado y uno
finitamente generado si lo es. Es facil ver esto. En el caso que nos ocupa,
consideramos S + (x;) cualquiera, con x; ¢ S. Como los anuladores estaran
sobre los libres, no escribimos los indices. Sea K =1(S) y K1 =1 (S + (2;)).
Entonces K = K; & C' y como x € C' implica que x;z # 0 entonces se tiene
que dimp C' = 1. Anédlogamente 1 (r (S + (x;))) = 1(K)+C’, con dimp C" = 1.
Como 1(K) = S, entonces S+ C" = S + (x;).

Vamos a demostrar que si (S, f) = 0 entonces (x4, f) = 0, donde f € F.
Esto significard que z,, € S.

Supongamos que (x,,, f) # 0. Nétese que (z,,, f) =0, para i =2,...,m.

Ahora consideremos {0, ..., [,} el soporte de f. Donde 3; = a;. Nétese
que 3, # o, parap = 1,...,qy r = 2,...,m. Aun mds, si j # «;, con
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i=1,...,m,entonces Y = {b € X |z; € supp(b)} tiene cardinalidad |Y| < v
porque si ocurriese que Y| = v, entonces se tendria que {{z4,};~, U{z;}} C
Npey supp(b), y por tanto | Nyey |supp(b)| = m + 1, lo cual es imposible.
Asi, se tiene que Y, = {b € X| <b, :r;jgp> # O} tiene cardinalidad |Yp,| <
v, si By # a1. Alin mas, | Ug, 44, Y3,| < 7 porque la unién es finita. Esto
implica que X \ Ug,za,Ys, # 0. Elegimos un elemento arbitrario b; € X \

Uspar Y5,
Entonces <bi,$21> #0y <bi, x/’gp> =0,parap=2,...,q. Como b; € X C

S entonces (b;, f) = 0. Supongamos que f = 22:1 xzpdp' Entonces
q
0= (b, £) = (biswpy i) + > (biswydy )
p=2

Pero <bi,x§p> = 0, para p = 2,...,q. Por tanto <b¢,$21> = 0, lo cual es
absurdo. Esto significa que (z4,, f) = 0 y por tanto z,, € S.

Como S = S+ (Tay, - -+, Ta,,) entonces To, = u+ Y oty diTya,, con u € S
y d; € D; o bien, u = x4, — Yy diTq,.
Sea v € X, un elemento arbitrario. Entonces {ay,...,a,} C supp(v),

digamos que v = %o, + -+ Tp%y, +¢,conr; 7é 0. Entonces w = v — ru
tiene, claramente, longitud menor que n. Ademas, u tiene longitud m < n,
por tanto w y u pertenecen a S y tienen longitud menor que n; asi que
pertenecen al subespacio generado por B, _; y por tanto, v también. Pero
esto es imposible porque v € X C B,,.

Luego todas la columnas de la matriz C' tienen soporte a lo mas numera-

ble.

]
Ahora se construye la particién sobre la base original.

Proposiciéon 3.1.9.

Sea D un anillo de division, (D(O‘), D(a)) un par dual y S un subespacio
cerrado de pD'®). Entonces existe una base {s;} C S y una particion {C;}
de la base candnica de p D' tal que |C;| < w para todo j, y para cada indice
i € a, existe j tal que s; € (C}).

Demostracion.

Sea {z;} la base canénica de pD™ y {s;} una base para S, como en
el Lema 3.1.8. Definamos la siguiente relaciéon de equivalencia sobre la base
canonica. Dados dos indices ¢, j € «, definimos la relacién z; ~ x; si y sélo si
existe un conjunto finito de elementos ay, ..., a, € {s;} tal que ¢ € supp(ay),
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J € supp(a,,) y para cada par de elementos a;, a;11 con i < n, tenemos que
supp(a;) N supp(a;y1) # 0. Es inmediato ver que la relacién anterior es de
equivalencia.

Sea {C;} la particién asociada a la relacién de equivalencia anterior. Para
cada s, se tiene una expresion s, = z;zl dyjzy,. Esto implica que xg, ~

-~ xy, v por tanto, existe un conjunto C;, tal que {zy,,..., 2k, } CCj, v
por tanto s, € (Cj,).

Ahora bien, dado z; € C}, sabemos que |{s;]i € supp (s;)}| < w, luego
hay una cantidad a lo mas numerable de cadenas aq, ..., a, donde x; ocurre
en a;. Por cada cadena aq,...,a, s6lo hay un nimero finito de elementos de
la base, z;,,...,x;, tales que x; ~ x;,, as{ que z; tiene a lo més w elementos
asociados. Con esto probamos que |C;| < w.

O

Asi llegamos al paso final. Vamos a construir familias de pares duales de
dimensién numerable y, cubriendo a los espacios originales, probaremos que
el par es escindible.

Teorema 3.1.10.
St D un anillo de division entonces el par dual (D(a)7 D(a)) es escindible.

Demostracion.

Hacemos E =p D@ y F = D}?. Sea S un subespacio cerrado de E.
Construimos, como en la Proposicién 3.1.9 una base {s;} de Sy la particién
{C;}. Recordemos que cada C; es a los mds numerable.

Sea S; = S N (C;). De la proposicién anterior se tiene que la familia S;
es independiente y ademas, S = @©9j.

Consideremos los subespacios cerrados

) ()

k#j k#j

Es inmediato comprobar que {A,} es familia independiente de subespacios
cerrados cuya suma (directa) es igual a F'. De hecho, ndtese que, abusando
de la notacién, se tiene A; = <C’J*>

Como C; es a lo mds numerable, entonces los subespacios (C}), A; y los
S; son de dimensién a lo mas numerable. Atin mas, de la definicién de A; se
puede comprobar directamente que (Cy) y A; forman un par dual y, respecto
de él, S; es un subespacio cerrado de (C}).

Ahora usamos el hecho de que en el caso (a lo mds) numerablemente
generado los subespacios cerrados tienen un complemento cerrado. Entonces
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existe R; tal que S;+ R; = (C;) y que sus anuladores ry4, (S;) = Sl yra, (R;) =
R; cumplen que S; + R, = A;.

Es inmediato comprobar que S = ) S;, que R = > R; son cerrados,
y S+ R = E. Es igualmente directo comprobar que > S = 5" = rp (95),
YR =R =rp(R)y que S+ R = F. Pero vamos a hacer al menos una
comprobacion por si hay alguna confusion. Vamos a ver, por ejemplo, que
rpS C 5. Sea y € F, tal que (S,y) = 0. Como )  A; = F existen indices
ki,... kn tales que y = >0ty + ug,, donde ty, € Sy u, € Ry . Si,
digamos, ug, # 0 entonces, existe s € Sy, tal que (s,uy,) # 0, porque estan
en un par dual escindido. Ademas, por la construccién de los A;, (s, uy,) =0
para i # 1y (s,t,) = 0 para i = 1,...,n. Asi que (s,y) # 0, lo cual es
imposible.

Asi pues tenemos que S = ) S;, que R = ) R, es cerrado, que S+R = E
yque S’+ R =F.

O

Con esto hemos probado que si D es un anillo de divisién entonces
RCFM,, (R) es anillo de Baer.

Ahora vamos a presentar nuestros resultados que llevan a probar el recipro-
co; es decir, veremos que si R es un anillo tal que RCFM,, (R) es anillo de
Baer entonces R es artiniano semisimple.

Vamos a hacer la primera reduccion importante. Nétese que como la
propiedad de Baer se preserva por esquinas, tenemos que RCFM,, (R) =
RCFM (R) también ha de ser anillo de Baer. Atin més, el propio R ya es
anillo de Baer. Vamos a probar, también en varios pasos que si RCFM (R)
es anillo de Baer entonces R es semisimple

Comenzaremos viendo que R satisface ciertas condiciones de finitud.

Proposicion 3.1.11.
Sea R un anillo con RCFM (R) de Baer. Entonces R no admite una
familia numerable de idempotentes no nulos ortogonales dos a dos.

Demostracion.

Sea B = RCFM (R) y E = RFM (R). Consideremos {e;;} la familia de
las matrices elementales donde e; = e;. Supongamos que existe una familia
numerable de idempotentes no nulos y ortogonales dos a dos {a;},.y C R.
Consideremos la siguiente matriz en F

aq 0
Qg (g 0

azz:z:aielj: Q3 (3 Q3 0

i€N i>j€eN
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Es inmediato comprobar que la matriz a es idempotente.

Observemos ahora que atn cuando a ¢ B, rg (BN Ea) =rg(a), asi que,
usando el hecho de que B es anillo de Baer, podemos asegurar que rp (a)
es un sumando directo de B. Para comprobar la igualdad anterior nétese
que e;a € B para todo i € Ny rg(a) = Nienrp (e;a). Para simplificar
la notacion, definiremos para cada par de indices ¢ < 57 € N, el producto
Bij =1 —ai)(1 — i) ... (1 — o).

Nuestra primera afirmacion es que rg (a) # 0. Esto es facil de ver ya que
la matriz

B 0 ...
-1 P 0
b= Zﬁiiei — €(i+1)i = 0 —1 ﬁ33 ’0 o € B,
€N : O : .

cumple

ieN i>jeN ieN

:E E E &iﬁkkeijek—&ieije(kﬂ)k:

i€N i>j€N keN

= Z Z ifjiei; — Z Zaieik =

i€N i>jEN i>k+1€N keN
= E E QiCij — E E a;e =0
ieN i>j5eN i>keN keN

Existe por tanto un idempotente no trivial f € B tal que rg(a) = fB.
Por lo tanto fb = b. Consideremos la matriz en CFM (R)

c=2 (ei(m) + 5(i+1)j€z’(j+1>> =

ieN i<jEN
0 1 B [Paz P
00 1 [ Bu
0

= 1 P
: 0
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Como f,b € B tenemos que f (bc) = (fb) ¢y por tanto f (bc) = bc. Ahora,
si calculamos bc € CFM (R), obtenemos

be = (Z Biiei — €(i+1) ) (Z (ei(i-H) + Z ﬁ(i+1)j€i(j+1)>> =

ieN ieN i<jeN

= Z Z Biiciej(j+1) + Z Z Z BiiB(j+1)k€i€;(k+1)—

ieN jeN €N jeN j<keN

_ZZ €(i+1)iCj(j+1) ZZ Z Pl+Dr€(i+1)i€ith1) =

1€N jeN 1€N jeN j<keN

= Z BiiCitiv1) + Z Z Bii Blit 1)k Ci(k+1)—

€N 1€N i<keN

B Z €(i+1) Z Z 5(z+1 E€(i+1)(k+1) =

1€EN 1€N i<keN

= Prez + Z Bii€i(i+1) + Z Z Bik€i(k+1)—

1<ieN 1€EN i<keN

— Z €(i+1) Z Z szez k+1)

€N 1<ieN i<keN

= [rie12 + Z Biieiiv1) + Z Birei(rs1) + Z Z Bik€i(k+1)—

1<ieN 1<keN 1<ieNi<keN

=) eany = Y Bucigry — > Y BCiren) =

1€EN 1<ieN 1<ieN i<keN

= Briein + Z Brrkei(kt1) — Z €(i+1) =

1<keN 1€EN

= Zﬁlkel(k—l—l) - Ze(i—i-l) = Z (Brieris1) — €rn)) =

keN ieN ieN
0 Bu iz
0 -1 0 .
= 0O 0 -1 0

Como f € B, existe un numero natural n € N tal que e, fe; = 0
para todo k € N. Por tanto e, f = e,ixf (1 — e1). También tenemos que
(1 —e1)bc=(e; —1).

Asi pues,

eniifbe = enipf (1 —e1)be=epinf(e1 — 1) = —epqi f.
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Por otro lado tenemos que e, fbc = e, xbc = —e, 1 para todo k > 0.
Entonces e, rf = e, para todo £ > 0. Mas ain, como f € B enton-
ces existe m > n tal que (e; + -+ €,) femar = 0 para todo k € N. Pa-
ra cada k € N, consideremos el conjunto finito e;,,...,e; con ¢; > n tal
que é;; femr # 0. Como e, pertenece al conjunto se tiene que fepp =
(eil + -+ €in) f6m+k = €m+k-

Finalmente, se tiene que af # 0 ya que afe,x = aen, i # 0. Contradi-
ciendo el que f sea un anulador por la derecha de a.

O

Corolario 3.1.12.
Sea R un anillo. Si RCFM (R) es de Baer, entonces R cumple ACC sobre
anuladores por la izquierda y por la derecha.

Demostracion.

Sea Re; < Rey < ... un cadena estrictamente creciente de anuladores
por la izquierda, con los e; idempotentes. Estos anuladores pueden tomarse
de esta forma porque R es de Baer.

Claramente si ¢ < j entonces e;e; = ¢;. Consideremos la siguiente familia
fi=e, fo=e(l1—e€1), ..., fu =€, (1 —€yp_1) - (1 —e1). Se afirma que
{fi} es una familia infinita de idempotentes ortogonales.

Primero vamos a ver que cada f, # 0. Supongamos que f,, = 0. Como
fa=en(l—e,-1) - (1 —eq), se tiene que e, (1 —e,_1) - (1 —e3) € Rey <
Rey, asi que e, (1 —e,_1) -+ (1 —ez) = 0. Asi sucesivamente continuamos
hasta llegar a que e, (1 —e,_1) = 0, lo cual implica que Re,, = Re,,_;. Pero
esto es imposible.

Ahora veremos que los elementos de la familia son ortogonales dos a dos.
Primero nétese que si ¢ < j entonces

(L—e)ej(I—e1) =(e; —e) (L—ej1) =€ (1 —ej1),

porque e;ej_; = e;. Ahora vamos a calcular, f;f;, con i < j.
fifi=ei(l—ei)---(L—e)ej(1—ej1)--(1—e1)
asi que
fifi=ee;(1—ej1)---(1—e)=e(l—¢i1) - (1—e1)=0

porque €;€;_1 = €;.
Ahora calculamos el otro producto, f; f;.

fifi=ej(1—ejma)--(I—e)e; (1 —ei1)--- (1 —er)
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asi que
fjfi :ej(]_—ej_l)"'(]_—&i)@i(l—€i_1>"'(1—61) :O

Asi que {f;},cy es una familia infinita de idempotentes ortogonales; pero
esto no es posible por la proposicién anterior. Asi que la cadena original se
estaciona.

De forma completamente andloga, se tiene el resultado para anuladores
por la derecha.

O

Obviamente, cumplir ACC sobre anuladores por la derecha implica cum-
plir DCC sobre anuladores por la izquierda. Asi, del resultado anterior se
desprende de inmediato.

Corolario 3.1.13.
Sea R un anillo. Si RCFM (R) es de Baer entonces R cumple DCC' sobre

anuladores por al izquierda y sobre anuladores por la derecha.

Demostracion.
Inmediata

]

Ahora vamos a probar que R es producto directo de anillos de Baer pri-
mos, con DCC en anuladores. Con esto, podremos considerar anuladores
minimales, lo cual nos llevara a ver que R es producto de dominios. Note-
se también que todo anillo de Baer es semihereditario (Definicién 0.0.36);
eso nos llevard a los dominios de Priifer (dominios semihereditarios). En una
parte de la literatura se reserva este nombre para dominios conmutativos.
Nosotros, en todo caso, aclaramos que se trata de dominios semihereditarios
no conmutativos. Este es el primer avance de estructura.

Proposicion 3.1.14.
Sea R un anillo. Si RCFM (R) es un anillo de Baer, entonces R es un
producto directo finito de anillos primos.

Demostracion.

En vista de la Proposicién 3.1.11 es suficiente comprobar que si R no
tiene idempotentes centrales no triviales entonces R es primo. Sea R un
anillo sin elementos idempotentes centrales no triviales. Supongamos que R
no es primo. Entonces existen elementos a,b € R tal que aRb = 0. Sear € R
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un idempotente no trivial tal que Rr = 1g (Rb). Como anillos, se tiene que
rR C Rr y por tanto,

Rg((lfgm (1—7“”0%(1_7“))

Entonces existe un isomorfismo de anillos

RCFM (R) = <

RCFM (rRr) 0
RCFM ((1 —r)Rr) RCFM((1—7r)R(1—7r)) )

Para simplificar, identificaremos los anillos isomorfos anteriores. Ahora
vamos a ver que RCFM (R) tiene matrices estrictamente triangulares; es
decir, no diagonales. Primero nétese que como 7R (1 —r) = 0 entonces de-
berd ocurrir que (1 —r) Rr # 0, ya que, en caso contrario r seria central,
contradiciendo el hecho de que R no tiene idempotentes centrales no trivia-

les.

Sea pues, s € (1 —r)Rr tal que s # 0. Definimos ahora las siguientes
matrices:

Sea 0 € RFM ((1 — ) Rr) \ RCFM ((1 — r) Rr) la matriz definida por
o(i,j) =ssij<iyo(i,j) = 0 en otro caso, es decir, una matriz
triangular inferior con término constante s.

Sea ¢’ € RCFM ((1 — r) Rr) la matriz diagonal con término constante
s.

Sea d € RCFM ((1 —r) R (1 — r)) la matriz diagonal con término cons-
tante (1 — 7).

Sea v € RCFM (rRr) tal que ~ (i,j) = rsii = j, v(i,5) = —r si
i=j+1y~(i,j) =0 en otro caso. La matriz v verifica, ademds, que
para todo x € RCFM (rRr), vy = 0 implica que z = 0.

Sea «' la matriz triangular inferior con término constante r.

Nétese que oy =0’ y 60’ = o', en vista de que s € (1 —r) Rr y s # 0.
Consideremos las matrices

i=(o5) v = ()

Entonces fxr = 0, y como por hipétesis tenemos que RCFM (R) es un
anillo de Baer, podemos afirmar que existe un idempotente g € RCFM (R)

tal que IRCFM(r) (x) = RCFM (R) g.
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Adn cuando f ¢ RCFM (R), es claro que para cada matriz bésica e; el
producto ef € RCFM (R); de hecho, es un elemento de FM (R); asi que
e;f = e;fg. Como esto ocurre para cada ¢ € N, se tiene entonces que f = fg
(es obvio que para toda matriz x, e;z = 0 para todo i, implica z = 0).

Por tanto gr =0, fg=f vy ¢* = g.

Viendo entonces a R y RCFM (R) como anillos matrices triangulares se

tiene que
(a0
I=\b ¢

donde @ € RCFM (rRr), b € RCFM ((1 —r) Rr) y la matriz ¢ verifica que
ce RCFM (1 —r)R(1 —1)).

Como gz = 0 entonces ay = 0y by — co’ = 0, pero si ay = 0 entonces
a = 0, ya que, como hemos visto en la definicién de v, xy = 0 implica x = 0.

Como fg = f entonces ca+0b = oy § = dc = ¢ (para la tltima igualdad,
nétese que 1 — 7 es una identidad a la izquierda para los valores de ¢), y en
vista de que a = 0, se tiene que 0b = o.

Como ¢% = g entonces ba + cb = b, y como a = 0, como acabamos a ver,
entonces cb = b.

Como ¢b = by ¢ = § (véase arriba) entonces b = 6b. Luego 6b = o y
por tanto b = o. Pero esto no puede ocurrir porque o € REM ((1 —r) Rr) \
RCEM ((1 —r) Rr) y b € RCFM ((1 — r) Rr).

Luego RCFM (R) no puede ser anillo de Baer. Esto implica que R tiene
que ser primo.

O
A continuacioén, el siguiente resultado sobre la estructura de R.

Teorema 3.1.15.

Sea R un anillo primo. Si RCEFM (R) es de Baer entonces R admite una
descomposicion indescomponible R = Ruy & --- & Ru,, donde cada Ru; es
un anulador por la izquierda minimal. Ademds, u; es primitivo, u; Ru; es un
dominio de Priifer, y cada RCFM (u;Ru;) es anillo de Baer.

Demostracion.

Sea u; un idempotente tal que Ru; sea un anulador por la izquierda
minimal. Entonces R = Ru; & K;. Por la proposicién anterior existe un
anulador por la izquierda minimal Ruj tal que K7 = R (1 — uy) us ® K, esto
es, uy y ug = (1 — uy) uh son idempotentes ortogonales. Como R no tiene una
cantidad infinita de idempotentes ortogonales dos a dos, este proceso debe
detenerse. Asi que R = Ru; & - -+ & Ru,.
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Ahora vamos a probar que u; Ru; es un dominio. Como Ru; es un anulador
por la izquierda minimal entonces no tiene sumandos directos, y por tanto
u; Ru; no puede tener idempotentes no triviales. Finalmente, por ser un anillo
de Baer, tenemos que u; Ru; es un dominio.

]

El problema se ha reducido ahora a demostrar que si R es un dominio
con RCFM (R) anillo de Baer entonces R de hecho es un anillo de divisin.
Para probar esto, necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.1.16.
Sea R un anillo y sea d € R, consideremos la matriz a € RCFM (R)

a =" degi1y + €@ + @i+
1€N

es decir,

O O = Q
_= Q= O
_ O O O

Sea {a;} el conjunto de la filas de la matriz a vistas como elementos de
RM™. Hacemos B = RCFM (R). Si Ba es un B-mddulo por la izquierda
proyectivo, entonces existe un jo € N y un sumando directo K de R™, tal
que RNa = Ra; ® K y ademds ajo+k € K para todo K € N.

Demostracion.

Hacemos B = RCFM (R) y E = RFM (R). Como Ba es proyectivo como
B-médulo por la izquierda, existe un idempotente g € B tal que Ba = Byg.
Consideremos las matrices & = Yy €nn-2) ¥ ¥ = D nen €2n—1),n (inclui-
mos coma en el subindice de los e, para que no se confunda con un producto).



3.1 Anillos semisimples 71

Tenemos que

ray = (Z €n(4n2)> (Z dei—1yi + €(iyi + e(2i)(i+1)> (Z 6(2n1)n> =

neN i€N neN

= Z den(an—2)€(2i-1)i€2m—1)m + Z En(4n—2)€(20)i€(2m—1)m T

n,i,meN n,i,meN
+ Z €n(4n—2)€(2i)(i+1)€(2m—1)m = Z den(4n—2)€(2(2m—l)—1)m
n,i,meN n,meN
+ Z En(dn—2)€(2(2m—1))m + Z En(dn—2)€(4m)(m+1) =
n,meN n,meN
=0+ e, +0=1Ip
neN

Por tanto, como B-médulos, Ba y Bg contienen una copia de B como su-
mando directo.

Aplicando el funtor R™ @ — tenemos que RWg¢ tiene una copia de R
como sumando directo y por [31, vol. 2, Remark 5.1.62], R™g es un R-
modulo libre por la izquierda. Asi pues F es isomorfo a E'g como E-mddulos
por la izquierda. Por [35, Proposition 2.2], esto implica que B es isomorfo a
Bg, vistos como B-moédulos. Y por tanto que B es isomorfo a Ba también.

Sea 6 : Ba — B un isomorfismo de B-mddulos.

Consideremos el elemento b = 6! (1) € Ba. Es claro que las filas de
b, que también denotamos {b;}, forman una base en R™a y por tanto las
ecuaciones Xa = by Yb = a tienen soluciéon en B. Sea pues una matriz ¢ € B
tal que cb = a.

Sea a; € Y. Rb;. Como ¢ € B existe un indice jo € N de tal manera
que (€jo+x) ¢ (D1, ;) = 0, para todo k € N y por tanto para todo k € N se
tiene que ajo4r € D, Rb;.

Llamemos M = >"" | Rb; y T = )_.., Rb;. Tenemos entonces la descom-
posicién RNa = M @ T y un indice j, tal que a; € M y que ajo+r € T para
todo k € N.

Nétese que las filas de a forman una base de RN, asf que Ra, es sumando
directo de RWa.

Como a; € M y Ra; es un sumando directo de M, podemos considerar
M’ un submédulo de M tal que M = Ra; & M'. Hacemos K = M' & Ty
tenemos que RMa = Ra; ® K y ademés, se cumple que aj,+r € K para todo
k e N.

]

Proposicion 3.1.17.
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Sea D un dominio tal que RCEFM (D) es un anillo de Baer. Entonces D
es un anillo de division.

Demostracion.

Usaremos la notacion del lema anterior con D = R, d € D, cond # 0, y
a € RCFM (D).

Como RCFM (D) es un anillo de Baer entonces RCFM (D) a es proyectivo
asi que se cumplen las hipotesis del lema anterior. Luego existe un D-maddulo,
K, tal que D™a = Da; @ K v ademas aj,+r € K para todo k € N.

Recordemos que {a;} denota las filas de la matriz a, vistas como elementos
de DM; en particular, a; = (d,0,...).

Consideremos ¢ : D™g — Day la proyeccién de la descomposicién
DWa = Da, @ K, con a1 € K para todo k € N.

Para cada i € N sea x; € D tal que ¢ (a;) = z;a;. Como aj 41 € K para
todo k € K, entonces x;,4r = 0 para todo k € K.

En general, se tiene la igualdad,

dag, = Ap—1 + Q2p41

para todo n € Ny por tanto ¢ (das,) = ¢ (az,—1) + ¢ (az,+1) implica que
dro,a1 = Toy_ 101 + Topi1a1, pero como D es un dominio tenemos que dxs, =
Ton—1 + Tani1-

Vamos a ver que d es unidad. Primero, x; = 1, ya que ¢(a;) = a;. Ahora,
dry = x1 + x3; asi que, como x; = 1, se tiene que 9 # 0 0 x3 # 0. Si 3 =0
entonces dro = 1, de donde se tiene que d es unidad y ya terminamos. Si
x3 # 0 entonces x3 = —1 + dxy, donde puede ser x5 = 0.

Ahora procedemos por induccién. Supongamos que xo.11 # 0y Topr =
+1 + dm,., para algiin m, € D. Como dxy(41) = Tor41 + Ta(r41)41 entonces

x2(r+1)+1 = dIz(r+1) — Top41 = deQT - (Ztl + me) =41+ dm,,+1

Pero ya sabemos que a partir de cierto indice jy se tiene que x4 = 0
para todo & € Ny por tanto a partir de dicho indice se tiene que 0 = xg;,11 =
1 —dmj, asi que 1 = dm,, y por tanto podemos afirmar que d es una unidad
en D.

m

Con esto hemos desarrollado todos los resultados que se requieren para
probar nuestro resultado principal. Vamos a hacer, pues, la demostracion.

Demostracién del Teorema 3.1.1



3.2 Los enteros 73

[1 = 2] Son los Teoremas 3.1.5, 3.1.6 y 3.1.10.
[2 = 3] Es caso particular.

[3 = 1] Proviene del hecho de que la propiedad de Baer se preserva por esquinas
junto con la Proposicién 3.1.14, el Teorema 3.1.15 y la Proposicion
3.1.17.

3.2. Los enteros

Como hemos visto, al no ser Z un anillo de divisién, el anillo RCFM (Z)
no puede ser anillo de Baer. Sin embargo, vamos a ver que todo anulador
por la izquierda de un subconjunto de RCFM (Z) es un ideal por la izquierda
proyectivo y principal.

Proposicion 3.2.1.

Para todo subconjunto X del anillo RCFM (Z), existe un elemento a €
RCFEFM (Z), tal que los anuladores por la izquierda verifican IRCPM (X) =
IRCFM(z) (@)-

Demostracion.

Denotaremos por B = RCFM (Z) y B = RCFM (Q). Por el Teorema
3.1.1 el anillo B es de Baer. Consideremos el conjunto X como subconjunto
de B. Entonces existe un elemento f € B tal que 1 — f genera el anulador
por la izquierda de X en B, es decir, I3 (X) = l5(f). Como los elementos
f(i,7) de la matriz f estdn en Q, existe para cada uno de ellos un nimero
entero (adecuado) d,;, tal que f (i,7) di; € Z (si f (4,5) = 0 hacemos d;; = 1).
Consideremos la matriz diagonal

d=>_ (Hdij) e;

z)

ieN \jeN
es decir,
dll---dn11 0 0
0 dlg...dn22 0
J— . ) ) )
0 0 dij ... dp,;

La matriz d esta definida pues los productos son siempre finitos. Primero
vamos a comprobar que a = fd € B y después que el anulador por la
izquierda de a en B es el mismo que el anulador por la izquierda en B de X.
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Para demostrar la primera afirmacion, solo tenemos que realizar la mul-
tiplicacion, dados dos indices, tenemos que

() (1,9) = 3 F (i k) d (k,5) = £ (i,]) (H dkj) -

keN keN

= (f(i,7) dj) ( H dkj> cZ

i#keN

Para demostrar la segunda afirmacion, sélo debemos darnos cuenta que,
al ser d una matriz diagonal, es invertible en B y que por tanto, el anulador
por la izquierda de fd en B es el mismo que el anulador por la izquierda de
f en B, asi pues tenemos

1y (X) = BNlg(X) = BNlg(f) = Bl (fd) = Ly (fd).
O

Observacién 1.

Como consecuencia de la proposicion anterior, junto con el hecho de que
Z es hereditario, tenemos que para todo subconjunto X de RCFM (Z), su
anulador por la izquierda en ZW) es un sumando directo de ZN . Esto también
se desprende de un teorema de Baer y Specker (véase [15, Theorem 19.2])
jJunto con la proposicion anterior.

Lema 3.2.2.
Sea X un subconjunto de RCFM (Z) y M el anulador por la izquierda de
X en ZM . Definimos, My = M y, para 1 < i € N,

F={rezZW|z(j)=0Vj<i} y M;=MnNE,

St M no es finitamente generado entonces para cada i € N, M; # 0, y
para cada 1,t € N, M;, es sumando directo de M;.

Demostracion.

Hacemos B = RCFM (Z) y B = RCFM (Q). Primero vamos a probar
que para cada ¢ € N existe un j < ¢ tal que M; # 0. Vamos a usar el
hecho de que B es anillo de Baer de la siguiente manera. Como B es anillo
de Baer entonces I5(X) = Bf para algtiin idempotente f € B. Como M
no es finitamente generado entonces el anulador de X en Q™ tampoco es
finitamente generado y por tanto f tiene rango infinito. Sea d la matriz obvia,
diagonal e invertible en B, tal que df € B. Ahora esta matriz, al tener rango
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infinito nos garantiza que M; # 0, porque sus filas generan un submdédulo
esencial en M.

Para probar la segunda parte, es decir que para cada ¢,t € N, M;,,; es
sumando directo de M;, basta ver que cada cociente M;/M;,; es finitamen-
te generado y libre de torsién (por tanto, libre). Nétese que, para ver que
M; /M, es finitamente generado, basta ver que cualquier cociente M /M; es
finitamente generado. Vamos a probar esto tultimo. Consideremos una base
{m,} para M. Si el cociente es cero, el caso es trivial. En otro caso, hacemos

m! = (m,(1),...,my(i)) € Z; es decir, tomamos las primeras i coordena-

n

das. Entonces existe un subconjunto {m;, };_, de {m;, }ren tal que ambos
generan el mismo submédulo de Z'. Ahora consideramos my,,, ..., m,, (ya
completos) en M. Entonces se tiene que, para todo m € M, existen coeficien-
tes adecuados ¢y, .. ., ¢, tales que (m — >_._ ¢;my,,) (j) =0, paraj =1,...,1.
De aqui es inmediato que M /M; es finitamente generado para todo i € N.
Luego M;/M;.; también lo es.

Finalmente, para ver que M;/M;, es libre de torsién, primero nétese que
M y Fj son sumandos directos de Z® (véase la Observacién 1) para todo
j € N. Por tanto, M N F; es puro (Definicién 1.4.18 en ZM | para todo j € N.

]

Teorema 3.2.3.
Para todo conjunto X C RCFM (Z), su anulador por la izquierda en
RCFM (Z) es un ideal ciclico y proyectivo de RCFM (Z).

Demostracion.

Hacemos B = RCFM (Z) y B = RCFM (Q). Denotaremos por M al
anulador por la izquierda de X en B Recordemos que M es sumando directo
de ZMN . Si M es finitamente generado, trivialmente existe un idempotente
f e Btal que M =ZW f, asi que es ciclico y proyectivo.

Supongamos entonces que M no es finitamente generado. Definimos como
en el Lema 3.2.2, la familia M;. Ahora, por induccién, vamos a construir
una familia independiente {K;},;  de sumandos directos de M finitamente
generados tal que

].. M = EBiGNKi'
2. Para cada ¢ € N existe n; € N tal que i <n; y M; = ©p,<,; K.

Sea j; = 1y M; = M. Consideremos cualquier base {b; };cn para M. Sea
dy = mcd{by, # 0},en y b} el elemento de Z™ tal que dib) = b;. Claramente
b, € M. Existe un elemento ¢; de Z(ZN), que visto como un vector columna

cumple que bjc; = 1, con el producto escalar usual. De hecho, M = Zb} & C},
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donde (] es el nucleo de la aplicacion definida por el producto interior por c¢;.
Como ¢; € ZW | existe un nimero natural j,, tal que M;, C (. Por el Lema
3.2.2, Mj, es un sumando directo de Cy con un complemento C finitamente
generado. Por tanto M = M;, = Zb|, ® C| & M;,. Hacemos K; = Zb} & (1.
Entonces M; = K; ® Mj, con b; € K;.

Supongamos que ya tenemos construidos los submddulos de la familia
Ky, ... K,_, de tal manera que M;, = K; ® M;,,, y b1,...,0, € KD --- D
K,y conr >n—1 Sea s > r el primer indice para el cual by ¢ K; @
- ® K, q. Como M = Ki & ---@® K,_1 & M; entonces by = ks + my
donde ks € K1 @ - & K1 y ms € M,,. Sea d = med{my, # O}pen ¥y
m!, € ZM tal que dm/, = m,. Claramente m/ € M, . También es claro que
existe un elemento ¢ € Z(ZN), que visto como un vector columna cumple que
mic = 1. Asi tenemos que M; = Zm/ @ C, donde C es el nicleo de la
aplicacién definida por el producto interior por ¢. Como ¢ € Z™ y b € B,
existe un nimero natural j,41, tal que M; ., C C. De hecho, por el Lema
3.2.2, M;, ., es un sumando directo de C' con un complemento C’ finitamente
generado. Por tanto M;, = Zm/ © C' © M;,,,. Hacemos K,, = Zm/ & C".
Entonces M;, = K,,®M;, ., conb, € K;®---® K, cumpliéndose la primera
condicién.

Para probar la segunda condicién, vamos a considerar un submaédulo de
la familia, digamos M,, cualquiera. Como M; O My D ... existe un indice
r € N tal que M; 2 M, 2 M, . Vamos a demostrar que M, C ®y>, K.
Consideremos un elemento = € M,,, sabemos que existe un indice s € N tal
que z € K1 & --- @ K,. Como (K; & ---® K,_1) N M; = 0 sabemos que
s>r.Portantoxr =k+ldonde ke K1®-- - &K, 1 yle K, &P K,.
Como M; = K, ®---® K, ® M;,__,, entonces k = 0, porque k =z —1 €
M, N(K1®--- @ K,_1) =0, ya que M, = &>, K; para todo r € N.

Ahora, cada K; tiene rango finito. Elegimos una base para cada K; y
las vamos colocando como filas en una matriz K € B (por construccién de
los M;). Por la Propiedad (2) anterior, las filas de k visto como vectores
constituyen una base de M.

Vamos a comprobar que lg (X) = Bk. Consideremos a un elemento de
15 (X). Consideremos las filas de a, {e;ja} ey como vectores de ZMN. Como ya
vimos, las filas de k son base de M, por tanto la ecuacién matricial Yk = a
tiene solucion tnica en RFM(Z).

Vamos a ver que Y € B. Consideremos jj un indice, considerando Ye;,
como vector (columna), denotaremos por Y (i, jo) el coeficiente de k;, cuando
escribimos a; como combinacién lineal de los elementos k;. Ahora, el elemento
k;, pertenece a algin K, y existe un indice r € N tal que K, N M, = 0. Por
otro lado, como a € B existe un s € N tal que asy,, € M, para todo n € N.
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Por tanto Y (s + n, jo) = 0 para todon € N, y asi, Y € B.
Finalmente, como k es base para M, tenemos que Bk = B como B-
modulos por la izquierda.

]
Corolario 3.2.4.
El anillo RCFM (Z) es coherente por la izquierda y por la derecha.
Demostracion.
Inmediato de la definicién de anillo coherente y del teorema anterior.
]

Corolario 3.2.5.
Todo ideal por la derecha o por la izquierda, finitamente generado de
RCFEFM (Z) tiene dimension proyectiva menor o igual a 2.

Demostracion.
Inmediato del hecho de que, por el teorema anterior, todo anulador de
RCFM (Z) es proyectivo.
O

Existe una generalizacion muy reciente [13] de estos resultados para los
anillos noetherianos. Las técnicas de demostracion son muy diferentes de
las que aqui hemos expuesto. S6lo vamos a comentar los resultados para
completar porque ya no forman parte de nuestro trabajo.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Para cada indice ¢ € a;, vamos a
considerar la aplicacién m; : RCFM,, (R) — R, la cual, asocia a cada matriz
a de RCFM,, (R) la i-ésima columna de la matriz, visto como un elemento de
R@. Sea I un ideal por la izquierda de RCFM,, (R), como 7; (a) = 7; (eja) y
ambas matrices estan en I, podemos hablar de 7 (I) sin especificar el indice.

Definicién 3.2.6.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito, diremos que un ideal I por la
izquierda de RCFM,, (R) es cerrado si para cada elemento a € RCFM,, (R)
que cumpla que m;(a) € w(I) para todo i € « se tiene que a € I.

Teorema 3.2.7.

Sea R un anillo Noetheriano por la izquierda. Para todo conjunto X C
RCFEM (R) el anulador por la izquierda IRCFM(R) (X) es un ideal principal
de RCFM (R).

Corolario 3.2.8.
Si R es un anillo noetheriano por la izquierda entonces RCFM (R) es un
anillo coherente por la izquierda.
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Teorema 3.2.9.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. El anillo R es noetheriano por la izquierda.

2. Todo ideal por la izquierda cerrado de RCFM (R) es finitamente gene-
rado.

3. Todo ideal por la izquierda cerrado de RCFM (R) es ciclico.

3.3. Propiedades mas generales

Ahora vamos a usar el Teorema 3.1.1, junto con la caracterizacién que
conocemos del radical de Jacobson de RCFM,, (R) para obtener algunos resul-
tados sobre anillos més generales. Al igual que hicimos en el capitulo anterior,
se trata de aprovechar los resultados anteriores para relacionar propiedades
de anillos tales que moédulo el radical son semisimples, con sus anillos de
matrices de filas y columnas finitas.

La aplicacién mas directa, es decir, casi sin hacer mas cuentas, se tiene
en el caso de los anillos semiprimarios, como veremos a continuacién.

Teorema 3.3.1.
Sea R un anillo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. El anillo R es semiprimario.

2. El ideal J (RCFM,, (R)) es T-nilpotente por la izquierda y por la dere-
cha y el anillo RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer para cualquier
cardinal infinito «.

3. Elideal J(RCFM,, (R)) es nilpotente y para cualquier cardinal infinito
a, el anillo RCEM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer.

4. Elideal J (RCFM,, (R)) es T-nilpotente por la izquierda y por la derecha
y el anillo RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer para algin cardinal

nfinito .

5. El ideal J (RCFM,, (R)) es nilpotente y para algin cardinal infinito o,
el anillo RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer.

Demostracion.
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[1 = 2] Es consecuencia directa del Corolario 1.5.8 y el Teorema 3.1.1, junto con
el hecho de que, en este caso, los anillos RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R))
y RCFM,, (R/J (R)) son isomorfos.

[2 = 3] Por hipétesis, J (RCFM,, (R)) es T-nilpotente por la izquierda y por la
derecha, luego el Corolario 1.5.8 nos da directamente el resultado.

[2 = 4] Es un caso particular.
[3 = 5] Es un caso particular.
[4 = 5] Es andlogo a [2 = 3].

[5 = 1] Por el Teorema 3.1.1 y los Corolarios 1.5.7 y 1.5.8, junto con el he-
cho de que, en este caso, los anillos RCFM,, (R) /J (RCFM, (R)) y
RCFM,, (R/J(R)) son isomorfos, se tiene que R/J(R) es semisimple
artiniano y que J (R) es nilpotente. Luego R es semiprimario.

]

A continuacién, vamos a probar un resultado analogo al establecido en el
capitulo anterior sobre la condicién de levantamiento de idempotentes médulo
el radical de Jacobson. A diferencia de los anillo regulares von Neumann,
no existe la definicién de anillo Semi Baer. Eso no quiere decir que no haya
generalizaciones muy interesantes como lo anillos quasi-Baer, Riccart y otros.

Proposicién 3.3.2.

Sea R un anillo y o un cardinal infinito. Si el anillo RCFM,, (R) mddulo
J(RCFM,, (R)) es un anillo de Baer entonces J (R) es un ideal T-nilpotente
por la izquierda y por la derecha.

Demostracion.

Llamaremos B = RCFM, (R). Consideremos una familia de elementos
r1,--- € J(R). Consideremos la matriz diagonal r € B definida por r (i,i) =
r; para todo i < w y cero en el resto. Como B/J(B) es de Baer entonces
el anulador por la derecha de r + J(B) € B/J(B) estd generado por un
idempotente. Sea b € B la matriz tal que b = b+ J (B) es dicho generador.
Recordemos que b es idempotente.

Para todo a € B tenemos que ra € J(B) implica (1 — b)a € J(B). En
particular para cada ¢ € «, por construcciéon de r y por la caracterizaciéon del
radical, tenemos que re; € J(B) y por tanto que (1 —b)e; € J(B) para todo
i € a. Luego (1 —b) (i,7) = 1-b(i,i) € J(R), y por tanto b (i,7) tiene inverso
en R. Sea ¢; dicho inverso y ¢ la matriz diagonal definida por ¢ (i,7) = ¢; para



80 Propiedades de un anillo R y el anillo RCFM,(R)

todo indice i < w y cero en el resto. Como rbc € J (B) tiene como elemento
diagonal

(rbe) (i,) = ZZr(i,j)b(j, k)e(k,i) =
r(i,4)b(i,1) c(i,i) = rb(i,i) c; =1

y por la caracterizacion de radical (Proposicién 1.5.6), existe un indice n tal
que 11, ...,7, = 0.
m

Teorema 3.3.3.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El anillo R es perfecto por la izquierda y por la derecha.

2. El anillo cociente RCEM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer para todo
cardinal infinito «.

3. El anillo cociente RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer para algin

cardinal infinito «.

Demostracion.

[1 = 2] Como R es perfecto por la izquierda y por la derecha, sabemos que
J(RCFM, (R)) = RCFM,, (J (R)) y por tanto tenemos un isomorfis-
mo de anillos entre RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) y RCFM,, (R/J (R)).
Usando el Teorema 3.1.1 tenemos que RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es

un anillo de Baer.
[2 = 3] Un caso particular.

[3 = 1] Por la Proposicién 3.3.2, J(R) es T-nilpotente por la izquierda y por
la derecha y por Corolario 1.5.7, RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es igual
a RCFM,, (R) /RCFM,, (J (R)) el cual es isomorfo, visto como anillo, a
RCFM,, (R/J(R)). Luego éste tltimo anillo es un anillo de Baer. Por
el Teorema 3.1.1 R/J (R) es semisimple y por tanto R es perfecto por
la izquierda y por la derecha.

]

Una variante del teorema anterior que puede resultar de interés se tiene
en el siguiente resultado.
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Proposicion 3.3.4.
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1.
2.

El anillo R es perfecto por la izquierda y por la derecha.

El radical de Jacobson verifica J(RCFM,, (R)) = RCFM,, (J(R)) y el
anillo RCFM,, (R/J (R)) es de Baer para todo cardinal infinito «.

El radical de Jacobson verifica J (RCFM,, (R)) = RCFM,, (J(R)) y el
anillo RCEM,, (R/J (R)) es de Baer para algin cardinal infinito «.

Demostracion.

1= 2]

Como R es perfecto por ambos lados entonces el radical de R, J (R), es
T-nilpotente también por ambos lados. Por el Corolario 1.5.7, se tiene
entonces que J (RCFM, (R)) = RCFM,, (J(R)). Como R es perfecto
por ambos lados entonces R/J(R) es semisimple artiniano, asi que,
por el Teorema 3.1.1 el anillo RCFM,, (R/J (R)) es anillo de Baer.

Finalmente, la igualdad J (RCFM, (R)) = RCFM, (J (R)) implica que
RCFM,, (R) /J(RCFM,, (R)) es isomorfo a RCFM,, (R/J(R)), como

anillo, lo cual nos da el resultado buscado.
Es un caso particular.

Por el Corolario 1.5.7, la igualdad entre los radicales, J (RCFM,, (R)) y
RCFM,, (J (R)) implica que el radical de Jacobson de R, es T-nilpotente
por ambos lados.

Por hipétesis, RCFM,, (R/J (R)) es de Baer, lo cual, por el Teorema
3.1.1, implica que R/J (R) es semisimple artiniano. Luego R es perfecto
por ambos lados.

]

Vamos a terminar presentando otra aportacién (véase [13]), que puede
resultar de mucho interés. Nos referimos a la relacién entre un anillo R arti-
niano y su anillo de matrices de filas y columnas finitas.

Teorema 3.3.5.
Un anillo R es artiniano por la izquierda si y solo si para cualquier car-
dinal infinito o, se cumple que:

1.
2.

El anillo RCFM,, (R) /J (RCFM,, (R)) es de Baer.

El radical de Jacobson J(RCFM, (R)) es ciclico como ideal por la iz-
quierda de RCFM,, (R).
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