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Universidad
de Murcia

Dpto. de Matemáticas
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del área de Geometŕıa y Topoloǵıa, por su apoyo y acogida.

Deseo hacer una mención especial para Ángel Ferrández,
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Miguel Ángel, a mi madre Mary Luz y al recuerdo imborrable de mi padre

Perico “el Chuquel”
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IntroducciónIntroducción

Se define un anillo con centro c ∈ Rn y radios 0 ≤ r ≤ R como el conjunto cerrado

A(c, r,R) :=
{

x ∈ Rn : r ≤ d(x, c) ≤ R
}

;

es decir, el formado por los puntos comprendidos entre las esferas (concéntricas) de centro c y

radios r y R, valores que se denominan, respectivamente, radio interior y radio exterior del anillo.

Análogamente, las bolas que lo delimitan reciben el sobrenombre de interior (cr) y exterior (CR).

El espesor de un anillo A(c, r,R) es la diferencia R − r entre sus radios exterior e interior.

Si K es un compacto del plano eucĺıdeo (no necesariamente convexo), siempre se puede asegurar

la existencia de un anillo A(c, r,R) con centro un punto c ∈ K, que contiene a la frontera ∂K, y

con espesor R − r mı́nimo (se dará un argumento en el caṕıtulo 1 de esta memoria). Dicho anillo

se denomina anillo mı́nimo de K. Además, si el compacto K ⊂ R2 es convexo (lo que se conoce

como cuerpo convexo), entonces el anillo mı́nimo es único.

r R

c c

Figura 1: Un anillo cualquiera que contiene a un conjunto convexo (izquierda) y su anillo ḿınimo (derecha).

Aunque no vamos a detallar aqúı la historia de este objeto geométrico (a ello dedicaremos un

apartado en el primer caṕıtulo), mencionar que la primera referencia conocida en la literatura sobre

el mismo data de 1884 (D’Ocagne, [5]). Sin embargo, no es hasta 1924 cuando queda patente su

interés: Bonnesen [2] lleva a cabo un estudio exhaustivo del anillo mı́nimo, realizando una exposición

sistemática de ciertas propiedades que lo caracterizan, con la idea de afinar la famosa desigualdad

isoperimétrica clásica en el plano eucĺıdeo. Recordemos que ésta nos dice que la figura de peŕımetro

p dado que encierra mayor área A es el ćırculo; o lo que es lo mismo, que

p2 ≥ 4πA,
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alcanzándose la igualdad para el ćırculo. Bonnesen consideró entonces lo que se conoce como el

déficit isoperimétrico, esto es, la relación p2/(4π) −A, y demostró que el mı́nimo de este funcional

se alcanza para el cuerpo convexo que se muestra en la figura 2.

r

R

Figura 2: El conjunto convexo que minimiza el déficit isoperimétrico.

Las propiedades fundamentales del anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K a las que nos referimos

son las siguientes:

(P1) Cada una de las circunferencias ∂cr y ∂CR toca la frontera ∂K en, al menos, dos puntos.

(P2) Los conjuntos ∂cr ∩ ∂K y ∂CR ∩ ∂K no pueden separarse.

(P3) El anillo mı́nimo asociado a un cuerpo convexo es único.

(P4) El anillo mı́nimo de K es el único anillo que contiene a ∂K y que verifica las propiedades

(P1) y (P2) anteriores.

La mencionada generalización de la desigualdad isoperimétrica se conoce en la actualidad como

la desigualdad de Bonnesen:

p2 − 4πA ≥ 4π(R − r)2.

En definitiva, Bonnesen obtuvo una relación entre el anillo mı́nimo de un conjunto convexo, su área

y su peŕımetro, relación que se traduce en una desigualdad geométrica. Aśı pues, resulta natural

plantearse cuáles seŕıan las posibles relaciones entre el anillo mı́nimo y otras medidas geométricas

de un conjunto. Algunas aportaciones a este problema se deben al propio Bonnesen [2, 3], a Favard

[7, 8] y a Vincze [26].

En general, el estudio de las desigualdades geométricas ha sido siempre un tema de creciente

interés en muy diversas ramas de las matemáticas, principalmente en la Geometŕıa o en el Análisis.

Las desigualdades juegan un papel importante, no sólo por el interés que presentan en śı mismas,

sino por su aplicación y su contribución a la comprensión de muy diversos aspectos geométricos.

Aśı, durante muchos años, los matemáticos han estado interesados en el estudio de las desigual-

dades que relacionan las distintas magnitudes geométricas de un conjunto convexo (área –volumen,

peŕımetro –área de superficie, diámetro, anchura mı́nima, circunradio, inradio...), y teniendo es-

pecial interés, en la mayoŕıa de los casos, la determinación de sus conjuntos extremales, es decir,

aquellos conjuntos para los que se alcanza la igualdad.
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Si se consideran dos medidas geométricas, digamos X e Y , y se pretende maximizar (minimizar)

Y para cada valor fijo de X, el problema consiste en determinar una función φ(X) de forma que la

desigualdad Y ≤ φ(X) (respectivamente, Y ≥ φ(X)) siempre se verifique, y de manera que, para

cada valor de X positivo, exista un conjunto convexo para el que se alcance la igualdad.

Las desigualdades que relacionan más de dos magnitudes son, lógicamente, más dif́ıciles de ob-

tener, siendo uno de los problemas más estudiados encontrar los conjuntos convexos que maximizan

o minimizan una magnitud Z, cuando se fijan otras dos medidas, digamos X e Y . Desde luego, la

solución a una pregunta de este tipo se expresa por medio de desigualdades de la forma

φ(X,Y ) ≤ Z ≤ ϕ(X,Y ).

Pero en este caso, el problema adquiere un mayor interés cuando la igualdad, para una cierta

desigualdad Z ≶ ϕ(X,Y ), no se alcanza para una única figura, sino para una familia continua de

conjuntos; en tal caso, la desigualdad Z ≶ ϕ(X,Y ), llamada óptima, establece cuál es el máximo (o

el mı́nimo) valor de Z para cada par de valores posibles que pueden tomar X e Y . Es precisamente

este tipo de desigualdades óptimas las que han acaparado nuestro interés.

Podŕıamos decir, a grandes rasgos, que esta memoria está dedicada al estudio de la relación

existente entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo con su circunradio y su inradio, y más

concretamente, a la determinación de las desigualdades óptimas cuando, claro está, una de las

medidas que entra en juego es el (espesor del) anillo mı́nimo, y la otra el circunradio o el inradio.

A continuación vamos a proceder a describir el contenido espećıfico de cada uno de los cuatro

caṕıtulos en que se ha estructurado este trabajo.

La memoria comienza con un primer caṕıtulo introductorio, en el que se establece la notación a

seguir y se presentan brevemente los conceptos y resultados que serán fundamentales en el posterior

desarrollo de los contenidos, tanto de convexidad general, como del anillo mı́nimo en particular.

Aśı, en una primera sección, se recuerdan nociones importantes como soporte y separación, y se

definen las medidas geométricas que van a entrar en juego: el área A, el peŕımetro p, el diámetro D,

la anchura mı́nima ω, el circunradio RK y el inradio r
K

. A continuación, se estudia con detalle el

anillo mı́nimo de un conjunto: su definición, historia y propiedades, aśı como el interés que despierta

actualmente. Finalmente, se presentan las desigualdades geométricas y los conjuntos extremales:

qué son, cómo se estudian y algunos ejemplos de las y los que, para el trabajo que vamos a

desarrollar, serán más representativos.

El segundo caṕıtulo está dedicado al estudio de las relaciones existentes entre el anillo mı́nimo

de un cuerpo convexo plano con cada una de las seis magnitudes geométricas clásicas. Antes de

abordar este problema, en una primera sección, se demuestra una serie de propiedades del anillo

mı́nimo de un cuerpo convexo, que completan las cuatro ya conocidas, y que serán de gran utilidad,

tanto en este segundo caṕıtulo como en posteriores: si K es un cuerpo convexo plano con anillo

mı́nimo A(c, r,R), entonces
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(a) existen puntos P,Q ∈ ∂CR ∩ ∂K tales que el ángulo α = ∡(PcQ) que determinan junto con

el centro c del anillo verifica

α ≥ 2 arc cos
r

R
,

(b) K contiene el conjunto formado por la envoltura convexa de dos puntos de ∂CR ∩ ∂K y el

ćırculo cr, cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R), y

(c) K está contenido en un segmento del ćırculo CR determinado por dos rectas soporte a cr,

cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R).

También se prueba una serie de propiedades del anillo mı́nimo de un cuerpo convexo en relación con

su circunradio (o su circunćırculo) y su inradio (o su inćırculo); por ejemplo, que r ≤ r
K
≤ RK ≤ R,

cuáles son las únicas posiciones relativas de estas circunferencias, qué les ocurre a sus puntos de

contacto, etc. Estas propiedades serán muy útiles en las demostraciones de los resultados que

involucran estas dos medidas.

En las secciones restantes de este segundo caṕıtulo se desarrolla propiamente el estudio de las

desigualdades antes mencionadas; de forma más precisa, se determinan todas las cotas posibles

(superiores e inferiores) para, el área, el peŕımetro, el diámetro, la anchura mı́nima, el circunradio

y el inradio de un cuerpo convexo, cuando se supone fijo su anillo mı́nimo.

Obsérvese, por otro lado, que si el circunćırculo y el inćırculo de un cuerpo convexo K son

concéntricos, desde luego éstos determinan el anillo mı́nimo del conjunto; es lo que ocurre, por

ejemplo, con los conjuntos de anchura constante. Sin embargo, no siempre tiene por qué ocurrir

tal cosa. Es por ello que hemos prestado una atención especial al comportamiento del circunćırculo

y el inćırculo de un cuerpo convexo con respecto a los ćırculos de su anillo mı́nimo. Aśı, en los

caṕıtulos 3 y 4 de esta memoria se entra ya de lleno en la parte principal del estudio que nos hemos

propuesto: la relación existente entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo, su circunradio y su

inradio. En esta parte, jugarán un papel clave las propiedades, demostradas en el caṕıtulo 2, que

relacionan A(c, r,R) con RK y r
K

.

A lo largo de todo el caṕıtulo 3, tanto el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo como su circunradio

están fijos y, bajo tales hipótesis, se obtienen todas las cotas, superiores e inferiores, en términos

de dichos valores, para las cinco magnitudes geométricas clásicas restantes: A, p, D, ω y r
K

. Las

desigualdades resultantes son las óptimas (en el sentido antes mencionado), quedando determinados

los correspondientes conjuntos extremales para cada una de ellas.

Del mismo modo, en el caṕıtulo 4 se determinan todas las desigualdades óptimas que relacionan

el anillo mı́nimo y el inradio con el resto de medidas geométricas del conjunto, obteniéndose también

los conjuntos extremales.

A modo de ejemplo, para dar una idea del tipo de desigualdades sobre las que estamos hablando,

el resultado obtenido para el área, cuando se fijan el anillo mı́nimo y el circunradio, es el siguiente:
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Teorema. Si K es un cuerpo convexo con circunradio RK y anillo mı́nimo A(c, r,R), entonces su

área A verifica

A ≥ 2r
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

,

A ≤ R2
K

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ ρ
√

R2 − r2 + (2r − ρ)
√

R2 − 5r2 + 4rρ,

donde ρ =
√

R2
K − R2 + r2. La igualdad se alcanza, en la primera desigualdad, si, y sólo si, K es

el conjunto conv{cr, A,B}, con {A,B} = CR ∩ CK ; en la segunda, para el trapecio circular KT

(véase la figura 3, donde el circunćırculo aparece representado con una circunferencia punteada).

0

c

x

A B

x 0

c

Figura 3: El conjunto conv{cr, A,B} (izquierda) y el trapecio circular KT (derecha).

La siguiente tabla da una idea de cuáles son los resultados, en términos de los conjuntos extre-

males, que se han obtenido en estos dos últimos caṕıtulos. Como puede observarse, todos los casos

posibles han sido resueltos, lo que cierra completamente el problema que nos hab́ıamos planteado.

A(c, r,R) y RK fijos A(c, r,R) y r
K

fijos

Medida Máximo para Mı́nimo para Máximo para Mı́nimo para Medida

A A

p p

D D

ω ω

r
K    RK
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Los resultados originales que se encuentran recogidos en esta memoria pueden encontrarse en

los trabajos [9], [10] y [11].

Antes de entrar de lleno en el primer caṕıtulo de la Memoria, nos gustaŕıa comentar tan sólo

que en su parte final se han incluido dos Apéndices, con la intención de facilitar en la medida

de lo posible su lectura; en el primero de ellos se presenta una relación ordenada de todas las

desigualdades geométricas principales que aparecen en la Memoria, y en el segundo, una lista

dispuesta alfabéticamente de las notaciones y śımbolos utilizados.



Caṕıtulo 1

Conceptos y resultados básicosConceptos y resultados básicos

A lo largo de esta memoria vamos a estudiar en profundidad la relación existente entre el anillo

mı́nimo de un cuerpo convexo, su circunradio y su inradio, lo que se traducirá en desigualdades en

las que intervendrán, además de las ya mencionadas, las cuatro magnitudes geométricas clásicas

restantes: el área, el peŕımetro, el diámetro y la anchura mı́nima. Es por ello que comenzamos

este caṕıtulo estableciendo la notación que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo, aśı como

las definiciones básicas que necesitaremos. A continuación presentaremos una rápida introducción

histórica sobre el anillo mı́nimo, desde su definición y estudio de sus propiedades básicas, hasta

los resultados más actuales. Finalmente, en la última sección de este primer caṕıtulo, hablaremos

brevemente sobre el estudio general de las desigualdades geométricas y de los conjuntos extremales.

1.1. Algunas definiciones y notación

Sea K un cuerpo convexo (esto es, un conjunto convexo, compacto y con interior no vaćıo) del

espacio eucĺıdeo Rn. Mediante ∂K representaremos su frontera, y con int K su interior.

Dado un conjunto convexo K de Rn, se dice que un hiperplano H (recta ℓ, en el caso plano)

soporta K en un punto x ∈ K, si x ∈ K ∩ H y además K queda contenido en uno de los dos

semiespacios H+ o H− que dicho hiperplano determina. Aśı, diremos que H es un hiperplano

soporte a K si H soporta K en algún punto x, el cual será, necesariamente, un punto de su frontera.

Si además K es compacto, entonces, para cada dirección dada u ∈ Sn−1, existen dos hiperplanos

soporte a K (no necesariamente distintos) ortogonales a u. Dichos hiperplanos determinan la banda

de menor anchura, perpendicular a la dirección u, que contiene al conjunto K; tal distancia (entre

dichos hiperplanos) se denomina anchura de K en la dirección u, y se representa por ω(K,u).
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Otro concepto importante en convexidad, y muy en particular para el trabajo que vamos a

desarrollar en esta memoria, es el de separación de conjuntos. Sean K y L dos subconjuntos cua-

lesquiera de Rn. Se dice que un hiperplano H separa K y L, si K ⊂ H− y L ⊂ H+, o viceversa (en

el sentido más general, es decir, pudiendo incluso estar uno de los conjuntos contenido en el propio

hiperplano). H se denomina entonces hiperplano de separación de K y L. Un estudio minucioso de

éstos y otros conceptos y resultados básicos en convexidad puede consultarse en [24].

1.1.1. Medidas asociadas a un conjunto convexo

Existen muy diversas magnitudes que miden caracteŕısticas geométricas de los conjuntos, aun-

que las medidas más estudiadas clásicamente son el volumen (área, en el caso del plano), el área de

superficie (peŕımetro en R2), el diámetro, la anchura mı́nima, el inradio y el circunradio. Recordemos

brevemente cómo se definen estas medidas.

El volumen V (K) (A(K) para el área) es la medida de Lebesgue n-dimensional del conjunto.

El área de superficie S(K) (p(K) para el peŕımetro) es el ĺımite de las áreas de superficie de

cualquier sucesión de politopos convexos (esto es, la envoltura convexa de un número finito

de puntos) que converjan al conjunto K, siendo el área de superficie de un politopo la suma

de las medidas (n−1)-dimensionales de sus caras. Esta definición tiene perfecto sentido, pues

es un hecho conocido que cualquier conjunto convexo puede aproximarse (en el sentido de la

métrica de Hausdorff) por politopos.

La anchura mı́nima ω(K) es el mı́nimo de las distancias entre dos hiperplanos soporte a K

paralelos, es decir, ω(K) := mı́n
{

ω(K,u) : u ∈ Sn−1
}

.

El diámetro D(K) es el máximo de las distancias entre dos puntos cualesquiera de K, esto

es, D(K) := máx
{

d(x, y) : x, y ∈ K
}

. Es fácil ver que D(K) = máx
{

ω(K,u) : u ∈ Sn−1
}

.

Entre todas las bolas que contienen a un conjunto convexo K, existe una (única) que tiene

radio mı́nimo denominada circumbola (circunćırculo en el caso plano) de K, cuyo radio recibe

el nombre de circunradio de K. En lo que sigue, representaremos por CK el circunćırculo de

K, por RK su circunradio y por x0 su circuncentro (esto es, el centro de CK).

Entre todas las bolas contenidas en un conjunto convexo K, aquéllas que tienen radio máximo

se denominan imbolas (inćırculos en el caso plano) de K. Tal valor del radio recibe el nombre

de inradio de K. De ahora en adelante, siempre representaremos por c
K

el (cualquier) inćırculo

de K, por r
K

su inradio y por y0 su incentro (esto es, el centro de c
K

).

Una propiedad importante y extremadamente útil de los conjuntos convexos es que los puntos

comunes a la frontera de K y a su circumbola se distribuyen en la superficie de la misma de tal modo

que no están situados todos ellos en el mismo hemisferio (véase [4, p. 59]); es decir, el circuncentro

pertenece a la envoltura convexa de tales puntos. Y rećıprocamente; una bola que contenga al
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conjunto K y que verifique la propiedad anterior va a ser, necesariamente, la circumbola de K. En

el caso del plano, esta propiedad se traduce en que ∂K debe contener, o bien dos puntos de ∂CK

diametralmente opuestos, o bien tres puntos de ∂CK que forman un triángulo acutángulo.

Para las imbolas ocurre algo similar: los puntos comunes a la frontera de K y a cualquiera de sus

imbolas se distribuyen en su superficie de tal modo que no están situados en el mismo hemisferio

(véase [4, p. 59]); es decir, el correspondiente incentro pertenece a la envoltura convexa de tales

puntos. Y aún más, una bola verificando esta propiedad, y que esté contenida en K, es una imbola

de K. De nuevo, en dimensión 2, esta propiedad se traduce en que ∂K contiene, o bien dos puntos

de ∂c
K

diametralmente opuestos, o bien tres puntos de ∂c
K

que forman un triángulo acutángulo.

6

r
K

D(K)

ω(K)

RK

?

x0
y0 c

K

CK

Figura 1.1: El diámetro, la anchura ḿınima, el circunradio y el inradio de K.

Dado que nosotros vamos a desarrollar todo nuestro trabajo en el plano, a partir de este momento

hablaremos siempre de área, peŕımetro, circunćırculo e inćırculo.

Finalmente, un último apunte sobre la notación que seguiremos. Dados dos puntos P y Q del

plano eucĺıdeo, representaremos por PQ la recta que éstos determinan; por PQ el segmento de recta

que los une; y por
z {
PQ cualquier arco de circunferencia que tenga a P y Q como extremos. Además,

si P y Q se sitúan sobre una circunferencia (centrada en un cierto punto c), denominaremos ángulo

central para P y Q al ángulo que éstos determinan respecto a su centro, es decir, al ángulo ∡(PcQ).

1.2. El anillo ḿınimo. Un poco de historia

Se define un anillo con centro c ∈ Rn y radios 0 ≤ r ≤ R como el conjunto cerrado

A(c, r,R) :=
{

x ∈ Rn : r ≤ d(x, c) ≤ R
}

;

es decir, el formado por los puntos comprendidos entre las esferas (concéntricas) de centro c y

radios r y R, valores que se denominan, respectivamente, radio interior y radio exterior del anillo.

Análogamente, las bolas que lo delimitan reciben el sobrenombre de interior y exterior, y las

representaremos por cr y CR, respectivamente. Además, llamaremos espesor o anchura de un anillo

A(c, r,R) a la diferencia R − r entre sus radios exterior e interior.
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Si K es un compacto del plano eucĺıdeo (no necesariamente convexo) y x ∈ K, es conocido que,

entre todos los ćırculos de centro x contenidos en K, existe uno que tiene radio máximo rx (véase,

por ejemplo, [4, p. 59–60]); de la misma forma, entre todos los ćırculos de centro x que contienen a

K, existe uno con radio mı́nimo Rx. Aśı pues, para cada x ∈ K, siempre existe un anillo A(x, rx, Rx)

con espesor mı́nimo que contiene a ∂K. Por otro lado, es evidente que el conjunto de los números

reales {Rx − rx}x∈K está acotado inferiormente; en consecuencia, como K es compacto, podemos

asegurar la existencia de un punto c ∈ K donde la función Rx − rx alcanza su mı́nimo:

R − r := Rc − rc = mı́n{Rx − rx : x ∈ K}.

Aśı pues, A(c, r,R) es el anillo que, centrado en un punto de K, contiene a ∂K y tiene espesor

mı́nimo. Este anillo se denomina anillo mı́nimo de K. Una de las medidas geométricas en la que

estamos interesados es, precisamente, el espesor del anillo mı́nimo, aunque, obviamente, fijar el

espesor es equivalente a fijar el propio anillo (salvo dilataciones).

Si el compacto K ⊂ R2 es además convexo, entonces el anillo mı́nimo es único (volveremos sobre

esta propiedad en breve, véase [3]). Aśı, de ahora en adelante, y salvo que se indique expresamente

lo contrario, representaremos por A(c, r,R) el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo plano K, donde

c, r y R denotarán, respectivamente, su centro, radio del ćırculo interior y radio del ćırculo exterior.

1.2.1. El origen del anillo ḿınimo

Para conjuntos planos formados por una cantidad finita de puntos, el anillo mı́nimo fue conside-

rado por primera vez por D’Ocagne en 1884 (véase [5]), siendo ésta la primera referencia conocida

en la literatura sobre dicho objeto. En 1921, Lebesgue (véase [14]) utilizó este concepto a la hora

de resolver cierto problema relacionado con aproximaciones de Tchebychev.

Pero en lo que a curvas planas arbitrarias se refiere, el anillo mı́nimo fue introducido por Bon-

nesen en 1924, en su trabajo [2], donde estudió ciertas propiedades del mismo (que estableceremos

a continuación) con la idea de afinar la desigualdad isoperimétrica clásica en el plano eucĺıdeo. De

manera más precisa, demostró que el mı́nimo del déficit isoperimétrico p2/(4π)−A se alcanza para

el cuerpo convexo que se muestra en la figura 1.2:

Figura 1.2: Conjunto convexo que minimiza el déficit isoperimétrico.
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esto es, el conjunto formado por dos segmentos de recta paralelos, soportes al ćırculo interior, y

cuatro arcos de circunferencia congruentes, de radio adecuado, que tocan la frontera del ćırculo

exterior. A partir de este resultado, Bonnesen dedujo la siguiente versión de la desigualdad isope-

rimétrica, conocida como la desigualdad de Bonnesen:

p2 − 4πA ≥ 4π(R − r)2. (1.1)

Respecto a la cota superior, Favard demostró en 1929 (véase [8]) que el déficit isoperimétrico se

maximiza para un cierto poĺıgono circunscrito al ćırculo interior del anillo mı́nimo, y cuyos vértices,

excepto a lo sumo uno, se encuentran sobre la frontera del ćırculo exterior.

En 1927, Kritikos (véase [13]) hab́ıa extendido el concepto de anillo mı́nimo al espacio tridi-

mensional, estudiando nuevas propiedades, válidas también para el plano.

Las propiedades clásicas del anillo ḿınimo

En [3, p. 45–52], Bonnesen realiza una exposición sistemática de las propiedades mencionadas

anteriormente que caracterizan el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo, tanto en el plano como

en el espacio, incorporando los trabajos de Kritikos y de Lebesgue. A continuación, enunciamos y

comentamos tales propiedades.

(P1) Cada una de las circunferencias ∂cr y ∂CR toca la frontera ∂K en, al menos, dos puntos.

En [28] y [29], Zucco estudia el “tamaño”, en el sentido de las categoŕıas de Baire, de la familia

de los conjuntos convexos cuya frontera toca, exactamente, a (n + 2)/2 puntos en cada una

de las circunferencias del anillo mı́nimo. Recordemos que un conjunto es de primera categoŕıa

de Baire (también llamado magro), si es una unión numerable de conjuntos nunca-densos (un

conjunto es nunca-denso si su clausura tiene interior vaćıo). Se dice entonces que la mayoŕıa

de los cuerpos convexos verifican una cierta propiedad, si el conjunto de elementos que no la

cumplen es de primera categoŕıa. Todas estas definiciones tienen sentido en el contexto de

los conjuntos convexos ya que el espacio de los cuerpos convexos con la llamada métrica de

Hausdorff es un espacio de Baire. No entramos aqúı en en más detalles, dado que no vamos a

hacer uso alguno de estos conceptos a lo largo de la memoria. Para un estudio más exhaustivo

de la métrica de Hausdorff y sus propiedades puede consultarse [24].

Zucco demuestra en [28] que la mayoŕıa de los cuerpos convexos planos tienen en común

con cada una de las circunferencias ∂cr y ∂CR, exactamente, dos puntos. En [29], generaliza

el resultado anterior a dimensión arbitraria, concluyendo aśı que la mayoŕıa de los cuerpos

convexos en Rn tocan la frontera de su anillo mı́nimo en, exactamente, n + 2 puntos.

(P2) Los conjuntos ∂cr ∩ ∂K y ∂CR ∩ ∂K no pueden separarse.

La formulación original de esta propiedad se realizó en términos de la distribución que deb́ıan

presentar las proyecciones de los puntos de ∂K ∩ ∂CR, en el ćırculo interior. Concretamente,
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en [3] se demuestra que “el conjunto A de aquellos puntos de la frontera del cuerpo que están

en la esfera exterior, y el conjunto I de los puntos de la frontera del cuerpo que están en

la esfera interior, verifican la siguiente propiedad: la proyección de A, respecto al centro del

anillo mı́nimo, sobre la esfera interior, es un conjunto de puntos que no puede separarse de I

mediante ningún hiperplano”. La demostración de esta propiedad proviene de [13].

(P3) El anillo mı́nimo asociado a un cuerpo convexo es único.

La unicidad del anillo mı́nimo cuando se asume la hipótesis de convexidad fue demostrada

por Bonnesen en el caso del plano (véanse [2] y [3]), y por Kritikos en R3 (véase [13]). Hay

que esperar hasta 1988 para encontrar una prueba de este hecho en el espacio eucĺıdeo de

dimensión arbitraria (Bárány, [1], donde se caracteriza además el centro del anillo mı́nimo

en términos geométricos), lo que nos da una idea de la dificultad que conlleva el estudio del

anillo mı́nimo en Rn.

El anillo mı́nimo de un conjunto no convexo (compacto), no es, en general, único, ni el

conjunto tiene necesariamente dos puntos de contacto con cada una de las circunferencias

que forman el anillo. Aśı pues, la hipótesis de convexidad es fundamental, tanto en ésta, como

en la propiedad (P1). En [3], Bonnesen construye algunos contraejemplos a este respecto.

Veamos uno de ellos. Consideremos el conjunto U formado por la unión de dos ćırculos con

igual radio, tangentes exteriormente en un punto (véase la figura 1.3). Claramente, U no es

convexo. Además, cualquier punto del segmento que une los centros de dichos ćırculos (excepto

el punto medio, donde se tocan ambas circunferencias) es centro de un anillo mı́nimo de U

(evidentemente, todos ellos de igual espesor: el diámetro de cualquiera de los ćırculos que

componen U ; véase la figura 1.3).

R

r

R

r

c

c

Figura 1.3: Un conjunto plano U no convexo, cuyo anillo ḿınimo no es único y que no cumple la propiedad (P1).

Obsérvese además que, salvo que c coincida con el centro de uno de los ćırculos de U , la

frontera ∂U sólo tiene un punto en común con la circunferencia exterior del anillo, y otro con

la circunferencia interior, por lo que tampoco se verifica la propiedad (P1).

(P4) El anillo mı́nimo de un cuerpo convexo es el único anillo que contiene a ∂K y que verifica

las propiedades (P1) y (P2) anteriores.
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Además, Bonnesen señala en la citada obra que, en el plano (respectivamente, en el espacio), el

anillo mı́nimo es también el anillo con menor área (respectivamente, volumen) entre todos los que

contienen a ∂K; en 1974, Vincze (véase [26]) concluye que el anillo mı́nimo también es el único que

minimiza la razón R/r.

1.2.2. El anillo ḿınimo en otros contextos más generales

Recientemente, han aparecido trabajos de gran interés, en los cuales se estudia el anillo mı́nimo

de un cuerpo convexo en contextos más amplios. A continuación, vamos a exponer brevemente el

tipo de resultados que se obtienen en los mismos.

Por ejemplo, Peri y Zucco introducen en [20], para el plano eucĺıdeo, el concepto más general

de anillo convexo mı́nimo, el cual se construye sustituyendo el ćırculo por un cuerpo plano L,

estrictamente convexo, con frontera diferenciable, y con el origen como un punto interior; aśı,

dados x ∈ R2 y 0 < λ1 ≤ λ2, definen un anillo convexo asociado a L como la región comprendida

entre x + λ1∂L y x + λ2∂L, y el anillo convexo mı́nimo de un cuerpo K como el anillo convexo

que contiene a K, tal que la diferencia λ2 − λ1 es mı́nima. En el citado trabajo, demuestran que

este nuevo anillo mı́nimo existe y es único (propiedad (P3)), aśı como la veracidad de la propiedad

(P1). Finalmente, prueban que, al igual que en el caso del ćırculo, la mayoŕıa de los cuerpos

convexos planos tienen en común, con cada componente de la frontera del anillo convexo mı́nimo,

exactamente, dos puntos.

En [18] y [19], Peri y Vassallo obtienen nuevas propiedades del anillo convexo mı́nimo de un

cuerpo convexo plano, definido en [20]. Por ejemplo, demuestran que este anillo no tiene, necesa-

riamente, área mı́nima, aunque śı minimiza otros funcionales.

En [16], Peri extiende el concepto de anillo convexo mı́nimo introducido en [20] a Rn, y demuestra

análogos resultados: las propiedades (P1), (P2) y (P3), aśı como el hecho de que la mayoŕıa de

los cuerpos convexos en Rn tocan la frontera de su anillo convexo mı́nimo en, exactamente, n + 2

puntos. Por tanto, se generalizan los trabajos de Kritikos [13], Bárány [1] y Zucco [29].

Al igual que Bonnesen trabaja con el anillo mı́nimo y sus propiedades para afinar la desigualdad

isoperimétrica clásica, Peri, Wills y Zucco utilizan en [21] el anillo convexo mı́nimo y los resultados

obtenidos en [20] con la intención de mejorar la conocida desigualdad

A(K) − 2A(K,L)t + A(L)t2 ≤ 0, t ∈
[

r(K,L), R(K,L)
]

, (1.2)

generalización de Blaschke de la famosa desigualdad de Bonnesen (1.1) (aqúı, A(K,L) es el área

mixta, r(K,L) el inradio relativo y R(K,L) el circunradio relativo); cuando L es un ćırculo, (1.2)

se transforma en

A(K) − p(K)t + πt2 ≤ 0, r ≤ t ≤ R,

equivalente a (1.1).
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Todo el trabajo de [17] se desarrolla en la Geometŕıa de Minkowski: dado un cuerpo convexo K

en el espacio eucĺıdeo Rn, centralmente simétrico respecto al origen de coordenadas, se considera Rn

equipado con la norma ‖·‖K asociada a K; K es entonces la bola unidad en el espacio de Minkowski

n-dimensional. El propósito de dicho trabajo es caracterizar el anillo convexo mı́nimo asociado a

la bola K desde otros puntos de vista, resultados que se utilizarán para estudiar desigualdades de

tipo Bonnesen en la Geometŕıa de Minkowski.

Los últimos trabajos conocidos relacionados con el anillo mı́nimo se deben a Moszyńska, [15], y

Juhnke y Sarges, [12]. En el primero de ellos se discute la relación existente entre el anillo mı́nimo de

una suma directa y el anillo mı́nimo de los sumandos. En el segundo, se caracterizan propiedades del

anillo mı́nimo de cuerpos convexos en Rn, utilizando el concepto de función soporte para reformular

el problema geométrico como un problema de optimización lineal semi-infinita.

1.3. El estudio de las desigualdades geométricas

Las desigualdades juegan un importante papel en muy diversas ramas de las matemáticas, y en

especial en Geometŕıa; no sólo por el interés que presentan en śı mismas, sino por su aplicación y

su contribución a la comprensión de muy diversos aspectos geométricos.

Aśı, durante muchos años, los matemáticos han estado interesados en el estudio de las des-

igualdades que relacionan las distintas magnitudes geométricas de un conjunto convexo (plano),

principalmente las ya conocidas área, peŕımetro, diámetro, anchura mı́nima, circunradio e inradio,

y teniendo especial interés, en la mayoŕıa de los casos, la determinación de sus conjuntos extremales

(esto es, aquellos conjuntos para los que se alcanza la igualdad en la desigualdad correspondiente).

Los conjuntos extremales, cuando este tipo de medidas geométricas entran en juego, son figuras cu-

ya frontera está formada siempre por segmentos de rectas y arcos de circunferencia. A continuación

mostramos y definimos los más usuales:

Los conjuntos de anchura constante (entre los que destacan los poĺıgonos de Reuleaux):

aquéllos cuerpos convexos cuya anchura es igual en todas direcciones. Este tipo de figuras

presentan propiedades muy significativas, como por ejemplo, el hecho de que el inćırculo y

el circunćırculo de un conjunto de anchura constante ω sean siempre concéntricos, siendo la

suma de sus radios igual a ω; o que todos tengan igual peŕımetro πω.

Los conjuntos de Yamanouti: envoltura convexa de un triángulo equilátero y tres arcos de

circunferencia de radio menor o igual que la longitud del lado, centrados en cada uno de los

vértices del triángulo.

Los cap-bodies: envoltura convexa de un ćırculo y un número finito de puntos exteriores a él

tales que el segmento que une cualquier par de estos puntos interseca la circunferencia. Estos

puntos se suelen denominar sus vértices.
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Los segmentos de ćırculo: intersección de un ćırculo y dos rectas que se cortan fuera del mismo

(o en su frontera); si las rectas que lo determinan son paralelas y equidistan de su centro,

hablamos de segmento de ćırculo simétrico.

Los triángulos: principalmente los equiláteros e isósceles (estos últimos, con ángulo desigual

menor o igual que π/3).

Triángulo de Reuleaux Conjunto de anchura constante Conjunto de Yamanouti

Cap-body Segmento de Cı́rculo Triángulo Isósceles

Figura 1.4: Algunos de los conjuntos extremales más usuales.

1.3.1. Desigualdades relacionando dos magnitudes geométricas

Si se consideran dos magnitudes de las anteriormente citadas, digamos X e Y , y se pretende

maximizar (minimizar) la medida Y para cada valor fijo de X, el problema consiste en determinar

una función φ(X) de forma que la desigualdad Y ≤ φ(X) (respectivamente, Y ≥ φ(X)) siempre

se verifique, y de manera que, para cada valor de X positivo, exista un conjunto convexo para el

que se alcance la igualdad. Se puede demostrar fácilmente que la función φ es monótona creciente,

y por tanto, el problema mencionado es equivalente al de determinar el mı́nimo (respectivamente,

máximo) de X para cada valor de Y dado. Un claro ejemplo de esta situación lo tenemos en la

conocida desigualdad isoperimétrica, p2 ≥ 4πA, donde φ(p) = p2/(4π).

La tabla que se expone a continuación recoge todas las desigualdades existentes (obsérvese que

no pueden haber más) relacionando dos de las seis medidas geométricas clásicas (véase, por ejemplo,

[4, §10]). En la columna de la derecha se indica cuál es el conjunto extremal para la desigualdad

correspondiente, conjuntos que se muestran en la figura 1.4.
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Casos Desigualdades Igualdad

(A, p) 4πA ≤ p2 Cı́rculo (p, r
K

) 2πr
K
≤ p Cı́rculo

(A, D) 4A ≤ πD2 Cı́rculo (D, ω) ω ≤ D Anchura Constante

(A, ω) ω2 ≤
√

3A Triáng. Equilátero (D, RK) D ≤ 2RK O-Simétricos

(A, RK) A ≤ πR2
K

Cı́rculo
√

3RK ≤ D Conj. de Yamanouti

(A, r
K

) πr2

K
≤ A Cı́rculo (D, r

K
) 2r

K
≤ D Cı́rculo

(p, D) p ≤ πD Anchura Constante (ω, RK) ω ≤ 2RK Cı́rculo

2D ≤ p Segmentos (ω, r
K

) ω ≤ 3r
K

Triáng. Equilátero

(p, ω) πω ≤ p Anchura Constante 2r
K
≤ ω O-Simétricos

(p, RK) p ≤ 2πRK Cı́rculo (RK , r
K

) r
K
≤ RK Cı́rculo

4RK ≤ p Segmentos

Tabla 1.1: Desigualdades relacionando dos magnitudes geométricas en el plano eucĺıdeo.

Obsérvese que, únicamente en cuatro de estos quince casos se obtienen ambas cotas, superior

e inferior, para la magnitud correspondiente (es decir, dos desigualdades no triviales). En todos

los demás, la “segunda” desigualdad se reducirá a una de las dos siguientes afirmaciones obvias:

o bien la magnitud del lado izquierdo de la desigualdad correspondiente es siempre mayor o igual

que cero, o bien la magnitud del lado derecho es siempre menor que infinito.

1.3.2. Desigualdades relacionando tres magnitudes geométricas

Las desigualdades que relacionan más de dos magnitudes son, lógicamente, más dif́ıciles de ob-

tener, siendo uno de los problemas más estudiados encontrar los conjuntos convexos que maximizan

o minimizan una magnitud Z, cuando se fijan otras dos medidas, digamos X e Y . La solución a

una pregunta de este tipo, como ya sabemos, se expresa por medio de desigualdades de la forma

φ(X,Y ) ≤ Z ≤ ϕ(X,Y ).

Pero en este caso, el problema adquiere un mayor interés cuando la igualdad, para una desigualdad

en concreto Z ≶ ϕ(X,Y ), no se alcanza para una única figura, sino para una familia continua de

conjuntos; en tal caso, la desigualdad Z ≶ ϕ(X,Y ) establece cuál es el máximo (o el mı́nimo) valor

de Z para cada par de valores posibles que pueden tomar las magnitudes X e Y (llamaremos a

estas desigualdades óptimas). Existen numerosas referencias para este tipo de desigualdades, como

por ejemplo, [4, 23, 25, 27].

Si se consideran tres de las seis magnitudes geométricas clásicas, aparecen un total de veinte

casos posibles. Realmente existen numerosas desigualdades relacionando ternas de estas medidas,

aunque las que presentan un mayor interés, como ya hemos comentado, son las óptimas: aquéllas

que nos dicen, para cada par de valores posibles de dos de ellas, cuál es máximo y el mı́nimo de la

tercera. Nos interesan por tanto aquellas desigualdades para las cuales la igualdad se alcanza para

una familia continua de conjuntos.
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Dado que son muchas las desigualdades conocidas hasta el momento para las 20 ternas posibles

de medidas geométricas, en el siguiente esquema presentamos sólo aquellas relaciones en las que

entran en juego el circunradio y el inradio, pues son éstas las que van a guardar una estrecha relación

con los problemas de los que nos ocupamos en la memoria. Todav́ıa quedan numerosos problemas

abiertos a este respecto, es decir, hay muchas desigualdades que aún nos son desconocidas. En [22]

se ha llevado a cabo un estudio sistemático de este tema, y en dicho trabajo se recogen todos los

resultados conocidos hasta la fecha, aśı como las referencias donde pueden consultarse los mismos.

En la columna de la derecha se indica cuál es el conjunto extremal para la desigualdad corres-

pondiente, conjuntos que se muestran en la figura 1.4.

Desigualdades Condición Igualdad

Caso (A, RK , r
K

):

A ≤ 2
(

r
√

R2
K
− r2

K
+ R2

K
arc sen

r
K

RK

)

Segmentos de Cı́rculo Simétricos

A ≥ 2r
K

(√

R2
K
− r2

K
+ r arc sen

r
K

RK

)

2-Cap-Bodies Simétricos

Caso (p, RK , r
K

):

p ≤ 4
(√

R2
K
− r2

K
+ RK arc sen

r
K

RK

)

Segmentos de Cı́rculo Simétricos

p ≥ 4
(√

R2
K
− r2

K
+ r

K
arc sen

r
K

RK

)

2-Cap-Bodies Simétricos

Caso (D, RK , r
K

):

D ≤ 2RK Conjuntos Centralmente Simétricos

D ≥ RK + r
K

r
K
≤ RK ≤

√

3+1

2
r
K

Conjuntos de Anchura Constante

D ≥
√

3RK

√

3+1

2
r
K
≤ RK ≤ 2r

K
Conjuntos de Yamanouti

(D2 − 2RKr
K

)
√

4R2
K
− D2 ≤ 4R2

K
r
K

2r
K
≤ RK Triángulos Isósceles

Caso (ω, RK , r
K

):

ω ≤ RK + r
K

r
K
≤ RK ≤ 2r

K
Conjuntos de Anchura Constante

(4r
K
− ω)(ω − 2r

K
)RK ≤ 2r3

K
2r

K
≤ RK Triángulos Isósceles

ω ≥ 2r
K

Conjuntos Centralmente Simétricos

Tabla 1.2: Desigualdades relacionando ternas de magnitudes geométricas en el plano eucĺıdeo.

Uno de los puntos fundamentales en la demostración de cualquier desigualdad es probar la exis-

tencia de los conjuntos extremales, algo que, en principio, no está siempre asegurado ni es evidente;

de hecho, si se presupone siempre su existencia, se puede incurrir en verdaderas contradicciones

(uno de los ejemplos clásicos a este respecto es el conocido problema de Kakeya, véase [6]).

Sin embargo, en el caso de este tipo de desigualdades, y debido a la continuidad de las magni-

tudes y las relaciones que entran en juego, la existencia de los conjuntos extremales está siempre

asegurada por el teorema de selección de Blaschke: “cualquier familia infinita uniformemente aco-
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tada de conjuntos convexos compactos contiene una subfamilia que converge a un conjunto convexo

compacto” (véase [24]). En efecto, es fácil ver que la familia de los cuerpos convexos que tienen

fija cualquiera de las medidas anteriores (el área, el peŕımetro...) está uniformemente acotada; por

tanto, el teorema de selección de Blaschke y la continuidad de los funcionales aseguran la existencia

de un cuerpo convexo que maximiza o minimiza la magnitud correspondiente.

Es por todo ello que, en todos los resultados que se obtienen a lo largo de la memoria, no nos

ocupamos del estudio de la existencia, pues ésta queda siempre garantizada.

Esta memoria está dedicada al estudio de las desigualdades óptimas, cuando una de las me-

didas que entra en juego es el (espesor del) anillo mı́nimo de un conjunto convexo K. Hasta el

momento, sólo los casos del área y el peŕımetro han sido resueltos (véase [7]). Aśı, comenzaremos el

estudio que nos hemos propuesto obteniendo todas las relaciones existentes entre el anillo mı́nimo

de K y cada una de las seis magnitudes geométricas clásicas asociadas al mismo. De forma más

precisa, determinaremos todas las cotas posibles (superiores e inferiores) para, además de A y p (ya

conocidas), D, ω, RK y r
K

, cuando suponemos que el anillo mı́nimo de K está fijo.

Obsérvese, por otro lado, que si el circunćırculo y el inćırculo de un cuerpo convexo K son

concéntricos, desde luego éstos determinan el anillo mı́nimo del conjunto (como por ejemplo, en

el cuadrado, véase la figura 1.5). Pero no siempre tiene por qué ocurrir tal cosa; de hecho, puede

darse cualquiera de las otras posibilidades: CK ≡ CR y c
K
6≡ cr, c

K
≡ cr y CK 6≡ CR, o CK 6≡ CR y

c
K
6≡ cr. En la figura 1.5 se muestran ejemplos para la casúıstica completa.

CK ≡ CR y c
K
≡ cr CK ≡ CR y c

K
6≡ cr CK 6≡ CR y c

K
≡ cr CK 6≡ CR y c

K
6≡ cr

Figura 1.5: El circunćırculo, el inćırculo y los ćırculos del anillo ḿınimo.

Es por ello que hemos prestado una atención especial al comportamiento del circunćırculo y

el inćırculo de un cuerpo convexo con respecto a los ćırculos de su anillo mı́nimo. Aśı, en los dos

últimos caṕıtulos de la memoria, estudiaremos la relación existente entre el anillo mı́nimo y el

circunćırculo (caṕıtulo 3) o el inćırculo (caṕıtulo 4); esto conllevará la determinación de todas las

desigualdades óptimas que involucran el anillo mı́nimo y el circunradio, o el inradio, con el resto

de medidas geométricas del conjunto.
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geométricas clásicas

El anillo ḿınimo y las seis magnitudes

geométricas clásicas

En este caṕıtulo abordamos el estudio de las relaciones existentes entre el anillo mı́nimo de

un cuerpo convexo plano con cada una de las seis magnitudes geométricas clásicas. De forma

más precisa, vamos a determinar todas las cotas posibles (superiores e inferiores) para, el área, el

peŕımetro, el diámetro, la anchura mı́nima, el circunradio y el inradio de un cuerpo convexo, cuando

suponemos que su anillo mı́nimo está fijo.

Como podremos comprobar en breve, cuando se supone fijo el anillo mı́nimo, todas las medidas

geométricas anteriormente citadas están acotadas, tanto superior como inferiormente; es decir, se

tienen dos desigualdades no triviales para cada una de las magnitudes, al contrario de lo que

ocurŕıa cuando se fijaban otras medidas, donde este hecho se daba solamente para cuatro de los

pares posibles: (p,D), (p,RK), (D,RK) y (ω, r
K

), véase la tabla 1.1 del caṕıtulo 1. Esto se debe a

que la condición del anillo mı́nimo determina un gran control sobre los conjuntos convexos, en el

sentido de no permitir conjuntos “alargados”.

Comenzaremos el caṕıtulo demostrando una serie de propiedades del anillo mı́nimo de un cuerpo

convexo en relación con su circunradio y su inradio, que serán muy útiles, tanto en este segundo

caṕıtulo, como en las demostraciones de todos los resultados posteriores que involucran estas dos

medidas. A continuación, entraremos propiamente en el estudio de las relaciones entre el anillo

mı́nimo y las seis magnitudes geométricas clásicas. Todos estos resultados pueden encontrarse,

fundamentalmente, en [11], y alguna propiedad concreta, en [9].
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2.1. Algunos resultados previos

Recordemos las propiedades ya conocidas del anillo mı́nimo (véase [3, p. 45–52]), que han sido

expuestas en la sección 1.2:

(P1) Cada una de las circunferencias ∂cr y ∂CR toca la frontera ∂K en, al menos, dos puntos.

(P2) Los conjuntos ∂cr ∩ ∂K y ∂CR ∩ ∂K no están separados.

(P3) El anillo mı́nimo asociado a un cuerpo convexo es único.

(P4) El anillo mı́nimo de un cuerpo convexo es el único anillo que contiene a ∂K y que verifica

las propiedades (P1) y (P2) anteriores.

Con los siguientes lemas demostramos una serie de propiedades, tanto del propio anillo mı́nimo,

como de su relación con el circunradio y el inradio de un cuerpo convexo. Éstas serán de utilidad

posteriormente. Comencemos estudiando algunas propiedades generales de A(c, r,R).

Lema 2.1.1 ([11]). Si K es un cuerpo convexo plano con anillo mı́nimo A(c, r,R), se verifican las

propiedades siguientes:

(a) Existen puntos P,Q ∈ ∂CR∩∂K cuyo ángulo central α = ∡(PcQ) verifica α ≥ 2 arc cos(r/R).

(b) K contiene un 2-cap-body formado por la envoltura convexa de dos puntos de ∂CR ∩ ∂K y el

ćırculo cr, cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R).

(c) K está contenido en un segmento del ćırculo CR determinado por dos rectas soporte a cr,

cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R).

Demostración. (a) Cualquier recta soporte a cr corta a ∂CR en dos puntos P y Q cuyo ángulo

central es, precisamente, 2 arc cos(r/R). Si todo par de puntos de ∂CR ∩ ∂K formaran entre śı un

ángulo central menor que 2 arc cos(r/R), dichos puntos estaŕıan en el interior del menor arco de

∂CR que determinan P y Q; la recta PQ separaŕıa cr de los puntos en cuestión, en contra de la

propiedad (P2), como se muestra en la figura 2.1.

R

r

c

P Q

Figura 2.1: Existen puntos cuyo ángulo central es mayor o igual que 2 arc cos(r/R).
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(b) Se trata de una consecuencia inmediata del apartado (a), pues éste nos asegura que la

envoltura convexa conv{cr, P,Q} es, en efecto, un 2-cap-body.

(c) Por la propiedad (P1) existen, al menos, dos puntos C,D ∈ ∂cr ∩ ∂K, de manera que las

rectas soporte a cr en dichos puntos determinan sobre CR un cuerpo convexo que debe contener a

K. Si las dos rectas soporte son paralelas o su punto de corte se encuentra en el exterior del ćırculo

CR, ambas rectas determinan sobre CR un segmento de ćırculo que, claramente, contiene al cuerpo

K; si el punto de corte está en ∂CR, uno de los arcos del segmento de ćırculo se reduce a un punto

(véase la figura 2.2).

(a) (b)

c

D

C

c

D

C

Figura 2.2: Posiciones de rectas soporte a cr en puntos de ∂cr ∩ ∂K.

Si por último, el punto de intersección está en el interior de CR, ambas rectas determinan sobre

∂CR un arco
z {
AB que, según la propiedad (P1), debe contener al menos dos puntos S, T ∈ ∂CR∩∂K

(que pueden coincidir con A y B o con uno de ellos) formando, por el apartado (a) de este lema,

un ángulo central α ≥ 2 arc cos(r/R) (véase la figura 2.3).

c

D

C

A

B

S

T

E

Figura 2.3: K está contenido en un segmento del ćırculo CR.

Observemos que, por la construcción realizada, el arco
z {
AB de ∂CR está separado del arco

z {
CD.

En consecuencia, según la propiedad (P2), debe existir un punto E ∈ ∂cr ∩ ∂K en el arco de ∂cr

que determinan las rectas tangentes a dicha circunferencia que pasan por S y T , respectivamente.

La recta soporte a cr en E forma con las soporte en C o D el segmento de ćırculo deseado.
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El siguiente lema establece algunas propiedades que relacionan el anillo mı́nimo de un cuerpo

convexo con su circunradio. Pensando en una mejor visualización de las figuras, de ahora en adelante

vamos a representar con trazo discontinuo las fronteras, tanto de la circumbola como de la imbola,

mientras que las circunferencias que determinan el anillo tendrán trazo continuo.

Lema 2.1.2 ([11]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunćırculo CK . Se

verifican las siguientes propiedades:

(1) RK ≤ R.

(2) O bien CR y CK coinciden, o bien ∂CR ∩ ∂CK tiene exactamente dos puntos que llamaremos

A y B.

(3) cr ⊂ K ⊂ CR ∩ CK .

(4) Si CK 6≡ CR, los puntos {A,B} = ∂CR ∩ ∂CK forman un ángulo central α que verifica la

condición α ≥ 2 arc cos(r/R).

(5) El arco
z {
AB de ∂CK que está contenido en CR, no puede ser más pequeño que una semicircun-

ferencia (de ∂CK). Esto implica, en definitiva, que la recta AB siempre se sitúa por debajo

del circuncentro x0.

(6) La recta tangente a ∂cr paralela y más cercana al segmento AB, corta a ∂CR en dos puntos

que llamaremos A′ y B′, de tal manera que existe, al menos, un punto P de ∂CR ∩ ∂K en

alguno de los arcos
z {
AA′ o

z {
BB′.

Si suponemos, por ejemplo, que P se encuentra en el arco
z {
AA′, entonces existe otro punto

Q ∈ ∂CR ∩ ∂K, Q 6= P , en el arco que va de P hasta B, cuyo ángulo central con P verifica

la desigualdad α ≥ 2 arc cos(r/R) de la propiedad (4) anterior; lo mismo ocurre si P está enz {
BB′ (véase la figura 2.4).

0

c

A'
B'

x
A

B
P

Q

Figura 2.4: Existen, al menos, dos puntos P y Q en ∂K ∩ ∂CR.

(7) K contiene el 2-cap-body Kc formado por la envoltura convexa de cr y los puntos P y Q

obtenidos en la propiedad (6) anterior, el cual tiene como anillo mı́nimo A(c, r,R).
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(8) El 2-cap-body Kc señalado en (7) determina sobre ∂cr dos arcos (uno de los cuales puede

reducirse a un punto en el caso de que el segmento PQ sea tangente a ∂cr), en cada uno de

los cuales hay, al menos, un punto de ∂K.

(9) K está contenido en la intersección de CK con el segmento del ćırculo CR determinado por

las rectas soporte a cr en los puntos de ∂cr ∩ ∂K de la propiedad (8) anterior.

Demostración. (1) Se trata de una consecuencia directa de la definición de circunradio.

(2) CK y CR pueden coincidir; basta tomar K como el segmento del ćırculo CR formado por dos

rectas soporte a cr paralelas. Si CK y CR no coinciden, observemos que, aunque RK ≤ R,

como K ⊂ CK y K ⊂ CR, se tiene que CR ∩CK es no vaćıo, y además CK no está contenido

en CR puesto que, según la propiedad (P1), ∂CR ∩ ∂K contiene al menos dos puntos. Por

tanto ∂CR ∩ ∂CK contiene, exactamente, dos puntos.

(3) Se deduce de las definiciones de circunćırculo y anillo mı́nimo.

(4) Como K ⊂ CR ∩ CK , el conjunto ∂CR ∩ ∂K (no vaćıo por (P1)), está contenido en el arco

de ∂CR que determinan los puntos A y B de la propiedad (2) anterior. Si el ángulo central

que forman estos dos puntos es menor que 2 arc cos (r/R), no se cumpliŕıa la condición (a)

del lema 2.1.1, lo cual es imposible (véase la figura 2.5).

(a) (b)

0 0

c

x

A B

c

x

A B

Figura 2.5: El ángulo central que forman los puntos de A, B ∈ ∂CR ∩ ∂CK es mayor o igual que 2 arc cos (r/R).

(5) Como CK es el circunćırculo de K, ya sabemos que el conjunto ∂K ∩ ∂CK debe contener,

o bien dos puntos de ∂CK diametralmente opuestos, o bien tres puntos de ∂CK que forman

un triángulo acutángulo; como ∂K ∩ ∂CK ⊂
z {
AB ⊂ ∂CK ⊂ CR, ambos casos implican que el

arco
z {
AB es, como mı́nimo, una semicircunferencia de ∂CK .

(6) Es una aplicación inmediata del lema 2.1.1 y de la propiedad (4) anterior.

(7) Es consecuencia inmediata de la propiedad (6) anterior.

(8) Por la propiedad (P1), sabemos que existen, al menos, dos puntos en el conjunto ∂cr ∩ ∂K.

Dicho conjunto ha de estar contenido en los dos arcos de ∂cr que forman la frontera de Kc.

Supongamos que estuviera contenido en el arco de ∂Kc∩∂cr que se encuentra por encima del
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segmento AB; entonces, la recta ℓ paralela a AB que pasa por c separaŕıa ∂cr ∩ ∂K del arcoz {
AB de ∂CR, y por tanto, de ∂CR ∩ ∂K, lo que contradice la propiedad (P2) (véase la figura

2.6(a)). Supongamos ahora que ∂cr ∩ ∂K estuviera contenido en el arco de ∂Kc ∩ ∂cr que se

encuentra por debajo del segmento AB; sean M,N ∈ ∂cr ∩ ∂K los extremos del arco de ∂cr

que contiene a ∂cr ∩∂K (observemos que M 6= N pues existen, al menos, dos puntos distintos

en ∂cr ∩∂K). Entonces K está contenido en la porción de CK ∩CR que determinan las rectas

soporte a cr en M y N . Estas rectas cortan a ∂CR en dos puntos M ′ y N ′, respectivamente.

El segmento MN está por debajo del M ′N ′, luego la propia recta M ′N ′ separaŕıa ∂CR ∩ ∂K

de
z {
MN , y por tanto, de ∂cr ∩ ∂K, en contra de la propiedad (P2) (véase la figura 2.6(b)),

lo que termina la demostración.

l

(a) (b)

0 0

c

x
A

B
P Q

c

x
A B
P Q

M'
N'

M N

Figura 2.6: Existen puntos de ∂K en los arcos de circunferencia de ∂Kc.

(9) Es una consecuencia inmediata de la propiedad (8) anterior.

A partir de este momento y a lo largo de toda la memoria, seguiremos siempre la notación

del lema anterior: A,B representarán los puntos de corte de las circunferencias ∂CK y ∂CR, y

llamaremos además A′, B′ a los puntos intersección de ∂CR con la recta tangente a ∂cr paralela (y

más cercana) al segmento AB, véase la figura 2.4.

Como en el caso del circunradio, el siguiente lema recoge algunas propiedades relacionando el

anillo mı́nimo de un cuerpo convexo con su inradio.

Lema 2.1.3 ([11, 9]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inćırculo c
K
. Se

verifican las siguientes propiedades:

(1) r ≤ r
K
.

(2) conv(cr ∪ c
K

) ⊂ K ⊂ CR.

(3) cr no está contenido estrictamente en c
K
, y las posiciones relativas de c

K
y cr pueden ser las

siguientes (véase la figura 2.7):
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(a) cr ≡ c
K
.

(b) La intersección de sus fronteras contiene exactamente dos puntos.

(c) Sus fronteras son tangentes exteriormente.

(d) No tienen puntos comunes.

0

0 0

(a) (b) (c) (d)

c

y

c

y

c

y

c

S T

P Q

Figura 2.7: Posición de cr y c
K

: (a) cr ≡ c
K

; (b) card(∂cr ∩ ∂c
K

) = 2; (c) card(∂cr ∩ ∂c
K

) = 1; (d) cr ∩ c
K

= ∅.

(4) Si cr no coincide con c
K
, la frontera de conv(cr∪c

K
) está formada por dos segmentos de recta,

PS y QT , y los correspondientes arcos de circunferencia
z {
PQ ⊂ ∂cr y

z {
ST ⊂ ∂c

K
. Entonces,

en cada uno de los arcos
z {
PQ y

z {
ST hay, al menos, un punto de ∂K.

(5) En el arco
z {
PQ ⊂ ∂cr existen dos puntos P ′, Q′ de ∂K (que pueden coincidir con P y Q),

cuyo ángulo central α verifica la condición α ≥ 2 arc cos(r/R).

(6) K contiene un cuerpo convexo K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, con idénticos anillo mı́nimo e

inradio, donde N y M se encuentran, respectivamente, en cada uno de los arcos de ∂CR

determinados por las rectas PS y QT (véase la figura 2.8).

0

c

y

P
Q

S T

N

M

Figura 2.8: Un conjunto K2c contenido en el cuerpo K, con igual anillo ḿınimo e inradio.

Demostración. (1) Es consecuencia de la propia definición de inradio.

(2) Se verifica trivialmente.

(3) cr no está contenido estrictamente en c
K

puesto que, por la propiedad (P1), el conjunto

∂cr ∩ ∂K contiene, al menos, dos puntos. El caso (a) se da, por ejemplo, tomando como
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cuerpo K el 2-cap-body simétrico formado por la envoltura convexa de cr y dos puntos de

∂CR diametralmente opuestos. Es fácil ver que también son factibles las demás posibilidades.

Observemos que si R < 3r sólo se puede dar el caso (b), mientras que si R ≥ 3r nos podemos

encontrar con los casos (c) y (d). Tomando como cuerpo K la envoltura convexa de cr, c
K

y

los puntos intersección de la recta y0c con ∂CR, obtenemos un cuerpo convexo que verifica

las condiciones deseadas (véase la figura 2.7).

(4) El arco
z {
PQ es la única porción de la frontera de cr que no está en el interior de conv(cr ∪ c

K
);

por tanto, los puntos cuya existencia afirma la propiedad (P1) deben estar en dicho arco.

Lo mismo ocurre con
z {
ST respecto de c

K
; dado que en ∂c

K
hay, o bien dos puntos de ∂K

diametralmente opuestos, o bien tres puntos de ∂K que forman un triángulo acutángulo,

tenemos asegurada la existencia de, al menos, dos puntos de ∂K en el arco
z {
ST .

(5) Por el lema 2.1.1(c), K está contenido en un segmento del ćırculo CR determinado por las

rectas soporte a cr en dos puntos P ′, Q′ ∈ ∂cr ∩ ∂K, que han de estar necesariamente en el

arco
z {
PQ. Dichas rectas, o bien se cortan en ∂CR, en cuyo caso el ángulo central de P ′ y Q′ es

2 arc cos (r/R) (véase la figura 2.9), o bien se cortan en el exterior de CR, o bien son paralelas.

En los dos últimos casos, el ángulo central que forman P ′ y Q′ es estrictamente mayor que

2 arc cos (r/R), con lo que se demuestra esta propiedad.

r
r

R

r

0

K

c

y

P'

Q'

Figura 2.9: El ángulo central α que forman P ′, Q′ ∈ ∂K ∩ ∂cr verifica α = 2arc cos (r/R).

(6) Por la propiedad (5) anterior, en el arco
z {
PQ de ∂cr existen, al menos, dos puntos P ′, Q′ ∈ ∂K

cuyo ángulo central es mayor o igual que 2 arc cos (r/R), estando K contenido en el segmento

Ks del ćırculo CR determinado por las rectas soporte a cr en P ′ y Q′ (véase la figura 2.10(a)).

Por otra parte, el lema 2.1.1(b) afirma que K contiene un 2-cap-body, Kc, formado por la

envoltura convexa de cr y dos puntos N,M ∈ ∂CR ∩ ∂K. Este cap-body puede elegirse de

modo que cada uno de sus vértices se sitúe en cada uno de los arcos de circunferencia del

segmento de ćırculo Ks, como justificaremos en breve; aśı por ejemplo, uno de ellos, digamos

N , estará en el arco de ∂Ks “más cercano” a
z {
P ′Q′ (véase de nuevo la figura 2.10(a)), mientras

que el otro, M , se situará en el arco opuesto.
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0

(a)

c

y

P'
Q'

P Q

S
T

N

0

(b)

c

y

P'
Q'

P Q

S
T

N

S'
T'

M

Figura 2.10: Construcción del conjunto K2c = conv{cr ∪ c
K

, N, M} ⊂ K.

Si esto no fuese aśı, se contradiŕıa la propiedad (P2): en efecto, si todos los posibles vértices

que pueden determinar Kc se encontrasen en el arco “inferior” de ∂Ks, la recta PQ separaŕıa

∂cr ∩ ∂K de ∂CR ∩ ∂K, ya que el arco
z {
PQ es la única parte de ∂cr que no está en el interior

de conv (cr ∪ c
K

), y por tanto, donde se sitúan los puntos de ∂cr ∩ ∂K; si todos los posibles

vértices se encontrasen en el arco “superior” de ∂Ks, la recta que une los extremos de dicho

arco separaŕıa ∂CR ∩ ∂K de ∂cr ∩ ∂K.

Además, las posibilidades de movimiento del punto M están aún más restringidas. Veámoslo.

Como c
K

es un inćırculo de K, sabemos que en ∂c
K

existen, o bien dos puntos de ∂K diame-

tralmente opuestos, o bien tres puntos que no se encuentran en un misma semicircunferencia.

Además, en nuestro caso particular, dichos puntos se situarán, concretamente, en el arcoz {
ST . En definitiva, siempre podemos elegir dos puntos S′, T ′ en ∂c

K
∩ ∂K tales que el arcoz {

S′T ′ ⊂
z {
ST no es menor que una semicircunferencia. Por tanto, las rectas soporte a K en S′ y

T ′ no se cortan en el interior de CR, y determinan un nuevo segmento de ćırculo (de CR) que

también contiene a K. En particular, el punto M se encuentra en el arco (más pequeño que

el original) que este nuevo segmento de ćırculo determina (véase la figura 2.10(b)). Obsérvese

que los puntos P ′, Q′, S′, T ′ podŕıan coincidir con P,Q, S, T , respectivamente.

En definitiva, todo lo anterior implica que K contiene al conjunto K2c = conv{cr ∪c
K

, N,M},
con N y M en las condiciones del enunciado (véase la figura 2.8).

Para finalizar, observemos que K2c tiene por anillo mı́nimo A(c, r,R) por la propiedad (P4),

y por inradio r
K

, ya que, necesariamente, su frontera contiene puntos de ∂c
K

diametralmente

opuestos.

En las secciones siguientes abordamos ya el estudio de las relaciones existentes entre el anillo

mı́nimo de un cuerpo convexo plano con cada una de las seis magnitudes geométricas clásicas,

determinando todas las cotas posibles (superiores e inferiores) para cada una de ellas, cuando

suponemos que el anillo mı́nimo del cuerpo está fijo.



22 El anillo ḿınimo y las seis magnitudes geométricas clásicas

2.2. El área y el peŕımetro

Los resultados recogidos en las proposiciones 2.2.1 y 2.2.2 fueron enunciados por Favard en

[7], aunque alĺı aparecen sin demostración alguna. Los incluimos en la memoria por completitud,

desarrollando una nueva prueba de los mismos.

Proposición 2.2.1 ([7]). Si A es el área de un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo A(c, r,R), se

verifican las desigualdades siguientes:

A ≥ 2r
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

. (2.1)

La igualdad se da para la familia de los 2-cap-bodies formados por la envoltura convexa de dos

puntos de ∂CR ∩ ∂K y el ćırculo cr (véase la figura 2.11, izquierda).

A ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

. (2.2)

La igualdad se da para los segmentos del ćırculo CR determinados por dos rectas soporte a cr (véase

la figura 2.11, derecha).

c c

Figura 2.11: Un 2-cap-body (izquierda) y un segmento de ćırculo (derecha) con anillo ḿınimo dado.

Demostración. Veamos la desigualdad (2.1). Por el lema 2.1.1(b), K contiene un 2-cap-body Kc

formado por la envoltura convexa de dos puntos de ∂CR ∩ ∂K y el ćırculo cr; por tanto, se verifica

que A ≥ A(Kc). Obsérvese que todos estos 2-cap-bodies tienen la misma área (ya que cr y CR

son concéntricos), precisamente la expresada en el segundo miembro de la desigualdad (2.1). La

igualdad se alcanza en estos conjuntos, puesto que según la propiedad (P4), A(c, r,R) es el anillo

mı́nimo del 2-cap-body en cuestión.

En cuanto a la desigualdad (2.2), por el lema 2.1.1(c), K está contenido en un segmento del

ćırculo CR formado por dos rectas soporte a cr; por tanto, el área de K es menor o igual que el área

de dicho segmento de ćırculo. De nuevo, todos los segmentos de CR de este tipo tienen igual área,

cuyo valor es el expresado en el segundo miembro de la desigualdad (2.2). La igualdad se alcanza

para tales conjuntos, teniendo en cuenta que, otra vez, por la propiedad (P4), el anillo mı́nimo de

cualquiera de los segmentos de CR es el mismo que el de K.
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La demostración de la siguiente proposición, en la que se establece la relación del anillo mı́nimo

con el peŕımetro, es análoga a la del resultado anterior, puesto que el peŕımetro de todos los posibles

2-cap-bodies descritos en el lema 2.1.1(b) es idéntico; y lo mismo sucede con el peŕımetro de los

segmentos del ćırculo CR del citado lema en su apartado (c).

Proposición 2.2.2 ([7]). Si p es el peŕımetro de un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo A(c, r,R),

se verifican las desigualdades siguientes:

p ≥ 4
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

. (2.3)

La igualdad se da para la familia de los 2-cap-bodies formados por la envoltura convexa de dos

puntos de ∂CR ∩ ∂K y el ćırculo cr (véase la figura 2.11, izquierda).

p ≤ 4
(
√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

. (2.4)

La igualdad se da para los segmentos del ćırculo CR determinados por dos rectas soporte a cr (véase

la figura 2.11, derecha).

Observemos que las desigualdades (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) obtenidas para el área y el peŕımetro

son, precisamente, las mismas desigualdades que relacionan las ternas de magnitudes (A,RK , r
K

) y

(p,RK , r
K

) (véase el caṕıtulo 1, tabla 1.2); esto se debe a que, en nuestro caso, los correspondientes

conjuntos extremales tienen circunradio RK = R e inradio r
K

= r.

2.3. El diámetro y la anchura

Para clarificar los conjuntos que describimos a continuación, fijamos cierta nomenclatura que

usaremos en esta sección. Según el lema 2.1.1(c), el conjunto K está contenido en un segmento del

ćırculo CR formado por dos rectas soporte a cr. Siguiendo la notación de la figura 2.12, represen-

taremos por C y D los puntos de tangencia de dichas rectas soporte con ∂cr; por P , Q, S y T los

puntos de corte de las mismas con ∂CR; y por N el punto de ∂CR ∩ cD más alejado de D.

r

R

c

D

C

N

P

S T

Q

Figura 2.12: Notación para el segmento del ćırculo CR.
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Proposición 2.3.1 ([11]). Sea ω la anchura de un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo A(c, r,R).

Entonces se verifican las desigualdades siguientes:

ω ≥ 2r. (2.5)

La igualdad se alcanza para cualquier conjunto que contenga en su frontera puntos de ∂cr diame-

tralmente opuestos.

ω ≤ R + r si R ≤ 2r. (2.6)

ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2) si R ≥ 2r. (2.7)

La igualdad se alcanza, en ambas desigualdades y entre otros conjuntos, para el segmento del ćırculo

CR determinado por dos rectas soporte a cr que se cortan sobre ∂CR (véase la figura 2.13(b)–(d)).

Obsérvese que los conjuntos de anchura constante y los conjuntos de Yamanouti (entre otros

muchos, véase la figura 1.4) también verifican la igualdad en la desigualdad (2.6), ya que, para

éstos, el circunćırculo CK y el inćırculo c
K

son siempre concéntricos, y por tanto, RK = R y r
K

= r

(véase la tabla 1.2).

Demostración. La desigualdad (2.5) se verifica puesto que cr ⊂ K. La igualdad se alcanza en

conjuntos que contengan en su frontera puntos de ∂cr diametralmente opuestos, como el segmento

de ćırculo simétrico de CR formado por dos rectas soporte a cr paralelas.

Veamos las desigualdades (2.6) y (2.7); como por el lema 2.1.1(c) K está contenido en un

segmento del ćırculo CR que tiene igual anillo mı́nimo, la anchura de K será menor o igual que

la de dicho segmento. Tenemos por tanto que maximizar la anchura sobre esta familia particular

de conjuntos. Aśı, si partiendo del segmento de ćırculo simétrico, movemos de forma continua el

punto C, por ejemplo en el sentido de las agujas del reloj, obtenemos todos los posibles segmentos

de CR con anillo mı́nimo A(c, r,R) (véase la figura 2.13(a)), hasta llegar al caso ĺımite en que Q y

T coinciden.

(a)

c

D

C

P

Q

TS

N

(b)

c

D

C

T=QS

N

P

(c)

c

D T=Q
S

P=N

C

(d)

c

D

C

T=QS

N
P

Figura 2.13: Conjuntos convexos con anillo ḿınimo A(c, r, R) y anchura máxima.
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La anchura se alcanza en la distancia entre el punto P y el segmento ST , si en el movimiento

el punto P no sobrepasa al punto N . En caso contrario, la anchura es la distancia entre N y el

segmento ST , que vale R + r; es aqúı cuando la anchura alcanza el máximo valor posible. Que en

el movimiento descrito el punto P llegue a coincidir o sobrepase N (véanse los casos (b) y (c) de

la figura 2.13), o no (caso (d) de la figura 2.13), depende de la relación entre los radios r y R. Si

R = 2r entonces, en el caso ĺımite, P coincide con N ; por lo tanto, si R ≤ 2r, nos encontramos

en el primer caso y se da la desigualdad (2.6) y si R ≥ 2r estamos en el segundo y se verifica la

desigualdad (2.7).

Proposición 2.3.2 ([11]). Si D es el diámetro de un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo

A(c, r,R), se verifican las desigualdades siguientes:

D ≤ 2R. (2.8)

La igualdad se alcanza para cualquier conjunto que contenga en su frontera puntos de ∂CR diame-

tralmente opuestos.

D ≥ R + r si R ≤ 5r

3
. (2.9)

D ≥ 2
√

R2 − r2 si R ≥ 5r

3
. (2.10)

La igualdad se alcanza, en ambas desigualdades, para los 2-cap-bodies conv{cr, P,Q}, entre otros

conjuntos (véase la figura 2.14).

(a)

D=d(P,Q) D=d(P,Q)=R+rR>5r/3; R=5r/3; R<5r/3; D=R+r

(b)
(c)

D
D

D D

R -r R -r2 2
2

222
= =

c

P Q

c
c

P Q

P Q

Figura 2.14: Conjuntos convexos con anillo ḿınimo A(c, r,R) y diámetro ḿınimo.

Obsérvese que los conjuntos de anchura constante y los conjuntos de Yamanouti (entre otros

muchos) también verifican la igualdad en (2.9), ya que, para éstos, CK y c
K

son siempre concéntricos,

y RK = R y r
K

= r (véase la tabla 1.2).



26 El anillo ḿınimo y las seis magnitudes geométricas clásicas

Demostración. La desigualdad (2.8) se cumple ya que K ⊂ CR, y la igualdad se alcanza para

cualquier conjunto que contenga puntos de ∂CR diametralmente opuestos, como el segmento de

ćırculo simétrico.

Para demostrar las desigualdades (2.9) y (2.10) observemos que, por el lema 2.1.1(b), K contiene

un 2-cap-body Kc que es la envoltura convexa de ∂cr y dos puntos P,Q ∈ ∂CR ∩ ∂K; por tanto

tenemos que D ≥ D(Kc).

El diámetro de un 2-cap-body se alcanza, o bien en la distancia entre los vértices P y Q, o

bien en la distancia entre cualquiera de estos dos puntos, por ejemplo Q, y la recta tangente a ∂cr

perpendicular al segmento Qc (véase la figura 2.15). El diámetro será uno u otro valor dependiendo

de la posición de los puntos P y Q respecto a cr, y por tanto, de la relación entre r y R.

Si partimos del 2-cap-body simétrico, en el que los puntos P , Q y el centro c del anillo están

alineados (véase la figura 2.15(a)), tenemos un caso en el que el diámetro es 2R, el máximo posible.

Si ahora movemos uno de los puntos, para fijar ideas el punto Q, en el sentido de las agujas del reloj

hasta el caso ĺımite en que el segmento PQ es tangente a ∂cr (véase la figura 2.15(b)), obtenemos

todos los posibles 2-cap-bodies Kc cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R).

(a) (b)

D=2R

D=R+r

ccP Q

P Q

Figura 2.15: Diámetro de Kc cuando R ≤ 5r/3.

Cuando el segmento PQ es tangente a ∂cr se consigue la menor distancia entre P y Q, es decir,

d(P,Q) = 2
√

R2 − r2. Esta distancia será el diámetro si es mayor que R + r. Si por el contrario, en

el movimiento descrito llegamos a un caso en el que la distancia entre P y Q es menor o igual que

R + r, el diámetro será este último valor. Es fácil ver que cuando R = 5r/3, se cumple que

d(P,Q) = 2
√

R2 − r2 = R + r,

y por tanto, si R > 5r/3, el diámetro será

D = d(P,Q) = 2
√

R2 − r2 > R + r;

en caso contrario, D = R + r (véase la figura 2.14).
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2.4. El circunradio

Proposición 2.4.1 ([11]). Dado un anillo A(c, r,R), sea s ∈ [r,R], el menor número real tal que

(1) Cs es un ćırculo de radio s que contiene a cr y

(2) ∂Cs interseca a ∂CR en dos puntos A y B de tal manera que la recta determinada por ellos

es tangente a ∂cr.

Entonces se verifica:

(a) Si R ≤ r
√

5, entonces s =
R2 + 3r2

4r
.

(b) Si R ≥ r
√

5, entonces s =
√

R2 − r2.

Demostración. Fijemos los puntos A y B y consideremos en primer lugar, como ćırculo Cs, el

propio CR. Si desplazamos el centro x0 de Cs sobre la recta que pasa por c y es perpendicular al

segmento AB, dado que dicho segmento debe ser una cuerda de Cs, el radio s va disminuyendo

hasta que d(A,B) = D(Cs), caso en que el radio es el menor posible.

Por otra parte, como Cs contiene a cr, el valor mı́nimo buscado de s se alcanzará, dependiendo

de la relación entre r y R, o bien cuando ∂Cs sea tangente a ∂cr, o bien cuando el segmento AB sea,

precisamente, el diámetro de Cs. Cálculos sencillos permiten comprobar que estas dos posibilidades

corresponden a los casos (a) y (b), respectivamente:

(a) si R ≤ r
√

5, entonces s =
R2 + 3r2

4r
, mientras que

(b) si R ≥ r
√

5, entonces s =
√

R2 − r2;

la figura 2.16 ilustra la situación.

R

s

R

s

R

s

0

0
0

(a) (b) (c)

c

A B

x

c

xA B

c

xA B

Figura 2.16: (a) s = (R2 + 3r2)/(4r) si R ≤ r
√

5. (b) R = r
√

5. (c) s =
√

R2 − r2 si R ≥ r
√

5.
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Proposición 2.4.2 ([11]). Dado un anillo A(c, r,R), se verifican las siguientes propiedades:

(a) Si R ≤ r
√

5, entonces existe un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio

RK = (R2 + 3r2)/(4r).

(b) Si R ≥ r
√

5, entonces existe un cuerpo convexo K con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio

RK =
√

R2 − r2.

Además, en cada uno de los casos anteriores, el correspondiente valor RK es el menor valor que

puede alcanzar el circunradio de un cuerpo convexo K cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R).

Demostración. Para probar (a), si R ≤ r
√

5, consideremos el ćırculo Cs, s = (R2 + 3r2)/(4r),

construido en la proposición 2.4.1(a). La porción de Cs limitada por el segmento AB, es un cuerpo

convexo cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R) (por la propiedad (P4)) y que tiene por circunradio a s,

ya que contiene puntos de ∂Cs diametralmente opuestos (véase el caso (a) de la figura 2.17).

A B

(a)

r

R

R K

0

c

x A BR
0K

(b)

r

R
c

x

Figura 2.17: Construcción de un conjunto con anillo ḿınimo A(c, r,R) y circunradio (a) (R2 + 3r2)/(4r) y (b)
√

R2 − r2.

Veamos (b). Si ahora suponemos que R ≥ r
√

5, nos encontramos en el caso (b) de la proposición

2.4.1. El segmento del ćırculo Cs determinado por el segmento AB y la recta tangente a ∂cr paralela

a dicho segmento, es un cuerpo convexo cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R) (propiedad (P4)); su

circunradio es s puesto que contiene puntos de ∂Cs diametralmente opuestos (concretamente, AB

es el diámetro de Cs, véase el caso (b) de la figura 2.17).

La minimalidad de
√

R2 − r2 y (R2 + 3r2)/(4r) (respectivamente, en cada caso) es, de nuevo,

una aplicación de la proposición 2.4.1. En efecto, si R ≤ r
√

5, sea K un cuerpo convexo con anillo

mı́nimo A(c, r,R), circunradio RK < (R2 + 3r2)/(4r) y circuncentro x0. Consideremos la recta

soporte a cr, ortogonal a cx0, por el punto de ∂cr más cercano a x0 (véase la figura 2.18), y sean

A′, B′ los puntos intersección de dicha recta con ∂CR. Entonces, aplicando la proposición 2.4.1 al

circunćırculo CK , como CK ⊃ cr, podemos asegurar que ∂CK corta a A′B′ en el interior de CR; por

tanto, los puntos de ∂CK ∩∂CR forman un ángulo central estrictamente menor que 2 arc cos (r/R),

lo que contradice el lema 2.1.2 (propiedad (4)). Un razonamiento análogo justifica el caso R ≥ r
√

5.
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A' B'

R

r

R0 K

c

x

Figura 2.18: Minimalidad de los dos valores posibles para RK .

Como una consecuencia inmediata de la proposición 2.4.2 obtenemos el resultado buscado.

Proposición 2.4.3 ([11]). Si RK es el circunradio de un cuerpo convexo K cuyo anillo mı́nimo

es A(c, r,R), se verifican las desigualdades siguientes:

RK ≤ R. (2.11)

La igualdad se da para los cuerpos convexos que contienen puntos de ∂CR diametralmente opuestos.

RK ≥ R2 + 3r2

4r
si R ≤ r

√
5. (2.12)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para la porción de CK limitada por el segmento AB

que contiene a cr (véase la figura 2.19(a)).

RK ≥
√

R2 − r2 si R ≥ r
√

5. (2.13)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para la porción de CK limitada por el segmento AB

y la recta paralela a dicho segmento que es tangente a ∂cr (véase la figura 2.19(b)).

A B

(a)

R K

0

c

x
A BR

0K

(b)

c

x

Figura 2.19: Conjuntos convexos con anillo ḿınimo A(c, r, R) y circunradio ḿınimo.
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2.5. El inradio

El siguiente resultado establece las cotas del inradio en relación con el anillo mı́nimo.

Proposición 2.5.1 ([11]). Si r
K

es el inradio de un cuerpo convexo K cuyo anillo mı́nimo es

A(c, r,R), se verifican las siguientes desigualdades:

r
K
≥ r. (2.14)

La igualdad se da para los cuerpos convexos que contienen en su frontera puntos de ∂cr diametral-

mente opuestos.

r
K
≤ 2rR

R + r
. (2.15)

La igualdad se da, entre otros conjuntos, para el segmento del ćırculo CR determinado por dos

rectas soporte a cr que se cortan en un punto de ∂CR (véase la figura 2.20(b)–(c)).

Demostración. La desigualdad (2.14) es una consecuencia directa de la definición de inradio.

En lo que respecta a (2.15), por el lema 2.1.1(c), K está contenido en un segmento del ćırculo

CR formado por dos rectas soporte a cr en puntos P,Q ∈ ∂cr ∩∂K. Basta, por tanto, maximizar el

inradio sobre esta familia de conjuntos. Aśı, si Ks es un segmento del ćırculo CR, y ℓ1 y ℓ2 son las

rectas soporte a cr que lo determinan, su inradio es el radio de la circunferencia que tiene su centro

en la bisectriz del ángulo que forman ℓ1 y ℓ2, y que es tangente a ∂CR en su mayor arco (véase la

figura 2.20).
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1
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r

0

K rK

0
c

c
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2

l

l

1

r

0

K

c
y

(a) (b) (c)

Figura 2.20: Conjuntos convexos con anillo ḿınimo prefijado e inradio máximo.

Claramente, éste será mayor cuanto mayor sea dicho ángulo, alcanzándose por tanto el máximo

cuando ℓ1 ∩ ℓ2 ∈ ∂CR (recordemos que ℓ1 y ℓ2 no pueden cortarse en int CR). Un cálculo sencillo

demuestra que, en este caso, r
K

= 2Rr/(R + r), lo que prueba el resultado.
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El anillo ḿınimo y el circunradioEl anillo ḿınimo y el circunradio

Con este caṕıtulo entramos ya de lleno en la parte principal del estudio que nos hemos propuesto

en la presente memoria: la relación existente entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo, su

circunradio y su inradio. Comenzamos considerando el caso del circunradio, y aśı, a lo largo de

todo el caṕıtulo, supondremos que tanto el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo como su circunradio

están fijos. Bajo tales hipótesis, obtendremos las cotas superiores e inferiores, en términos de dichos

valores, para las cinco magnitudes geométricas clásicas restantes: A, p, D, ω y r
K

. Las desigualdades

que se obtendrán serán las óptimas, y los correspondientes conjuntos extremales para cada una de

ellas quedarán determinados. Estos resultados están recogidos en los trabajos [10] y [11].

3.1. Anillo ḿınimo, circunradio, y área (o peŕımetro)

En este apartado, vamos a abordar el problema de relacionar el anillo mı́nimo y el circunradio

tanto con el área A como con el peŕımetro p de un cuerpo convexo K. Demostraremos, en primer

lugar, el siguiente teorema que establece las cotas inferiores.

Teorema 3.1.1 ([11]). Si K es un cuerpo convexo con circunradio RK y anillo mı́nimo A(c, r,R),

entonces su área A y su peŕımetro p verifican

A ≥ 2r
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

, (3.1)

p ≥ 4
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

. (3.2)

La igualdad se da, en ambas desigualdades, si, y sólo si, K es el 2-cap-body Kc = conv{cr, A,B},
cuando ∂cr y ∂CK se tocan en un punto, o cuando AB es un diámetro de CK , (véase la figura 3.1).
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0

c

x

A B
0

c

x
A B

Figura 3.1: El 2-cap-body Kc = conv{cr, A, B} tiene anillo ḿınimo A(c, r, R), circunradio RK y área y peŕımetro ḿınimos.

Recordemos que, según el lema 2.1.1(b), si K tiene por anillo mı́nimo A(c, r,R), entonces con-

tiene un 2-cap-body, que llamamos Kc, formado por la envoltura convexa de cr y dos puntos de

∂CR; estos conjuntos tienen todos igual área y peŕımetro, para cualesquiera puntos de ∂CR. En

consecuencia, se verifica que

A ≥ A(Kc) = 2r
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

y (3.3)

p ≥ p(Kc) = 4
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

. (3.4)

Por lo tanto, para tener demostrado el teorema 3.1.1 sólo habŕıa que probar el siguiente resultado:

Proposición 3.1.2 ([11]). Sean A(c, r,R) un anillo y s un número real positivo tales que:

(a) R ≥ s ≥ R2 + 3r2

4r
si R ≤ r

√
5.

(b) R ≥ s ≥
√

R2 − r2 si R ≥ r
√

5.

Entonces existe un 2-cap-body Kc = conv{cr, A,B}, con A,B ∈ ∂CR adecuados, cuyo anillo mı́ni-

mo es A(c, r,R) y cuyo circunradio es RK = s.

Demostración. En cualquiera de los dos casos, si s = R no hay nada que probar. Supongamos,

en primer lugar, que se da la condición (a), y consideremos el ćırculo Cs de radio s que contiene a

cr y tal que ∂Cs es tangente en un punto T a ∂cr. Entonces, por la proposición 2.4.1, ∂Cs y ∂CR

se cortan en dos puntos A y B cuyo ángulo central α satisface la condición α ≥ 2 arc cos (r/R).

Sea Kc el 2-cap-body Kc = conv{cr, A,B}, el cual, claramente, tiene como anillo mı́nimo

A(c, r,R). Si d(c, x0) ≤ d(c,AB), el triángulo △(ATB) es isósceles acutángulo y está inscrito en

Cs, por lo que tiene a s por circunradio. En consecuencia, s es el circunradio de Kc.
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Sin embargo, también puede ocurrir que d(c, x0) > d(c,AB): dado que d(c, x0) = s − r, en el

caso que nos ocupa se tiene que

R2 + 3r2

4r
− r =

R2 − r2

4r
≤ d(c, x0) ≤ R − r;

por otro lado, d(c, x0) > d(c,AB) si, y sólo si, d(c, x0) > (−r +
√

2R2 − r2)/2, y un sencillo cálculo

permite comprobar que, como R ≤ r
√

5, entonces

R2 − r2

4r
≤ −r +

√
2R2 − r2

2
≤ R − r,

lo que hace factible la segunda posibilidad. En tal caso, basta desplazar Cs, aproximando x0 a c,

hasta que la correspondiente recta AB pase por x0. Obtenemos aśı un triángulo isósceles rectángulo

△(ATB) inscrito en Cs, cuyo circunradio es, por tanto, s. En consecuencia, el nuevo 2-cap-body

Kc = conv{cr, A,B} tiene también circunradio s (véase la figura 3.2(a)).

0

c

x

T

A B
0

c

x
A B

(a) (b)

Figura 3.2: Construcción de un 2-cap-body con anillo ḿınimo y circunradio dados, cuando (a) R ≤ r
√

5, (b) R ≥ r
√

5.

Si ahora suponemos que se verifica la condición (b), podemos tomar Cs de tal manera que

∂Cs y ∂CR se corten en dos puntos A y B de forma que el segmento AB sea un diámetro de Cs

(véase la demostración del apartado (b) de la proposición 2.4.2). Este segmento interseca a cr por

la proposición 2.4.1. Entonces, el 2-cap-body Kc = conv{cr, A,B} tiene por circunradio RKc = s,

pues ∂Kc contiene puntos de ∂Cs diametralmente opuestos, y por anillo mı́nimo A(c, r,R) según

la propiedad (P4) (véase la figura 3.2(b)).

Abordamos a continuación el caso de maximizar el área y el peŕımetro. Para ello, definimos

el siguiente conjunto, que denominaremos trapecio circular, y que representaremos por KT : dados

A(c, r,R) y RK (este último entre los valores posibles del circunradio, véase la proposición 2.4.3),

tomamos el ćırculo CK de radio RK de forma que la recta AB es tangente a ∂cr (recuérdese que

∂CK ∩ ∂CR = {A,B}). Sea ℓ la recta paralela a AB y tangente a ∂cr. Se define el conjunto KT

como la intersección del ćırculo CK con el segmento de ćırculo simétrico de CR determinado por

AB y ℓ (véase la figura 3.3).
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l

x 0

c

Figura 3.3: Trapecio circular KT .

Teorema 3.1.3 ([11]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK .

Entonces su área A y su peŕımetro p verifican

A ≤ R2
K

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ ρ
√

R2 − r2 + (2r − ρ)
√

R2 − 5r2 + 4rρ, (3.5)

p ≤ 2RK

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ 2
√

R2 − r2 + 2
√

R2 − 5r2 + 4rρ, (3.6)

donde ρ =
√

R2
K − R2 + r2 es la distancia del circuncentro x0 a cr. La igualdad se alcanza, en

ambos casos, para el trapecio circular KT (véase la figura 3.3).

Demostración. Obsérvese que, cuando RK = R, las desigualdades (3.5) y (3.6) se transforman

en las ya conocidas (2.2) y (2.4) de las proposiciones 2.2.1 y 2.2.2,

A ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

y

p ≤ 4
(
√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

,

donde el conjunto extremal es el correspondiente segmento de ćırculo simétrico. Aśı pues, en todo

lo que sigue, supondremos que RK < R, y por tanto, que CK no coincide con CR.

Ya sabemos que, por el lema 2.1.2(7), K contiene un 2-cap-body Kc = conv{cr, P,Q} para dos

puntos adecuados P,Q ∈ ∂CR. Éste determina sobre ∂cr dos arcos de circunferencia, en cada uno

de los cuales hay, al menos, un punto de ∂K (véase la propiedad (8) del lema 2.1.2). Llamemos

D y E a dichos puntos. Esto implica que K está contenido en un conjunto K1 formado por la

intersección de CK con el segmento del ćırculo CR que determinan las rectas soporte ℓD y ℓE a K

en D y E, respectivamente (véase la figura 3.4). Entonces,

A ≤ A(K1) y p ≤ p(K1),

y además, K1 tiene circunradio RK y anillo mı́nimo A(c, r,R). Basta por tanto, maximizar el área

y el peŕımetro sobre este tipo de conjuntos.
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Figura 3.4: Maximizando el área y el peŕımetro: construcción del conjunto K1 ⊃ K con igual anillo ḿınimo y circunradio.

Supongamos fija la recta ℓE (observemos que ésta no puede cortar a ∂CR por encima de los

puntos A y B). Si partimos del caso en que la recta ℓD es perpendicular a la recta que une x0 y c

(caso (a) de la figura 3.5) y movemos el punto D de forma continua sobre ∂cr en el sentido de las

agujas del reloj (si el movimiento es en sentido contrario el razonamiento es análogo), obtenemos

todos los posibles conjuntos K1 hasta llegar al caso ĺımite en que las dos rectas ℓD y ℓE se cortan

sobre ∂CR. Para cada recta fija ℓE, el área (respectivamente, el peŕımetro) de los conjuntos K1

será mayor cuanto menor sea el área (respectivamente, la longitud del arco) de la sección del ćırculo

CK limitada por ℓD, lo que ocurrirá cuando la longitud de la cuerda ℓD ∩ CK sea lo más pequeña

posible. Como cr y CK no son concéntricos (pues estamos suponiendo que CK 6≡ CR), el mı́nimo

de las longitudes l(ℓD ∩CK) se alcanza cuando la distancia del punto D a ∂CK es mı́nima; esto es,

cuando ℓD es ortogonal a la recta cx0 que une ambos centros (véase la figura 3.5).
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Figura 3.5: Para maximizar el área y el peŕımetro sobre los conjuntos K1, basta considerar los conjuntos K2.

Si llamamos K2 a los conjuntos de este tipo, tenemos que

A ≤ A(K1) ≤ A(K2) y p ≤ p(K1) ≤ p(K2).
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La construcción anterior es válida para cualquier posición (entre todas las posibles) del punto E,

y por tanto, de la recta ℓE. Observemos además que, para cualquiera de tales posiciones, todos los

posibles conjuntos K2 tienen igual área e igual peŕımetro; esto es debido a que la recta ℓE no puede

sobrepasar los puntos A y B, por lo que siempre interseca a ∂(CR ∩CK) en la circunferencia ∂CR,

que es concéntrica a ∂cr. En consecuencia, podemos, sin perder generalidad, considerar como K2

la figura en la que las rectas ℓD y ℓE son perpendiculares a la recta cx0 que une los centros c y x0

(véase la figura 3.6 (a)).

(a)
(b) (c)

00
0

E

c

x

A B

B'A'

D

c

B=B'A=A' E

D

c

B=B'A=A' E

D

x x

Figura 3.6: El área y el peŕımetro son máximos cuando ℓE y ℓD son perpendiculares a cx0, y cuando A ≡ A′ y B ≡ B′.

Ahora bien, para RK fijo, el área de K2 depende de las posibles posiciones del circuncentro x0:

(i) Si R ≤ r
√

5, los casos extremos para x0 se dan cuando ∂CK y ∂cr se tocan en el punto D, y

cuando A y B coinciden, respectivamente, con los puntos A′ y B′.

(ii) Si R ≥ r
√

5, las posiciones ĺımite para x0 se obtienen cuando los puntos A y B determinan

un diámetro de CK , y de nuevo, cuando A y B coinciden, respectivamente, con A′ y B′.

En ambos casos, el área de K2 es el área de la intersección del segmento de ćırculo simétrico de CR

determinado por las rectas ℓD y ℓE, con el ćırculo CK . Como RK ≤ R, el área será mayor cuanto

mayor sea la porción de CK que corta a CR, alcanzándose el máximo cuando el circuncentro x0

esté lo más cerca posible de c; esto ocurrirá si A y B coinciden, respectivamente, con A′ y B′, es

decir, cuando K2 es el trapecio circular KT . De modo análogo se deduce que KT es también el

conjunto que tiene mayor peŕımetro (véase la figura 3.6, casos (b) y (c)).

Un cálculo algo laborioso permite obtener las expresiones del área y el peŕımetro de KT ,

A(KT ) = R2
K

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ ρ
√

R2 − r2 + (2r − ρ)
√

R2 − 5r2 + 4rρ,

p(KT ) = 2RK

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ 2
√

R2 − r2 + 2
√

R2 − 5r2 + 4rρ,

donde ρ =
√

R2
K − R2 + r2, lo que concluye la demostración del teorema:

A ≤ A(K2) ≤ A(KT ), p ≤ p(K2) ≤ p(KT ).
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3.2. Anillo ḿınimo, circunradio y diámetro

A continuación establecemos la relación entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K, su

circunradio RK y su diámetro D.

Teorema 3.2.1 ([10]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK .

Entonces su diámetro D verifica

D ≤ 2RK . (3.7)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para el trapecio circular KT (véase la figura 3.7).

0

0

D D

c

A=A' B=B'

c

A=A' B=B'

x
x

Figura 3.7: El trapecio circular KT tiene diámetro máximo para A(c, r, R) y RK fijos.

Demostración. La desigualdad (3.7) se verifica en general, independientemente de cuál sea el

anillo mı́nimo (véase la tabla 1.1), puesto que K ⊂ CK . Por otra parte, tenemos que el trapecio

circular KT tiene como anillo mı́nimo A(c, r,R) por la propiedad (P4). Además, el circunradio de

KT es RK , pues contiene puntos de ∂CK diametralmente opuestos. Esto demuestra también que

su diámetro es D(KT ) = 2RK , con lo que se alcanza la igualdad en la desigualdad (3.7) (véase la

figura 3.7).

En lo que sigue, llamaremos N y N ′ a los puntos intersección de la recta cx0 con las circunfe-

rencias ∂CR y ∂CK , respectivamente, que están por encima del segmento AB; es decir, los “polos

norte” de cada una de las circunferencias ∂CR y ∂CK .

Teorema 3.2.2. Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK . Enton-

ces, su diámetro D verifica:

D ≥ R + r si R ≤ 5

3
r y RK ≤ R + r√

3
. (3.8)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para el cap-body dado por conv{cr, A,B,N ′} (véase

la figura 3.8).



38 El anillo ḿınimo y el circunradio

D
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A B

c

N'

x

Figura 3.8: El cap-body conv{cr, A, B, N ′} tiene diámetro ḿınimo D = R + r cuando R ≤ 5r/3 y RK ≤ (R + r)/
√

3.

D ≥
√

3RK si











R ≤ 5

3
r y RK ≥ R + r√

3
, ó (3.9.a)

5

3
r ≤ R ≤ 2r y RK ≥ 2√

3

√
R2 − r2. (3.9.b)

(3.9)

La igualdad se alcanza, en ambos casos y entre otros conjuntos, para el cap-body conv{cr, A,B,N ′},
cuando el triángulo △(ABN ′) es equilátero (véase la figura 3.9).

D
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A B

(a)

c

N'

x 0

N'

D

A B

(b)

c

x

Figura 3.9: El cap-body conv{cr , A, B,N ′} tiene diámetro ḿınimo D =
√

3RK cuando (a) R ≤ 5r/3 y RK ≥ (R+r)/
√

3,

y (b) 5r/3 ≤ R ≤ 2r y RK ≥ 2
√

R2 − r2/
√

3.

D ≥ 2
√

R2 − r2 si







5

3
r ≤ R ≤ 2r y RK ≤ 2√

3

√
R2 − r2, ó (3.10.a)

2r ≤ R. (3.10.b)
(3.10)

En el primer caso, la igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para el cap-body conv{cr, A,B,N ′};
en el segundo, para el conjunto conv{cr, A,B,Z}, donde Z es el punto de corte (distinto de A) de

∂CK con la circunferencia de centro B y radio d(A,B) = 2
√

R2 − r2 (véase la figura 3.10).



3.2 Anillo ḿınimo, circunradio y diámetro 39
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Figura 3.10: (a) El cap-body conv{cr, A,B, N ′} tiene diámetro ḿınimo D = 2
√

R2 − r2 cuando 5r/3 ≤ R ≤ 2r y

RK ≤ 2
√

R2 − r2/
√

3. (b) El conjunto conv{cr, A, B, Z} tiene diámetro ḿınimo D = 2
√

R2 − r2 cuando 2r ≤ R.

Obsérvese que el conjunto extremal conv{cr, A,B,Z} para la última desigualdad, no va a ser

necesariamente un cap-body, pues el segmento AZ no tiene por qué intersecar (tocar) a cr, tal y

como ocurre en el caso (b) de la figura 3.10.

Demostración. Realizaremos la demostración en varios pasos: en primer lugar, comenzaremos

estableciendo la veracidad de las desigualdades; a continuación, veremos que éstas son óptimas,

encontrando los conjuntos extremales para cada una de ellas.

(i) Las cotas inferiores del diámetro. Supongamos en primer lugar que R ≤ 5/3r y que

RK ≤ (R + r)/
√

3. Como R ≤ 5/3r, la desigualdad (2.9) de la proposición 2.3.2 nos asegura que el

diámetro verifica D ≥ R + r, independientemente del valor del circunradio. Por otro lado, es bien

conocido que si K es un cuerpo convexo con circunradio RK , entonces D ≥
√

3RK siempre (véase

la tabla 1.1). Por lo tanto, podemos asegurar que

D ≥ máx
{

R + r,
√

3RK

}

= R + r,

ya que
√

3RK ≤ R + r por hipótesis. Esto establece la cota para la desigualdad (3.8). Por el

contrario, si R ≤ 5/3r y RK ≥ (R + r)/
√

3, se tiene que D ≥ máx
{

R + r,
√

3RK

}

=
√

3RK , lo que

prueba la cota de la desigualdad (3.9.a).

Supongamos ahora que R ∈
[

5/3r, 2r
]

y que RK ≥ 2/
√

3
√

R2 − r2. Como R ≥ 5/3r, la de-

sigualdad (2.10) de la proposición 2.3.2 nos asegura que el diámetro verifica D ≥ 2
√

R2 − r2,

independientemente del valor del circunradio. Aśı, podemos afirmar de nuevo que

D ≥ máx
{

2
√

R2 − r2,
√

3RK

}

=
√

3RK ,

pues estamos suponiendo
√

3RK ≥ 2
√

R2 − r2. Esto establece la cota para la desigualdad (3.9.b).
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Si, por el contrario, RK ≤ 2/
√

3
√

R2 − r2, entonces D ≥ máx
{

2
√

R2 − r2,
√

3RK

}

= 2
√

R2 − r2,

lo que prueba la cota para la desigualdad (3.10.a).

Supongamos, finalmente, que R ≥ 2r. Dado que R ≥ 2r > 5/3r, la desigualdad (2.10) de la

proposición 2.3.2 nos permite asegurar de nuevo que D ≥ 2
√

R2 − r2. Por lo tanto, en principio, se

tendŕıa que D ≥ máx
{

2
√

R2 − r2,
√

3RK

}

, máximo que, en el caso que nos ocupa, siempre toma

el valor 2
√

R2 − r2; en efecto, si se verificase que
√

3RK ≥ 2
√

R2 − r2, dado que siempre R ≥ RK ,

obtendŕıamos que 3R2 ≥ 4(R2 − r2), lo cual es equivalente a la relación R ≤ 2r, una contradicción.

Aśı pues, D ≥ 2
√

R2 − r2 si R ≥ 2r, lo que demuestra la cota de la desigualdad (3.10.b).

Para establecer las desigualdades y concluir la demostración del teorema, debemos probar que

las cotas obtenidas son las mejores posibles; es decir, que existen familias de conjuntos para los que

se alcanza la igualdad en cada uno de los rangos correspondientes.

(ii) Conjuntos extremales para las cotas obtenidas en el caso particular RK = R.

Antes de nada, supongamos RK = R y veamos cuáles son las desigualdades en este caso particular.

Respecto la desigualdad (3.8), la condición R = RK ≤ (R + r)/
√

3 es equivalente a que R ≤
(1 +

√
3)r/2. Como siempre se verifica que (1 +

√
3)/2 < 5/3, la desigualdad (3.8) se reduce a

D ≥ R + r si R ≤ 1 +
√

3

2
r. (3.11)

De forma similar, en la desigualdad (3.9.a), la condición R = RK ≥ (R+r)/
√

3 es equivalente a que

R ≥ (1 +
√

3)r/2; como (1 +
√

3)/2 < 5/3 y también debe verificarse que R ≤ 5r/3, la desigualdad

(3.9.a) se reescribe de la forma

D ≥
√

3R si
1 +

√
3

2
r ≤ R ≤ 5

3
r.

Ahora, la condición R = RK ≥ 2
√

R2 − r2/
√

3 de (3.9.b), es equivalente a que R ≤ 2r, lo cual,

junto a la condición 5r/3 ≤ R ≤ 2r, implica que dicha desigualdad se reescribe como

D ≥
√

3R si
5

3
r ≤ R ≤ 2r.

Si observamos las dos últimas expresiones obtenidas para las desigualdades (3.9.a) y (3.9.b), pode-

mos concluir que la desigualdad (3.9) se reduce a

D ≥
√

3R si
1 +

√
3

2
r ≤ R ≤ 2r. (3.12)

El caso (a) de la desigualdad (3.10) no puede darse, ya que la condición R = RK ≤ 2
√

R2 − r2/
√

3

es equivalente a que R ≥ 2r, lo cual entra en contradicción con la primera condición de dicha

desigualdad: 5r/3 ≤ R ≤ 2r. Por último, la desigualdad (3.10.b) nos dice que

D ≥ 2
√

R2 − r2 si 2r ≤ R. (3.13)
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Obsérvese que, ni siquiera en el rango común, los conjuntos extremales de las desigualdades (2.9)

y (2.10) pueden ser extremales de (3.11) y (3.13), respectivamente, pues ninguno tiene circunradio

R (véase la figura 2.14). Encontremos por tanto conjuntos extremales para el caso que nos ocupa.

Supongamos, en primer lugar, que R ≤ 2r. Sea △R el triángulo equilátero inscrito en CR, el

cual tiene diámetro D(△R) =
√

3R y, desde luego, circunradio R. Sin embargo, su anillo mı́nimo

no tiene por qué ser A(c, r,R), ya que, en principio, r 6= r
K

. Consideremos entonces el conjunto

K = conv{△R, cr}. Dado que r ≥ R/2, los lados de △R tienen intersección no vaćıa con ∂cr, por lo

que K ! △R y tiene anillo mı́nimo A(c, r,R). Además, su diámetro es, dependiendo de la relación

entre R y r, o bien el diámetro de △R, esto es,
√

3R, o bien la distancia entre cualquiera de los

vértices de △R y una de las rectas soporte al conjunto en uno de los puntos del arco de ∂cr opuesto

a dicho vértice, es decir, R + r.

Ya sabemos que la condición R ≤ (1 +
√

3)r/2 de la desigualdad (3.11) es equivalente a que se

verifique
√

3R ≤ R+r; por lo tanto, en este caso, el diámetro de K es D = R+r (véanse las figuras

3.11(a), (b)), lo que demuestra dicha desigualdad. Por el contrario, la condición R ≥ (1 +
√

3)r/2

puede reescribirse como
√

3R ≥ R + r; el diámetro de K es ahora D =
√

3R, lo que prueba la

desigualdad (3.12) (véanse las figuras 3.11(c), (b)).

(a)

D=R+r=    3  R

D=R+r=    3  R
D=R+r

(b)
(c)

D=    3  R

cc c

Figura 3.11: Conjuntos extremales cuando RK = R y (a) R < (1 +
√

3)r/2, (b) R = (1 +
√

3)r/2, (c) R > (1 +
√

3)r/2.

Hemos construido estos conjuntos por su sencillez, y por la relación que guardan con los conjun-

tos extremales que aparecen en las correspondientes desigualdades del caso RK > R. Sin embargo,

existen numerosas familias de figuras para las que se alcanza la igualdad en las desigualdades (3.11)

y (3.12): por ejemplo, los ya conocidos conjuntos de anchura constante (véanse la tabla 1.2 y la

figura 1.4) verifican que D = R + r cuando R ≤ (
√

3 + 1)r/2, puesto que su circunćırculo y su

inćırculo son siempre concéntricos y determinan, por lo tanto, su anillo mı́nimo; de igual forma,

los conjuntos de Yamanouti cumplen que D =
√

3R si (
√

3 + 1)r/2 ≤ R ≤ 2r, de nuevo porque su

circunćırculo y su inćırculo son concéntricos, determinando aśı su anillo mı́nimo.

Supongamos finalmente que R ≥ 2r. Ahora no nos encontramos en la situación planteada para

la desigualdad correspondiente que relaciona D con RK y r
K

: (D2 − 2RKr
K

)
√

4R2
K − D2 ≤ 4R2

Kr
K
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(véase la tabla 1.2); alĺı, los conjuntos extremales son triángulos isósceles, pero ∂CK y ∂c
K

no

son concéntricos, y por tanto, no determinan el anillo mı́nimo de los mismos. Es por ello que la

desigualdad cambia, al contrario de lo que ocurŕıa en los dos casos anteriores. Veamos por tanto

cuáles seŕıan algunos de los conjuntos extremales de la desigualdad (3.13).

Tomemos A ≡ A′ y B ≡ B′, y consideremos el sector circular BAM , donde M es el punto de

corte de ∂CR con la circunferencia de centro B y radio d(A,B) = 2
√

R2 − r2 (véase la figura 3.12).

A=A' B=B'

C

R -r2
22

B

D

c

M

N

Figura 3.12: Conjunto extremal cuando RK = R y R ≥ 2r.

Claramente, los segmentos AB y BM son tangentes a ∂cr, y los puntos de tangencia no se pueden

separar de los puntos {A,B,M}; luego el sector circular ABM tiene anillo mı́nimo A(c, r,R).

Además, su circunradio es R, ya que A, B y M forman un triángulo acutángulo. Respecto al

diámetro, observemos que, como R ≥ 2r, el punto M se encuentra en el arco
z {
AN de ∂CR (véase

de nuevo la figura 3.12). Por tanto, el arco
z {
AM no toca a ∂cr, y d(A,M) ≤ d(B,M) = d(A,B), lo

que significa que el diámetro es, precisamente, D = d(B,M) = d(A,B) = 2
√

R2 − r2.

(iii) Conjuntos extremales para las cotas obtenidas cuando RK < R. A partir de este

momento, supondremos siempre que RK < R y, por tanto, que CK no coincide con CR.

A la hora de construir los conjuntos extremales de las desigualdades (3.8), (3.9) y (3.10), nos

hemos restringido a una familia muy particular de conjuntos, debido a las siguientes consideraciones.

Según las propiedades (6) y (7) del lema 2.1.2, K contiene un 2-cap-body Kc formado por

la envoltura convexa de cr y dos puntos P y Q de ∂CR ∩ ∂K, cuyo ángulo central es mayor

o igual que 2 arc cos (r/R). Además, al menos uno de estos puntos se encuentra, o bien en el

arco
z {
AA′, o bien en el arco

z {
BB′ (véase la figura 3.13).

Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que P ∈
z {
AA′. Obsérvese que, aunque

Kc tiene anillo mı́nimo A(c, r,R), su circunradio no es, en general, RK (véase la figura 3.13,

donde el circunćırculo de Kc no coincide con CK , este último trazado con ĺınea discontinua).
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x
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Figura 3.13: Los puntos P y Q de ∂K ∩ ∂CR.

Por otra parte, dado que CK es el circunćırculo de K, su frontera ∂K contiene, o bien dos

puntos de ∂CK diametralmente opuestos, o bien tres puntos X,Y,Z ∈ ∂CK que forman un

triángulo acutángulo y que, en consecuencia, no están situados sobre una misma semicir-

cunferencia de ∂CK . Dado que lo que perseguimos es la construcción de ciertos conjuntos

adecuados, sobre los cuales sabemos, a la postre, que deben cumplir la segunda condición, va-

mos a suponer que, en efecto, existen X,Y,Z ∈ ∂K∩∂CK formando un triángulo acutángulo.

Claramente, los puntos X,Y,Z se encuentran en el arco
z {
AB de ∂CK que está incluido en

CR, no pudiendo situarse, como ya hemos dicho, sobre una misma semicircunferencia. Por

tanto, si A′′ y B′′ representan, respectivamente, los puntos de ∂CK simétricos de A y B

respecto a x0, uno de los tres vértices X,Y,Z se encuentra, o bien en el arco
z {
AB′′, o bien en

el arco
z {
BA′′: en caso contrario, todos estaŕıan sobre el arco

z {
A′′B′′ y, por tanto, en una misma

semicircunferencia (véase la figura 3.14).

0

c

A' B'

x
A B

P

Q

B''

X

A''

Z N'

Y
X'Y'

Figura 3.14: Los puntos X, Y, Z ∈ ∂CK ∩ ∂K forman un triángulo acutángulo.

Supongamos, por ejemplo, que X ∈
z {
AB′′. El punto X ′ ∈ ∂CK , simétrico de X respecto

a x0, se encuentra entonces en el arco
z {
BA′′ y, en consecuencia, otro de los vértices, por

ejemplo Y , debe situarse en el arco
z {
X ′B (de nuevo, en caso contrario, estaŕıan en la misma
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semicircunferencia
z {
XX ′). Finalmente, el mismo argumento prueba que el tercer punto Z se

encuentra, necesariamente, en el arco
z {
X ′Y ′, siendo Y ′ ∈ ∂CK el punto simétrico de Y respecto

a x0: si no fuese aśı, los tres vértices se situaŕıan sobre la semicircunferencia
z {
Y Y ′ o sobre

z {
XX ′,

en cualquier caso, una contradicción (véase la figura 3.14).

Representamos por L el conjunto L = conv{cr, P,Q,X, Y, Z}, que está contenido en K.

Obsérvese que, al menos, uno de los segmentos XZ o Y Z interseca (o es soporte) a cr (véase

la figura 3.15(a)); en caso contrario, no se verificaŕıa la propiedad (8) del lema 2.1.2, ya que

sólo podŕıa haber puntos de ∂K en uno de los dos arcos de ∂cr determinados por el cap-body

conv{cr, P,Q}, y no en ambos, tal y como dicho lema establece (véase la figura 3.15(b)).

0

(a)

c

x

P

Q

X

Z

Y
0

(b)

c

x

Z

QP

X Y

Figura 3.15: Basta considerar los conjuntos L = conv{cr, P, Q, X, Y, Z}, donde, o bien XZ, o Y Z, corta a cr.

En consecuencia, L tiene por anillo mı́nimo A(c, r,R), obviamente, circunradio RK y, como

L ⊂ K, diámetro D(L) ≤ D. La búsqueda de los conjuntos extremales se reduce aśı a trabajar

con este tipo de conjuntos (véase, de nuevo, la figura 3.15(a)).

Hagamos una última consideración. Por el razonamiento anterior, sabemos que cualquier con-

junto convexo que tenga diámetro mı́nimo debe ser de la forma L = conv{cr, P,Q,X, Y, Z}.
Dado que nuestro objetivo es encontrar conjuntos convexos particulares del tipo L, vamos a

simplificar aún más su forma, por lo que, de ahora en adelante, supondremos siempre que

X ≡ P ≡ A y que Y ≡ Q ≡ B.

(iii.a) Conjuntos extremales para la desigualdad (3.8). Dados R, r verificando R ≤ 5r/3,

vamos a construir un conjunto convexo del tipo anterior, con anillo mı́nimo A(c, r,R) y diámetro

D = R + r, para cualquier valor del circunradio RK ≤ (R + r)/
√

3.

Como R ≤ 5r/3, la distancia d(A′, B′) = 2
√

R2 − r2 ≤ R + r. Tomemos A ≡ A′ y B ≡ B′, y

consideremos los ćırculos CA y CB , de radio R+ r, centrados en A y B, respectivamente. Entonces,

∂cr es tangente interiormente a las circunferencias ∂CA y ∂CB en los puntos MA y MB, intersección

de las rectas Ac y Bc con ∂cr, más alejados de A y B, respectivamente (véase la figura 3.16(a)).
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Si RK es tal que d(A,N ′) = d(B,N ′) ≤ R+r (es decir, si N ′ se encuentra en el ćırculo CA –y en

CB), entonces el conjunto L = conv{cr, A,B,N ′} está contenido en la intersección de CA ∩CB con

el semiplano cerrado delimitado por la recta AB (véase, de nuevo, la figura 3.16). Como estamos

suponiendo que A ≡ A′ y que B ≡ B′, el segmento AB se sitúa por debajo del circuncentro x0 y,

en consecuencia, el triángulo △(AN ′B) es acutángulo; es decir, L tiene circunradio RK . Además,

su anillo mı́nimo es A(c, r,R) por la propiedad (P4). Finalmente, sólo resta justificar que estas

figuras tienen diámetro R+r. En efecto, dado que nos encontramos bajo la hipótesis R ≤ 5r/3 < 2r,

los segmentos N ′A y N ′B cortan siempre a cr (el caso ĺımite de tangencia se obtendŕıa cuando

N ′ ≡ N y R = 2r) y, en consecuencia, MA y MB se encuentran en la frontera ∂L. Esto implica que

D(L) = d(A,MA) = d(B,MB) = R+ r, pues estamos suponiendo que d(A,N ′) = d(B,N ′) ≤ R+ r

y, además, por ser R ≤ 5r/3, d(A,B) = 2
√

R2 − r2 ≤ R + r. Un sencillo cálculo muestra que el

punto N ′ ∈ ∂CB si, y sólo si, RK =
√

(R + r)3/(8r). Por tanto, la construcción del conjunto L

anterior puede realizarse precisamente si RK ≤
√

(R + r)3/(8r) (véase la figura 3.16).
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M

R+r

(b)

A
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B
C C

B=B'A=A'

0

c

M

x

N'

M

Figura 3.16: (a) El conjunto L = conv{cr, A, B, N ′} tiene diámetro ḿınimo D(L) = R + r si RK <
p

(R + r)3/(8r).

(b) El caso ĺımite RK =
p

(R + r)3/(8r), donde N ′ ∈ ∂CA ∩ ∂CB.

Sin embargo, a partir de tal valor de RK , la construcción anterior no es válida, puesto que

d(A,N ′) = d(B,N ′) > R + r, como se puede ver en la figura 3.17.

B=B'

CCA B

0

R+r

(a)

c

x

A=A'

N'

Figura 3.17: Caso en que d(A,N ′) = d(B, N ′) > R + r.
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Supongamos, por tanto, que R ≤ 5r/3 y que RK >
√

(R + r)3/(8r). Bajo tales condiciones,

d(A′, B′) = 2
√

R2 − r2 < R + r < d(A′, N ′) = d(B′, N ′). Tomemos el circuncentro x0 situado

de forma que A ≡ A′ y B ≡ B′. Entonces, moviendo x0 de forma continua sobre la recta cx0,

alejándolo de c, aumenta la distancia d(A,B) (ahora A 6≡ A′ y B 6≡ B′), mientras que disminuye

d(A,N ′) = d(B,N ′). Realizamos este movimiento hasta el preciso momento en que tales distancias

coincidan: d(A,B) = d(A,N ′) = d(B,N ′); es decir, hasta que los puntos A,B,N ′ ∈ ∂CK formen

un triángulo equilátero. Entonces, d(A,B) = d(A,N ′) = d(B,N ′) =
√

3RK . Hemos obtenido

aśı un cuerpo convexo L = conv{cr, A,B,N ′}, cuyo circunradio es RK (ya que A,B,N ′ ∈ ∂CK

y determinan un triángulo equilátero), y que tiene por anillo mı́nimo A(c, r,R) (propiedad (P4)),

véase la figura 3.18.

Estudiemos finalmente su diámetro. Desde luego, el diámetro de L siempre será mayor (o igual)

que la distancia d(A,B). Aśı, aparecen dos casos posibles:

si L ⊂ CA ∩ CB (en definitiva, si N ′ ∈ CA ∩ CB), entonces R + r ≥ d(A,B) =
√

3RK (véase

la figura 3.18(a)) y, en consecuencia, D(L) = R + r;

en caso contrario, si N ′ 6∈ CA∩CB, entonces
√

3RK = d(A,B) ≥ R+r, por lo que el diámetro

de este conjunto es
√

3RK (véase la figura 3.18(b)).

Aśı pues, si
√

(R + r)3/(8r) < RK ≤ (R + r)/
√

3, el conjunto L = conv{cr, A,B,N ′} que se

muestra en la figura 3.18(a) es extremal para la desigualdad (3.8), lo que finaliza su demostración.

A B

CC D=R+r

0

AB

(a)

c

N'

x

A' B'

A B

CC

D=

0

AB

(b)

3RK

c

N'

x

A' B'

Figura 3.18: El conjunto L = conv{cr , A, B, N ′} tiene diámetro ḿınimo: (a) D(L) = R + r, si R ≤ 5r/3 yp
(R + r)3/(8r) ≤ RK ≤ (R + r)/

√
3; (b) D(L) =

√
3RK , si R ≤ 5r/3 y RK ≥ (R + r)/

√
3.

(iii.b) Conjuntos extremales para la desigualdad (3.9). Obsérvese que la construcción

realizada en el apartado anterior permite también deducir que, si RK ≥ (R+r)/
√

3 (y, por supuesto,

R ≤ 5r/3), el conjunto L construido de forma análoga, mostrado en la figura 3.18(b), es extremal

para la desigualdad (3.9.a).
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Para concluir la demostración de la desigualdad (3.9), debemos ocuparnos del caso (b) de la

misma; aśı pues, dados R, r,RK verificando 5r/3 ≤ R ≤ 2r y RK ≥ 2
√

R2 − r2/
√

3, vamos a

construir un conjunto convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y diámetro D =
√

3RK .

Los puntos A′, N ′, B′ forman siempre un triángulo isósceles, cuyos lados tienen longitudes

d(A′, B′) = 2
√

R2 − r2 y d(A′, N ′) = d(B′, N ′) =

[

2RK

(

RK +
√

R2
K − R2 + r2

)

]1/2

.

Entonces, un sencillo cálculo permite comprobar que este triángulo será equilátero precisamente si√
3RK = 2

√
R2 − r2, y que d(A′, B′) ≤ d(A′, N ′) = d(B′, N ′) si, y sólo si,

√
3RK ≥ 2

√
R2 − r2,

nuestra hipótesis. Por lo tanto, podemos asegurar que d(A′, B′) ≤ d(A′, N ′) = d(B′, N ′).

Tomemos de nuevo el circuncentro x0 situado de forma que A ≡ A′ y B ≡ B′. Entonces, mo-

viendo x0 de forma continua sobre la recta cx0, alejándolo de c, aumenta la distancia d(A,B) (ahora

A 6≡ A′ y B 6≡ B′), mientras que disminuye d(A,N ′) = d(B,N ′). Realizamos este movimiento hasta

el preciso momento en que tales distancias coincidan: d(A,B) = d(A,N ′) = d(B,N ′); es decir, has-

ta que △(A,N ′, B) sea un triángulo equilátero. Entonces, d(A,B) = d(A,N ′) = d(B,N ′) =
√

3RK .

Claramente, el cuerpo convexo L = conv{cr, A,B,N ′} tiene circunradio RK , ya que A,N ′, B ∈ ∂CK

y determinan un triángulo equilátero; además, su anillo mı́nimo es A(c, r,R), pues al ser R ≤ 2r,

los lados de △(AN ′B) cortan siempre a cr, lo que implica que los puntos de contacto de ∂L con

∂CR y ∂cr, respectivamente, no se pueden separar (véase la figura 3.19).

0

A B

N'

D

c

A' B'

x

Figura 3.19: L = conv{cr , A,B, N ′} tiene diámetro ḿınimo D(L) =
√

3RK , si 5r/3 ≤ R ≤ 2r y RK ≥ 2
√

R2 − r2/
√

3.

Estudiemos finalmente su diámetro. El diámetro de una figura de este tipo siempre viene dado,

o bien por la distancia entre dos vértices de △(A,N ′, B), es decir,
√

3RK , o bien por la distancia

entre cualquiera de los vértices y una de las rectas soporte al conjunto en un punto del arco de

∂cr opuesto a dicho vértice, esto es, R + r. Como 5r/3 ≤ R, entonces 2
√

R2 − r2 ≥ R + r, y dado

que RK ≥ 2
√

R2 − r2/
√

3, se tiene que
√

3RK ≥ R + r; en consecuencia, el diámetro de L es

D(L) =
√

3RK (véase la figura 3.19). Esto concluye la demostración de la desigualdad (3.9.b), y

por tanto, de (3.9).
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(iii.c) Conjuntos extremales para la desigualdad (3.10). Supongamos, en primer lugar,

que R, r y RK verifican 5r/3 ≤ R ≤ 2r y RK ≤ 2
√

R2 − r2/
√

3. Tomemos A ≡ A′ y B ≡ B′, y sean

ahora CA y CB los ćırculos de radio 2
√

R2 − r2 = d(A,B), centrados en A y B, respectivamente.

Un sencillo cálculo muestra que la distancia d(A,N) =
√

2R(R + r), por lo que es fácil ver que

d(A,N) = d(B,N) ≥ d(A,B) =
√

R2 − r2, ya que R ≤ 2r (en el caso R = 2r se obtendŕıa un

triángulo △(A,N,B) equilátero). Por lo tanto, las circunferencias ∂CA y ∂CB se cortan en un punto

E de CR (del interior o de la frontera –esto último en el caso ĺımite R = 2r). Observemos que, si

RK es tal que el punto N ′ verifica d(N ′, c) ≤ d(E, c), entonces el conjunto L = conv{cr, A,B,N ′}
es solución a nuestro problema (véase la figura 3.20). En efecto, su circunradio es RK , ya que los

puntos A,N ′, B no están sobre una misma semicircunferencia (obsérvese que la recta AB siempre

está por debajo de x0); su anillo mı́nimo es A(c, r,R), pues los lados de △(AN ′B) cortan siempre a

cr, lo que implica que los puntos de contacto de ∂L con ∂CR y ∂cr, respectivamente, no se pueden

separar (el caso ĺımite de tangencia se obtendŕıa cuando R = 2r y RK = R); finalmente, dado que

L ⊂ CA ∩ CB , su diámetro es D(L) = 2
√

R2 − r2.
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Figura 3.20: (a) El conjunto L = conv{cr, A, B, Z} tiene diámetro ḿınimo D(L) = 2
√

R2 − r2 si 5r/3 ≤ R ≤ 2r y

RK ≤ 2
√

R2 − r2/
√

3. (b) El caso ĺımite RK = 2
√

R2 − r2/
√

3.

No es dif́ıcil ver que d(N ′, c) = d(E, c), esto es, N ′ ≡ E, solamente si RK = 2
√

R2 − r2/
√

3 y,

por tanto, que d(N ′, c) ≤ d(E, c) cuando RK ≤ 2
√

R2 − r2/
√

3, nuestra hipótesis en este caso. Esto

prueba la desigualdad (3.10.a).

Para concluir la demostración de la desigualdad (3.10), y con ello la del teorema, debemos

ocuparnos del caso (b) de la misma. Aśı pues, supongamos ahora que R y r verifican R ≥ 2r, para

cualquier valor (entre los permitidos, claro está, por la proposición 2.4.3) de RK .

Tomemos de nuevo A ≡ A′ y B ≡ B′. Por lo argumentado anteriormente, como R ≥ 2r, se tiene

que d(A,N) = d(B,N) ≤ d(A,B) = 2
√

R2 − r2. Por lo tanto, las circunferencias ∂CA y ∂CB se

cortan en el exterior de CR (véase la figura 3.21). Obsérvese que, entonces, la circunferencia ∂CB ,

por ejemplo, interseca ∂CR en un punto M del arco
z {
AN , de tal manera que el segmento MB es



3.3 Anillo ḿınimo, circunradio y anchura 49

tangente a ∂cr. Además, ∂CA y ∂CK se cortan en un punto Z del arco
z {
AM ⊂ ∂CB (si AB coincide

con un diámetro de CK , entonces Z = A, como se muestra en la figura 3.21(b)).
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c

x

N

M

N'

Figura 3.21: El conjunto L = conv{cr , A,B, Z} tiene diámetro ḿınimo D(L) = 2
√

R2 − r2, si 2r ≤ R.

El cuerpo convexo L = conv{cr, A,B,Z} verifica las condiciones buscadas: su circunradio es RK ,

pues los puntos A,B,Z no están sobre una misma semicircunferencia (el segmento AB puede, a lo

sumo, contener el circuncentro x0); tiene a A(c, r,R) como anillo mı́nimo por la propiedad (P4); su

diámetro es D(L) = 2
√

R2 − r2, ya que está incluido en el sector circular ABM y contiene al centro,

B, y dos puntos del arco, A y Z (véase de nuevo la figura 3.21). Esto concluye la demostración de

la desigualdad (3.10.b), y con ella, la del teorema.

Obsérvese que, en este último caso, no podemos tomar como conjunto L el que ya viene siendo

habitual, conv{cr, A,B,N ′}, pues, dependiendo de la relación entre los valores R, r,RK , los seg-

mentos AN ′ y BN ′ no tienen por qué tocar a ∂cr (véase la figura 3.21(b)); en tales situaciones,

A(c, r,R) no seŕıa el anillo mı́nimo del cuerpo, al contradecirse la propiedad (P1).

3.3. Anillo ḿınimo, circunradio y anchura

Establecemos en este apartado la relación entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K, su

circunradio RK y su anchura ω. Comenzamos estudiando los conjuntos que minimizan la anchura,

cuando A(c, r,R) y RK están fijos.

Teorema 3.3.1 ([10]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK .

Entonces, su anchura ω verifica

ω ≥ 2r. (3.14)

La igualdad se alcanza para cualquier conjunto que contenga en su frontera puntos de ∂cr diame-

tralmente opuestos, como por ejemplo, el trapecio circular KT (véase la figura 3.22).
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Figura 3.22: El trapecio circular KT tiene anillo ḿınimo A(c, r,R), circunradio RK y anchura ω = 2r.

Demostración. La desigualdad (3.14) se verifica en general, independientemente del valor del

circunradio, según hemos visto en la proposición 2.3.1, desigualdad (2.5). Por tanto, es suficien-

te comprobar que, para cada valor posible de RK , existe un cuerpo convexo con anillo mı́nimo

A(c, r,R) y anchura ω = 2r. Y en efecto, basta considerar el trapecio circular KT definido en la

página 33 (véase la figura 3.22). Éste tiene por anchura 2r, puesto que su frontera contiene dos

segmentos de recta paralelos a distancia 2r, su anillo mı́nimo es A(c, r,R) (propiedad (P4)) y su

circunradio RK , ya que contiene un diámetro de CK .

Antes de establecer la desigualdad contraria, vamos a definir un nuevo conjunto, que representa-

remos por K∠ y denominaremos cuña circular asimétrica, de la siguiente forma: dados A(c, r,R) y

RK (este último entre los valores posibles del circunradio, véase la proposición 2.4.3), consideramos

el ćırculo CK de radio RK tal que la recta AB es tangente a ∂cr. Sea ahora ℓ la recta tangente a

∂cr que pasa por el punto A (véase la figura 3.23).

l

c

A B

Figura 3.23: Cuña circular asimétrica K∠ .

Se define la cuña circular asimétrica como el conjunto K∠ intersección del ćırculo CK con el

segmento del ćırculo CR determinado por las rectas AB y ℓ.
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Teorema 3.3.2 ([10]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK .

Entonces, su anchura ω verifica:

ω ≤ RK+
√

R2
K − R2 + r2

si







R ≤ 2r, ó (3.15.a)

2r ≤ R ≤ r
√

2(2 +
√

2) y RK ≤ R4

4r(R2 − 2r2)
. (3.15.b)

(3.15)

ω ≤ 4r(R2 − r2)

R4

(

R2 − 2r2 + 2r
√

R2
K − R2 + r2

)

si











2r ≤ R ≤ r
√

2(2 +
√

2) y RK ≥ R4

4r(R2 − 2r2)
, ó (3.16.a)

R ≥ r
√

2(2 +
√

2). (3.16.b)

(3.16)

La igualdad se alcanza, en todos los casos y entre otros conjuntos, para la cuña circular asimétri-

ca K∠ (véase la figura 3.24).

c

A B

Figura 3.24: La cuña circular asimétrica K∠ tiene anchura máxima.

Demostración. Obsérvese que, cuando RK = R, en las desigualdades (3.15) y (3.16) sólo queda

contemplado un caso (R ≤ 2r ó R ≥ 2r, respectivamente), convirtiéndose éstas en las ya conocidas

desigualdades (2.6) y (2.7) de la proposición 2.3.1,

ω ≤ R + r si R ≤ 2r,

ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2) si R ≥ 2r;

los conjuntos extremales también se transforman en los alĺı definidos. Aśı pues, en todo lo que sigue,

supondremos que RK < R, y por tanto, que CK no coincide con CR.
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Según la propiedad (9) del lema 2.1.2, K está contenido en el conjunto K1 formado por la

intersección de CK con el segmento del ćırculo CR determinado por las rectas soporte a cr en

dos puntos de ∂cr ∩ ∂K adecuados, que están separados por el segmento AB. En consecuencia,

se verifica que ω ≤ ω(K1), con lo que el problema se reduce a estudiar la anchura en esta familia

particular de conjuntos.

Además, la propiedad (6) del lema 2.1.2 nos asegura que, al menos una de dichas rectas, corta

a ∂CR en un punto P , o bien del arco
z {
AA′, o bien del arco

z {
BB′; supongamos por ejemplo que

P ∈
z {
AA′ (véase la figura 3.25).
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Figura 3.25: Maximizando la anchura: construcción del conjunto K1 ⊃ K con igual anillo ḿınimo y circunradio.

Como se muestra en la figura 3.25, llamamos S, T ∈ ∂CK y Q ∈ ∂CR a los puntos de corte,

junto con P , de las circunferencias ∂CK y ∂CR con las rectas que determinan K1.

Fijado el segmento PQ, es en el caso en el que la recta ST es paralela a PQ cuando la anchura

del cuerpo convexo K1 es la menor posible: 2r. Moviendo de forma continua la recta ST sobre ∂cr

en sentido contrario a las agujas del reloj, obtenemos todos los posibles conjuntos del tipo K1. La

anchura en la dirección ortogonal a PQ es la distancia al segmento PQ, o bien del punto T , o bien

de la recta tangente a ∂CK y paralela al mismo, dependiendo de la relación existente entre r, R y

RK . Veamos que es, en esta dirección, en la que se alcanza la anchura de los conjuntos K1.

Para probarlo, vamos a “recorrer” la frontera de K1. Sea B′′ el punto simétrico de B respecto

a x0. Tomando rectas soporte a K1 en puntos del arco
z {
AB′′ ⊂ ∂K1, la anchura en las distintas

direcciones que tales rectas soporte determinan es 2RK , puesto que el arco de ∂CK simétrico dez {
AB′′ respecto a x0, está en ∂K1. Continuamos recorriendo la frontera de K1, y consideramos ahora

el arco
z {
B′′S ⊂ ∂CK . Si tomamos cualquier recta soporte al conjunto en un punto de dicho arco,

la recta soporte a K1 paralela a la anterior toca a ∂K1 en el arco
z {
BQ ⊂ intCR; como ninguna

de estas rectas es tangente a ∂cr, y sin embargo PQ śı lo es, la distancia entre ambas es mayor

que la deseada. Continuando el recorrido por la frontera de K1, llegamos al segmento ST . La recta

paralela a ST que soporta K1 es tangente a ∂K1 en el arco
z {
QB , con lo que, de nuevo, la distancia
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entre ambas es mayor que la buscada. Para el resto de la frontera de K1 el razonamiento es similar

a los anteriores, con lo que podemos asegurar que la anchura del conjunto se alcanza en la dirección

ortogonal a PQ.

Claramente, cuanto mayor sea el ángulo que formen las rectas PQ y ST , mayor será la anchura

del conjunto; luego el cuerpo convexo K1 de mayor anchura se obtiene cuando los puntos P y S

coinciden (véase la figura 3.26).
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Figura 3.26: Para maximizar la anchura sobre los conjuntos K1, basta considerar los conjuntos K2.

Si el movimiento se realiza en el sentido de las agujas del reloj, con un razonamiento análogo al

anterior, podemos concluir que el conjunto de mayor anchura se obtiene cuando T y Q coinciden.

Sin embargo, esta figura tiene menor anchura que la del primer caso, aquélla en la que P ≡ S. En

efecto, en nuestra situación, el punto P se encuentra por encima de la recta A′B′ y, en consecuencia,

Q por debajo de ella, lo que implica que la distancia entre Q y x0 es menor que la distancia entre

P y x0; además, obsérvese que los ángulos ∡(PQS) y ∡(TPQ) coinciden si T ≡ Q o P ≡ S, ya

que P,Q ∈ ∂CR y las rectas que los determinan son tangentes a ∂cr; de todo ello se concluye que

la longitud del arco
z {
AS, cuando T ≡ Q, es menor que la longitud de

z {
TB si P ≡ S, lo cual implica

que la anchura máxima se obtiene, precisamente, si P ≡ S.

Aśı, si llamamos K2 a esta última figura, se tiene que ω ≤ ω(K1) ≤ ω(K2) (véase la figura 3.26).

Observemos que el ángulo ∡(TPQ) es siempre el mismo para cualquier punto P , ya que P ∈ ∂CR y

las rectas PT y PQ son tangentes a ∂cr. Además, cuanto mayor sea la longitud del arco
z {
TB, mayor

será la distancia de la recta PQ a su paralela, tangente a dicho arco, y por tanto, mayor será la

anchura. Fijado el punto P , si movemos de forma continua el circuncentro x0 sobre la recta que

lo une con c en dirección a este punto, la porción de CK incluida en CR aumenta, consiguiéndose

aśı el objetivo deseado: incrementar la longitud de
z {
TB y, por tanto, la anchura. Este movimiento

es posible hasta el momento en que el punto P coincide con A. En consecuencia, basta considerar

los conjuntos K2 para los cuales las rectas que los determinan son las tangentes a ∂cr que se cortan

en el punto A (véase la figura 3.27).
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0
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A'
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Figura 3.27: Conjunto K2 cuando P ≡ S ≡ A.

Para este tipo de figuras, dado que el ángulo correspondiente al vértice A se mantiene siempre

constante cualquiera que sea la posición de dicho punto, la mayor anchura se obtendrá, precisamen-

te, cuando A coincida con A′ (de nuevo porque éste es el caso en el que la porción de CK incluida

en CR es la mayor posible, véase la figura 3.28). El conjunto de máxima anchura es, por tanto, la

cuña circular asimétrica K∠.

P=A=S=A'

0

(a)

c

x

Q=B=B'

T

N

(b)

0

c

P=S=A=A' Q=B=B'

x

TN

Figura 3.28: La cuña circular asimétrica K∠ tiene máxima anchura para A(c, r, R) y RK fijos.

Sólo resta calcular cuál es la anchura del conjunto K∠, que, como ya hemos mencionado, depende

de la relación entre R, r y RK . En lo que sigue, N ′ será el punto de corte de la recta cx0 con ∂CK ,

más cercano a c (véase la figura 3.28).

En efecto, si R ≥ r
√

2(2 +
√

2), para cualquier valor posible de RK , el punto T se encuentra

situado en el arco
z {
N ′B de ∂CK , con lo que la anchura es la distancia entre T y el segmento AB

(véase la figura 3.28(b)):

ω(K2) =
4r(R2 − r2)

R4

(

R2 − 2r2 + 2r
√

R2
K − R2 + r2

)

.
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Concretamente, si R = r
√

2(2 +
√

2) y RK =
√

R2 − r2, el circuncentro x0 se encuentra sobre

el segmento AB, en cuyo caso T ≡ N ′ (véase la figura 3.29).

0

c

x

A
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N=T

Figura 3.29: El conjunto K2 cuando R = r
q

2(2 +
√

2) y RK =
√

R2 − r2.

Si 2r ≤ R ≤ r
√

2(2 +
√

2), el punto T coincide con N ′ precisamente si RK = R4/(4r(R2−2r2)).

Por lo tanto, cuando RK ≥ R4/(4r(R2−2r2)), se tiene de nuevo la situación anterior y T está sobre

el arco
z {
N ′B (véase la figura 3.30(a)); si por el contrario RK ≤ R4/(4r(R2 − 2r2)), T se encuentra

en el arco
z {
AN ′, siendo entonces la anchura la distancia entre el punto N ′ y el segmento AB (véase

la figura 3.30(b)):

ω(K2) = RK +
√

R2
K − R2 + r2.

(a) (b)

R
R

K

K

0
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c
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x
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T N

Figura 3.30: Situaciones posibles del punto T ∈ ∂CK cuando 2r ≤ R ≤ r
q

2(2 +
√

2) y (a) RK ≥ R4/(4r(R2 − 2r2)), o

(b) RK ≤ R4/(4r(R2 − 2r2)).

Por último, si R ≤ 2r, el punto T siempre se encuentra en el arco
z {
AN ′ para cualquier valor

posible del circunradio, y la máxima anchura se alcanza en la distancia entre N ′ y el segmento AB

(véase la figura 3.28(a)).
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3.4. Anillo ḿınimo, circunradio e inradio

En esta sección establecemos la relación entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K, su

circunradio RK y su inradio r
K

. Las demostraciones siguen un razonamiento análogo al caso de la

anchura estudiado en la sección anterior.

Teorema 3.4.1 ([10]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK .

Entonces, su inradio r
K

verifica

r
K
≥ r. (3.17)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para el trapecio circular KT (véase la figura 3.31).

B=B'A=A'

0 0

A=A' B=B'

cc

x x

Figura 3.31: El trapecio circular tiene anillo ḿınimo A(c, r, R), circunradio RK e inradio r
KT

= r.

Demostración. La desigualdad (3.17) se verifica en general, independientemente del valor del

circunradio, según hemos visto en la proposición 2.5.1, desigualdad (2.14). Por tanto, es suficien-

te comprobar que, para cada valor posible de RK , existe un cuerpo convexo con anillo mı́nimo

A(c, r,R) e inradio r
K

= r. Y en efecto, basta considerar el trapecio circular KT (véase la figura

3.31): éste tiene por inradio r, puesto que su frontera contiene puntos de ∂cr diametralmente opues-

tos, su anillo mı́nimo es A(c, r,R) por la propiedad (P4), y su circunradio es RK , ya que contiene

un diámetro de CK (lema 2.1.2(5)).

Teorema 3.4.2 ([10]). Si K es un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) y circunradio RK ,

su inradio r
K

verifica

r
K
≤ 2r



1 − r
RK −

√

R2
K − R2 + r2

R2 − r2



 . (3.18)

La igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para la cuña circular asimétrica K∠ (véase la

figura 3.32).
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0
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Figura 3.32: La cuña circular asimétrica K∠ tiene inradio máximo.

Demostración. Obsérvese que, cuando RK = R, la desigualdad (3.18) se transforma en la ya

conocida (2.15) de la proposición 2.5.1,

r
K
≤ 2rR

R + r
,

siendo ahora el conjunto extremal K∠ el segmento del ćırculo CR descrito en dicho resultado. Aśı

pues, en todo lo que sigue, supondremos que RK < R, y por tanto, que CK no coincide con CR.

Según la propiedad (9) del lema 2.1.2, K está contenido en un conjunto K1 formado por la

intersección de CK con el segmento del ćırculo CR determinado por las rectas soporte a cr en dos

puntos de ∂K ∩ ∂cr que están separados por el segmento AB. Además, la propiedad (6) del citado

lema nos permite asegurar que, al menos, una de estas rectas corta a ∂CR en un punto P , o bien

del arco
z {
AA′, o bien del arco

z {
BB′ (en caso contrario no habŕıa puntos de ∂K ∩ ∂CR en ninguno

de los dos arcos); supongamos, por ejemplo, que P ∈
z {
AA′ (véase la figura 3.33). Como K siempre

está contenido en un conjunto K1 de estas caracteŕısticas, r
K

≤ r
K1

, con lo que el problema se

reduce a estudiar el inradio en esta familia de conjuntos.
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Figura 3.33: Maximizando el inradio: construcción del conjunto K1 ⊃ K con igual anillo ḿınimo y circunradio.
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Siguiendo la notación de la figura 3.33, llamamos S, T ∈ ∂CK y Q ∈ ∂CR a los puntos de

corte, junto con P , de las circunferencias ∂CK y ∂CR con las rectas que determinan K1. Fijado

el segmento PQ, es en el caso en que la recta ST es paralela a PQ cuando el inradio del cuerpo

convexo K1 es el menor posible: r. Moviendo de forma continua la recta ST sobre ∂cr, en sentido

contrario a las agujas del reloj, obtenemos todos los posibles conjuntos del tipo K1. Claramente,

cuanto mayor sea el ángulo que formen estas dos rectas, mayor será la circunferencia que podemos

inscribir en la figura, la cual, por la construcción realizada, debe ser tangente a los segmentos PQ

y ST , estando por tanto el incentro y0 en la bisectriz del ángulo que forman las dos rectas; además,

el arco
z {
TB de ∂CK limita superiormente la circunferencia inscrita. En consecuencia, el conjunto

K1 de mayor inradio se obtiene cuando los puntos P y S coinciden (véase la figura 3.34).

Si el movimiento se realiza en el sentido de las agujas del reloj, con un razonamiento análogo al

anterior, podemos concluir que el conjunto de mayor inradio se obtiene cuando T y Q coinciden.

Sin embargo, esta figura tiene menor inradio que la del primer caso, aquélla en la que P ≡ S. En

efecto, en nuestra situación, el punto P se encuentra por encima de la recta A′B′ y, en consecuencia,

Q por debajo de ella, lo que implica que la distancia entre Q y x0 es menor que la distancia entre

P y x0; además, obsérvese que los ángulos ∡(PQS) y ∡(TPQ) coinciden si T ≡ Q o P ≡ S, ya

que P,Q ∈ ∂CR y las rectas que los determinan son tangentes a ∂cr; de todo ello se concluye que

la longitud del arco
z {
AS, cuando T ≡ Q, es menor que la longitud de

z {
TB si P ≡ S, lo cual implica

que el inradio máximo se obtiene, precisamente, si P ≡ S.

0

0

0

0

c

x
A B

A'

B'
P=S

Q

c

x
A B

A'

B'
P

Q

S

T

y

T

y

Figura 3.34: Para maximizar el inradio en los conjuntos K1, basta considerar los conjuntos K2.

Aśı, si llamamos K2 a esta última figura, se tiene que r
K
≤ r

K1
≤ r

K2
. Observemos que el ángulo

∡(TPQ) es siempre el mismo para cualquier punto P , ya que P ∈ ∂CR, las rectas PT y PQ son

tangentes a ∂cr, y ∂CR y ∂cr son concéntricas. Además, cuanto mayor sea la longitud del arco
z {
TB,

mayor será el radio de la circunferencia que podemos inscribir. Fijado el punto P , si movemos de

forma continua el circuncentro x0 sobre la recta que lo une con c en dirección a este punto, la porción

de CK incluida en CR aumenta, consiguiéndose aśı el objetivo deseado: incrementar la longitud dez {
TB y, por tanto, el inradio. Este movimiento es posible hasta el momento en que el punto P
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coincide con A. En consecuencia, basta considerar los conjuntos K2 para los cuales las rectas que

los determinan son las tangentes a ∂cr que se cortan en el punto A (véase la figura 3.35(a)).
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T
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(a) (b)

Figura 3.35: (a) Conjunto K2 cuando P ≡ S ≡ A. (b) K∠ tiene inradio máximo para A(c, r, R) y RK fijos.

Para este tipo de figuras, dado que el ángulo correspondiente al vértice A se mantiene siempre

constante cualquiera que sea la posición de dicho punto, el mayor inradio se obtendrá cuando

A ≡ A′ (de nuevo porque éste es el caso en el que la porción de CK incluida en CR es la mayor

posible, véase la figura 3.35(b)).

El conjunto de inradio máximo es, por tanto, la cuña circular asimétrica K∠. Un cálculo más o

menos laborioso permite obtener la fórmula expĺıcita para el inradio de K∠,

r
K∠

= 2r



1 + r

√

R2
K − R2 + r2 − RK

R2 − r2



 ,

con lo que se prueba la desigualdad (3.18) y, por tanto, el teorema.
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Caṕıtulo 4

El anillo ḿınimo y el inradioEl anillo ḿınimo y el inradio

En este último caṕıtulo de la memoria concluimos el estudio que nos planteábamos al comienzo

de la misma, quedando aśı resuelto el problema en su totalidad al haberse contemplado todos

los casos posibles. Ahora, a lo largo de todo el caṕıtulo, supondremos dados el anillo mı́nimo

y el inradio de un cuerpo convexo. Bajo estas hipótesis, vamos a obtener las cotas superiores e

inferiores, en términos de dichos valores, para las medidas geométricas área, peŕımetro, diámetro,

anchura mı́nima y circunradio (obsérvese que la relación que involucra al circunradio ya ha sido

estudiada en el caṕıtulo anterior, véase la sección 3.4, aunque debemos hacer alguna matización).

Las desigualdades que se obtendrán serán, de nuevo, las óptimas, y los correspondientes conjuntos

extremales para cada una de ellas quedarán también determinados. Los resultados de este caṕıtulo

pueden encontrarse en [9].

4.1. Anillo ḿınimo, inradio y área (o peŕımetro)

Relacionamos a continuación el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K cuyo inradio es r
K

, tanto

con su área A como con su peŕımetro p. En primer lugar estableceremos las cotas superiores.

Recordemos que, según el lema 2.1.1(c), si K tiene por anillo mı́nimo A(c, r,R), entonces

está contenido en un segmento Ks del ćırculo CR, determinado por las rectas soporte a cr en

dos puntos de ∂cr ∩ ∂K; todos estos conjuntos tienen igual área y peŕımetro. Por tanto se verifica

A = A(Ks) ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

y

p = p(Ks) ≤ 4
(
√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

.

El siguiente teorema establece éstas como las cotas superiores para cualquier valor r
K

del inradio.
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Teorema 4.1.1 ([9]). Si K es un cuerpo convexo con inradio r
K

y anillo mı́nimo A(c, r,R), en-

tonces su área A y su peŕımetro p verifican

A ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

, (4.1)

p ≤ 4
(
√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

. (4.2)

La igualdad se da, en ambas desigualdades, para el segmento del ćırculo CR determinado por las

rectas soporte comunes a cr y c
K
, cuando ∂c

K
es tangente interiormente a ∂CR (véase la figura 4.1).

K
r

0

0

r
K

c

y

c

y

Figura 4.1: Segmentos del ćırculo CR con anillo ḿınimo A(c, r, R), inradio r
K

y área y peŕımetro máximos.

Demostración. Para demostrar el teorema sólo hay que probar que, si r
K

es el inradio de K,

entonces existe un segmento Ks del ćırculo CR (en las condiciones anteriores) cuyo inradio es, pre-

cisamente, r
K

. En efecto, tomemos el incentro y0 de tal manera que ∂c
K

sea tangente interiormente

a ∂CR; entonces, el segmento Ks del ćırculo CR determinado por las dos rectas tangentes comunes

a ∂cr y ∂c
K

(véase la figura 4.1) tiene por inradio r
K

, ya que ∂c
K

contiene tres puntos de ∂Ks que

forman un triángulo acutángulo, y por anillo mı́nimo A(c, r,R), según la propiedad (P4).

Obsérvese además que el conjunto Ks aśı construido es siempre un segmento de ćırculo (esto

es, las rectas que lo determinan no se cortan en el interior de CR), puesto que por la proposición

2.5.1, el inradio verifica r
K

≤ 2Rr/(R + r); sólo en el caso de la igualdad se tiene, como situación

ĺımite, que el punto intersección de las rectas está sobre ∂CR.

El teorema siguiente establece las cotas inferiores para el área y el peŕımetro. Antes de enunciar-

lo, introducimos una nueva notación que será de utilidad en éste y en resultados posteriores. Dados

un anillo A(c, r,R) y un valor para el inradio r
K

(entre los valores posibles que éste puede tomar,

véase la proposición 2.5.1), supongamos el incentro y0 situado a la distancia adecuada de c para que

las tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K

se corten, precisamente, sobre ∂CR, punto que llamaremos N

(véase la figura 4.2). Es fácil ver que esta distancia toma el valor d = d(c, y0) = R(r
K
−r)/r. Vamos

a representar por Kd el conjunto Kd = conv{cr ∪ c
K

, N} (véase la figura 4.2) que, en definitiva, no

es más que el cap-body conv{c
K

, N}, ya que r
K

> r.
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Figura 4.2: El conjunto Kd = conv{cr ∪ c
K

, N}.

Teorema 4.1.2 ([9]). Si K es un cuerpo convexo con inradio r
K

y anillo mı́nimo A(c, r,R), en-

tonces su área A y su peŕımetro p verifican

A ≥
r2
K

r

(

√

R2 − r2 +
1

r
K

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

)

+ r2
K

θ, (4.3)

p ≥ 2

(

r
K

r

√

R2 − r2 +
1

r

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

+ r
K

θ

)

, (4.4)

donde θ = arc sen
r
K

r

R(2r − r
K

)
+ arc sen

r

R
.

La igualdad se alcanza, en ambas desigualdades, para el conjunto conv{Kd,M}, donde M es el

punto de ∂CR diametralmente opuesto a N (véase la figura 4.3).

0

c

N

y

M

Figura 4.3: El conjunto conv{Kd, M} tiene área y peŕımetro ḿınimos para A(c, r, R) y r
K

fijos.

Es sencillo comprobar que, en las fórmulas anteriores,

1

r

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

=
√

(R − d)2 − r2
K

no es más que la longitud de cualquiera de los dos segmentos de recta que, partiendo de M ,

determinan la frontera del cap-body.
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Demostración. Obsérvese que, cuando r
K

= r, las desigualdades (4.3) y (4.4) se transforman en

las ya conocidas (2.1) y (2.3) de las proposiciones 2.2.1 y 2.2.2,

A ≥ 2r
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

y

p ≥ 4
(
√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

,

siendo el conjunto extremal, en ambos casos, un cap-body de dos vértices (situados éstos sobre la

circunferencia ∂CR). Aśı pues, en todo lo que sigue, supondremos que r
K

> r y, por tanto, que c
K

no coincide con cr.

La propiedad (6) del lema 2.1.3 nos asegura que K contiene siempre un conjunto de la forma

K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, para dos puntos N y M de ∂CR adecuados (véase la figura 4.4(a));

en consecuencia, A ≥ A(K2c) y p ≥ p(K2c). Como K2c tiene anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K

,

hemos reducido el problema a estudiar el área y el peŕımetro de esta clase particular de conjuntos.

En primer lugar observemos que, para cada posición del incentro y0 fija, el área y el peŕımetro

del conjunto conv{cr∪c
K

, N} se mantienen constantes para cualesquiera de las posibles ubicaciones

del punto N , puesto que cr y CR son ćırculos concéntricos y N sólo puede moverse en el arco de

∂CR determinado por las tangentes a ∂cr en P y Q (recordemos que, como viene siendo habitual,

P , Q, S y T representan los puntos de contacto de las rectas tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K

con

dichas circunferencias, véase la figura 4.4(a)); podemos tomar entonces N , sin perder generalidad,

como el punto de corte de la recta cy0 con ∂CR (véase la figura 4.4(b)).
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Figura 4.4: El problema se reduce a estudiar el área y el peŕımetro de los conjuntos K2c = conv{cr ∪ c
K

, N, M}.

En segundo lugar, si, como muestra la figura 4.4, llamamos A y B a los puntos de contacto

de las rectas tangentes a ∂c
K

que pasan por M con dicha circunferencia, tenemos que el conjunto

limitado por el arco
z {
AB y los segmentos AM y BM tiene menor área cuando la distancia entre

M y ∂c
K

es la menor posible; esto es, cuando M es el punto intersección de la recta cy0 con ∂CR.

En este caso, también la longitud de dichos segmentos es la menor posible (véase la figura 4.5(a)).

Aśı pues, es suficiente considerar los conjuntos K2c que son simétricos respecto a la recta cy0.
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Figura 4.5: Construcción del conjunto conv{Kd, M} con área y peŕımetro ḿınimos.

Representamos por x la distancia entre los centros, x := d(y0, c). Claramente,

R

r
(r

K
− r) ≤ x ≤ R − r

K
,

correspondiendo la cota inferior al caso ĺımite en que las rectas tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K

se

cortan precisamente en N , y la cota superior al caso ĺımite en que ∂c
K

toca a ∂CR. Un cálculo

bastante laborioso permite comprobar que el área y el peŕımetro de esta figura, en función de la

distancia x, valen
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Estudiemos, por tanto, estas funciones, y calculemos su mı́nimo. Las derivadas primeras de A(x) y

(1/2)p(x) son, respectivamente,
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Es fácil ver que siempre se verifica
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)2

≥
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; (4.5)
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en efecto, la desigualdad (4.5) es equivalente a la más sencilla

(r
K
− r)

x
≤ r

K

(R − x)
,

lo que equivale a su vez a la relación

x ≥ R(r
K
− r)

2r
K
− r

. (4.6)

Pero dado que x ≥ R(r
K
− r)/r siempre y, a su vez,

R(r
K
− r)

r
≥ R(r

K
− r)

2r
K
− r

al ser r
K
≥ r, (4.6) se satisface, lo que demuestra (4.5).

En definitiva, la desigualdad (4.5) nos asegura que ambas derivadas, A′(x) y (1/2)p′(x), son

positivas, y por tanto, que las funciones A(x) y (1/2)p(x) son crecientes en el intervalo
[

R

r
(r

K
− r), R − r

K

]

.

Aśı pues, el área y el peŕımetro alcanzan su mı́nimo valor cuando x = R(r
K
− r)/r. Esto demuestra

el resultado que establece el teorema:

A ≥ A

(

R

r
(r

K
− r)

)

=
r2
K

r

(

√

R2 − r2 +
1

r
K

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

)

+ r2
K

θ,

1

2
p ≥ 1

2
p

(

R

r
(r

K
− r)

)

=
r
K

r

√

R2 − r2 +
1

r

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

+ r
K

θ,

donde θ = arc sen
r
K

r

R(2r − r
K

)
+ arc sen

r

R
.

La igualdad se alcanza si, y sólo si, x = R(r
K
− r)/r, es decir, cuando las rectas tangentes

comunes a ∂cr y ∂c
K

se cortan en N . El conjunto extremal es, por tanto, el descrito en el enunciado

del teorema: conv{Kd,M}, donde M es el punto de ∂CR diametralmente opuesto a N (véase la

figura 4.5(b)).

4.2. Anillo ḿınimo, inradio y diámetro

En esta sección establecemos la relación entre el anillo mı́nimo de un cuerpo convexo K, su

inradio r
K

y su diámetro D. Comencemos con la cota superior para D.

Teorema 4.2.1 ([9]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
. Enton-

ces, su diámetro D verifica

D ≤ 2R. (4.7)

La igualdad se alcanza para cualquier cuerpo convexo que contenga puntos de ∂CR diametralmente

opuestos, como por ejemplo, el conjunto K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, donde N y M son los puntos

de intersección con ∂CR de la recta cy0 (véase la figura 4.6).
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Figura 4.6: El conjunto K2c tiene anillo ḿınimo e inradio fijos, y diámetro máximo D = 2R.

Demostración. Como K ⊂ CR, se tiene que D ≤ 2R. Por otra parte, si N y M son los puntos de

corte de la recta cy0 con ∂CR, ya hemos visto en la propiedad (6) del lema 2.1.3 que el conjunto

K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M} tiene anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K

; luego, dado que la distancia

entre M y N es, precisamente, 2R, se tiene la igualdad D(K2c) = 2R (véase la figura 4.6).

Teorema 4.2.2 ([9]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
. Enton-

ces, su diámetro D verifica

D ≥ r
K

(R + r)

r
si r

K
≥ 2r

√

R − r

R + r
, (4.8)

D ≥ 2
√

R2 − r2 si r
K
≤ 2r

√

R − r

R + r
. (4.9)

La igualdad se alcanza, entre otras figuras, y en ambos casos, para el conjunto conv{Kd,M}, donde

M es el otro punto de corte (además de N) de cualquiera de las dos tangentes comunes a ∂cr y

∂c
K

con ∂CR (véase la figura 4.7).
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Figura 4.7: Conjuntos conv{Kd, M} con anillo ḿınimo e inradio fijos, y diámetro ḿınimo.
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Demostración. Obsérvese en primer lugar que, si r
K

= r, la relación r ≥ 2r
√

(R − r)/(R + r)

es equivalente a que R ≤ 5r/3. Por tanto, las desigualdades (4.8) y (4.9) se transforman en las ya

conocidas (2.9) y (2.10) de la proposición 2.3.2,

D ≥ R + r si R ≤ 5r

3
, D ≥ 2

√

R2 − r2 si R ≥ 5r

3
,

respectivamente. También el conjunto extremal se transforma, para este caso ĺımite, en el alĺı des-

crito (véase la figura 2.14). Aśı pues, en todo lo que sigue, supondremos que r
K

> r y, por tanto,

que c
K
6≡ cr.

El lema 2.1.3, propiedad (6), asegura que K contiene un conjunto K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M},
para dos puntos N y M de ∂CR adecuados, con idénticos anillo mı́nimo e inradio que K. Por tanto,

D ≥ D(K2c), y el problema se reduce a estudiar el diámetro de esta familia particular de conjuntos.

Como K2c es la envoltura convexa de dos puntos N y M , y de conv(cr ∪c
K

), su diámetro se alcanza

en una de las siguientes distancias:

la distancia entre N y M ;

la distancia entre N y la recta tangente a ∂c
K

perpendicular a Ny0;

la distancia entre M y la recta tangente a ∂c
K

perpendicular a My0;

la distancia entre M y la recta tangente a ∂cr perpendicular a Mc.

Observemos que, como r
K
≥ r, estas dos últimas distancias son menores o iguales que la distancia

entre N y la recta tangente a ∂c
K

perpendicular a Ny0. Por tanto, nos limitaremos a estudiar las

dos primeras.

La menor distancia posible entre los puntos N y M (véase el lema 2.1.1(a)) se da cuando el

segmento NM es tangente a ∂cr y, en consecuencia, cuando la recta NM coincide con una de las

tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K

; dicha distancia es siempre d(N,M) = 2
√

R2 − r2, con independencia

de cómo estén situados los discos cr y c
K

(véase la figura 4.8).
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Figura 4.8: La distancia de M a N es independiente de cómo estén situados cr y c
K

.
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Por otro lado, la distancia entre N y la recta tangente a ∂c
K

perpendicular a Ny0 es menor

cuanto más cerca de c esté y0, obteniéndose el mı́nimo en el caso ĺımite d(y0, c) = R(r
K
− r)/r;

es decir, cuando las dos rectas tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K

se cortan en N . El valor de dicha

distancia en tal caso es r
K

(R + r)/r (véase la figura 4.9).
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Figura 4.9: La distancia de N a la recta tangente a ∂c
K

ortogonal a cy0 es ḿınima cuando d(y0, c) = R(r
K

− r)/r.

En definitiva, el diámetro podrá tomar, o bien el valor 2
√

R2 − r2, cuando éste se alcance en

d(N,M), o bien el valor r
K

(R + r)/r, cuando se alcance en la distancia entre N y la recta tangente

a ∂c
K

perpendicular a Ny0 (véase la figura 4.10); estas dos posibilidades dependen de la relación

existente entre R, r y r
K

.

D

(a)

0

c

P

N

M

y

S

(b)

D

0

c

P

N

M

y

S

Figura 4.10: Conjuntos con diámetro ḿınimo para (a) r
K

≥ 2r
p

(R − r)/(R + r), y (b) r
K

≤ 2r
p

(R − r)/(R + r).

No es dif́ıcil comprobar que el diámetro

D =
r
K

(R + r)

r
, si r

K
≥ 2r

√

R − r

R + r

(véase la figura 4.10(a)), y que

D = 2
√

R2 − r2 si r
K
≤ 2r

√

R − r

R + r

(véase la figura 4.10(b)).
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4.3. Anillo ḿınimo, inradio y anchura

Esta sección está dedicada a estudiar la relación existente entre el anillo mı́nimo de un cuerpo

convexo K con inradio r
K

, y su anchura ω. En primer lugar, establecemos la cota inferior.

Teorema 4.3.1 ([9]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
. Entonces

su anchura ω verifica

ω ≥ 2r
K

. (4.10)

La igualdad se alcanza para cualquier conjunto que contenga en su frontera puntos de ∂c
K

diame-

tralmente opuestos, como por ejemplo, el cuerpo convexo K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, donde N y

M son los puntos de intersección de la recta cy0 con ∂CR (véase la figura 4.11).
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Figura 4.11: El conjunto K2c tiene anillo ḿınimo A(c, r, R), inradio r
K

y anchura ω = 2r
K

.

Demostración. La desigualdad (4.10) se verifica en general, independientemente del anillo mı́ni-

mo (véase la tabla 1.1), puesto que r
K

es el inradio de K. Consideremos ahora el cuerpo convexo

K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, donde N y M son los puntos de intersección de la recta cy0 con ∂CR.

Claramente, K2c está contenido en el segmento de ćırculo simétrico de CR determinado por las

rectas soporte a c
K

en los puntos extremos del diámetro de c
K

que es perpendicular a cy0; por tanto

se tiene la igualdad ω(K2c) = 2r
K

(véase la figura 4.11).

Teorema 4.3.2 ([9]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
. Enton-

ces, su anchura ω verifica

ω ≤ R + r si R ≤ 2r, (4.11)

ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2) si R ≥ 2r y r

K
≥ 2r(R − r)

R
. (4.12)

En ambos casos la igualdad se alcanza, entre otros conjuntos, para el cuerpo convexo KB que

se muestra en la figura 4.12: considérese el segmento del ćırculo CR determinado por las dos rectas



4.3 Anillo ḿınimo, inradio y anchura 71

tangentes comunes a ∂cr y ∂c
K
, ℓ′ y ℓ′′, cuando se cortan en el punto N de ∂CR, y tómese el

semiplano delimitado por la recta tangente a ∂c
K

y perpendicular a cy0, que contiene a c
K
; la

intersección de ambos nos da la figura deseada.
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Figura 4.12: Conjuntos con anillo ḿınimo A(c, r, R), inradio r
K

y máxima anchura cuando (a) R ≤ 2r, y (b) R ≥ 2r y

r
K

≥ 2r(R − r)/R.

ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2)

sen β

sen (α + β)
si R ≥ 2r y r

K
≤ 2r(R − r)

R
, (4.13)

donde α = 2arc sen
r

R
y β = 2arctan

r
K

r

(2r − r
K

)
√

R2 − r2
.

La igualdad se alcanza para el triángulo determinado por ℓ′, ℓ′′ y la recta tangente a ∂c
K

que

pasa por el punto M ′ ∈ ℓ′ ∩ ∂CR, con M ′ 6= N (véase la figura 4.13).

0

l'
l''

c

N

y

M'

Figura 4.13: Conjunto con anillo ḿınimo A(c, r, R), inradio r
K

y máxima anchura cuando R ≥ 2r y r
K

≤ 2r(R − r)/R.

Merece la pena comentar que el triángulo que se obtiene como conjunto extremal en la des-

igualdad (4.13) verifica que sus ángulos α y β (tal y como se han definido previamente, véase de

nuevo la figura 4.13) son siempre menores que su tercer ángulo, π − α − β. De ello se deduce, en

particular, que 2β + α ≤ π, esto es, que α + β ≤ π − β. En consecuencia, sen β ≤ sen (α + β), lo
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cual nos asegura que la cota obtenida para la anchura en la desigualdad (4.13) es siempre menor

que la obtenida en (4.12), como cab́ıa esperar; y coincidirán precisamente si β = π−α−β, es decir,

cuando el triángulo sea isósceles, lo cual sólo se da si r
K

= 2r(R − r)/R.

Obsérvese en primer lugar que, cuando r
K

= r, la relación r ≥ 2r(R − r)/R es equivalente

a que R ≤ 2r. Por lo tanto, la desigualdad (4.12) no puede darse. Esto es totalmente razonable,

pues, como puede intuirse al observar los conjuntos extremales que dan la máxima anchura para

A(c, r,R) fijo (proposición 2.3.1), si R ≥ 2r, no va a poder construirse tal conjunto extremal con

inradio r
K

= r. Además, si R ≥ 2r y r
K

= r, tampoco nos encontramos en la situación planteada

para la desigualdad correspondiente que relaciona ω con RK y r
K

: (4r
K
−ω)(ω−2r

K
)RK ≤ 2r3

K
(véase

la tabla 1.2); alĺı, los conjuntos extremales son triángulos, pero ∂CK y ∂c
K

no son concéntricos, y

por tanto, no determinan el anillo mı́nimo de los mismos. Cuando R ≤ 2r, la desigualdad (4.11)

coincide con (2.6) y, como veremos en breve, van a poder construirse cuerpos convexos con inradio

cualquiera r
K
≥ r bajo las condiciones deseadas.

Demostración. La desigualdad (4.11) se verifica en general, independientemente del valor del

inradio (véase la proposición 2.3.1, desigualdad (2.6)); por tanto, para demostrarla en el caso que

nos ocupa, basta con encontrar un conjunto convexo que, teniendo anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio

r
K

, verifique la igualdad. En efecto, si consideramos el conjunto KB definido en el enunciado del

teorema, es evidente que su anillo mı́nimo es A(c, r,R) y su inradio r
K

(en el caso de que r
K

= r,

basta tomar c
K
≡ cr, y como ℓ′ y ℓ′′ dos rectas tangentes a ∂cr que se corten sobre ∂CR). Vamos a

representar por M ′ y M ′′ los puntos de corte con ∂CR de ℓ′ y ℓ′′, respectivamente, distintos de N

(véase la figura 4.14).
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Figura 4.14: El conjunto KB tiene anillo ḿınimo A(c, r,R), inradio r
K

y máxima anchura (a) ω(KB) = R + r cuando

R ≤ 2r, y (b) ω(KB) = 4r(R2 − r2)/R2 cuando R ≥ 2r y r
K

≥ 2r(R − r)/R.

Observemos que, si R = 2r, el triángulo △(NM ′M ′′) es equilátero y circunscribe a cr, y dado

que siempre se satisface r
K

≥ r, la anchura de KB es, en este caso, la distancia d(M ′′, ℓ′). En

consecuencia, cuando R ≤ 2r, la anchura vendrá dada por la distancia entre la recta ℓ′ y su
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paralela soporte a KB, estando el punto de tangencia sobre el arco de ∂CR ∩ ∂KB que parte de

M ′′ (véase la figura 4.14(a)). Esta distancia es, claramente, R + r, con lo que tenemos demostrado

el caso en cuestión.

Si ahora suponemos que R ≥ 2r, la desigualdad (4.12) también se verifica en general, indepen-

dientemente del valor del inradio (véase la proposición 2.3.1, desigualdad (2.7)). Tomando de nuevo

el conjunto KB definido en el enunciado del teorema, se tiene que, si r
K

es tal que el segmento

M ′M ′′ corta a ∂c
K

(véase la figura 4.14(b)), entonces su anchura viene dada siempre por la distancia

d(M ′′, ℓ′), esto es, 4r(R2−r2)/R2. Un sencillo cálculo muestra que esto sucede si r
K
≥ 2r(R−r)/R,

pues cuando r
K

= 2r(R− r)/R, el segmento M ′M ′′ es tangente a ∂c
K

. Esto demuestra la desigual-

dad (4.12). Obsérvese además que, bajo la hipótesis R ≥ 2r, nunca puede darse r
K

= r; es por ello

que no contemplamos este caso.

Supongamos por último que R ≥ 2r y r
K

≤ 2r(R − r)/R. En este caso, el segmento M ′M ′′

nunca corta al inćırculo c
K

; a lo sumo, será tangente a su frontera, lo cual ocurrirá solamente si

r
K

= 2r(R − r)/R (véase la figura 4.15).
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Figura 4.15: El segmento M ′M ′′ no corta a c
K

cuando R ≥ 2r y r
K

≤ 2r(R − r)/R.

Según el lema 2.1.1(c), K está contenido en un segmento Ks del ćırculo CR, que está determinado

por dos rectas soporte a cr y cuyo anillo mı́nimo es A(c, r,R); desde luego, dado que K ⊂ Ks, tanto

ω(Ks) ≥ ω(K) como r
Ks ≥ r

K
. Ahora bien, al ser c

K
el inćırculo de K, se pueden presentar dos

casos: o bien ∂K contiene dos puntos de ∂c
K

diametralmente opuestos, con lo que ω = 2r
K

, o bien

∂K contiene tres puntos X,Y,Z ∈ ∂c
K

que forman un triángulo acutángulo (siendo además c
K

único). Nos ocuparemos de este último caso, puesto que ω = 2r
K

es el menor valor posible para la

anchura y queremos estudiar su máximo.

Comencemos suponiendo que r
K

> r y, por tanto, que c
K

6≡ cr. Según la propiedad (2) del

lema 2.1.3, tenemos que conv(cr ∪ c
K

) ⊂ K; luego los puntos de contacto con ∂cr de las rectas

soporte que determinan Ks se encuentran en el arco
z {
PQ de ∂cr ⊂ ∂ conv(cr ∪ c

K
), mientras que

los tres puntos X,Y,Z están en el arco
z {
ST de ∂c

K
⊂ ∂ conv(cr ∪ c

K
) (recordemos, una vez más,

que tres puntos de una circunferencia forman un triángulo acutángulo si no están en una misma

semicircunferencia). Entonces, si S′ y T ′ son, respectivamente, los puntos de ∂c
K

simétricos de S y
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T respecto a y0, uno de los tres puntos X,Y,Z se sitúa, o bien en el arco
z {
ST ′, o bien en el arco

z {
TS′,

pues en caso contrario, los tres estaŕıan en una misma semicircunferencia (concretamente, en el arcoz {
S′T ′). Supongamos que X ∈

z {
ST ′, y sea X ′ ∈ ∂c

K
el simétrico de X respecto a y0. Entonces, uno de

los dos puntos restantes, por ejemplo Y , se encuentra en el arco
z {
TX ′ (de nuevo, en caso contrario,

los tres puntos estaŕıan en la semicircunferencia
z {
XX ′). Finalmente, para que los tres puntos en

cuestión formen un triángulo acutángulo, Z debe estar en el arco
z {
X ′Y ′ de ∂c

K
, con Y ′ ∈ ∂c

K
el

simétrico de Y respecto a y0. Por otro lado, como X,Y,Z ∈ ∂K, K está contenido en la intersección

de Ks con el triángulo TXY Z determinado por las rectas ℓX , ℓY y ℓZ soporte a c
K

en X,Y y Z,

respectivamente (véase la figura 4.16(a)), conjunto que representaremos por K ′ = Ks ∩ TXTZ .

Si r
K

= r, entonces, necesariamente, c
K

≡ cr; en caso contrario no seŕıa posible encontrar los

tres puntos X,Y,Z ∈ ∂c
K

formando un triángulo acutángulo. Ahora no existen los arcos
z {
PQ niz {

ST , ya que conv(cr ∪ c
K

) ≡ c
K

, por lo que, en este caso, simplemente supondremos que Z ∈
z {
XY y

que está “por debajo” de ambos (tal y como se muestra en la figura 4.16(b)). Además, tomaremos

como conjunto K ′ la intersección K ′ = CR ∩ TXY Z . El resto de la demostración es común para

ambos casos, pues, prácticamente, todos los argumentos que siguen son válidos, tanto si c
K

≡ cr,

como si c
K
6≡ cr. Indicaremos de forma expĺıcita cuándo se debe considerar tal distinción.

l

l

l
X Y

Z
0

X

Y

c
P

y

S

Q

T

S'T'

X X'
Y

M
M

Z

l

l

l XY

Z

X

Y

0
=c  y

X

Y

M

MZ

(a) (b)

Figura 4.16: El problema se reduce a estudiar la anchura de los conjuntos (a) K′ = Ks ∩ TXY Z o (b) K′ = CR ∩ TXY Z .

Obsérvese que la recta ℓZ debe cortar al arco
z {
MXMY , donde MX ,MY ∈ ∂Ks son los puntos de

intersección con ∂CR de las rectas ℓX y ℓY ; en caso contrario, no habŕıa ningún punto de ∂K∩∂CR

en el arco
z {
MXMY , lo cual implicaŕıa que ∂K ∩ ∂CR se situaŕıa en el otro arco de ∂CR ∩ ∂Ks; en

consecuencia, la recta determinada por los puntos extremos de dicho arco separaŕıa ∂K ∩ ∂CR de

cr, hecho que contradiŕıa la propiedad (P2).

Claramente, K ′ tiene anillo mı́nimo A(c, r,R), por la propiedad (P4), e inradio r
K

, puesto que

X,Y,Z ∈ ∂c
K
∩ ∂K ′ y forman un triángulo acutángulo. Como K ⊂ K ′, ω(K) ≤ ω(K ′), lo que

reduce el problema a estudiar la anchura en esta familia de conjuntos. Observemos lo siguiente:
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(i) Si r
K

> r, el ángulo que forman las rectas ℓX y ℓY es siempre menor o igual que el que forman

las rectas que determinan Ks (cuando r
K

= r, el conjunto Ks no entra en juego, por lo que

esta observación no tiene sentido).

(ii) Además, este ángulo nunca puede ser cero; es decir, ℓX y ℓY nunca llegan a ser paralelas pues,

en tal caso, los tres puntos X,Y,Z estaŕıan en una misma semicircunferencia.

(iii) Como los puntos X,Y,Z no se encuentran en una misma semicircunferencia, el punto de corte

ℓX ∩ ℓY está en el semiplano superior que determina la recta ortogonal a cy0 que pasa por c;

además, ℓX ∩ ℓY no es un punto interior de CR.

(iv) El triángulo TXY Z tiene inradio r
K

y verifica que, a lo sumo, sólo uno de sus vértices (o bien

ℓY ∩ ℓZ , o bien ℓX ∩ ℓZ) se encuentra en el interior de CR.

De todo ello se deduce que la anchura de K ′ vendrá dada, o bien por la distancia del único

vértice de TXY Z interior a CR, si lo hubiere, al lado opuesto, o, en caso contrario, por el mı́nimo

de las distancias d(MX , ℓY ), d(MY , ℓX). Ahora bien, en cualquiera de estos casos, la anchura de K ′

será mayor cuanto más grande sea el ángulo θ que forman las rectas ℓX y ℓY ; en efecto, tanto el

único vértice de TXY Z interior a CR (si existe), como los puntos MX y MY , aumentan su distancia

a sus respectivas rectas opuestas (ℓY o ℓX , según el caso) cuando dicho ángulo θ crece.

Aśı, obsérvese en primer lugar que, si r
K

> r, fijada la circunferencia ∂c
K

, θ alcanzará su máximo

valor cuando los puntos de contacto X e Y coincidan, respectivamente, con los extremos S y T del

arco de ∂c
K

⊂ ∂ conv(cr ∪ c
K

). Una vez hecha esta consideración, y suponiendo ya que X ≡ S e

Y ≡ T , es claro que el ángulo θ puede seguir aumentando (y por tanto, la anchura) cuanto más se

aproxime el incentro y0 a c (véase la figura 4.17).
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P Q
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M
Z

Y=T
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Figura 4.17: Acercando el incentro y0 hacia c se obtiene el conjunto K′ de máxima anchura.

El caso ĺımite tendrá lugar cuando d(y0, c) = R(r
K

− r)/r, es decir, cuando ℓX y ℓY sean,

precisamente, las rectas tangentes comunes, ℓ′ y ℓ′′, a ∂cr y ∂c
K

que se cortan en el punto N ∈ ∂CR.
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En el caso de que r
K

= r, el argumento anterior es trivial: tan solo debemos aumentar el ángulo θ

hasta que ℓX ∩ ℓY ∈ ∂CR, pues y0 ≡ c.

Por otro lado, para cualquiera de las posibles posiciones de c
K

(incluso si c
K
≡ cr), y fijadas las

rectas ℓX y ℓY , es evidente (recuérdense las observaciones (i), (ii) y (iii) anteriores) que la anchura

de K ′ es mayor cuanto más cerca se encuentre Z del punto intersección de la recta cy0 (Ny0

cuando c ≡ y0) con ∂c
K

. Ahora bien, como nos encontramos en el caso R ≥ 2r y r
K
≤ 2r(R− r)/R,

en la situación ĺımite que nos dará la máxima anchura (esto es, cuando ℓX ≡ ℓ′, ℓY ≡ ℓ′′ y

ℓX ∩ ℓY = N ∈ ∂CR), el segmento MXMY ≡ M ′M ′′ no corta a c
K

(a lo sumo, será tangente a ∂c
K

si R = 2r y r
K

= r). Por lo tanto, la posición ĺımite para el punto Z es aquélla en la que la recta ℓZ

pasa, precisamente, por MX (o MY , indistintamente, por la simetŕıa del conjunto), véase la figura

4.17. De este modo, podemos concluir que, bajo las hipótesis del teorema, el cuerpo convexo con

mayor anchura es el triángulo determinado por las rectas ℓ′, ℓ′′ y la tangente a ∂c
K

que pasa por

M ′ (véase la figura 4.17). Un cálculo sencillo muestra que la anchura de este triángulo es

ω = 2
√

R2 − r2
sen α sen β

sen (α + β)
=

4r

R2
(R2 − r2)

sen β

sen (α + β)
,

donde

α = 2arc sen
r

R
y β = 2arctan

r
K

r

(2r − r
K

)
√

R2 − r2
,

lo que demuestra la desigualdad (4.13).

4.4. Anillo ḿınimo, inradio y circunradio

En el caṕıtulo 3 de esta memoria se ha estudiado el problema de optimizar las magnitudes

geométricas con las que estamos trabajando, cuando se suponen fijos el anillo mı́nimo y el circun-

radio, en lugar del inradio. En particular, se han determinado las desigualdades óptimas para el

inradio, dados A(c, r,R) y RK . En esta última sección, estamos suponiendo fijos el anillo mı́nimo

y el inradio, y queremos optimizar el circunradio. Aśı pues, una de las relaciones buscadas va a

coincidir con la ya obtenida en el teorema 3.4.2, pero teniendo en cuenta una salvedad: los conjuntos

que alĺı maximizaban el inradio serán, por razones obvias, los que aqúı minimicen el circunradio.

Sin embargo, no podemos decir lo mismo del teorema 3.4.1: dado que en la desigualdad (3.17) no

entra en juego el circunradio, nunca se podrá deducir de ella cuáles son los conjuntos que maximizan

RK . El resultado preciso es el siguiente.

Teorema 4.4.1 ([10]). Sea K un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
. En-

tonces, su circunradio RK verifica

RK ≤ R. (4.14)

La igualdad se alcanza, entre otras figuras, para el conjunto K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M}, donde N

y M son los puntos de intersección con ∂CR de la recta cy0 (véase la figura 4.18).
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0

0
c=x

y

N

M

Figura 4.18: El conjunto K2c tiene anillo ḿınimo e inradio fijos, y circunradio máximo RK = R.

Demostración. Como K ⊂ CR, se tiene que RK ≤ R. Por otra parte, si {N,M} = cy0 ∩ ∂CR,

ya hemos visto en la propiedad (6) del lema 2.1.3 que el conjunto K2c = conv{cr ∪ c
K

, N,M} tiene

anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K

; finalmente, dado que M y N son puntos diametralmente

opuestos de CR, el circunradio de K2c es, precisamente, R (véase la figura 4.18).

Para finalizar el caṕıtulo, y por completitud, volvemos a enunciar el teorema 3.4.2 (reescribiendo

la desigualdad de forma adecuada), que ahora establece cuáles son los conjuntos que minimizan el

circunradio, suponiendo fijos el anillo mı́nimo y el inradio. Con ello concluye esta memoria.

Teorema 4.4.2 ([10]). Si K es un cuerpo convexo con anillo mı́nimo A(c, r,R) e inradio r
K
, su

circunradio RK verifica

RK ≥ 2r − r
K

4r2
(R2 − r2) +

r2

2r − r
K

. (4.15)

La igualdad se da, entre otros conjuntos, para la cuña circular asimétrica K∠ (véase la figura 4.19).

0

0

c

x

y

Figura 4.19: La cuña circular asimétrica K∠ tiene circunradio ḿınimo.

Demostración. Véase la demostración del teorema 3.4.2.
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Caṕıtulo 2: El anillo mı́nimo y las seis magnitudes geométricas clásicas.

(2.1) A ≥ 2r
(√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

(2.2) A ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

(2.3) p ≥ 4
(√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

(2.4) p ≤ 4
(√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

(2.5) ω ≥ 2r

(2.6) ω ≤ R + r si R ≤ 2r

(2.7) ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2) si R ≥ 2r

(2.8) D ≤ 2R

(2.9) D ≥ R + r si R ≤ 5r

3

(2.10) D ≥ 2
√

R2 − r2 si R ≥ 5r

3

(2.11) RK ≤ R

(2.12) RK ≥ R2 + 3r2

4r
si R ≤ r

√
5

(2.13) RK ≥
√

R2 − r2 si R ≥ r
√

5

(2.14) r
K
≥ r

(2.15) r
K
≤ 2rR

R + r
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Caṕıtulo 3: El anillo mı́nimo y el circunradio.

(3.1) A ≥ 2r
(√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

(3.2) p ≥ 4
(√

R2 − r2 + r arc sen
r

R

)

(3.5) A ≤ R2
K

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ ρ
√

R2 − r2 + (2r − ρ)
√

R2 − 5r2 + 4rρ *

(3.6) p ≤ 2RK

(

arc sen
ρ

RK
+ arc sen

2r − ρ

RK

)

+ 2
√

R2 − r2 + 2
√

R2 − 5r2 + 4rρ ∗

(3.7) D ≤ 2RK

(3.8) D ≥ R + r si R ≤ 5

3
r y RK ≤ R + r√

3

(3.9) D ≥
√

3RK

si















R ≤ 5

3
r y RK ≥ R + r√

3
, ó (3.9.a)

5

3
r ≤ R ≤ 2r y RK ≥ 2√

3

√
R2 − r2. (3.9.b)

(3.10) D ≥ 2
√

R2 − r2

si











5

3
r ≤ R ≤ 2r y RK ≤ 2√

3

√
R2 − r2, ó (3.10.a)

2r ≤ R. (3.10.b)

(3.14) ω ≥ 2r

(3.15) ω ≤ RK +
√

R2
K − R2 + r2

si







R ≤ 2r, ó (3.15.a)

2r ≤ R ≤ r
√

2(2 +
√

2) y RK ≤ R4

4r(R2 − 2r2)
. (3.15.b)

(3.16) ω ≤ 4r(R2 − r2)

R4

(

R2 − 2r2 + 2r
√

R2
K − R2 + r2

)

si











2r ≤ R ≤ r
√

2(2 +
√

2) y RK ≥ R4

4r(R2 − 2r2)
, ó (3.16.a)

R ≥ r
√

2(2 +
√

2). (3.16.b)

*ρ =
p

R2
K

− R2 + r2
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(3.17) r
K
≥ r

(3.18) r
K
≤ 2r



1 − r
RK −

√

R2
K − R2 + r2

R2 − r2





Caṕıtulo 4: El anillo mı́nimo y el inradio.

(4.1) A ≤ 2
(

r
√

R2 − r2 + R2 arc sen
r

R

)

(4.2) p ≤ 4
(√

R2 − r2 + R arc sen
r

R

)

(4.3) A ≥
r2
K

r

(√
R2 − r2 +

1

r
K

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

)

+ r2
K

θ **

(4.4) p ≥ 2

(

r
K

r

√
R2 − r2 +

1

r

√

R2(2r − r
K

)2 − r2r2
K

+ r
K

θ

)

***

(4.7) D ≤ 2R

(4.8) D ≥ r
K

(R + r)

r
si r

K
≥ 2r

√

R − r

R + r

(4.9) D ≥ 2
√

R2 − r2 si r
K
≤ 2r

√

R − r

R + r

(4.10) ω ≥ 2r
K

(4.11) ω ≤ R + r si R ≤ 2r

(4.12) ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2) si R ≥ 2r y r

K
≥ 2r(R − r)

R

(4.13) ω ≤ 4r

R2
(R2 − r2)

sen β

sen (α + β)
si R ≥ 2r y r

K
≤ 2r(R − r)

R
****

(4.14) RK ≤ R

(4.15) RK ≥ 2r − r
K

4r2
(R2 − r2) +

r2

2r − r
K

**θ = arc sen
r
K

r

R(2r − r
K

)
+ arc sen

r

R

***θ = arc sen
r
K

r

R(2r − r
K

)
+ arc sen

r

R

****α = 2arc sen
r

R
y β = 2arctan

r
K

r

(2r − r
K

)
√

R2 − r2
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Índice de śımbolosÍndice de śımbolos

∡(PQS) Ángulo determinado por los puntos P,Q, S

α = ∡(PcQ) Ángulo central de P y Q respecto al centro del anillo

A,B Puntos de corte de ∂CR ∩ ∂CK

A′, B′ Puntos de corte de ∂CR con la recta tangente a ∂cr y paralela a AB

A(K) Área del conjunto K

A(c, r,R) Anillo mı́nimo de centro c y radios r y R

c Centro del anillo mı́nimo

c
K

Inćırculo del conjunto K

cr Cı́rculo interior del anillo mı́nimo

CA Cı́rculo de centro A

CK Circunćırculo del conjunto K

CR Cı́rculo exterior del anillo mı́nimo

Cs Cı́rculo de radio s

card Cardinal

conv Envoltura convexa

D(K) Diámetro del conjunto K

d(P,Q) Distancia eucĺıdea entre P y Q

H Hiperplano

H+, H− Semiespacios cerrados determinados por el hiperplano H

intK Interior del conjunto K

K Conjunto (cuerpo) convexo de Rn



88 Índice de Śımbolos

K∠ Cuña circular asimétrica

KB Conjunto de máxima anchura fijados A(c, r,R) y r
K

Kc Cap-body

K2c “Doble cap-body”: conjunto conv{cr ∪ c
K

, N,M}, N,M ∈ ∂CR

Ks Segmento de ćırculo

KT Trapecio circular

Kd Conjunto conv{cr ∪ c
K

, N}, N ∈ CR adecuado

ℓ Recta

ω(K) Anchura del conjunto K

ω(K,u) Anchura del conjunto K en la dirección u

∂K Frontera del conjunto K

PQ Recta que determinan los puntos P y Q

PQ Segmento de recta que une los puntos P y Qz {
PQ Arco de circunferencia que tiene a P y Q como extremos

P (K) Peŕımetro del conjunto K

r Radio interior del anillo mı́nimo

R Radio exterior del anillo mı́nimo

R − r Espesor del anillo mı́nimo

r
K

Inradio del conjunto K

RK Circunradio del conjunto K

Rn Espacio eucĺıdeo de dimensión n

S(K) Área de superficie (n − 1)-dimensional del conjunto K

Sn−1 Esfera (n − 1)-dimensional unitaria en Rn

△(PQS) Triángulo con vértices P,Q, S

V (K) Volumen n-dimensional del conjunto K

x0 Circuncentro de un conjunto

y0 Incentro de un conjunto


