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Capı́tulo 5
Análisis de problemas de radiación y
dispersión con ondas esféricas
características

5.1 Introducción

En los capítulos anteriores hemos visto como el CBFM y su aplicación recursiva
nos permiten reducir el número de incógnitas en el análisis de problemas electromag-
néticos. Por este motivo resulta de interés comprobar si la metodología empleada
es extensible a otros ámbitos. De este modo, el principal objetivo que se acometerá
en este capítulo consiste en extender la metodología del CBFM a otros contextos.
En particular se extenderá al caso de análisis con ondas esféricas. Se ha elegido este
contexto porque, como se mostrará más adelante, la sola aplicación de ondas esfé-
ricas para modelar el acoplo entre secciones produce típicamente una considerable
reducción de incógnitas. Por tanto, resulta especialmente atractivo comprobar si es
posible reducir aún más el número de grados de libertad en estos casos.

El método así desarrollado se aplicará al análisis de agrupaciones de dispersores
y de antenas. Este último caso resulta especialmente desafiante puesto que el co-
rrecto modelado del acoplo entre elementos juega un papel crucial en el diseño de
estas estructuras. Es importante destacar que este capítulo está tan sólo enfocado
al estudio de la tasa de compresión mediante la técnica que se desarrollará en las
posteriores secciones. De esta forma, queda pendiente para futuras investigaciones
la reducción del tiempo computacional mediante el cálculo rápido del acoplo entre
elementos.
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130 Capítulo 5. Análisis con ondas esféricas características

Este capítulo está estructurado de la siguiente forma. En primer lugar, se revisan
los principales usos que se han dado al análisis con ondas esféricas con el objetivo
de familiarizar al lector con varios de los conceptos que se utilizarán a lo largo
del capítulo. A continuación, se desarrolla el análisis de problemas de radiación y
dispersión mediante ondas esféricas para posteriormente aplicar a esta metodología
las ideas extraídas del CBFM. Finalmente, se analiza la tasa de compresión de
varias geometrías canónicas así como varios problemas de dispersión y radiación.

5.2 Antecedentes de análisis de problemas electro-
magnéticos con ondas esféricas

Uno de las opciones más atractivas que presenta el uso de ondas esféricas, es la
posibilidad de definir matrices de dispersión. Aunque estas matrices serán descritas
en profundidad en secciones posteriores, se adelantará aquí que dichas matrices nos
permiten una representación total y muy compacta de un dispersor, permitiendo
obtener el campo emitido por el mismo como consecuencia de cualquier campo
incidente.

Entre los usos más típicos y antiguos de las expansiones en ondas esféricas se
encuentra el análisis de esferas conductoras o dieléctricas [Bru71; Ham90]. Este
uso se encuentra motivado por el hecho de que muchos de los cálculos pueden
ser llevados a cabo de forma analítica. No obstante, el uso más típico de estas
expansiones encuentra su nicho dentro de las médidas en cámara anecoica [Han88],
especialmente en su aplicación para transformaciones de campo cercano a campo
lejano.

Recientemente, se han utilizado estas expansiones para modelar el acoplo entre
los diversos elementos de ciertos tipos de agrupaciones [Rub05]. En dicho trabajo,
se descompone la geometría en varios dominios, los cuales se corresponden con los
elementos de la agrupación. Estos dominios son conectados mediante ondas esfé-
ricas. Con esta estrategia, se logra una reducción notable del coste computacional
debido al pequeño número de incógnitas con respecto al que se obtendrían si se
analizase la estructura con todos los elementos a la vez. Esta técnica tiene muchos
puntos en común con la estrategia que se expondrá en este capítulo. No obstante,
varios aspectos de la formulación de partida difieren debido a que [Rub05] se apoya
en el método de elementos finitos mientras que aquí se utilizará el método de los
momentos.

Un trabajo especialmente reseñable dentro del análisis de problemas electro-
magnéticos con ondas esféricas fue realizado por Chew a finales de los años ochenta
[Che90; Che89]. Dicho trabajo estaba orientado al análisis de problemas de disper-
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Tabla 5.1: Complejidades de los algoritmos recursivos para múltiples dispersores.

RTMA RATMA
Tiempo O

(
MN3

SWE +M2N2
SWEP

)
O
(
MN3

SWE +MNSWEP
2)

Memoria O (MNP ) O
(
P 2)

sión involucrando múltiples objetos. Con este fin, se agregan de forma recursiva las
matrices de dispersión de forma que cada vez que se añade un nuevo objeto, todas
las matrices se actualizan para tener en cuenta el acoplo con dicho elemento. Esta
estrategia es conocida como Recursive T-Matrix Algoritm (RTMA) o también co-
mo Recursive Aggregate T-Matrix Algorithm (RATMA) cuando se introducen unas
ligeras modificaciones en el cómputo de las matrices de dispersión agregadas.

La complejidad de los algoritmos RTMA y RATMA queda recogida en la tabla
5.1, donde NSWE es el número de armónicos para caracterizar cada cuerpo, M es
el número de dispersores y P es el número de armónicos usados en la expansión
en armónicos esféricos respecto al origen. En el caso más general (agregación de
cuerpos en agrupaciones tridimensionales, ver [Gür93]) se tiene que P ∝M2/3.

Aunque estos algoritmos presentan una baja complejidad, tienen una serie de
desventajas, algunas de las cuales han sido solventadas con el paso de los años pero
otras todavía se encuentran sin solución:

Problemas de radiación: Los algoritmos RTMA y RATMA tan sólo se han
aplicado a problemas de dispersión por lo que no está claro su posible uso a
problemas de radiación (p. ej.: el análisis de agrupaciones de antenas).

Complejidad para agrupaciones colineales: en el caso de que los elementos a
analizar se encuentren alineados a lo largo de un mismo eje, tenemos que
P ∝M y, por tanto, la complejidad de los algoritmos es igual o superior a la
del MoM.

Dependencia con la distancia al origen: estos algoritmos deben realizar varias
expansiones en ondas esféricas donde el orden de truncamiento depende de
la distancia de los dispersores al origen. De este modo, armónicos de órdenes
muy altos pueden estar involucrados incluso cuando el número de dispersores
es relativamente bajo. El uso de armónicos de órdenes muy altos típicamente
resulta en inestabilidades debido a las rápidas variaciones del campo. Este
hecho es especialmente crítico en el caso de problemas donde los dispersores
están muy alejados entre ellos.

Aplicaciones en tres dimensiones: salvo unas pocas excepciones [Gür92;
Gür93] donde los algoritmos se han utilizado para agrupaciones bidimensio-
nales de parches, no existe documentación más allá del caso bidimensional.
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Tabla 5.2: Tipo de modos esféricos.

c Tipo de modo
1 Estacionario acotado en el origen
2 Estacionario no acotado en el origen
3 Propagativo hacia el interior
4 Propagativo hacia el exterior

Restricciones en la disposición de los elementos: si los elementos están equi-
distantes respecto al origen, la formulación presentada viola el teorema de
adición. Este problema ha sido observado y resuelto en [Che92], sin embargo
la extensión a un caso tridimensional tampoco se ha contemplado.

Inestabilidades en la recursión: la agregación recursiva de las matrices resul-
ta en una serie de inestabilidades que afectan principalmente al cálculo del
campo cercano. Este problema ha sido observado y solventado para el caso
bidimensional en [Ş98], aunque su extensión al caso tridimensional no ha sido
clarificada.

Por tanto, aunque los algoritmos basados en matrices T tienen una muy baja com-
plejidad, la cual les hace muy atractivos, las fuertes restricciones que plantean para
algunos tipos de problemas, hacen que sea necesario recurrir a otras formulaciones.
Estas formulaciones aunque pueden presentar complejidades mayores, permiten re-
solver una mayor variedad de problemas y son numéricamente estables.

5.3 Expansión de campos en ondas esféricas

Las ondas esféricas aparecen como soluciones a la ecuación de onda en un medio
homogéneo, lineal e isótropo cuando ésta es expresada en coordenadas esféricas
para su posterior resolución mediante la estrategia de separación de variables (ver
Apéndice C). Utilizando la notación de [Han88] estas soluciones se denotarán por
F(c)
smn, donde los índices smn indican el número de modo y el superíndice c indica

el tipo de modo según se recoge en el Apéndice C, aunque para facilitar la lectura
se repite esta clasificación en la tabla 5.2.

Es importante notar que entre los citados modos existen relaciones de depen-
dencia lineal de la forma:

F(1)
smn = 1

2
(
F(3)
smn + F(4)

smn

)
(5.1)

F(2)
smn = 1

2
(
F(3)
smn − F(4)

smn

)
, (5.2)
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y

F(3)
smn = F(1)

smn + F(2)
smn (5.3)

F(4)
smn = F(1)

smn − F(2)
smn. (5.4)

Por tanto, cualquier campo eléctrico1 en un punto libre de fuentes puede ser expre-
sado o bien como combinación de modos estacionarios:

E =
2∑
c=1

2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

Q(c)
smnF(c)

smn, (5.5)

o bien como combinación de modos propagativos:

E =
4∑
c=3

2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

Q(c)
smnF(c)

smn. (5.6)

Por comodidad, es habitual expresar los sumatorios anteriores en función de un solo
índice: ∑

J

=
2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

, (5.7)

donde J puede calcularse a partir de los índices s, n y m mediante la siguiente
operación:

J = 2 {n (n+ 1) +m− 1}+ s. (5.8)

5.3.1. Casos especiales de expansión en modos esféricos

Las expresiones (5.5) y (5.6) permiten expresar el campo eléctrico como combi-
nación lineal de dos tipos de modos, bien dos modos propagativos o bien dos modos
estacionarios. Sin embargo, existen una serie de casos especiales de gran relevancia
para el trabajo que aquí se presenta. En estos casos especiales es posible la expan-
sión del campo eléctrico en un punto libre de fuentes en función de tan sólo un tipo
de modo, que según el caso será un modo propagativo o un modo estacionario.

El primero de estos casos lo constituye la evaluación de un campo en el exterior
de la esfera mínima que engloba a las fuentes (ver Fig. 5.1). En este caso, el campo
puede expresarse utilizando tan solo modos propagativos hacia el exterior (c = 4),
es decir:

E =
2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

Q(4)
smnF(4)

smn. (5.9)

El segundo caso especial consiste en la expansión del campo en modos esféricos
dentro de una esfera lo suficientemente pequeña como para que no englobe ninguna

1También es posible expresar el campo magnético de forma análoga.
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Figura 5.1: Expresión del campo en el exterior de la esfera mínima que engloba las
fuentes.

Figura 5.2: Expresión del campo en el interior de una esfera, tal que solo existen fuentes
localizadas en el exterior de la misma.

fuente (ver Fig. 5.2). Puesto que el campo debe estar acotado en el origen de la
expansión, en caso de utilizar modos estacionarios debemos descartar la existencia
de ondas de tipo c = 2 pues darían lugar a un campo singular en el origen. Por
tanto, el campo para este caso viene dado por:

E =
2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

Q(1)
smnF(1)

smn. (5.10)

Los casos aquí presentados nos permitirán utilizar simplemente modos de tipo
c = 1 ó c = 4 siempre y cuando se respeten las normas citadas relativas a los puntos
de evaluación en función de las esferas mínimas.
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Figura 5.3: Representación de un cuerpo encerrado por una esfera mediante su matriz
de dispersión.

5.3.2. Matrices de dispersión para formulación con modos
esféricos

El hecho de que un cierto campo pueda ser expandido de forma exacta median-
te un conjunto discreto de funciones junto con la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell tiene ventajas de cara a caracterizar un cierto objeto en forma matricial.
Las matrices involucradas son las denominadas matrices de dispersión.

En estos casos es habitual utilizar la notación an = Q
(1)
n y bn = Q(4)

n para denotar
a los coeficientes de los modos de entrada y salida, respectivamente. Estos modos
están relacionados con la matriz de dispersión S de la forma:

b̄ = Sā. (5.11)

Puesto que el número de modos necesarios para caracterizar el campo de forma
exacta es infinito, dicha matriz debería posee infinitos elementos y por tanto debe
truncarse el sumatorio en n de cara a su manipulación numérica. La regla habitual
para truncar este sumatorio limita el valor de n a:

Nmax = bkr0c+ nl, (5.12)

donde nl es un parámetro que controla la precisión debida al truncamiento. Empí-
ricamente, suele fijarse nl = 10 para mantener una buena precisión en el caso de
cuerpos grandes [Han88], sin embargo cuerpos pequeños suelen utilizar valores más
pequeños de nl con valores típicos entre nl = 2 y nl = 4 [Rub05].

Debido a los límites de los sumatorios para la expansión en ondas esféricas, si
el índice en n se trunca a un valor Nmax, el número total de ondas utilizado será:

NSWE = 2Nmax (Nmax + 2) (5.13)

Esta matriz de dispersión puede ser calculada utilizando diversos métodos numéri-
cos, en este documento se utilizará el método de los momentos. La forma eficiente
del cálculo de estas matrices se encuentra descrito en el apéndice D.
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5.3.3. Análisis de problemas de análisis de radiación y dis-
persión con ondas esféricas

En el caso de tener M elementos (radiadores o dispersores) es posible caracteri-
zar cada uno de ellos por una matriz de dispersión referida al sistema de referencia
local que resulte más apropiado. Este sistema de coordenadas se escoge típicamente
de forma que el radio de la esfera mínima que encierra al cuerpo sea mínimo. Dicho
sistema de coordenadas típicamente se escoge lo más centrado posible con objeto
de minimizar el radio de la esfera mínima y con ello el número de modos necesarios
para una expansión precisa.

Denotaremos por āi y b̄i a los coeficientes de los modos de entrada y salida
respectivamente al cuerpo i-ésimo, expresados respecto al sistema de coordenadas
del cuerpo i-ésimo. Por tanto, usando la notación de un sólo índice, el campo
impreso incidente a un cuerpo y el campo radiado por el mismo son expresados
como:

Einc
i (r) =

∑
J

āi(J)F(1)
J (r− ri) (5.14)

Escat
i (r) =

∑
J

b̄i(J)F(4)
J (r− ri), (5.15)

siendo ri el origen de coordenadas del elemento i-ésimo.

Del mismo modo denotaremos por Si a la matriz de dispersión de dicho cuerpo
que nos relaciona los coeficientes de las ondas de entrada y los coeficientes de las
ondas de salida de la forma:

b̄i = Siāi, (5.16)
si además, el elemento tiene una o varias alimentaciones internas, al campo disper-
sado se le debe sumar el campo radiado debido a dichas alimentaciones internas.
Por tanto, haciendo uso del principio de superposición el campo emitido por el
elemento i-ésimo será:

b̄i = Siāi + T iv̄i, (5.17)
siendo v̄i un vector compuesto por las alimentaciones aplicadas en cada uno de los
puertos del elemento i-ésimo y T i una matriz donde la columna n-ésima contiene los
coeficientes de la expansión en ondas esféricas del campo radiado como consecuencia
de alimentar el puerto n-ésimo con una fuente de valor unitario.

Concatenando operaciones de traslación y rotación (ver Apéndice E) es posible
expresar los modos esféricos de salida del sistema i (tipo c = 4) como modos de
entrada al sistema j (tipo c = 1), mediante una operación lineal realizada por una
matriz Gji. Por tanto,

āj = Gjib̄i. (5.18)
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El campo incidente en un cierto cuerpo estará compuesto tanto por el campo debi-
do al campo impreso incidente (campo que existiría en ausencia de los elementos)
más el campo debido a los modos radiados por el resto de cuerpos. Por tanto,
los coeficientes de entrada al sistema i-ésimo, serán la suma de los coeficientes del
campo impreso incidente expandido en el sistema de coordenadas i-ésimo más los
coeficientes del campo radiado por el resto de elementos que puede ser expresa-
do en término de los coeficientes de salida del resto de cuerpos convenientemente
trasladados al sistema de coordenadas del cuerpo i-ésimo:

āi = āimpi +
M∑
j
j 6=i

Gij b̄j, (5.19)

siendo āimpi los coeficientes de la expansión en ondas esféricas (centradas en el origen
de coordenadas del cuerpo i-ésimo) del campo impreso incidente. Un campo impreso
incidente muy habitual en problemas de dispersión consiste en una onda plana. Las
expresiones para la expansión de una onda plana en ondas esféricas están recogidas
en el Apéndice F.

Combinando las expresiones (5.17) y (5.19) llegamos a la siguiente expresión:

b̄i = Si
M∑
j
j 6=i

Gij b̄j + Siā
imp
i + T iv̄i, (5.20)

Repitiendo la operación anterior para i = 1...M obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

I −S1G12 · · · −S1G1M

−S2G21 I · · · −S2G2M
... ... . . . ...

−SMGM1 −SMGM2 · · · I




b̄1
b̄2
...
b̄M

 =


S1ā

imp
1 + T 1v̄1

S2ā
imp
2 + T 2v̄2

...
SM ā

imp
M + TM v̄M

 ,
(5.21)

cuya resolución nos permite conocer los coeficientes de los modos esféricos radiados
por cada cuerpo y, por tanto, la radiación total. Por comodidad a la hora de extender
el presente desarrollo, es conveniente definir una serie de matrices. De esta forma,
la matriz del sistema se denotará por:

A =


A11 A12 · · · A1M

A21 A22 · · · A2M
... ... . . . ...

AM1 AM2 · · · AMM

 , (5.22)
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donde cada bloque de la matriz viene dado por la expresión:

Aij =
I si j = i

−SiGij si j 6= i
, (5.23)

siendo I la matriz identidad.

Los vectores āi, āimpi y b̄i de todos los cuerpos se agruparán en un vector de la
forma

āG =


ā1
ā2
...
āM

 ; āimpG =


āimp1
āimp2
...

āimpM

 ; b̄G =


b̄1
b̄2
...
b̄M

 . (5.24)

Por último, se definen las siguientes matrices diagonales por bloques:

SG =


S1 0 · · · 0
0 S2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · SM

 TG =


T 1 0 · · · 0
0 T 2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · TM

 (5.25)

De esta forma el sistema (5.21) puede expresarse de forma compacta como:

Ab̄G = SGā
imp
G + TGv̄G. (5.26)

El sistema de ecuaciones (5.21) mantiene ciertas similitudes con el que se obtiene
por medio del método de los momentos. Por un lado, la matriz del sistema depende
tan sólo de la geometría y materiales de los objetos bajo análisis. Por otro lado, el
lado derecho de la ecuación se corresponde con el campo incidente a la estructura
y, por tanto, en caso de cambiar dicho campo tan sólo es necesario modificar este
término. Como consecuencia, si la matriz del sistema es lo suficientemente reducida
como para admitir una factorización eficiente, es posible la resolución para múltiples
lados derechos de la ecuación de forma simultánea.

La figura 5.4 muestra un ejemplo donde se considera un campo incidente sobre
un conjunto de dispersores (cilindros, placas, etc.) los cuales son sustituidos por sus
matrices de dispersión para modelar el interior de su esfera mínima asociada.

La ecuación (5.26) nos permite calcular el campo radiado por una agrupación
de antenas como consecuencia de excitar sus puertos en conjunto con un campo
incidente exterior. Este planteamiento es adecuado si tan sólo se desean calcular
parámetros relativos al campo radiado como, por ejemplo, la directividad de la
estructura. Sin embargo, en el ámbito de las agrupaciones de antenas, es muy im-
portante tener en cuenta otros parámetros como impedancias de entrada o la matriz
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Figura 5.4: Ejemplo de aplicación a problemas de dispersión para un conjunto de varios
elementos (tres cilindros, un cubo y una placa) iluminados por una onda
plana. La figura superior muestra la agrupación de elementos junto a su
esfera mínima. La figura inferior muestra cada elemento modelado por su
matriz de dispersión.
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de parámetros S. La mayor parte de estos parámetros pueden calcularse de forma
sencilla si se conoce la corriente que circula a la entrada de cada puerto.

Para obtener las corrientes a la entrada de cada puerto utilizaremos de nuevo
el principio de superposición. Para ello, debemos tener en cuenta que la corriente
inducida será la suma de la corriente inducida por cada modo esférico incidente
más la corriente inducida por la excitación de cada puerto. Por tanto, el vector,
que contiene la corriente que circula por cada puerto del elemento i-ésimo, puede
ser calculado como:

Ī ini = Riāi + Y iv̄i, (5.27)

siendo Ri una matriz cuya columna n-ésima contiene la corriente inducida en cada
puerto del elemento i-ésimo como consecuencia de iluminar el elemento con el modo
n-ésimo, y la matriz Y i es la matriz de admitancias del elemento i-ésimo.

La figura 5.5 muestra un ejemplo en el que varios parches, los cuales están
situados sobre un plano de masa en el cual se han creado una serie de cavidades,
son alimentados con un puerto interno cada uno y rodeados por sus esferas mínimas
correspondientes para sus posterior análisis con el método propuesto. Este ejemplo
está basado en las antenas analizadas también con modos esféricos en [Rub05].

5.3.4. Restricciones en la geometría

El método expuesto en las secciones anteriores se basa en una serie de expan-
siones que imponen restricciones con respecto a la geometría de los problemas que
se pueden resolver. Las restricciones más fuertes son:

El centro de una esfera mínima (esferam) no puede estar dentro de otra esfera
mínima (esfera n). De lo contrario, la matriz de translación que nos expresa
el campo radiado por el elemento m, expandido como modos propagativos
hacia el exterior de la esfera (tipo c = 4), en campo expandido en modos
estacionarios de tipo c = 1 con respecto al origen del elemento n, no sería
válida (ver apéndice C). Esta situación se encuentra recogida en la figura 5.6.

Ninguna parte de un elemento puede estar dentro de la esfera mínima que
envuelve otro elemento, de lo contrario no es posible asumir que el campo
radiado se puede expandir utilizando solo modos de tipo c = 4. Habitualmente
esta restricción es la más fuerte. Esta situación se encuentra recogida en la
figura 5.7. En el caso de la izquierda, aunque las esferas mínimas se solapan
no existe ninguna invasión y, por tanto, la situación es válida. El caso del
centro representa el caso más favorable en el que no se produce ningún tipo de
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Figura 5.5: Ejemplo de aplicación a problemas de radiación para una agrupación con
cavidades creadas en un plano de masa. La figura superior muestra la agru-
pación de parches junto a su esfera mínima. La figura inferior muestra cada
elemento modelado por su matriz de dispersión.
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Figura 5.6: Ejemplo de translación de modos válida e inválida. El parámetro r0 es el
radio de la esfera mínima, la cual produce el campo (expresado en modos
esféricos propagativos hacia el exterior) que se desea trasladar a la otra
esfera en forma de modos estacionarios de tipo c = 1. El parámetro D es la
distancia entre los centros de las esferas mínimas.

Situación no válidaSituación válida Situación válida

Figura 5.7: Ejemplos de varias situaciones válidas y no válidas en función de si un
elemento invade la esfera mínima de otro elemento.

solapamiento. Finalmente, la situación de la derecha muestra un elemento que
invade la esfera mínima de otro elemento, produciendo un caso no analizable
con el algoritmo anterior.
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5.3.5. Resultados

Para ilustrar el método descrito anteriormente se consideran tanto problemas de
dispersión como problemas de radiación. En primer lugar, se mostrará un ejemplo de
análisis de un cubo mediante matrices de dispersión. Con este ejemplo se pretende
mostrar la convergencia del campo en función del valor que se tome del parámetro
nl en la expresión (5.12). Para ello consideraremos el análisis de un cubo de lado
2λ a una frecuencia de 300MHz. Para el cálculo de los resultados de referencia
mediante el método de los momentos, así como para el cómputo de las matrices
de dispersión, se han discretizado las corrientes eléctricas superficiales sobre la
superficie del cuerpo utilizando 7.200 funciones base RWG. La discretización del
cubo, así como su esfera mínima se encuentran recogidos en la figura 5.8a.

Se comienza estudiando la sección radar biestática como consecuencia de la
incidencia de una onda plana propagándose a lo largo del eje x y con polarización
vertical Eimp = −e−kxẑ. Puesto que la esfera mínima que envuelve el cuerpo tiene
un radio r0 =

√
3 la regla dada por (5.12), asumiendo nl = 10 debido al tamaño

del cuerpo, implica que el truncamiento en el índice n en sumatorios como (5.9) o
(5.10) se produzca para el valor Nmax = 20. Los resultados para el citado valor así
como para Nmax = 16 y Nmax = 12 se encuentran recogidos en la figura 5.8b. Los
valores para el truncamiento anteriormente citados resultan en un total de 880, 576
y 336 modos totales.

Los resultados muestran que incluso con valores por debajo de los dados por
(5.12) se obtiene una buena concordancia en el caso de campo lejano. En este caso un
total de 576 modos (Nmax = 16) bastaría para mantener un resultado muy preciso
con respecto al resultado de referencia obtenido con el método de los momentos.

Es bien sabido que el campo cercano habitualmente presenta una convergencia
más lenta y, por tanto, se espera que se necesite un mayor número de modos para
su análisis. Para realizar este estudio se recurre al mismo cubo del ejemplo anterior
iluminado por la misma onda plana. En este caso se estudia el campo total disper-
sado a lo largo de una línea recta contenida en el plano XZ, paralela al eje x y
tangente a la esfera mínima. Los puntos de dicha línea recta vienen dados por la
ecuación paramétrica rl =

√
3ẑ + tx̂, con −3 ≤ t ≤ 3.

Los resultados se encuentran reflejados en la figura 5.9 donde se puede apreciar
como la convergencia cerca de la esfera mínima (x ≈ 0) es mucho peor que en el
resto de puntos. Esta falta de convergencia se hace patente incluso para los valores
proporcionados para el caso más conservador Nmax = 20. En el caso de disminuir
este valor hasta Nmax = 16 (valor que proporcionaba una buena convergencia en
el campo lejano) se puede observar como las discrepancias aumentan de forma
ostensible. Con objeto de comprobar que los resultados proporcionados por nuestro
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Figura 5.8: Discretización de un cubo de 2λ y cálculo de su RCS: a) Cubo de 2λ dis-
cretizado en triángulos junto con la esfera de radio mínimo que lo encierra;
b)RCS de un cubo calculado a partir de su matriz de dispersión en función
del truncamiento en el número de modos.

código de método de los momentos son correctos y que no presentan inestabilidades
en dicha zona, también se incluyen los resultados obtenidos con el software comercial
Feko.

Se continua el análisis, mostrando ahora la caracterización del campo dispersado
por dos cubos, cada uno de ellos igual al del ejemplo anterior. La geometría del
problema se encuentra recogida en la figura 5.10. De cara al análisis se considera
que la distancia entre cubos puede ser d = 3λ o d = 4λ. Es de destacar que en
el caso d = 3λ las esferas mínimas llegan a estar parcialmente solapadas pero los
cuerpos no llegan a invadir las esferas vecinas.

Considerando el mismo campo incidente que en la ocasión anterior, los resul-
tados para la RCS biestática total se encuentran recogidos en la figura 5.11. Se
ha fijado Nmax = 16. En ambos casos se encuentra una excelente concordancia en
el diagrama de radiación en campo lejano, mostrando como las inexactitudes que
se observaban en el ejemplo anterior para campo cercano no afectan de forma im-
portante al diagrama en campo lejano. De este modo hemos logrado resolver un
problema con 576 incógnitas por cubo (1.152 incógnitas en total) en lugar de las
7.200 incógnitas por cubo (14.400 incógnitas en total) que involucra el método de
los momentos.

Con objeto de ilustrar la aplicación a problemas de radiación, consideraremos un
elemento muy básico pero que nos servirá para ilustrar las capacidades del esquema
anteriormente propuesto. Dicho elemento será el dipolo de placa ancha presentado
en [Cra06b] y analizado en [Cra06a].
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Figura 5.9: Convergencia del campo cercano para un cubo de lado 2λ.

Figura 5.10: Dos cubos de lado 2λ separados una distancia λ. Se acompaña también las
esferas mínimas que envuelven a cada cubo.
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Figura 5.11: RCS biestática total correspondiente al problema de los dos cubos.
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Figura 5.12: Geometría del dipolo de placa ancha.

La geometría del dipolo de placa ancha se encuentra recogida en la figura 5.12.
De cara a análisis posteriores se tomará como frecuencia de análisis 441,18 MHz
(λ = 68 cm) como en [Cra06b] puesto que se ha observado que cuando este elemento
se rodea de otros similares para formar una agrupación, la frecuencia de resonancia
de cada uno de ellos se desplaza en general hacia esa frecuencia.

El dipolo se ha discretizado con 68 triángulos resultando en 87 incógnitas RWG
a la frecuencia de análisis de 441,18 MHz. La mayor parte de los triángulos se
encuentran principalmente destinados a preservar la forma curvada del dipolo.

Puesto que el cuerpo tiene una longitud del orden de λ/2, podemos considerarlo
como eléctricamente pequeño y utilizar valores de nl = 2 o nl = 4, dando lugar a
truncar el sumatorio en n con Nmax = 3 y Nmax = 5, respectivamente.
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Figura 5.13: Agrupación de 5x5 dipolos de banda ancha y orden de numeración de los
dipolos.

De cara al análisis en función del número de ondas esféricas utilizadas se con-
sidera una agrupación de 5× 5 dipolos con una separación entre ellos de 32 cm en
ambas direcciones (ver Figura 5.13).

El comportamiento del coeficiente de reflexión (asumiendo una impedancia ca-
racterística Z0 = 50Ω), en función del número de ondas, se encuentra recogido en la
figura 5.14. Se puede ver como con valores inferiores a Nmax = 5 (correspondiente a
nl = 4) se obtienen resultados imprecisos mientras que el incremento en el número
de modos esféricos tiende lentamente hacia la solución del método de los momentos.
Por tanto, para mantener toda la precisión en este problema, es recomendable un
valor de nl = 4 que resulta en un total de 70 modos esféricos. Tenemos, por tanto,
que para este problema, el número de incógnitas utilizando matrices de dispersión
es muy similar al que se obtiene utilizando funciones base RWG.

La figura 5.15 recoge la ganancia de la antena para los valores de Nmax estudia-
dos anteriormente, las conclusiones son las mismas que las obtenidas anteriormente
para la convergencia del coeficiente de reflexión a la entrada de cada elemento. Ca-
be destacar que los hechos citados anteriormente son especialmente visibles en el
plano H de la antena (figura 5.15a).

5.4 Análisis de problemas de radiación y dispersión
con ondas esféricas características

Como se ha visto en la sección anterior, es posible plantear un sistema de ecua-
ciones utilizando como incógnitas la expansión del campo radiado por cada ele-
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Figura 5.15: Ganancia de una agrupación de 5x5 dipolos de banda ancha.
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mento en modos esféricos. Esta estrategia permite analizar una gran variedad de
problemas siempre y cuando se respeten las reglas anteriormente expuestas.

No obstante, la reducción en el número de incógnitas con respecto al método de
los momentos no es siempre significativa. Además, existe una cierta incertidumbre
respecto al número mínimo de ondas esféricas que se deben utilizar, lo cual típica-
mente lleva a un sobredimensionamiento en el número de ondas esféricas empleadas
y, por tanto, se necesita una mayor cantidad de memoria para almacenar la matriz
del sistema resultante.

En esta sección, se verá como es posible utilizar parte de las ideas expuestas en la
generación de funciones base características para disminuir el número de incógnitas
y, simultáneamente, paliar el efecto del sobredimensionamiento. Esto será posible
mediante una representación eficiente del campo en un nuevo conjunto de ondas,
que se denominarán ondas esféricas características (Characteristic Spherical Waves,
CSWs).

5.4.1. Expansión en modos esféricos característicos

Tomando como punto de partida las ideas expresadas anteriormente, es posible
crear modos de radiación adaptados al cuerpo que modelamos. Estos modos, que
se denominarán característicos, pues dependen de las características del cuerpo
bajo análisis, se definen a partir de combinaciones lineales de modos tradicionales.
Así, supuesto un cuerpo cuya esfera mínima se encuentra centrada en el origen de
coordenadas, el modo esférico característico m-ésimo será de la forma:

Fm(r) =
∞∑
n=1

CnmF(4)
n (r), (5.28)

donde Cnm son los coeficientes de la expansión. Puesto que numéricamente no es
viable considerar los infinitos modos de radiación estándar, el sumatorio anterior
debe truncarse para utilizar un número total de armónicos Ntotal. Como se ha visto
en la sección anterior, esta elección depende del radio de la esfera mínima. Por tanto
el modo esférico m-ésimo queda expresado como:

Fm(r) =
Ntotal∑
n=1

CnmF(4)
n (r). (5.29)

Es conveniente agrupar los coeficientes Cnm, en una matriz que jugará un papel
similar a las matrices C del CBFM, dicha matriz será de la forma:

C =


C11 C12 · · · C1,NCSWE
C21 C22 · · · C2,NCSWE... ... . . . ...

CNtotal,1 CNtotal,2 · · · CNtotal,NCSWE

 , (5.30)
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siendo NCSWE el número total de modos esféricos característicos utilizados para
expandir el campo radiado.

5.4.2. Cálculo de los coeficientes de la expansión

De cara a la generación de los modos esféricos característicos seguiremos un
razonamiento similar al utilizado en el caso de las funciones base características.
Según este razonamiento basado en el principio de superposición, si el campo ex-
terior a un elemento puede ser expandido en una serie finita de ondas, entonces el
campo dispersado por dicho elemento, puede ser expresado como una combinación
lineal de los campos dispersados por cada una de las ondas en las que el campo
incidente puede ser expandido.

En el caso de que el elemento contenga uno o más puertos internos donde se
aplica un cierto campo impreso, el campo radiado como consecuencia de estas
excitaciones podrá ser expresado, gracias al principio de superposición nuevamente,
como combinación lineal de los campos radiados al excitar cada uno de los puertos
con una fuente unitaria mientras se dejan el resto de puertos con alimentación nula.

De este modo, cualquier campo radiado, bien como consecuencia de un campo
impreso incidente o bien como consecuencia de alimentar los puertos internos del
elemento, será combinación lineal de:

1. El campo dispersado como consecuencia de usar como campo impreso cada
una de las ondas que se usa como base para modelar el campo externo.

2. El campo radiado como consecuencia de excitar cada uno de los puertos con
una fuente unitaria mientras el resto se mantienen a cero.

Las representaciones del campo externo al elemento más relevantes consisten o bien
en una expansión en términos de ondas planas como sucede en el CBFM, o bien en
términos de ondas esféricas estacionarias acotadas en el origen (tipo c = 1). Aunque
existen otras representaciones, como por ejemplo en términos de ondas cilíndricas,
en general no son apropiadas para las geometrías habituales.

Si se consideran ondas planas, entonces los coeficientes del campo dispersado
debido a la onda plana n-ésima, vienen dados por:

b̄imp,n = Sāimp,n, (5.31)

donde āimp,n es un vector que contiene la expansión de la onda plana n-ésima en on-
das esféricas. Además es importante recordar que los coeficientes del campo radiado
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como consecuencia de excitar cada uno de los puertos del elemento están recogidos
en las columnas de la matriz T . Por tanto, los coeficientes de la expansión en ondas
esféricas del campo radiado por un elemento pueden ponerse como combinación
lineal de la base formada por las columnas de la matriz T junto con los vectores
b̄imp,n.

Puesto que la independencia lineal no está garantizada, recurrimos a una facto-
rización SVD como sigue:

U DV
t

=
[
SAimp T

]
, (5.32)

donde A
imp

es una matriz cuyas columnas contienen los vectores āimp,n.

Si por el contrario se opta por utilizar ondas esféricas para la generación de las
ondas características, entonces se debe tener en cuenta los coeficientes de los modos
dispersados como consecuencia de iluminar con una onda esférica. Estos coeficientes
se encuentran ya calculados en las propias columnas de la matriz S facilitando el
cálculo de la matriz a factorizar. De este modo, la descomposición toma la forma:

U DV
t

=
[
S T

]
. (5.33)

Una vez realizada la operación SVD, bien usando como iluminaciones ondas planas
u ondas esféricas, se procede de forma análoga al método CBFM. De este modo,
se utilizan como coeficientes de la expansión en ondas esféricas, aquellas columnas
cuyo valor singular normalizado esté por encima de un cierto umbral. Los valores
típicos para este umbral, al igual que en el CBFM, oscilan entre 10−2 y 10−5. Por
tanto, supuesto que existen NCSWE valores singulares normalizados por encima del
umbral, la matriz C será:

C = [ū1 ū2 · · · ūNCSWE ] , (5.34)

siendo ūn la columna n-ésima de la matriz U .

Como ejemplo de modos esféricos característicos, consideraremos una placa de
dimensiones 0, 5λ × 0, 5λ utilizando ambos sistemas de iluminación (ondas planas
y ondas esféricas). La placa es discretizada con 140 incógnitas RWG. Los valores
singulares normalizados obtenidos se encuentran recogidos en la figura 5.16. A la
vista de los resultados, se pueden extraer principalmente dos conclusiones. La pri-
mera es que los valores singulares decaen fuertemente, lo cual nos indica que tan
sólo unos pocos modos característicos contribuyen de forma relevante a modelar el
campo. Si, por ejemplo, fijamos el umbral de la descomposición SVD en 10−2 tan
sólo 8 modos se encontrarían por encima de dicho umbral. La segunda conclusión es
que ambas iluminaciones dan lugar a un comportamiento muy similar. Este último
hecho nos da una idea de que los modos característicos más significativos son muy
similares para ambos tipos de iluminación.
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Figura 5.16: Valores singulares para una placa de tamaño 0, 5λ× 0, 5λ usando ilumina-
ción con ondas planas y ondas esféricas.

La figura 5.17 recoge los cinco primeros modos obtenidos cuando se utiliza
iluminación por ondas esféricas para la citada placa.

5.4.3. Transformaciones entre modos esféricos y modos es-
féricos característicos

De cara a plantear el sistema de ecuaciones con este nuevo tipo de modos, es
importante establecer operaciones lineales que permitan transformar una expansión
en modos característicos en modos esféricos tradicionales y viceversa. Los coeficien-
tes de la expansión en modos esféricos tradicionales serán denotados por b̄ como
hasta ahora, mientras los coeficientes de los modos característicos serán denotados
por b̄′.

Si se considera el campo radiado con respecto al origen en modos esféricos
característicos por un elemento, tenemos:

E(r) =
NCSWE∑
n=1

b̄′(n)Fn(r). (5.35)

Si se introduce la definición de los modos esféricos característicos (5.29) en (5.35),
se obtiene que:

E(r) =
NCSWE∑

n

b̄′(n)
Ntotal∑
m=1

CmnF(4)
m (r) =

Ntotal∑
m=1

NCSWE∑
n

Cmnb̄
′(n)F(4)

m (r) (5.36)
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e)

c) d)

a) b)

Figura 5.17: Modos característicos para una placa de tamaño 0, 5λ × 0, 5λ: a) Modo
esférico característico #1; b) Modo esférico característico #2; c)Modo es-
férico característico #3; d)Modo esférico característico #4; e)Modo esférico
característico #5.
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Igualando esta expresión con la expansión habitual en modos esféricos para el campo
radiado:

E(r) =
Ntotal∑
m=1

b̄(m)F(4)
m (r), (5.37)

por tanto, los coeficientes del campo expresado en modos esféricos, se relacionan con
los coeficientes del campo expresado en modos esféricos tradicionales de la forma:

b̄(m) =
NCSWE∑
n=1

Cmnb̄
′(n). (5.38)

Esta operación puede ser implementada eficientemente mediante el producto
matriz-vector:

b̄ = Cb̄′. (5.39)

La conversión de un campo expresado en modos esféricos tradicionales a modos
esféricos característicos no es posible, en general, de forma exacta. Esto es debido a
que el espacio vectorial modelado por las columnas de C no abarca todo el espacio
vectorial generado por todas las combinaciones posibles de vectores b̄. Una solución
a este problema consiste en utilizar la aproximación de mínimos cuadrados que nos
ofrece la pseudoinversa de la matriz C, que aquí denotaremos por C

†
. Por tanto:

b̄′ ≈ C
†
b̄, (5.40)

la operación anterior nos garantiza que los coeficientes b̄′ contengan el menor error
cuadrático a la hora modelar el vector b̄ usando como base las columnas de C, esto
es:

arg mı́n
b̄′

∥∥∥b̄− Cb̄′∥∥∥
2
. (5.41)

Como se verá posteriormente este tipo de aproximación ofrece resultados de preci-
sión suficiente para el tipo de problemas que aquí se consideran.

5.4.4. Aplicación a problemas de radiación y dispersión

Se procederá ahora a plantear el sistema de ecuaciones análogo al que se obtenía
en el caso de utilizar una expansión en modos esféricos. Si se considera un sistema
compuesto por M elementos radiantes, los cuales también pueden estar iluminados
por un cierto campo impreso incidente, el objetivo será calcular los coeficientes de
la expansión en modos característicos, b̄′i, para cada elemento i.

Al igual que ocurría en el caso anterior, los coeficientes de la expansión en
modos esféricos incidentes al cuerpo i-ésimo, son la suma de los coeficientes debidos
al campo impreso y al campo radiado por el resto de cuerpos. Puesto que las
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matrices Sij y Gij, matrices de dispersión y translación-rotación respectivamente,
están referidas a los coeficientes de la expansión en ondas esféricas tradicionales, es
necesario introducir primero una operación de conversión de modos característicos
a esféricos como la de la ecuación (5.39). Modificando la ecuación (5.19) mediante
la citada conversión se obtiene la expresión:

āi ≈ āimpi +
M∑
j
j 6=i

GijCj b̄
′
j, (5.42)

donde el signo de aproximado se ha incluido porque el campo radiado por un cuerpo
no puede ser modelado de forma exacta por los modos característicos.

Introduciendo la operación de conversión inversa (5.40) en (5.17) se obtiene la
siguiente ecuación:

b̄′i ≈ C
†
iSiāi + C

†
iT iv̄i. (5.43)

Finalmente combinando (5.42) y (5.43), asumiendo que la aproximación de modos
esféricos es exacta, y repitiendo la operación para todos los cuerpos, obtenemos la
siguiente ecuación matricial:

A′b̄′G = S ′Gā
imp
G + T ′Gv̄G, (5.44)

donde la matriz A′ es:

A′ =


I −C

†
1S1G12C2 · · · −C

†
1S1G1MCM

−C
†
2S2G21C1 I · · · −C

†
2S2G2MCM

... ... . . . ...
−C

†
MSMGM1C1 −C

†
MSMGM2C2 · · · I

 , (5.45)

y, por tanto, cada bloque de la matriz puede expresarse en función de los bloques
de la matriz de (5.21) como:

A′ij =
I si i = j

C
†
iAijCj si i 6= j

(5.46)

las matrices S ′G y T ′G se definen como:

S ′G =


C
†
1S1 0 · · · 0
0 C

†
2S2 · · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · C

†
MSM

 T ′G =


C
†
1T 1 0 · · · 0
0 C

†
2T 2 · · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · C

†
MTM

 ,
(5.47)
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mientras que el vector āimpG queda definido como en (5.24) y b̄′G se define como:

b̄′G =


b̄′1
b̄′2
...
b̄′M

 (5.48)

Por tanto, el sistema de ecuaciones (5.21) con un total de incógnitas NSWEM se
ha reducido a uno de dimensiones NCSWEM , donde NCSWE es el número de modos
característicos por elemento, y cumple que NCSWE ≤ NSWE.

En caso de querer recuperar las corrientes a la entrada de cada puerto, la ecua-
ción (5.27) sigue siendo válida, utilizando como modos de entrada los obtenidos a
partir de (5.42).

5.5 Resultados

5.5.1. Compresión de modos esféricos en dispersores con
geometrías canónicas

En primer lugar, se estudia el comportamiento de la tasa de compresión en
función del número de incógnitas. Con este mismo estudio, también se pretende
buscar si existen grandes diferencias entre el uso de ondas planas (Plane Waves,
PW ) y ondas esféricas (Spherical Waves, SW ) durante el proceso de generación de
modos característicos.

Se consideran las siguientes geometrías canónicas: un cubo, una esfera, una
semiesfera, una placa cuadrada y una placa cuadrada con un agujero. En el caso de
la placa con agujero las dimensiones de éste son L/2×L/2, siendo L la longitud de
la placa. Las corrientes en los cuerpos son discretizadas utilizando funciones base
RWG sobre triángulos, cuyos lados tienen longitudes lo más cercanas posibles a
0, 1λ. En el caso de utilizar iluminaciones por ondas esféricas, el número de ondas
incidentes se fija en función de la regla (5.12) tomando nl = 10. En el caso de
utilizar ondas planas, el número de éstas se ha fijado en 1.600. El mismo análisis se
repitió utilizando 3.600 ondas sin cambios significativos, revelando que el número
de ondas es suficiente para generar la expansión característica. El umbral de la
descomposición SVD se fijó en 10−3 para este análisis.

Los resultados de este estudio se encuentran recogidos entre las figuras 5.18a
y 5.18b. En ambas figuras se encuentran repetidos los resultados para el peor ca-
so, que se corresponde con el cubo. Esta última curva puede ser aproximada de
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Figura 5.18: Número de armónicos esféricos necesarios para modelar diversas disperso-
res canónicos.

forma razonable por NCSWE = 0, 27N0,8
RWG. Por tanto, para el peor de los casos

anteriormente expuestos, el tiempo y la memoria necesarios para resolver el sis-
tema de ecuaciones se ven reducidos por un factor gt ≈ 51N0,6

i y gm ≈ 14N0,4
i ,

respectivamente.

5.5.2. Problemas de dispersión

A continuación se analizan varios problemas de dispersión con objeto de com-
probar la precisión de las nuevas ondas generadas. Se consideran en primer lugar
dos cubos de lado 2λ con una separación entre los centros de los mismos de 3λ.
Dichos cubos están alineados en el eje x y la onda plana incidente es Eimp = ekzx̂.
Para realizar la base de la expansión en modos esféricos así como para determinar
el número de modos esféricos en caso de generación con CSWE se fija nl = 10. En
el caso de utilizar ondas planas, cada cubo es iluminado con 800 ondas planas. El
umbral de la descomposición SVD se ha establecido igual a 10−2 y la frecuencia de
análisis se fija a 300MHz.

Los resultados para la RCS biestática total se encuentran reflejados en la fi-
gura 5.19 mostrando una excelente concordancia con los resultados de referencia
obtenidos por el MoM. El número de modos característicos utilizado para modelar
cada cuerpo es 225 ó 160 dependiendo de si se utilizan ondas planas o esféricas
para generar las ondas esféricas características. Por otro lado, si se hubiesen usado
ondas esféricas convencionales este número habría sido 880 (supuesto nl = 10). En
caso de emplear incógnitas RWG, el número de incógnitas habría ascendido hasta
7.200.
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Figura 5.19: RCS biestática total en el plano φ = 0◦ de dos cubos de 2λ con una
separación entre sus centros de 3λ .

El segundo ejemplo se ha escogido para ilustrar que el método mantiene su buen
comportamiento en caso de elementos dispares. Para ello, se considera el mismo
ejemplo de antes, manteniendo uno de los cubos y reemplazando el otro por una
esfera de radio λ. Las iluminaciones, el número de ondas incidentes y el umbral de
la descomposición SVD se mantienen iguales a los del anterior ejemplo.

Puesto que el cubo permanece sin cambios, los resultados de compresión en
términos de armónicos esféricos son iguales a los del ejemplo anterior, es decir 225
ó 160 modos en total dependiendo de si se usa iluminación por ondas esféricas u
ondas planas, respectivamente. En el caso de la esfera, el número de armónicos
característicos que se obtienen tras la SVD es de 274 y 160 según la iluminación
sea por ondas esféricas o por ondas planas. Los resultados para la RCS biestática
total se encuentran recogidos en la figura 5.20 mostrando nuevamente muy buena
concordancia con el método de los momentos, especialmente en el caso de utilizar
iluminación por ondas planas.

5.5.3. Problemas de radiación

Se continúa el análisis con problemas de radiación los cuales habitualmente
requieren una mayor precisión puesto que se trabaja de forma directa con las co-
rrientes para la obtención de algunos parámetros.

El primero de los ejemplos que se considera es una agrupación bidimensional de
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Figura 5.20: RCS biestática total en el plano φ = 0◦ de un cubo de lado 2λ y una esfera
de radio λ con una separación entre sus centros de 3λ.

dipolos de placa ancha similar a la analizada anteriormente en este capítulo (ver
figura 5.12) pero de tamaño 10×10 elementos. En este caso, tan sólo consideraremos
iluminación con modos esféricos pues se ha mostrado más exacta e intuitiva que
la formulación con ondas planas. Las expansiones en ondas esféricas se realizan
utilizando nl = 4. Este valor también se utiliza para calcular el número de ondas
incidentes durante el proceso de generación de las mismas.

Fijando el umbral de la descomposición SVD en 10−2 se obtiene tan sólo un
modo esférico característico cuya composición se muestra en la figura 5.21. La citada
gráfica muestra la primera (y única) columna de la matriz C, es decir, el peso que
tiene cada modo esférico para formar el modo característico. Como se puede ver el
modo obtenido es principalmente una combinación de los modos convencionales 2
y 6, y en menor medida los modos 18, 22, 26 y 30.

Los resultados para el coeficiente de reflexión activo a la entrada de cada dipolo
se muestran en la figura 5.22. Estos resultados fueron generados utilizando la misma
alimentación para todos los elementos. A pesar de utilizarse tan sólo un modo
característico, la diferencia con los resultados de referencia es muy pequeña. En
este caso la matriz del sistema de ecuaciones resultante posee un tamaño 100× 100
que contrasta con la matriz de tamaño 7.000×7.000 que se obtendría si se utilizasen
ondas esféricas tradicionales (tomando nl = 4) . Si este problema tuviese que ser
resuelto de forma directa con el método de los momentos, la matriz resultante
tendría dimensiones 8.700×8.700.

Con objeto de ilustrar que el método presenta una buena convergencia para
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Figura 5.21: Composición del primer modo característico para un dipolo de placa ancha.
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Figura 5.23: Coeficiente de reflexión de cada elemento de una agrupación de 25 × 25
dipolos de placa ancha. Se mantiene el orden de numeración de la figura
5.13.

problemas de mayores dimensiones consideraremos una agrupación de dimensiones
25× 25 elementos con alimentación uniforme. Los resultados para esta agrupación
se encuentran en la figura 5.23. En este caso los resultados de referencia han sido
generados mediante el software comercial Feko. El tamaño de la matriz del sistema
de ecuaciones en este caso es de 625 × 625 mostrando un gran ahorro con respec-
to a la matriz de dimensiones 54.375×54.375 para el método de los momentos y
43.750×43.750 para el caso de usar ondas esféricas convencionales.

La figura 5.23 muestra el coeficiente de reflexión a la entrada de cada uno de
los 625 elementos. Se ha incluido un zoom de dicha imagen para apreciar mejor los
detalles. La diferencia del método aquí presentado con los resultados obtenidos con
el MLFMA es muy pequeña, máxime si se tiene en cuenta que la implementación
de ambos métodos es totalmente distinta.

Como último ejemplo de aplicación, analizaremos el acoplo entre dos antenas
de resonador dieléctrico (Dielectric Resonator Antenna, DRA). Esta geometría se
encuentra recogida en la figura 5.24. El radio de cada semiesfera es R =12,7 mm,
mientras que la distancia del centro de la semiesfera a la base de la alimentación es
b =6,4 mm. La altura del conductor interno del coaxial que se introduce dentro del
dieléctrico es h =6,5 mm. La constante dieléctrica de cada semiesfera es εr =9,5.
El radio del conductor que alimenta cada DRA se ha fijado en 0,75 mm. Debemos
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Figura 5.24: Geometría de la agrupación compuesta por dos resonadores dieléctricos
esféricos.

reseñar que la obtención de matrices de dispersión no se ha realizado con código
propio sino con el software comercial Feko, dada la habilidad de éste para manejar
materiales dieléctricos.

Esta estructura ha sido medida en [Luk94] a la frecuencia de resonancia de cada
uno de los DRAs. Dicha frecuencia se encontró a 3,84 GHz, no obstante las simula-
ciones de [Luk94] y [Rub05] resuenan a 3,68 GHz por lo que a la hora de comparar
parámetros, los autores han utilizado los resultados obtenidos a esa frecuencia. Esta
diferencia ha sido achacada a dificultades técnicas durante la perforación de la placa
metálica. La figura 5.25 muestra el parámetro S11 obtenido mediante un análisis
con Feko. La frecuencia de resonancia obtenida es muy cercana a los 3, 68 GHz
obtenidos en otros trabajos y, por tanto, se ha llevado a cabo el análisis a dicha
frecuencia.

Para modelar cada uno de los DRA se utilizaron 384 triángulos. Este número,
el cual es relativamente elevado para el tamaño eléctrico de la estructura, se ha
escogido con objeto de preservar la forma de las esferas. Como consecuencia, el
número de incógnitas RWG para modelar las corrientes eléctricas y magnéticas es
de 1092 incógnitas RWG. Para modelar el hilo que alimenta los DRA se utilizaron
dos funciones base. Por tanto, el número total de incógnitas por DRA es 2186.

Para la generación de los modos característicos se ha utilizado nuevamente nl =
4. El número de ondas que sobreviven a la SVD, con un umbral fijado en 10−2, es
de tan sólo 7 lo cual contrasta con las 30 ó 70 ondas esféricas que harían falta si se
fija nl = 2 o nl = 4, respectivamente.
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Figura 5.25: Parámetro S11 de un DRA aislado.

La figura 5.26 muestra una comparación entre el método aquí expuesto y los
resultados obtenidos por Feko. Se acompañan también las medidas de [Luk94]. En
todos los casos, los datos simulados muestran una gran proximidad a las medidas
adquiridas en laboratorio por [Luk94].

5.6 Conclusiones

En este capítulo se ha explicado y contrastado como el algoritmo CBFM puede
ser extendido para crear un nuevo conjunto de ondas esféricas que nos permitan
una representación más eficiente del campo radiado por una cierta geometría.

Esta expansión ha sido introducida dentro de los sistemas de ecuaciones que
surgen al analizar agrupaciones de elementos, obteniendo una reducción del núme-
ro de incógnitas similar a la obtenida con la versión multinivel del CBFM. Esta
reducción de incógnitas nos ha permitido la resolución directa de sistemas de ecua-
ciones que de otra forma no habría sido posible con las técnicas tradicionales. Una
ventaja adicional del método es que evita el efecto del sobredimensionamiento del
número de ondas en el tamaño del sistema de ecuaciones. Por contra, el precio a
pagar es una mayor restricción en el tipo de problemas que se pueden analizar y la
carencia de esquemas de aceleración para el cálculo rápido de la matriz del sistema
de ecuaciones.
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Capı́tulo 6
Conclusiones y líneas futuras

6.1 Conclusiones

En esta tesis se han presentado diversas técnicas con el nexo en común de la
descomposición de dominios. Como punto de partida inicial se han detallado las
técnicas de descomposición espacial clásica para posteriormente ir refinando estas
técnicas hasta desarrollar una extensión multinivel del método de las funciones base
características así como la extensión de este método al uso con ondas esféricas. A
continuación se recopilan las principales conclusiones que se han extraído a lo largo
de esta tesis:

Descomposición de dominios clásica: la descomposición de dominios espacial,
en su versión tradicional, presenta problemas de convergencia que limitan
su aplicación a casos particulares en los cuales se tienen un cierto grado de
certeza respecto a la posibilidad de dicha convergencia.

Uso de corrientes equivalentes: para ciertas geometrías es posible optimizar la
forma de interactuar entre dominios mediante la incorporación del teorema
de equivalencia superficial. De este modo, se logra evitar calcular la radiación
de todos los bloques existentes sobre un cierto bloque.

Funciones base características: se ha demostrado como es posible generar fun-
ciones base muy eficientes para dominios aislados. Además, se ha comprobado
que estas funciones base tienden a ser un conjunto completo y, por tanto, asin-
tóticamente permiten obtener la misma precisión que las funciones base de
bajo nivel.

Funciones base características multinivel: las funciones base características se

165
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vuelven más eficientes cuanto mayor es el tamaño del bloque. El análisis de
estos bloques de gran tamaño resulta imposible con las técnicas tradiciona-
les. Sin embargo, una utilización recursiva del método de las funciones base
características permite resolver este inconveniente.

Libre de iteraciones: el método de las funciones base características no es
un algoritmo de resolución directa propiamente dicho. Sin embargo, el menor
tamaño de las matrices obtenidas permite su resolución sin iteraciones. De esta
forma, se evitan los problemas de convergencia que habitualmente presentan
las técnicas iterativas. No obstante, también es importante reseñar que el
tamaño de los problemas que se puede manejar es habitualmente menor que
con dichas técnicas iterativas.

Resolución de múltiples lados derechos de la ecuación: cuando la matriz re-
ducida del método de las funciones base características se resuelve de forma
directa, es posible manejar múltiples excitaciones de forma simultánea. Este
hecho es especialmente útil en el cálculo de RCS monoestáticas o en la síntesis
de grandes agrupaciones.

Paralelizable: debido a la propia estrategia de descomposición de dominios en
la que se basa el método de las funciones base características, es posible llevar
a cabo una paralelización a nivel de dominio. Esta técnica permite llevar a
cabo de forma completamente independiente cada uno de los cálculos entre
bloques permitiendo una estrategia sencilla y eficiente.

Extensible a otras técnicas: las ideas en las que se basa el método de las fun-
ciones base características son extensibles a otros ámbitos como por ejemplo
el análisis mediante ondas esféricas características. De este modo, es posible
trasladar los beneficios de la reducción de incógnitas de este método a otros
ámbitos.

6.2 Líneas futuras

Tal y como se ha matizado a lo largo de la memoria, la generación de funciones
base se ha llevado a cabo iluminando los bloques con ondas planas. Por motivos
numéricos el espectro de direcciones de estas ondas debe ser discretizado y, además
es habitual considerar sólo ondas planas no evanescentes. Si bien se han mostra-
do reglas empíricas que conducen a resultados precisos, se espera que el uso de
armónicos esféricos como iluminación dé lugar a un método más robusto.

Aunque el método multinivel ha sido descrito en su forma más general, los
resultados aquí mostrados han sido obtenidos utilizando tan sólo dos niveles debido
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al pequeño número de bloques de segundo nivel. Resulta pues de interés comprobar
si un esquema con un mayor número de niveles permitiría una mejora de la eficiencia
en tiempo o memoria para ello sería necesario abordar problemas de mayor tamaño
que generasen un mayor número de bloques de segundo nivel.

La versión multinivel del método de las funciones base características ha mos-
trado una sencilla y eficiente paralelización para sistemas en los que el número de
procesadores es más bajo, o del orden, que número de bloques. En caso de disponer
de sistemas con un mayor número de unidades de procesamiento, es conveniente
modificar parte de las estrategias mostradas. De cara a afrontar este inconvenien-
te, se propone mover las estrategias de paralelización a niveles inferiores donde el
número de bloques es mayor permitiendo un reparto más eficiente.

El método de las funciones base características permite comprimir la matriz del
método de los momentos eliminando grados de libertad para modelar las corrientes
en un bloque. Sin embargo, las principales técnicas de resolución directa se basan en
esquemas que comprimen la interacción entre bloques lejanos. Por tanto, es posible
a priori hibridar ambos tipos de esquema de modo que los bloques que modelan la
interacción entre CBFs lejanas sean comprimidos.

Una de las grandes ventajas del método de las funciones base características es
la posibilidad de usar funciones base de gran tamaño y forma arbitraria. Una de las
opciones que permite esta característica es la extensión de técnicas bidimensiona-
les a entornos tridimensionales. De este modo, es posible por ejemplo extender (de
manera finita) la geometría modelada en dos dimensiones a lo largo de la tercera di-
mensión para, posteriormente, dividir esta geometría en bloques que cubran el largo
de la nueva extensión aplicada. De esta forma, puesto que las nuevas funciones base
abarcan toda la “nueva” dimensión, es posible aplicar las técnicas bidimensionales
de forma casi directa.

Otra opción que se considera de interés es la hibridación de la metodología del
CBFM con técnicas de solución incremental del método de los momentos. Esto es
posible ya que, el método de las funciones base características permite almacenar
partes de la matriz de acoplos de forma compacta. De este modo, es posible por
ejemplo el diseño incremental de antenas embarcadas a un coste muy bajo.

Con respecto a la aplicación del CBFM al análisis con ondas esféricas caracte-
rísticas, queda pendiente el uso de alguna técnica de cálculo rápido de los acoplos
entre elementos. Al igual que sucedía con el método de las funciones base carac-
terísticas, un buen candidato para estas técnicas es la aproximación adaptativa en
cruz (ACA).





Apéndice A
Matrices de acoplo de dominios por medio
de corrientes equivalentes

Como hemos visto en el capítulo 2, la formulación de descomposición de domi-
nios basada en el uso de corrientes equivalentes, puede expresarse como un esquema
iterativo con las siguientes ecuaciones:

ZiiĪ
(k+1/2)
i = V̄i −

(
Zi,pJ̄

(k+1/2)
i,p +Gi,pM̄

(k+1/2)
i,p + Zi,aJ̄

(k)
i,a +Gi,aM̄

(k)
i,a

)
ZiiĪ

(k+1)
i = V̄i −

(
Zi,pJ̄

(k+1/2)
j +Gi,pM̄

(k+1/2)
j + Zi,aJ̄

(k+1)
j +Gi,aM̄

(k+1)
j

)
las matrices Zi,x y Gi,x –con x = p ó x = a– modelan la radiación de las corrientes
eléctricas y magnéticas sobre el dominio i-ésimo. Tal y como se describió en el
capitulo anterior dichas corrientes pueden estar al inicio del dominio (x = p) o al
final (x = a).

La entrada correspondiente a la fila m y columna n de la matriz Zi,p debe
contener el campo eléctrico radiado por la función base n-ésima perteneciente a las
funciones base que modelan la corriente eléctrica equivalente al inicio del dominio
i-ésimo. Además, dicho campo debe estar promediado por la función base m-ésima
dentro del dominio i-ésimo.

Las entradas correspondientes a la matriz Zi,a se definen como las de la matriz
anterior, con la diferencia de que ahora se consideran las fuentes al final del dominio.
El mismo razonamiento se puede realizar con respecto a las matrices Gi,p y Gi,a

con la salvedad de que ahora el campo radiado a considerar es el magnético y no
el eléctrico.

Teniendo en cuenta la formulación de campos eléctricos en función de corrientes
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eléctricas y magnéticas en (2.24), las expresiones para dichas matrices son:

Zi,p (m,n) =
〈
L
(
j(i,p)
n

)
, fi,m

〉
(A.1)

Zi,a (m,n) =
〈
L
(
j(i,a)
n

)
, fi,m

〉
(A.2)

Gi,p (m,n) =
〈
−K

(
m(i,p)

n

)
, fi,m

〉
(A.3)

Gi,a (m,n) =
〈
−K

(
m(i,a)

n

)
, fi,m

〉
(A.4)

donde fi,m es la función base m-ésima dentro del dominio i-ésimo; y j(i,p)
n , j(i,a)

n ,
m(i,p)

n y m(i,a)
n son las funciones base para las corrientes eléctricas y magnéticas tal

y como están definidas en (2.57) y (2.58).

A la hora de actualizar las corrientes equivalentes al inicio de cada dominio, se
debe tener en cuenta la radiación de las siguientes fuentes:

Corrientes eléctricas inducidas en el interior del dominio sin la zona solapada
con el siguiente dominio.

Corrientes eléctricas equivalentes situadas al inicio del dominio.

Corrientes magnéticas equivalentes situadas al inicio del dominio.

Campo electromagnético debido a fuentes impresas en el interior del dominio
sin la zona solapada con el siguiente dominio.

En base a lo anterior, las corrientes equivalentes situadas al inicio del dominio
(i+ 1)-ésimo pueden ser calculadas como:

J̄
(k+1/2)
(i+1),p = Ai,pĪ

(k+1/2)
i,p +Bi,pJ̄

(k+1/2)
i,p + Ci,pM̄

(k+1/2)
i,p + P̄i,p (A.5)

M̄
(k+1/2)
(i+1),p = Di,pĪ

(k+1/2)
i,p + Ei,pJ̄

(k+1/2)
i,p + F i,pM̄

(k+1/2)
i,p + Q̄i,p (A.6)

donde el vector Ī(k+1/2)
i,p contiene los coeficientes de las funciones base en el dominio

i-ésimo sin la parte solapada con el siguiente dominio; el resto de matrices realizan
las siguientes operaciones:

Matriz Ai,p: se encarga de proyectar las corrientes eléctricas en el interior del
dominio i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio) sobre las
corrientes eléctricas al comienzo del siguiente dominio. Para ello la columna
m-ésima de la matriz contedrá los coeficientes de la expansión de la corriente
eléctrica equivalente situada al comienzo del siguiente dominio.
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Matriz Bi,p: se encarga de proyectar las corrientes eléctricas equivalentes al
inicio del dominio i-ésimo sobre las corrientes eléctricas al comienzo del si-
guiente dominio. Para ello la columna m-ésima de la matriz contedrá los
coeficientes de la expansión de la corriente eléctrica equivalente situada al
comienzo del siguiente dominio.

Matriz Ci,p: se encarga de proyectar las corrientes magnéticas equivalentes
al inicio del dominio i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio)
sobre las corrientes eléctricas al comienzo del siguiente dominio. Para ello la
columna m-ésima de la matriz contedrá los coeficientes de la expansión de la
corriente eléctrica equivalente situada al comienzo del siguiente dominio.

Matriz Di,p: se encarga de proyectar las corrientes eléctricas en el interior
del dominio i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio) sobre las
corrientes magnéticas al comienzo del siguiente dominio. Para ello la columna
m-ésima de la matriz contedrá los coeficientes de la expansión de la corriente
magnética equivalente situada al comienzo del siguiente dominio.

Matriz Ei,p: se encarga de proyectar las corrientes eléctricas equivalentes al
inicio del dominio i-ésimo sobre las corrientes magnéticas al comienzo del
siguiente dominio. Para ello la columna m-ésima de la matriz contedrá los
coeficientes de la expansión de la corriente magnética equivalente situada al
comienzo del siguiente dominio.

Matriz F i,p: se encarga de proyectar las corrientes magnéticas equivalentes
al inicio del dominio i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio)
sobre las corrientes magnéticas al comienzo del siguiente dominio. Para ello
la columna m-ésima de la matriz contedrá los coeficientes de la expansión de
la corriente magnética situada al comienzo del siguiente dominio.

Teniendo en cuenta que las corrientes eléctricas se expresan en términos del campo
magnético mientras que las corrientes eléctricas se expresan en términos del campo
eléctrico – ver (2.55) y (2.56)– si asumimos que las funciones base sobre las que
se expanden las corrientes equivalentes eléctricas y magnéticas son ortonormales
entre sí, entonces el elemento de la fila m y columna n de cada una de las matrices
vendrá dado por la proyección –en forma de producto escalar– del campo magnético
o eléctrico debido a la función base que produce la radiación sobre la función base



172 Apéndice A. Matrices de acoplo de dominios por medio de corrientes equivalentes

víctima, es decir:

Ai,p (m,n) =
(
(n̂×K (fi,n)) , j(i+1,p)

m

)
(A.7)

Bi,p (m,n) =
((
n̂×K

(
j(i,p)
n

))
, j(i+1,p)
m

)
(A.8)

Ci,p (m,n) =
(

1
η2

(
n̂× L

(
m(i,p)

n

))
, j(i+1,p)
m

)
(A.9)

Di,p (m,n) =
(
− (n̂× L (fi,n)) ,m(i+1,p)

m

)
(A.10)

Ei,p (m,n) =
(
−
(
n̂× L

(
j(i,p)
n

))
,m(i+1,p)

m

)
(A.11)

F i,p (m,n) =
((
n̂×K

(
m(i,p)

n

))
,m(i+1,p)

m

)
(A.12)

donde n̂ es un vector unitario que apunta hacia el exterior del dominio i-ésimo; y
se recuerda que la notación (·, ·) indica producto escalar.

Por otro lado, los vectores P̄i,p y Q̄i,p contienen los coeficientes de la expansión
de las corrientes equivalentes al inicio del dominio i-ésimo debidas a las fuentes
impresas en el interior del dominio i-ésimo. El coeficiente m-ésimo de cada una de
estas funciones vendrá dado por:

P̄i,p (m) =
((
n̂×Himp

i,p

)
, j(i+1,p)
m

)
(A.13)

Q̄i,p (m) = −
((
n̂× Ēimp

i,p

)
,m(i+1,p)

m

)
(A.14)

siendo Ēimp
i,p y H̄ imp

i,p el campo impreso debido a fuentes localizadas en el dominio
i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio).

De forma similar a como ocurría en el barrido ascendente, las ecuaciones para
actualizar las corrientes eléctricas y magnéticas en el barrido en orden descendente
son las siguientes:

J̄
(k)
(i−1),a = Ai,aĪ

(k)
i,a +Bi,aJ̄

(k+1/2)
i,a + Ci,aM̄

(k+1/2)
i,a + P̄i,a (A.15)

M̄
(k)
(i−1),a = Di,aĪ

(k)
i,a + Ei,aJ̄

(k+1/2)
i,a + F i,aM̄

(k+1/2)
i,a + Q̄i,a (A.16)

donde donde el vector Ī(k+1/2)
i,a contiene los coeficientes de las funciones base en el

dominio i-ésimo sin la parte solapada con el dominio previo. Todas las matrices
juegan papeles equivalentes a los que desempeñaban en el barrido ascendente y,
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por tanto, los elementos de estas matrices vendrán dadas por:

Ai,a (m,n) =
(
(n̂×K (fi,n)) , j(i−1,a)

m

)
(A.17)

Bi,a (m,n) =
((
n̂×K

(
j(i,a)
n

))
, j(i−1,a)
m

)
(A.18)

Ci,a (m,n) =
(

1
η2

(
n̂× L

(
m(i,a)

n

))
, j(i−1,a)
m

)
(A.19)

Di,a (m,n) =
(
− (n̂× L (fi,n)) ,m(i−1,a)

m

)
(A.20)

Ei,a (m,n) =
(
−
(
n̂× L

(
j(i,a)
n

))
,m(i−1,a)

m

)
(A.21)

F i,a (m,n) =
((
n̂×K

(
m(i,a)

n

))
,m(i−1,a)

m

)
(A.22)

las expresiones vecotes P̄ y Q̄ también son similares a las del barrido ascendente:

P̄i,a (m) =
((
n̂×Himp

i,p

)
, j(i−1,a)
m

)
(A.23)

Q̄i,a (m) = −
((
n̂× Ēimp

i,p

)
,m(i−1,a)

m

)
(A.24)

siendo Ēimp
i,p y H̄ imp

i,p el campo impreso debido a fuentes localizadas en el dominio
i-ésimo (sin la parte solapada con el siguiente dominio).

Finalmente, es importante reseñar que en caso de que las funciones base para
la expansión de las corrientes equivalentes al inicio y al fin de los dominios no sean
ortonormales entre sí, es posible recurrir a procesos de proyección especiales como
el desarrollado en [Jak95] para funciones RWG.





Apéndice B
Interpolaciones sobre mallas regulares en
dos dimensiones

La técnica de interpolación explicada en el capítulo 3 para el cálculo rápido
de los términos de interpolación se apoya en dos esquemas de interpolación, a
saber: lagrangiana y bilineal. En este apéndice se recopilan los principales aspectos
referentes a dichas técnicas.

B.1 Interpolación bidimensional de Lagrange

La interpolación de Lagrange está englobada dentro de las interpolaciones po-
linómica. Supuesta una función bidimensional f(x, y) de la cual se conoce su valor
en una malla de puntos (xi, yj) de tamaño ni × nj, entonces el polinomio de inter-
polación de Lagrange viene dado por:

p (x, y) =
∑nx−1
i=0

∑ny−1
j=0

wxi f(xi,yj)wyj
(x−xi)(y−yj)∑nx−1

i=0
∑ny−1
j=0

wxi w
y
j

(x−xi)(y−yj)

(B.1)

donde los pesos wxi y wyi están definidos como:

wxi =
∏
k 6=i

1
xi − xk

(B.2)

wyi =
∏
k 6=i

1
yi − yk

(B.3)

Cuanto mayor es el número de puntos empleado en la malla, mayor es el grado
del polinomio de interpolación. De este modo, mallas muy grandes conducirán a
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funciones de interpolación con fuertes oscilaciones. Cuando es conocido a priori que
la función a interpolar no presenta este tipo de oscilaciones, es habitual utilizar tan
solo aquellos puntos de la malla más cercanos al punto donde se desea interpolar,
reduciendo así las oscilaciones del polinomio.

B.2 Interpolación bilineal

La interpolación bilineal es una extensión para mallas bidimensionales regula-
res de la interpolación lineal. Este tipo de interpolación se basa en realizar dos
interpolaciones lineales una en cada dirección de la malla. Por tanto, si tenemos un
conjunto de cuatro puntos (xi, yj) (i = 1, 2 y j = 1, 2) pertenecientes a una malla
regular, y queremos calcular el valor de una función f (x, y), la cual es conocida en
dichos puntos, mediante una operación bilineal, en un punto (x, y) la operación a
realizar es la siguiente:

p (x, y) = f (x1, y1)
(x2 − x1) (y2 − y1) (x2 − x) (y2 − y)

+ f (x2, y1)
(x2 − x1) (y2 − y1) (x− x1) (y2 − y)

+ f (x1, y2)
(x2 − x1) (y2 − y1) (x2 − x) (y − y1)

+ f (x2, y2)
(x2 − x1) (y2 − y1) (x− x1) (y − y1) (B.4)

Es importante reseñar que si bien la interpolación bilineal realiza una interpolación
lineal a lo largo de cualquier paralela al eje x o al eje y, a lo largo de cualquier otra
línea la interpolación es cuadrática.



Apéndice C
Expansión de campos electromagnéticos
en modos esféricos

En un medio homogéneo, lineal e isótropo las ecuaciones de Maxwell pueden
expresarse de la forma:

∇×H = ωεE + J (C.1)
∇× E = −ωµH−M (C.2)

siendo E el campo magnético, H el campo magnético, J la densidad de corriente
eléctrica, M la densidad de corriente magnética, y ε y µ la permitividad y permea-
bilidad del medio, respectivamente, del medio. Se asume una dependencia temporal
del tipo eωt que se suprime a efectos de formulación.

Si el medio está libre de fuentes, entonces cualquier campo eléctrico o magnético
debe satisfacer la siguiente ecuación de onda vectorial:

∇× (∇× F)− k2F = 0. (C.3)

Es posible demostrar que las siguientes funciones vectoriales satisfacen la ecuación
(C.3) [Han88]:

m = ∇f × r (C.4)
n = k−1∇×m, (C.5)

siendo f una solución de la ecuación de onda escalar:(
∇2 + k2

)
f = 0. (C.6)

Esta ecuación de onda escalar expresada en coordenadas esféricas puede ser resuelta
mediante la estrategia de separación de variables, expandiendo f como:

f(r) = fr(r)fθ(r)fφ(r). (C.7)
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c z(c)
n Tipo de modo

1 jn Estacionario acotado en el origen
2 nn Estacionario no acotado en el origen
3 h(1)

n Propagativo hacia el interior
4 h(2)

n Propagativo hacia el exterior
Tabla C.1: Tipo de modos esféricos.

Utilizando esta separación de variables, las soluciones a (C.6) pueden ser expresadas
como combinaciones lineales de la función generatriz:

f (c)
mn(r, θ, φ) = z(c)

n (kr)Pm
n (cos θ) emφ, (C.8)

donde n = 1, 2, 3, ... y m = −n,−2 + 1, ..., 0, ..., n−, n; P |m|n es el polinomio de
Legendre de grado n y orden m; y z(c)

n es una función esférica de Bessel de orden
n. La tabla (C.1) recoge los posibles valores que puede tomar la constante c y que
determinan el tipo de función.

A partir de la solución a la ecuación de onda escalar y utilizando las expresiones
(C.4) y (C.5) podemos construir las siguientes soluciones a la ecuación de onda
vectorial:

F(c)
1mn = 1√

2π
1√

n(n+ 1)

(
− m

|m|

)m {
z(c)
n (kr)mP̄

|m|
n (cos θ)
sen θ emφθ̂

−z(c)
n (kr)dP̄

|m|
n (cos θ)
dθ

emφφ̂

}
(C.9)

F(c)
2mn = 1√

2π
1√

n(n+ 1)

(
− m

|m|

)m {
n(n+ 1)

kr
z(c)
n (kr)P̄ |m|n (cos θ)emφr̂

+ 1
kr

d
(
krz(c)

n (kr)
)

d(kr)
dP̄ |m|n (cos θ)

dθ
emφθ̂

+ 1
kr

d
(
krz(c)

n (kr)
)

d(kr)
mP̄ |m|n (cos θ)

sen θ emφφ̂

 , (C.10)

donde P̄ |m|n es el polinomio de Legendre normalizado de grado n y orden m. Estas
soluciones reciben el nombre de ondas esféricas o modos esféricos.



Apéndice D
Cálculo de matrices de scattering con el
método de los momentos

El cálculo de las matrices de scattering es típicamente llevado a cabo mediante
el método de elementos finitos puesto que la propia estructura del método facilita el
cálculo de las mismas. Sin embargo, el cómputo de las mismas es posible de forma
eficiente también mediante el método de los momentos. En este apéndice se ilustra
como se puede llevar a cabo dicho proceso, aprovechando las propiedades lineales
de las ecuaciones involucradas.

En primer lugar, debemos tener en cuenta el significado de cada una de las en-
tradas de las matrices de scattering. Su interpretación es sencilla si se considera por
ejemplo la iluminación utilizando solamente la onda esférica n-ésima. En este caso,
el vector de entradas a la matriz de scattering ā constará tan solo de una entrada
distinta de cero en la posición n y, por tanto, el vector con los coeficientes de las on-
das salientes b̄ estará compuesto por la columna m-ésima de la matriz de scattering.
Es decir, la n-ésima columna de la matriz de scattering contiene los coeficientes de
la expansión en ondas esféricas del campo dispersado como consecuencia de usar
como excitación la onda esférica número n.

Por tanto, para calcular la columna m de la matriz debemos excitar con la
onda esférica número m y descomponer el campo radiado en modos esféricos. En
el caso de utilizar el método de los momentos, al utilizar la excitación previamente
considerada obtendremos un conjunto de corrientes sobre las superficies o volúmenes
donde se imponen las condiciones de contorno. El siguiente paso sería calcular el
campo radiado por dichas corrientes sobre una superficie esférica que envuelva
al cuerpo bajo análisis para posteriormente descomponer dicho campo en modos
esféricos mediante las bien conocidas expresiones de [Han88, Capítulo 3].

179



180 Apéndice D. Cálculo de matrices de scattering con MoM

Sin embargo, esta expresión, muy utilizada en el campo de medida de antenas
para transformaciones de campo cercano-campo lejano, implica calcular el campo
radiado por las corrientes. Este paso intermedio puede ser evitado usando la expre-
sión derivada en [Han88, Apéndice A] que nos permite calcular los coeficientes de
la expansión directamente a partir de las corrientes. De este modo, el coeficiente
del modo smn radiado por unas ciertas fuentes eléctricas ~J y magnéticas ~M puede
ser calculado como:

Q(4)
smn = (−1)m+1

∫
V

(
k
√
ηF(1)

s,−m,n · J− 
k
√
η

F(1)
3−s,−m,n ·M

)
dV. (D.1)

La operación anteriormente citada debe ser repetida para cada una de las corrien-
tes calculadas como consecuencia de iluminar con cada uno de los modos esféricos.
Esta operación puede ser acelerada teniendo en cuenta ciertas propiedades de linea-
lidad. Así, si consideramos la expansión de la corriente en serie de funciones base
conocidas:

J =
∑
l

Ilfl (D.2)

M =
∑
l

Mlgl, (D.3)

siendo f las funciones base utilizadas para expandir la corriente eléctrica y g las
funciones base utilizadas para expandir la corriente magnética. Dependiendo de la
formulación, muchas veces estas funciones base serán las mismas, no obstante en
el presente desarrollo se considera el caso más general donde ambas pueden ser
distintas.

Introduciendo las expansiones anteriores en (D.1), obtenemos:

Q(4)
smn = (−1)m+1

(∑
l

Il

∫
V
k
√
ηF(1)

s,−m,n · fldV −
∑
l

Ml

∫
V

k
√
η

F(1)
3−s,−m,n · gldV

)
=

= (−1)m+1
(
W̄ t
e · Ī + W̄ t

h · M̄
)
, (D.4)

donde la entrada l-ésima de los vectores W̄ viene dada por:

We,smn(l) = k
√
η
∫
V

F(1)
s,−m,n · fldV (D.5)

Wh,smn(l) = − k√
η

∫
V

F(1)
3−s,−m,n · gldV. (D.6)

Por tanto, utilizando la notación de un solo índice obtenemos que la matriz de
scattering puede calcularse como:

S =


W̄ t
e,1 W̄ t

m,1
... ...

W̄ t
e,Nmax,b

W̄ t
e,Nmax,b


(

Ī1 · · · ĪNmax,a

M̄1 · · · M̄Nmax,a

)
, (D.7)
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siendo Nmax,a el número total de modos máximo que se considera a la entrada y
Nmax,b el número total de modos máximo que se considera a la salida, es decir, las
dimensiones de los vectores ā y b̄; y siendo Īl y M̄l los coeficientes de las expansiones
(D.2) y (D.3) debidos a utilizar como excitación la onda esféricas l-ésima.

Finalmente, es importante notar que el cálculo de la matriz de scattering para
un cierto cuerpo implica calcular las corrientes debido a múltiples excitaciones. Por
este motivo, es recomendable utilizar un método de solución directa que permita
calcular la solución a todas las excitaciones en una sola operación. Para cuerpos
de pequeño tamaño es recomendable utilizar una factorización de la matriz del
sistema de ecuaciones involucrada en el método de los momentos. Cuerpos de mayor
tamaño pueden requerir métodos más avanzados como por ejemplo el método de
las funciones base características [Pra03].





Apéndice E
Cálculo de las matrices de traslación

A la hora de plantear el sistema de ecuaciones basado en modos esféricos, es
necesario expresar los modos radiados por un cierto elemento (tipo c = 4) en un
sistema de coordenadas i, cuyo origen es O y al cual nos referiremos mediante
coordenadas sin primar, en modos referidos a un nuevo sistema de coordenadas j,
cuyo origen es O′ y al cual nos referiremos mediante coordenadas primadas.

Es importante reseñar que habitualmente los ejes cartesianos de cada sistema
de coordenadas se escogen por comodidad para que sean paralelos entre ellos, dife-
renciándose por tanto tan solo en la situación de su origen de coordenadas y no en
su orientación.

Recordemos que la operación se realiza mediante la operación matricial:

āj = Gjib̄i, (E.1)

siendo āj los coeficientes de los modos esféricos referidos respecto al sistema j y b̄i
los coeficientes de los modos esféricos referidos respecto al sistema i. Denotaremos
por d el vector que une los centros de los sistemas de coordenadas.

Esta operación de traslación puede ser realizada de forma genérica combinando
operaciones de traslación a lo largo del eje z con operaciones de rotación. Para ello
se realizan los siguientes pasos:

1. operación de rotación que nos orienta el sistema de coordenadas en la dirección
adecuada para que un desplazamiento a través del nuevo eje z nos sitúe el
origen de coordenadas en O′,

2. desplazamiento a lo largo del nuevo eje z,
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Figura E.1: Rotación de el sistema (x, y, z) al sistema (x′, y′, z′).

3. rotación inversa a la del paso 1.

La concatenación de estas operaciones se encuentra recogida en la figura E.1.

Matricialmente, esto implica tres operaciones:

Gji = G
rot

(−ϕ0,−θ0,−χ0)G
tras

(kD)G
rot

(χ0, θ0, ϕ0) (E.2)

siendo D = ‖d‖2; (χ0, θ0, ϕ0) una terna de ángulos conocidos como ángulos de
Euler; G

tras
(kD) una matriz que nos permite trasladar los modos referidos a un

cierto sistema de coordenadas a otro sistema, de ejes paralelos al anterior pero
desplazado una distancia D a lo largo del eje z; y las matrices G

rot
nos permiten

realizar cualquier rotación arbitraria. Las operaciones de rotación constan a su vez
de tres giros por cada ángulo de Euler:

1. Rotación sobre el eje z (ángulo ϕ0)

2. Rotación sobre el eje y1 (ángulo θ0)

3. Rotación sobre el eje z2 (ángulo χ0)

Estos pasos están reflejados en la figura E.2. Como consecuencia, cualquier matriz
de rotación G

rot
(χ0, θ0, ϕ0) se puede descomponer en tres matrices de rotación:

G
rot

(χ0, θ0, ϕ0) = G
rot

ϕ (χ0)G
rot

θ (θ0)G
rot

ϕ (ϕ0) (E.3)
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Figura E.2: Rotación de el sistema (x, y, z) al sistema (x′, y′, z′).

donde las matrices G
rot

ϕ realizan las rotaciones respecto al eje z y la matriz G
rot

θ

realiza las rotaciones respecto al eje y.

Para los desplazamientos aquí contemplados, la terna de ángulos (χ0, θ0, ϕ0) se
puede calcular como:

χ0 = 0◦ (E.4)
θ0 = arc cos (d · ẑ/D) (E.5)
ϕ0 = arc cos (d · x̂/ ‖d− (d · x̂) x̂‖2) (E.6)

Las expresiones que nos permiten calcular las matricesG
tras

se encuentran recogidas
en [Han88, Apéndice C], mientras que las expresiones para calcular las matrices de
rotación G

rot

θ y G
rot

ϕ se pueden calcular como en [Han88, Apéndice B].

Es importante reseñar, que el campo expandido respecto al origen O′ como
consecuencia de trasladar modos que están referidos a un origen O, sólo es válido
para puntos que disten menos de D del origen O′ debido a restricciones en la matriz
de traslación [Han88, Apéndice C].





Apéndice F
Expansión de ondas planas en ondas
esféricas

En el caso de problemas de dispersión es habitual utilizar como campo incidente
una onda plana (p.ej. para calcular la RCS de uno o varios dispersores). Los siste-
mas de ecuaciones planteados en este trabajo necesitan la introducción del campo
impreso incidente en términos de ondas esféricas (p. ej. en (5.19) ó (5.42)). Por ese
motivo se recogen en este capítulo las expresiones necesarias para el cálculo de una
expansión en ondas esféricas de una onda plana. La expresión de campos arbitrarios
puede realizarse a partir de las expresiones de [Han88, Apéndice A].

Adaptando las ecuaciones de [Han88, Apéndice A], obtenemos que un campo
debido a una onda plana puede descomponerse en modos esféricos de tipo c = 1
(estacionarios y acotados en el origen). Para ello consideraremos una onda plana
con vector de polarización E0 y dirección de propagación k̂0:

k̂0 = sen θ0 cosφ0x̂+ sen θ0 sinφ0ŷ + cos θ0ẑ

dicha onda admite una expansión de la forma:

E (r) = E0e
−kk̂0·r = k

√
η

2∑
s=1

∞∑
n=1

n∑
m=−n

QsmnF(1)
smn (r) . (F.1)

Los coeficientes para la citada expansión vienen dados por la expresión:

Qsmn = k
√
η
√

4π(−)(−1)mE0 ·Ks,−m,n (θ0, φ0) ,

siendo Ksmn (θ0, φ0) el diagrama de radiación de campo lejano del modo F(4)
smn eva-
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luado para la dirección (θ0, φ0). Esta expresión viene dada por:

K1mn (θ, φ) =
√

2
n(n+ 1)

(
− m

|m|

)m
emφn+1

{
mP̄ |m|n (cos θ)

sen θ θ̂

−dP̄
|m|
n (cos θ)
dθ

φ̂

}
(F.2)

K2mn (θ, φ) =
√

2
n(n+ 1)

(
− m

|m|

)m
emφn

{
dP̄ |m|n (cos θ)

dθ
θ̂

+mP̄
|m|
n (cos θ)
sen θ φ̂

}
. (F.3)

Las aproximaciones anteriores demuestran una buena aproximación siempre y
cuando la esfera donde trata de evaluarse la onda plana tenga un radio máximo:

r ≈ Nmax/k, (F.4)

siendo Nmax el valor máximo en el que se trunca el sumatorio en el índice n de la
expresión (F.1).
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